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Resumen

La teoria de la relatividad general es una teoria altamente exitosa. No solo ha modifi-
cado de manera radical nuestra vision de la gravitacion, el espacio y el tiempo, sino que
también posee un enorme poder predictivo. A la fecha, ha pasado con extraordinaria pre-
cision todas las pruebas experimentales y observacionales a que se le ha sometido. Entre
sus logros mas importantes se encuentran la prediccién de objetos exdticos como las es-
trellas de neutrones y los agujeros negros, y el modelo cosmoldgico de la Gran Explosion.
Ademas, la relatividad general predice también la existencia de las ondas gravitacionales
que tal vez sean observadas por primera vez en el transcurso de esta década.

La relatividad general, aunque conceptualmente sencilla y elegante, resulta ser en la
practica una teoria altamente compleja. Las ecuaciones de campo de Einstein son un
sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales en cuatro dimensiones, acopladas y no
lineales. Escritas en su forma mas general estas ecuaciones poseen miles de términos. De-
bido a esta complejidad, soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein se conocen solo
en situaciones con alto grado de simetria, ya sea en el espacio o en el tiempo: soluciones
con simetria esférica o axial, soluciones estéaticas o estacionarias, soluciones homogéneas e
isotropicas, etc. Si uno estd interesado en estudiar situaciones con relevancia astrofisica,
que involucren campos gravitacionales intensos, dinamicos y con poca o ninguna simetria,
resulta imposible resolver las ecuaciones de Einstein de manera exacta. De la necesidad
de estudiar este tipo de problemas ha surgido el area de la relatividad numérica, que in-
tenta resolver las ecuaciones de Einstein utilizando aproximaciones numéricas y complejos
codigos computacionales.

La relatividad numérica se desarrolld como un campo de investigacién independiente
a mediados de la década de los sesentas, comenzando con los esfuerzos pioneros de Hahn
y Lindquist [32], pero no fue sino hasta finales de los setentas cuando las primeras simula-
ciones realmente exitosas fueron realizadas por Smarr y Eppley [54, 24, 25| en el contexto
de la colision de frente de dos agujeros negros. En esa época, sin embargo, el poder de las
computadoras era ain muy modesto, y las simulaciones que podian realizarse se limita-
ban a problemas con simetria esférica, o a lo mas simetria axial a muy baja resolucion.
Esta situacion ha cambiado, durante las décadas de los ochenta y noventas una verdadera
revolucién tuvo lugar en el campo de la relatividad numérica. Problemas cada vez méas
complejos en muy diversos aspectos de la teoria de la gravitacion se han estudiado, desde
la simulacion de estrellas en rotacion, al estudio de defectos topoldgicos, el colapso grav-
itacional y las colisiones de objetos compactos. Quiza el resultado de mayor importancia
que se ha obtenido a través de la relatividad numérica sea el descubrimiento por parte de
Choptuik de los fenémenos criticos en el colapso gravitacional [20, 30]. Un resumen de la
historia de la relatividad numérica y sus mas recientes logros se pueden encontrar en [37].



La relatividad numérica esta alcanzando un estado de madurez. El desarrollo de
poderosas super-computadoras, junto con el desarrollo de técnicas numéricas robustas
han permitido que se realicen simulaciones de sistemas tridimensionales con campos grav-
itacionales intensos y dinamicos. Toda esta actividad esta ocurriendo en el momento justo,
una nueva generacion de detectores de ondas gravitacionales esta en estado avanzado de
construccién, o incluso haciendo ya las primeras pruebas de calibracién [39, 62, 29, 59].
Las senales esperadas, sin embargo, son tan débiles que incluso con la enorme sensibilidad
de estos nuevos detectores resultard necesario extraerlas del ruido de fondo. Es mucho
mas sencillo extraer una senal enterrada en ruido si se sabe que buscar. Es aqui donde
la relatividad numérica es requerida urgentemente, proporcionando a los observadores
con predicciones precisas de los tipos de ondas generados por las fuentes astrofisicas mas
comunes. Vivimos en verdad un momento emocionante en el desarrollo de esta disciplina.

En estas notas se presenta una introduccién a las principales ideas detras de la rela-
tividad numérica. Las notas estan organizadas de la siguiente forma: En la seccién 1 se
presenta una breve introduccién a la relatividad general. La seccién 2 presenta el prob-
lema de Cauchy de la relatividad general e introduce el formalismo 3+1, que es el mas
cominmente usado en la relatividad numérica (aunque no el tnico). En la seccién 3 se
presentan formulaciones alternativas de las ecuaciones de evolucién en el formalismo 341
y se discute el concepto de hiperbolicidad. La seccién 4 presenta una introduccién a las
aproximaciones en diferencias finitas.

Finalmente, en la seccion 5 se presenta una serie de ejemplos de aplicaciones de las
técnicas de la relatividad numérica al estudio de algunos sistemas sencillos. En particu-
lar, se estudia el caso de la relatividad en 1+1 dimensiones (1 dimensién espacial), y la
relatividad en simetria esférica.



1. La relatividad general

1.1. Introducciéon

La teoria moderna de la gravitacion es la “teoria de la relatividad general” postulada
por Albert Einstein a fines de 1915 [22, 23]. De acuerdo a esta teoria, la gravitacién
no es una fuerza como se le consideraba en la fisica newtoniana, sino que es mas bien
una manifestacion de la “curvatura” del espacio-tiempo. Un objeto masivo produce una
distorsion en la geometria del espacio-tiempo, y a su vez esta distorsion controla o altera
el movimiento del los objetos. Utilizando el lenguaje de John A. Wheeler, la materia
le dice al espacio-tiempo como curvarse, y el espacio-tiempo le dice a la materia como
moverse [64].

Ya al postular la teoria especial de la relatividad en 1905, Einstein sabia bien que la
teoria de la gravitacion de Newton deberia ser modificada. La principal razén para esto
era el que la teoria de Newton implicaba que la fuerza de gravedad se propagaba entre
distintos objetos a velocidad infinita, lo que contradecia un principio fundamental de la
relatividad especial: ninguna interaccion fisica puede viajar mas rapido que la velocidad
de la luz. Es importante notar que al mismo Newton nunca le parecié convincente la
existencia de esta “accion a distancia”, pero consideré que era una hipdtesis necesaria
hasta que se encontrara una mejor explicaciéon de la naturaleza de la gravedad. En la
década de 1905 a 1915, Einstein se dedicé a buscar esa explicaciéon mas adecuada.

Las ideas principales que guiaron a Einstein en su camino hacia la relatividad general
fueron el “principio de covariancia general” que dice que las leyes de la fisica deben tomar
la misma forma para todo observador, el “principio de equivalencia’, que dice que todos los
objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravitacional, y el “principio
de Mach”, llamado asi en honor a Ernst Mach quién lo postul6 a fines del siglo XIX, y
que dice que la inercia local de un objeto debe ser producida por la distribucién total
de la materia en el Universo. El principio de covariancia general llevé a Einstein a pedir
que las leyes de la fisica se escribieran en forma tensorial, el principio de equivalencia lo
llevé a concluir que la manera natural de describir a la gravedad era identificindola con
la geometria del espacio-tiempo, y el principio de Mach lo llevo a la idea de que dicha
geometria deberia ser alterada por la distribucién de materia y energia.

En las siguientes secciones veremos como se expresan estas ideas en lenguaje matematico.
Antes de seguir adelante, mencionare primero la convencion de unidades que seguiré en
estas notas. Utilizaré siempre las llamadas “unidades geométricas”, en las que la velocidad
de la luz ¢ y la constante de la gravitacién universal de Newton G son ambas iguales a la
unidad. Cuando se trabaja en este sistema de unidades, la distancia, el tiempo, la masa y
la energia tienen siempre las mismas unidades (de distancia). Las unidades convencionales



(SI) del sistema internacional siempre pueden recuperarse anadiendo los factores de ¢ y
G que sean necesarios en cada caso para regresar a sus unidades correctas en el SI (por
ejemplo, haciendo las substituciones t — ct y M — GM/c?).

Existen muchos libros introductorios a la relatividad general. La presentacién que se
da aqui estd basada principalmente en las referencias [42, 50, 63].

1.2. Meétrica y geodésicas

Como ya hemos mencionado, el principio de equivalencia llevo a Einstein a pensar que
la gravitacion podia identificarse con la curvatura del espacio-tiempo. Matematicamente
esto quiere decir que la teoria de la gravedad deberia ser lo que se conoce como una
“teoria métrica”, en la cual la gravedad se manifiesta tnica y exclusivamente a través de
una distorsion en la geometria del espacio-tiempo.

Consideremos un espacio-tiempo continuo de cuatro dimensiones (tres dimensiones
de espacio y una de tiempo), o en lenguaje matematico, una variedad diferenciable de
cuatro dimensiones. Sean x las coordenadas de un evento en este espacio-tiempo, donde
el indice a toma los valores {0, 1,2, 3}: cuatro nimeros que indican en que momento del
tiempo, y en que lugar en el espacio ocurre ese evento (en estas notas siempre tomaremos
la componente 0 como aquella que se refiere al tiempo, y las componentes {1,2,3} como
las que se refieren al espacio, también utilizaremos la convencién de que indices griegos
toman valores de 0 a 3, mientras que indices latinos toman valores de 1 a 3).

Entre dos eventos infinitesimalmente cercanos con coordenadas x% y
2% + dx® es posible definir una “distancia invariante” ds? de la siguiente forma

4
ds* = > gapda®dz’ = gopdz®da”, (1.1)

a,f=1

donde g¢,3 se conoce como el “tensor métrico”, o simplemente “la métrica”, y donde la
ultima igualdad define la “convencién de suma de Einstein”: indices que aparecen repetidos
se suman. La distancia invariante es, como su nombre lo indica, una cantidad absoluta
que no depende del sistema de coordenadas que se utilice para describir al espacio tiempo.
En cada punto del espacio-tiempo, las componentes del tensor métrico forman una matriz
simétrica no singular de 4 x 4 elementos, con eigenvalores cuyos signos son (—, +,+, +),
es decir, un eigenvalor negativo asociado al tiempo, y tres eigenvalores positivos asociados
al espacio. En la relatividad especial, el tensor métrico se reduce a la llamada “métrica
de Minkowski”

ds? = —dt* + da* + dy* + d2* = n.p doda” (1.2)



que corresponde a un espacio-tiempo plano. En la relatividad general, por otro lado, el
tensor métrico varia de un punto a otro.

Las transformaciones de Lorentz garantizan que el intervalo ds? tiene el mismo valor
para cualquier observador. Esto es consecuencia directa del postulado (o mejor dicho,
del hecho empirico) de la invariancia de la velocidad de la luz. Nétese que debido a la
presencia de un eigenvalor negativo, la distancia invariante no es positiva definida. De
hecho, a partir de la métrica uno puede distinguir entre eventos relacionados entre si de
3 formas distintas:

ds* > 0 intervalo espacialoide,, (1.3)
ds> < 0 intervalo temporaloide ,
ds* = 0 intervalo nulo . (1.5)

Los intervalos espacialoides corresponden a eventos tales que un objeto tendria que
moverse mas rapido que la luz para llegar de uno a otro (estan separados principalmente
en el “espacio”), Los temporaloides a eventos donde un objeto tiene que moverse més lento
que la luz para llegar de uno a otro (estan separados principalmente en el “tiempo”), y los
nulos a eventos que pueden alcanzarse viajando precisamente a la velocidad de la luz (la
frontera entre separacién espacial y temporal). Todo objeto material se mueve siguiendo
trayectorias de tipo temporaloide, y la luz se mueve siguiendo trayectorias nulas. Las
trayectorias nulas definen lo que se conoce como el “cono de luz” (véase Figura 1). El
cono de luz indica los eventos que pueden tener influencia fisica entre si, y por lo tanto
define la causalidad.

El tensor métrico también se puede utilizar para definir un producto escalar invariante
entre dos vectores de cuatro dimensiones (“4-vectores”). Sean @ y ¥ dos 4-vectores con
componentes u® y v respectivamente, su producto escalar se define como:

i 7= gapuv” (1.6)

donde hemos utilizado de nuevo la convencién de la suma. En particular, la magnitud
cuadrada de un 4-vector se define como

u? =11 = gapuu’ . (1.7)
Notese que de nuevo, esta cantidad no es positiva definida, por lo que normalmente no
sacamos su raiz cuadrada. Podemos entonces clasificar a los vectores de la misma manera
que al intervalo en espacialoides, temporaloides y nulos. Es claro ahora que el intervalo
no es otra cosa que la magnitud cuadrada del vector (infinitesimal) de desplazamiento.



Futuro Causal

"Resto”

Pasado Clausal

Figura 1: El cono de luz de un evento define las relaciones causales con otros eventos, y
divide al espacio-tiempo en tres regiones: el pasado causal (aquellos eventos que pueden
afectar al evento considerado), el futuro causal (aquellos eventos que pueden ser afectados
por el evento considerado) y el “resto” (aquellos eventos con los que no hay contacto
causal).

En relatividad especial, en ausencia de fuerzas externas los objetos se mueven en lin-
eas rectas en el espacio-tiempo (correspondientes a movimiento rectilineo-uniforme). La
linea recta corresponde a una trayectoria de longitud extrema de acuerdo a la métrica de
Minkowski (no necesariamente la més corta debido al signo negativo de uno de los eigen-
valores) . La idea de Einstein fue precisamente pensar que en la presencia de un campo
gravitacional, los objetos atin se mueven siguiendo las trayectorias mas rectas posibles, es
decir trayectorias extremas, pero ahora en una métrica distinta. A esa trayectoria extrema
se le llama “geodésica”. De esta forma, la gravedad no se ve como una fuerza externa,
sino como una distorsion en la métrica. Dada esta distorsion, los objetos se mueven sim-
plemente siguiendo una geodésica.

Se acostumbra parametrizar la trayectoria de un objeto utilizando el llamado “tiempo
propio” dr? := —ds?, que corresponde al tiempo medido por el objeto mismo (el tiempo
que mide un reloj ideal atado al objeto). Nétese que este tiempo no tiene por que ser
igual a dt, pues t es solo una coordenada, es decir, una etiqueta arbitraria que asignamos
a diferentes eventos. La ecuacién para una geodésica esta dada en general por

x> daP dx?
o T =0 (18)
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donde las cantidades I'j, se conocen como “simbolos de Christoffel” y estan dados en
términos de derivadas de la métrica como

a 9" 1098, |, 09y, Ogpy
=T — . 1.9
B 2 | Ox7 * oxP o+ (1.9)

En la ecuacién anterior introdujimos los coeficientes ¢** que se definen como las compo-
3 - . Q, J— (63
nentes de la matriz inversa a gog: g™ gs, = 03.
La ecuacion geodésica puede escribirse también como:

du® o
=+ I'gu’u’ =0, (1.10)
donde hemos definido el 4-vector u® := dz®/dr. Este vector se conoce como la “4-

velocidad”, y es la generalizacion relativista del concepto de velocidad ordinario. Es im-
portante notar que:
W =u-id=g @@:d_sz
°dr dr — dr?
es decir, la cuatro-velocidad es un vector unitario temporaloide.
Dado un campo gravitacional, es decir, dada la métrica del espacio-tiempo, la ecuacion
de las geodésicas (1.8) nos da la trayectoria de los objetos: el espacio-tiempo le dice a los
objetos como moverse.

=1, (1.11)

1.3. Curvatura

Como hemos visto, la métrica del espacio-tiempo nos permite obtener la trayectoria
de los objetos en un campo gravitacional. Sin embargo, el tensor métrico no es la forma
mas conveniente de describir la presencia de un campo gravitacional. Para ver esto, basta
con notar que incluso en un espacio plano, uno puede cambiar la forma del tensor métrico
mediante una simple transformacién de coordenadas. Por ejemplo, la métrica de un espacio
plano de tres dimensiones en coordenadas cartesianas {x, y, z} esta dada simplemente por
la regla de Pitagoras:

di* = da’ + dy* + d2* (1.12)

mientras que la métrica del mismo espacio plano en coordenadas esféricas {r, 6, ¢} resulta
ser
di? = dr* + r*df* + r* sin® 0d¢? (1.13)

lo puede verse facilmente de la transformacion de coordenadas

x =17 sinf cos¢, y=rsinf sin¢, z=rcosf. (1.14)



que implica

dr = drsinf cos¢ —r sinf sin¢de + r cosf cos ¢ db , (1.15)
dy = drsinf sing +r sinf cos¢do + r cosf singdf , (1.16)
dz = dr cos —r sinfdf. (1.17)

A partir de la métrica (1.13) es posible calcular los simbolos de Christoffel para las
coordenadas esféricas (no son todos iguales a cero!), y ver que la ecuacién de una linea
recta (geodésica) escrita en estas coordenadas ya no es trivial. Llevando a cabo transfor-
maciones de coordenadas atin mas elaboradas es posible terminar con una métrica mucho
mas compleja. Debemos encontrar entonces una forma de distinguir con certeza entre un
espacio plano y uno que no lo es.

La manera de hacer esto es a través del llamado “tensor de curvatura de Riemann”.
Este tensor mide el cambio de un vector al transportarlo alrededor de un circuito man-
teniéndolo siempre paralelo a si mismo (“transporte paralelo”). En un espacio plano, el
vector no cambia al hacer esto, en un espacio curvo, si lo hace. Esto puede verse clara-
mente si uno piensa en mover un vector en la superficie terrestre. Si comenzamos en un
punto en el ecuador (punto A) con un vector apuntando al este, nos movemos hasta el
polo norte (punto B) siguiendo un meridiano, bajamos siguiendo otro meridiano que haga
un angulo recto hacia el este con el primero hasta llegar de nuevo al ecuador (punto C'),
y luego seguimos el ecuador hasta volver al punto original, nos encontraremos con que el
vector ahora apunta al sur (véase figura 2).

En estas notas no vamos a derivar al tensor de Riemann de primeros principios, nos
limitaremos solo a escribirlo:

Ry = 0,15, — 0I5, + (T4,I%, —T5,17,), (1.18)
donde 0, es una abreviacién de 9/0z*, y donde I, son los simbolos de Christoffel definidos
anteriormente. Nétese que el tensor de Riemann tiene 4 indices, es decir 4 X 4 x 4 x 4 =
256 componentes. Sin embargo, tiene muchas simetrias, por lo que solamente tiene 20
componentes independientes (en 4 dimensiones). Es posible demostrar que el tensor de
Riemann es igual a cero si y solo si el espacio es plano.

A partir del tensor de Riemann podemos definir el llamado “tensor de Ricci” sumando
(contrayendo) dos de los indices libres:

R =Y R =R . (1.19)
A

El tensor de Ricci es simétrico en sus dos indices, por lo que tiene solamente 10 compo-
nentes independientes. Notese que el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no significa
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Figura 2: Transporte paralelo en la superficie terrestre.

que el espacio sea plano, ya que las 10 componentes restantes del Riemann pueden ser
distintas de cero.

Es importante hacer notar que en algunas ocasiones hemos escrito tensores con los
indices arriba y en otras con los indices abajo. Esto no es un error tipografico, los tensores
con indices arriba o abajo no son iguales, pero si estan relacionados entre si. La regla es la
siguiente: los indices de objetos geométricos se suben y bajan contrayendo con el tensor
métrico g, o su inversa g"”. Por ejemplo:

v, = Guwv”,
vt = gwj Uy
T — guaguﬁ Taﬁ ’
Rcr,uz/p = go)\RA;wp

1.4. Base coordenada y derivadas covariantes

Cuando se considera el cambio de un campo vectorial (objetos con un indice) o ten-
sorial (objetos con més de un indice) al moverse en el espacio-tiempo, debemos tomar en
cuenta que al movernos de un punto a otro no solo las componentes de dichos objetos

11



pueden cambiar, sino que también la base en las que dichas componentes se miden cam-
bia de un punto a otro. En efecto, cuando consideramos las componentes de un objeto
geométrico (vector o tensor), dichas componentes siempre estdn dadas con respecto a una
base especifica.

En un espacio plano tridimensional en coordenadas cartesianas, la base es en general
la llamada “base canénica”: i = (1,0, O),j: (0,1,0), k= (0,0,1). En un espacio curvo, o
un espacio plano en coordenadas no triviales, es necesario elegir una base antes de poder
hablar de las componentes de un objeto geométrico. Una base comiin (aunque desde luego
no la unica) es la llamada “base coordenada”, en la que se toman como elementos de la
base a aquellos vectores que tienen una componente igual a 1 a lo largo de la direccién de
una coordenada dada, y componentes iguales a 0 en las otras direcciones.

Por ejemplo, en un espacio plano en coordenadas esféricas {r, 6, ¢} la base coordenada

es:
e = (1,0,0), és = (0,1,0), €, = (0,0,1). (1.20)
Escritos en coordenadas cartesianas, estos vectores resultan ser:
€. = (sinfcos@,sinfsin¢,cosh), (1.21)
€p = (rcosfcos@,rcoslsing, —rsing), (1.22)
€y, = (—rsinfsing,rsinfcosg,0). (1.23)

Noétese que estos vectores no son todos unitarios, sus magnitudes son:

€[> = (sinfcos®)? + (sinfsin¢)? + (cosf)? =1 (1.24)
|€g]* = (rcosfcosd)? + (rcosfsing)? + (rsing)? =r?, (1.25)
|€5]> = (rsin@sing)’(rsindcos¢)® = r*sin’0, (1.26)

donde para calcular dichas magnitudes simplemente hemos sumado los
cuadrados de las componentes cartesianas. Como hemos visto, la magnitud de un vector
puede también calcularse directamente a partir de las componentes esféricas utilizando el
tensor métrico:

1U]? = gapv™v” . (1.27)

No es dificil ver que si utilizamos la expresién anterior y la métrica del espacio plano
en coordenadas esféricas (ecuacién (1.13)) obtenemos las mismas magnitudes para los
vectores de la base coordenada esférica que escribimos arriba.

Debido a que los vectores de la base coordenada tienen por definicién componentes 1
para la coordenada correspondiente y 0 para las demés, uno encuentra para el producto
escalar entre los vectores base:

€o " €5 = Jap - (1.28)

12



Esto muestra que las componentes del tensor métrico son precisamente el producto escalar
de los vectores base.

Es importante notar que en las expresiones anteriores, v® se refiere a las componentes
del vector v respecto a las coordenadas =%, mientras que €, se refiere al vector de la base
coordenada que apunta en la direccion x®. Esto implica que en general:

T=0v"8,, (1.29)

ecuacion que expresa al vector ¢ como una combinacién lineal de los elementos de la base
{€,} con coeficientes v*.

La base coordenada, aunque no tnica, si es la mas comunmente utilizada, y las expre-
siones para el tensor de curvatura de Riemann que se presentaron en la seccion anterior
son precisamente las que se obtienen utilizando esta base.

Consideremos ahora el cambio de un vector a lo largo de una coordenada:

ov 0 (ﬁ—*) 8v54+ ﬁagg

— = —— (Ve = — € v .

x>  OJx® & oz P ox®
Esta ecuacion muestra como la derivada de un vector es mas que la simple derivada de
sus componentes. Debemos también tomar en cuenta el cambio en los vectores de la base.

La derivada 0és/0x“ es a su vez un vector, por lo que puede expresarse como combi-
nacion lineal de los vectores de la base. Introducimos los simbolos I, ; para denotar los
coeficientes de dicha combinacién lineal:

oes
_TH >
e [s € (1.31)

Los coeficientes Fgﬁ son precisamente los simbolos de Christoffel que introdujimos

anteriormente. Utilizando estos coeficientes tendremos:

o o’ S

Cambiando el nombre de los indices sumados (lo que siempre puede hacerse), podemos
reescribir esto como:
ov <8vﬁ

e~ | Bpa + vt T8 )éﬁ. (1.33)

Esta ecuacién nos da directamente las componentes del vector 07/0z®. Definimos ahora
la “derivada covariante” del vector ¢’ como:

(1.30)

ov®
'Ua;g = Vﬁ Ua = w + U'u Fgﬂ . (134)
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Notese que hemos introducido dos notaciones distintas para la derivada covariante: En
un caso con un punto y coma, y en otro con el simbolo de gradiente (nabla). Ambas
notaciones son comunes y se utilizan indistintamente.

La derivada covariante nos dice como cambian las componentes de un vector al mover-
nos en un espacio general, e incluye el cambio de los elementos de la base. Notese que
la derivada covariante se reduce a la derivada parcial cuando los simbolos de Christof-
fel son cero, lo que ocurre en un espacio plano en coordenadas cartesianas, pero no en
coordenadas esféricas. Sin embargo, siempre es posible encontrar una transformacién de
coordenadas para la cual los simbolos de Christoffel son iguales a cero en un punto dado
(pero no en otros puntos excepto si el espacio es plano). Esto se debe a que todo espacio
curvo es “localmente plano”: en una region infinitesimalmente cercana a todo punto la
geometria se aproxima a la plana (es por eso que los mapas de una ciudad en un plano son
muy buenos, mientras que los mapas del mundo entero introducen distorsiones serias).

La derivada covariante de un vector con los indices abajo v, resultan ser:

v,
_ Y%
Vot = 53 [} 500 - (1.35)

El mismo concepto de derivada covariante puede extenderse a tensores de muchos
indices, la regla es anadir un término con simbolos de Christoffel por cada indice libre,
con el signo adecuado dependiendo de si el indice esta arriba o abajo. Por ejemplo:

v — pv BBy v muB
.o = 0T + 10T + 0T,
_ _ 18 _ 18
Tie = aaT;w Fa,u T =Ty T »
— kB B
Ty = 01", + 10,17, —1,,T"s.
Utilizando esta regla es posible mostrar que la derivada covariante del tensor métrico

es siempre cero:
Guva = 0> gw/;a = Oa (136)

lo que implica que la operacién de subir y bajar indices conmuta con las derivadas covari-
antes:

v = (9" )., = 9" (Vua) - (1.37)
1.5. Las ecuaciones de campo de Einstein

El elemento que atin nos falta en la teoria de la gravitacién de Einstein es aquel que
nos dice como se relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucién de materia
y energia. Este elemento final esta contenido en las “ecuaciones de campo de Einstein”, o
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simplemente las “ecuaciones de Einstein”. Estas ecuaciones pueden derivarse de diversas
maneras, ya sea buscando una generalizacién relativista y consistente de la ley de la
gravitacién de Newton (el camino que sigui6é Einstein), o derivdandolas de manera formal
a partir de un principio variacional partiendo de un Lagrangiano adecuado (el camino que
sigui6é Hilbert casi simultdneamente). Aqui nos limitaremos a escribirlas sin derivacion.
En su forma mas compacta, las ecuaciones de Einstein tienen la forma

G, =8rT,,, 1.38
j p

donde G, es el llamado “tensor de Einstein” que esta relacionado con el tensor de curvatu-
ra de Ricci (ver abajo), y T}, es el llamado “tensor de energfa-momento” de la materia.
Es decir, el lado izquierdo representa la geometria del espacio-tiempo, y el lado derecho
la distribucién de materia y energia. El factor de 87 es simplemente una normalizacién
necesaria para obtener el limite newtoniano correcto. Notese que hay 10 ecuaciones in-
dependientes en la expresién anterior, pues los indices p y v toman valores de 0 a 3, lo
que da 4 x 4 = 16 ecuaciones, pero los tensores de Einstein y de energia-momento son
simétricos en sus dos indices, lo que reduce a 10 el niimero de ecuaciones independientes.

Las ecuaciones de Einstein que acabamos de introducir no podrian parecer mas simples.
Esta simplicidad, sin embargo, es solo aparente pues cada término es en realidad una
abreviacion que representa objetos muy complejos. Escritas de su manera més extensa,
en un sistema de coordenadas arbitrario, las ecuaciones de Einstein son 10 ecuaciones
diferenciales parciales acopladas en 4 coordenadas, y tienen miles de términos.

Consideremos ahora cada término en las ecuaciones de Einstein por separado. El tensor
de Einstein se define en términos del tensor de Ricci como

1
G,uu = R,uu - 5 g,uuRu (139>

con R := g" R, la traza del tensor de Ricci, también llamada el “escalar de curvatura”.

La segunda parte de las ecuaciones de Einstein, el tensor de energia-momento, describe
la densidad de energia, la densidad de momento, y el flujo de momento de un campo de
materia (4,7 = 1,2, 3):

T = densidad de energia, (1.40)
T% = densidad de momento, (1.41)
T% = flujo de momento i a través de la superficie j. (1.42)
Por ejemplo, para un fluido perfecto sin presién (llamado “polvo”en el lenguaje relativista)

en un espacio plano tenemos:

™ = p/(1—-v%), (1.43)
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T = pv'/(1—2?), (1.44)
T = pov'v? /(1 —0?), (1.45)

donde p es la densidad de energia medida en el marco de referencia de un elemento de
fluido, v* es el campo de velocidad del fluido y v* = v2 + v 4 v2.

Es importante recalcar que en relatividad todos los campos excepto el gravitacional
se consideran como un tipo materia. Por ejemplo, un campo electromagnetico tiene un
tensor de energia-momento asociado qye actua como fuente de la gravedad, es decir, los
campos eléctricos y magnéticos producen gravedad.

Antes de terminar con nuestra discusion de las ecuaciones de Einstein, hace falta un
ultimo comentario. En el caso del espacio vacio, el tensor de energia-momento es cero, y
las ecuaciones de Einstein se reducen a

G =0, (1.46)

o de forma equivalente
R, =0. (1.47)

Notese que, como ya hemos mencionado, el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no
significa que el espacio sea plano. Esto es como debe ser, pues sabemos que el campo
gravitacional de un objeto se extiende mas alla del objeto mismo, por lo que la curvatura
del espacio en una region del vacio cercana a un objeto masivo no puede ser cero. Las
ecuaciones de Einstein en el vacio tienen otra aplicacién importante, describen la forma en
la que el campo gravitacional se propaga en el vacio y, de manera analoga a las ecuaciones
de Maxwell, predicen la existencia de las ondas gravitacionales: perturbaciones del campo
gravitacional que viajan a la velocidad de la luz. La prediccion de la existencia de las ondas
gravitacionales nos dice que en la teoria de Einstein las interacciones gravitacionales no
se propagan a velocidad infinita, sino que lo hacen a la velocidad de la luz.

1.6. Identidades de Bianchi y leyes de conservacién

A partir de la definicién del tensor de curvatura de Riemann es posible demostrar que
este tensor tiene la siguiente propiedad:

Raﬁuu;)\ + Raﬁ)\u;u + Raﬁu)\;u =0. (148)

Las relaciones anteriores se conocen como las “identidades de Bianchi”. Estas identidades
resultan muy importantes en la relatividad general. Una de sus consecuencias mas im-
portantes es el hecho de que la divergencia covariante del tensor de Einstein es igual a
cero:

G".,=0. (1.49)

)
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El tensor de Einstein es la inica combinacién que puede obtenerse a partir del tensor de
Ricci que tiene esta propiedad, y es precisamente por esto que las ecuaciones de Einstein
involucran a este tensor y no al tensor de Ricci directamente. Si utilizamos ahora las
ecuaciones de Einstein vemos que la propiedad anterior implica inmediatamente:

T, =0. (1.50)

Esta tltima ecuacién (4 ecuaciones en realidad) es de fundamental importancia, pues
representa las leyes locales de conservacion de la energia y el momento, y garantiza que
la perdida de energia y momento en una regién esta compensada por el flujo de energia
y momento fuera de dicha region. En el caso de un fluido, por ejemplo, la componente
1 = 0 de estas ecuaciones se transforma en la bien conocida “ecuacién de continuidad”.
Podemos ver, entonces, como las ecuaciones de Einstein implican automaticamente a las
leyes de conservacion de energia y momento.
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2. El formalismo de la relatividad numérica

2.1. Introduccion

Existen varios formalismos diferentes utilizados en la relatividad numérica. En cada
caso, lo que debe hacerse es separar las ecuaciones de campo de Einstein de forma tal
que podamos dar ciertas condiciones iniciales, y a partir de ellas obtener la evolucion del
campo gravitacional. Los diferentes formalismos difieren en la forma especifica en que se
hace esta separacion. En estas notas nos limitaremos a estudiar el llamado “formalismo
3+17, en donde se hace una separacion entre las tres dimensiones del espacio, por un lado,
y el tiempo, por otro. El formalismo 341 es el mds cominmente utilizado en la relativi-
dad numérica, pero no es el inico. Formalismos alternativos son el llamado “formalismo
caracteristico” [65], donde el espacio-tiempo se separa en conos de luz centrados en una
cierta trayectoria temporaloide, y el “formalismo conforme” [27], donde se utiliza una
transformaciéon conforme que permite tener la frontera del espacio-tiempo, es decir el “in-
finito nulo asintotico”, a una distancia finita. Los diferentes formalismos tienen ventajas
y desventajas dependiendo del tipo de sistema fisico que se quiera estudiar.

Las siguientes secciones se introduce el formalismo 341 de la relatividad general. La
discusién que aqui se encuentra puede verse con mayor detalle en las referencias [42, 67].

2.2. El formalismo 3+1

Para estudiar la evolucién en el tiempo de cualquier sistema fisico, lo primero que debe
hacerse es formular dicha evolucion como un “problema de valores iniciales” o “proble-
ma de Cauchy”: Dadas condiciones iniciales (y de frontera) adecuadas, las ecuaciones
fundamentales deben poder predecir la evolucién futura (o pasada) del sistema.

Al intentar escribir a las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy nos
enfrentamos a un problema: las ecuaciones de Einstein estan escritas en forma tal que el
espacio y el tiempo son simétricos y juegan papeles equivalentes. Esta “covariancia” de
las ecuaciones es importante (y elegante) desde el punto de vista tedrico, pero no permite
pensar claramente en la evolucion en el tiempo del campo gravitacional. Lo primero que
debemos hacer para reescribir a las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy
es separar los papeles del espacio y el tiempo de forma clara. A la formulaciéon de la
relatividad general que resulta de esta separacion se le conoce como el “formalismo 3+17.

Consideremos un espacio-tiempo con una métrica g,g. Si dicho espacio-tiempo puede
ser totalmente “foliado” (es decir, separado en cortes tridimensionales) de tal forma que
cada hoja tridimensional sea de tipo espacialoide, entonces se dice que dicho espacio-
tiempo es “globalmente hiperbdlico”. Un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico no posee
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Hipersuperficies espacialoides

tiempo

Figura 3: Foliacién del espacio-tiempo en hiper-superficies tridimensionales de tipo espa-
cialoide.

curvas temporaloides cerradas, lo que significa que no permite viajes hacia atrds en el
tiempo. No todos los espacio-tiempos posibles tienen esta propiedad, pero en el formalismo
3+1 se asume que los espacio-tiempos fisicamente razonables son de este tipo.

Una vez que se tiene un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico, por definiciéon pode-
mos foliarlo en una serie de hiper-superficies de tipo espacialoide (ver figura 3). Esta
foliacién en general no es tnica. Definimos el parametro ¢ como aquel que identifica a las
distintas hojas de la foliacion; ¢ puede considerarse entonces como un “tiempo universal”
(pero cuidado, t no tiene por que coincidir con el tiempo propio de nadie). Consideremos
ahora una cierta foliacion, y tomemos dos hiper-superficies infinitesimalmente cercanas
Yt v Yirar- La geometria de la region del espacio-tiempo contenida entre ambas hiper-
superficies puede determinarse a partir de los siguientes 3 ingredientes (véase figura 4):

» La métrica tridimensional v;; (4,7 = 1,2,3) que mide las distancias dentro de la
hiper-superficie misma:
di* = v;; da'da? | (2.1)

= El lapso de tiempo propio entre ambas hiper-superficies que mide un observador que
se mueve en la direccién normal a ellas (observador de Euler):

dr = oft,x") dt . (2.2)
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trayectoria ortogonal linea de coordenadas espaciales
constantes

x— dt t+ dt

pdt

o dt

Figura 4: Dos hiper-superficies espacialoides infinitesimalmente cercanas. La figura mues-
tra las definiciones de la funcién de lapso a y el vector de corrimiento (3%

La funcién o que aparece es esta expresion se conoce como la “funcién de lapso”.

» La velocidad relativa 3 entre los observadores de Euler y las lineas con coordenadas
espaciales constantes:

Tipq = xp — B(t,27) dt, para observadores de Euler (2.3)

Al 3-vector " se le llama el “vector de corrimiento” (nétese el signo menos en la
definicién anterior).

Notese que la manera en la que se hace la foliaciéon no es unica, y de la misma forma,
la manera en la que se propaga el sistema de coordenadas espacial de una superficie a otra
tampoco lo es. Esto significa que tanto la funcién de lapso a como el vector de corrimiento
3¢ son funciones que pueden especificarse libremente. Estas funciones determinan nuestro
sistema de coordenadas y se conocen como “funciones de norma’”.

En términos de las funciones {a, ', v;;}, la métrica del espacio-tiempo toma la sigu-
iente forma:

ds* = (—a® + B,8") di* + 2 B, dtda’ + v;j da'da? | (2.4)
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donde hemos definido 3; := 7;; 37 (de aqui en adelante asumimos que los indices de
tensores espaciales se suben y bajan con la 3- métrica v;;).
En forma explicita tenemos:

[ P+ 58 B
G = ( 5, - ) (2.5)

172 i/ 2
g = ( 5]1//32 " s 6/%9 o ) , (2.6)

De la misma forma, no es dificil mostrar que las componentes del vector normal unitario
n* a las hiper-superficies son:

n' = (1/a,—fF/a),  ny=(-a,0), n'n,=-1 (2.7)

Notese que este vector normal unitario corresponde por definicion a la cuatro-velocidad
de los observadores de Euler.

2.3. Curvatura extrinseca

Al hablar de las hiper-superficies espaciales que forman la foliacién del espacio-tiempo,
debemos distinguir entre la curvatura “intrinseca” de dichas hiper-superficies proveniente
de su geometria interna, y su curvatura “extrinseca”’ relacionada con la forma en que éstas
se encuentran inmersas en el espacio-tiempo de 4 dimensiones.

La curvatura intrinseca estara dada por el tensor de Riemann tridimensional que se
define en términos de la métrica espacial v;;. La curvatura extrinseca, por otro lado, se
define en términos de lo que le ocurre al vector normal n® al transportarlo paralelamente de
un sitio a otro de la superficie. En general encontraremos que al transportar paralelamente
este vector a un punto cercano, el nuevo vector ya no serda normal a la superficie. El
“tensor de curvatura extrinseca” K,z es una medida del cambio en el vector normal bajo
transporte paralelo.

Antes de definir la curvatura extrinseca, resulta necesario introducir el operador de
“proyeccion” Pg a las hipersuperficies espaciales:

Pg =45 +nng, (2.8)

donde n® es el vector unitario normal a las hiper-superficies. Es facil mostrar que para
cualquier vector v® tenemos:

(Pg vﬁ) Ne =0, (2.9)
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(basta recordar que n“n, = —1). Esto significa que todo vector proyectado a la hiper-
superficie es ortogonal a n®. Es posible también proyectar tensores con varios indices,
basta contraer todos los indices libres con el operador de proyeccién:

PT.s=PyPiT,,. (2.10)
Usando el operador de proyeccion, el tensor de curvatura extrinseca se define como:
Ko :=—PVong =— (Vang +n,n*V,ng) , (2.11)

donde V, es la derivada covariante que como hemos visto esta dada en términos de los
simbolos de Christoffel como

Vang = 0ang — Thgny. (2.12)

Dada la definicién anterior, es posible demostrar que K,s es un tensor simétrico:
K,3 = Kpo. También es claramente un tensor puramente espacial, es decir, n*K,3 =
n®Kg, = 0 (ndtese que esto significa que K% = K% = 0, pero Koy y Ko; en general no
son cero). Debido a esto de ahora en adelante utilizaremos solamente sus componentes
espaciales K;;.!

Substituyendo la forma explicita del vector normal (2.7) en la definicién de la curvatura
extrinseca es posible demostrar que K;; esta dado en términos de la métrica espacial como:

1
Kij = %0 [=0ivij + DiBj + D;f3i] (2.13)

donde D; representa la derivada covariante tridimensional, es decir, asociada a la 3-métrica
7i;- La ecuacién anterior puede reescribirse como:

8{}/@' = —20&Kij + Dlﬂ] + Djﬂz . (214)

'Es necesario hacer dos comentarios acerca de la definicién de K, 3. En primer lugar, la proyeccién de
Vang es crucial si se desea que K,z sea puramente espacial. Podria argumentarse que debido a que n® es
unitario, su gradiente es siempre ortogonal a si mismo. Esto es correcto en el sentido de que n*Vgn, = 0,
pero V,, no es en general simétrico y n*V,ng # 0 a menos que las lineas normales sean geodésicas (lo que
no siempre ocurre). Consideremos ahora la simetria de K,g, como hemos mencionado V,ng en general
no es simétrico pese a que el vector n® es ortogonal a una hipersuperficie. La razén por la que esto ocurre
es que n® es unitario, por lo que en general no es igual al gradiente de la funcién de tiempo ¢, excepto
cuando el lapso es igual a 1. Sin embargo, una vez habiendo proyectado hacia la hipersuperficie, resulta
que P V,ng si es simétrico (la asimetria de Vong tiene que ver con el lapso, que no es intrinseco a la
hipersuperficie).
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Podemos ver entonces como la curvatura extrinseca K;; esta relacionada con el cambio en
el tiempo de la métrica espacial. Esta asociacién se puede hacer mas precisa utilizando el
concepto de “derivada de Lie”, que para escalares, vectores y co-vectores se define como:

£ad = w0, (2.15)
Lgv* = u'o® —v"0,u”, (2.16)
Liwe, = u'Ouws + w,0put . (2.17)

La derivada de Lie es un concepto de derivada diferente a la diferenciacién covariante,
independiente de la métrica y los simbolos de Christoffel, y que se define en términos
de una congruencia de lineas con vector tangente . La congruencia define un mapeo de
los vectores base de la siguiente forma: 1) en un punto dado, considérense las lineas que
tienen como tangente a los vectores base, 2) ahora arrdstrense esas lineas a lo largo de
la congruencia moviéndolas la misma “distancia”, medida como el cambio en el valor del
parametro que define la congruencia, 3) los nuevos vectores base son los vectores tangentes
a las lineas arrastradas. Generalmente, los vectores base arrastrados no coinciden con los
vectores base en el nuevo punto. La derivada de Lie de un tensor se define como la
diferencia entre el valor del tensor aplicado a los vectores base arrastrados, y el valor del
tensor aplicado a los vectores base originales en ese punto.

La derivada de Lie también puede entenderse de otra manera. Si construimos un
sistema de coordenadas tal que las lineas coordenadas de una coordenada particular co-
incidan con nuestra congruencia, entonces la derivada de Lie es simplemente la derivada
parcial respecto a esa coordenada. La derivada de Lie es entonces una forma de definir
las derivadas parciales independientemente de las coordenadas.

Para un tensor con dos indices abajo, la derivada de Lie resulta ser:

L Top =0T, + To,08u" + T,530,u" . (2.18)
En particular, para el tensor métrico se tiene:

L gap = 0o + GapOsu” + g,50,u"" . (2.19)
Por otro lado:

VQUQ —+ Vgua = 8QUﬁ + 8gua — 2F55u“
= Ouug + Ogug + 1u"0,908 — W'0ags, — U OsGay
= u0u9as + 980" + GauOpu’ (2.20)
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de donde obtenemos :
£ﬂ' Gop = VQU5 + Vﬁua . (2.21)

Comparando este ultimo resultado con (2.14) vemos que esta ecuacion se puede reescribir
como:

De nuestra discusion la derivada de Lie sabemos que 9, = £, con t el vector tangente a
las lineas coordenadas de t. De la figura 4 vemos que este vector estd dado por ¢ = i+ ﬁ )
El resultado final es entonces:

£aﬁf>/ij = —20éKij . (223)

Esta ecuacion muestra que la curvatura extrinseca es precisamente la derivada temporal
de la métrica espacial vista por los observadores de Euler.

Esto nos permite llegar a la mitad del camino necesario para reescribir la relatividad
general como un problema de Cauchy: ya tenemos una ecuacién de evolucién para ;;.
Pero para cerrar el sistema atn nos falta una ecuacién de evolucién para K;;. Es impor-
tante notar que hasta ahora hemos trabajado solo con conceptos geométricos, y no hemos
utilizado las ecuaciones de campo de Einstein. Es precisamente a partir de las ecuaciones
de Einstein de donde obtendremos la ecuacién de evolucién para K;;. Dicho de otra for-
ma, la ecuacién de evolucién (2.14) para +;; es meramente cinemadtica, mientras que la
ecuaciéon de evolucién para K;; contendrd la informacién dindmica.

2.4. Las ecuaciones de Einstein en el formalismo 3+1

Para escribir las ecuaciones de Einstein en lenguaje 341, vamos a utilizar al operador
de proyeccion, junto con el vector normal, para separar las ecuaciones de Einstein en 3
grupos:

» Proyeccion normal (1 ecuacion):

nn’ (Gos — 81Ths) = 0. (2.24)

= Proyeccién a la hiper-superficie (6 ecuaciones):

P (Gap — 87Th5) = 0. (2.25)

2Este resultado se puede derivar mucho més rapido si notamos que para el célculo de derivadas de
Lie, las derivadas parciales se pueden substituir por derivadas covariantes pues los simbolos de Christoffel
siempre se cancelan. Recordando que la derivada covariante de la métrica es cero encontramos el resultado
deseado
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= Proyeccién mixta (3 ecuaciones):

P [no‘ (Gaﬁ — 87TTa5)] =0. (2.26)

Para expresar estos conjuntos de ecuaciones en el lenguaje 341, es necesaria un algebra
larga que no haremos en estas notas. Aqui nos limitaremos a senalar los resultados finales.
De la proyecciéon normal obtenemos la siguiente ecuacion:

R® 4 (tr K)? — K;; K = 167p. (2.27)

donde R® es el escalar de curvatura de la métrica espacial, tr K = ~% K;; es la traza del
tensor de curvatura extrinseca, y p es la densidad de energia de la materia medida por los
observadores de Fuler:
pi=nang T . (2.28)

La ecuacién (2.27) no tiene derivadas temporales (aunque si tiene derivadas espaciales
de 7;; dentro del escalar de Ricci). Debido a esto no es una ecuacién de evolucién sino
una “constriccién” o “ligadura” (a veces también llamada “vinculo”) del sistema. Como
estd relacionada con la densidad de energia p, a esta constricciéon se le conoce como la
“constricciéon de energia”, o la “constriccién hamiltoniana”.

De la proyeccién mixta de las ecuaciones de Einstein obtenemos:

D; K —y9tr K| = 8rj, (2.29)
donde 7% es el “flujo de momento” medido por los observadores de Euler:
j' =Py (naT*) . (2.30)

La ecuacién (2.29) tampoco tiene derivadas temporales, por lo que es otra constric-
cién (de hecho 3 constricciones). Estas ecuaciones se conocen como “constricciones de
“momento”.

La existencia de las constricciones implica que en la relatividad general no es posible
especificar de manera arbitraria las 12 cantidades dindmicas {v;;, /;;} como condiciones
iniciales. Las constricciones deben satisfacerse ya desde el inicio, o no estaremos resolvien-
do las ecuaciones de Einstein.

Las ultimas 6 ecuaciones se obtienen de la proyeccion a la hiper-superficie y contienen
la verdadera dinamica del sistema. Estas ecuaciones son:

OKi; = B'D.Kij + K;oD;3" + KjoD;i3*
~DiDjo + o [RY) — 2K;,K? + Ki; tr K|
+dmo [y (tr S — p) — 255, (2.31)
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donde S;; es el “tensor de esfuerzos” de la materia definido como:

Notese que, de la misma manera que ocurrié con las ecuaciones de evoluciéon para la
3-métrica, las ecuaciones anteriores pueden reescribirse como:

3 a
(0 — £3) Ky = —DiDjo+a|RY) — 2K, K¢ + Kij tr K|
+ama [y, (tr S — p) — 25;] , (2.33)

Las ecuaciones (2.14) y (2.31) forman un sistema cerrado de ecuaciones de evolucion.
A estas ecuaciones se les conoce como las ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner, o simple-
mente las ecuaciones ADM [13, 67]. Estas ecuaciones finalmente nos permiten escribir las
ecuaciones de campo de la relatividad general como un problema de Cauchy.

Es importante notar que no tenemos ecuaciones de evolucién para las variables de nor-
ma {a, $'}. Como hemos dicho antes, las variables de norma se pueden elegir libremente.

Es posible demostrar también, usando las identidades de Bianchi, que las ecuaciones
de evolucién garantizan que si las constricciones se satisfacen al tiempo inicial, entonces
se satisfacerdn a todo tiempo posterior: Las ecuaciones de evolucion propagan las con-
stricciones.

2.5. El problema de los valores iniciales

La existencia de las constricciones en la relatividad general implica que no es posible
elegir de manera arbitraria las 12 cantidades dindmicas {v;;, K;;} como condiciones ini-
ciales. Los datos iniciales deben elegirse de tal modo que las constricciones se satisfagan
desde el principio. Esto significa que antes de comenzar cualquier evolucién, es necesario
primero resolver el problema de los valores iniciales para obtener valores apropiados de
{7ij, Kj} que representen la situacién fisica de interés.

Las constricciones forman un conjunto de 4 ecuaciones diferenciales de tipo eliptico, y
en general son dificiles de resolver. Existen, sin embargo, varios procedimientos conocidos
para resolver estas ecuaciones en situaciones especificas. Hasta hace poco, el procedimiento
mas comin era la llamada “descomposicién conforme” de York-Lichnerowicz [38, 67].
Maés recientemente, el llamado “formalismo del sandwich delgado” [66] también se ha
vuelto muy popular para construir datos iniciales. En estas notas nos concentraremos
en el primero de estos procedimientos debido a que es el mejor conocido y por lo mismo
mejor entendido. Una resena reciente sobre los diferentes procedimientos puede encontrase
en [21].
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La descomposiciéon conforme de York-Lichnerowicz parte de considerar una trasforma-
cién de la 3-métrica del tipo:

Yis = s (2.34)
donde la métrica 7;; se considera como dada. Una transformacion de este tipo se conoce
como “ trasformacién conforme” debido a que preserva los dngulos. A la métrica 7;; se le
llama la “ métrica conforme”.

Por otro lado, la curvatura extrinseca se separa primero en su traza:

trK =47 K,; (2.35)
y su parte de traza cero A;;:
1
También se lleva a cabo una transformacién conforme de A;; de la forma:
Ajj = ¢_10Aij ) (2.37)

donde la décima potencia se elige por conveniencia, ya que simplifica las ecuaciones que
se obtienen después. Ahora podemos utilizar el hecho de que cualquier tensor simétrico
con traza cero puede separase en dos partes de la siguiente manera:

Ay = A3+ (LW),, (2.38)

*

donde Aj; es un tensor de divergencia cero DiAZ-j = 0 (y traza cero también), W; es un
vector, y L es un operador diferencial definido como:

N - - 2 -
(LW)y; = D;W; + D;W; — 3 Fi; DeW™ | (2.39)

con D; la derivada covariante asociada con la métrica conforme Vi

Para encontrar nuestros datos iniciales, asumimos ahora que las cantidades 7;;, trK
y fl;kj estan dadas, y utilizamos las cuatro ecuaciones de constricciéon para determinar las
cuatro cantidades {¢, W;}.

No es dificil mostrar que la constricciéon hamiltoniana toma la forma:

8D*¢p — R+ ¢~ (AMAU) — % P (trK)? 4+ 1679 3p =0, (2.40)

lo que nos da una ecuacién eliptica para ¢ (esencialmente la ecuacion de Poisson). Es
importante recordar que el operador laplaciano D? que aparece en esta ecuacién debe ser
el correspondiente a la métrica conforme.
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Por otro lado, las constricciones de momento se convierten en
Mo 26 %
D*W —§¢ D'trK —8rnj5' =0, (2.41)

que son tres ecuaciones elipticas acopladas para W*.

Las ecuaciones anteriores son la forma més general de escribir las constricciones en la
descomposicion de York-Lichnerowicz. Notese que las cuatro ecuaciones estan acopladas
entre si.

Una manera de simplificar notablemente el problema y desacoplar las ecuaciones es
simplemente elegir trK = 0. Si, ademas, escogemos la métrica conforme como la corre-
spondiente a un espacio plano 7;; = d;;, las constricciones se reducen (en el vacio) a:

8 Dlano® + 077 (A AY) = 0, (2.42)
Dglanowi = 07 (243>

donde Dglano es simplemente el operador laplaciano estandar. La segunda ecuacién es

lineal y puede resolverse de forma analitica en muchos casos. Una vez teniendo la solucién
para W', se reconstruye A;; y se resuelve le ecuacién de Poisson para ¢.

2.6. Datos iniciales para agujeros negros

Como primer ejemplo de la solucién del problema de valores iniciales, consideremos
el siguiente caso: una métrica conformemente plana 7;; = d;; y un momento de simetria
temporal, es decir K;; = 0. En ese caso, las constricciones de momento se satisfacen
trivialmente, y la condicion hamiltoniana toma la forma sencilla:

D?¢ =0, (2.44)

que no es otra cosa que la ecuacién de Laplace. Las condiciones de frontera corresponden
a un espacio asintéticamente plano (muy lejos el campo gravitacional tiende a cero), por
lo que en infinito debemos tener ¢ = 1. La soluciéon mas sencilla de esta ecuacién que
satisface la condicion de frontera es entonces:

=1, (2.45)
lo que implica que la métrica espacial es simplemente:

di* = da’ + dy* + d2° . (2.46)
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Es decir, hemos recuperado los datos iniciales para el espacio de Minkowski (aunque por
una via bastante elaborada).
La siguiente solucién de interés es:

¢=1+k/r, (2.47)

con k una constante arbitraria, por lo que la métrica espacial es ahora (en coordenadas
esféricas)

di* = (1+ k/r)" [dr® + r2dQ?] . (2.48)

No es dificil mostrar que esto no es otra cosa que la métrica de un agujero negro de
Schwarzschild en las llamadas “coordenadas isotropicas”, donde la masa del agujero negro
esta dada por M = 2k. Hemos encontrado la solucién para el problema de valores iniciales
correspondiente a un agujero negro de Schwarzschild.

Como la ecuacion de Laplace es lineal, podemos superponer soluciones para obtener
nuevas soluciones. Por ejemplo, la solucion:

N
(b:l_‘_ZL

i=1

S —ri’ (2.49)
representa a N agujeros negros en los puntos r; inicialmente en reposo, y se conoce como
los datos iniciales de Brill-Lindquist. Es posible generalizar dicha solucién al caso en que
los agujeros negros no estén en reposo, construyendo asi, por ejemplo, datos iniciales para
dos agujeros negros en érbita. Sin embargo en ese caso la solucién de la constriccién
hamiltoniana ya no es tan sencilla y debe obtenerse por métodos numéricos.

Es importante notar que este tipo de datos iniciales para agujeros negros son modelos
de tipo topoldgico: los agujeros negros estan representados por agujeros de gusano (tuneles
de Einstein-Rosen) que unen nuestro Universo con otros. Esto ocurre en la solucién de
Schwarzschild y corresponde a un agujero negro “eterno” (no formado por colapso). En
el mundo real, uno espera que los agujeros negros se formen por un colapso y el tinel de
Einstein-Rosen no estara ahi.

2.7. Condiciones de norma

Como hemos mencionado, en el formalismo 3+1 la eleccién del sistema de coordenadas
estd dada en términos de las “variables de norma”: la funcién de lapso « y el vector de
corrimiento (3°. Estas funciones aparecen en las ecuaciones de evoluciéon (2.14) y (2.31)
para la métrica y la curvatura extrinseca. Sin embargo, las ecuaciones de Einstein no nos
dicen que valores deben tomar las variables de norma. Esto es lo que deberiamos esperar,
pues es claro que las coordenadas deben poder elegirse libremente.
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La libertad en la eleccion de las variables de norma es una bendicién a medias. Por un
lado, nos permite elegir las cosas de manera que las ecuaciones se simplifiquen, o de manera
que la solucién sea mejor comportada. Por otro lado, surge inmediatamente la pregunta:
;Cual es una buena eleccién de las funciones o y 3°? Recuérdese que esta decisién debe
tomarse incluso antes de comenzar la evolucién. Existen, desde luego, infinitas elecciones
posibles. En estas notas nos limitaremos a mencionar algunas de las més conocidas.

2.7.1. Condiciones de foliacién

Consideremos en primer lugar la eleccion de la funcién de lapso «. La eleccion de
esta funcién determina como avanza el tiempo propio entre distintas hiper-superficies
espaciales, es decir, determina como esta rebanado el espacio-tiempo en superficies de
coordenada t constante. Debido a esto, a la eleccion del lapso se le llama comtnmente
una “condicién de foliacion”.

Antes de considerar diferentes condiciones de foliacién, debemos mencionar un par
de resultados que son muy importantes al hablar sobre este tema. En primer lugar, con-
sideremos el movimiento de los observadores de Euler, es decir, aquellos que se mueven
siguiendo las lineas normales a las hiper-superficies que forman la foliacion. Notese que no
hay razon para suponer que estos observadores estan en caida libre, por lo que en general
pueden tener lo que se conoce como una “aceleracion propia” que mide la fuerza requerida
para mantenerlos en una trayectoria diferente a la caida libre. Esta aceleracién estda dada
por la derivada direccional de la cuatro-velocidad de los observadores de Euler (el vector
normal n*) a lo largo de si misma:

a' =n"V,n" . (2.50)

Nétese que esto involucra a la derivada covariante en 4 dimensiones V,. No es dificil
mostrar que esta ecuacion implica que la aceleracion esta dada en términos de la funcion
de lapso por

a; = 82 Ina . (251)

Otra relacién importante estd relacionada con la evolucién de los elementos de volumen
asociados a los observadores de Euler. El cambio de estos elementos de volumen en el
tiempo esta dado por la divergencia de las velocidades de estos observadores V,n*. Usando
la definicién de la curvatura extrinseca encontramos ahora

V' = —trK | (2.52)

es decir, el cambio de los elementos de volumen en el tiempo es la traza de la curvatura
extrinseca.
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Regresemos ahora al problema de como elegir la funcién de lapso. La manera mas obvia
de elegir esta funcion es simplemente decidir que queremos que el tiempo coordenado ¢
coincida en todo punto con el tiempo propio de los observadores de Euler. Después de
todo, ;qué podria ser mas natural? Esta eleccion corresponde a tomar o = 1 en todo el
espacio, y de la ecuacién (2.51) vemos que en este caso la aceleracién de los observadores
de Euler es cero, es decir, estan en caida libre y se mueven a lo largo de geodésicas. Debido
a esto, a esta eleccién se le conoce como “foliacién geodésica”.

La foliaciéon geodésica, pese a parecer muy natural, es en la practica una muy mala
eleccién. La razon de esto es facil de ver si pensamos que les ocurre observadores en caida
libre en un campo gravitacional no uniforme. Al ser el campo no uniforme, diferentes
observadores caen en distintas direcciones y nada impide que choquen entre ellos. Cuando
esto sucede, nuestro sistema de coordenadas que esta atado a estos observadores deja de
ser uno a uno: un mismo punto tiene ahora mas de un valor de las coordenadas asociado
a €él. Esto significa que el sistema de coordenadas se ha vuelto singular. Debido a esto, la
foliacién geodésica no se utiliza.

Para buscar una mejor condicién de lapso, debemos pensar cudl fue el problema con la
foliacién geodésica. El problema basico es que observadores en caida libre son “enfocados”
por el campo gravitacional. Esto significa que se acercan unos a otros, por lo que los
elementos de volumen disminuyen hasta hacerse cero. Podemos entonces intentar construir
una foliacion donde se exija que los elementos de volumen se mantengan constantes. De
la ecuacién (2.52) vemos que esto es equivalente a pedir:

trK = OitrK =0 . (2.53)

Como se ve en esta expresion, es claro que debemos exigir no solo que trK sea cero
inicialmente, sino que se mantenga cero durante la evolucion. Por otro lado, a partir de
las ecuaciones de evolucién (2.14) y (2.31) encontramos

| o
arK = Fotrk — D%+ a {KUK” +5 0o+ trS)} , (2.54)

donde se utilizé la la constricciéon hamiltoniana para eliminar el escalar de curvatura.
Imponiendo ahora la condicién (2.53) encontramos que la funcién de lapso debe satisfacer
la siguiente ecuacién eliptica:

D2a =« {KUKU + 5 (p + tl"S)} . (255)

Esta condicién se conoce como “foliacién maximal” [56]. Este nombre se debe a que puede
demostrarse que esta es la condicion que garantiza que el volumen de una region cualquiera
de la hiper-superficie espacial se maximiza ante pequenas variaciones.
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La condicién de foliacion maximal se ha utilizado en muchas simulaciones numéricas
de diferentes sistemas, incluyendo agujeros negros, y sigue siendo popular a la fecha. Sus
ventajas estan en que es una ecuacién sencilla, cuya solucién es suave (por ser producto de
una ecuacion eliptica), y que garantiza que los observadores de Euler no pueden enfocarse.
En particular, la foliacion maximal tiene la propiedad de evadir singularidades, tanto
singularidades de coordenadas debidas al enfoque de observadores, como singularidades
fisicas como aquellas que se encuentran en el interior de un agujero negro. En el caso
de un agujero negro, la solucién de la condicién maximal hace que la funcién de lapso
se haga exponencialmente cero en la region interior al agujero negro, fenémeno que se
conoce como el “colapso del lapso” (ver Fig. 5). El colapso del lapso resulta muy 1til ya
que de otra forma las hiper-superficies marcharian directo a la singularidad fisica en un
tiempo muy corto, donde se encontrarian valores infinitos del campo gravitacional, lo que
causaria que el codigo computacional se detenga.

Una de las desventajas de utilizar una foliacion maximal es el hecho de que en tres
dimensiones la solucién de la ecuacion eliptica (2.55) resulta muy costosa en tiempo de
maquina. Debido a esto se han buscado condiciones de foliacién alternativas que tengan
propiedades similares a la foliacién maximal pero que a la vez sean mas faciles de resolver.
Una familia de condiciones de lapso que tiene estas propiedades es la llamada condicion
de Bona-Masso [16]. Esta familia especifica una ecuacién de evolucién para la funcién de
lapso se la forma:

oo — B0 = —a*fla) K, (2.56)

donde f(«) es una funcién positiva pero por lo demds arbitraria de « (la razén por la
que debe ser positiva tiene que ver con el concepto de hiperbolicidad que se discute en la
Seccién 3). El término con el vector de corrimiento (3* se incluye para formar la “derivada
total” respecto al tiempo, es decir, la derivada a lo largo de la direccién normal.

La condicién de Bona-Masso incluye a sub-familias muy conocidas. Por ejemplo, si
se toma f = 1 se obtiene la llamada “foliacién arménica”, para la cual la coordenada ¢
resulta obedecer la ecuacién de onda "'V, V,t = 0. En este caso la ecuacién de evolucién
del lapso se puede integrar para obtener:

o= h(z) 42, (2.57)

donde h(z") es una funcién independiente del tiempo, y 7y es el determinante de la métrica
espacial, es decir, 7'/? es el elemento de volumen.

Otra familia interesante se obtiene tomando f(«) = N/« con N una constante positiva.
Esto corresponde a la familia “1+log” [1, 12], cuyo nombre proviene de que en este caso
la funcién del lapso resulta tener la forma:

a=h(z") +1n (VN/Q) : (2.58)
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Horizonte Singularidad

Tiempo

’ Colapso de materia

Observador de Euler

Figura 5: Diagrama esquematico del colapso del lapso.

La familia 14+log conduce a foliaciones muy similares a las que se obtienen con el lapso
maximal, y también tiene la propiedad de evadir singularidades. En la practica se ha
encontrado que el caso N = 2 es particularmente bien comportado [8].

2.7.2. Condiciones de corrimiento

Es menos lo que se conoce sobre elecciones del vector de corrimiento que sobre condi-
ciones de foliacién. La razén es que tomar el vector de corrimiento igual a cero funciona
bien en muchos casos. Sin embargo, si existen propuestas de como elegir el vector de cor-
rimiento en diversas situaciones, y ademas se sabe que en ciertas circunstancias tomar el
vector de corrimiento igual a cero es una muy mala eleccién.
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La propuesta mejor conocida para elegir el vector de corrimiento se conoce como
“distorsién minima” [55]. La idea bésica es utilizar al vector de corrimiento para eliminar
lo més posible la distorsion de los elementos de volumen durante la evolucion. Para ello
se define el llamado “tensor de distorsiéon” ¥;; como:

2y = 370 (2.59)
donde v es el determinante de la métrica espacial y 7;; = Y 37,5 Es decir, ¥;; es una
transformacién conforme de la métrica en la que se ha factorizado el elemento de volumen
(¥ = 1). El tensor de distorsién puede entenderse entonces como el cambio en la forma
de los elementos de volumen durante la evolucién (y no en su volumen interno).

A partir de la ecuacién de evolucién para la métrica (2.14), puede demostrarse que:

% = —a (K,.j - %%]—uf{) + % (Lﬁ)ij , (2.60)
donde L es el mismo operador que definimos cuando discutimos como encontrar datos
iniciales (ecuacién (2.39)).

La condicién de distorsion minima se obtiene de pedir que la integral sobre todo el
espacio del cuadrado no-negativo del tensor de distorsién, 3;;5%, sea lo méds pequefia posi-
ble. En este sentido, esta condiciéon minimiza la distorsiéon de manera global. La condicion
que acabamos de describir se expresa matematicamente como un principio variacional,
que tiene como solucion:

D’y =0, (2.61)

o de manera equivalente:

Di (Lg), =2D {a (Kij - %%-jtrKﬂ . (2.62)
Esta es la forma final de la condicién de distorsién minima.

Hay varias cosas que es importante notar de esta condiciéon. En primer lugar, se trata de
tres ecuaciones diferenciales (el indice 7 esta libre), que en principio nos permiten calcular
las tres componentes del vector 3. En segundo lugar, es un sistema de ecuaciones de tipo
eliptico (generalizaciones de la ecuacién de Poisson), acopladas entre si. Debido a esto,
la condicion de distorsién minima es muy dificil de resolver en el caso tri-dimensional
(aunque no imposible), lo que ha hecho que sea poco utilizada en la préctica.

Condiciones de corrimiento relacionadas con la distorsion minima pero mucho mas
faciles de resolver se han propuesto el los 1ltimos anos. En particular, propuestas del tipo:

;B o< DY (2.63)
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que transforman el sistema de ecuaciones elipticas en un sistema hiperbdlico se han prop-
uesto en [9]. Estas condiciones resultan ser féciles de aplicar y muy robustas, pero en estas
notas no hablaremos sobre ellas.

Para terminar esta seccién es importante comentar que, si bien es cierto que en muchos
casos tomar el vector de corrimiento igual a cero funciona muy bien, hay casos en los que
es claro que esto no puede ser asi. En particular, sistemas con momento angular (agujeros
negros o estrellas de neutrones en rotacién) producen un efecto fisico llamado “arrastre de
sistemas inerciales”, que en pocas palabras significa que observadores cercanos al objeto
que rota se ven arrastrados en la rotacion de éste. En este tipo de situaciones, la tnica
forma de impedir que el sistema de coordenadas sea arrastrado, y termine completamente
enredado alrededor del objeto, es utilizando un vector de corrimiento que se oponga al
arrastre. Estas situaciones también se dan en el caso de la érbita de objetos compactos,
por lo que el estudio de condiciones adecuadas de corrimiento se ha vuelto un tema de
gran actualidad.
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3. Formulaciones alternativas e hiperbolicidad

3.1. Introduccion

En la seccién anterior se introdujeron las ecuaciones de evolucién de ADM, ecua-
ciones (2.14) y (2.31). De hecho, estas ecuaciones no estdn escritas en la forma original
de Arnowitt, Deser y Misner [13], sino que son una reescritura no trivial por parte de
York [67]. Aun asi, en la comunidad numérica las ecuaciones (2.14) y (2.31) se conocen
como ecuaciones ADM.

Es importante senalar precisamente en que difieren las ecuaciones de ADM originales
de las ecuaciones ADM a la York (que llamaremos de ahora en adelante “ADM estandar”).
Ambos grupos de ecuaciones difieren en dos aspectos distintos. En primer lugar, las vari-
ables ADM originales son la métrica espacial v;; y su momento canénico conjugado 7;;
que se obtiene a partir de la formulacién lagrangiana de la relatividad general, y que esta
relacionado con la curvatura extrinseca como *:

1
_ 12
Kij = —v <7Tij D) %jﬁ> 3 (3.1)
con m = tr m;;.

Este cambio de variables es un detalle més bien menor. Sin embargo, incluso si se
reescriben en términos de la curvatura extrinseca, las ecuaciones de evolucion que ADM

obtienen para K;; difieren de (2.31) y tienen la forma:
OKij = B'D.Ki; + K;oD;B" + Ko D; 3"
_DZDJCY + {RS’) — 2Kiaqu + sz tr K:|

+4mro [’Vij (tl"S - p) - 25@)] - % ’)/Z'jH, (32)
donde H es la constriccion hamiltoniana (2.27):
H:=R® 4+ (rK)* — K;; K — 16mp = 0. (3.3)

Es claro que ambos grupos de ecuaciones de evolucién para K;; son fisicamente equiv-
alentes ya que difieren solo en la adicién de un término proporcional a la constriccion
hamiltoniana que debe ser cero para cualquier solucion fisica. Sin embargo, las diferentes
ecuaciones de evoluciéon para K;; no son matemdticamente equivalentes. Hay basicamente
dos razones por las que esto ocurre:

3Es importante recordar que la motivacién original de ADM era el buscar una formulacién lagrangiana
que pudiera usarse como base para la gravedad cuantica, y no un sistema de ecuaciones de evolucién para
simulaciones dinamicas.

36



1.  En primer lugar, el espacio de soluciones de las ecuaciones de evolucién es distinto,
y solo coincide para soluciones fisicas, es decir, aquellas que satisfacen las constric-
ciones. Dicho de otro modo, ambos sistemas solo son equivalentes en un subconjunto
del espacio de soluciones, conocido como la “hiper-superficie de constriccion”.

Desde luego, uno podria argumentar que dado que solo estamos interesados en
soluciones fisicas, la distincion que hemos hecho es irrelevante. Esto es estrictamente
cierto si uno puede resolver las ecuaciones de forma exacta. Pero en el caso de
soluciones numéricas siempre habra un elemento de error que nos llevara fuera de
la hiper-superficie de constriccién, y la pregunta de que ocurre en ese caso se vuelve
no solo relevante sino de fundamental importancia: Si nos salimos ligeramente de la
hiper-superficie de constriccién, ;Nos mantenemos a una distancia pequena, o nos
alejamos de ella cada vez més rapido?

2. La segunda razon por la que ambos sistemas difieren matematicamente esta rela-
cionada con la anterior y es de mayor importancia. Debido a que la constriccion
hamiltoniana tiene derivadas de la métrica (dentro del escalar de curvatura R), al
anadir un multiplo de esta a las ecuaciones de evoluciéon estamos cambiando la es-
tructura de las ecuaciones, es decir, podemos pasar de un sistema hiperbdlico a uno
eliptico, o incluso de un sistema bien comportado a uno que no lo es.

Estas consideraciones nos llevan a una observacién fundamental que es hoy en dia una
de las areas de investigacién mas importantes en la teoria asociada a la relatividad numéri-
ca: las ecuaciones de evolucion son altamente no tnicas pues siempre es posible anadirles
multiplos arbitrarios de las constricciones. Diferentes ecuaciones coinciden en las solu-
ciones fisicas, pero pueden diferir de manera dramatica en sus propiedades matematicas
y en particular en la manera en la que responden a pequenas violaciones de las constric-
ciones (inevitables numéricamente). Cual es la mejor manera de escribir las ecuaciones de
evolucion es un problema abierto de gran actualidad.

3.2. La formulacion BSSN

Atn cuando las ecuaciones de ADM son el punto de partida de la relatividad numérica
(en el caso del formalismo 34-1), en la practica no resultan ser muy bien comportadas frente
a pequenas violaciones de las constricciones. En la siguiente seccién discutiremos una
posible explicacion de este hecho, pero de momento lo tomaremos como una observacion
empirica: las ecuaciones ADM no son muy estables ante violaciones de las constricciones.

Desde principios de la década de los 90’s, se han propuesto una gran cantidad de
formulaciones alternativas de las ecuaciones de evolucién con diversas motivaciones. En
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estas notas no podemos verlas todas, ni siquiera una porcién representativa, asi que nos
limitaremos a discutir una formulacién particular que se ha vuelto muy popular en los
ultimos anos debido a que en la préactica ha resultado ser muy bien comportada. Esta es la
formulacién conocida como BSSN (Baumgarte y Shapiro [14], Shibata y Nakamura [52]).

La formulacién BSSN difiere de la formulacion ADM en varios aspectos. En primer
lugar, BSSN introduce nuevas variables similares a las utilizadas en el problema de valores
iniciales que discutimos en la Seccién 2.5. La métrica espacial 7;; se reescribe en términos
de una métrica conforme 7;; como:

Yij = IPA‘%, (3.4)

donde el factor conforme 1 es tal que el determinante de 7;; sea igual a 1, es decir:

Y = 71/12 (3.5)
Yijg = V=, (3.6)
¥y =1, (3.7)

con 7y el determinante de v;; y ¥ el determinante de 7;;. Por otro lado, la curvatura
extrinseca se separa en su traza K := trK y su parte de traza cero:

1

En vez de las variables ADM ~;; y Kj;;, se utilizan entonces las variables:

1
o = lnwiﬁlny, (3.9)
K = fyin” ’ ( 0)
Vi = €%, (3.11)
Aij = 6_4¢Aij . (3 12)

Ademas, se introducen tres variables auxiliares llamadas “funciones de conexién con-
r i :
formes” y definidas como
Si ki ~ij

donde fijk son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme, y donde la segunda
igualdad se deriva de la definicién de los simbolos de Christoffel en el caso en que el

determinante de 7 sea igual a 1 (lo que debe ser cierto por construccién). Llamamos a las
17 variables ¢, K, 7;;, Azy y I las “variables BSSN”
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Hasta ahora no hemos hecho otra cosa que redefinir variables e introducir tres variables
auxiliares adicionales. Aun falta dar las ecuaciones de evolucién de las nuevas variables.
Por simplicidad, de aqui en adelante asumiremos que estamos en vacio y que el vector
de corrimiento 3" es cero (el caso general puede obtenerse facilmente). De la ecuacién de
evolucién para la métrica espacial (2.14) encontramos:

OF; = —20ady, (3.14)
o = —éaK, (3.15)

mientras que de la ecuacién de evolucién para la curvatura extrinseca (2.31) obtenemos:
at/L'j = 6_4¢ [—DiDjCY + OéRij]TF + « (K/L] — Q/ijéik]) s (316)

) o |
0K = —-DD'a+a (AUA” + §K2> , (3.17)

donde TF denota la parte de traza cero de la expresion dentro de los corchetes. Es im-
portante notar que en la ecuacién de evolucién para K se ha utilizado ya la constriccion
hamiltoniana para eliminar al escalar de curvatura:

. ~ a2
R=K; K7 — K*= A;; AV — gK2 : (3.18)

Vemos entonces que ya hemos comenzado a jugar el juego de sumar multiplos de las
constricciones a las ecuaciones de evolucion.

Falta ain la ecuacién de evolucién para las T, Esta ecuacién puede obtenerse direc-
tamente de (3.13) y (2.14). Encontramos:

oT" = =2 (a0, A7 + Aa) | (3.19)
Notese que en las ecuaciones de evolucion para ij y K aparecen derivadas covari-

antes de la funcién de lapso con respecto a la métrica fisica v;;. Estas pueden calcularse
facilmente utilizando el hecho de que los simbolos de Christoffel estan relacionados por:

hy =% + 2 (050,6 + 01016 — 5.7 010) (3.20)
donde I'*;; son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme.

D'Djor = e~ (770,00 — TF 0o + 2370160501 . (3.21)
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Ademas, en la ecuacion para A;; aparece el tensor de Ricci asociado a v;; que se separa
de la siguiente forma

R;; = Rij + R?j ) (3.22)
donde R;; es el tensor de Ricci asociado a la métrica conforme 4;:
_ 1, L L e
R;; = —§7l O0m i + WrOnT* + TFT i
+ ’?lm (Qf‘kl(if‘j)km + fkimfklj) . (323)

y donde Rf} denota términos adicionales que dependen de ¢:
R}, = —=2D;D;¢ — 29;D" Dy + 4D D;¢ — 43, D*¢ Do , (3.24)

con D; la derivada covariante con respecto a la métrica conforme.

La motivacién para el cambio de variables realizado arriba es miiltiple. La transfor-
macion conforme y la separacion de la traza de la curvatura extrinseca se lleva a cabo
para tener mejor control sobre las condiciones de lapso, que como se menciono en la
seccion 2.7.1, en general estan relacionadas con la traza de K;; y se escogen de manera
que se pueda controlar mejor la evolucion de los elementos de volumen. Por otro lado,
la introduccién de as variables auxiliares I se debe a que, cuando estas se consideran
variables independientes, las segundas derivadas de la métrica conforme que aparecen en
el lado derecho de la ecuacién de evolucién (3.16) (contenidas en el tensor de Ricci (3.23))
se reducen simplemente al operador de Laplace ﬁlmalam%j. Todos los demés términos que
tienen segundas derivadas de 7;; pueden reescribirse en términos de primeras derivadas de
. Esto significa que las ecuaciones (3.14) y (3.16) tienen la estructura de una ecuacién
de onda con una fuente complicada.

Falta aun un elemento clave en la formulacion BSSN que no hemos mencionado. En
la practica resulta que, pese a las motivaciones arriba mencionadas, si uno utiliza las
ecuaciones de evolucién dadas por (3.14), (3.15), (3.16), (3.17), y (3.19) en una simulacién
numérica, el sistema resulta ser violentamente inestable (mucho peor que ADM).

Para corregir este problema escribimos primero las constricciones de momento, que en
las variables BSSN toman la forma:

o o~ ~ 2 ..
0; AT = T A% — 6A"9;¢ + ST (3.25)

Podemos ahora utilizar esta ecuacién para substituir a la divergencia de AY que aparece
en la ecuacién de evolucién (3.19) para I, obteniendo:

~. ~ .. ~. o~ ~.. 2 .
oI = —2419,a + 2a (rljkAﬂ’f + 64706 — gwajK) . (3.26)
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El sistema de ecuaciones de evolucién es ahora: (3.14), (3.15), (3.16), (3.17), vy (3.26).
Este nuevo sistema no solo ya no presenta la violenta inestabilidad antes mencionada, sino
que ademas resulta ser mucho mejor comportado que el sistema ADM en todos los casos
estudiados a la fecha. Que esto es asi fue mostrado por primera vez de forma empirica
(es decir, mediante comparaciones directas de simulaciones numéricas) por Baumgarte
y Shapiro en [14], y explicado por Alcubierre y colaboradores en [4]. La explicacién de
porqué BSSN es mejor que ADM estd relacionada con el concepto de hiperbolicidad que
discutiremos en la siguiente seccién.

3.3. El concepto de hiperbolicidad

En esta seccién daremos una breve introduccion al concepto de hiperbolicidad de
sistemas de ecuaciones de evolucién, que resulta clave en el analisis de las propiedades
matematicas de los sistemas de ecuaciones utilizados en diversas areas de la fisica, y
en particular en la relatividad numérica. Una descripcién mas detallada de la teoria de
sistemas hiperbédlicos puede encontrarse en [36].

Consideremos un sistema de ecuaciones de evolucién en una dimensién espacial de la
forma:

&gui + 890FZ = q; 1€ {1, ,Nu} s (327)

donde F; y g; son funciones arbitrarias, posiblemente no lineales, de las u’s pero no de sus
derivadas. Este sistema también puede escribirse como:

@ U; + ZM”&CU] = q; 1 € {]_, ,Nu} s (328)
J

con M;; = 0F;/0u; la llamada “matriz jacobiana”.

Es importante mencionar que la mayor parte de las ecuaciones diferenciales de evolu-
cién de la fisica se pueden escribir de esta forma. En el caso en el que haya derivadas de
orden mayor, se puede simplemente definir variables auxiliares para obtener un sistema
de primer orden (mds abajo veremos como se hace esto para la ecuacién de onda).

Sean ahora \; los eigenvalores de la matriz jacobiana M. El sistema de ecuaciones
de evolucién se denomina “hiperbdlico” si todas las \; resultan ser funciones reales. Mas
aun, el sistema se denomina “fuertemente hiperbolico” si la matriz M tiene un conjunto
completo de eigenvectores. En caso que todos los eigenvalores sean reales, pero no exista
un conjunto completo de eigenvectores, el sistema se denomina “débilmente hiperbélico”. 4

4La distincién importante entre sistemas fuertemente hiperbélicos y simétricamente hiperbélicos no
existe en el caso de una sola dimensién espacial. En el caso de multiples dimensiones, los sistemas simétri-
camente hiperbdlicos son aquellos que pueden diagonalizarse de forma independiente de la direccion.
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Asumamos ahora que el sistema es fuertemente hiperbdlico. En ese caso, se definen los
“eigencampos” w; como:

u=Rw = w=R"'u, (3.29)

donde R es la matriz de eigenvectores columna e;. Es posible mostrar que la matriz R es
tal que
RMR™ = A, (3.30)

con A = diag()\;). Es decir, la matriz R diagonaliza a la matriz jacobiana M (esto es
bésicamente un cambio de los vectores de la base).
Las ecuaciones de evolucion para los eigencampos w; resultan ser entonces

con ¢, funciones de las w’s pero no sus derivadas. El sistema se ha transformado entonces
en una serie de ecuaciones de adveccién con velocidades caracteristicas dadas por los
eigenvalores \;. Dicho de otro modo, tenemos una serie de perturbaciones propagandose
con velocidades A;.

La hiperbolicidad es de fundamental importancia en el estudio de las ecuaciones de
evolucion asociadas con un problema de Cauchy. En un sentido fisico, la hiperbolicidad
implica que el sistema de ecuaciones es causal y local, es decir, que la solucién en un punto
dado del espacio-tiempo depende solo de informacién contenida en una regién compacta
al pasado de ese punto, el llamado “cono caracteristico” (o cono de luz en el caso de la
relatividad). Matemdticamente, se puede mostrar que un sistema fuertemente hiperbélico
esta “bien planteado”, es decir, sus soluciones existen y son unicas (al menos localmente),
y ademas las soluciones son estables en el sentido de que cambios pequenos en los datos
iniciales corresponden a cambios pequenos en la solucion.

El concepto de hiperbolicidad se puede extender facilmente a tres dimensiones con-
siderando ecuaciones del tipo:

y analizando las tres matrices jacobianas MZ; = OFF /ou; (k= x,y,2).
Para ver un ejemplo sencillo de hiperbolicidad, consideremos la ecuacién de onda en
una dimension: o2 o2
o _ ¢:0, (3.33)

_— C —_
ot? Ox?

donde ¢ es la funciéon de onda y ¢ la velocidad de onda. Esta ecuacion es de segundo

orden, pero podemos pasarla a primer orden si introducimos las variables auxiliares:

I :=0¢/ot U :=0¢/0z . (3.34)
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La ecuacién de onda puede reescribirse entonces como el sistemas:

9 ., M _ L0 _, ov on_ (3.35)
ot ot Ox gt Ox

donde la primera ecuacién es la definicion de II, la segunda es la ecuacién de onda propia-
mente dicha, y la tercera es el requerimiento de que las derivadas de ¢ conmuten. El sistema
anterior claramente tiene ya la forma (3.27). Como la funcién ¢ no aparece en ninguna
de las dos ultimas ecuaciones, podemos analizar unicamente el sub-sistema {II, U}. La
matriz jacobiana en este caso es de 2 x 2, y resulta ser:

M = ( _01 _632 ) . (3.36)

Sus correspondientes eigenvalores son reales y estdan dados por A\. = =c¢, es decir, las
ondas pueden moverse a la izquierda y a la derecha con velocidad c¢. La matriz M tiene
dos eigenvectores independientes, es decir un conjunto completo, por lo que el sistema es
fuertemente hiperbdlico. Los eigenvectores resultan ser v = (Fe, 1), de donde podemos
encontrar facilmente las eigenfunciones wy = II F ¢V (nétese que a la velocidad +c
corresponde la eigenfuncién II — ¢W y viceversa). Las ecuaciones de evolucién para las
eigenfunciones son claramente:

Qog | O (3.37)

ot ox

Vemos que las eigenfunciones se propagan en direcciones opuestas de manera independi-
ente.

3.4. Hiperbolicidad de las ecuaciones de evolucion en 3+1

Vamos ahora a estudiar la hiperbolicidad de las ecuaciones de evolucion de ADM,
ecuaciones (2.14) y (2.31). Como solo estamos interesados en la idea bésica, vamos a
analizar un caso muy simple (las conclusiones no se modifican fundamentalmente en el
caso general). En primer lugar, asumiremos que estamos en el vacio y que el vector de
corrimiento (3 es cero. Las ecuaciones que vamos a utilizar son entonces:

815%]- = —QOéKZ‘j, (338)
0K = —DiDja+a Ry - 2K, K] + K trK| | (3.39)

Para simplificar ain mas las cosas, consideraremos perturbaciones lineales de un
espacio-tiempo plano. En este caso, la métrica espacial y la funcién de lapso se pueden
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escribir como:
a = 1+a, (3.40)
Yij = 0y + hij, (3.41)
con a y h;; mucho menores que 1. A primer orden en cantidades pequenas, las ecuaciones

de evolucién toman la forma simplificada (nétese que en estas circunstancias K;; resulta
ser una cantidad pequena):

Ohij = —2Kjj, (3.42)
0Ky = —8dja+ R, (3.43)
donde el tensor de Ricci linearizado estd dado por:
Ry = =1/2 (V2,u0hi; — 0T, — 0,T) (3.44)
y donde hemos definido:
Ly =Y Ochy — 1/2 0;h, (3.45)
k

con h =3, hy.

Para continuar el andlisis debemos ahora elegir nuestra condicién de foliacién. La
opcion mas simple es tomar a = 0, pero eso equivale a la foliacién geodésica y ya hemos
mencionado que esa no es una buena eleccién. Tomaremos mejor el lapso armoénico, que
en esta aproximacion corresponde a:

da=—-K (3.46)

donde ahora K =, Kj;.
El siguiente paso es reescribir estas ecuaciones como un sistema de primer orden. Para
ello debemos introducir las variables auxiliares:

1
A,’ = &-a s Dijk = 5 Qh]k . (347)
El sistema de ecuaciones toma ahora la forma:
oa = —K, (3.48)
&ghij == —QKZJ y (349)
A, = —0K, (3.50)
&gDijk = —8Z'Kjk s (351)
k
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Para hacer el analisis de hiperbolicidad notamos primero que las variables a y h;;
evolucionan solo con términos de fuente (no hay derivadas del lado derecho de sus ecua-
ciones de evolucién). Ademéds, no aparecen en las siguientes ecuaciones, por lo que pueden
ignorase al estudiar la hiperbolicidad. Nos concentraremos entonces en el sub-sistema
{A;, Djji, Ki;}. Como el sistema es tridimensional, en principio debemos construir las tres
matrices jacobianas. Analizaremos tinicamente la direccién x, las otras dos direcciones son
enteramente analogas.

Si consideramos solo derivadas en la direccién x, notamos que unicamente debemos
considerar las componentes A, y D,ji, pues las componentes A, y D, para ¢ distinta
de z, se pueden tomar como fijas en este caso (podemos asumir que son cero sin afectar
el andlisis). Haciendo un poco de dlgebra encontramos que el sistema a analizar toma la
forma:

Ay + 0y (Kpo + Ky + K..) =0, (3.53)
O Ky + 0, Ay + 0y (Dyyy + Dy) = 0, (3.54)
O Ky + 0:Dyyy =0, (3.55)
K., +0,D,.., =0, ( )
0Ky =0, (3.57)
0K, =0, ( )
0Ky, + 0, Dyy. =0, ( )
ODjr + 0.1 = 0. (3.60)

Este es un sistema de trece variables:

u = {A:m KIE:E7 Kyya KZZ7 Kmya KIEZ7 Kyz; D:E:E:E7 Dmyya Dwzzv Dwxya D:szu DnyZu }
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La matriz jacobiana resulta ser:

01 11000O0O0O0O0O0O
10000O0O0OO0O1TT1O0O0OQO0
0000O0OO0OO0OO0OT1TO0O0OO0OO
0000O0OO0OO0OO0OO0OCTO0OO0O
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OO0O
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OO0O
M=100O0O0O0OOOOOOSOO0T1
01 0000O0O0OO0O0OO0OO0OO
00100O0O0O0OO0O0O0O0O
00010O0O0O0OO0O0OO0OO0O
00001O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO
0000O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0OO®O
0000O0OO0O1TO0OO0OO0OO0OO0OO

(3.61)

La matriz anterior, de 13 x 13 elementos, tal vez parezca muy grande, pero la mayor
parte de sus entradas son ceros, por lo que no es dificil encontrar sus eigenvalores. Estos
resultan ser: +1 con multiplicidad 4, —1 con multiplicidad 4, y 0 con multiplicidad 5, para

un total de 13. Como todos estos eigenvalores son reales, el sistema es hiperbélico.

Mas interesantes son los eigenvectores. Asociados al eigenvalor A = —1 tenemos los

siguientes tres eigenvectores:

Ul_ = (17_17070707070717070707070)7
UZ_ = (070717_1707070707_171707070)7
’U?)_ = (0a07070>0a0717070a070a07_1)>

asociados al eigenvalor A = +1 los tres eigenvectores:

vy = (1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),
U;_ = (070717_170707070717_1707070)7
vi = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1),

y asociados al eigenvalor A = 0 los tres eigenvalores:

v) = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),
vy = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0),
vy = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),
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para un total de solo nueve eigenvectores. Es decir, no hay un conjunto completo de
eigenvectores y el sistema es solo débilmente hiperbdlico. Como hemos mencionado, un
sistema débilmente hiperbdlico no es bien comportando mateméaticamente, por lo que
deberiamos esperar problemas cuando utilizamos las ecuaciones de evolucion de ADM
para simulaciones numeéricas.

Es posible resolver el problema de la hiperbolicidad débil de ADM anadiendo multiplos
de las constricciones en lugares adecuados. Para ver esto, primero escribimos la aproxi-
macion lineal a las constricciones que resulta ser:

Z&jfj = 0, (hamiltoniana) (3.71)

J
Z ajKij — QK = 0, (momento) (372)
J

donde hemos definido f; := >, Oxhix — O;ih = 23, (Dyri — Dii). No es dificil ver que si
consideramos ahora solo derivadas en la direccién x (e ignoramos de nuevo las componentes
D, con ¢ distinta de x), las constricciones toman la forma:

Oy (Dyyy + Dy22) hamiltoniana)

Os (Kyy + Kzz) =

0, (3.73)
0, (momentum x) (3.74)
0. Ky = 0, (momento y) (3.75)
0. K. = 0, (momento z) (3.76)

Substituyendo estas constricciones en las ecuaciones de evolucién, la matriz jacobiana se
transforma en:

01 000O0O0O0OO0OO0OO0OO
10000O0O0OO0OO0OOO0OO0O
0000O0OO0OO0OO0OT1O0O0OO0O
0000O0OO0OO0OO0OO0OCTO0OO0O
0000O0OO0OO0OOOOOO0OO
0000O0OO0OO0OO0OOOOO0OO
M=]1000UO0UO0O0O0O0®O0O®O0O®O0O01 (3.77)
01 00000O0OO0O0OO0OO0O
00100O0O0O0OO0O0OGO0OO0O
00010O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO
0000O0OO0OO0OO0OOOOO0OO
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OO0O
0000O0OO0OT1TO0OO0OO0OO0OO0O

S
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Los eigenvalores resultan ser los mismos que antes, pero ahora si se encuentra un conjunto
completo de eigenvectores. La leccién aprendida es la siguiente: substituyendo las constric-
ciones en las ecuaciones de evolucién es posible transformar a las ecuaciones linearizadas
de ADM en un sistema fuertemente hiperbdlico.

En el caso general, cuando estamos en un campo no linearizado y con un vector de
corrimiento distinto de cero se puede hacer un analisis similar. El problema es que en ese
caso no es nada evidente como se deben substituir las constricciones en las ecuaciones de
evolucion para obtener sistemas fuertemente hiperbdlicos. De hecho hay muchas formas
distintas de hacerlo, y ya se han construido varias familias de formulaciones fuertemente
hiperbdlicas, entre las que se pueden mencionar las formulaciones de Bona-Masso [16,
17], Frittelli-Reula [28], Kidder-Scheel-Teukolsy [34]. Incluso es posible mostrar que la
formulacién BSSN que se introdujo en la seccién anterior es fuertemente hiperbdlica bajo
ciertas suposiciones [46].

Hoy en dia, el problema de encontrar criterios que digan que formulacion hiperbdlica
es mejor que otra se ha convertido en un area de investigacion de gran actualidad, y varios
grupos trabajan activamente en ella en diversos lugares del mundo.
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4. Aproximaciones en diferencias finitas

4.1. Introduccién

Las teorias de campo juegan un papel fundamental en la fisica moderna. Desde la
electrodinamica clasica de Maxwell, hasta las teorias cuanticas de campo, pasando por
la ecuacion de Schrodinger, la hidrodindmica, y desde luego la relatividad general, la
nocion de campo como una entidad fisica en si misma ha tenido implicaciones profundas
en nuestra concepcién del Universo. Los campos son funciones continuas del espacio y el
tiempo, y la descripcion matematica de sus leyes dinamicas se realiza en el contexto de
las ecuaciones diferenciales parciales.

Las ecuaciones diferenciales parciales asociadas a teorias fisicas son en general imposi-
bles de resolver analiticamente excepto en casos muy idealizados. Esta dificultad puede
tener diversos origenes, desde la presencia de fronteras irregulares, a la existencia de
términos no lineales en las ecuaciones mismas. Para resolver este tipo de ecuaciones en
situaciones dindmicas generales resulta inevitable utilizar aproximaciones numéricas.

Existen muchas formas distintas de resolver ecuaciones diferenciales parciales de forma
numérica. Los métodos mas populares son tres: las “diferencias finitas” [45], los “elementos
finitos” [43], y los “métodos espectrales”. En este curso nos limitaremos a estudiar las
diferencias finitas por ser el método conceptualmente mas simple y también por ser el
més comun en la relatividad numérica (aunque no el unico, en particular los métodos
espectrales han comenzado a ganar popularidad en los tltimos afios [18, 33, 35]).

4.2. Ideas fundamentales en las diferencias finitas

Cuando uno estudia un campo en un espacio-tiempo continuo, se ve en la necesidad de
considerar un ntimero infinito (y no contable) de variables desconocidas: el valor del campo
en todo punto del espacio y a todo tiempo. Para encontrar el valor del campo utilizando
aproximaciones numéricas primero se debe reducir el niimero de variables a una cantidad
finita. Hay muchas formas de hacer esto. Los métodos espectrales, por ejemplo, expanden
la soluciéon como una combinacién lineal finita de una base adecuada de funciones. Las
variables a resolver son entonces los coeficientes de dicha expansion. Un enfoque distinto es
tomado por las diferencias y los elementos finitos. En ambos casos se reduce el nimero de
variables discretizando el dominio de dependencia de las funciones, aunque con distintas
estrategias.

La idea basica de las diferencias finitas es substituir al espacio-tiempo continuo por
un conjunto discreto de puntos. Este conjunto de puntos se conoce como la “malla” o
“red” computacional. Las distancias en el espacio entre los puntos de esta red no tienen
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Figura 6: Discretizacion del espacio-tiempo utilizada en diferencias finitas.

porqué ser uniformes, pero en estas notas asumiremos que si lo son. El paso de tiempo
entre dos niveles consecutivos se denomina At, y la distancia entre dos puntos adyacentes
en el espacio Az. La Figura 6 es una representacién grafica de la red computacional.

Una vez establecida la malla computacional el siguiente paso es substituir las ecua-
ciones diferenciales por un sistema de ecuaciones algebraicas. Esto se logra aproximando
los operadores diferenciales por diferencias finitas entre los valores de las funciones en
puntos adyacentes de la malla. De esta forma se obtiene una ecuacién algebraica en cada
punto de la malla por cada ecuacién diferencial. Estas ecuaciones algebraicas involucran
los valores de las funciones en el punto considerado y en sus vecinos mas cercanos. El sis-
tema de ecuaciones algebraicas se puede resolver de manera sencilla, el precio que hemos
pagado es que ahora tenemos muchisimas ecuaciones algebraicas, por lo que se requiere
utilizar una computadora.

Para ver como se hace esto en la practica, consideremos como modelo la ecuacion
de onda en una dimensién. Esta ecuacion presenta muchas ventajas. En primer lugar se
puede resolver de manera exacta y la solucion exacta se puede utilizar para comparar con
la solucién numérica. Ademas, la mayoria de las ecuaciones fundamentales en las teorias
de campo modernas se pueden ver como generalizaciones de diversos tipos de la ecuacion
de onda.
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4.3. La ecuacion de onda en una dimension

La ecuacién de onda en una dimensién (en un espacio plano) tiene la forma:

26 1 8%

a2 @ or (1)

donde ¢ es la funcién de onda y ¢ la velocidad de onda.
Para encontrar una aproximacién en diferencias finitas a esta ecuacién comenzamos
por introducir la siguiente notacion para los valores de ¢ en la red computacional:

on = ¢ (nAt, mAzx) , (4.2)

Podemos ahora aproximar los operadores diferenciales que aparecen en la ecuacién (4.1)
utilizando expansiones de Taylor de ¢ alrededor del punto (n, m). Consideremos, por ejem-
plo, el valor de ¢ en los puntos (n,m+1) y (n,m — 1):

0 0? 1[0°

o = it (52) vt (Ga) @0 e g (55) @o s @y
0 0? 1 (03

= o (50) aer g (5) o2 - ¢ (5] @ar e, )

donde todas las derivadas deben ser evaluadas en el punto (¢t = n At, x = m Ax). A partir
de estas expresiones es facil ver que:

¢\ ona—20n +on,  (An)® (D'
(8952)_ T T (a:&)*"" (4.5)

Podemos entonces aproximar la segunda derivada como:

(32¢> o P =200 + P
ox?) (Az)?

(4.6)

Que tan buena es esta aproximacion depende, desde luego, del tamano de la malla
Ax. Si Az es pequeno en el sentido de que la funcién ¢ varia muy poco en una region
de ese tamano, entonces la aproximacién puede ser muy buena. El error involucrado en
esta aproximacién es llamado “error de truncacion” y como vemos en este caso su parte
dominante resulta ser proporcional a Az?, por lo que se dice que esta aproximacién es de
segundo orden.
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La segunda derivada de ¢ con respecto a t se puede aproximar exactamente de la
misma manera. De esta forma obtenemos la siguiente aproximacion a segundo orden de
la ecuacién de onda:

P =200 T O L g —20p +en
(Ax)? % (At

0. (4.7)

Podemos reescribir esta ecuacién de forma mas compacta si introducimos el llamado
“parametro de Courant”: p := cAt/Az. La aproximacién toma la forma final:

P (G =260+ dha) — (G55 =200+ 0071) =0 (48)

Esta ecuacion tiene una propiedad muy importante: involucra solo un valor de la
funcién de onda en el tltimo nivel de tiempo, el valor ¢""!. Podemos entonces despejar
este valor en términos de valores en tiempos anteriores para obtener:

Pl =2g7 — ¢l 4 2 ( i1 — 20 + ¢Zm—1) . (4.9)

Por esta propiedad la aproximacién anterior se conoce como “aproximacion explicita”. Si
conocemos los valores de la funcién ¢ en los niveles n y n — 1, podemos usar la ecuacion
anterior para calcular directamente los valores de la funcién en el nuevo paso de tiempo
n + 1. El proceso puede luego iterarse tantas veces como se quiera.

Es evidente que todo lo que se necesita para comenzar la evolucion es el conocimiento
del valor de la funcién de onda en los primeros dos pasos de tiempo. Pero obtener estos
datos es muy facil de hacer. Como se trata de una ecuacion de segundo orden, los datos
iniciales incluyen:

o

f(ZL’) 2:(25(0,1’), g(x) ot o

(4.10)

El conocimiento de f(z) evidentemente nos da el primer nivel de tiempo:
# = f(mAzx) . (4.11)

Para el segundo nivel basta con aproximar la primera derivada en el tiempo en diferencias
finitas. Una posible aproximacién es:

1 0
g(mAz) = %, (4.12)

de donde obtenemos:
oL = g(mAz) At + ¢° . (4.13)
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La expresion anterior tiene un inconveniente importante. De la expansién en Taylor
podemos ver facilmente que el error de truncacién para esta expresién es de orden At, por
lo que la aproximaciéon es solo de primer orden. Es claro que si comenzamos la evolucion
con un error de primer orden, el segundo orden de todo el esquema se pierde. Sin embargo,
es facil resolver este problema. Una aproximacién a segundo orden de la derivada temporal
resulta ser:

P = P
m m

g(mAzx) = “oAr (4.14)

El problema ahora es que esta expresiéon hace referencia al valor de al funcién ¢! que
también es desconocido. Pero ya tenemos otra ecuacién que hace referencia a ¢! y ¢ 1:
la aproximacién a la ecuacién de onda (4.8) evaluada en n = 0. Podemos entonces utilizar
estas dos ecuaciones para eliminar ¢! y resolver para ¢. . De esta forma obtenemos la
siguiente aproximacion a segundo orden para el segundo nivel de tiempo:
2

O = 0 + 5 (hs =200+ 00,) + Dt g(mAa) . (4.15)
Las ecuaciones (4.11) y (4.15) nos dan ahora toda la informacién necesaria para comenzar
la evolucion.

Hay un punto importante que debe mencionarse aqui. Para reducir el nimero total
de variables a un nimero finito, también es necesario tomar una region finita del espacio,
conocida como el “dominio computacional”, con un nimero finito de puntos N. Resulta
entonces crucial especificar las condiciones de frontera que deberan aplicarse a los ex-
tremos de la red computacional. Es claro que la aproximacién a la ecuacién de onda (4.8)
no puede ser utilizada en las fronteras debido a que hace referencia a puntos fuera del
dominio computacional. Existen diversas maneras conocidas de imponer condiciones de
frontera para la ecuacion de onda. Sin embargo, para sistemas mas complejos como las
ecuaciones de Einstein, la eleccién de condiciones de frontera adecuadas y consistentes
es un problema no resuelto de gran actualidad [57, 58]. Para los objetivos de estas notas
podemos olvidarnos del problema de las condiciones de frontera y asumir que tenemos un
espacio periédico, de manera que la eleccién de las condiciones de frontera sera simple-
mente:

o = O . (4.16)

Esta eleccion, ademds de ser sumamente simple, es equivalente a utilizar la aproxi-
macion interna en todos lados, por lo que nos permite concentrarnos en las propiedades
del método interior inicamente, sin preocuparnos por los efectos que puedan introducir
las fronteras.
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4.4. Aproximaciones implicitas y moléculas computacionales

En la seccién anterior se introdujeron las ideas bésicas de las aproximaciones en difer-
encias finitas utilizando la ecuaciéon de onda en una dimensiéon como ejemplo. La aprox-
imacién que encontramos, sin embargo, esta lejos de ser tnica. En principio, existe un
nimero infinito de formas distintas de aproximar una misma ecuacion diferencial uti-
lizando diferencias finitas. Diferentes aproximaciones tienen distintas propiedades. En la
siguiente seccién se mencionaran cuales de estas propiedades pueden hacer una aproxi-
macion maéas util que otra.

Para hacer las cosas mas faciles, introduciremos una notacion compacta para las difer-
encia finitas. Definimos los operadores de “primeras diferencias centradas” como:

n 1 n n
5w¢m = 5 ( m+1 m—l) ) (417>
1
n ._ n+l _ n—1
ot = 5 (o - en) (4.18)
y los operadores de “segundas diferencias centradas” como:
Og O = s — 205, + Dy, (4.19)
o, = on = 20m + oh (4.20)

(Cuidado: Con esta notacién (d,)* # §2).

Habiendo definido estos operadores, podemos regresar a las aproximaciones que hici-
mos a los operadores diferenciales que aparecen en la ecuacién de onda. Partiendo de
nuevo de las series de Taylor, es posible mostrar que la segunda derivada espacial puede
aproximarse de manera mas general como:

oy o L 52 |8 (¢“+1 - <z>“—1) + (1—10) ¢ (4.21)
Ox? _(Ax)z‘” 2\ mn m ’

con @ un parametro arbitrario. La expresion que teniamos antes, ecuacién (4.6), puede
recuperarse tomando ¢ = 0. Esta nueva aproximacion corresponde a tomar promedios,
con un cierto peso, de operadores en diferencias finitas actuando en diferentes pasos de
tiempo. En el caso particular en que # = 1, la contribucién del paso de tiempo intermedio
de hecho desaparece por completo.

Si utilizamos esta aproximacion para la segunda derivada espacial, pero mantenemos la
misma aproximacién que antes para la derivada temporal, obtenemos la siguiente aprox-
imacion en diferencias finitas de la ecuacién de onda:

P 52 [g (o +ont) +(1-0) a%] — 0, = 0. (4.22)
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ri+1 f+1

n-1 n-1

m-1 m m+1 m-1 m m+1

Figura 7: Moléculas computacionales.

Esta es una posible generalizacién de (4.8), pero claramente no la tnica, es claro que
podemos jugar este juego de muchas maneras y obtener aproximaciones atin mas generales,
todas ellas vélidas, y todas ellas a segundo orden (incluso es posible ingenidrselas para
encontrar aproximaciones a cuarto orden o mayor). La aproximacién dada por (4.22)
tiene una nueva propiedad muy importante: hace referencia no a uno, sino a tres valores
diferentes de ¢ en el tltimo paso de tiempo. Esto significa que ahora no podemos resolver
para ¢ en el dltimo paso de manera explicita en términos de los valores en los dos pasos
anteriores. Debido a esto, a la aproximacién (4.22) se le conoce como “aproximacién
implicita”.

Cuando las ecuaciones para todos los puntos de la malla, incluyendo las fronteras,
se consideran a la vez, es posible resolver el sistema completo invirtiendo una matriz
no trivial, lo que desde luego toma mas tiempo que el necesario para una aproximacion
explicita. Pareceria entonces que no tiene ningun sentido considerar aproximaciones de
tipo implicito. Sin embargo, en muchas ocasiones las aproximaciones implicitas resultan
tener mejores propiedades que las explicitas, en particular relacionadas con la estabilidad
del esquema numérico, concepto que se discutira en la siguiente seccion.

La diferencia entre una aproximacién implicita y otra explicita puede verse grafica-
mente utilizando el concepto de “molécula computacional”, que no es otra cosa que un
diagrama que muestra las relaciones entre los distintos puntos utilizados en una aproxi-
macion en diferencias finitas. La Figura 7 muestra las moléculas computacionales para los
casos implicito y explicito que hemos considerado.
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4.5. Consistencia, convergencia y estabilidad

En la dltima seccion nos topamos con quiza uno de los conceptos mas importantes
de las diferencias finitas: Existe, en general, un ntimero infinito de maneras posibles de
aproximar una misma ecuacion diferencial. Esto sigue siendo cierto incluso si uno se
restringe a considerar aproximaciones con un mismo orden de error.

La multiplicidad de posibles aproximaciones nos lleva inmediatamente a la siguiente
pregunta: ;Como saber en que caso usar una cierta aproximacién y no otra? Desgraci-
adamente, no existe una respuesta general a esta pregunta, por lo que muchas veces se
dice que las diferencias finitas son un arte mas que una ciencia. Sin embargo, si existen
guias que nos permiten escoger entre distintas aproximaciones en ciertos casos. Estas guias
tienen que ver con los conceptos de consistencia, convergencia y estabilidad.

Consideremos una cierta aproximacion en diferencias finitas a una ecuacion diferencial.
Cuando la malla se refina (es decir, cuando At y Ax se hacen cada vez mas pequenos),
uno esperaria que la aproximacion fuera cada vez mejor en el sentido de que los errores de
truncacion se hacen cada vez més pequenos. Buscamos entonces que en el limite continuo
nuestra aproximacion se acerca a la ecuacion diferencial original y no a otra. Cuando
esto ocurre localmente se dice que nuestra aproximacion es “consistente”. En general,
esta propiedad es muy facil de ver de la estructura de las aproximaciones en diferencias
finitas, y puede comprobarse casi a ojo. Las excepciones importantes son situaciones en
las que el sistema de coordenadas es singular, donde mostrar consistencia en el punto
singular puede no ser trivial. Por ejemplo, es comin que aproximaciones en diferencias
finitas “estandar” fallen en el punto r = 0 cuando se utilizan coordenadas esféricas. La
consistencia es claramente fundamental en una aproximacion en diferencias finitas. Si
falla, aunque sea en un solo punto, implica que no recuperaremos la solucién correcta de
la ecuacién diferencial.

La consistencia es solo una propiedad local: una aproximacién consistente se reduce
localmente a la ecuacion diferencial en el limite continuo. En la practica, estamos real-
mente interesados en una propiedad mas global. Lo que realmente buscamos es que la
aproximacion mejore a un tiempo finito T cuando refinamos la malla. Es decir, la diferen-
cia entre la solucién exacta y la solucién numérica a un tiempo fijo 7' debe tender a cero
en el limite continuo. Esta condicién se conoce como “convergencia’.

La convergencia es claramente diferente a la consistencia: esquemas consistentes pueden
facilmente no ser convergentes. Esto no es dificil de entender si pensamos que en el limite
cuando At se hace cero, un tiempo finito 1" se puede alcanzar solo después de un nimero
infinito de pasos. Esto implica que incluso si el error en cada paso es infinitesimal, su in-
tegral total puede muy facilmente ser finita. La solucién numérica puede incluso divergir
y el error de hecho resultar infinito. En general es muy dificil verificar analiticamente si
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un esquema de aproximacion es convergente o no lo es. Numéricamente, por otro lado, es
muy fécil ver si la solucién aproximada converge a algo (es decir, no diverge). Lo dificil
es saber si la solucién numérica converge hacia la solucién exacta y no a otra cosa.

Hay otra propiedad importante de las aproximaciones en diferencias finitas. Indepen-
dientemente del comportamiento de la solucién a la ecuacion diferencial, debemos pedir
que las soluciones exactas de las ecuaciones en diferencias finitas permanezcan acotadas
para cualquier tiempo finito 7"y cualquier intervalo de tiempo At. Este requisito se conoce
como “estabilidad”, e implica que ninguna componente de los datos iniciales debe am-
plificarse arbitrariamente. La estabilidad es una propiedad del sistema de ecuaciones en
diferencias finitas, y es esencialmente el analogo discreto de la condicién de que un sistema
de ecuaciones diferenciales este bien planteado. Una aproximacién inestable es initil en
la préctica.

Un resultado fundamental de la teoria de las aproximaciones en diferencias finitas es
el teorema de Lax (para su demostracién ver, por ejemplo, la referencia [45]):

TEOREMA: Dado un problema de valores iniciales bien planteado matemdticamente y
una aproximacion en diferencias finitas a €l que satisface la condicion de consistencia,
entonces la estabilidad es condicion necesaria y suficiente para la convergencia.

Este teorema es de gran importancia pues relaciona el objetivo final de toda aprox-
imacion en diferencias finitas, es decir, la convergencia a la soluciéon exacta, con una
propiedad que es mucho mas facil de probar: la estabilidad.

4.6. Estabilidad de von Newmann

Un método general para probar la estabilidad de los sistemas de ecuaciones en difer-
encias finitas se obtiene de la definicién de estabilidad directamente. Comenzamos por
escribir las ecuaciones en diferencias finitas como:

vt =Bv", (4.23)

donde v™ es el vector solucién en el nivel de tiempo n, y B es una matriz (en general
con muchos ceros). Es importante notar que toda aproximacién en diferencias finitas,
incluso aquellas que involucran més de dos niveles de tiempo (como las que introdujimos
para la ecuacién de onda en las secciones anteriores), puede escribirse de la forma (4.23)
simplemente introduciendo variables auxiliares.

Como el vector v" se puede escribir como una combinacién lineal de los eigenvectores
de B, el requerimiento de estabilidad se reduce a pedir que la matriz B no amplifique
ninguno de sus eigenvectores, es decir, que la magnitud del mayor de sus eigenvalores sea
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menor o igual que 1. Dicho de otra forma, el “radio espectral” de B debe ser menor o
igual a 1.

El anélisis de estabilidad basado en la idea que hemos expuesto es muy general, pero
requiere del conocimiento de los coeficientes de B en todo el espacio, incluida la frontera.
Existe, sin embargo, un método muy popular de analisis de estabilidad que, aunque en
principio solo nos proporciona condiciones necesarias para la estabilidad, en muchos casos
resulta también dar condiciones suficientes. Este método, introducido originalmente por
von Newmann, esta basado en una descomposicién en Fourier de la solucion.

Para introducir este método, empezamos entonces por expandir la solucién de (4.23)
en una serie de Fourier:

v'(x) =Y v"(k)e'**, (4.24)
Kk
donde la suma es sobre todos los vectores de onda k que pueden representarse en la
malla. ° Si ahora substituimos esto en la ecuacién original (4.23) obtenemos:

vt = G (Az, At, k) V" . (4.25)

La matriz G se conoce como “matriz de amplificacion”. La condicién de estabilidad ahora
corresponde a pedir que ningiin modo de Fourier se amplifique, es decir, el radio espectral
de G debe ser menor o igual que uno. Esta es la condicién de estabilidad de von Newmann.

Es importante recalcar que para poder utilizar este criterio de estabilidad se han
supuesto dos cosas: 1) Las condiciones de frontera son periddicas, pues de otra forma no
se puede hacer la expansién en serie de Fourier, y 2) los elementos de la matriz B son
constantes, pues de otra forma no se pueden separar los diferentes modos de Fourier.

Como ejemplo del andlisis de estabilidad de von Newmann vamos a utilizar la aprox-
imacién implicita a la ecuacién de onda que derivamos antes (ecuacién (4.22)):

62 [(0/2) (™ + o) + (1= 0) @) — 620, = 0. (4.26)
Consideraremos ahora un modo de Fourier de la forma:
P, = £ AT (4.27)

Si substituimos esto en la ecuacion en diferencias finitas encontramos, después de un poco
de algebra, la siguiente ecuacién cuadrética para &:

AP+ BE+C =0, (4.28)

5La menor longitud de onda que se puede representar en la malla es claramente 2 Az, también conocida
como la “longitud de onda de Niquist”. Esto implica que el valor maximo de cualquier componente del
vector de onda es w/Ax.
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con coeficientes dados por

A = p*0lcos(kAx) —1] -1, (4.29)
B = 2p*(1—0)]cos (kAz) —1]+2, (4.30)
C = p*0fcos(kAz) —1]—1. (4.31)

La dos raices de la ecuacion cuadratica son, claramente:

—B+(B*—4AC)"?

= 4.32
g:l: 24 ) ( )

y la solucién general a la ecuacion en diferencias finitas resulta ser:
O =3 |28 (& ()" + 2 (€ (R))"] e, (4.33)

ke
donde Z;" y Z; son constantes arbitrarias.
Por otro lado, del hecho de que A = C' es facil mostrar que:
C

_|=|=|=1. 4.34
A (.31

Esta es una propiedad muy importante, implica que si el sistema es estable para toda k,
es decir, si |€4(k)| < 1, entonces necesariamente serd también no disipativo (los modos de
Fourier no solo no crecen, sino que tampoco se disipan). Para que el sistema sea estable
debemos ahora pedir que:

(k) =& (k) =1. (4.35)
Es facil ver que esto ocurrird siempre que:

B* —4AC <0. (4.36)

Substituyendo los valores de los coeficientes A, B y C' en esta expresion obtenemos la
siguiente condiciéon de estabilidad:

p* (1 —20)[1 —cos (kAx)] —2<0. (4.37)

Como queremos que esto se cumpla para toda k, debemos considerar el caso cuando el lado
izquierdo alcanza su valor maximo. Si tomamos 6 < 1/2, esto ocurrird para k = 7w/Ax, en
cuyo caso la condicién de estabilidad toma la forma simple:

PP <1/(1—20) . (4.38)
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c At <€ Ax c At > Ax

Figura 8: Condiciéon de estabilidad CFL. Para cAt < Az, el dominio de dependencia
numérico es mayor que el dominio de dependencia fisico (regién sombreada), y el sistema
es estable. Para cAt > Ax la situacion es la opuesta, y el sistema es inestable.

Para el esquema explicito se tiene § = 0, y la condicién se reduce a la bien conocida
condicién de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy (CFL):

cAt < Az . (4.39)

La condicién CFL tiene una clara interpretaciéon geométrica: el dominio de dependencia
numérico debe ser mayor que el dominio de dependencia fisico, y no al revés (ver Figura 8).
Si esto no fuera asi, resultaria imposible para la solucion numérica converger a la solucién
exacta, pues al refinar la malla siempre habria informacién fisica relevante que quedaria
fuera del dominio de dependencia numérico. Y, como hemos visto, el teorema de Lax
implica que si no hay convergencia el sistema es inestable.

El argumento que acabamos de dar claramente solo se aplica a esquema explicitos.
Esto se debe a que para un sistema implicito, el dominio de dependencia numérico es
toda la malla. En este caso no hay un argumento geométrico simple que nos diga cual
debe ser la condicién de estabilidad.

Para llegar a la condicién de estabilidad (4.38), supusimos que € < 1/2. Si, por otro
lado, tomamos 6 > 1/2, debemos regresar a la condicién general (4.37). Sin embargo, en
este caso es facil ver que la condicion se satisface siempre. Esto significa que un sistema
implicito con # > 1/2 es estable para todo valor de p, es decir, es “incondicionalmente
estable”.

Esto nos lleva a quiza una de las lecciones méas importantes de la teoria de las difer-
encias finitas: Los esquemas mas simples no siempre tienen las mejores propiedades de
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estabilidad. ©

4.7. Ejemplos

Con el fin de ilustrar los diferentes conceptos que hemos introducido hasta ahora,
vamos a considerar los resultados de experimentos numéricos utilizando la ecuacién de
onda y nuestra aproximacién (4.22). En todas las simulaciones mostradas aqui se toma
como regién de integracién x € [0,100], y se utilizan condiciones de frontera periédicas.
También tomamos la velocidad de onda c igual a 1.

Primero consideremos el caso cuando Az y At son tales que

Arx=1, At=1/2. (4.40)

El pardmetro de Courant resulta ser p = 1/2. La Figura 9 muestra resultados de dos
simulaciones usando estos parametros de malla. La grafica de la izquierda corresponde a
un esquema explicito, y la de la derecha a un sistema implicito con § = 1/2. En ambos
casos los datos iniciales (linea punteada) corresponden a un paquete gaussiano moviéndose
inicialmente a la derecha, y los resultados de la simulacién numérica se muestran después
de 120 pasos de tiempo.

De la figura vemos que ambas simulaciones son muy similares. En ambos casos se nota
que el paquete inicial se ha dispersado, en contraste con la solucién exacta para la cual el
paquete se propaga manteniendo su forma original. La dispersion es un efecto numérico,
ocasionado por el hecho de que, en la aproximacion numérica, diferentes modos de Fourier
viajan a diferentes velocidades.

La siguiente simulacién corresponde a la misma situacién, pero ahora tomando Ax =
At = 1, correspondiente a un parametro de Courant p = 1. La Figura 10 muestra los
resultados de esta simulacién. Notese que como At es ahora el doble de grande, se requieren
solo 60 pasos de tiempo para llegar a la misma etapa.

Lo primero que hay que notar es que para el esquema explicito la dispersién ha de-
saparecido. Esto es un resultado sorprendente, y solo ocurre para la ecuacién de onda en
una dimension: En este caso es posible mostrar que para p = 1 todos los errores numéricos
se cancelan y la solucién numérica es de hecho exacta. El esquema implicito, sin embargo,
sigue siendo dispersivo (incluso més que antes).

6Esto es ain més evidente para sistemas de ecuaciones de tipo “parabdlico” (como la ecuacién de
calor), para los que los esquemas explicitos son pricticamente inttiles pues la condicién CFL toma la
forma At < Az?. El problema con esto es que significa que si reducimos At a la mitad, debemos reducir
At a la cuarta parte, de manera que integrar hasta un tiempo finito 7" rapidamente se vuelve prohibitivo
en tiempo de méquina.
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Figura 9: Simulacién numérica para el caso p = 1/2, utilizando un sistema explicito
(izquierda), y uno implicito con # = 1/2 (derecha).
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Figura 10: Simulacién numérica para el caso p = 1.
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Figura 11: Simulaciéon numérica para el caso p = 1,02.

Finalmente, en la Figura 11 se muestran resultados de una simulacién con Az = 1
y At =1.02, para un pardametro de Courant de p = 1,02. Para el esquema explicito
es evidente que una perturbacion de alta frecuencia ha aparecido después de solo 55
pasos de tiempo. Si la simulacién continua, esta perturbacién crece exponencialmente y
rapidamente domina la soluciéon completa. Esta es una clasica inestabilidad numérica:
una perturbacién localizada, generalmente de alta frecuencia (aunque no siempre), que
crece exponencialmente sin moverse. El esquema implicito, por otro lado, no muestra
ninguna senal de una inestabilidad. De hecho, podemos continuar la integracion en este
caso y nunca encontrar ningun problema. La dispersion, sin embargo, si esta presente y
eventualmente causard que la solucién numérica difiera mucho de la solucion analitica.
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5. Ejemplos de aplicaciones

En esta seccién consideraremos algunos ejemplos sencillos de simulaciones en relativi-
dad numérica. Nos limitaremos a dos casos especificos: relatividad en 141 dimensiones (es
decir, una sola dimension espacial) y relatividad en simetria esférica. El caso de sistemas
tridimensionales sin simetrias es considerablemente mas complicado y requeriria de un
Curso en si mismo.

5.1. Relatividad de juguete en 141 dimensiones

El primer ejemplo que consideraremos es el de relatividad en 141 dimensiones, es decir,
una dimensién de tiempo y una de espacio. Ahora bien, la geometria diferencial nos dice
que para un espacio de 2 dimensiones como el que estamos considerando (es decir, una
superficie), el tensor de curvatura de Riemann tiene solo una componente independiente
dada esencialmente por la curvatura gaussiana. Si asumimos, ademads, que estamos en el
vacio, las ecuaciones de Einstein implican que dicha componente es cero, lo que nos lleva
al bien conocido resultado de que en 1+1 dimensiones no hay gravedad en el vacio.

Podria uno entonces pensar que estudiar este sistema es totalmente trivial, y que no
hay nada que aprender de él. Sin embargo, resulta ser que este es un sistema ideal para
estudiar las propiedades de diferentes elecciones de norma. En efecto, atin cuando en una
dimensién espacial estemos limitados al espacio de Minkowski, nada nos obliga a utilizar
las coordenadas usuales, por lo que podemos tener evoluciones altamente no triviales
del sistema de coordenadas que se reflejaran en la evolucion de la métrica espacial y la
curvatura extrinseca. Por simplicidad, en toda la discusién que sigue asumiremos que el
vector de corrimiento es cero.

Comencemos por considerar la condicion de foliacion. Queda claro que en este caso la
foliacién maximal (K = 0) nos forzaria a considerar solamente hiper-superficies planas,
es decir, nos obligaria a utilizar la foliaciéon estandard de Minkowski. Para obtener algo
menos trivial es preferible utilizar la foliacién de Bona-Masso (2.56):

oo = —a’f(a)K , (5.1)

donde en este caso la traza de la curvatura extrinseca esta dada simplemente por K = K.
Las ecuaciones ADM en el caso 1+1, junto con la condiciéon de foliacion, pueden
entonces reescribirse a primer orden como:

oa = —d’fK , (5.2)
og = —2ag9K (5.3)
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0Dy + 0, (afK) = 0, (5.4)
8D, + 8, (2aK) = 0, (5.5)
0K + 0, (aDafg) = oK = DaDy/2g) ,

donde hemos definido g := ¢yy, Dy := Oy Inay D, := 0, 1Ing.
Resulta ser que la ecuacién de evolucién para K puede reescribirse como una ley e
conservacién de la siguiente forma:

a, (9"*K) + 0, (aDa/g'?) = 0. (5.7)

Si ahora definimos el vector ¥ := (D,, D,, K), con K := g'/2K, entonces las ecua-
ciones de evolucién para las variables de primer orden pueden escribirse como un sistema
conservativo de la forma:

v+ 0, (M77) =0, (5.8)
donde la matriz caracteristica M esta dada por:
0 0 af/g’?
M = 0 0 2a/g? |. (5.9)
a/gt? 0 0

Esta matriz tiene los siguientes eigenvalores
Xo=0, I=xa(f/g)*, (5.10)
con correspondientes eigenvectores:
& =(0,1,0), &= (f,2,if1/2) : (5.11)

Como los eigenvalores son reales para f > 0, y los eigenvectores son linealmente indepen-
dientes, el sistema (5.8) es fuertemente hiperbdlico. Los eigencampos estan dados por:

G=R"'v, (5.12)

con R la matriz de eigenvectores columna. Encontramos (utilizando una eleccién adecuada
de normalizacién):

wo=Dy/f —Dy/2,  wi=K%D,/f"*, (5.13)
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que puede invertirse facilmente para dar:

K = 7(“4‘2“"—), (5.14)
p, - £ (w; —w-) (5.15)
D, = %—mo. (5.16)

Claramente, el eigencampo wy se “propaga’ con velocidad cero, y los otros dos se propagan
con la “velocidad de norma” )xi = iam. Dada una perturbacién inicial, podemos
esperar que en general esta de lugar a dos pulsos moviéndose en direcciones opuestas.
Es importante notar que con las eigenfunciones normalizadas como estan arriba, sus
ecuaciones de evolucién también resultan conservativas, y toman la forma simple:

8@+ 0, (AD) =0, (5.17)

con A = diag{\;}. Si, por otro lado, las eigenfunciones son renormalizadas como w; =
Fi(a, g) w;, entonces las ecuaciones de evolucién para las w] en general ya no seran con-
servativas y habran fuentes no triviales. El punto crucial es que existe una normalizacion
en la que las ecuaciones son puramente conservativas, aquella dada en (5.13).

Consideremos ahora algunos ejemplos numéricos. Para tener una evolucion no trivial,
tomamos datos iniciales correspondientes a una superficie curva en el espacio-tiempo de
Minkowski dada en términos de las coordenadas usuales (¢, xps) como:

ty = h(xa) - (5.18)

Si tomamos la coordenada espacial x de forma tal que inicialmente coincida con la coor-
denada de Minkowski zj;, no es dificil mostrar que los valores iniciales de la métrica y la
curvatura extrinseca son:

g = 1-h* = D,=-20n")g, (5.19)
K = K:=-0'"/¢*? = K=-1"/g. (5.20)

Para completar los datos iniciales tomamos como lapso inicial o = 1.
En las simulaciones que discutimos a continuacién, la funcién h(z) tiene un perfil

gaussiano:

h = Aexp {(ZE — z.)° /02] : (5.21)
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Figura 12: Evolucion del lapso « y la traza de la curvatura extrinseca K para una simu-
lacion con f = 1. Columna izquierda: Datos iniciales. Columna derecha: Valores a ¢t = 100.

Para concretar, tomaremos A = 5, ¢ = 10 y la gaussiana centrada en medio de la red
computacional. Ademas, en todas las simulaciones mostradas a continuaciéon usaremos un
paso de tiempo y un intervalo espacial dados por {At = 0,125, Az = 0,25}, y un dominio
computacional en el intervalo [0, 300].

Consideremos primero el caso f = 1, es decir, la foliacion armoénica. En la figura 12
se muestran los datos iniciales para o y K, asi como sus valores a t = 100. De la figura
podemos ver que el pulso inicial se separa en dos pulsos de menor tamano que se mueven
en direcciones opuestas con velocidad constante y conservando su forma. El resultado es
muy similar al que se hubiera esperado de una simple ecuacion de onda.

Cuando f es una constante diferente de 1, la situacion ya no es tan simple. La pertur-
bacion inicial se separa en dos pulsos, pero esos pulsos no conservan su forma al propagarse,
y de hecho después de un tiempo dejan de ser suaves (desarrollan derivadas infinitas). Co-
mo ejemplo de esto, en la figura 13 se muestra el resultado de una simulaciéon con f = 1,69
(correspondiente a una velocidad de norma v ~ /f = 1,3). Para el tiempo ¢t = 75 pode-
mos observar que los pulsos correspondientes al lapso a han desarrollado gradientes muy
grandes al frente y en la parte posterior, mientras que los pulsos correspondientes a la
curvatura extrinseca K han desarrollado picos muy angostos. La situacion es similar para
valores de f menores que uno (pero mayores que cero), salvo que en este caso los gradientes
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Figura 13: Evolucién del lapso « y la traza de la curvatura extrinseca K para una sim-
ulaciéon con f = 1,69. Columna izquierda: Datos iniciales. Columna derecha: Valores a
t="175.

altos ocurren en la parte central de cada pulso y no en sus extremos.

Lo que ocurre para valores constantes de f diferentes de 1 es un fenémeno conocido
como “choques de norma”, en el que la evolucion del sistema de coordenadas da lugar a
una singularidad de coordenadas en un tiempo finito, asociada al cruce de las lineas car-
acteristicas. Este es un ejemplo claro de como datos iniciales perfectamente razonables, y
una evolucion con ecuaciones bien planteadas, pueden de todas formas dar lugar a situa-
ciones patologicas. Los choques de norma son una propiedad de la familia de foliaciones de
Bona-Masso y no son de ninguna manera un artefacto numérico. Una discusién sobre su
origen esta fuera del alcance de este curso, pero los lectores interesados pueden consultar
las referencias [2, 7, 8, 3].

5.2. Relatividad en simetria esférica

Como segundo ejemplo consideraremos el caso de espacio-tiempos con simetria esférica.
En este caso la gravitacion ya no es trivial, después de todo un gran ntimero de sistemas
astrofisicos interesantes (estrellas, agujeros negros, etc.) tienen, en muy buena aproxi-
macion, simetria esférica. Lo que si es importante mencionar es que, debido al caracter
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transversal de las ondas gravitacionales, en simetria esférica no se emite radiacién grav-
itacional. De hecho, sucede igual en la teoria electromagnética, donde tampoco hay ondas
electromagnéticas esféricas (monopolares).

Un fenémeno particularmente interesante que puede estudiarse en simetria esférica es
el colapso gravitacional de diverso tipos de materia, y la formacién de agujeros negros. Este
tipo de estudios llevaron, a principios de los anos noventa, al descubrimiento por parte de
Choptuik de los fenémenos criticos asociados a la formacién de agujeros negros [20].

Para comenzar nuestro analisis escribimos la métrica espacial en simetria esférica como:

di* = A(r,t)dr® + r*B(r, t)dQ? (5.22)

con A y B funciones positivas y d? el elemento de dngulo sélido: dQ? = df? + sin? fd¢>.
Nétese que ya hemos factorizado el término r? de la métrica angular, lo que facilita la
regularizacion de las ecuaciones cerca del origen.

Como nos interesa escribir las ecuaciones de evolucién a primer orden, también intro-
ducimos las siguientes variables auxiliares:

Dy :=0,InA, Dp:=0,InB . (5.23)
También trabajaremos con las componentes mixtas de la curvatura extrinseca: K4 := K,
K0 p?
Con esta notacién, las ecuaciones de evolucién de ADM toman la forma (para el caso
de vacio y vector de corrimiento igual a cero):

OA = —20AK, (5.24)
OB = —20BKp, (5.25)
0Dy = —QQ[KADQ -+ 8TKA] , (5.26)
0,Dp = —QQ[KBDQ -+ 8TKB] , (527)
D.,D
0Ky = -5 [&(Da%—DB) + D2 - =4
D? DiD
+ 5= A2 B AK (K +2K5)
1
— ;(DA —QDB)] , (528)
DD
0K = —o [&DB + DoDy + D% — 2AZE
1 2(A—B)
- ;(DA—QDQ —4Dp) — — i
+ aKB(KA + 2KB) 5 (529)
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donde, de manera similar a la secciéon anterior, hemos definido D, := 0, In a.
Para las constricciones hamiltoniana y de momento encontramos, respectivamente:

1
&,DB — 7"2—B(A_B)+AKB (2KA+KB)
1 D Dy 3D?
+ = (Da—3Dp)+ A8 B (5.30)
r 2 4
1 D
0Ky = (Ka—Kp)|~+ TB} , (5.31)

Hace falta ahora mencionar un problema especifico al uso de las coordenadas esféricas
(algo similar ocurre en coordenadas cilindricas). Como podemos ver de las ecuaciones
anteriores, en el origen r = 0 varios términos se vuelven singulares. Para resolver el prob-
lema hacen falta dos ingredientes. El primer ingrediente consiste en fijar las condiciones
de regularidad de las diferentes variables dindmicas, es decir, su comportamiento cerca
del origen. No es dificil ver que el exigir que todas las variables estén bien definidas en el
origen implica el siguiente comportamiento para r pequena:

a ~ ag+0(r?), (5.32)
A ~ A"+0(r?), (5.33)
B ~ B+ 0(r?), (5.34)
D, ~ O(r), (5.35)
Dy ~ Or), (5.36)
D ~ O(r), (5.37)
Ky ~ K4+ 00?), (5.38)
Ky ~ Kg+0(@?), (5.39)

con {ag, A, BY, KY, K%} funciones del tiempo pero no de r. Estas condiciones de simetria
son de hecho muy sencillas de imponer en una simulacién numérica. Por ejemplo, se
puede utilizar una malla que “salte” sobre el origen, comenzando en r = Ar/2, y después
se pueden obtener datos en el punto ficticio de frontera en r = —Ar/2 demandando
que {a, A, B, K4, Kg} sean funciones pares en r = 0 y que {Dy4, Dg} sean impares.
Como {D,, D4, Dg} son proporcionales a r cerca del origen, vemos que términos del tipo
Dy{a,a,py/7 en las ecuaciones ADM son regulares y no causan ningtin problema (recuérdese
que nunca evaluamos exactamente en r = 0).

Sin embargo, existe todavia un problema mas serio. Podemos ver que tanto en la
constriccion hamiltoniana como en la ecuacién de evolucion para Kz hay un término que
tiene la forma (A — B)/r?, mientras que en la constriccién de momento hay un término
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del tipo (K4 — Kp)/r. Dado el comportamiento de las variables cerca de r = 0, estos
términos parecen divergir en el origen. La razén por la que esto no ocurre en realidad es
que, cerca del origen, debemos pedir las condiciones de regularidad extra

A—B~O®?, Kjy— Kg~0O(r?), (5.40)

es decir, A° = BY y K% = KY%. Estas condiciones extra provienen simplemente del hecho
de que el el espacio-tiempo debe permanecer localmente plano en r = 0.

Imponer todas las condiciones de regularidad en r = 0 numéricamente no es trivial.
Esto se debe a que tenemos mas condiciones de regularidad que variables, por lo que
el sistema esta sobre-determinado. En el caso analitico resulta facil ver que si todas las
condiciones se satisfacen inicialmente, entonces se mantendran satisfechas a todo tiempo.
Numéricamente, sin embargo, esto no es cierto debido a los errores de truncacion. Esto
significa que réapidamente alguna de las condiciones deja de satisfacerse y la evolucion
se vuelve irregular en el origen (los errores crecen sin control y el cdigo falla). Existen
métodos generales para regularizar las ecuaciones en simetria esférica, pero describirlos
nos llevaria demasiado espacio en estas notas, los lectores interesados pueden consultar [6].

Es importante mencionar, sin embargo, que hay una manera muy sencilla, y por lo
tanto muy comunmente utilizada, de evitar el problema de la falta de regularidad. Este
método consiste en restringir la eleccién de la foliacién y utilizar la llamada “norma de
area”, en la que se obliga a que la variable métrica angular sea B = 1. Esto implica que
goe = 2, por lo que el drea de esferas es siempre 47r2. Es por esto que en este caso a r
se le llama el “radio de area”. Si uno toma esta eleccion, es facil ver que imponiendo la
condicién de frontera A(r = 0) = 1 uno puede resolver para A(r) simplemente integrando
la constriccién hamiltoniana hacia afuera con B =1y D = 0 (e ignorando las ecuaciones
de evolucién). En este caso el término (A — B)/r? ya no causa ningin problema. El forzar
a que se tenga B = 1 todo el tiempo implica que Kg = 0;Kp = 0, lo que lleva a una
ecuacion diferencial para « en términos de 7 que se debe resolver a cada paso, dando lugar
a la llamada “foliaciéon polar”. La norma de area tiene ciertas desventajas, sin embargo.
En primer lugar, solo puede utilizarse en situaciones en las que el drea de esferas es una
funcion creciente del radio, es decir, no permite considerar geometrias de tipo “bolsa
de oro”.” Ademds, tiene la desventaja de que no permite tampoco penetrar al interior
de horizontes aparentes asociados a agujeros negros. Esto se debe a que dentro de un
horizonte aparente es imposible mantener el area de una esfera constante sin utilizar un
vector de corrimiento no trivial.

"Una geometria tipo “bolsa de oro” corresponde a un espacio tal que, al alejarnos de un cierto punto
el drea de las esferas primero aumenta, luego disminuye, y finalmente aumenta de nuevo, de la misma
manera que ocurre con la circunferencia de circulos si nos movemos en el interior de una bolsa que ha
sido atada con una cuerda.
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Otro punto de importancia es que las ecuaciones ADM en simetria esférica dadas
anteriormente no resultan ser fuertemente hiperbédlicas cuando uno utiliza condiciones de
foliacién comunes (maximal, Bona-Masso, etc.). Este problema no es dificil de resolver, y
el lector interesado puede consultar [6] donde se da un ejemplo sencillo de como construir
un sistema fuertemente hiperbélico en simetria esférica utilizando las constricciones (la
solucién no es unica, y no queda claro cual elecciéon dentro de la infinidad posible es la
mejor).

Para terminar, consideraremos como ejemplo de una simulacién numérica el caso de un
simple agujero negro de Schwarzschild. Uno podria pensar que, ya que el espacio-tiempo
de Schwarzschild es estatico, en la simulacion numérica no habra ninguna evolucién. Esto
no es correcto por dos razones: En primer lugar, el espacio-tiempo de Schwarzschild solo es
estatico fuera del horizonte del agujero negro, dentro del horizonte la solucion es dindmica
y la singularidad se alcanza en un tiempo propio finito. En segundo lugar, como hemos
visto ya en la seccién anterior, incluso en espacio-tiempos estaticos es interesante estudiar
la evolucién artificial inducida por una eleccién de norma no trivial. Estudiar el caso
de Schwarzschild permite adquirir experiencia que luego puede utilizarse en situaciones
realmente dinamicas, como el colapso gravitacional o la colision de objetos compactos,
donde uno espera encontrar agujeros negros durante la evolucién incluso si no habia
ninguno presente inicialmente.

Comenzamos primero por la eleccién de los datos iniciales. Es claro que tomar simple-
mente la métrica de Schwarzschild evaluada en ¢ = 0 no es una buena eleccién debido a que
esta métrica es singular en el horizonte. Una mejor eleccién es utilizar la métrica en coorde-
nadas isotrépicas que se obtienen a partir de las coordenadas estandard de Schwarzschild
mediante el cambio en la coordenada radial R = r(1 + M/2r)? con R la coordenada
radial de Schwarzschild y r la coordenada radial isotrépica (ver por ejemplo [42]). De
hecho, ya obtuvimos la solucién para la métrica espacial en este caso cuando discutimos
la descomposicion conforme de York-Lichnerowicz para resolver las constricciones en las
secciones 2.5 y 2.6 de estas notas. Dicha solucién estaba dada por la ecuacién (2.48) que
repetimos a continuacion:

di% = (dr2 + r2dQ2) , (5.41)
donde el factor conforme 1 es simplemente:
=1+ M/2r, (5.42)

con M la masa del agujero negro. Esta es la eleccion mas comun de datos iniciales para
Schwarzschild, aunque no la tnica. Otra eleccién comtun son las llamadas “coordenadas
de Kerr-Schild” que no discutiremos aqui (pero el lector puede referirse a [41]).

72



Figura 14: Métrica angular B = r?)* para un agujero negro de Schwarzschild con M = 1
en coordenadas isotrépicas. La garganta del tunel de Einstein-Rosen esta en r = 1/2.

Es importante notar que, aunque la métrica anterior es singular en r = 0, esta singu-
laridad no corresponde con la singularidad fisica en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
La singularidad fisica esta en el futuro y no esta contenida en nuestros datos iniciales.
Recordemos que en coordenadas isotréopicas un agujero negro de Schwarzschild se repre-
senta como un agujero de gusano (tunel de Einstein-Rosen) entre dos universos distintos,
lo que es facil ver si se grafica la métrica angular ggg = r%¢* que resulta ser creciente de
r = M/2 al infinito, y decreciente (desde infinito) de r = 0 a r = M/2 (ver Figura 14).
En estas coordenadas r = M/2 marca la garganta del tunel (la esfera de drea minima,
correspondiente al horizonte del agujero negro), y r = 0 corresponde al infinito asintético
en el otro universo. Es decir, r = 0 es una singularidad de coordenadas introducida por
haber compactificado todo el infinito asintético del “otro” universo a un solo punto.

En situaciones como esta, donde se tiene un factor conforme singular en los datos
iniciales, es comuin extraer analiticamente este factor de la evolucion para que las variables
dindamicas sean regulares. Definimos entonces nuevas variables:

A = A/t (5.43)
B = B/J*, (5.44)
Dy == Dy—49,Iny, (5.45)
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Dg = Dp—408,In¢, (5.46)

(las variables K4 y Kp no se reescalan). Ahora reescribimos las ecuaciones ADM, o la
formulacién fuertemente hiperbdlica equivalente, en términos de estas nuevas variables.
Esta técnica de evolucién en términos de variables reescaladas regulares y un factor con-
forme singular estatico se conoce como “evolucion de puntura”, y al punto r = 0 se le
llama la puntura (ver por ejemplo [19, 9]).

La evolucion de puntura no es la tnica técnica utilizada para tratar con las singulari-
dades que se encuentran en el interior de los agujeros negros. Otra técnica muy importante
esta basada en la idea de que el interior del agujero negro, donde se encuentra la singulari-
dad, esta causalmente desconectado del exterior. Esto implica que uno puede simplemente
cortar esa region del dominio computacional sin afectar la evolucion exterior. Esta idea,
conocida como “escisién de singularidades” fue sugerida desde los anos 80 (Thornburg
atribuye la idea original a Unruh en [60, 61]). Para simulaciones con simetria esférica la
escision de singularidades ha sido muy exitosa [51, 11, 48, 40, 31, 47, 49, 35], pero en el
caso de simulaciones tridimensionales sin simetria ha resultado ser muy compleja computa-
cionalmente. Sin embargo, aun se le considera como la técnica mas adecuada para tratar
con el interior de los agujeros negros y hay mucho trabajo en torno a ella [51, 11, 5, 10, 53].

En términos de las nuevas variables, los datos iniciales para Schwarzschild correspon-
den simplemente a:

A=B=1, Dy=Dp=0. (5.47)

Como la métrica de Schwarzschild es estatica, y el vector de corrimiento es cero en coor-
denadas isotropicas, la curvatura extrinseca resulta ser:

Ki=Kp=0. (5.48)

Quedan por elegir la condiciones de norma. Para el vector de corrimiento elegimos
simplemente mantenerlo en cero, mientras que para el lapso elegimos la condicién de
foliacion maximal (2.55), que en este caso se reduce a

1 9 2 - Dy 2 2
A—WlarQ+<;+DB—7+28T1Hw 8,«0( _KA+2KB (549)
Esta ecuacién debe integrarse numéricamente a cada paso de tiempo. Como se trata de una
ecuacién diferencial de segundo orden en r, es necesario dar dos condiciones de frontera.
La condicién de frontera que se pide en infinito (o en la préctica, en la frontera exterior
de la red computacional) es simplemente

ol =1 (5.50)

rT—00
r
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que es una condicién de frontera tipo “Robin” que exige que para r — o0 se tenga
a =1+ O(r1), es decir, el lapso se acerca a 1 (su valor para espacio plano) como 1/7.

La otra condicién de frontera debe darse en el interior, y hay bésicamente tres elec-
ciones de interés. La primera posibilidad es pedir a(r = 0) = —1. En este caso es posible
mostrar que hay una soluciéon analitica de la condiciéon maximal dada por:

_1-=M)2r

Este lapso es anti-simétrico respecto a la garganta del agujero de gusano en r = M/2, y
es precisamente el lapso que nos da una solucién estatica, es decir, el lapso estandard de
Schwarzschild pero escrito en términos de la coordenada radial isotréopica. Esta eleccion es
poco interesante pues, ademas de dar una situacion completamente estatica, no penetra
el horizonte del agujero negro.
Otra posibilidad es pedir:
Ora),_g=0, (5.52)

Esta eleccion ya no coincide con el lapso de Schwarzschild y nos da una situacion dinamica
(aunque la dindmica sea solamente producto de la eleccién de la norma). Ademds, en este
caso si se penetra en el interior del horizonte del agujero negro. Esta es la eleccién que
utilizaremos en las simulaciones numéricas que se presentan abajo.

Una tercera posibilidad consiste en pedir que el lapso sea simétrico respecto a la
garganta en r = M/2. Esta eleccién también resulta en una evolucién dindmica y penetra
el horizonte. En el caso de una evolucién de puntura como la que estamos considerando,
la garganta no es la frontera natural de nuestra malla computacional por lo que el lapso
simétrico es dificil de utilizar. Sin embargo, siempre es posible cambiar las cosas de manera
que la malla comience precisamente en r = M /2 (utilizando por ejemplo la coordenada
radial logaritmica n = In(2r/M)), de manera que el lapso simétrico sea una eleccién
natural. Esta eleccién es muy comun en la practica y corresponde a mantener la isometria
entre ambos universos.

Es interesante notar que la foliacién maximal de Schwarzschild puede estudiarse de
manera analitica en el caso general, y las diferencias entre las tres condiciones de frontera
mencionadas pueden entenderse en detalle (ver [26, 15, 44]).

Con los ingredientes que hemos descrito estamos ahora listos para realizar la simulacion
numérica. Para la simulaciéon mostrada aqui se he utilizado una malla con 1000 puntos
en la direccion radial y con un intervalo de Ar = 0,01. El paso de tiempo utilizado es de
At = Ar/2 = 0,005, y se han hecho un total de 4000 pasos de tiempo, para llegar a un
tiempo final ¢ = 10. Los datos iniciales corresponden a un agujero negro de masa M =1,
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Figura 15: Evolucién de la funcion de lapso «. El valor de o es mostrado cada ¢t = 1. El
colapso del lapso es evidente.

por lo que en estas unidades la simulacién alcanza un tiempo igual a 10M. Los resultados
de la simulacion se muestran en las figuras 15 y 16, donde se grafica la evolucion del lapso
a v la métrica radial A cada t = 1.

Consideremos primero la evolucion del lapso mostrada en la figura 15. De la figura
podemos ver como el lapso rapidamente evoluciona hacia cero en las regiones cercanas
a la puntura (r = 0). Este fenémeno es el bien conocido “colapso del lapso”, y ocurre
debido a que la condicién de foliacion maximal no permite que los elementos de volumen
cambien, y cerca de la singularidad de un agujero negro esto la tinica manera de logra
esto es congelando la evolucion temporal. En las regiones centrales el lapso de hecho se
acerca a cero exponencialmente.

En la figura 16 se muestra la evolucion de la métrica radial A. Vemos como la métrica
radial crece en la regién cercana al horizonte del agujero negro. Este fenémeno también es
bien conocido y se conoce como “estiramiento de la foliacién”, o “estiramiento de la mal-
la”.® Lo que ocurre en este caso es una combinacién de dos efectos. En primer lugar, como

8Histéricamente el nombre “estiramiento de la malla” ha sido cominmente utilizado. Sin embargo
este nombre es inadecuado ya que el fenémeno no tiene ninguna relacion con la existencia de una malla
numérica. Debido a esto més recientemente se ha preferido el nombre “estiramiento de la foliacion”.
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Figura 16: Evolucién de la métrica radial A. El valor de A es mostrado cada ¢t = 1. El
estiramiento de la foliacion es evidente.

el lapso ha colapsado en las regiones centrales el tiempo ha dejado de avanzar ahi mientras
que sigue avanzando afuera, por lo que las hiper-superficies se estiran. Ademas, incluso si
el lapso se mantuviera igual a 1 durante toda la evolucion, deberiamos esperar un crec-
imiento en la métrica radial debido a que observadores normales a diferentes distancias del
agujero negro caen hacia este con distintas aceleraciones, por lo que la distancia entre el-
los aumenta (recordemos que como el vector de corrimiento es cero, nuestras coordenadas
estdn atadas a estos observadores).

De las figuras, es claro que con las condiciones de norma que hemos utilizado, el
espacio-tiempo de Schwarzschild no se ve estdtico. Esto puede verse aun mas dramatica-
mente si se estudia la posicién del horizonte de eventos durante la evolucién. La figura 17
muestra el radio del horizonte del agujero negro r;, en funcién del tiempo. A ¢t = 0 el
horizonte se encuentra en r = 0,5, como corresponde a las coordenadas isotrépicas (para
M = 1), pero durante la evolucién el horizonte se mueve hacia afuera, y a t = 10 se
encuentra ya en r ~ 1,8. El crecimiento aparente del horizonte no es real, es simplemente
un efecto coordenado debido al hecho de que nuestra coordenada radial r esta atada a los
observadores normales, y estos estan cayendo dentro del agujero negro. Para convencer-
nos de que el crecimiento no es real, en la figura 18 se muestra el area a; del horizonte
en funcién del tiempo para esta simulaciéon. Vemos que el drea permanece constante en
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Figura 17: Radio del horizonte en funciéon del tiempo. A t = 0 el horizonte se encuentra
en r = 0,5, y para t = 10 su radio ha aumentado a r = 1,8.

ap ~ 50,26 durante toda la evolucién, valor que corresponde con el area del horizonte de
un agujero negro de Schwarzschild de masa unitaria a;, = 167 = 50,26548246.
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Figura 18: El area del horizonte se mantiene constante durante la evolucién, con un valor
cercano a la prediccién teodrica de ap = 167 ~ 50,2.
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