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Generalidades

e En un problema de caminos mas cortos,
dado un grafo dirigido con peso G = (V| E), se
tiene una funcion de peso w : £ — R que asigna
valores reales a las aristas.

e El peso de un camino p = (vg,vy,...,v;) es la
suma de los pesos de las aristas que lo constituyen:

k

w(p) = Z w(v;_1,v;)

i=1
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e Se define el peso del camino mas corto de u

a v como
o p ° - -
o | ) min{w(p) : u~> v} siexiste un camino de u a v
5(’&, U) - { 00 de lo contrario
4 44
« | » e Un camino mas corto del vértice v al vértice u
puge 1ot 2| es entonces definido como cualquier camino p con
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Quit |



Universidad
del Valle

Contents |

Page 5 of 42 |
Full Screen |
Quit |

Generalidades (cont.)

El problema del camino mas corto desde
un origen a muchos destinos es el siguiente:

Dado un grafo G = (V, E) se desea encontrar
un camino mas corto desde un vértice origen
dado s € V' a cada vértice v € V.
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e Algunas veces, en los problemas de caminos més
cortos existen aristas cuyo peso es negativo.

Contens_| e Si el grafo G = (V, E) contiene ciclos con peso
“« | » no negativo alcanzable desde el origen s, entonces
< para todo v € V, el peso del camino mas corto

| d(s,v) continua bien definido, incluso si tiene valor
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negativo.
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e Sin embargo, si existe un ciclo con peso negativo
alcanzable desde s, el peso del camino mas corto
no esta bien definido.

e e Ningun camino de s a un vértice en el ciclo puede

| ser un camino mas corto (siempre habré un camino

L “maés corto”).

_ Paerorsz | e Si existe un ciclo con peso negativo en algin camino
Ful Sereen | de s a v, se define (s, v) = —o0.
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Generalidades (cont.)

Ejemplo:

e Como los vértices e y f forman un ciclo con peso negativo alcanzable
desde s, ellos tienen pesos de caminos méas cortos de —oo.

e Como el vértice g es alcanzable desde un vértice cuyo peso de camino
mas corto es —oo, entonces él también tiene peso de camino mas corto
de —oo0.

e Los vértices h, ¢ y j no son alcanzables desde s, luego su peso de
camino mas corto es oo (aun cuando estédn en un ciclo de peso nega-
tivo.
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Relajacion

Para cada vértice v € V se tiene un atributo d[v],
el cual es un limite superior en el peso del camino
mas corto desde el origen s a v. El valor d[v] se de-
nomina el peso estimado del camino mas corto.

Se inicializan los pesos estimados de los caminos mas
cortos y predecesores con el siguiente procedimiento

©)):

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
1 for each vertex v € V[G]

2 do d[v] «— o

3 m[v] «— NIL
4 d[s] « 0
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Relajacion (cont.)

El proceso de relajacién de una arista (u, v) consiste
en examinar si se puede mejorar el camino mas corto a
v pasando por u ¥, si es el caso, actualizar d|v] y m|v].

La relajacion puede decrementar el valor del peso
estimado del camino mas corto dfv] y actualizar el
campo 7[v]| del predecesor de v.
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Relajacion (cont.)

El siguiente codigo realiza una relajacion de la arista

(u,v):

RELAX (u,v,w)

Contents

e 1 if dfo] > dfu] + w(u,v)
RN 2 then d[v] «— [ | + w(u,v)
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Relajacion (cont.)

La siguiente figura muestra dos ejemplos de rela-
jacion de una arista, uno en el cual el peso estimado
del camino mas corto decrece y el otro en el que no
hay cambios en el peso estimado:

2 2
OO
E RELAX(U,V,W) E RELAX(u,v,W)
u v v u v v

N
N

O OBNO O
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Relajacién (cont.)

Contets_| Lema 1 (Desigualdad Triangular)
T Para cualquier arista (u,v) € FE, se tiene que

Sy 0(s,v) < o(s,u) +w(u,v).

Full Screen
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Relajacién (cont.)

Contets_| Lema 2 (Propiedad del Limite Superior)
Siempre se tiene que d|v| > d(s,v) paratodov € V| y
4 44
—— una vez que d[v] tenga el valor §(s, v), nunca cambia.
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Contents Corolario 3 (Propiedad de Ningiin Camino
[ ] g
Si no existe camino desde s a v, entonces siempre se
44 d g )
tiene que d[v| = §(s,v) = oo.
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Lema 4 (Propiedad de Convergencia)

Contents | Si s ~» u — v es un camino mas corto en GG para algiun
1 u,v € V', ysidfu] = d(s,u) antes de la relajacion de
——— la arista (u,v), entonces d[v] = (s, v) a partir de ese

momento..
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Relajacion (cont.)

Lema 5

(Propiedad de Relajacion de Camino)

Si p = (vg,vq,...,U) s un camino mas corto desde
S = vy a v, Yy las aristas de p estan relajadas
en el orden (vg,vy1), (v, v2),..., (Vr_1,V;), entonces
dlvi] = (s, vg).

Esta propiedad se cumple sin tener en cuenta otras re-
lajaciones que ocurran, incluso si ellas estan mezcladas
con relajaciones de aristas de p.
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Relajacion (cont.)

Lema 6
Contents | (Propiedad del Subgrafo Predecesor)
1 Una vez que dv] = d(s, v) paratodov € Vel subgrafo
predecesor es un arbol de caminos mas cortos con raiz
RN <
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El Algoritmo Bellman-Ford

El algoritmo Bellman-Ford resuelve el problema
de caminos mas cortos desde un origen a muchos
destinos en el caso general en el cual los pesos de las
aristas pueden ser negativos.

Dado un grafo dirigido con peso G = (V, F) con
origen s y funcion de peso w : E — R, el algoritmo
retorna un valor booleano que indica si existe o no un
ciclo de peso negativo que es alcanzable desde el origen.

Si no hay un ciclo de peso negativo, el algoritmo
produce los caminos mas cortos y sus pesos.
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El Algoritmo Bellman-Ford (cont.)
El siguiente es el codigo del algoritmo:

BELLMAN-FORD(G,w,s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)

2 fori«—1to|V[G]|—1

3 do for each edge (u,v) € E|[G]
4 do RELAX(u,v,w)

5 for each edge (u,v) € E[G]

6 do if d[v] > d[u] + w(u,v)

7 then return FALSE

8

return TRUE

Este algoritmo corre en un tiempo O(VE) ya que
la inicializacién toma un tiempo O(V'), cada uno de los
|V'| — 1 pasos sobre las aristas toma un tiempo O(E),
y el dltimo ciclo for toma un tiempo O(F).



El Algoritmo Bellman-Ford (cont.)

El siguiente ejemplo muestra la ejecucion del algo-
Universidag ritmo en un grafo de 5 vértices:
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El Algoritmo Bellman-Ford (cont.)

Lema 7

Suponga que el procedimiento BELLMAN-FORD se
aplica a un grafo dirigido con peso G = (V, FE) con
origen s y funcion de peso w : £ — R.

Si GG contiene ciclos con peso no negativo que son alcan-
zables desde s, entonces el algoritmo retorna TRUE, se
tiene que dlv] = d(s,v) paratodo v € V', y el subgrafo
predecesor GG, es un arbol de rutas mas cortas con raiz
S.

Si G contiene ciclos con peso negativo alcanzable desde
s, entonces el algoritmo retorna FALSE.
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Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
chos Destinos en Grafos Dirigidos Aciclicos

Cuando se relajan las aristas de un gda (grafo di-
rigido aciclico) con peso G = (V, E) de acuerdo al
orden topologico de sus vértices, se puede calcular
caminos mas cortos desde un origen a muchos destinos
en un tiempo O(V + FE).

Los caminos mas cortos estan siempre bien definidos
en un gda, ya que si existen aristas con peso negativo,
por definicion no pueden existir ciclos.



Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
Jnarsag chos Destinos en GDA (cont.)
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El procedimiento es el siguiente:

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w,s)
e | 1 topologically sort the vertices of GG
2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)

I 3 for each vertex u,
< > taken in topologically sorted order
 pugezroraz | 4 do for each vertex v € Adj|ul
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Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
chos Destinos en GDA (cont.)

e Il orden topoldgico puede ser realizado en un
tiempo O(V + E).

e [l llamado a INITIALIZE-SINGLE-SOURCE toma
un tiempo O(V).

e El ciclo interno hace |E| iteraciones que toman un
tiempo O(1) cada una, mientras que el ciclo externo
hace una sola iteracion por vértice.

Por lo tanto el tiempo total de ejecucion de este algo-
ritmo es O(V + F).



Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
chos Destinos en GDA (cont.)

Universidad El siguiente ejemplo muestra la ejecucion de este
algoritmo:
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Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
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Caminos mas Cortos desde un Origen a mu-
chos Destinos en GDA (cont.)

Teorema 8

Si un grafo dirigido con peso G = (V, E) tiene un
vértice origen s y no tiene ciclos, entonces al finalizar el
procedimiento DAG-SHORTEST-PATH, d[v] = (s, v)
para todo v € V', y el subgrafo predecesor GG es un
arbol de caminos mas cortos.
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El Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra resuelve el problema de
caminos mas cortos desde un origen a muchos destinos
en un grafo dirigido con peso G = (V, E) para el caso
en el cual todas las aristas tienen un peso no negativo.

El algoritmo es el siguiente:

DDKSTRA(G,w,s)

1

CO 1 O U i W I

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
S—10
Q — V[G]
while Q # (
do u «+ EXTRACT-MIN(Q)
S — SuU{u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX(u,v,w)



El Algoritmo de Dijkstra (cont.)

El algoritmo de Dijkstra en ejecucién se muestra
Universidag en el siguiente ejemplo:
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El Algoritmo de Dijkstra (cont.)

Teorema 9

Contents | El algoritmo de Dijkstra corriendo en un grafo dirigido
@ con peso G = (V, E) con una funciéon de peso no nega-
s tivo w y origen s, termina con d[u] = §(s,u) para todo

velV.
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