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Capitolul 1

Relatii binare

1. Fie M o multime nevida si R C M x M o relatie binara pe M. [Ream-
intim ca se scrie xRy dacd z,y € M i (z,y) € R; se citeste "z este in
relatia R cu y”]. Se pot defini:
- relatia de egalitate in M, anume A = {(z,y) € M x M|z =y} =
{(z,2)|z € M};
- relatia inversd R™' = {(z,y) € M x M|yRx};
- relatia compusd, RoR = {(x,z) € M xMlexistd y € M astfel incat xRy si yRz}.

Sa se arate ca :

a) R este reflexiva 2 A C R;

¢) R este tranzitivi =2 Ro R C R;

R este antisimetrica = RN R~ C A.

)
b) R este simetrica = R™! = R;
)
d)

Solutie. a) Reamintim ca R se numeste reflexiva daca Vax € M, zRzx.
Aceasta conditie este echivalenta cu (z,x) € R, adica A C R.

b) R este simetrica daca xRy = yRx. Asadar, (z,y) € R = (y,z) €
R2 (z,y) € R7!. Deci R=R™!.

¢) R tranzitiva inseamna ca xRy, yRz implica zRz. In acest caz, daca
(z,z) € Ro R, atunci exista y € M astfel ca xRy si yRz, deci zRz,
adica (x, z) € R si ca atare, Ro R C R.

Invers, sa presupunem ca Ro R C R; daca xRy si yRz, atunci (z, z) €

Ro R, deci (z,z) € R, adica xRz deci R este tranzitiva .
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d) Reamintim cd R se numeste antisimetrica daci la a din faptul ca

zRy si yRx, rezultd x = y. Aceasta revine tocmaila RONR™! Cc A. O

. Fie M o multime nevida si R C M x M o relatie binara pe M, pre-

supusa reflexiva si tranzitiva . Reamintim ca R se numeste relatie de

- ordine partiala daca este antisimetrica ;

- ordine totala daca este de ordine partiala si in plus, pentru orice

x,y € M avem fie zRy, fie yRx;
- echivalenta daca este simetrica .

S4a se arate ca :

a) RoR = R;

b) R este relatie de ordine partiala 2 RN R~ = A;

¢) R este relatie de ordine totala = RN R~ = Asi RUR™! =
M x M;

d) R este relatie de echivalentd = R = R~L.

Solutie. Vom folosi exercitiul precedent.

a) Avem de aratat ca R C Ro R. Fie V(z,y) € R deci zRy. Dar yRy,
deci (z,y) € Ro R.

b) Conform exercitiului anterior, R este relatie de ordine partiala =
ACRRNR'CAsgi RoRCC R. De aici rezulta ca A ¢ RNR™!
etc. O

. Fie p = {(z,y) € Rz = 2y} si p' = {(z,y) € R*|y = 2?}. Sd se

determine p o p’ si p' o p, ca relatii binare pe R.

Solutie. Avem

pop ={(z,2) € R¥exista y € R a. 1. zpy si yp'z} = {(z,2) €
LR ~ . 2
R2lexistd y € R a. 1. . =2y si z = y?} = {(z,2) € R}z = & };
apoi p'op = {(z,2) € R?’|existd y € R a. 1. zp'y si ypz} = {(z,2) €
R?lexistd y € R a. 1. y =22 §i y =2z} = {(z,2) € R?|2? = 42%}.

Se observa ca po p # p' op. O



4. Fie M, N, P trei multimi nevide si R C M x N,S C N x P (cu N
comun!). Se defineste relatia inversa R~! ¢ N x M, prin R™! =
{(y,xz) € N x M|(z,y) € R} si relatia compusd So R C M x P, prin
SoR={(z,z) € M xPlexistd y€ N a. i (z,y) € Rsi (y,2]) € S}
a) Sa se arate cd (SoR) "' =R 1oS7L.

b) Daca R si S sunt relatii functionale, sa se expliciteze S o R.

Solutie. a) Folosim dubla incluziune. Fie (u,v) € (S o R)™!, deci
(v,u) € SoR si exista n € N astfel incat (v,n) € R si (n,u) € S.
Atunci (n,v) € R7' si (u,n) € S71, deci (u,v) € R~1o 571

b) R C M x N se numeste relatie functionald daca pentru orice z € M

exista gi este unic y € N astfel incat (z,y) € R. In acest caz, este
definita o aplicatie f: M — N, x —— y, pentru care R este chiar
graficul lui f. Daca g: N — P este functia avand ca grafic .5, atunci

relatia S o R este tocmai graficul functiei compuse g o f. O

5. Un triplet de multimi (A, B, R), unde R C A x B se numeste sistem

intrare-iegire i/o R: A — B, A este multimea intrarilor, B multimea

iegirilor. Daca (z,y) € R, se mai scrie z Ry si se spune ca intrarea x este
asociata cu iesirea y. Daca (B,C,S) cu S C B x C este un sistem i/o,
se poate defini un nou sistem /o (A4, C, S o R), numit legarea in serie

a sistemelor anterioare.
Presupunem A = B = {ajb,c} siC = {u,v};

R= {(a,a),(a, b), (a,c), (c, b)} CAxBsiS= {(a,u),(b, v),(a,v)} C
B x C. Sa se determine S o R.

Solu;ﬁze SoR = {( )|exista y € B astfel incat =Ry si sz}
{(a,u) v)} O

NOTA. Orice functie (aplicatie) f: A — B determina un sistem i/o,
iar compunerea functiilor este un caz particular de legare in serie de
sisteme. De exemplu, pentru f =sin: R — R gi g = exp : R — R,
f asociaza oricarei intrari x € R, iegirea sinx etc. g o f este functia

sinz

x +— T ar f o g este functia z — sin(e”).

Legarea 1n serie nu este comutativa , dar este asociativa .



6. Fie My, My doua multimi nevide si R;, respectiv Ry relatii de ordine
totala pe M si respectiv My. Fie M = M; x Ms. Pentru a = (a1, az)
si b= (b1,b2) din M, definim:

a S b= CL1R1b1 §i a2R2b2

aAb = sau ayR1by sau a1 = as si asRobs

Sa se arate ca : 10,7 <7 este o relatie de ordine partiald pe M (numita

ordinea produs ).

20,7\ este o relatie de ordine totald pe M (numita ordinea lexicografica ).

30. Sa se expliciteze aceste relatii pe M = R? (consideram relatia 7 < ”
pe R).

49, Generalizare.

Solutie. 1°. Este evident c& ” < 7 este reflexiva si tranzitivd . Apoi
daca a < bsib < a, atunci rezulta a1 < by, ag < b, b1 < aq si bs < ao,

”

deci a = b, agadar relatia ” <7 este antisimetrica .

20, Evident, ”\” este reflexivi si aratdm ci A este tranzitivi . Daca
ab si bAc, atunci se analizeaza cele 4 cazuri; de exemplu, daca a1 R1b
si b1 R1a, atunci asRic, etc. Raman de aratat ca A este antisimetrica
(aXb,bAa = a = b) i ca ordinea este totala (deci pentru orice a,b €

M avem aAb sau bAa). Se analizeaza cazurile posibile.

30. Daci M = R? si a = (a1,a2), b = (b1,b2) avem a < b = a1 <

b1 i ag < bo; aAb = fie a1 < by, fie a1 = by si as < bo.

De exemplu, (3,4) < (3,7), dar perechile (3,4) si (7,3) nu sunt compa-
rabile in ordinea produs; in schimb, (3,4) si (7, 3) si orice doua perechi

de numere reale sunt comparabile relativ la relatia ” \”.

49, Se pot considera multimi My, ..., M, cu relatii de ordine totala pe

ele. Atunci se extind ordinea produs si ordinea lexicografica . O

NOTA. 1) Pe multimea C = R? a numerelor complexe s-ar putea
introduce ordinea produs 7 < ”; de exemplu, 2 + 3i < 3 4+ 4i. Dar
aceasta nu este compatibila cu operatiile algebrice. Se mai spune ca

C nu este un corp ordonat. Intr-un corp ordonat, daca 0 < u,0 < v,



trebuie sa rezulte 0 < wv. De exemplu, luand v =i = (0, 1), ar rezulta
0 <1, deci 0 < i2, adica (0,0) < (—1,0), absurd.

Prin conventie, se spune ca nu trebuie considerat inegalitati intre

numere complexe, deoarece nu au proprietati bune de calcul.

2) Ordinea lexicografica este inspirata din modul de ordonare a cuvin-
telor din dictionar (de exemplu, cuvantul "abac” este agezat inaintea
cuvantului ”acar”, iar "numar” este agezat inaintea lui "nume”). Luand
My =My=B= {0, 1} (codul binar) si presupunand ca 0 < 1, se in-
troduce ordinea lexicografica pe B2, punand in ordine (0, 0), (0, 1), (1,0),
(1,1). Similar pe B3.



Capitolul 2

Configuratii discrete,
numerice sau geometrice

Exista diverse concepte si constructii care sunt legate de entitati discrete:
sisteme de numeratie, configuratii geometrice finite, proprietati structurale
ale numerelor naturale etc., care sunt obiecte de studiu atat pentru Matem-

atica discreta cat si pentru Combinatorica .

1. Sa se scrie in baza 2 si in baza 8 numerele 100 si 300.

Solutie. In general, fixdnd o bazd de numeratie ¢ > 2, se considera
cifrele in baza ¢, anume simbolurile C' = {O, 1,...,q — 1} si orice
numar natural N se scrie unic sub forma N = a1¢" ' +agq" 2 +... +
an—1q" + anq®, cu toti a; € C. Pe scurt, N = @10z - - Qn,-
Incazulg=2avem C =B = {O, 1} si N se prezinta ca suma de puteri
ale lui 2. Astfel, 100 = 26 + 25 +22 = 11001005 si 300 = 28 +2° 422 =
1001001002. In cazul ¢ = 8, avem C =B = {(), 1,2,..., 7}, numerele
se scriu ca niste combinatii liniare de puteri descrescatoare ale lui 8:
100=1-82+4-8'+4..80 = 1445 5i 300 =4-82+4-8! +4.80 = 4445.
Exista o trecere directa de la scrierea in baza 2 la scrierea in baza
8, separand numirul in grupe de cite trei cifre binare (23 = 8); de
exemplu, 100 = 11001002 = 144g (inlocuind grupele de trei cifre binare
cu valoarea lor in baza 10); similar, 300 = 1001001002 = 444s. ]

2. Sa se scrie 7 §i e In baza 2, indicand primii 6 biti dupa virgula .
Solutie. m=3,141592.. .19 =2'+2042734+2764  =11,001001.. .,
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e=2,7182818...;p=2'+2"1 423427442761 —=10,101101.. 5
O

. Sa se indice reprezentarea binara a lui m = 1C5F g si a lui n = A3D+.

Solutie. Reamintim ca 9 = 1001, A = 1010, B = 1011,C = 1100, D =
1101, F = 1110, F = 1111 (in baza 2). Atunci m = 11100010111114 si
n = 1010001111015,. O

. Un numar natural N are 20 de cifre zecimale. Cate cifre binare va

avea?

Solutie. Asadar, 10" < N < 10%°, deci 191og, 10 < logy N < 20 log, 10,
adica 63,1 < logy N < 66,4. Rezultd ca , in baza 2, numarul N va
avea 64,65,66 sau 67 de cifre 0,1. ]

. S& se arate ca O(logn) < O(n) < O(nlogn) < O(n?) < O(2").

Solutie. Reamintim ca se scrie f(n) = O(g(n)) sau echivalent, O(f(n)) <
O(g(n)) daca existd o constanta realda C' > 0 astfel incat |f(n)| <

C -]g(n)|, de la un rang incolo. Daca lim fn) = 0, atunci se scrie
n—oo g(n
f(n) = o(g(n)); in acest caz, rezulta f(n) = O(g(n)). In toate ine-
1
galitatile din enunt se aplicd acest fapt, deoarece lim ol AL 0,
n—oo N
lim
n—oon logn
aritmii.] ]

= 0 etc. [Nu conteaza in ce baze sunt considerati log-

. Sa se arate ca existd o infinitate de numere intregi N = araz ... ay,,

(in baza 10), pentru care suma cifrelor este egala cu produsul cifrelor.

Solutie. Pentru fiecare k > 1 intreg, notam m(k) = 2¥ — k si luim
k ori m(k) ori

N
N =22...211...1. Aceasta problema este mai degraba o ”cimilitura

matematica ”. O

. S& se determine n > 1 intreg astfel incat n"~! — (n — 1)" = 1.



10.

n—1
Solutie. Agdar, (n—1)"=n""!'—1<n" ! decin—1< <L> =

n—1
n—1
(1 + ﬁ) < e. Rezulta ca n < e+ 1. Se gésesc atunci trei solutii:

ne{1,2,3}. O

. Cate operatii algebrice sunt necesare pentru a calcula produsul a doua

matrice A € M, (R) si B € Mp,(R)?

Solutie. Fie A = (ai;) si B = (bji). Atunci AB = (c¢;x), unde ¢, =

Zaijbjn; 1 <i<m,1 <k <p. Pentru fiecare pereche (i, k) sunt
j=1
necesare n inmultiri si » — 1 adunari. Iar perechile sunt in numar de

mp deci In total, mp(2n — 1) operatii, dintre care mnp inmultiri. [

. Sa se estimeze numaéarul de operatii aritmetice pentru calculul unui

determinant de ordin n, pornind de la definitie.

Solutie. Fie matricea A = (a;;) € M,(R) si D = det A. Atunci
D = E(—l)laula% ... Qpj, , suma avand n! termeni (facAndu-se dupa
numarul de permutari (i1, 42, ..., 4,) ale numerelor 1,2, ..., n, iar I fi-
ind numarul de inversiuni); fiecare termen este un produs de n factori.

Numarul v, de operatii (adunari i inmultiri) este v, = (n!—1)(n—1) ~

f(n)

n-n! [se scrie f(n) ~ g(n) dacad lim —— = 1]. Aplicand formula lui
n— g(n)

Stirling, anume n! ~ n” - e ™ . /270, rezultd ci v, ~ n"tl . e .

2mn. O

NOTA. Acest numir este imens pentru n > 5. De exemplu, chiar
pentru calculatoarele moderne (cu 10'° operatii/ secunds ), calculul
unui determinant de ordin 20 necesita zeci de ani. De aceea, exista
algoritmi mult mai rapizi pentru calculul determinantilor (de exemplu,

algoritmul lui Gauss).

Fie N > 2 un numar natural si p1,pa,...,pn divizorii primi distincti
ai lui N.
a) Sa se arate ca n < logy IV;

b) Care este numarul tuturor divizorilor lui N7



11.

12.

13.

Solutie. a) Avem N = pi*pi?...pim» cu r; > 1. Dar orice numar prim
este mai mare sau egal cu 2, deci N > 2m+72+-+m > 91 deci logy N >

n.

b) Divizorii lui N care contin py sunt in numar de ry+1, cu 1l < k <n.
Numarul total de divizori ai lui N va fi (ri+1)(re+1)...(r,+1). O

Fie N > 2 un numar natural si di < dy < ... < d,, divizorii lui N,
cud; =1sgid, =N. Fie s (respectiv p) suma i respectiv produsul

A o - 21+ N
acestor divizori. Sa se arate ci p?> = N” sicanvN <s< %

Solutie. Avem did,, = dadp—1 = ... =didp—i41 = N (1 <i<n), deci
N2 =d2d3...d> =p?. Apoidy+d,=N+1sgipentru2<k<n-1,
avem dj, < & Atunci s < N+1+ 5 (n—2) = 2 Pe de alta parte,

2
gl > /I, = VN, B > Jdd, o = VN g > VN
si adunand aceste inegalititi rezultd s > nyv/N. O

Fie K un corp finit (comutativ). Sa se arate ca orice functie f: K — K

este polinomiala si ca aceasta afirmatie nu are loc in cazul K = R.

Solutie. Fie K = {al,ag, . ,an} sib; = f(a;),1 <i<n. Consideram
polinomul Lagrange P(X) corespunzator, adica P are grad cel mult
n—1si P(a;) = b;, pentru 1 <i < n. Asadar, Vx € K avem x = q; i
P(z) = f(z), adica f = P.

In cazul K = R, consideram functia f: R — R,

0, dacax e N
@)= { 1, altfel

Aceasta functie nu poate fi polinomiala , deoarece are o infinitate de

radacini. O

Fie A = {1, 2,... 720}. Sa se arate ca alegand arbitrar o submultime
B C A avand 11 numere, exista x,y € B astfel incat x sa fie divizibil

cu y.

Solutie. Pentru orice numar impar ¢ € A, se poate considera multimea
A, = {c, 2¢,4c¢,8¢. .., } Se obtin astfel 10 multimi A1, As, 4s, ..., Aig.



14.

15.

Dintre cele 11 numere ale lui B, cel putin doua se vor afla intr-una din
cele 10 multimi A, (conform ”principiului cutiei”, atribuit lui Dirich-

let). O

Sa se arate ca oricum am alege 7 numere naturale distincte vor exista

doud care au suma sau diferenta divizibila cu 10.

b) Sa se arate ca oricum am alege 52 de numere naturale exista doua
pentru care suma sau diferenta va fi divizibila cu 100. Dar pentru 51,

afirmatia nu mai are loc.

Solutie. a) Fie A multimea formatd din cele 7 numere alese. Con-
sideram urmétoarele 6 submultimi disjuncte ale lui A : A; = multimea
numerelor avand cifra unitatilor 0; Ay = multimea numerelor avand
cifra unitatilor 1 sau 9; A3 = multimea numerelor avand cifra unitatilor
2 sau 8; A4 = multimea numerelor avand cifra unitatilor 3 sau 7; As =
multimea numerelor avand cifra unitatilor 4 sau 6 si Ag = multimea
numerelor avand cifra unitatilor 5. Conform principiului cutiei, cel
putin doua din cele 7 numere alese arbitrar vor apartine uneia din
multimile Ayg.

b) Vom forma 51 de submultimi disjuncte ale multimii initiale; anume,
A contine numerele care se termina cu 00, Ay contine numerele care
se termina cu 01 sau 99, As contine numerele care se termina cu 02,
cu 98; ... Asg contine numerele care se termina cu 49 sau 51 si Asp
contine numerele care se termina cu 50. Atunci din cele 52 de numere

alese , cel putin doua vor apartine uneia dintre multimile anterioare.

Pentru a arata ca pentru 51 de numere afirmatia b) nu are loc, este
suficient un contraexemplu: A = {1, 2,...,49,50, 60}. O

Fie (G, -, e) un grup multiplicativ avand n elemente a1, ag, ..., a,. S&
se arate ca existd p,q € N astfel incat 1 <p < ¢ <nsiapapi1...aq =

€.

Solutie. Consideram setul de n + 1 elemente e, ay,aja9,aiazas, ...,
aias . ..an din G. Deoarece G are n elemente, doua din elementele se-
tului anterior sunt egale. Atunci fie e = ajas ... ag, fie exista p,q (p <

q) astfel incat ajag . ..a, = ajas. .. a4 sisimplificam cu ayaz...ap. O



16.

17.

18.

19.

Se considera un set de n+ 1 numere naturale nenule, egale cel mult cu
2n. Sa se arate ca cel putin unul din ele se divide cu altul din acelasi

set.

Solutie. Fie ay,...,any1 numerele respective. Orice numar natural
m > 1 se scrie unic sub forma m = 2"p cu r > 0 si p impar. Atunci
ar = 2"Fpg, pentru 1 < k < n+1. Printre numerele 1, 2,...,2n, exista
n impare si cum 1 < pi < ag < 2n, cel putin doua dintre numerele
impare py coincid; de exemplu, ps = pr = ¢ (cu 1 < s,t < n+ 1).
Atunci ays = 2"¢ si a; = 2"¢ ¢i evident unul din ele il divide pe

celalalt. [Problema 16 este o generalizare a problemei 13]. O

Fie un cerc de raza 1 si Ag,1 < k < 2012, puncte situate pe acel cerc.
Sa se arate ca existd un punct M pe cerc, distinct de toate Ay, astfel
incat ZMAk > 2012.

k

Solutie. Daca prin absurd, pentru orice M # Ag, am avea ZM A <

k
2012, sa consideram punctul M’, diametral opus lui M. Avem M A, +

M'Ay, > 2 pentru orice k (cu egalitate daca M" ar coincide cu Ag).

Dar atunci Y MAy, + > M'A; > 4024. Contradictie. O
k k

Fie un patrat cu lungimea laturii V2. Si se arate ci daci se considers
5 puncte distincte din interior sau de pe frontiera patratului, atunci

cel putin doud se vor afla la distanta cel mult 1.

Solutie. Ducand mediatoarele celor patru laturi, se formeaza 4 patratele
avand latura ? si diagonala 1. Conform principiului cutiei, din cele
5 puncte, cel putin doua din ele vor fi situate In acelasi patratel
deci distanta dintre ele va fi cel mult egala cu lungimea diagonalei

patratelului. 0

Pentru ce n > 4 exista poliedre avand n muchii?



Solutie. Daca n = 2m este par gi n > 6, consideram o piramida cu
baza poligon convex cu m laturi si aceasta este un poliedru convexcu

n muchii.

Daca n = 2m + 1 este impar, cu n > 9 (deci m > 4), consideram un
poligon convex P cu 2m — 2 laturi, un punct V' exterior si piramida cu
varful V' si baza P. Alegem trei muchii duse din V' gi prin mijloacele
M, N, P ale lor, se considera un plan. Eliminand piramida VMNP,
se obtine un poliedru cu trei muchii in plus, care va avea 2m —2+3 =

2m + 1 = n muchii.

Asadar, pentru n € {6,8,9, 10,11,.. } exista poliedre cu n muchii.
Raméan de analizat cazurile n = 5 gi n = 7. Fie fi numarul fetelor
avand k laturi (muchii). Atunci numarul total de muchii va i N =
3f3+4f4+5f5+.... Dar numarul total al fetelor este f3+ fa+f5+... >
4.

In cazul n = 5, rezulta 3 f3+4f4+5f5+... = 1051 3f3+3f4+3f5+... >
12, contradictie. In cazuln = 7, rezulta 3f3 +4f4 = 14 si f3+ f1 > 4,
de unde f3 = 2 si f1 = 2. Fie ABCD una din fetele patrulatere si
D un alt varf al poliedrului. Atunci triunghiurile ABP si BCP vor
fi fete si s-ar obtine muchiile AB, BC,CD, DA, PA, PB, PC,PD, in

numar de 8. Absurd.
In concluzie, n = 6 sau n > 8.

Rationamentul anterior este unul de Geometrie discreta . O



Capitolul 3

Grafuri si geometrie discreta

1. Fie I" un graf orientat, cu legaturi simple. Se numeste automorfism al
lui T orice izomorfism f: I' — I'. Sa se arate ca multimea automorfis-

melor lui I" formeaza un grup relativ la compunere.

Solutie. Asadar, I' = (V, A) este o pereche de multimi finite (V' a
varfurilor gi A a arcelor), impreuna cu doua aplicatiii: A — V, t: A —
V care asociaza oricarui arc a € A, initialul i(a) si respectiv terminalul
t(a). Daca IV = (V' A’) este un alt graf orientat, atunci un morfism
@: I' = T” este o pereche de de aplicatii ¢ = (hy,ha) cu hy: V —
V' ha: A — A, astfel incat hy oi = i/ o hy si hy ot = t' o hy.
Asadar, dacd v - v; este un arc in G, atunci hy (v) <, hy (v1),
unde @’ = ha(a).

Pentru orice graf G se defineste morfismul identic si daca ¢: IV —
I este un morfism de grafuri, se poate defini morfismul compus ) o
. Doua grafuri se zic izomorfe prin ¢ daca aplicatiile hy,h4 sunt
bijective. Cu aceste definitii reamintite, demonstratia este imediata

O

2. Reamintim ca un arbore orientat G = (V, A) este un graf orientat

avand un varf vg € V' (numit radacina ) astfel incat pentru orice varf
v € V exista si este unic un drum care uneste vg si v. Oricarei expre-

sii algebrice sau formule logice i se poate asocia arborele operatoriu ,

in care in radacina se agaza expresia respectiva , in celelalte varfuri-

etichete (simboluri) de operatii, iar pe frunze (adica varfurile termi-
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nale) se pun valori ale variabilelor. Sa se indice arborii pentru expre-
sile EF=a+b-c-d,Ey=(a+b)-(c+d)si F=(aNnb) Ve

i
S O
b/(‘:\d / \ / N\ a/\

Solutie.

O]

3. Fie G un graf cu legaturi simple, cu V = {111,1}2,1)3,1)4} si A =

{(Ul, v2), (v2, v4), (v2,v3), (Vs3, vg)}. Sa se indice matricea asociatd Ag.

Solutie. Se presupune ca numerotarea varfurilor este fixata . Pentru

orice varfuri v;,v; se defineste

1, daca v; este unit cu v;
Qi . .
1 0, altminteri

Matricea asociata este Ag = (a;j) € My (B). Graful este prezentat in
0100
. . 0 011
Fig. 3.1. Atunci Ag = 00 10 O
0 000
Fig. 3.1:

4. Fie I' un graf neorientat cu legaturi simple, avand n > 2 noduri
(varfuri). Fie n= numarul varfurilor, m= numarul muchiilor (arcelor)
si p= numarul componentelor conexe ale lui I'. Se defineste numarul
ciclomatic al lui ', ¢(I') = m — n + p. Sa se arate ca ¢(I') > 0. Ce se

poate spune daca I" este conex si ¢(I") = 07



Solutie. Fie T" graful partial al lui I' obtinut eliminand o muchie
(pastrand varfurile). Atunci IV are m — 1 muchii, n varfuri, iar p’ = p
sau p+ 1 deci ¢(I") =m/ —n’ — 1+ 9/, adica ¢(I”) < ¢(T"). Repetand
procedeul cu eliminarea cate unei muchii, numarul ciclomatic scade si
dupa eliminarea tuturor muchiilor, se obtine un graf fara muchii (cu

n varfuri §i p = n) deci cu numarul ciclomatic 0.

Daca I este conex si ¢(I') = 0, atunci p =1 i m =n — 1 deci I este

un arbore. ]

. FieG=(VA),cuV = {vl,vg, .. .,vn} un graf orientat cu legaturi

simple si Ag = (a;j) matricea asociata . Fie (Ag)" = (ag)) puterea a
(r)
]
drumurilor de lungime 7 care unesc varfurile v; si v;. Deduceti ca daca

r-a (r > 1). S& se arate ca numarul natural a,.’ este egal cu numarul
Ag este nilpotenta , atunci graful G nu are circuite (adica drumuri

inchise).

Solutie. Aplicam inductia dupa r. Cazul r = 1 este clar. Apoi A" ! =
n

A" - A deci al(-;H) = Zal(]:)akj. Asgadar, a§;+1) este suma elementelor
k=1

agg) pentru care ay; = 1 (adica varful v;, este unit cu v;). Conform

(r+1)

ipotezei de inductie, rezulta ca a;;  este tocmai numarul drumurilor

de lungime 7 + 1 care unesc v; si v;.

Daca Ag este nilpotentd , existd r > 1 astfel incat (Ag)” = 0. Daca
G ar avea circuite, atunci G ar avea drumuri de orice lungime, adica

(Ag)F # 0 pentru orice k > 1, contradictie. O

. Fie I" un graf neorientat cu legaturi simple, avand n varfuri si m
(n—l)én—Z))

muchii. Sa se arate ca daca m > , atunci I' este conex.

Solutie. Avem de aratat cad I’ nu are varfuri izolate. In caz contrar,
daca I' ar avea un varf izolat, atunci numéarul maxim de muchii ale lui
G ar fi cat numarul de muchii ale unui graf cu n — 1 varfuri, in care
orice doua varfuri sunt unite, adici m < C2_,. Dar aceasta contravine

ipotezei. O



7. Intr-un arbore binar cu n = 2F varfuri, si se determine cea mai mare
distanta posibild intre doua noduri (considerand ca fiecare muchie are

lungimea 1).

Solutie. Distanta de la rddacina arborelui la un varf terminal este cel

mult egala cu logo n = k. Deci distanta maxima cautata este 2k. [

8. Fie 9 puncte A1, Ao, ..., Ag din Z3 = Z x Z x 7 (retea spatiala ). Sa
se arate ca exista un segment A;A; cu 7 # j, al carui mijloc este un
nod din Z3.

Solutie. Definim in Z3 urmitoarea relatie binars p: pentru a = (ay, as, az)
sib = (b1, by, b3), definim apb «—— a; i b; au aceeasi paritate pentru i =
1,2, 3. Este evident ca p este o relatie de echivalenta si ca exista 8 clase
distincte de echivalenta asociate cu tripletele (0,0, 0), (0,0,1),...,(1,1,1)
din B3. Dintre cele 9 puncte A;, cel putin dous vor apartine aceleiasi
clase (din nou, principiul cutiei). Daca nodurile A; si A; se afla in
aceeasi clasa , rezulta ca au coordonatele de aceeasi paritate si atunci
mijlocul segmentului care uneste A; si A; va avea coordonate in Z deci

acel mijloc este un nod al retelei. O

9. Fie n, n > 2, drepte distincte din acelasi plan, fiecare intersectandu-
le pe celelalte si oricare trei fiind neconcurente. In cate regiuni este

impartit planul?

Solutie. Fie r, numarul respectiv. Evident, r; = 2,79 = 4 si prin
inductie, rp+1 = rp+n-+1, pentru orice r > 1. Dand valori 1,2,...,n—
1 pentru n si aunand relatiile respective, rezulta r,, = r1 +2+3+...+
n = % O
10. Fien (n > 1) drepte distincte intr-un plan. Sa se arate ca se pot colora

regiunile formate doar cu doua culori (A-alb si N-negru) astfel incat

regiunile care au un segment-frontiera comun sa fie colorate cu culori

distincte.

Solutie. Folosim inductia dupa n. Cazul n = 1 este clar. Notam cu A,

diviziunea planului realizata de cele n drepte, cu colorarea presupusa in



11.

12.

enunt . Consideram inca o dreapta D gi notam cu A, 41 noua diviziune
a planului. Dreapta D divide planul in doua semiplane. Intr-unul din
ele pastram colorarea din A,,, iar in celdlalt inversam culorile pentru
regiunile din A,. In acest mod, pentru A, 11 se obtine de asemenea o

colorare cu proprietatea din enunt . ]

NOTA. O problema clasica o constituie ”problema culorilor”, care
cere sa se demonstreze ca orice harta plana poate fi colorata cu 4
culori, astfel incat orice doua tari vecine sa aiba culori diferite. Cu 3
culori nu se poate, iar cu 5 se stia de mult ca se poate. Doi geometri
germani, Appel si Haken, au aratat, folosind calculatoarele, solutia cu

4 culori.
Exista multe aplicatii ale colorarii varfurilor sau nodurilor unor grafuri

- 1n sortare, cautare, navigatie etc.

Se considers un poliedru convex marginit din R3. Pe fiecare fata F

. . . v . . — v
a poliedrului, se considera versorul normalei exterioare ng. Sa se arate

ca Zﬁ:-aria(F ) = 0. [Acesta este analogul discret al formulei Gauss |.
F
. N L
Solutie. Se considera un reper ortonormal Oxyz cu versorii i , j, k
— - - - A . —
fienp =mn1 4 +n9 j +ns k. Aplicand formula lui Gauss pentru v
- . - .7 o - — .o
i (apoi pentru j si k), rezulta fs( i -np)do =0, adica fs nido = 0.
In mod similar, [¢nodo =0 i [ynado =0, deci [y npdo = 0. Aici S

este suprafata (poliedrald ), ca reuniune a fetelor. O

Printr-un punct V' din spatiu trec n drepte i presupunem ca oricare
doua formeaza un unghi cu masura strict mai mare ca 30°. Sa se arate

ca In mod necesar n < 29.

Solutie. Presupunem cé oricare pereche a celor n drepte formeaza un
unghi cu masura > a (0 < a < ). Pentru orice dreapta d trecand
prin V', consideram portiunea din interiorul conului circular drept cu
varful V', axa d si generatoarele formand unghiul de masura § cu axa,
aflata in interiorul sferei cu centrul in V gi raza 1. Aceastd portiune
este un sector sferic Vy, avand volumul 22221 — 2%(1 — cos §). Orice

3
altd dreapta d’ din cele n considerate nu apartine portiunii mentionate.



13.

Deoarece volumul emisferei este %“, rezulta n - 2%(1 —cos§) < %’T, deci
v 1 .
n(l —cos§) < 1. Pentru a = 300, rezulta n < ToosTe0 = 29,3, deci

n < 29, O

Se considera o retea bidimensionala Z x Z ale carei puncte se numesc
noduri. Sa se arate ca nu exista triunghiuri echilaterale avand varfurile

in noduri ale retelei.

Solutie. Coordonatele oricarui nod sunt de forma (m,n) cu m,n € Z.

rr y1 1
Folosind formula ariei unui triunghi A = %\A], unde A =| z9 yo 1

3 ys 1
rezulta cid A este un numaér rational. Pe de altd parte, A = %, unde

[ este lungimea laturii triunghiului. Dar [? este in mod necesar un
numar intreg. Daca ar exista un triunghi ca in enunt ar rezulta ca /3

este un numar rational. O

NOTA. Daci F este un poligon cu varfurile In nodurile retelei si
laturile poligonului paralele cu axele, exista o formula celebra pentru
calculul ariei lui F'. Notand cu b(F') = numarul odurilor retelei situate
pe conturul poligonului, cu ¢(F') = numarul nodurilor interioare, are
loc formula lui Pick : aria(F) = ¢(F) + $b(F) — 1.

Y



Capitolul 4

Automate finite

1. Se considera automatul A = (X,Y,S,4,\), cu multimile finite X =
{a, b, c}, Y = {0,1}7 S = {81,82,33} (respectiv de intrari, iesiri si
stari) si functiile de tranzitie 6: X xS — S gi de iegire A: X xS =Y

) S1 S2 | S3 A S1 S2 | S3
date prin tabelele urmatoare : a | 51|81 s a0 1l
b S3 S1 S92 b 1 0 0
C | S2 | S1 S3 C 1 1 0

Sa se indice graful asociat si sa se determine cuvéantul de iegire care

corespunde intrarii w = "abac”, pornind din starea s.

Solugie. Varfurile grafului sunt tocmai starile si, so2,s3. Un arc de
a/u ¢ < ‘- .

forma s — ¢’ arata ca daca automatul A se afla in starea s si primeste

la intrare simbolul a, atunci el trece in starea s’ si emite la iesire

simbolul w. Graful asociat este urmatorul :

a/0 S
Q

1 a/l
b/l( b/0 x S
(4
b/0
c/0 S3

2

Din starea s1, la prima litera ”a” din cuvantul w, automatul ramane
in s1 i emite 0; apoi primeste ”b” si trece in starea sz, emitand 1 etc.,

cuvantul de iesire va fi 0111. O
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2. Fie X = {a,b,c}, Y = {1,2}, S = {s, '} si tabelele

d| s |s A|s| s
a| s |és alll?2
b|s|s bl2]1
cl s | s cl| 2|2

a) Sa se indice graful asociat si sa se determine iesirile care corespund

intrarilor "baba” (pornind din starea s) si "cab” (pornind din starea
s').
b) Indicati din ce stare trebuie sa pornesca automatul daca la intrarea

"abc” i-ar corespunde iesi rea ”212”.

Solutie. a) Graful asociat este in Fig. 4.1.

Fig. 4.1:
/2 b/1
b/2
(g o
S c/2 s'

Cuvantului "baba” 1i corespunde 722127, iar pentru ”cab” se obtine
772127?.

b) Se incearcd s si s’ gi raspunsul este ca se accepta s’ ]

3. Daca A = (X,Y, S, 6, \) este un automat finit, sa se determine cuvantul
de iegire care corespunde intrarii "zyz” daca automatul porneste din

starea s. In ce caz automatul se numeste redus?

Solutie. Simbolului z i corespunde iesi rea u = A(z, s) si automatul
trece in starea s; = d(z,s); apoi literei y 1i corespunde iegirea v =
A(y, s1) si automatul trece in starea sy = d(y,s1). In fine, literei z ii

corepunde iegirea w = A(z, s2). Cuvantul cerut va fi "uovw”.

Pentru orice stare s € S se poate defini functia fs: X* — Y, care
asociaza oricarui cuvant de intrare w € X* (succesiune de simboluri
de intrare), ultima litera a cuvantului corespunzator de iesi re. Functia

fs se numeste functia de comportare a automatului, pornind din starea




s. Automatul se numeste redus daca pentru s # s, rezulta fs # fo

(adica la stari distincte corespund comportari distincte).

[Exista procedee de inlocuire a unui automat printr-unul redus, care

indeplinegte acelagi oficiu.] O

. Sa se ”construiascd un automat binar (X = Y = B) care, pornind
dintr-o stare initiald s;, pentru orice intrare ”xyz” sa se obtina la

iegire 7002”.

Solutie. Luam S = {31, 59, 83, 34} este suficient sa indicam graful aso-

ciat (Fig. 4.2). Exista si alte solutii. O

Fig. 4.2:
0/0 0/0 0/0
ST T T e
X X X X
~ T~ ¥~ ¥

1/0 1/0 1/1



5. Magina Turing

Prezentam pe scurt un exemplu clasic de automat, care se apropie de

computerul modern.

Fie ¥ si V doua multimi finite i disjuncte si A un simbol de blanc
(A ¢ ¥UV). A defini o magina Turing M revine la a fixa trei ele-
mente : o banda semi-infinita , un cap de citire si un program. Banda
este divizata in celule, are o celula cea mai la stanga si este infinita
spre dreapta si fiecare celula contine exact un simbol din XUV U {A}
Capul de citire baleiaza cate o celula la fiecare tact; el se poate de-
plasa la celula din dreapta sau stanga celulei in dreptul careia se afla
si la fiecare migcare, tipareste un simbol pe celula tocmai parasita ,

inlocuind ceea ce fusese scris anterior in acea celuld : ¥ = {a,b};

bclzabbsss

Programul este un graf orientat ale carui varfuri sunt numite stari

s,8',...; exista o singura stare initiala sg si o multime T de stari termi-

/
nale (eventual T' = ()). Fiecare arc al grafului este de forma : s(mgﬁ)

)
unde o, 3 € EUVU{A} siy € {S,D}. Daca magina M este in starea
s i capul de citire baleiaza simbolul «, atunci M trece in starea s,
capul de citire tiparesgte [ si se deplaseaza cu o celuld la stanga (daca
v = S) sau la dreapta (daca v = D), aga cum indica 7. Arcele care
pornesc din acelagi varf trebuie sa difere prin prima componenta «.

Aici se incheie definitia unei magini Turing.

Descriem acum modul cum opereaza M. Initial, este scris un cuvant
w € X* pe banda , incepand de la celula cea mai din stanga; w are
lungime finita si pe banda apare apoi A in celulele ramase. La inceput,
capul de citire se afla in dreptul celulei celei mai din stanga. Executia
programului porneste din starea sg. Daca masgina ajunge intr-o stare

terminala (din T'), procedura este oprita si se spune ca w este acceptat.

Fie ¥ = B gi starile sp-initiala , sj-terminala , cu programul din Fig.
4.3.

Fie w = 010. Atunci are loc Fig. 4.4 si w este acceptata deoarece

starea s; este terminala .

Fie ¥ = {a,b}, V = {A, B} si w = abaAA . ... Magina Turing are 4



Fig. 4.3:

C o ALLD)
S S
(0,1,D) . .

Fig. 4.4:

ofiols — J->[l1pls - >l -]

SD SO S

1

stari sg, s1, S2, 83 cu s3 terminala , cu programul urmator :

(b,B,S) (a,B,D)
(a, A, D) (a, A, D)

S X X X (AI A, S). X
s, U s, s,
(A, A, D) (A, B, D)
(B, B, D)

Sa se indice transformarile cuvantului w pornind din starea sg.

l 1 l
Solutie. w = dbaAA ... =5 AbaAA ... % ABaAA... % BBaAA. ..

| 1
BBUAA ... 22 BBBAA ... 25 BBBAA... STOP 0

. Automate liniare

Fixam matricele A € M,,(R), B € M, ,,(R),C € M, ,(R),D € M, ,(R)
si X =R™Y =R"S =R". Seconsidera aplicatiile liniare §;: S — S,
0g: X — S, A: 5 =Y, Ay: X — Y, asociate matricelor A, B,C, D.
Presupunem apoi ca exista aplicatii liniare §: X xS — S5, A\: X xS —
Y astfel incat :

Vs € 5,61(s) = 6(0,8); M(s) = A0, s) siVa € X, 62(x) = d(x,0); A2(z) =
A(z,0). Asadar, 0(z,s) = 0(x,0)+6(0,s) = d2(z)+d1(s) = Bx+ As €
SsiANz,s)=Dx+CseY.

In aceasta situatie, se spune ca este definit un automat liniar, avand

spatiul de intrari X, spatiul de iesiri Y si spatiul de stari S (asociate
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matricelor A, B,C, D).

Daca automatul se afld in starea s si primeste la intrare un cuvant
w = w(0)w(l)...w(k — 1), de...lungime k, atunci sa se arate ca el
k
trece in starea §*(w,s) = AFs + ZAk_j_le(j) gi emite la iegire
j=0
cuvantul in care cea de a k-a litera este

A (w, s) = C AR 1s+ZCAk I72Bw(j) + Dw(k — 1) din Y = RP.
7=0

w(0).
Atunci automatul va trece in starea s; = d(w(0),s) = 6(w(0,0)) +
9(0,s) = 02(w(0))+01(s) = Bw(0)+As si va emite iesirea A(w(0),s) =
A1(8) + A2(w(0)) = Cs + Dw(0); apoi pentru k = 2 gi w = w(0)w(1),
automatul trece in starea sy = d(w(l),s1) = da(w(1)) + d1(s1) =
Buw(1) + A(Bw(0) + As) + Bw(1) = A%s + ABw(0) + Bw(1) si emite
iesirea A(w(1l),s) = Ai(s1) + A2(w(1)) = C(Bw(0) + As) + Dw(1).
Apoi se foloseste inductia dupa k. O

Solutie. Se considerad mai intai cazul unei litere, deci k = 1 giw =



Capitolul 5

Calcul boolean si circuite
logice

1. Cate functii booleene de n variabile exista 7

Solugie. O functie booleana f de n variabile este de forma f: B" — B,
z = f(x1,...,2,). In general, dacid multimea A are m elemente si B
are n elemente, atunci numarul functiilor f: A — B este egal cu n™.
Asadar, numirul cerut de functii booleene este 22". De exemplu, avem

232 functii booleene de 5 variabile. 0

2. Sa se dea exemplu de latice care nu este booleana .

Solutie. Se numegte latice orice multime (L, <) partial ordonata , in
care pentru orice doua elemente a, b exista a A b = inf {a, b} siaVb=
sup {a, b}. Laticea se numeste distributiva daca” A” este distributiva
in raport cu ” V7 gi invers. O latice distributiva se numegte booleana
(sau echivalent, algebra Booleana ) daca exista un cel mai mic element
0 = inf L, un cel mai mare element 1 € L si in plus, orice x € L are

un complement (sau opus) T € L astfel incat tVZ =1si 2 AT =0.

Pentru orice multime nevida A, multimea P(A) a submultimilor lui
A este o latice booleana (relativ la incluziune, intersectie, reuniune si
complementara ). Are loc urmatoarea teorema a lui M. Stone: ”Pentru
orice latice booleana L, existd o multime A si un morfism injectiv de
latici L — P(A).” Aceasta teorema arata ca P(A) este prototipul

laticilor booleene.
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Fixand A, se numeste multimea nuantata (sau ”fuzzy”) orice functie
f: A — [0,1]; daca x € A, valoarea f(x) se numeste gradul de
apartenenta a lui f in z. [De exemplu, daci A este multimea oamenilor
si f = "inteligenta”, atunci oricarui om x € A i se poate asocia gradul
sau de inteligenta f(x) € [0, 1]; similar, ”frumusetea”, "eleganta” etc.
definesc multimi nuantate]. Daca f, ¢ sunt multimi nuantate, se de-
finesc in mod natural f < g, fV g = max(f,g), f A g = min(f,g)
functiile constante 0 si 1, iar pentru orice f, complementul siu este
f = 1— f. Se obtine o latice distributiva , care nu este booleani

(deoarece pentru f = %, avem f = % sifAf#0). O

. Sa se arate ca daca L este o latice completa (adica orice submultime
nevida A C L are marginea superioara ), atunci orice aplicatie mono-

ton crescatoare f: L — L are un punct fix ("teorema lui Tarski”).

Solufie. Fie A = {z € Lz < f(2)}. A este nevida , deoarece 0 € A.
Deoarece L este completa , exista a = sup A gi vom arata ca f(a) = a.
FieVz € Adeciz <asi f(z) < f(a). Darxz € Adeciz < f(z) < f(a).
Atunci sup A < f(a), adica a < f(a). Asadar, conform definitiei lui
A, rezulta cad a € A. Atunci f(a) < f(f(a)) deci f(a) € A. Dar atunci
f(a) < sup A. In concluzie, f(a) = a. O

NOTA. Cao aplicatie a teoremei lui Tarski, se poate obtine o demonstratie
elegantd a unei teoreme celebre nebanale a lui Cantor gi Bernstein :
"Daca exista aplicatii injective f: A — B, g: B — A, atunci ex-
ista gi o bijectie h: A — B.” Anume, si consideram laticea completa
L = P(A) si sa definim aplicatia ¢: L — L care asociaza oricarui
element X € L (adica X C A), multimea ¢(X) = Cug(Cpf(X)). Ev-
ident, ¢ este monoton crescatoare (X C Y = ¢(X) C ¢(Y)). Con-
form teoremei lui Parski, exista S C A astfel incat ¢(S) = 9, adica
S = Cag(Cpf(S)), adica C4S = g(Cpf(S)). Considerand bijectiile
g: Cpf(S) — CaSsif:S— f(S), se poate defini bijectia h: A — B,

f(z), dacazelS
M) = { g Y(x), altfel



4. Notam cu F'L multimea formulelor logice corect formate din propozitii

elementare (care au valoarea de adevar 0 sau 1).

a) Sa se arate ca F'L este o latice booleana (relativ la ” <” = implicatjie,
a+b=aVbab=aNbsia=d).

b) Folosind tabelele de adevar, sa se arate ca Va,b € FL, avem :
e aVa=1 (’principiul tertului exclus”);
e @ = a ("principiul dublei negatii”);

o (aVvbd) =d AV, (anDb) =d VI ("relatiile lui de Morgan”);

(a = b) = (b = ') ("principiul reducerii la absurd”);

e (a=b)Na=1=b=1 ("modus ponens”).

Solutie. a) Se aplica direct definitiile.

b) Ser considera fie doua cazuri a = 0,a = 1, fie patru cazuri cand ne
referim la a,b. Implicatia ¢« = b Inseamna a < b, iar echivalenta a

doua formule logice inseamna dubla implicatie. O

5. Sa se indice forma normal disjuncta pentru functiile booleene f(x1,x2) =

(x1 Va2) V(1 Ax2), g(z1,22,23) = (T2 A1) V (T2 A 23).

Solutie. Daca z = f(x1,x2,...,x,) este o functie booleana neidentic
nuld , se considera punctele P(ai,aq,...,a,) € B® unde f(P) = 1.
Pentru un astfel de punct, se considera conjunctia ¢ = z7' A 252 A

.o N\ xén

¢n, unde €; = 1 sau -1, dupa cum a; = 1 sau 0, cu conventia
+1

=2 si x7! = Z. Atunci f este disjunctia conjunctiilor de tip

x
¢ (numiti mintermeni conjunctivi). Ceva dual existd pentru forma

normal conjunctiva .

In cazul functiilor date in enunt , se formeaza mai intai tabelele de

adevar :



I T2 I3 z
010 0 0
Tl | T2 | 2 010 1 0
00 0 011 0 0
01 1 011 1 0
110 |0 110 [0 |0
1|1 1 110 1 1
1|1 0 1
1|1 1 1
Atunci f(z1,x2) = (T Az2) V(21 AT2) V(21 AZ2) si g(x1, T2, 23) = (T1A
TaAx3)V (21 Axe AT3)V (21 Axg Axs). Desigur, f(r1,22) = v1Vay. O

. Sa se reprezinte ca disjunctie de mintermeni conjunctivi functia booleana
f: B3 — B care ia valoarea 1 in punctele P;(1,0,0), P»(1,0,1) si nula

in rest.

Solutie. f(x1,x2,23) = T122T3 + x1Tax3. De fapt, f(x1,x9,23) =
2172(T3 + w3) = x1T3 = 21 A T3 (dar aceasta nu este forma normala ,

desi este mai simpla ). O

. Sa se simplifice urmatoarele formule logice : f = xyz + 2yz + zyZ si

g = 22yz + 2yz + Ty=.

Solutie. Notam v = zy deci f = uy + uy + xyz. Cum uy + uy =
uw(y+7y) = u-l = u, rezulta f = u+zyz = 2VV(yAZ) = (2Vy)A(2VZ) =
z(z4+yz). Dar z+yz =2V (yANZ) = (zVy) A (2VZ)=z+ysica
atare, f = x(y + 2).

Pe de alta parte, 29z +Tyz =1, 2v=v+v=wvsi g =zyz + 1. ]

. Se cunosc functiile booleene

NAND ("not and”) : (z,y) — (zy) =T +7

NOR ("not or”) : (x,y) — (v +y) =Ty

ITE (7if then else”) : (z,y, z) — xy + T2.

Sa se exprime doar cu NAN D—uri, functia p(x,y) =z + 7.

b) Sa se arate ca orice functie booleana se poate exprima numai cu
NAN D—uri sau NOR-uri sau IT E-uri.



Solutie. a) Notam f = NAND. Avem f(z,z) =T, z+y = f(f(z,2), f(y,y))
sizy = f(z,y) = f(f(z,y), [(2,9)), decip(z,y) = f(f(z,2), f(f (¥, ), [(y,9)))-

b) Conform formei normal disjuncte, orice functie booleana se exprima
doar prin ” V7,7 A7,” —7; este suficient sa aratam ca x + y, xy, T se
exprima cu NAND, NOR,ITE.

Am vazut in a) acest lucru pentru N AN D si ceva similar are loc pentru
NOR. Pe de ala parte pentru h = ITFE, este suficient sa observam ca
Vae,y € FL, x +y = h(z,1,y), xy = h(z,y,0) si T = h(x,0,1). O

9. Sa se arate ca multimea circuitelor logice este o latice booleana .

Solutie. Un circuit logic este un graf avand in varfuri circuite logice
elementare (disjunctori, conjunctori sau inversori), arcele fiind conduc-
tori electrici. Daca C7 si C9 sunt circuite logice, se definesc Cq A Cy ca
fiind legarea lor in serie, C; V Ca- legarea in paralel si C-inversatul lui
C; definim C; < Cy 2 C1 A Cy = 0 si se verifica usor toate axiomele

unei latici booleene. O

NOTA. Circuitele logice se mai numesc scheme cu contacte bipozitionale;

ele sunt descrise prin functii booleene numite formule de structura .

10. S& se indice circuite logice avand formulele de structura : f(a,b) =
(a=b)A (b= a), g(a,b,c) =aV (bAT).

Solutie. Avem (= b) = (@ V b) deci f(a,b) = (@Vb)A(bVa). fare

&

Ei
— e
Y

valoarea 1 2 a = b.

o|

In cazul functiei g, circuitul este in Fig. 5.1. 0

11. Sa& se simplifice circuitele logice din figurile Fig. 5.2 a) si Fig. 5.3 b) :



Fig. 5.1:
/a

ol

Solutie. a) Trebuie simplificata formula de structura f(a,b,c) = ((@V
c)A(aVe))V(avd) = (cV(aAa))V(aVb)=cV(aVDb) deci circuitul

este echivalent cu unul mai simplu (vezi Fig. 5.4).

b) In cazul secund, se obtine f = 1 deci circuitul conduce indiferent

de pozitia contactelor. O

12. Sa se rezolve in B3 ecuatia 3z +vy +xz = 4 si inecuatia 5z +y + 72 < 8

(se considera ca 0 < 1 in B).

Solutie. Se construieste tabela cu 8 linii avand capul : x,y,2z si u =

Fig. 5.3: b)
a b

\m/ml
[ ]




Fig. 5.4:
c

€

b

3x +y + xz. Se retin doar valorile tripletelor (z,y, z) pentru care se

verifica relatiile respective. O



Capitolul 6

Functii aritmetice recursive,
multimi listabile

1. Se considera functia f: N — N cu proprietatea ca Vn € N, f(n) =
f (%) +nsi f(1) = 5. Poate ea sa fie de forma f(n) = an? + bn +c,

cu a, b, c € N constante.

Solutie. Asadar, an® +bn+c= a”; + b5 + ¢, pentru orice n. Rezulta
3an® + (2b — 4)n = 0, pentru orice n € N, deci @ = 0 51 b = 2.
Asadar, f(n) = 2n +¢. Cum f(1) = 5, rezultd ¢ = 3 si in final,
f(n) =2n+3. O

2. Sa se arate ca multimea functiilor aritmetice f: N — N nu este numarabila

Solutie. Presupunem ca ar fi numarabila deci toate functiile aritmet-
ice ar fi dispuse intr-un sir fg, f1, fo,.... Dar sa consideram functia
aritmetica ¢: N — N, ¢(k) = fr(k) + 1. Ea se afla printre functiile
din sirul anterior, deci exista n > 0 astfel incit ¢ = f,. Asadar,
o(n) = fu(n) adica f,(n) +1 = f,(n), absurd. O

3. Ce este o functie aritmetica primitiv recursiva ?

Solutie. Se numesc functii atitmetice cele de forma f: A — N, A ¢ N*

cu k > 1; ele se numesc totale daci A = NF; exista trei tipuri numite

functiile aritmetice de baza
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- constantele din N;

- functia succesor s: N — N, s(n) =n+ 1;

- proiectiile canonice pL,p2,...,p" : N — N; p’ (z1,...,7p) = Z;.
Exista doua operatii elementare standard cu functii aritmetice : com-
punerea si recursia primitiva . Daca f: A - N, A C N, z —
f(z) si g: C = N, C C N'*2 (z,9,2) +— g¢(z,y,2) sunt doud
functii aritmetice, recursia lor primitiva este functia h: B — R, B C
N, (z,y) = h(z,y) definitd prin h(z,0) = f(z) si h(z,y +1) =

g(z,y,h(z,y)), pentru orice x = (x1,...,x,) si y admisibila . Se scrie

h = R(f,g). Daca functiile sunt totale, atunci prin compunere si

recursie primitiva se obtin tot functii totale.

O functie aritmetica se numeste primitiv recursiva daca se obtine din

functii aritmetice elementare printr-un numaér finit de compuneri sau

recursii primitive, in orice ordine.

Functiile aritmetice sunt ”intuitiv calculabile”, in sensul ca valorile lor
pot fi calculate printr-un program; acelasi lucru este valabil si pentru
functiile primitiv recursive. In plus, functiile primitiv recursive sunt

totale (adica peste tot definite). O

.Fie f: N=N, f(z)=2r+1si g: N> = N, g(z,y,2) = zy + 2. Sa se
determine fogsi h=R(f,g).

Solutie. Pentru orice x € N, avem (fog)(z) = f(g9(z)) = f(zy +2) =
2(xy + 2) + 1. Apoi h(z,y), h: N> — N are proprietatile urmétoare :

h(z,0) = f(z) =2z +1si h(z,y +1) = g(z,y, h(2,y)) = 2y + h(z,y),
pentru orice z,y. Este evident ca inlocuind y = 0, se obtin valorile
h(z,1); apoi, h(x,2) ete. O

. S& se arate ci functia-suma o: N2 — N, o(z,y) = = + y si functia-

produs 7: N2 — N, 7(x,y) = zy sunt primitiv recursive.

Solutie. Consideram proiectiile pi: N — N, z —— = si p%: N? — N,
(z,y,2) — 2, precum si functia succesor s. Fie f = pi si g = sopj,
deci g(z,y, z) = z+1. Explicitam h(z,y),h = R(f,g). Avem h(z,0) =



f(z) =0 h(z,y+1) = g(z,y,h(z,y)) = h(z,y) + 1. Se observa ca
o = h. De asemenea, 7 este recursia primitiva a functiilor f(z) =0 si

g(z,y,2) =x + 2. O

. S se determine minimizatele functiilor aritmetice f: N> — N, f(z,y) =

r+ysig N2 =N, g(z,y,2) = zyz.

Solutie. Pentru o functie aritmetica f(z1,...,z,—1,%,) Se asociaza
ecuatia iIn y : f(z1,...,Tpn—1,Y) = x, §i se considera cea mai mica
solutie yo a acestei ecuatii. Functia pf(x1,...,2,) = yo se numeste

minimizata lui f.

In primul ¢z, avem f(z1, z2) = x1+x2 sl ecuatia asociata este f(z1,y) =
T2, adicd x1 +y = w2, deci puy = x2 — 11 (care nu mai este functie

tatald !). In cazul secund, g(x1,x2,x3) = x1T273 $i ecuatia asociata

x3
122"

este g(x1,2,y) = 3, adica x1x2y = x3, deci iy (w1, x2, 23) =

NOTA: Minimizata functiei-suma este functia-diferenta si minimizata

functiei-produs este functia-cat.

. Dacd f = c este o constantd si g: N> — N, sa se expliciteze h =
R(f,g). Luand f = 1ig(y, z) = (y+1)z, deduceti ca functia factorial

este primitiv recursiva .

Solutie. Asadar, f(x) =csih(y+1) = g(y, h(y)). In cazul particular,
avem h(y+1) = (y+1)h(y), deci h(0) = 1, h(1) = 1-h(0), h(2) = 2-h(1)
etc. si h(n) =nl. O

. Ce afirma ”teza lui Church”?

Solutie. Se numesc functii partial recursive, functiile aritmetice care
se obtin din functiile aritmetice de baza prin operatii de compunere,
recursie primitiva sau minimizare, aplicate de un numar finit de ori
si In orice ordine. Toate functiile partial recursive sunt intuitiv cal-

y

culabile. Teza lui Church afirma ca ” orice computer poate calcula

(programa) functii partial primitive si numai pe acestea”.

Aceasta nu este o teorema , deoarece nu s-a precizat in termeni rigurosi

calculabilitatea. S-a demonstrat de exemplu ca functii partial recursive



sunt Turing-calculabile gi invers. Astfel de consideratii sunt acum

desuete, dar delimiteaza capacitatea calculatoarelor actuale. O

NOTA: Functiile partial recursive formeaza o multime numaéarabild
, In timp ce functiile aritmetice formeaza o multime nenumarabila .

Asadar, exista functii aritmetice necalculabile.

Merita amintit ca primul exemplu de functie partial recursiva totala
, care nu este primitiv recursiva , a fost dat de profesorul roman G.

Suvan, care l-a precedat pe Ackermann.

. Sa se dea exemplu de multimi A C N, listabile.

Solutie. Multimea A se numeste listabilda daca exista o functie prim-
itiv recursiva p: N> — N astfel incat A este egald cu imaginea lui
.

Orice multime finitd multimea numerelor pare (impare), multimea

{n!/n € N} sunt listabile.

Teza lui Church afirma ca submultimile lui N care pot fi evidentiate
prin algoritmi de alcatuire de ”liste” sunt tocmai cele care sunt imagini

ale unor functii partial recursive.

Teoria functiilor aritmetice, partial recursive gi a multimilor listabile
se extinde Inlocuind N cu un dictionar A* al unui alfabet finit A.
(Desigur, ludnd A = {1}, se obtine A* = N). O



Capitolul 7

Gramatici, limbaje, codificari

1. Se considera gramatica G = (N, T, S,7), unde N = {S}, T = {a,b}
sim= {S—>Sb,5’—>a}.

a) Sa se determine limbajul L(G). [Orice limbaj este o colectie de

cuvinte.|

b) Aceeasi problema daca N, T, S raméan nemodificate, dar = = {S —
SS,S — baa, S — abb, S — /\}.

c) Sa se arate ca ambele gramatici anterioare sunt independente de

context (”context-free”).

Solutie. Multimile N (a simbolurilor neterminale) si 7' (a terminalelor)

sunt presupuse nevide si disjuncte. Multimea V = N U T se numeste
vocabularul gramaticii, iar productiile (din 7) sunt de forma o — (3
cua € VINV* i 6 € V*. Daca in partile din stanga ale priductiilor

avem neterminale, atunci gramatica se numeste independenta de

context. S este un simbol presupus neterminal, numit simbolul de
start. Limbajul L(G) al unei gramatici este multimea tuturor cu-
vintelor din 7% (formate numai cu terminale), care deriva direct sau
indirect din S. Faptul cd a € V*NV* inseamna ca a = wnw’ cu
w,w’ € V* si n € N; nu se exclude cazul cand w sau w’ este cuvantul
vid A. Desigur, V*NV* C V*. Se spune ca ws € V* deriva direct din
w1 € V* 4 se scrie w; = wy daca wy = aAfB, we = apf si A — p
este o productie din clasa 7. Se spune ca wy deriva indirect din wy (si

. * v . v N A ~
se scrie w1 = ws) daca exista cuvinte ¢y, ¢, ..., € V* astfel incat
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wy = €1, = C2,...,Ck_1 = C, §i ¢ = wo. Limbajul gramaticii G
este L(G) = {w € T*| S = w}.

a) Avem S — asia € T; apoi S — Sb — ab,S — Sb —
Sbb — abb etc. Deci L(G) = {a, ab, abb, abbb, . . . }

b) Aici L(G) = {/\, baa, abb, baabaa, abbbaa, . . . }

c¢) Evident, ambele gramatici sunt independente de context. O

. Fie gramatica G = (N,T,S,7), unde N = {S, X,Y}, T = {x,y} si
= {S — Y, 85—, VY, X —>x,Y—>y}.

Sa se arate ca :

a) zy si yy € L(G);
b) limbajul L(G) este regulat.

Solutie. Avem S —, Y — xy si S —, Y — yy. Productiile fiind
de forma P — tsau P —; P cu P € N git € T, limbajul este
regulat. O

. Fie N={S},T={|}sim={9 —|,5 — [[S}. In acest caz,
L(G) = {, |l IIll,--- } se identific& prin multimea numerelor impare.
Luand 7 = {S — A, S — ||S } se obtine multimea numerelor pare.
S& se determine L(G) dacd N = {A}, T= {a,b}, S=A 7= {A 1,
adb, A 2 A}

Solutie. Avem A == aAb = a(aAb)b 25 a2 € T*, A == aAb ==
ab € T* etc. Deci L(G) = {a"b"| n > 0}. O

. Fie F'L multimea formulelor logice relativ la variabilele booleene a, b, c.
Luam N = {S}, T = {a,b,c,V,A,7,),(} si productiile 7 = {S —
(SvS),sS— (SAS),S — 15,5 — a, S — bS5 — c}. Sa se
arate ca L(G) = FL.

Solutie. Se aplica definitiile. Agadar, este esentialmente un calcul de

derivari in aceasta gramatica . O



NOTA: Limbajele avansate de programare sunt asociate unei gra-
matici, unde N descrie tipurile, iar multimea 7' include simbolurile
literale gi numerice, etichetele operatiilor algebrice sau logice, ca si
cuvintele cheie. In cazul limbajelor naturale care depind de context,

simbolurile terminale sunt cuvintele uzuale.

. Fie > un alfabet nevid si W = >_* multimea cuvintelor relativ la
alfabetul > . Daca A, B C W sunt doua limbaje, se pot considera
limbajele AU BJAN B, A\ B, concatenarea AB = {w1w2| wy €

A wg € B}, A* = UAk = {wl...wn] n > 0,w; € A} (operatia
k>0

"star” a lui Kleene). Fie ) = {a,b},A = {a}* si B = {b}* Sa se

expliciteze AU B gi AB.

Solutie. Avem A = {/\,a,aa,...} = {a”| n > 0} si B = {bm| m >
0}. Atunci AB = {akbl\ k>0,1> 0}. O

. Sa se enunte teorema lui Kleene-Schiitzenberger.

Solutie. Fie Y un alfabet nevid. Un limbaj L C >.° se numeste
recunoscut daca exista o gramatica G = (N, T, S,7) cu N = {A, B, S},
aceTsin={A— aBA— a,A— A} si L =L(G). Teorema
K-S afirma c& ”un limbaj L este recunoscut daca si numai daca se
obtine din limbaje finite printr-un numar finit de operatii de reuniune,

concatenare si star”. O

. Fie doua simboluri distincte a, b.
a) Sa se arate ca (ab)*a = a(ba)*;

b) Fie Ly = (a+ b)*a si Ly = b(a + b)*. Sa se arate ca L; N Ly =
b(a+b)*a.

Solutie. a) Avem (ab)*a = {a,aba,ababa,abababa, ...} si a(ba)* =
{a, aba, ababa, . . . }
b) L; este multimea cuvintelor care se termina cu a, iar Ls multimea

cuvintelor care incep cu b. O



10.

11.

12.

13.

Sa se determine limbajul generat de gramatica S — S5,5 —
baa,S — abb,S — A.

Raspuns. L = (baa + abb)*

Fie gramatica G data prin S — AB,S — AS, A — a, A —
aA, B — b. Care din expresiile aa*b, (ab)* apartin la L(G)?
Raspuns. Prima.

Fie gramatica G = (N,T,S,7), unde N = {S}, T = {0,1} si 7 =
{S — 85,8 — 051, — 150,58 — 1}. Sa se determine L(G).
Raspuns. L(G) = {w € T*| w are acelasi numar de 0 si 1}.

S& se arate cd limbajele Ly = {0"1"| n > 0}, Ly = {0"1"2¥3%| n >

0,k > 1} sunt independente de context, dar L3 = {0”1”2"| n > 1},

nu.

Solutie. Fie G : {S — A, S — OSI}. Atunci L; = L(Gy) si G este
evident independenta de context. Apoi Lo este generat de gramatica
Gy:{S— AB,A— 0A1,B — 2B3,A — 01,B — 23}. O

Care din cuvintele wy = beedd, wo = aabced, ws = abbd apartin
limbajului gramaticii G : {S — a5, — bA,A — d A — ccA}?

Solutie. Avem we € L(G). Daca w; ar apartine la L(G), atunci ar
rezulta ca se pot genera cuvinte avand doua litere ”d” succesive; simi-
lar, nu se pot genera doua litere ”b” succesive, deci nici w3 nu apartine

limbajului L(G). O

Cati biti sunt necesari pentru a codifica binar cele 28 e litere (mari si

mici) ale alfabetului nostru, 10 cifre zecimale si inca 100 de simboluri
stiintifice (etichete de operatii, logaritmi, functii sin, cos, ..., semnul

de integrale, sume, produse etc.)?

Solutie. Trebuie aflat n natural minim astfel incat 2" > 28428 +10+
100 = 166 deci n = 8. Atunci cele 166 de simboluri se ppt codifica

prin octeti (cuvinte binare din B®). Reamintim c# o codificare binara

a unei multimi M de simboluri este o aplicatie injectiva ¢: M — B",



14.

15.

16.

unde n este ales minim astfel Incat 2™ sa fie mai mare decat numarul
de elemente ale multimii M. Raman si cuvinte binare de lungime n

care nu au semnificatie. O

Alfabetul unei limbi are n litere. Presupunem céa orice cuvant are cel
mult m litere (unel putand fi repetate); presupunem ca nici un cuvant
nu este prefixul (inceputul) altuia. Notand cu aj numarul cuvintelor

m
- A . o o ag
din limba respectiva avand k litere, sa se arate ca E — <1
n
k=1

Solutie. Fiecarui cuvant ¢ de lungime k (1 < k < m) ii asociem toate
extensiile de lungime m, unde primele k litere coincid cu cuvantul
de plecare (deci ¢ este un prefix). Conform ipotezei, extensiile unor
cuvinte diferite vor fi diferite. Dictionarul considerat are n”* cuvinte
de lungime m deci numarul total de extensii de cuvinte este < n". Din

m

fiecare cuvant de lungime k are n™~* extensii si ca atare, E apn™ P <

k=1
n'™. Raméane sa impartim cu n'. O

Fie 1 < m < n intregi fixati si A € M, ,»(B) o matrice de rang
maxim (B = Zg corp comutativ; 1 +1 = 0). Sa se arate ca aplicatia
f:B™ — B", f(xr) = A- 2 este o codificare (adica este injectiva ),

numita codificare cu cheia A.

Solutie. Fie x,y € B™; x = (z1,...,%m), y = (Y1, ..., Ym) astfel incat
f(z) = f(y), adica A-2T = A-y”. Notand z = z—y, rezulta A-z7 = 0.
Acest sistem liniar omogen cu coeficienti in corpul comutativ B = Zo
are numai solutia nula (deoarece rangul p(A) al lui A este egal cu m
si ca atare, din ker f = m — p(A) = 0. Asadar, ker f = 0, deci z = 0).
Agadar, z = y. O

Sa se codifice binar textele T ="am cap” i 7" =” muncim, nu gandim”.

Solutie. Consideram mai Intai literele mesajului 7', la care adaugam
blancul A : a,m,A,c,p. Pentru a codifica binar aceste 5 simboluri,
alegem k minim astfel incat 2 > 5 deci k = 3. De exemplu, iden-

tificim cele 5 simboluri cu 5 cuvinte binare distincte din B2, anume:



a = 000,m = 001,A = 010,¢ = 011,p = 100. Consideram apoi

1 00
. 010 .
o matrice A € My3(B) de rang 3, de exemplu A = 00 1|9
1 1 1
definim aplicatia de codificare asociata f: B? — B3, f(z) = Az” =
x1
A-| zo | = (21,29, 23,21 + 2+ x3). Atunci f(a) = f(000) = 0000;
T3

f(m) = f(001) = 0011; f(A) = f(010) = 0101, f(c) = f(011) = 0110
si f(p) = f(100) = 1001. Asadar, codificatul mesajului 7 va fi
00000011010101101001, cuvant binar de lungime 20. Cine cunoaste
cheia A poate codifica acest text. In cazul lui 7" avem 10 simboluri

deci k = 4 si alegem o matrice A € My 5(B) de rang 4 etc.

Se observa ca prin codificare cregte lungimea mesajelor (din cauza

conditiei de injectivitate). O



Capitolul 8

Calcul paralel

1. Sa se indice o procedura de calcul paralel pentru expresia E = (a1 +
az)(as + aq) + araz + asaq (ar € R), estimand inaltimea si numarul de

procesoare necesare.

Solutie. La nivelul (etajul) zero se agaza datele a1, as, ag, as. La primul
nivel (primul etaj) se calculeaza aq + a9 si asz 4+ a4 pe doud procesoare
paralele; la al doilea nivel se calculeaza ajag, asaq, apoi (a1 + az2)(az +

ay), apoi ajaz + aszaq si in fine, se calculeaza E. Agadar, numarul

de nivele, numit Inaltimea procedurii este A = 5, iar numarul de
procesoare necesare este p = 2. O
8 8
2. Sase calculeze P = Hai sis = g a;, aplicand ” principiul Injumatatirii”
i=1 i=1

si p schema de calcul paralel. Generalizare.

Solutie. La primul nivel se calculeaza produsele ajas, agaq, asag, arag
(pe 4 procesoare); apoi se calculeaza (ajasz)(asas) si (asag)(arag) pe
doua procesoare si in fine, la etajul 3, se calculeaza P. Inaltimea

schemei este h = 3, iar numarul de procesoare este p = 4. In cazul

n
pP= l_Iai7 avem h = [logon| si p = [5], unde se noteaza [a]= cel

i=1
mai mic numar intreg > «, adica [a| = —[a]. Similar, pentru S. O
3. Sa se arate ca pentru calculul unei expresii E(z1,...,z,) depinzand

de n variabile prin operatii unare sau binare, inaltimea h a oricarei

proceduri paralele satisface conditia h > [log, n].
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Solutie. Pentru orice nivel k, sa notdm cu w; numarul de date aflate
la nivelul k; atunci wg4q > %wk deci wp < 2wy < 22wy < ... < kak-

Dar wp = n, wp, = 1 deci n < 2" si ca atare, logyn < h. O

NOTA Cu aceeasi demonstratie, daca asupra celor n variabile se fac
operatii cu ordin de aritate cel mult r, atunci h > [log, n|. Retinem
ca daca o problema are n date de intrare, atunci inaltimea este de cel

putin O(logn).

. Sa se indice algoritmi paraleli pentru:
a) produsul unei matrice A € M, ,(R) cu un vector X € M, 1(R);
b) produsul a doua matrice;

¢) inversa unei matrice.

n
Solutie. a) Explicit, cu notatii transparente, avem y; = Zaijxj, 1<
7j=1

i < m. Pentru fiecare ¢, avem de calculat n produse a;;z;,1 < j < n.
Deci pentru calcul paralel sunt necesare mn procesoare. Apoi, cu
procedeul Injumatatirii, se calculeaza cele m sume dupa h = [log, n]|
pasi.

b) Daca A € My, »(R) si B = (b1]b2] ... |by) € M, ,(R), atunci AB =
(Ab1|Aby]| ... |Abp). Produsul AB necesita mnp procesoare si inaltimea
h = [logy n].

c) Daca A € M,(R) este inversabila , fie f(\) = det(\l, — A) =
A A" 4. Avem f(0) = ¢, # 0, deoarece A este inversabila
. Apoi, conform teoremei Hamilton-Cayley, f(A) = 0, adica A~ =

(A" 4 A" 2 + ...+ c,_11,). Pentru a calcula coeficientii ¢,
n

_1
Cn

se calculeaza sp = Z)\f“' = tr(Ak), folosind relatiile de recurenta c; =

i=1
—81,€181 + 2c2 = —S2,c152 + €251 +3c3 = —83,...,C18,—1 + C25p—2 +
...+ nsy = —s,. Toate operatiile se pot realiza paralel. ]

. Notam cu 7T}, numarul de tacti pentru un algoritm paralel cu p > 1 pro-
cesoare si cu T timpul necesar pentru algoritmul secvential. Raportul

v =T /T), se numeste factorul de viteza , ¢ = p - T}, se numeste costul




algoritmului paralel, iar e, = v/c se numeste efectivitatea algoritmu-
16

lui. S& se determine aceste entitati pentru calculul sumei S = Zak,

k=1
in cazul p = 2 gi in cazul p = 4.

Solutie. Secvential se fac 15 adunari deci T1 = 15. In cazul p = 2, fie
bi=a1+...4as, by =ag+aig+...+ aig. Se folosesc astfel 7 unitati
de timp (simultan pentru by, bs) si Insa una pentru S = by + by deci
To = 8. Incazul p =4, fieby = a1+ ...+ a4, bo = a5 + ... + ag,
bs=ag+...+a2, by =ai3+...+agsirezulta Ty =3 +1+1=05.

Asgadar, pentru p = 2, avem v = 15/8, ¢ = 16, e = 15/128, iar pentru
p=4,avem v = 3, ¢ = 20 si e = 3/20. O



Capitolul 9

Semnale si sisteme discrete

1. Sa se precizeze notiunea matematica de semnal discret.

Solutie. Notam cu 7 una din multimile finite sau numarabile : 7 =
N.7T = Z,T = {a +nT| a € R/T > 0 fixatesi n € N} sau
T = {O, 1,...,N — 1} (pentru N > 2 intreg fixat). In fiecare din
cazuri, 7 se numeste multimea de timp discret, iar elementele lui 7 se
numesc momente. Se numeste semnal discret orice functie z: 7 — C,
cu valori reale sau complexe; pentru orice t € 7, valoarea z(t) se
numeste esantionul semnalului = la momentul ¢ i se mai noteaza x|[t].
Se mai scrie z = z[t],t € 7. Un semnal discret este de fapt un sir de

numere. O

. Notam cu Sy multimea semnalelor discrete x = x[n|,n € Z si cu S
semnalele discrete cu suport pozitiv, adicd xz[n] = 0 pentru n < 0.

Daca x,y € Sy, se definesc :
x =y = VYn,z[n] = y[n);x +y si Az (pe componente; A € C) si
convolutia z = zxy daca pentru orice n au sens sumele de serii z[n| =
Zx[p] -y[n — p]. Sa se arate ca

P
a) Sy este un spatiu vectorial complex;

b) Daca z,y € S, atunci are sens z xy si x xy € S4.

Solutie. a) Se verifica direct axiomele de spatiu vectorial. Daca N > 2

este fixat gi consideram multimea Sy a semnalelor finite de lungime
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N, anume z = (s[0],z[1],...,z[N — 1]), se obtine un spatiu vectorial

izomorf cu C¥V.

b) Daca z,y € S, atunci z[n] = 0 si y[n] = 0 pentru orice n < 0 deci
z[n] = Zx[p] ~yln —p|] = Z$[p] - y[n — p] deoarece x[p] = 0 pentru
p p=0

p < 0 si y[n —p] = 0 pentru p > n. In plus z[n| = 0 pentru n < 0 deci
xxy € Sy, O

. Convolutia extinde modul uzual de inmultire a fractiilor zecimale in-

finite. Demonstrati acest fapt.

Solutie. Fara restrangerea generalitatii, consideram numere din inter-
valul (0,1). Orice numar real x € (0, 1) este de formax = 0, z122 ... 2y . ..
21-107 42910724+ ... + 2, - 107" + ... si se identifica cu semnalul
discret X = z[n],n > 1. Daca y = 0,192 .- Yn ... = y1 - 107 + 1o -
1072 +... 4y, 107" +... deci Y = y[n],n > 0, atunci produsul uzual

Ty = (pr . 10_p> (qu . 10_q> = Zpryqlo_p_q si notand
p q

P q

p+q =n, rezulta ca xy = Z (pryn_p) 107" deci produsul zy se
n P

identifica tocmai cu semnalul discret X Y.

Agadar, orice algoritm mai rapid de calcul al convolutiei a doud sem-
nale discrete conduce la un algoritm mai rapid pentru operatia de
inmultire a numerelor reale. Retinem totodata ca studiul complexitatii
operatiilor de semnale discrete este practic acelasi cu cel din cazul nu-

merelor. O

. Pentru orice k € Z se definegte semnalul discret ., avand componen-

Seln] = 1, dacan=%k
FIN™ 0 0, dacin#k

tele

a) Sa se determine x % §; pentru orice x € Sy.

b) Sa se calculeze esantionul la momentul n al semnalului

y=3xxdy+Dxr*xd_1.

c¢) Notand § = o, sa se calculeze z * J si § x .



Solutie. a) Notand z = x x 0k, z = z[n|,n € Z, avem

z[n] = Zx[p]ék[n —p| =z[n — k.
PEL
Esantionul la momentul n al semnalului zxd, este tocmai esantionul lui
x la momentul n — k. Se spune ca semnalul x*d; reprezinta intarziatul

lui  cu k unitati de timp.
b) y[n] = 3z[n — 2] + 5z[n + 1]

c) Avem %6 = x §i dxx = x. Se mai spune ca ¢ este elementul neutru

relativ la convolutie. O

. a) Ce legatura este intre semnalele x,y € S; daca pentru orice n € Z,
avem x[n] + 2z[n — 2] = y[n — 1] + dy[n — 3|7

b) Aceeasi problema daca xz[n + 1] + 3z[n] = y[n — 1] — 4y[n]?

Solutie. a) x 4 2z x 09 = y * 01 + by * I3
b)x*d_1+3x=yxd —4y O

. Fie S multimea semnalelor discrete avand toate esantioanele nule cu
exceptia unui numar finit. Sa se arate ca S este un spatiu vectorial

complex si ca {6k}, k € Z formeaza o baza pentru S.

Solutie. Evident, S este spatiu vectorial. Sistemul {6k} este liniar

independent, cici daca o suma finita Zakbk =0 (cu a € C), atunci
k
toti ar = 0; apoi orice x € S cu esantioanele z[n|,n € Z se scrie

x = Zx[n]én (suma fiind finita ). O
nez

. Fie Sy multimea semnalelor finite de lungime N, Sy = {z = z[n]| 0 <
n<N-— 1}. Séa se arate ca Sy este un spatiu Hilbert complex relativ la
produsul scalar (z,y) = szlm[n]y[n], norma ||z|| = <a:,:1:>% se numeste
energia semnalului x. "

a) Se considera x = (1, %, %, i) siy=(0,1,0,1) in Sy. Sa se calculeze
(z,y) st [l

b) Ce devine inegalitatea lui Schwartz?



10.

Solutie. a) (x,y) =5+ ;=3

b) [z, y)? < ||zl - [lyll -

. Fixam N > 2. Pentru orice doua semnale finite x,y de lungime N se

definegte convolutia lor ciclicd z = z %y, avand egantioanele z[n| =
(&

N-1

Za:[p] ~y[n©pl,0<n<N-1, unde n ©p =n—p modulo N. Se

p=0

poate arata ca operatia x este comutativa , asociativa si distributiva
C

in raport cu adunarea. Sa se calculeze convolutiile urmatoare :
a) zxx pentru z = (0,1, 3)
C

b) z xy pentru z = (0,1,1,0) si y = (1,0,0,2).
C

Solutie. a) Avem N = 3,29 = 0,21 = l,xg = 3giz*xx = z; 2 =
C

N-1
(20,21, 22) Cu 2, = Zx[p] ~z[nepl,0 <n <2 dec

p=0
20 = roxo+Tri1xo+Toxr1 = 0-041-3+3-1 =6, 21 = xgx1+x100+T2T2 =
9 si 20 = Tox2 + 121 + X220 = 1.

3
b)Fiez=xxy; N =454z, = Z:ﬂpyn@p etc. O
p=0

. Dati exemple concrete de sisteme discrete T: S; — Sy (numite si

filtre digitale). Precizati proprietatile de liniaritate i invariantd in

timp.

Solutie. Pentru orice x = z[n],n € Z definim de exemplu (T'z)[n] =
x[n—1]; sistemul 7' = x+J; se numeste siftare cu un pas. De asemenea
se poate considera Uz, unde (Uzx)[n] = z[n] — z[n — 1] deci Uz =

T — I %01 ete.

Sistemul discret T' se numeste liniar daca T" este operator liniar; T' se

zice invariant In timp daca pentru orice k € Z, T (xx0y) = (Tx)xd. O

Pentru orice semnal discret x = z[n],n € Z, se poate defini functia

complexa X (z) = Zm[n]z‘" (numita Z-transformata lui z), in ipoteza
n

de convergenta a seriei Laurent.



11.

a) Sa se arate ca domeniul de definitie al lui X (z) este fie multimea

vida , fie o coroana circulara centrata in origine.

b) Sa se arate ci Z-transformata lui = x &, este 2¥X ().

Solutie. a) Avem Zm[n]z*” = Zx[—n]z” + Zx[n]z*". Prima serie
n n<0 n>0
este o serie de puteri care este convergenta pentru |z| < Rp si cea de

a doua este convergentd daca z # 0 si ‘%‘ < R, adica |z| > R%‘ Daca

R% < Ry, atunci X (z) este bine definita in coroana circulara de raze

1 .

oL R;.

b) Z-transformata lui = x ), este Zx[n —kl]z™" = Zm[n]z‘”+k =
n

n

X (2). O

Pentru orice sistem discret T: Sq — S4, * — y = T'x, se numeste
Y(z)

functia sa de transfer catul H(z) = ¥y dintre Z-transformatele iesirii
i intrarii, cu conditia ca acest cat sa nu depinda de intrare. Sa se

determine H(z) pentru sistemele urmatoare:
a) Vn € Z,z[n] + 2z[n — 1] = y[n] — 3y[n — 1]
b) ¥n € Z,2x[n] + z[n — 1] = 5y[n — 1].

Solutie. a) Assadar, x + 2xx; = y — 3y * 01, deci X(2) + 22X (z) =

Y(2) = 32Y(2), de unde H(z) = 4L,

b) 2z 4+ @ * 0 = by * 615 2X (2) + 2X (2) = 52Y (2) si H(2) = 22, O



Capitolul 10

Lanturi Markov

1. Se numeste vector de probabilitate orice vector v = (uy,...,u,) cu

toate componentele 0 < u; < 1si Zul = 1. Se numeste matrice stocastica
i

orice matrice patratica avand fiecare linie ca vector de probabilitate.

a) Sa se dea exemple de matrice stocastice;

b) Sa se arate ca daca A, B € M, (R) sunt matrice stocastice, atunci
la fel este AB.

11 1
0 1 3 2 6
Solutie. a) A = (1 1>; 0 1 0
2 2 11 1
2 1 1
b) Verificari directe. O

2. Sa presupunem ca o bila se afla Intr-unul din punctele multimii S =
{0, 1,2,3,4} de pe o axa si ca bila sare aleator doar cate un pas la
dreapta cu probabilitatea p si la stanga cu probabilitatea ¢ = 1 — p.
Ajungand in 0, bila sare obligatoriu doar la dreapta gi din punctul 4
sare doar la stdnga. Se noteaza cu &, starea (pozitia) bilei dupa m
salturi si fie p;; = P(&ma1 = jém = @) pentru i,j € S. Sa se arate ca

matricea P = (p;;),0 <, j < 4 este stocastica .

Solutie. De exemplu, pag=probabilitatea ca bila s sara in punctul 3,

dupa ce a fost in punctul 2, deci pa3 = p; apoi ps3 = 1, pgq = 0. Atunci
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01000
q 0 p 00
P=|0 qg 0 p O O
0 0 g 0 p
00010

. Exista multe sisteme concrete care au un numar finit de stari S =
{1, 2,... ,n} si care Isi modifica starea la momente discrete de timp
din N, dar tranzitiile de stare nu se realizeaza cu certitudine, ci cu
anumite probabilitati si dependente. Fixam un vector u = (uq, ..., uy)
al probabilitatilor initiale si o matrice stocastica P = (p;j). Se numeste
lant, Markov stationar orice gir de variabile aleatoare (&,,), m > 0 cu
valori in S astfel incat Vi € S,P(§ = i) = w; si Vi,j € S,pij =
P(&m+1 = jlém = 1) (indiferent de valorile &,,_1,...,&p, pentru orice
m > 0. p;; se numeste probabilitatea de tranzitie directd din starea
i in starea j In r pasi (r > 1); adica pj; = P(§my1 = jl&m = 1)

independent de m. Sa se arate ca

pq,] Zplk pk] a‘dlca‘ P2 (pzj)
k=1

b) P’“:(p;'j);lgi,jgngiTZI.

c¢) uP™ este vectorul linie in care componenta i este probabilitatea ca

lantul (&,,) sa fie in starea i dupa r pasi.

Solutie. a) Se aplica formula probabilitatii totale.

b), ¢) Se aplica inductie dupa r si formula probabilitatii totale. O
. Sa se calculeze ¢ = P(&3 = 7,6 = k).

Solutie. Avem q = P(& = jl& = k)P(& = k), aplicémd formula
P(ANB) = P(A[B)P(B). Dar P(& = jl&1 = k) ZP €3 = Jjl&2 =

$,&1 = k)P(§&2 = s), unde am folosit formula probablhta‘gu totale.

Folosind proprietatea de markovianitate, rezulta P& =35, =k) =

ZP&—J!&—S&—k (2=35)= pr (&2 = 5). 0



NOTA. Un lant Markov stationar (&), m > 0 se numeste ergodic daci

pentru orice vector u al probabilitatilor initiale si pentru orice i € .S,

exista p; = lim P(&, = i) In acest caz, vectorul f = (p1,...,pn)
m—0o0

se numeste distributia stationarda de probabilitate a lantului. Daca

existd k > 1 astfel ca matricea PF si aibd toate elementele nenule, se

arata ca lantul este ergodic gi in plus fP = f.

. Un comis voiajor serveste 3 orage 1,2, 3. El nu vinde doua zile la rand
in acelasi orag . Daca vinde in orasul 1, atunci ziua urmatoare vinde in
2. Apoi, daca vinde in 2 sau In 3, atunci ziua urméatoare el va vinde de
doua ori mai mult in 1 decat in celalalt orag . Dupa o lunga perioada

, ce procente de vanzari realizeaza in cele trei orase?

Solutie. Notam &,,=starea la momentul m dintre orasele (starile) S =
{1,2,3}. Fie p;j = P(&n = jl&m = 1), probabilitatea sa vanda in

oragul j dupa ce in ziua anterioara a vandut in orasul i; aceasta nu

1
depinde de m. Atunci P = 0 Un calcul usor arata ca
1
3
matricea P? are toate elementele nenule deci lantul Markov (&), m >

wirowinn O
S wi— O

0 este ergodic. Rdmane s& determinam vectorul f = (p1, pe2, p3) astfel
incat fP = f sip1+p2 +ps = 1. Rezultd 3py + 2ps = p1,p1 + 4p3 =
p2,3p2 = p3,p1 + P2+ p3 = 1, de unde py = Z,py = 55,p3 = o.
Asadar, % -100%/¢ = 40°/¢ va vinde in orasul 1, % -100°/¢ = 45°/¢ in
oragul 2 si 15°/4 in orasul 3. O

. Fiecarui lant Markov ¢ se poate asocia un graf orientat cu legaturi
simple, unde varfurile sunt starile si arcele unesc stari, iar pe arce se
dispun probabilitatile de tranzitie. Sa se indice graful asociat lantului
Markov de la problema 5 anterioara . Regasiti faptul ca lantul este

ergodic.

2/3 1

Solutie. 173



o

pagi (r > 1). Se observa pe graf ca pl(-j-’) = (0 pentru orice i, j, deci

este probabilitatea de a ajunge de la starea i la starea j dupa r

matricea P2 are toate elementele nenule. O

. Sa se arate ca orice matrice stocastici P are un vector propriu la
stanga cu valoarea proprie 1, adica exista un vector linie f nenul astfel
incat fP = P.

Solutie. Fie P = (p;j);1 < i,j < n. Dar fiecare linie este un vec-

n
tor de probabilitate, deci pentru orice i,Zpij = 1. Consideram

=1
p11— 1
.. o . .. - P12
vectorii coloana ai matricei P — I,, adica v; = . ,Ug =
Pin
P12 Pin
p22 — 1 D2n
) oo, Up = ] . Deoarece v{ + v + ... + v, =
DP2an Pnn — 1

0, rezulta ca vectorii vy,vo,...4+,v, sunt liniar independenti, deci
det(P—1I,) = 0, deci A = 1 este valoare proprie pentru P, deci sistemul
liniar f(P — I,) = 0, adica fP = f admite solutii nebanale f # 0,

obtinand tocmai un vector propriu (la stdnga) pentru matricea P. [

. Pe un cerc se afla n particule 1, 2, ..., n numerotate in sens trigonomet-
ric. Particulele sar in sens trigonometric cate un pas cu probabilitatea
p si in sensul invers cu probabilitatea ¢ = 1 — p. Sa se scrie matricea
probabilitatilor de tranzitie. In cazul n = 3 si apoi n = 4, sa se

determine vectorul probabilitatilor finale.

o p 0 ... ... ... 0 g
qg O 0 0 0
Solutie. P = 0 0 » 0 0 In cazul n = 3,
0O 0 O q 0 »p
p 0 O 0 ¢qg O
0 p ¢
P=|q 0 p §1f:(%,%,%)etc. O
p g 0



9.

10.

Doi baieti By si B2 si doua fete Fi, F> igi arunca o minge de la unul la
altul. Fiecare din baieti trimite mingea celuilalt baiat cu probabilitatea
% si oricareia din fete, cu probabilitatea %. Fiecare fata trimite mingea
oricaruia dintre baieti cu probabilitatea % si niciodata celeilalte fete.

Dupa foarte mult timp, cat de des vor primi mingea fiecare din cei 4

jucatori?
Solutie. Notam By = 1,By = 2,F; = 3,F, = 4 i atunci matricea
171 1
U 35 3 g
19 11
probabilitatilor de tranzitievafi P = | § é 6 . Punand conditia
11
3 3 00
= (15 Deci baietii primesc mingea

fP=frezultd f1 = fo =1, f3 = f4
1 O
6"

% din timp, iar fetele doar

Consideram un sistem digital de telecomunicatii, care transmite bitii
0,1. Fiecare bit trece prin diverse blocuri de prelucrare By, By, Bo, .. . ,.
Fie p probabilitatea de transmitere corecta a bitului si ¢ = 1 — p
probabilitatea de eroare (0 < p < 1). Fie {x=Dbitul care intra in blocul
k. Se obtine un lant Markov ({x),k > 0 care este stationar, cu doua
stari S = {31,32}.

a) Sa se scrie matricea P a probabilitatilor de tranzitie;
b) Sa se determine P" gi sa se arate ca lantul este ergodic;
c) Sa se determine P (&2 = 11§y = 1) si P(& = 0[&3 = 1);

d) Se cere vectorul f al probabilitatilor finale (numit si distributia

stationara ).

1,1 _1yr 1 _ 1 _

b) P" = (%j%gg_ Bn i+ %gg_ B >,n > 1, folosind diago-
272 2T 3

nalizarea matricei P.

¢) P(& = 1|& = 1) :p§2 =3 +3(2p—1)* =20 — 2p + 1; apoi
P =0=1)= =1 — 1(2p—1)* folosind stationaritate.

S
f

272 11— 00

d) f= (l l). Se poate arata ca lim P" = < ), matricea care are

pe fiecare linie tocmai f.



