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1 Punkt-Kinematik

1.1 Lage

1.1.1 Koordinatensysteme

Voraussetzung für eine eindeutige Lagebeschreibung
einer Punktmasse ist ein Koordinatensystem, mit des-
sen Ursprung und Achsen ein Referenzpunkt und Re-
ferenzrichtungen zur Verfügung stehen, Abb. 1.1.

0 ex

yz

x

eyez

Abbildung 1.1: Koordinatensystem

In der Technischen Mechanik werden stets orthogo-
nale und rechtshändige Koordinatensysteme verwen-
det, wobei die Richtungen der Koordinatenachsen x , y,
z durch die Einheitsvektoren ~ex , ~ey , ~ez mit |~ex | = 1,
|~ey | = 1, |~ez | = 1 festgelegt sind.
Die Orthogonalität kann durch das Verschwinden der
Skalarprodukte

~e Tx ~ey = 0, ~e Ty ~ez = 0, ~e Tz ~ex = 0 (1.1)

ausgedrückt werden. Das Transponiertzeichen, in (1.1)
das hochgestellte T , vertauscht bei Vektoren und Ma-
trizen die Zeilen und Spalten. Das Skalarprodukt zwei-
er Vektoren kann damit als Multiplikation eines Zeilen-
mit einem Spaltenvektor dargestellt werden.
Die Kreuzprodukte

~ex × ~ey = ~ez , ~ey × ~ez = ~ex , ~ez × ~ex = ~ey (1.2)

de�nieren die Rechtshändigkeit.

1.1.2 Ortsvektor

Der Ortsvektor ~r0P (t ) mit den Komponenten

~r0P,0 (t ) =



x (t )
y (t )
z (t )


(1.3)

legt gegenüber dem Koordinatensystem 0 die Lage
einer Punktmasse P zum Zeitpunkt t eindeutig fest,
Abb. 1.2.

Pr0P

0

x0

y0z0

x

y

z

Abbildung 1.2: Ortsvektor

Die Indizes 0 und P bezeichnen Anfangs- und End-
punkt. Der mit Komma abgetrennte Index 0 gibt an,
daß die Komponenten des Vektors im System 0 ange-
schrieben werden.

1.1.3 Kinematische Bindungen

Im Raum verfügt eine Punktmasse über f = 3 freie
Bewegungsmöglichkeiten (Freiheitsgrade). Die Anzahl
der freien Bewegungsmöglichkeiten bestimmt auch die
Anzahl der unabhängigen Koordinaten (Verallgemei-
nerte Koordinaten), die zur eindeutigen Lagebeschrei-
bung erforderlich sind. In (1.3) sind das die Komponen-
ten x , y, z des Ortsvektors.
Lager und/oder Führungen schränken die freien Bewe-
gungsmöglichkeiten ein.
In der Statik werden Lager durch die Fähigkeit der
Kraft und/oder Momentenübertragung beschrieben. In
der Kinematik steht die Einschränkung der Bewe-
gungsmöglichkeit im Vordergrund. Kinematische Bin-
dungsgleichungen charakterisieren jetzt die Wirkung
von Lagern und/oder Führungen.
Die triviale Bindungsgleichung

z = 0 (1.4)

beschreibt mit den verbleibenden Koordinaten x (t )
und y (t ) Bewegungen in der xy-Ebene.
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Bewegt sich die Punktmasse P auf einem Kreis in der
xy-Ebene mit dem Radius R, dann kann seine Lage
durch die Koordinate x = x (t ) und die Bindungsglei-
chungen

y = ±
√
R2 − x2 und z = 0 (1.5)

angegeben werden, Abb. 1.3.

x

x0

z0

y0

0

y
R

ϕ

P

Abbildung 1.3: Ebene Kreisbewegung

Die Koordinaten x und y können über

x = R cosφ und y = R sinφ (1.6)

durch den Winkelφ und den RadiusR ausgegeben wer-
den. Mitφ = φ (t ) als verallgemeinerter Koordinate und
den trivialen Bindungsgleichungen

R = const . und z = 0 (1.7)

kann die Kreisbewegung wesentlich einfacher be-
schrieben werden.
Durch die Wahl günstiger Koordinaten kann in vie-
len Fällen die Beschreibung einer Bewegung, bzw. die
Formulierung von Bindungsgleichungen, stark verein-
facht werden.

1.1.4 Bahnkurve

Bei seinen Bewegungen im Zeitintervall t0 ≤ t ≤ tE
durchlaufen die einzelnen Punkte P (t0) bis P (tE ) die
Bahnkurve, Abb. 1.4.
Zum Zeitpunkt t hat die Punktmasse auf der Bahnkur-
ve die Strecke s = s (t ) zurückgelegt.
Bei beliebig gekrümmten Bahnkurven kann der Zu-
sammenhang zwischen dem Weg s (t ) und den Punkt-
koordinaten x (t ), y (t ) und z (t ) nur noch durch di�e-
rentielle Betrachtung angegeben werden. Im in�nitesi-
mal kleinen Zeitschrittdt hat sich die Punktmasse vom

P(t)

P(t  )

r   (t  )0P

0

x0

y0

z0

Bahnkurve

Er   (t)0P

P(t  )0

0

r   (t  )0P E

s

Abbildung 1.4: Bahnkurve

Punkt P (t ) zum Punkt P (t+dt ) weiterbewegt und dabei
die Strecke ds zurückgelegt. Die Ortsvektoren

~r0P,0 (t ) =



x (t )
y (t )
z (t )


, ~r0P,0 (t+dt ) =



x (t+dt )
y (t+dt )
z (t+dt )


(1.8)

beschreiben die Lage von P (t ) und P (t+dt ).

P(t)

P(t+dt)

ds

dx

dy

dz

Abbildung 1.5: Wegkoordinate

Mit x (t+dt )=x (t )+dx , y (t+dt )=y (t )+dy und z (t+dt )=
z (t )+dz kann dann aus Abb. 1.5. der Zusammenhang

ds =
√
(dx )2 + (dy)2 + (dz)2 (1.9)

abgelesen werden.

1.2 Geschwindigkeit

1.2.1 Definition

Die auf das Zeitintervall 4t bezogene Lageänderung

4~r0P,0
4t

=
~r0P,0 (t+4t ) − ~r0P,0 (t )

4t
(1.10)
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gibt im Grenzübergang 4t → 0 die Geschwindigkeit
der Punktmasse zum Zeitpunkt t an

lim
4t→0

4~r0P,0
4t

=
d ~r0P,0
dt

= ~̇r0P,0 = ~v0P,0 . (1.11)

Die Berechnung der Lageänderung

4~r0P,0 = ~r0P,0 (t+4t ) − ~r0P,0 (t )

ist an ein Koordinatensystem – hier das System 0 – ge-
bunden. Damit gibt der nach (1.11) berechnete Vektor

~v0P,0 = ~̇r0P,0

die Geschwindigkeit an, die die Punktmasse P zum
Zeitpunkt t gegenüber dem Koordinatensystem 0 hat.

P(t)

P(t+  t)

r   (t+  t)0P

r   (t)0P

r0P

0
x0

y0

z0 et
v0P

Abbildung 1.6: Geschwindigkeit

Für 4t → 0 zeigt der Vektor 4~r0P in Richtung
der Bahntangente (Einheitsvektor ~et ) im Punkt P (t ),
Abb. 1.6. Der Geschwindigkeitsvektor ~v0P verläuft so-
mit stets tangential zur Bahn und mit v = |~v0P | kann
die Geschwindigkeit auch in der Form

~v0P,0 = v ~et,0 (1.12)

angeschrieben werden.

1.2.2 Bahngeschwindigkeit

Beschreibt man die Lage der Punktmasse mit

~r0P,0 (s ) =



x (s )
y (s )
z (s )


(1.13)

in Abhängigkeit von der Wegkoordinate s =s (t ), dann
muß die Ableitung nach der Zeit t über die Kettenregel
berechnet werden

~̇r0P,0 (s (t )) =
d

ds

(
~r0P,0 (s )

) ds

dt
, (1.14)

wobei v = ds
dt die Bahngeschwindigkeit angibt. Für die

Wegableitung erhält man

d ~r0P,0
ds

=



dx/ds
dy/ds
dz/ds


. (1.15)

Weil gemäß (1.9)(
dx

ds

)2
+

(
dy

ds

)2
+

(
dz

ds

)2
= 1 . (1.16)

gilt, ist (1.15) ein Einheitsvektor,

d ~r0P,0
ds

= 1 , (1.17)

der in Richtung der Bahntangente zeigt. Mit

d ~r0P,0
ds

= ~et und ds

dt
= v

geht (1.14) in (1.12) über.

1.3 Beschleunigung

1.3.1 Definition

Analog zur Geschwindigkeit kann aus der Geschwin-
digkeitsänderung

4~v0P,0 (dt ) = ~v0P,0 (t+4t ) − ~v0P,0 (t ) (1.18)

auch die Beschleunigung der Punktmasse P zum Zeit-
punkt t berechnet werden

lim
4t→0

4~v0P,0
4t

=
d ~v0P,0
dt

= ~̇v0P,0 = ~a0P,0 , (1.19)

wobei der Vektor

~a0P,0 = ~̇v0P,0 = ~̈r0P,0

die Beschleunigung angibt, die die Punktmasse P zum
Zeitpunkt t gegenüber dem Koordinatensystem 0 hat.
Die Richtung des Beschleunigungsvektors bleibt zu-
nächst unbestimmt, da ein Vektor – hier der Geschwin-
digkeitsvektor ~v0P,0 – sowohl seine Länge als auch sei-
ne Richtung ändern kann.

1.3.2 Tangentialbeschleunigung

Geht man bei der Berechnung der Beschleunigung von
der Geschwindigkeitsdarstellung (1.12) aus, dann er-
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hält man zunächst

~a0P,0 =
d

dt
(v ~et,0) = v̇ ~et,0 +v ~̇et,0 . (1.20)

Einheitsvektoren können nur die Richtung, nicht aber
die Länge ändern. Es gilt daher

~̇et,0 ⊥ ~et,0 bzw. ~e Tt,0 ~̇et,0 = 0 . (1.21)

Die Beschleunigungsanteile in (1.20) stehen senkrecht
aufeinander und liefern mit

at = v̇ (1.22)

sofort den tangentialen Anteil.

1.3.3 Normalbeschleunigung

Über die Wegkoordinate s = s (t ) kann die Ände-
rung von~et,0 geometrisch veranschaulicht werden. Zu-
nächst erhält man

~̇et,0 =
d

dt
~et,0 =

d

ds
~et,0

ds

dt
. (1.23)

Analog zu (1.19) gilt aber

d ~et,0
ds

= lim
4s→0

4~et,0 (s )

4s
. (1.24)

Mit einem Einheitsvektor senkrecht zur Bahntangen-
te ~en ⊥ ~et kann die Änderung von ~et in Betrag und
Richtung aufgeteilt werden

d ~et,0
ds

=
d ~et,0
ds

~en,0 . (1.25)

M

e (s)t

e (s+  s)t

s

ϕ

ϕ
e (s)t

r (s)

(s)ne

Bahnkurve

momentaner
Bahnmittelpunkt

Abbildung 1.7: Änderung der Bahntangente

Aus der Abb. 1.7 entnimmt man sofort

| 4~et,0 (s ) | = 4φ |~et,0 (s ) | = 4φ (1.26)

und
4s = ρ (s ) 4φ , (1.27)

wobei ρ = ρ (s ) den momentanen Krümmungsradius
der Bahn angibt.
Es gilt also

d ~et,0
ds

= lim
4s→0

4s

ρ (s )

4s
=

1
ρ (s )

. (1.28)

Mit der Bahngeschwindigkeit v= ds
dt lautet dann (1.23)

~̇et,0 =
d

ds
~et,0v =

d ~et,0
ds

~en,0v =
v

ρ
~en,0 . (1.29)

Setzt man (1.29) in (1.20) ein, dann kann mit

an =
v2

ρ
(1.30)

auch der Beschleunigungsanteil in Richtung der Bahn-
normalen en angegeben werden.

1.3.4 Gesamtbeschleunigung

Der Beschleunigungsvektor kann also mit

~a = v̇ ~et +
v2

ρ
~en = at ~et + an ~en (1.31)

stets in zwei aufeinander senkrechte Anteile zerlegt
werden, wobei der Betrag aus

|a | =
√
a2
t + a

2
n (1.32)

berechnet werden kann.
In vielen Fällen ist die Geschwindigkeitv , die Richtung
der Geschwindigkeit et und der Beschleunigungsvek-
tor ~a bekannt.
Mit

at = ~e Tt ~a (1.33)

kann die tangentiale Komponente herausge�ltert wer-
den.
Der verbleibende Anteil liefert dann mit

~an = ~a −
(
~e Tt ~a

)
~et (1.34)

die Normalbeschleunigung und mit

ρ =
v2

|~an |
(1.35)

auch den momentanen Krümmungsradius.
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1.4 Zylinderkoordinaten

1.4.1 Definition

Zur Beschreibung rotierender Bewegungen werden
häu�g Polar- oder Zylinderkoordinaten verwendet. Bei
einer Drehung um die z-Achse kann die Lage der
Punktmasse P gegenüber dem System 0 durch den
Ortsvektor

~r0P,0 (t ) =



r (t ) cosφ (t )
r (t ) sinφ (t )

z (t )


(1.36)

beschrieben werden. Zur Lagebeschreibung wurden
dabei die Zylinder-Koordinaten r , φ und z verwendet,
Abb. 1.8.

Pr0P

0=B

x0

y0

x

y

z

ϕ
r

xB

z0=zB

yB

Abbildung 1.8: Zylinderkoordinaten

Zur Beschreibung von Bewegungen in der xy-Ebene
genügen die Polarkoordinaten r und φ.
Der Winkel φ (t ) de�niert ferner ein zweites Koordina-
tensystem, das SystemB, dessen Ursprung und z-Achse
mit dem Ursprung und der z-Achse des Systems 0 zu-
sammenfällt.

1.4.2 Lage

Mit den Einheitsvektoren

~exB,0=



cosφ
sinφ

0


, ~eyB,0=



− sinφ
cosφ

0


, ~ezB,0=



0
0
1


(1.37)

in Richtung der Achsen des Systems B kann der Orts-
vektor (1.36) wie folgt angeschrieben werden

~r0P,0 = r ~exB,0 + z ~ezB,0 . (1.38)

Stellt man den Ortsvektor nicht im System 0, sondern
im System B dar, dann erhält man mit

~r0P,B =



r
0
z


(1.39)

eine sehr einfache Darstellung des Ortsvektors.

1.4.3 Geschwindigkeit

Die zeitliche Ableitung von (1.36), bzw. (1.38) liefert
entsprechend den De�nitionen (1.10) und (1.11) die Ge-
schwindigkeit der Punktmasse P gegenüber dem Sys-
tem 0, dargestellt im System 0. Aus (1.36) folgt

~̇r0P,0 =



ṙ cosφ − r φ̇ sinφ
ṙ sinφ + r φ̇ cosφ

ż (t )


. (1.40)

Di�erenziert man (1.39), dann erhält man mit

~̇r0P,B =



ṙ
0
ż


(1.41)

die Geschwindigkeit der Punktmasse P gegenüber dem
System B, dargestellt im System B.
Die unterschiedlichen Ergebnisse dokumentieren, daß
man beim Di�erenzieren sehr genau darauf achten
muß, in welchem System die Vektoren dargestellt wur-
den.
Mit der Darstellung des Ortsvektor in der Form (1.38)
erö�net sich eine Möglichkeit, die Geschwindigkeit in
einem System zu berechnen und das Ergebnis in einem
anderen System darzustellen. Die Ableitung von (1.38)
liefert zunächst

~̇r0P,0 = ṙ ~exB,0 + r ~̇exB,0 + ż ~ezB,0 + z ~̇ezB,0 . (1.42)

Aus (1.37) folgt

~̇exB,0 =



− sinφ
cosφ

0

︸       ︷︷       ︸
~eyB,0

φ̇ und ~̇ezB,0 = 0 . (1.43)
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Eingesetzt in (1.42) bleibt

~̇r0P,0 = ṙ ~exB,0 + r φ̇ ~eyB,0 + ż ~ezB,0 (1.44)

oder im System B dargestellt

(
~̇r0P,0

)
,B
=



ṙ
r φ̇
ż


. (1.45)

Dies ist die Geschwindigkeit der Punktmasse P gegen-
über dem System 0, dargestellt im System B. Sie stimmt
nicht mit (1.41) überein!

1.4.4 Beschleunigung

Auch die Beschleunigung von P gegenüber dem Sys-
tem 0 kann im System B einfacher dargestellt werden.
Die Ableitung von (1.44) liefert

~̈r0P,0 = r̈ ~exB,0 + ṙ ~̇exB,0

+ ṙ φ̇ ~eyB,0 + r φ̈ ~eyB,0 + r φ̇ ~̇eyB,0

+ z̈ ~ezB,0 + ż ~̇ezB,0 .

(1.46)

Mit (1.43) und

~̇eyB,0 =



− cosφ
− sinφ

0


φ̇ = −~exB,0 φ̇ (1.47)

bleibt

~̈r0P,0 = (r̈−r φ̇2) ~exB,0+ (r φ̈+2 ṙ φ̇) ~eyB,0+z̈ ~ezB,0 (1.48)

oder im System B dargestellt

(
~̈r0P,0

)
,B
=



r̈ − r φ̇2

r φ̈ + 2 ṙ φ̇
z̈


. (1.49)

Auch hier darf das Ergebnis nicht mit der zweiten Ab-
leitung

~̈r0P,B =



r̈
0
z̈


(1.50)

des im System B dargestellten Vektors r0P,B verwech-
selt werden.
Die Beschleunigungen in (1.49) und (1.50) unterschei-
den sich durch die Terme r φ̇2, r φ̈ und 2 ṙ φ̇; sie wer-
den als Zentrifugal-, Führungs- und Coriolisbeschleu-
nigung bezeichnet.
Die Darstellung der Beschleunigung von P gegenüber
dem System 0 im System 0 ist sehr aufwendig, wird

aber zum Vergleich trotzdem angeben. Man erhält sie
aus der Ableitung von (1.40) oder direkt aus (1.48)

~̈r0P,0=



(r̈ − r φ̇2) cosφ − (r φ̈ + 2 ṙ φ̇) sinφ
(r̈ − r φ̇2) sinφ + (r φ̈ + 2 ṙ φ̇) cosφ

z̈ (t )



. (1.51)

1.5 Grundaufgaben

1.5.1 Räumliche Bewegungen

Ist entweder die Lage~r0P,0, die Geschwindigkeitv0P,0=

~̇r0P,0 oder die Beschleunigung a0P,0= ~̇v0P,0=~̈r0P,0 einer
Punktmasse als Funktion der Zeit bekannt, dann kön-
nen die anderen Größen durch Di�erentiation und/o-
der Integration berechnet werden.

1.5.2 Eindimensionale Bewegungen

Bei eindimensionalen Bewegungen oder bei Bewegun-
gen längs einer vorgegebenen Kurve, ist in einigen Fäl-
len die (Bahn-)Geschwindigkeitv oder die (Tangential-
)Beschleunigung a nicht als Funktion der Zeit t , son-
dern als Funktion des Weges s gegeben.
Ist die Geschwindigkeit als Ortsfunktion v =v (s ) ge-
geben, dann folgt die Beschleunigung aus

a =
dv

dt
=
dv

ds

ds

dt
=
dv

ds
v . (1.52)

Mit v = ds
dt und v =v (s ) folgt zunächst nur die Zeit als

Funktion des Weges

dt =
ds

v (s )
oder t = t0 +

∫
ds

v (s )
. (1.53)

In einigen Fällen existiert die Umkehrfunktion zu t =
t (s ). Dann kann auch s=s (t ) angegeben werden.
Ist die Beschleunigung als Ortsfunktion a=a(s ) gege-
ben, dann folgt (1.52) die Geschwindigkeit aus

v dv = a(s ) ds oder v2 = v2
0 + 2

∫
a(s ) ds . (1.54)

Da man hier die Geschwindigkeit als Funktion des
Weges erhält, v = v (s ), kann gemäß (1.53) zunächst
wieder nur die Zeit als Funktion des Weges berechnet
werden, t =t (s ). Auf Grund der komplizierten Funktio-
nen ist es hier in der Regel nicht möglich, die Umkehr-
funktion s=s (t ) explizit anzugeben.
In einigen Fällen ist die Beschleunigung in Abhängig-
keit von der Geschwindigkeit gegeben, a=a(v ). Dann
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erhält man aus a = dv
dt sofort die Zeit als Funktion der

Geschwindigkeit

t = t0 +

∫
dv

a(v )
(1.55)

und über (1.52) auch den Weg als Funktion der Ge-
schwindigkeit

ds =
v dv

a(v )
oder s = s0 +

∫
v dv

a(v )
. (1.56)

Falls die Umkehrfunktion zu (1.55) existiert, kann auch
v=v (t ) angegeben werden.
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2 Punkt-Kinetik

2.1 Axiom von Newton

Bewegt sich die Punktmasse m mit der Geschwindig-
keit ~v gegenüber einem ruhenden System, dann gibt
der Vektor

~p = m ~v (2.1)

den Impuls der Punktmasse an.
Eine an der Punktmasse angreifende Kraft ~F verändert
den im ruhenden System 0 dargestellten Impuls. Ge-
mäß Newton gilt also

d

dt
~p,0 = ~F,0 , (2.2)

wobei der durch Komma abgetrennte Index 0 die Dar-
stellung der Vektoren im ruhenden System 0 angibt.

Sir Isaac Newton
 
* 4. Januar 1643
† 31. März 1727 

Englischer Mathematiker 
und Physiker:

siehe:  http://de.wikipedia.org

2.2 Impulssatz

2.2.1 Definition

Bei abgeschlossenen Systemen wird über die System-
grenze weder Masse zu- noch abgeführt. Wegen m =
const . folgt dann aus (2.2) mit (2.1) der Impulssatz

m
d

dt
~v,0 = ~F,0 , (2.3)

wobei
d

dt
~v,0 = ~a,0 (2.4)

die Beschleunigung der Punktmasse gegenüber einem
ruhenden System 0 angibt.
Der Impulssatz kann in jedem beliebigen Koordinaten-
system R angeschrieben werden

m ~a,R = ~F,R . (2.5)

Zu beachten ist allerdings, daß ~a stets die Beschleuni-
gung der Punktmassem gegenüber dem ruhenden Sys-
tem 0 sein muß.

2.2.2 Beispiele

2.2.2.1 Freie Bewegung, allgemeines Kra�gesetz

Eine Punktmasse m tritt zum Zeitpunkt t0 = 0 an der
Stelle x (t0) = 0, y (t0) = 0 mit der Anfangsgeschwin-
digkeit ẋ (t0) = v0, ẏ (t0) = 0 in ein Magnetfeld ein,
dessen Anziehungskraft durch Fx = 0 und Fy = FE

x
L

gegeben ist, Abb. 2.1.

m v0 x

y L

α

Bahnkurve

FE

Abbildung 2.1: Bewegung in einem Magnetfeld

Die Vektoren

r0P =



x
y
0


; v0P =



ẋ
ẏ
0


; a0P =



ẍ
ÿ
0


(2.6)

beschreiben Lage, Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der Punktmasse gegenüber dem ruhenden Koor-
dinatensystem.
Unter Vernachlässigung der Erdanziehung liefert der
Impulssatz für die beiden wesentlichen Komponenten

m ẍ = Fx = 0 ;
m ÿ = Fy = FE

x

L
.

(2.7)

Die Bewegungsgleichungen (2.7) sind gekoppelt, kön-
nen aber dennoch sukzessive gelöst werden.
Aus der ersten Gleichung folgt

ẍ = 0 ; bzw. ẋ = C1 und x = C1 t +C2 . (2.8)

8
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Die IntegrationskonstantenC1 undC2 können aus den
Anfangsbedingungen

x (t0=0) = 0 und ẋ (t0=0) = v0 (2.9)

bestimmt werden. Man erhält

C2 = 0 und C1 = v0 . (2.10)

Damit kann die Bewegung in x-Richtung mit

x = x (t ) = v0t (2.11)

als reine Zeitfunktion angegeben werden. Mit (2.11)
folgt dann aus der zweiten Gleichung in (2.7) mit

ÿ =
FE v0
mL

t . (2.12)

die Beschleunigung in y-Richtung. Eine erste unbe-
stimmte Integration liefert die Geschwindigkeit

ẏ =
FE v0
mL

t2

2 +C3 (2.13)

und eine weitere Integration auch die Auslenkung

y =
FE v0
mL

t3

6 +C3t +C4 . (2.14)

Wegen

y (t0=0) = 0 und ẏ (t0=0) = 0 (2.15)

verschwinden hier die Integrationskonstanten

C3 = 0 und C4 = 0 . (2.16)

Damit beschreiben

x (t ) = v0 t und y (t ) =
FE v0
mL

t3

6 (2.17)

die Bewegung der Punktmasse. Eliminiert man die Zeit
t , dann erhält man mit

y (x ) =
FE

6v2
0 mL

x3 (2.18)

die Gleichung der Bahnkurve.
Die Punktmasse verläßt das Magnetfeld an der Stelle

x = L und y =
FE

6v2
0 m

L2 (2.19)

unter dem Winkel

tanαa =
dy

dx x=L
=

FE L

2v2
0 m
. (2.20)

2.2.2.2 Bewegung mit kinematischen Bindungen

Das skizzierte Fliehkraftpendel dreht mit der Winkel-
geschwindigkeit φ̇ = Ω um die z0-Achse. Der Win-
kel α = α (t ) beschreibt die Auslenkung des Pendels,
Abb. 2.2.

a

P

b
ϕ

α

x0

z0

y0

xB

yBzB

h

Abbildung 2.2: Fliehkraftpendel

Die Beschleunigung der Pendelmasse gegenüber dem
ruhenden System x0, y0, z0 kann am einfachsten im
System xB , yB , zB dargestellt werden. Mit den Zylin-
derkoordinaten r =r (t ),φ=φ (t ) und z=z (t ) gilt gemäß
(1.49)

~a0P,B =
(
~̈r0P,0

)
,B
=



r̈ − r φ̇2

r φ̈ + 2 ṙ φ̇
z̈


, (2.21)

wobei hier

r = a + b sinα und z = h − b cosα (2.22)

gilt. Mit den Ableitungen

ṙ = b α̇ cosα
r̈ = b α̈ cosα − b α̇2 sinα

(2.23)

und
ż = b α̇ sinα
z̈ = b α̈ sinα + b α̇2 cosα

(2.24)

lautet dann (2.21)

~a0P,B =



b α̈ cosα−b α̇2 sinα− (a+b sinα ) φ̇2

(a+b sinα ) φ̈+2 (b α̇ cosα ) φ̇
b α̈ sinα+b α̇2 cosα


. (2.25)

Die Wirkung der Pendellagerung (axiales Lager) auf
die Pendelmasse äußert sich in der, in Richtung der

9
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Pendelstange zeigenden, Normalkraft N und in der, in
yB-Richtung zeigenden, Querkraft Q , Abb. 2.3.
Die Gewichtskraftmд zeigt stets entgegen der z0-, bzw.
zB-Achse.

a

P

b
ϕ

α

x0

z0
y0

xB

yBzB

h

QN

mg

Abbildung 2.3: Kräfte am Fliehkraftpendel

Der Impulssatz für die Pendelmasse, angeschrieben im
System B, liefert also

m (b α̈ cosα − b α̇2 sinα − xP φ̇2 ) =

−N sinα ;
m ( xP φ̈ + 2 (b α̇ cosα ) φ̇ ) =Q ;
m (b α̈ sinα + b α̇2 cosα ) =

N cosα −mд ,

(2.26)

wobei die Abkürzung xP = a+b sinα verwendet wurde.
Die erste und dritte Gleichung können durch Multipli-
kation mit sinα und cosα sowie anschließender Ad-
dition, bzw. Subtraktion, zu einer nichtlinearen Di�e-
rentialgleichung 2. Ordnung für den Pendelausschlags-
winkel α

m (b α̈ − (a+b sinα ) cosα φ̇2 ) = −mд sinα (2.27)

und zu einer Bestimmungsgleichung für N

m (b α̇2 + (a+b sinα ) sinα φ̇2 ) = N−mд cosα (2.28)

umgeformt werden.
Die Di�erentialgleichung (2.27) kann nur mehr nume-
risch gelöst werden.
Bei konstanter Drehzahl φ̇ =Ω = const . ist eine statio-
näre Lösung α = αS = const . möglich. Mit α̈S = 0 folgt
aus (2.27) eine transzendente Gleichung

− (a+b sinαS ) cosαS Ω2 = −д sinαS , (2.29)

die wieder nur numerisch nach αS aufgelöst werden
kann.

2.3 Energiesatz

2.3.1 Herleitung

Die Bewegung einer Punktmassem unter dem Ein�uß
einer Kraft ~F wird gemäß (2.30) durch den Impulssatz

m
d

dt
~v0P,0 = ~F,0 (2.30)

beschrieben, wobei ~v0P,0 =
d
dt ~r0P,0 die Geschwindig-

keit der Punktmasse gegenüber dem ruhenden System
0 angibt, Abb. 2.4.

P(t)

P(t  )

r   (t  )0P

0

x0

y0

z0

Bahnkurve

E

r   (t)0P

P(t  )0

0

s

r   (t  )0P E

F
et

Abbildung 2.4: Bewegung einer Punktmasse

Mit
~v0P,0 = v ~et,0 (2.31)

folgt aus (2.30)

m v̇ ~et,0 + v ~̇et,0 = ~F,0 . (2.32)

Nach skalarer Multiplikation mit dem Einheitsvektor
~et in Richtung der Bahntangente erhält man

m v̇ ~e Tt,0 ~et,0︸ ︷︷ ︸
1

+v ~e Tt,0 ~̇et,0︸ ︷︷ ︸
0

= ~e Tt,0 ~F,0 . (2.33)

Es bleibt also
m v̇ = ~e Tt,0 ~F,0 . (2.34)

Nur der Anteil der Kraft in Richtung der Bahntangente
führt zu einer Änderung der Bahngeschwindigkeit v .
Mit

v̇ =
dv

ds

ds

dt
=

dv

ds
v (2.35)

10
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kann (2.34) in der Form

mv dv = ~e Tt,0 ~F,0 ds (2.36)

angeschrieben werden. Mit

d ~r0P,0 = ds ~et,0 (2.37)

erhält man

mv dv = d ~r T0P,0
~F,0 = ~F T

,0 d ~r0P,0 . (2.38)

Nun kann auf beiden Seiten integriert werden

m

vE∫
v0

v dv =

~rE∫
~r0

~F T
,0 d ~r0P,0 , (2.39)

wobei die Grenzen mit v0 = v (t0), vE = v (tE ) und
~r0 = ~r0P,0 (t0), ~rE = ~r0P,0 (tE ) abgekürzt wurden.
Das Integral auf der linken Seite kann allgemein gelöst
werden und liefert die kinetischen Energien der Punkt-
masse zum Zeitpunkt t = t0 und t = tE

m

vE∫
v0

v dv =
[ 1

2 mv2
]vE
v0
=

E (E )
kin︷ ︸︸ ︷

1
2 mv2

E −

E (0)
kin︷ ︸︸ ︷

1
2 mv2

0 . (2.40)

Der Ausdruck auf der rechten Seite de�niert die Arbeit,
die die in Richtung des Wegelements d ~r0P,0 projizierte
Kraft ~F auf dem Weg von ~r0 bis ~rE geleistet hat

~rE∫
~r0

~F T
,0 d ~r0P,0 = W (0→E )

F . (2.41)

Mit dem Energiesatz

E (E )
kin − E

(0)
kin = W (0→E )

F (2.42)

als integrierte Form des Impulssatzes kann in einigen
Fällen die Bewegung einer Punktmasse eleganter be-
schrieben werden.

2.3.2 Energieerhaltung

In einigen Sonderfällen, bei konservativen Kräften,
kann das Integral in (2.41) allgemein gelöst werden.
Analog zu (2.40) wird dann die Stammfunktion des ne-
gativen Arbeitsintegrals als potentielle Energie Epot

bezeichnet. Mit

−

~rE∫
~r0

~F T
,0 d ~r0P,0 =

[
Epot

]~rE
~r0
= E (E )

pot − E
(0)
pot (2.43)

lautet dann (2.42)

E (E )
kin − E

(0)
kin = −

(
E (E )
pot − E

(0)
pot

)
(2.44)

oder
E (0)
pot + E

(0)
kin︸        ︷︷        ︸

E (0)

= E (E )
pot + E

(E )
kin︸        ︷︷        ︸

E (E )

. (2.45)

Gleichung (2.45) wird als Energieerhaltungssatz be-
zeichnet.

2.3.3 Beispiel

Eine Paketrutsche ist um den Winkel α gegenüber der
Horizontalen geneigt. Im ersten Teil mit der Länge a
sorgen kleine Rollen für einen reibungsfreien Trans-
port. Auf der anschließenden Gleitstrecke mit dem
Reibwert µ werden die Pakete bis zum Stillstand ab-
gebremst, Abb. 2.5.

A

B s
a

x1
x2

α

C

Abbildung 2.5: Paket-Rutsche

Welche Strecke s legen die Pakete auf der Gleitstre-
cke zurück und wie lange dauert der Transportvorgang
von A nach B, wenn die Pakete bei A ohne Anfangsge-
schwindigkeit aufgesetzt werden?
Auf das freigeschnittene Paket wirken die Gewichts-
kraft mд, die Normalkraft FN und die Reibkraft FR ,
Abb. 2.6.

x

z

FN

mg FR

Abbildung 2.6: Paket freigeschnitten
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In z-Richtung �ndet keine Bewegung statt. Es gilt also

0 = FN −mд cosα oder FN = mд cosα . (2.46)

Die Strecke s , die ein Paket auf der Gleitstrecke zurück-
legt, kann am einfachsten mit dem Energiesatz berech-
net werden. Für die Bewegung vonAnachB erhält man
gemäß (2.42)

0︸︷︷︸
E (B )
kin

− 0︸︷︷︸
E (A)
kin

=mд sinα (a+s ) − µmд cosα s︸                                ︷︷                                ︸
W (A→B )

F

.

(2.47)
wobei mд sinα der Hangabtrieb und µmд cosα die
Reibkraft angibt. Aufgelöst bleibt

s =
a sinα

µ cosα − sinα (2.48)

Die Pakete kommen nur dann zum Stillstand, wenn der
Reibwert die Bedingung

µ > tanα (2.49)

erfüllt.
Zur Berechnung der Zeit wird die Bewegung in zwei
Abschnitte unterteilt.
Der Impulssatz

m ẍ1 = mд sinα (2.50)

beschreibt die Bewegung auf der Rollenbahn, Ab-
schnitt AC . Da die Beschleunigung ẍ1 = д sinα kon-
stant ist, erhält man für die Geschwindigkeit

ẋ1 = д sinα t +C1 (2.51)

und für den Weg

x1 =
1
2 д sinα t2 +C1 t +C2 . (2.52)

Aus den Anfangsbedingungen

x1 (t =0) = 0 und ẋ1 (t =0) = 0 (2.53)

folgen die Integrationskonstanten

C1 = 0 und C2 = 0 (2.54)

Es gilt also
x1 =

1
2 д sinα t2 . (2.55)

Das Ende der Rollenbahn x1 = a wird demnach in der

Zeit

tAC =

√
2a

д sinα (2.56)

erreicht.
Auf der Gleitstrecke, AbschnittCB, wird die Bewegung
durch

m ẍ2 = mд sinα − µmд cosα (2.57)

beschrieben, wobei der Impulssatz (2.57) durch die
Reibkraft

FR = −µ FN = −µmд cosα (2.58)

erweitert wurde.
Auch hier ist die Beschleunigung mit

ẍ2 = д (sinα − µ cosα ) (2.59)

konstant. Analog zu (2.51) gilt somit

ẋ2 = д (sinα − µ cosα ) t +C3 , (2.60)

wobei zu beachten ist, daß die Zeitachse wieder bei t =
0 beginnt. Die Pakete treten mit

x2 (t =0) = ẋ1 (t =tAC ) =
√

2дa sinα (2.61)

in die Gleitstrecke ein und werden bis zum Stillstand
abgebremst

ẋ2 (t =tCB ) = 0 . (2.62)

Gemäß (2.60) gilt also

0 = д (sinα − µ cosα ) tCB +C3 , (2.63)

wobei die Integrationskonstante

C3 =
√

2дa sinα (2.64)

aus (2.61) und (2.60) folgt. Mit (2.64) kann (2.63) nach
der Bremsdauer aufgelöst werden

tCB =

√
2дa sinα

д (µ cosα − sinα ) . (2.65)

Mit
T = tAC + tCB (2.66)

hat man dann auch die Gesamtdauer des Transportvor-
gangs.

12



Technische Mechanik III (Dynamik) Prof. Dr.-Ing. G. Rill

2.4 Raketengleichung

2.4.1 Herleitung

Das System Rakete ist nicht abgeschlossen, da mit dem
ausgestoßenen Treibsto� ständig Masse das System
verläßt, Abb. 2.8. Das Newtonsche Axiom in der Form

dp

dt
= F

gilt auch für nicht abgeschlossene Systeme. Allerdings
muß jetzt bei der Impulsänderung der Massentransport
über die Systemgrenze berücksichtigt werden.
Zur Herleitung wird ein Körper der Masse m betrach-
tet, dem sich im Zeitinterval t → t +dt ein Massenteil-
chen dm anschließt, Abb. 2.7.

v

dm m

v+dv

t t+dt
m+dm

v+vrel

Abbildung 2.7: Massentransport

Die Impulsbilanz zu den Zeitpunkten t und t+dt liefert

p (t ) = mv + dm (v +vr el ) ,

p (t + dt ) = (m + dm) (v + dv ) ,
(2.67)

wobei vr el die Relativgeschwindigkeit des Masseteil-
chens gegenüber dem Körper angibt. Die Impulsände-
rung erhält man aus

dp

dt
= lim

dt→0

p (t + dt ) − p (t )

dt
. (2.68)

Eingesetzt bleibt

dp

dt
= m

dv

dt
−
dm

dt
vr el , (2.69)

wobei der quadratisch kleine Term dmdv beim Grenz-
übergang dt → 0 gegenüber den restlichen Termen
vernachlässigt wurde.
Bei einer Rakete wird Masse ausgestoßen, Abb. 2.8.

vw

offene Systemgrenze

F

Abbildung 2.8: Rakete

Mit der Massenabnahme

µ = −
dm

dt
(2.70)

und der Ausströmgeschwindigkeit

w = −vr el (2.71)

erhält man aus (2.69)

dp

dt
= m

dv

dt
− µw . (2.72)

Damit lautet der Impulssatz für eine Rakete

m
dv

dt
− µw = F (2.73)

oder mit S = µw als Schub in Form der Raketenglei-
chung

m
dv

dt
= F + µw , (2.74)

wobei die aktuelle Masse m =m(t ) durch die Massen-
änderung (2.70) de�niert ist und in F die auf die Rakete
wirkenden äußeren Kräfte zusammengefaßt wurden.

2.4.2 Beispiel Wassersto�rakete

Die Ausströmgeschwindigkeit einer Wassersto�rakete
beträgt etwa w ≈ 4 000 m/s und die Massenabnahme
ist konstant, µ=const . Vernachlässigt man den Luftwi-
derstand und die Erdanziehung, dann lautet die Rake-
tengleichung (2.74)

m
dv

dt
= µw . (2.75)

Wegenm =m(t ) muß die Separation in der Form

dv =
µw

m(t )
dt (2.76)

durchgeführt werden. Mit µ=const . folgt aus (2.70)

dm

dt
= −µ oder m(t ) = m0 − µ t , (2.77)

wobei m0 =m(t =0) die Startmasse der Rakete angibt.
Eingesetzt in (2.76) erhält man unter Berücksichtigung
von µw = const .

v=v (t )∫
v=0

dv = µw

t∫
t=0

dt

m0 − µ t
(2.78)
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oder

v (t ) = µw

[
−

1
µ

ln(m0 − µ t )

] t

t=0
. (2.79)

Nach Einsetzen der Grenzen bleibt schließlich

v (t ) = w ln m0
m0 − µ t

, (2.80)

wobei der Term µ t = mT (t ) die bis zum Zeitpunkt t
verbrauchte Treibsto�menge angibt.
Die Treibsto�menge, die benötigt wird, um eine Rakete
auf die EndgeschwindigkeitvE zu beschleunigen, kann
gemäß (2.80) durch

vE = w ln m0
m0 −mT

(2.81)

abgeschätzt werden. Aus (2.81) erhält man

m0 −mT

m0
= e−vE /w (2.82)

oder
mT

m0
= 1 − e−vE /w (2.83)

Für eine Wassersto�rakete (w = 4 000 m/s), die auf
Fluchtgeschwindigkeit vE = 11 200 m/s beschleunigt
werden soll, folgt aus (2.83)

mT

m0
= 1 − e−11 200/4 000 = 0.9392 , (2.84)

d.h. die Rakete muß beim Start zu 94% aus Treibsto�
bestehen.
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3 Krä�e

3.1 Federkrä�e

3.1.1 Kra�gesetz

Stäbe, Drähte oder Seile werden in der Technischen
Mechanik in der Regel als masselose Kraftelemente be-
schrieben. Die in Elementrichtung übertragene Kraft F
kann dabei als Funktion der Längenänderung 4` ange-
geben werden,

F = F (4`) . (3.1)

Als Symbol für solche Kraftelemente verwendet man
das Sinnbild einer Schraubenfeder, Abb. 3.1.

0

F

1

2
0

0z

0x

0y

02r

01r
F

Abbildung 3.1: Federelement

Sind die Anlenkpunkte des Kraftelements durch die
Vektoren ~r01 und ~r02 gegeben, dann errechnet sich die
aktuelle Länge aus

` = |~r12 | = |~r02 − ~r01 | . (3.2)

Bezeichnet `0 die Länge des Kraftelements im unbelas-
teten Zustand, dann folgt die Längenänderung aus

4` = ` − `0 . (3.3)

Bei linear elastischem Materialverhalten sind Kraft und
Auslenkung proportional

F = c 4` , (3.4)

wobei die Proportionalitätskonstante c mit der Dimen-
sion N /m als Stei�gkeit oder Federkonstante bezeich-
net wird.
Die Richtung der im Anlenkpunkt 2 auf das Kraftele-
ment wirkenden Kraft ist durch den Einheitsvektor in

Richtung des Kraftelements gegeben

~e12 =
~r12
|~r12 |

=
~r02 − ~r01
|~r02 − ~r01 |

. (3.5)

Wie das folgende Beispiel verdeutlicht, kann das Kraft-
übertragungsverhalten einer Feder trotz linearer Fe-
derkennung nichtlinear werden.

3.1.2 Nichtlineare Federkrä�e

Eine Punktmasse bewegt sich reibungsfrei in einer ho-
rizontalen Führung, Abb. 3.2. Zwischen der Masse m
und dem Lagerpunkt A ist eine Feder mit der unge-
spannten Länge `0 und der Stei�gkeit c gespannt.

a
0c,

m

x x

FαN
mg

F

Abbildung 3.2: Nichtlineare Kraftwirkung

Der Impulssatz in x-Richtung lautet

m ẍ = −FF sinα . (3.6)

Das Federgesetz liefert

FF = c 4` = c (` − `0) , (3.7)

wobei die aktuelle Länge hier durch

` =
√
a2 + x2 (3.8)

gegeben ist. Mit sinα = x/` und dem Federgesetz (3.7)
lautet der Impulssatz (3.6)

m ẍ = −c (` − `0)
x

`
= −c (1 − `0/`) x (3.9)
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und mit (3.8) bleibt schließlich

m ẍ = − c

(
1 − `0
√
a2 + x2

)
x︸                          ︷︷                          ︸

F = F (x )

. (3.10)

Trotz linearer Federkennung FF = c 4` erhält man hier
auf Grund der Kinematik eine nichtlineare Kraftwir-
kung.
Für kleine Auslenkungen mit x � a kann die Kraft
F (x ) durch

F (x ) ≈ − c
(

1 − `0
a

)
x = − c∗ x (3.11)

angenähert werden.
Für die Ersatz-Federkonstante c∗ können die, in der Ta-
belle 3.1 zusammengestellten, Fälle unterschieden wer-
den.

`0 > a ⇒ c∗ < 0 Druckvorspannung
`0 = a ⇒ c∗ = 0 keine Vorspannung
`0 < a ⇒ c∗ > 0 Zugvorspannung

Tabelle 3.1: Ersatzfederkonstante

Nur wenn die Feder unter Zug vorgespannt wird, er-
hält man mit c∗ > 0 und F (x ) = −c∗ x eine rückstel-
lende, der Auslenkung x entgegengerichtete, Kraft. Im
Sonderfall `0 = a kann die Masse in x-Richtung klei-
ne Bewegungen praktisch ohne Widerstand F (x ) ≈ 0
ausführen. Wird die Feder unter Druck vorgespannt,
dann ist das Systemverhalten instabil, da eine positive
Auslenkung x > 0 wegen c∗ < 0 und F (x ) = −c∗ x zu
einer positiven Kraft F > 0 führt, die die Auslenkung
vergrößert.

3.1.3 Der Lineare Schwinger

Bei einer auf Zug vorgespannten Feder kann die Feder-
kraft bei kleinen Auslenkungen x � a gemäß (3.11)
durch das lineare Federgesetz F = −c∗ x mit c∗ > 0
approximiert werden. Der Impulssatz lautet dann

m ẍ = − c∗ x . (3.12)

Mit der, als ungedämpfte Eigenfrequenz bezeichneten,
Abkürzung

ω2
0 =

c∗

m
(3.13)

kann (3.12) als Schwingungsdi�erentialgleichung

ẍ + ω2
0 x = 0 (3.14)

angeschrieben werden, die durch die harmonische
Funktion

x = A sinω0t + B cosω0t (3.15)

gelöst wird. Die Konstanten A und B können aus den
Anfangsbedingungen

x (t =0) = x0 und ẋ (t =0) = v0 (3.16)

bestimmt werden.

3.1.4 Federenergie

Mit der Umformung

ẍ =
dẋ

dt
=

dẋ

dx

dx

dt
= ẋ

dẋ

dx
(3.17)

kann nach Separation auf beiden Seiten von (3.10) in-
tegriert werden∫

m ẋ dẋ = −

∫
c x dx +

∫
c
`0 x

√
a2 + x2

dx , (3.18)

wobei die rechte Seite auf zwei Terme aufgeteilt wurde.
Man erhält

1
2 m ẋ2 = −

1
2 c x2 + c `0

√
a2 + x2 + C . (3.19)

Mit der aktuellen Federlänge (3.8) und der daraus fol-
genden Beziehung

x2 = `2 − a2 (3.20)

lautet (3.19)

1
2 m ẋ2 = −

1
2 c (`2 − a2) + c `0 ` + C (3.21)

oder
1
2 m ẋ2 = −

1
2 c ( ` − `0︸︷︷︸

4`

)2 +C +
1
2 c `20 +

1
2 c a2︸                 ︷︷                 ︸

C∗

. (3.22)

Mit der kinetischen Energie der Punktmasse

Ekin =
1
2 m ẋ2 (3.23)

und
Epot =

1
2 c 4` 2 (3.24)

als potentielle Energie der Feder gibt (3.22) die Ener-
gieerhaltung

Ekin + Epot = const . (3.25)
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an. Die Kraftwirkung von Federn ist energieerhaltend.
Mit (3.22) kann zwar die Geschwindigkeit der Punkt-
masse als Funktion des Weges, ẋ = ẋ (x ) angegeben
werden. Eine weitere Integration, die dann die Zeit t
als Funktion des Weges, t = t (x ) liefern würde, kann in
der Regel nicht mehr analytisch durchgeführt werden.
Bei nichtlinearen, wegabhängigen Kraftgesetzen kann
in den meisten Fällen die Lösung x = x (t ) nur mehr
durch numerische Integration gewonnen werden.

3.2 Widerstandskrä�e

3.2.1 Trockene Reibung

Kommt es in der Berührebene zweier Körper zu Rela-
tivbewegungen, Abb. 3.3, dann kann nach Coulomb die
auf den Körper 1 wirkende Reibkraft durch

~FR = −µ FN
~vG
| ~vG |

(3.26)

beschrieben werden, wobei µ den Gleitreibungsbei-
wert, FN die Normalkraft und

~vG = ~v0P1 − ~v0P2 (3.27)

die Gleitgeschwindigkeit im Kontaktpunkt angibt.

1

2

P

v0P2

v0P1

P1

vG

FN

FR

Abbildung 3.3: Coulomb-Reibung

Das Reibgesetz (3.26) gilt nur für Gleitgeschwindigkeit
~vG > 0. Übergänge zwischen Gleiten und Haften kön-
nen mit diesem Ansatz nicht untersucht werden.

Charles Augustin 
de Coulomb

* 14. Juni 1736 
† 23. August 1806
 
Französischer Physiker.
 
siehe:  http://de.wikipedia.org

Wie das folgende Beispiel zeigt, lassen sich Problem-
stellungen mit Festkörperreibung meist recht gut mit
dem Energiesatz (2.42) lösen.
Betrachtet wird ein Transportvorgang, Abb. 3.4, bei
dem ein Körper der Masse m von A nach B gebracht
werden soll. Die Transportstrecke besteht aus einer
schiefen Ebene und einem horizontalen Teilstück. Der
Reibwert zwischen Körper und Unterlage ist mit µ ge-
geben. Der Körper hat stets Kontakt mit der Unterlage.

vA

vB
a1

a2

α
m

µ1
µ2A

BC

Abbildung 3.4: Transportvorgang

Mit welcher Geschwindigkeit vA muß er in A starten
um bei B mit der Geschwindigkeit VB anzukommen?
In den beiden Abschnitten 0 ≤ s1 ≤ a1 und 0 ≤ s2 ≤ a2
wirken auf den Körper das Gewicht, die Normalkraft
und die Reibkraft, Abb. 3.5.

s1

s

mg N
mg N

R1
1

2

R2

2

Abbildung 3.5: Körper freigeschnitten

Aus der Kräftebilanz in Richtung der Normalkraft folgt

N1 = mд cosα und N2 = mд . (3.28)

Für die Reibkräfte gilt dann

R1 = µmд cosα und R2 = µmд . (3.29)

Der Energiesatz (2.42) lautet hier

1
2mv

2
B︸︷︷︸

E (B )
kin

−
1
2mv

2
A︸︷︷︸

E (A)
kin

=−(sinα+µ1 cosα )mдa1︸                        ︷︷                        ︸
W (A→C )

−µ2mдa2︸    ︷︷    ︸
W (C→B )

.

(3.30)
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Aufgelöst bleibt

vA =
√
v2
B + 2д(a1 sinα+µ1a1 cosα+µ2a2) . (3.31)

3.2.2 Laminare Dämpfung

Bewegt sich ein Körper in einem zähen Fluid und setzt
man eine laminare Strömung voraus, dann kann nach
Stoke die auf den Körper wirkende Kraft durch

~FW = −d ~vr el (3.32)

beschrieben werden, wobei d eine Konstante und

~vr el = ~v0K − ~v0F (3.33)

die Relativgeschwindigkeit zwischen Körper (K) und
Fluid (F) angibt.

3.2.3 Turbulente Dämpfung

Bei turbulenter Strömung erhält man die Widerstands-
kraft aus dem Staudruck. Dabei gilt

~FW = −cW
ρF
2 A |~vr el | ~vr el , (3.34)

wobei cW einen dimensionslosen Formparameter, ρF
die Fluiddichte, A die angeströmte Querschnitts�äche
und ~vr el die nach (3.33) berechnete Relativgeschwin-
digkeit angibt.
Auf einen Fallschirmspringer, der mit der Geschwin-
digkeitv = v (t ) absinkt, wirkt neben dem Gewichtmд
die Widerstandskraft FW , Abb. 3.6.

mg

FW

v

Abbildung 3.6: Fallschirmspringer

Bei ruhender Luft ist die Widerstandskraft gemäß
(3.34) durch FW =

1
2 cW ρL Av

2 gegeben, wobei ρL die
Luftdichte bezeichnet. Der Impulsatz lautet dann

m v̇ = mд −
1
2 cW ρL Av

2 . (3.35)

Aufgelöst nach v̇ bleibt

v̇ =
1
2
cW ρL A

m

( 2mд

cW ρL A
− v2

)
. (3.36)

Bei v̇ = 0 erreicht der Fallschirmspringer die Grenzge-
schwindigkeit

vG =

√
2mд

cW ρL A
. (3.37)

Mit m = 75 kд und ρL = 1.25 kд/m3 erhält man bei
A= 36 m2 und cW = 1.4 für den geö�neten Fallschirm
vG ≈4.8m/s=17.3km/h und für geschlossenem Schirm
bei A= 0.4m2 und cW = 1 ergibt sich vG ≈ 54.25m/s =
195.3 km/h .
Die Di�erentialgleichung (3.36) kann noch allgemein
gelöst werden. Mit (3.37) bleibt nach Separation∫ v

v0

dv

v2
G −v

2 =
1
2
cW ρL A

m

∫ t

0
dt . (3.38)

Nimmt man an, daß der Springer seinen Schirm sofort
ö�net, dann ist v0 = 0 und seine Geschwindigkeit nä-
hert sich von unten an den Grenzwert v = vG an. Für
v2 < v2

G lautet die Lösung
[ 1
vG

1
2 ln vG +v

vG −v

]v

v0=0
=

1
2
cW ρL A

m
t . (3.39)

Man erhält also zunächst die Funktion t = t (v ). Im
vorliegenden Fall kann auch noch die Umkehrfunktion
angegeben werden. Mit der Abkürzung

T =
m

vG cW ρL A
(3.40)

erhält man nach einigen Umformungen

v (t ) = vG
1 − e−t/T

1 + e−t/T
(3.41)

Die Grenzgeschwindigkeit wird asymptotisch erreicht.
Mit den Zahlenwerten für den geö�neten Schirm er-
hält man eine Zeitkonstante vonT =0.2463, d.h. bereits
nach t = 1 s erreicht der Springer die Geschwindigkeit
v (t =1 s )=0.966vG .

3.3 Bewegungen im Schwerefeld

3.3.1 Massenanziehung

Im Raum verteilte Massen üben Kräfte aufeinander
aus, Abb. 3.7.
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m3

m1

m2

m i

m j

Fji
Fij

r0j

r0i

y0

x0

z0

0

Abbildung 3.7: Massenanziehung

Die Kraft auf die Punktmassemi infolge der Punktmas-
semj ist durch

~Fi j = γG
mimj

r 2
i j

~ei j (3.42)

gegeben, wobei

γG = 6.673 ∗ 10−11
[

m3

kд s2

]
(3.43)

die universelle Gravitationskonstante bezeichnet, ri j
den Abstand der beiden Punktmassen und der Ein-
heitsvektor ~ei j die Richtung von i nach j angibt.
Die momentane Lage der Punktmassen mi und mj
kann gegenüber einem Koordinatensystem (hier das
System x0, y0, z0) durch die Ortsvektoren ~r0i und ~r0j
beschrieben werden. Die relative Lage zu einander gibt
der Vektor

~ri j = ~r0j − ~r0i (3.44)

an. Abstand und Richtung folgen dann aus

ri j = |~ri j | und ~ei j =
~ri j

|~ri j |
. (3.45)

3.3.2 Das Schwerefeld der Erde

Der Betrag der Kraft, den die Erde auf die Punktmasse
m ausübt, folgt mit mi = m, mj = mE und ri j = r aus
(3.42)

F = γG
mmE

r 2 . (3.46)

Bezeichnet man den radialen Abstand der Punktmasse
m von der Erdober�äche mit h, Abb. 3.8, dann kann
(3.46) in der Form

F = γG
mE

R2
E

(
RE

RE + h

)2
m (3.47)

angeschrieben werden.

m

RE

h

mE

Fr

Abbildung 3.8: Erdanziehung

Der Ausdruck
д0 = γG

mE

R2
E

(3.48)

gibt die Erdbeschleunigung an der Erdober�äche h = 0
an. Er kann aus der universellen Gravitationskonstan-
te γG , der Erdmasse mE = 5.973 ∗ 1024 kд und dem
Erdradius RE ≈ 6.371 ∗ 106 m berechnet werden. Da
die Erde abgeplattet ist und keine homogene Massen-
verteilung aufweist, wird in mittleren Breiten mit der
Erdbeschleunigung

д0 = 9.81m/s2 (3.49)

gerechnet.
De�niert man mit

д(h) = д0

(
RE

RE + h

)2
(3.50)

eine vom radialen Abstand h abhängige Erdbeschleu-
nigung, dann kann die Erdanziehung durch

F = mд(h) (3.51)

beschrieben werden. In Erdnähe, mit h � RE , kann
д(h) durch д0 approximiert werden.

3.3.3 Fluchtgeschwindigkeit

Erteilt man einem Körper auf der Erde in radialer Rich-
tung die Anfangsgeschwindigkeit v0, dann erreicht er
unter dem Ein�uß des Schwerefelds die Höhe H . Die
Geschwindigkeit, bei der eine unendlich große Höhe
erreicht wird, bezeichnet man als Fluchtgeschwindig-
keit.
Unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes lautet
der Impulssatz für den Körper der Masse m in radia-
ler Richtung

mḧ = −д0

(
RE

RE + h

)2
m , (3.52)
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Mit
ḧ =

dḣ

dt
=

dḣ

dh

dh

dt
= ḣ

dḣ

dh
(3.53)

bleibt nach Separation

mḣ dḣ = −mд0

(
RE

RE + h

)2
dh . (3.54)

Nun kann auf beiden Seiten integriert werden

m

ḣ=0∫
ḣ=v0

ḣ dḣ = −mд0

h=H∫
h=0

(
RE

RE + h

)2
dh (3.55)

und man erhält
[ m

2 ḣ2
]0

v0
= +mд0 RE

[
RE

RE + h

]H

0
. (3.56)

Aufgelöst nach der Startgeschwindigkeit bleibt

v2
0 = 2д0 RE

[
1 − RE

RE + H

]
. (3.57)

Für H → ∞ bleibt als Fluchtgeschwindigkeit

vH→∞0 =
√

2д0 RE ≈ 11.2 km/s . (3.58)

Das gleiche Ergebnis hätte man auch mit dem Energie-
satz (2.42) oder über die Energieerhaltung (2.45) erhal-
ten. Die Gewichtskraft ist eine konservative Kraft; ihre
Wirkung kann durch die potentielle Energie

Epot = −mд0 RE
RE

RE + h
(3.59)

beschrieben werden.

3.3.4 Planetenbewegungen

Bei einer ersten Analyse der Planetenbewegungen
geht man davon aus, daß die Massenanziehung der Pla-
neten untereinander vernachlässigt werden kann. Die
Bewegungen eines Planeten (Punktmasse mP ) werden
relativ zum Zentrum der Sonne (Punktmasse mS ) be-
schrieben. Auf Grund der großen Massenunterschiede
mS � mP kann das im Sonnenzentrum �xierte Koor-
dinatensystem 0 als Inertialsystem betrachtet werden,
Abb. 3.9.
Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann die Be-
schleunigung des Planeten gegenüber dem System 0 im

0

ϕ
r

x0

y0
xB

yB

F

mP

mS

Abbildung 3.9: Planetenbewegung

mitbewegten System B durch

~a0P,B =



r̈ − r φ̇2

r φ̈ + 2 ṙ φ̇
0


(3.60)

angegeben werden.
Die infolge der Massenanziehung auf den Planeten
ausgeübte Kraft ist entgegen der radialen Koordinate
r gerichtet. Gemäß (3.42) ist ihr Betrag durch

F = γG
mS mP

r 2 (3.61)

gegeben. Der Impulssatz für die Planetenmasse

mP ~a0P,B = F,B (3.62)

liefert mit

mP (r̈ − r φ̇2) = −γG
mS mP

r 2

mP (r φ̈ + 2 ṙ φ̇) = 0
(3.63)

zwei nichtlineare Di�erentialgleichungen, die die Dy-
namik der Planetenbewegungen beschreiben.
Die Kreisbewegung mit konstanter Geschwindigkeit
stellt eine Teillösung dar. Mit r = const . und φ̇ = const .
folgt aus (3.63)

− r φ̇2 = −γG
mS

r 2 (3.64)

oder aufgelöst nach der Bahngeschwindigkeit

v = r φ̇ =

√
γG

mS

r
. (3.65)

Um einen Satelliten auf eine erdnahe Umlaufbahn zu
bringen, muß er gemäß (3.65) auf eine Geschwindigkeit
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von

v =

√
γG

mE

RE
=

√
д0 RE ≈ 7.9 km/s (3.66)

beschleunigt werden.
Die Zeit für einen Umlauf beträgt dann

T =
U

v
=

2π RE√
д0 RE

≈ 5 100 s = 85min . (3.67)

Aus der allgemeinen Lösung der Di�erentialgleichun-
gen (3.63) können insbesondere die Kepler-Gesetze ab-
geleitet werden.

Johannes Kepler 

* 27. Dezember 1571  
† 15. November 1630

Deutscher Mathematiker,
Astronom, Astrologe und
Optiker.

siehe:  http://de.wikipedia.org

Sie lauten:
1. Keplergesetz: Die Planeten bewegen sich auf ellip-

tischen Bahnen, in deren Brennpunkt die Sonne
steht.

2. Keplergesetz: Der Fadenstrahl vom Zentrum zur
Planetenmasse überstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flächen. (Flächensatz)

3. Keplergesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten der
Planeten verhalten sich wie die dritten Potenzen
der großen Halbachsen.
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4 Starrkörper-Kinematik

4.1 Lagebeschreibung

4.1.1 Starrkörperbedingung

Die Lage eines starren Körpers gegenüber dem Koor-
dinatensystem 0 kann in eindeutiger Weise durch die
Ortsvektoren

~r0S,0 =



xS
yS
zS


, ~r0P,0 =



xP
yP
zP


, ~r0Q,0 =



xQ
yQ
zQ


(4.1)

zu drei körperfesten Punkten erfolgen, wobei S , P und
Q nicht auf einer Geraden liegen dürfen, Abb. 4.1.

0

x0

z
y0

P

S

Q
r0Q xK

z0
K

r0S

r0P
rSP

yK

Abbildung 4.1: Lagebeschreibung

Die 9 Koordinaten xS mit zQ sind nicht unabhängig
voneinander, da bei einem starren Körper die Abstän-
de einzelner Punkte unverändert bleiben. Die Starrkör-
perbedingungen

|~rSP,0 | = aSP ; |~rSQ,0 | = aSQ ; |~rPQ,0 | = aPQ (4.2)

mit den konstanten Abständen aSP , aSQ , aPQ liefern
mit

(xP−xS )
2 + (yP−yS )

2 + (zP−zS )
2 = a2

SP ,

(xQ−xS )
2 + (yQ−yS )

2 + (zQ−zS )
2 = a2

SQ ,

(xQ−xP )
2 + (yQ−yP )

2 + (zQ−zP )
2 = a2

PQ

(4.3)

drei Gleichungen, aus denen 3 der 9 Koordinaten in Ab-
hängigkeit von den restlichen 6 Koordinaten berechnet
werden können.

Zur eindeutigen Lagebeschreibung eines starren Kör-
pers sind also genau 6 voneinander unabhängige Ko-
ordinaten erforderlich.
Da die Gleichungen (4.3) in der Regel nicht eindeutig
aufgelöst werden können, wird in der Praxis die Lage
eines starren Körpers nicht durch drei Punkte, sondern
durch einen Punkt und drei Richtungen de�niert.

4.1.2 Körperfestes Koordinatensystem

Die drei Punkte S , P und Q können zur Festlegung ei-
nes körperfesten Koordinatensystems verwendet wer-
den. Mit S als Ursprung, kann die xK -Achse durch den
Einheitsvektor in Richtung von ~rSQ festgelegt werden

~exK =
~rSQ

|~rSQ |
. (4.4)

Das Kreuzprodukt aus den Vektoren ~rSQ und ~rSP lie-
fert einen Vektor, der senkrecht auf die beiden Vekto-
ren und wegen (4.4) auch senkrecht zu~exK steht. Durch

~ezK =
~rSQ × ~rSP

|~rSQ × ~rSP |
(4.5)

kann also die zK -Achse de�niert werden. Das orthogo-
nale und rechtshändige Koordinatensystem wird durch

~eyK = ~ezK × ~exK (4.6)

vervollständigt.

4.1.3 Kardanwinkel

Der Ursprung eines körperfesten Koordinatensystems
wird durch die 3 Komponenten des Ortsvektors, hier
die Koordinaten xS , yS und zS des Vektors ~r0S,0, ge-
genüber dem System 0 festgelegt. Damit bleiben zur
Beschreibung der Koordinatenrichtungen nur noch 3
weitere voneinander unabhängige Koordinaten.
Zur Festlegung der 9 Komponenten der im System 0
dargestellten Einheitsvektoren ~exK ,0, ~eyK und ~ezK ver-
wendet man in der Regel 3 Winkel, die durch ”Elemen-
tardrehungen” die Achsen des System 0 in das körper-
feste System K überführen.
Verwendet man die ”Kardan”-Winkel α , β , γ , dann
dreht man zunächst um die x0-Achse, Abb. 4.2.
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x1

z

y0

0 y1z1

x0=
α

z2z1

β

y2 y1=

x1
x2

y2

zK z2= yK

x2
xK

γ

Abbildung 4.2: Kardan-Winkel

Das Zwischensystem mit den Achsen

~ex1,0 =



1
0
0


, ~ey1,0 =



0
cα
sα


, ~ez1,0 =



0
−sα
cα


(4.7)

wird dann um die y1-Achse gedreht und erzeugt so ein
zweites Zwischensystem, dessen Achsen durch

~ex2,1 =



cβ
0
−sβ


, ~ey2,1 =



0
1
0


, ~ez2,1 =



sβ
0
cβ


(4.8)

festgelegt sind. Die dritte und letzte Drehung erfolgt
dann um die z2-Achse und legt mit

~exK ,2 =



cγ
sγ
0


, ~eyK ,2 =



−sγ
cγ
0


, ~ezK ,2 =



0
0
1


(4.9)

die Achsen des körperfesten Systems gegenüber dem
zweiten Zwischensystem fest. Die Winkelfunktionen,
sinα , cosα , sin β , cos β und sinγ , cosγ wurden dabei
durch sα , cα , sβ , cβ und sγ , cγ abgekürzt.

4.1.4 Vektortransformation

Mit den Beziehungen (4.7) bis (4.9) können nun Vek-
toren, die im körperfesten System K dargestellt sind,
in das System 0 transformiert werden. Bezeichnet man
die Komponenten des im System K dargestellten Vek-
tors von S nach P mit a, b und c , dann gilt zunächst

~rSP,K =



a
b
c


(4.10)

oder

~rSP,K = a ~exK ,K + b ~eyK ,K + c ~ezK ,K . (4.11)

Mit (4.9) kann der Vektor ~rSP,K im Zwischensystem 2
dargestellt werden

~rSP,2 = a



cγ
sγ
0

︸︷︷︸
~exK ,2

+ b



−sγ
cγ
0

︸ ︷︷ ︸
~eyK ,2

+ c



0
0
1

︸︷︷︸
~ezK ,2

. (4.12)

Fasst man die Komponenten a, b und c wieder im Vek-
tor ~rSP,K zusammen, dann erhält man

~rSP,2 =



cγ −sγ 0
sγ cγ 0
0 0 1

︸             ︷︷             ︸
A2K



a
b
c

︸︷︷︸
~rSP,K

, (4.13)

wobei die Matrix A2K eine positive Drehung mit dem
Winkel γ um die zK=z2-Achse beschreibt und Vekto-
ren, die im System K dargestellt sind, in das System 2
transformiert.
Mit (4.8) kann der Vektor ~rSP,2 vom System 2 in das
System 1 transformiert werden. Analog zu (4.12) und
(4.13) erhält man

~rSP,1 = A12 ~rSP,2 , (4.14)

wobei die Drehmatrix durch

A12 =



cβ 0 sβ
0 1 0
−sβ 0 cβ


(4.15)

gegeben ist und eine positive Drehung mit dem Winkel
β um die y2=y1-Achse beschreibt.
Mit der aus (4.7) folgenden Drehmatrix

A01 =



1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα


, (4.16)

die eine positive Drehung mit dem Winkel α um die
x1=x0-Achse de�niert und der Beziehung

~rSP,0 = A01 ~rSP,1 (4.17)

kann der Vektor~rSP schließlich im System 0 dargestellt
werden.
Mit (4.14) und (4.13) erhält man schließlich

~rSP,0 = A01 A12 A2K︸        ︷︷        ︸
A0K

~rSP,K . (4.18)
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Die Drehmatrix

A0K =



cβcγ
cαsγ +sαsβcγ
sαsγ −cαsβcγ

−cβsγ
cαcγ −sαsβsγ
sαcγ +cαsβsγ

sβ
−sαcβ
cαcβ

︸         ︷︷         ︸
~exK ,0

︸         ︷︷         ︸
~eyK ,0

︸︷︷︸
~ezK ,0

(4.19)

transformiert Vektoren vom System K in das System 0
und legt analog zu (4.12) und (4.13) die Richtungen der
Koordinatenachsen des körperfesten SystemsK gegen-
über dem System 0 fest.

4.1.5 Drehmatrizen

In der Regel werden Drehmatrizen aus einer Folge von
drei Elementardrehungen zusammmengesetzt. Neben
den Kardan-Winkeln werden häu�g auch die Euler-
Winkel verwendet.
Bei den Eulerwinkeln wird die Drehmatrix aus den Ele-
mentardrehungen

Aψ =



cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1


, (4.20)

Aθ =



1 0 0
0 cθ −sθ
0 sθ cθ


, (4.21)

Aφ =



cφ −sφ 0
sφ cφ 0
0 0 1


(4.22)

in der Reihenfolge

A0K = Aψ Aθ Aφ (4.23)

aufgebaut.
Drehungen um die Koordinatenachsen können aber
auch zu einer Drehung um eine beliebige Achse ver-
allgemeinert werden. Mit dem Drehwinkel δ und der,
durch den Einheitsvektor ~e festgelegten Drehachse,
erhält man die Drehmatrix

A0K = ~e ~e T +
(
E − ~e ~e T

)
cosδ + ẽ sinδ , (4.24)

wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet und ẽ ein schief-
symmetrischer Tensor ist, der sich gemäß

ẽ =



0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0


mit ~e =



ex
ey
ez


(4.25)

aus den Komponenten des Einheitsvektors aufbaut.
Die Komponentendarstellung von ~e kann wegen ~e,0 =
~e,K sowohl im System 0 als auch im SystemK erfolgen.
Alle Drehmatrizen, die orthogonale Koordinatensyste-
me ineinander überführen, genügen der Orthogonali-
tätsbedingung

AT0KA0K = E (4.26)

und erzeugen mit

A−1
0K = AK0 = AT0K (4.27)

die Umkehrtransformation.

4.1.6 Zusammenfassung

Position und Orientierung eines starren Körpers im
Raum können durch Ortsvektor und Drehmatrix ein-
deutig festgelegt werden.
Der Ortsvektor ~r0S gibt dabei die Lage des körperfes-
ten Punktes S an und die Drehmatrix A0K beschreibt
die momentanen Richtungen eines körperfesten Koor-
dinatensystemsK gegenüber dem beschreibenden Sys-
tem 0.
Jeder weitere Punkt P auf dem Körper ist dann durch
die Vektorkette

~r0P,0 = ~r0S,0 + A0K ~rSP,K (4.28)

festgelegt, wobei dann der Vektor ~rSP,K mit

~rSP,K = const . (4.29)

im körperfesten Koordinatensystem die Lage von P ge-
genüber S angibt.

4.2 Geschwindigkeit

4.2.1 Allgemeine Relativbewegung

Der Ortsvektor r0P,0 beschreibt die Lage eines beliebi-
gen Punktes P auf dem Körper gegenüber dem System
0. Die zeitliche Ableitung von (4.28) liefert zunächst

~̇r0P,0 = ~̇r0S,0 + Ȧ0K ~rSP,K + A0K ~̇rSP,K . (4.30)

Die direkte Berechnung von Ȧ0K ist im allgemeinen
sehr aufwändig. Mit der Orthogonalitätsbedingung
(4.26) erhält man jedoch

~̇r0P,0 = ~̇r0S,0 + Ȧ0K AT0K A0K︸   ︷︷   ︸
E

~rSP,K + A0K ~̇rSP,K , (4.31)
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wobei
Ȧ0K AT0K = ω̃0K,0 (4.32)

ein schiefsysmmetrischer Tensor ist, dessen wesent-
lichen Elemente die Komponenten des Winkelge-
schwindigkeitsvektors ~ω0K,0 ergeben

ω̃0K,0 =



0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0


; ~ω0K,0 =



ωx
ωy
ωx


. (4.33)

Die Multiplikation eines schiefsysmmetrischen 3× 3-
Tensors ω̃ mit einem 3×1-Vektor ~r vermittelt das
Kreuzprodukt

ω̃ ~r = ~ω × ~r . (4.34)

Damit lautet (4.31)

~̇r0P,0︸︷︷︸
~v0P,0

= ~̇r0S,0︸︷︷︸
~v0S,0

+~ω0K,0×A0K ~rSP,K︸     ︷︷     ︸
~rSP,0

+A0K ~̇rSP,K . (4.35)

4.2.2 Starrkörperbewegung

Wegen der Starrkörperbedingung (4.29) entfällt der
letzte Term und es bleibt die Eulersche Geschwindig-
keitsformel

~v0P,0 = ~v0S,0 + ~ω0K,0 × ~rSP,0 . (4.36)

Damit ist der Geschwindigkeitszustand eines starren
Körpers durch Angabe der Geschwindigkeit eines kör-
perfesten Punktes ~v0S und der Winkelgeschwindigkeit
des starren Körpers ~ω0K eindeutig de�niert, da mit
(4.36) die Geschwindigkeit jedes weiteren körperfesten
Punktes angegeben werden kann.

Leonhard Euler

* 15. April 1707 
† 18. September 1783 

Mathematiker

siehe:  http://de.wikipedia.org

4.3 Winkelgeschwindigkeit

4.3.1 Elementardrehungen

Zur Berechnung der Winkelgeschwindigkeit nutzt
man den Aufbau der Drehmatrizen aus Elementardre-
hungen.

Die Elementardrehung um die x0=x1-Achse mit dem
Winkel α wird durch die Drehmatrix A01 gemäß (4.16)
beschrieben. Der schiefsymmetrische Tensor mit den
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit folgt gemäß
(4.32) aus

ω̃01,0 =



0 0 0
0 −sα −cα
0 cα −sα


α̇

︸                 ︷︷                 ︸
Ȧ01



1 0 0
0 cα sα
0 −sα cα

︸            ︷︷            ︸
AT01

. (4.37)

Ausmultipliziert und unter Berücksichtigung von s2
α +

c2
α = 1 bleibt

ω̃01,0 =



0 0 0
0 0 −α̇
0 α̇ 0


oder ~ω01,0 =



α̇
0
0


(4.38)

Analog dazu erhält man mit den in (4.15) und (4.13)
de�nierten Drehmatrizen aus

ω̃12,1 = Ȧ12 A
T
12 und ω̃2K,2 = Ȧ2K AT2K (4.39)

die Winkelgeschwindigkeitsvektoren

~ω12,1 =



0
β̇
0


und ~ω2K,2 =



0
0
γ̇


(4.40)

für die Elementardrehungen um die y1=y2-Achse bzw.
um die z2=zK -Achse.

4.3.2 Gesamtdrehungen

Die Winkelgeschwindigkeit des körperfesten Systems
K gegenüber dem System 0 folgt aus der Addition der
Teilwinkelgeschwindigkeit.
Im System 0 erhält man

~ω0K,0 = ~ω01,0 +A01 ~ω12,1 +A01A12 ~ω2K,2 . (4.41)

Eingesetzt und ausmultipliziert bleibt schließlich

~ω0K,0 =



α̇
0
0


+



0
cα β̇

sα β̇


+



sβ γ̇
−sαcβ γ̇
cαcβ γ̇


(4.42)

oder in Matrizenschreibweise

~ω0K,0 =



ωx
ωy
ωz


=



1 0 sβ
0 cα −sαcβ
0 sα cαcβ





α̇

β̇

γ̇


(4.43)
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Bei allgemeinen räumlichen Drehungen besteht ein
nichtlinearer lageabhängiger Zusammenhang zwi-
schen den Komponenten des Winkelgeschwindigkeits-
vektors und den Ableitungen der Drehwinkel.

4.3.3 Beispiel Reibradgetriebe

Das Antriebsrad eines Reibradgetriebes mit dem Radi-
us r1 rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit ω1 um die z0-Achse, Abb. 4.3.

r1

z2

x0y0

z0
ω2

2

ω1

M

1z

ω3

2r
P

Q1M

3M

h

Abbildung 4.3: Reibradgetriebe

Die Drehachsen des Antriebs- und Abtriebrades sind
parallel zur z0-Achse und liegen in der x0-, z0-Ebene.
Die Drehachse des Koppelrades fällt mit der x0-Achse
zusammen.
Das Koppelrad überträgt die Drehbewegungen des An-
triebsrades über die KontaktpunkteQ und P schlup�rei
auf das Abtriebsrad mit dem Radius r2.
Die Geschwindigkeit im Punkt Q erhält man entspre-
chend der Eulerschen Geschwindigkeitsformel (4.36)
entweder aus

~v0Q,0 = ~v0M1,0 + ~ω01,0 × ~rM1Q,0 (4.44)

oder aus

~v0Q,0 = ~v0M3,0 + ~ω03,0 × ~rM3Q,0 (4.45)

Mit
~v0M1,0 = 0 ; ~v0M3,0 = 0 ; (4.46)

~ω01,0 =



0
0
ω1


; ~rM1Q,0 =



r1
0
0


; (4.47)

und

~ω03,0 =



ω3
0
0


~rM3Q,0 =



0
0

−(h−z1)


; (4.48)

erhält man durch Gleichsetzen von (4.44) mit (4.45)



0
ω1 r1

0


=



0
+ω3 (h−z1)

0


(4.49)

Die Winkelgeschwindigkeit des Koppelrades ist also
durch

ω3 =
r1

h − z1
ω1 (4.50)

gegeben. Im Kontaktpunkt P haben das Koppelrad und
das Abtriebsrad in y-Richtung die gleiche Geschwin-
digkeit. Analog zu (4.49) �ndet man

− ω3 (z2−h) = −ω2 r2 (4.51)

oder
ω3 =

r2
z2 − h

ω2 . (4.52)

Das Reibradgetriebe liefert mit

ω2
ω1
=

r1
r2

z2 − h

h − z1
(4.53)

ein Übersetzungsverhältnis, das durch Verändern der
Positionen z1 und z2 in einem weiten Bereich variiert
werden kann.

4.4 Beschleunigung

4.4.1 Allgemeine Relativbewegung

Die Geschwindigkeit eines Punktes P , dessen Lage re-
lativ zum Punkt S im körperfesten System K beschrie-
ben wird, ist gemäß (4.35) durch

~̇r0P,0 = ~̇r0S,0 + ~ω0K,0 ×A0K ~rSP,K +A0K ~̇rSP,K (4.54)
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gegeben. Die zeitliche Ableitung liefert

~̈r0P,0 = ~̈r0S,0

+ ~̇ω0K,0 ×A0K ~rSP,K
+ ~ω0K,0 × Ȧ0K AT0KA0K ~rSP,K
+ ~ω0K,0 ×A0K ~̇rSP,K

+ Ȧ0K AT0KA0K ~̇rSP,K
+ A0K ~̈rSP,K ,

(4.55)

wobei nach der abgeleiteten Drehmatrix jeweils die
Einheitsmatrix in Form der Orthogonalitätsbeziehung
(4.26) eingefügt wurde und ~̇ω0K,0 die Winkelbeschleu-
nigung bezeichnet. Mit (4.32) und (4.33) erhält man

~̈r0P,0 = ~̈r0S,0

+ ~̇ω0K,0 ×A0K ~rSP,K
+ ~ω0K,0 ×

(
~ω0K,0 ×A0K ~rSP,K

)
+ 2 ~ω0K,0 ×A0K ~̇rSP,K

+ A0K ~̈rSP,K ,

(4.56)

4.4.2 Starrkörperbewegungen

Die beiden letzten Terme in (4.56) verschwinden, wenn
S körperfest ist und ~rSP,K = const . gilt. Dann bleibt

~̈r0P,0 = ~̈r0S,0 + ~̇ω0K,0 ×A0K ~rSP,K

+ ~ω0K,0 ×
(
~ω0K,0 ×A0K ~rSP,K

)
.

(4.57)

Bei Drehungen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
verschwindet zwar die Winkelbeschleunigung ~̇ω0K,0
= 0, aber infolge der Zentrifugalbeschleunigung ha-
ben die einzelnen Punkte eines starren Körpers unter-
schiedliche Beschleunigungen.

4.5 Momentaner Drehpol

4.5.1 Allgemeine Bewegung

Mit der Eulerschen Geschwindigkeitsformel (4.36)
kann für jeden körperfesten Punkt P die Geschwindig-
keit gegenüber dem System 0 angegeben werden. Gibt
es körperfeste Punkte, die momentan in Ruhe sind,
dann müssen sie der Bedingung

~v0P,0 = ~v0S,0 + ~ω0K,0 × ~rSP,0 = 0 (4.58)

genügen. Mit ~ω0K,0 × ~rSP,0 = ω̃0K,0 ~rSP,0 erhält man



0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

︸                     ︷︷                     ︸
ω̃0K,0



rx
ry
rz

︸︷︷︸
~rSP,0

= −



vx
vy
vz

︸   ︷︷   ︸
−~v0S,0

. (4.59)

Nach der x-Komponente des Ortsvektors ~rSP,0 aufge-
löst, erhält man

rx =

−vx −ωz ωy
−vy 0 −ωx
−vz ωx 0

0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

. (4.60)

Da die Nennerdeterminate verschwindet, sind Lösun-
gen nur dann möglich, wenn auch die Zählerdetermi-
nate zu Null wird. Das führt auf die Bedingung

− ωx ωz vz − ωx ωy vy − ωx ωx vx = 0 (4.61)

oder

ωx (ωx vx + ωy vy + ωz vz ) = 0 (4.62)

Da im allgemeinen die x-Komponente der Winkelge-
schwindigkeit ungleich Null ist, muß der Ausdruck in
der Klammer, der das Skalarprodukt zwischen den Vek-
toren ~ω0K,0 und ~v0S,0 angibt, verschwinden. Aus

~ωT
0K,0 ~v0S,0 = 0 (4.63)

folgt aber, daß bei ~ω0K,0 , 0 und ~v0S,0 , 0 der Winkel-
geschwindigkeitsvektor ~ω0K,0 senkrecht auf dem Ge-
schwindigkeitsvektor ~v0S,0 stehen muß.

4.5.2 Ebene Bewegung

Bei einer ebenen Bewegung eines starren Körpers ist
die Bedingung (4.63) erfüllt. Damit gibt es körperfes-
te Punkte, die momentan gegenüber dem System 0 die
Geschwindigkeit Null haben.
Zur Berechnung des momentanen Drehpols wird der
Vektor von S nach P in Anteile in Richtung und senk-
recht zur Winkelgeschwindigkeit des Körpers aufge-
teilt, Abb. 4.4.
Setzt man nun

~rSP,0 = ~rSP ∗,0︸︷︷︸
⊥ ~ω0K,0

+ ~rP ∗P,0︸︷︷︸
‖ ~ω0K,0

(4.64)
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P

S

v0S

ω0K

P

ωe

*

rSP
rSP* rP*P

Abbildung 4.4: Momentaner Drehpol

in die Bedingung (4.58) für den momentanen Drehpol
ein, dann erhält man

~v0P,0 = ~v0S,0 + ~ω0K,0×~rSP ∗,0 + ~ω0K,0×~rP ∗P,0 = 0 . (4.65)

Wegen ~rP ∗P ‖ ~ω0K verschwindet das zweite Kreuzpro-
dukt und von rechts mit ~ω0K,0 durchmultipliziert bleibt

~v0S,0 × ~ω0K,0 +
(
~ω0K,0 × ~rSP ∗,0

)
× ~ω0K,0 = 0 . (4.66)

Mit dem Entwicklungssatz der Algebra(
~a × ~b

)
× ~c =

(
~aT~c

)
~b −

(
~bT~c

)
~a (4.67)

kann das doppelte Kreuzprodukt in (4.66) aufgelöst
werden(

~ω0K,0×~rSP ∗,0
)
× ~ω0K,0 =

(
~ω T

0K,0 ~ω0K,0
)
~rSP ∗,0

−
(
~r TSP ∗,0 ~ω0K,0

)
~ω0K,0 .

(4.68)
Wegen ~rSP ∗ ⊥ ~ω0K verschwindet das Skalarprodukt
zwischen diesen Vektoren, ~r TSP ∗,0 ~ω0K,0 = 0 und aus
(4.66) erhält man die Lage des momentanen Drehpols

~rSP ∗,0 =
−~v0S,0 × ~ω0K,0

~ω T
0K,0 ~ω0K,0

=
~ω0K,0 × ~v0S,0

~ω T
0K,0 ~ω0K,0

. (4.69)

Der Vektor vom Punkt S zum momentanen Drehpol P∗
steht also senkrecht auf die Geschwindigkeit im Punkt
S und senkrecht auf die Winkelgeschwindigkeit des
Körpers.
Ein momentaner Drehpol existiert nur bei ebener Be-
wegung. Dabei muß gemäß (4.63) der Geschwindig-
keitsvektor ~v0S senkrecht auf dem Vektor der Winkel-
geschwindigkeit ~ω0K stehen. Damit gilt für den Ab-
stand des momentanen Drehpols von der Drehachse

|~rSP ∗,0 | =
| ~ω0K,0 | | ~v0S,0 |

| ~ω0K,0 | | ~ω0K,0 |
=
| ~v0S,0 |

| ~ω0K,0 |
=
v0S
ω0K
. (4.70)

4.5.3 Konstruktionsvorschri�

4.5.3.1 Allgemeine Geschwindigkeitsrichtungen

Sind bei einer ebenen Bewegung eines starren Körpers
die Geschwindigkeitsrichtungen an zwei körperfesten
Punkten P1 und P2 bekannt, dann bilden die Norma-
len auf die Geschwindigkeitsrichtungen geometrische
Orte für den momentanen Drehpol Q , Abb. 4.5.

Q

v0P P2
1

v0P2

P1

rP1Q rP2Q

ϕ1

ϕ2

Abbildung 4.5: Momentanpol bei
unterschiedlichen
Geschwindigkeitsrichtungen

Gemäß (4.70) gilt

rP1Q =
v0P1

ω0K
oder ω0K =

v0P1

rP1Q
(4.71)

und

rP2Q =
v0P2

ω0K
oder ω0K =

v0P2

rP2Q
. (4.72)

Aus Abb. 4.5 entnimmt man

tanφ1 =
v0P1

rP1Q
und tanφ2 =

v0P2

rP2Q
. (4.73)

Die Winkel φ1 und φ2 stimmen also überein und sind
ein Maß für die Winkelgeschwindigkeit des Körpers

tanφ1 = tanφ2 = ω0K . (4.74)

4.5.3.2 Parallele Geschwindigkeiten

Die Beziehungen (4.73) und (4.74) ermöglichen es, auch
bei parallelen Geschwindigkeitsvektoren in den kör-
perfesten Punkten P1 und P2 den momentanen Dreh-
pol Q einer ebenen Bewegung eines starren Körpers
zu konstruieren, Abb. 4.6.
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Q
v0P

P2

1 v0P2

P1

ϕ1 ϕ2=

Abbildung 4.6: Momentanpol bei
parallelen Geschwindigkeiten
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5 Starrkörper-Kinetik

5.1 Kinetische Energie

5.1.1 Allgemeiner Bezugspunkt

Bezeichnet ~v0M die Geschwindigkeit eines Masseteil-
chens dm gegenüber dem ruhenden System 0, dann ist
seine kinetische Energie durch

dEkin =
1
2
~v T

0M ~v0M dm (5.1)

gegeben. Die kinetische Energie des starren Körpers
kann dann aus

Ekin =
1
2

∫
K

~v T
0M ~v0M dm (5.2)

berechnet werden.
Der Punkt P ist Ursprung eines körperfesten Koordi-
natensystem mit den Achsen xK , yK und zK , Abb. 5.1.

0

x0

z

y0 M

P
xK

z

0

K

r0P

rPM

yK

dm
v0M

v0P

ω0K

Abbildung 5.1: Kinetische Energie

Der Geschwindigkeitszustand des starren Körpers ist
durch die Geschwindigkeit ~v0P und die Winkelge-
schwindigkeit ~ω0K gegeben. Die Geschwindigkeit ei-
nes Masseteilchens kann dann aus

~v0M = ~v0P + ~ω0K × ~rPM (5.3)

berechnet werden, wobei ~rPM die Lages des Masseteil-
chens relativ zu P beschreibt. Eingesetzt in (5.2) erhält
man

Ekin =

1
2

∫ (
~v0P + ~ω0K×~rPM

)T(
~v0P + ~ω0K×~rPM

)
dm .

(5.4)

Ausmultipliziert bleibt

Ekin =
1
2

∫
~v T

0P ~v0P dm

+

∫
~v T

0P
(
~ω0K×~rPM

)
dm

+
1
2

∫ (
~ω0K×~rPM

)T(
~ω0K×~rPM

)
dm ,

(5.5)

wobei die Gleichheit der Skalarprodukte(
~ω0K×~rPM

)T
~v0P = ~v T

0P
(
~ω0K×~rPM

)
(5.6)

bereits berücksichtigt wurde. Die Geschwindigkeit von
Punkt P und die Winkelgeschwindigkeit ~ω0K sind un-
abhängig von der Massenverteilung des starren Kör-
pers und können deshalb aus den Integralen herausge-
zogen werden

Ekin =
1
2

∫
dm ~v T

0P ~v0P

+ ~v T
0P

(
~ω0K×

∫
~rPM dm

)
+

1
2

∫ (
~ω0K×~rPM

)T(
~ω0K×~rPM

)
dm .

(5.7)

Der durch das Integral

~rPS =
1
m

∫
~rPM dm (5.8)

de�nierte Vektor gibt die Lage des Massenmittelpunk-
tes S des starren Körpers relativ zu Punkt P an und

m =

∫
dm (5.9)

ist die Masse des starren Körpers. Das dritte Integral in
(5.7) kann mit

~ω0K×~rPM = −~rPM×~ω0K = −r̃PM ~ω0K (5.10)

und (
r̃PM ~ω0K

)T
= ~ω T

0K r̃ TPM (5.11)

30



Technische Mechanik III (Dynamik) Prof. Dr.-Ing. G. Rill

umgeformt werden∫ (
~ω0K×~rPM

)T(
~ω0K×~rPM

)
dm =∫ (

−r̃PM ~ω0K
)T(
−r̃PM ~ω0K

)
dm =

~ω T
0K

∫
r̃ TPM r̃PM dm ~ω0K ,

(5.12)

wobei
TP =

∫
r̃ TPM r̃PM dm (5.13)

den, auf den Punkt P bezogenen, Trägheitstensor des
starren Körpers bezeichnet.
Die kinetische Energie des starren Körpers berechnet
sich demnach aus

Ekin =
1
2 m

~v T
0P ~v0P

+ m ~v T
0P (~ω0K×~rPS )

+
1
2
~ω T

0K TP ~ω0K ,

(5.14)

wobei P ein beliebiger Punkt auf dem starren Körper
und S den Massenmittelpunkt des starren Körpers an-
gibt.

5.1.2 Bezogen auf Massenmi�elpunkt

Der Koppelterm m ~v T
0P (~ω0K×~rPS ) in (5.14) verschwin-

det, wenn P mit dem Massenmittelpunkt S zusammen-
fällt

Ekin =
1
2 m

~v T
0S ~v0S +

1
2
~ω T

0K TS ~ω0K . (5.15)

Auf den Massenmittel S bezogen, setzt sich die kineti-
sche Energie des starren Körpers aus einem translato-
rischen und einem rotatorischen Anteil zusammen. Die
Elemente des TrägheitstensorsTS müssen dabei bezüg-
lich dem Massenmittelpunkt S berechnet werden.

5.1.3 Bezogen auf einen Fixpunkt

Führt der starre Körper Drehbewegungen um einen
Fixpunkt F aus, dann bleibt nur noch der rotatorische
Energieanteil. Für P = F und mit v0F = 0 folgt aus
(5.14)

Ekin =
1
2
~ω T

0K TF ~ω0K , (5.16)

wobei die Elemente des Trägheitstensors TF bezüglich
dem Fixpunkt F berechnet werden müssen.

5.2 Der Trägheitstensor

5.2.1 Definition

Bei der Berechnung der kinetischen Energie eines star-
ren Körpers wurde in (5.13) mit

TP =

∫
r̃ TPM r̃PM dm (5.17)

der Trägheitstensor de�niert. Der schiefsymmetrische
Tensor r̃PM folgt dabei aus den Komponenten des Vek-
tors ~rMP , der die Lage aller Masseteilchen dm des star-
ren Körpers relativ zu P de�niert. Die Berechnung des
Trägheitstensors TP ist an ein Koordinatensystem ge-
bunden, da nur dort die Komponenten des Vektors~rMP
dargestelt werden können.
Im körperfesten System K bleibt, entsprechend der
Starrkörperbedingung, die Lage körperfester Punkte
relativ zueinander unverändert. Dort sind dann die
Komponenten von ~rMP und die Elemente des Träg-
heitstensors konstant, TP,K = const .
Mit

~rPM,K =



x
y
z


; r̃PM,K =



0 −z y
z 0 −x
−y x 0


(5.18)

lautet (5.17)

TP,K =

∫ 

0 z −y
−z 0 x
y −x 0





0 −z y
z 0 −x
−y x 0


dm . (5.19)

Ausmultipliziert bleibt

TP,K =

∫ 

y2+z2 −xy −xz
−xy z2+x2 −yz
−xz −yz x2+y2


dm . (5.20)

Der Trägheitstensor ist symmetrisch. Die Elemente auf
der Hauptdiagonalen

Txx =
∫ (

y2+z2
)
dm ;

Tyy =
∫ (

z2+x2
)
dm ;

Tzz =
∫ (

x2+y2
)
dm

(5.21)

werden als (Massen-)Trägheitsmomente und die drei
restlichen

Txy = −
∫
x y dm ;

Txz = −
∫
x z dm ;

Tyz = −
∫
y z dm

(5.22)

als (Massen-)Deviationsmomente bezeichnet.
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5.2.2 Beispiel �ader

Für einen quaderförmigen Körper mit den Kantenlän-
gen a, b und c , Abb. 5.2, können die Integrale in (5.21)
und (5.22) leicht ausgewertet werden.
Bei homogener Massenverteilung kann das Massenele-
ment mit der Dichte ρ auf ein Volumenelement dV zu-
rückgeführt werden.

dm = ρ dV = ρ dx dy dz . (5.23)

ca

b

y

z
S

x

Abbildung 5.2: Quaderförmiger Körper

Berechnet man den Trägheitstensor für den Massen-
mittelpunkt S in einem Koordinatensystem, das mit
den Symmetrieachsen zusammenfällt, dann folgt das
Trägheitsmoment um die x-Achse aus

Txx = ρ

+a/2∫
−a/2

+b/2∫
−b/2

+c/2∫
−c/2

(y2+z2) dx dy dz . (5.24)

Nach Integration erhält man

Txx = ρ a
1
3

[ (
b

2

)3
−

(
−
b

2

)3 ]
c

+ ρ a b
1
3

[ ( c
2

)3
−

(
−
c

2

)3 ]
.

(5.25)

Mitm = ρ a b c bleibt schließlich

Txx =
1
12 m

(
b2 + c2

)
. (5.26)

Analog dazu �ndet man

Tyy =
1
12 m

(
c2 + a2

)
; Tzz =

1
12 m

(
a2 + b2

)
. (5.27)

Die Integrale in (5.22) verschwinden alle. Ein quader-
förmiger Körper hat bezüglich der Symmetrieachsen
keine Deviationsmomente

Txy = 0 , Txz = 0 , Tyz = 0 . (5.28)

5.2.3 Beispiel Kreiszylinder

Bei einem kreiszylindrischen Körper mit dem Radius
R und der Höhe H wird bei homogener Massenvertei-
lung ein zur äußeren Kontur passendes Volumenele-
ment herausgeschnitten, Abb. 5.3.

h

z
S

x

y

R zx

y

dr

dz

r

ϕ
ϕ
d

Abbildung 5.3: Zylinder mit Volumenelement

Mit

dm = ρ rdφ dr dz , x = r cosφ , y = r sinφ (5.29)

gilt dann

Txx = ρ

2π∫
0

R∫
0

+H /2∫
−H /2

(
(r sinφ)2+z2

)
rdφ dr dz .

(5.30)
Ausmultipliziert bleibt

Txx = ρ

2π∫
0

sinφ2 dφ

R∫
0

r 3 dr

+H /2∫
−H /2

dz

+ ρ

2π∫
0

dφ

R∫
0

r dr

+H /2∫
−H /2

z2 dz .

(5.31)

Nach der Integration erhält man

Txx = ρ π
1
4 R4 H + ρ 2π 1

2 R2 1
3

(
H 3

8 −
−H 3

8

)
. (5.32)

Mit der Zylindermassem = ρ R2πH bleibt schließlich

Txx = m
( 1

4 R2 +
1
12 H 2

)
. (5.33)

Auf Grund der Symmetrie gilt hier

Tyy = Txx (5.34)

und die Berechnung des Trägheitsmomentes um die
Zylinderachse liefert

Tzz =
1
2 mR2 (5.35)
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Bezüglich seiner Symmetrieachsen hat auch der Zylin-
der keine Deviationsmomente

Txy = 0 , Txz = 0 , Tyz = 0 . (5.36)

5.2.4 Eigenscha�en

5.2.4.1 Symmetrie

Ist die Massenverteilung des Körpers symmetrisch zu
einer Achse, dann verschwinden die Deviationsmo-
mente, bei denen über diese Achsrichtung integriert
wird, Tabelle 5.1.

Symmetrie in Deviationsmomente
Richtung der Txy Txz Tyz
xK -Achse = 0 = 0 , 0
yK -Achse = 0 , 0 = 0
zK -Achse , 0 = 0 = 0

Tabelle 5.1: Deviationsmomente bei symmetrischer
Massenverteilung

Bei einem Körper, der in zwei Achsrichtungen ei-
ne symmetrische Massenverteilung hat, verschwinden
folglich alle Deviationsmomente.

5.2.4.2 Dreiecksungleichung

Die Elemente der Hauptdiagonale, die Trägheitsmo-
mente, sind durch (5.21) de�niert. Die Addition vonTxx
und Tyy liefert∫

(y2+z2) dm︸           ︷︷           ︸
Txx

+

∫
(z2+x2) dm︸           ︷︷           ︸

Tyy

=

∫
(x2+y2) dm︸            ︷︷            ︸

Tzz

+ 2
∫

z2 dm .

(5.37)
Es gilt also

Txx + Tyy ≥ Tzz (5.38)

und analog

Tyy + Tzz ≥ Txx

Tzz + Txx ≥ Tyy .
(5.39)

Die Beziehungen (5.38) und (5.39) werden als Dreiecks-
ungleichungen bezeichnet, da bei Dreiecken die Sum-
me zweier Seiten stets größer oder höchstens gleich der
dritten ist.
Die Dreiecksungleichungen können zur Kontrolle ge-
messener Trägheitsmomente herangezogen werden.

Bei abgeplatteten Körpern kann eine Abmessung ge-
genüber den beiden anderen Körpern vernachlässigt
werden. Liegen die Hauptabmessungen eines abgeplat-
teten Körpers z.B. in der x-, y-Ebene, dann wird wegen∫
z2dm �

∫
(x2+y2)dm die Dreiecksungleichung (5.38)

zur Gleichung und es gilt Txx +Tyy = Tzz .

5.2.4.3 Abgepla�ete Körper

Bei einem �achen Quader, bzw. einer dünnen Platte,
Abb. 5.4, erhält man mit c � a und c � b aus (5.26)
und (5.27) die Trägheitsmomente

Txx =
1
12 mb2 ; Tyy =

1
12 ma2 (5.40)

und

Tzz = Txx +Tyy =
1
12 m

(
a2 + b2

)
. (5.41)

ab

cy

z

S
x

H

z

S

x

y

R

Abbildung 5.4: Platte und Scheibe

Bei einer kreiszylindrischen Scheibe, Abb. 5.4, giltH �
R. Aus (5.33), (5.34) und (5.35) folgen dann die Träg-
heitsmomente

Txx = Tyy =
1
4 mR2 (5.42)

und

Tzz = Txx +Tyy = 2Txx =
1
2 mR2 . (5.43)

5.2.4.4 Langgestreckte Körper

Bei einem geraden, dünnen Stab mit Rechteckquer-
schnitt, der sich in x-Richtung erstreckt, gilt c � a
und b � a. Damit erhält man aus (5.26) und (5.27) die
Trägheitsmomente

Txx ≈ 0 ; und Tyy = Tzz =
1
12 ma2 (5.44)

Mit R � H folgen aus (5.33), (5.34) und (5.35). die Träg-
heitsmomente für einen Stab mit Kreisquerschnitt. Sie
stimmen mit (5.44) überein.
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Bei einem langgestreckten Körper hat die Quer-
schnittsform keinen Ein�uß auf die Trägheitseigen-
schaften.

5.2.5 Wechsel des Bezugspunktes

5.2.5.1 Satz von Steiner

Der Trägheitstensor bezüglich eines körperfesten
Punktes P ist durch (5.17) de�niert. Der schiefsymme-
trische Tensor r̃PM wird gemäß (5.18) aus den Kompo-
nenten des Vektors~rPM gebildet. Soll der Trägheitsten-
sor für einen anderen körperfesten PunktQ angegeben
werden, dann gilt mit

~rQM = ~rQP + ~rPM (5.45)

auch
r̃QM = r̃QP + r̃PM . (5.46)

Eingesetzt in (5.17) erhält man

TQ =

∫ (
r̃QP+r̃PM

)T (
r̃QP+r̃PM

)
dm . (5.47)

Ausmultipliziert bleibt

TQ = r̃ TQP r̃QP

∫
dm︸︷︷︸
m

+

∫
r̃ TPM r̃PM dm︸            ︷︷            ︸

TP

+ 2 r̃ TQP

∫
r̃PM dm︸      ︷︷      ︸
r̃PS m

,
(5.48)

wobei Terme, die nicht von der Massenverteilung ab-
hängen, bereits vor die Integrale gezogen wurden und
der Vektor ~rPS die Lage des Massenmittelpunktes S re-
lativ zum Bezugspunkt P angibt.
Fällt der Bezugspunkt P mit dem Massenmittelpunkt S
zusammen P ≡S , dann ist r̃PS = 0 und es bleibt der Satz
von Steiner

TQ = TS + m r̃ TQS r̃QS . (5.49)

5.2.5.2 Beispiel

Ein dünner Draht der Massem ist zu einem Rührhaken
gebogen und in der Mitte, im Punkt 0, an einer Welle
befestigt, Abb. 5.5.
Gemäß (5.17) kann der auf den Punkt 0 bezogene Träg-
heitstensor aus

T0 =

∫
K
r̃ T0M r̃0M dm (5.50)

x

yz

a

a a

a

a

0
a

0

0

0

Abbildung 5.5: Rührhaken

berechnet werden, wobei M sämtlich Punkte des Kör-
pers K durchläuft.

x  =x

0=S

S5

S3

S2

S4

1 x2

10

y  =y10z  =z10 y2z2

x4

y4
z4

x5

y5
z5

x3

y3z3

Abbildung 5.6: Teilkörper des Rührhakens

Unterteilt man nun den Rührhaken in in N = 5 einfa-
che Teilkörper, hier gerade Drahtstücke, Abb. 5.6, dann
kann das Integral über den KörperK entsprechend auf-
geteilt werden

T0 =
N=5∑
i=1

∫
Ki
r̃ T0Mi

r̃0Mi dm , (5.51)

wobeiMi jetzt nur noch Punkte des jeweiligen Teilkör-
pers Ki sind.
Mit

r̃0Mi = r̃0Si + r̃SiMi , (5.52)

dem Satz von Steiner (5.49) und

TSi =

∫
Ki
r̃ TSiMi

r̃SiMi dm (5.53)

kann (5.51) in der Form

T0 =
5∑
i=1

{
TSi + mi r̃

T
0Si r̃0Si

}
(5.54)

angeschrieben werden, wobei Si die Massenmittel-
punkte der Teilkörper sind.
Mit

r̃0Si =



0 −zi yi
zi 0 −xi
−yi xi 0


(5.55)
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sind die wesentlichen Elemente des Trägheitstensors
durch

Tx0x0 =
∑ {

Txixi + mi
(
y2
i + z

2
i

) }

Ty0y0 =
∑ {

Tyiyi + mi
(
z2
i + x

2
i

) }

Tz0z0 =
∑ {

Tzizi + mi
(
x2
i + y

2
i

) }
(5.56)

und

Tx0y0 =
∑ {

Txiyi − mi xi yi
}

Tx0z0 =
∑ {

Txizi − mi xi zi
}

Ty0z0 =
∑ {

Tyizi − mi yi zi
}

(5.57)

de�niert.
Die Achsen der im Schwerpunkt jedes Teilkörpers �-
xierten Koordinatensysteme fallen hier mit den Sym-
metrieachsen der Teilkörper zusammen und sind par-
allel zu den Achsen des Systems 0.
Daher können für die einzelnen Teilkörper i = 1(1)5
sehr leicht Masse, Trägheitsmomente und Schwer-
punktslage angegeben werden, Tabelle 5.2. Deviations-
momente treten bei den Teilkörpern nicht auf.

i mi r0Si Txixi Tyiyi Tzizi

1 m
3

0
0
0

1
12

m
3 (2a)2 0 1

12
m
3 (2a)2

2 m
6

a/2
a
0

0 1
12

m
6 a2 1

12
m
6 a2

3 m
6

−a/2
−a
0

0 1
12

m
6 a2 1

12
m
6 a2

4 m
6

a
a
−a/2

1
12

m
6 a2 1

12
m
6 a2 0

5 m
6

−a
−a
a/2

1
12

m
6 a2 1

12
m
6 a2 0

Tabelle 5.2: Massengeometrie des Rührhakens

Für das Trägheitsmoment um die x0-Achse erhält man

Tx0x0 =
1
12

m

3
(
2a

)2

+ +
m

6 a2

+ +
m

6
(
−a

)2

+
1
12

m

6 a2 +
m

6

(
a2 +

(
−
a

2

)2 )
+

1
12

m

6 a2 +
m

6

((
−a

)2
+

( a
2

)2)
(5.58)

oder

Tx0x0 =
m
6 a2

(
4
6+1+1+ 1

12+1+ 1
4+

1
12+1+ 1

4

)
. (5.59)

Zusammengefaßt bleibt

Tx0x0 =
8
9 ma2 . (5.60)

Analog dazu �ndet man

Ty0y0 =
5
9 ma2 und Tz0z0 =

11
9 ma2 . (5.61)

Die Deviationsmomente des Rührhakens folgen aus
(5.57). Mit den Werten aus der Tabelle 5.2 erhält man

Tx0y0 =−
m
6

(
a
2 a + (−a

2 ) (−a) + a a + (−a) (−a)
)

=− 1
2 ma2 ,

(5.62)

Tx0z0 =−
m
6

(
a(−a

2 ) + (−a) a2 )
)
= 1

6 ma2 , (5.63)

und

Ty0z0 =−
m
6

(
a(−a

2 ) + (−a) a2 )
)
= 1

6 ma2 , (5.64)

5.2.6 Drehung des Koordinatensystems

5.2.6.1 Tensortransformation

Der schiefsymmetrische Tensor r̃PM vermittelt das
Kreuzprodukt. Gemäß (5.10) gilt

r̃PM,1 ~ω0K,1 = ~rPM,1×~ω0K,1 , (5.65)

wobei angenommen wurde, daß die Vektoren und da-
mit auch der schiefsymmetrische Tensor im System 1
dargestellt sind. Soll das Ergebnis im System 2 ange-
geben werden, dann erhält man mit der Transformati-
onsmatrix A21

r̃PM,2 ~ω0K,2 = A21
(
r̃PM,1 ~ω0K,1

)
. (5.66)
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Nach dem Einfügen der Einheitsmatrix in Form von
E = AT21A21 ergibt sich

r̃PM,2 ~ω0K,2 = A21 r̃PM,1 A
T
21 A21 ~ω0K,1 . (5.67)

Mit
~ω0K,2 = A21 ~ω0K,1 (5.68)

folgt aus (5.67) die Tensor-Transformationsvorschrift

r̃PM,2 = A21 r̃PM,1 A
T
21 . (5.69)

Eingesetzt in die De�nitionsgleichung (5.17) des Träg-
heitstensors erhält man

TP,2 =

∫ (
A21 r̃PM,1 A

T
21

)T
A21 r̃PM,1 A

T
21 dm

=

∫
A21 r̃

T
PM,1 AT21 A21︸  ︷︷  ︸

E

r̃PM,1 A
T
21 dm

(5.70)

oder

TP,2 = A21

∫
r̃ TPM,1 r̃PM,1 dm︸                ︷︷                ︸

TP,1

AT21 . (5.71)

Die Vorschrift

TP,2 = A21TP,1 A
T
21 (5.72)

transformiert den Trägheitstensor vom System 1 in das
System 2.

5.2.6.2 Beispiel

Ein Rührhaken besteht aus einem dünnen Draht der
Masse m und der Länge 3a. Das Mittelstück ist im
Punkt 0 an einer Welle befestigt und die Enden sind
nach oben und unten abgewinkelt, Abb. 5.7.
Der Rührhaken kann in drei einfache Teilkörper zer-
legt werden, Abb. 5.8. Die Teilkörper sind langgestreckt
und haben jeweils die Masse 1

3 m und die Länge a.
Der Trägheitstensor des ersten Teilkörpers kann sofort
bezüglich 0 im globalen System angegeben werden

T [1]
0,0 =

1
12

m

3 a2


1 0 0
0 0 0
0 0 1


(5.73)

Die lokalen Koordinatensysteme x2, y2, z2 und x3, y3,
z3 sind gegenüber dem globalen System x0, y0, z0 um
den Winkel α verdreht. Der Satz von Steiner (5.49)
kann aber nur bei achsenparallelen Koordinatensyste-
men angewendet werden.

x

0

0

y0

z0

a

a

a/2
a/2

α

α

Abbildung 5.7: Abgewinkelter Rührhaken

0=S
y  = y0

α

1
1

z  = z0 1

x  = x0 1

x3

z3

y3

x2

z2

y2

S2

S3

α

Abbildung 5.8: Teilkörper

Die Trägheitstensoren der Teilkörper 2 und 3 können
analog zu (5.73) bezüglich ihrer Massenmittelpunkte S2
und S3 in den Systemen 2 und 3 angegeben werden

T [2]
S2,2 =

1
12

m

3 a2


1 0 0
0 0 0
0 0 1


(5.74)

T [3]
S3,3 =

1
12

m

3 a2


1 0 0
0 0 0
0 0 1


. (5.75)

Mit den Abkürzungen sα = sinα und cα = cosα lauten
die Transformationsmatrizen

A02 =



1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα


; A03 =



1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα


. (5.76)

36



Technische Mechanik III (Dynamik) Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Damit können die Trägheitstensoren im globalen Sys-
tem angeschrieben werden. Gemäß (5.72) erhält man
für den Teilkörper 2

T [2]
S2,0 =



1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα



ma2

36



1 0 0
0 0 0
0 0 1





1 0 0
0 cα sα
0−sα cα


(5.77)

Ausmultipliziert bleibt

T [2]
S2,0 =

ma2

36



1 0 0
0 s2

α −sαcα
0 −sαcα c2

α


. (5.78)

Mit dem Vektor

~r0S2,0 =
a

2



0
1+cα
sα


(5.79)

kann der Trägheitstensor mit dem Satz von Steiner auf
den Bezugspunkt 0 umgerechnet werden. Man erhält

T [2]
0,0 =

ma2

36



1 0 0
0 s2

α −sαcα
0−sαcα c2

α



+
m

3
a2

4



2+2cα 0 0
0 s2

α −sα (1+cα )
0 −sα (1+cα ) (1+cα )2



=
ma2

36



7+6cα 0 0
0 4s2

α −sα (3+4cα )
0 −sα (3+4cα ) c2

α + 3(1+cα )2


,

(5.80)
wobei im Steiner-Anteil die Vereinfachung

(1+cα )2 + s2
α = 2+2cα

bereits eingesetzt wurde. Analog dazu kann auch der
Trägheitstensor des dritten Teilkörpers im System 0
dargestellt werden und auf den Punkt 0 bezogen wer-
den. Die auf den Punkt 0 bezogenen und im System
0 dargestellten Trägheitstensoren der Teilkörper kön-
nen nun zum Gesamtträgheitstensor T0,0 aufsummiert
werden. Dessen wesentliche Elemente lauten

Txx =
1
12 ma2 (5+4cα ) ,

Txy = 0 ,

Txz = 0 ,

Tyy =
2
9 ma2s2

α ,

Tyz = −
1
18 ma2 sα (3+4cα ) ,

Tzz =
1
36 ma2

(
1 + 2c2

α + 6(1+cα )2
)
.

(5.81)

Da der Rührhaken über keine Ausdehnung in x-
Richtung verfügt, entartet hier die entsprechende Drei-
ecksungleichung zu Txx = Tyy +Tzz . Damit hätte man
sich die explizite Berechnung von einem der drei Träg-
heitsmomente ersparen können.
Für die Sonderfälle α = 0 und α = 90◦ erhält man

α = 0 α = 90◦

Txx = 3
4 ma2 ,

Txy = 0 ,

Txz = 0 ,

Tyy = 0 ,

Tyz = 0 ,

Tzz = 3
4 ma2 ,

Txx = 5
12 ma2 ,

Txy = 0 ,

Txz = 0 ,

Tyy = 2
9 ma2 ,

Tyz = − 1
6 ma2 ,

Tzz = 7
36 ma2 .

Diese Ergebnisse können zur Kontrolle verwendet
werden.

5.2.7 Hauptachsensystem

Bei dem Beispiel in Abschnitt 5.2.5 traten bei der Be-
rechnung des im System 0 dargestellten Trägheitsten-
sors Deviationsmomente auf. Mit der Forderung

TP,0 = A0H



Θ1 0 0
0 Θ2 0
0 0 Θ3

︸          ︷︷          ︸
TP,H

AT0H (5.82)

kann über die Transformationsmatrix A0H ein System
H gesucht werden, in dem der Trägheitstensor nur auf
der Hauptdiagonalen belegt ist. Im ”Hauptachsensys-
tem” treten keine Deviationsmomente auf.
Zur Berechnung der Hauptachsen wird (5.82) von
rechts mit A0H durchmultipliziert. Mit

A0H =
[
e1,0 e2,0 e3,0

]
(5.83)

und AT0HA0H = E erhält man dann

TP,0
[
~e1,0 ~e2,0 ~e3,0

]
=

[
~e1,0 ~e2,0 ~e3,0

] 

Θ1 0 0
0 Θ2 0
0 0 Θ3


(5.84)

oder
TP,0 ~ei,0 = Θi ~ei,0 , i = 1,2,3 . (5.85)

Die drei Hauptachsenrichtungen ~ei,0, i = 1,2,3 sind
Lösungen des aus (5.85) folgenden homogenen Glei-
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chungssystems (
TP − ΘE

)
~e = 0 (5.86)

Die Bedingung

TP − ΘE = 0 (5.87)

für die Existenz nichttrivialer Lösungen ~e , 0 führt
auf ein Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen die
Hauptträgheitsmomente Θi , i=1,2,3 sind.
Für jeden starren Körper kann ein Hauptachsensystem
berechnet werden.
Der Trägheitstensor für den Rührhaken aus Ab-
schnitt 5.2.5.2 ist im System 0 durch

T0,0 =



8
9 −

1
2

1
6

− 1
2

5
9

1
6

1
6

1
6

11
9



ma2 (5.88)

gegeben.
Die Lösung der Gleichungen (5.87) und (5.86) liefert die
Hauptträgheitsmomente

Θ1=1.22ma2 ; Θ2=1.30ma2 ; Θ3=0.15ma2 ; (5.89)

und die Hauptachsen

~e1,0=



0.58
−0.58
−0.58


; ~e2,0=



0.58
−0.21

0.79


; ~e3,0=



0.58
0.79
−0.21


. (5.90)

e1

e2

e3

x0

y0

z0

Abbildung 5.9: Hauptachsensystem

Die Lage des Hauptachsensystems spiegelt die Massen-
verteilung des Körpers wider, Abb. 5.9.

5.2.8 Trägheitsradien

5.2.8.1 Definition

Zur Berechnung der kinetischen Energie eines starren
Körpers werden gemäß (5.14) neben dem Geschwin-
digkeitszustand ~v0P , ~ω0K die Masse m und der Träg-
heitstensor TP benötigt. In einem Hauptachsensystem
sind die Trägheitseigenschaften eines starren Körpers
durch die drei Hauptträgheitsmomente Θ1, Θ2 und Θ3
bestimmt. Mit

Θi = m ρ2
i i = 1,2,3 (5.91)

können drei Trägheitsradien ρi , ρ2 und ρ3 de�niert
werden, die zusammen mit der Massem die Trägheits-
eigenschaften eines starren Körpers angeben.
Die Trägheitsradien veranschaulichen die Massenver-
teilung starrer Körper.

5.2.8.2 Beispiel Rührhaken

Für das rührhakenfeste Hauptachsensystem, das durch
die Einheitsvektoren aus (5.90) festgelegt ist, folgen aus
einem Vergleich von (5.91) mit (5.89) die Trägheitsra-
dien

ρ1 =
√

1.22a2 = 1.11a ;

ρ2 =
√

1.30a2 = 1.14a ;

ρ3 =
√

0.15a2 = 0.38a .

(5.92)

Die Massenelemente des Rührhakens gruppieren sich
also vorwiegend um die durch den Einheitsvektor ~e3
de�nierte Achse.

5.2.8.3 Beispiel Scheibe und Ring

Gemäß (5.43) ist das Trägheitsmoment einer kreiszy-
lindrischen Scheibe mit homogener Massenverteilung
bezüglich der z Achse durch

T Scheibe
zz =

1
2 mR2 (5.93)

gegeben, wobei z die Achse der Rotationssymmetrie
angibt.
Bei einem Ring mit der Massem und dem Radius R hat
jedes Masseteilchen den Abstand R von der Rotations-
symmetrieachse z. Damit gilt

T
Rinд
zz = mR2 . (5.94)
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Für die Trägheitsradien erhält man

ρScheibezz =

√
1
2 R2 = 0.707R

ρ
Rinд
zz =

√
R2 = R

(5.95)

Bei realen, rotationssymmetrischen Körpern, wie Rä-
dern und Schwungscheiben, können mit (5.95) die
Trägheitsradien recht gut abgeschätzt werden. Kon-
zentriert sich die Masse eines rotationssymmetrischen
Körpers K mit dem Radius R mehr aussen, dann gilt

0.707R < ρKzz ≤ R . (5.96)

Ist die Masse dagegen mehr in der Nähe der Rotations-
symmetrieachse angeordnet, dann gilt

0 ≤ ρKzz < 0.707R . (5.97)

Die Extremwerte ρKzz = R und ρKzz = 0 geben die Träg-
heitsradien ringförmiger und stabförmiger Körper an.

5.3 Bewegungsgleichungen

5.3.1 Impulssatz

Die Lage eines Masseteilchens dm gegenüber dem ru-
henden System 0 kann durch den Ortsvektor

~r0M,0 = ~r0P,0 + A0K ~rPM,K (5.98)

beschrieben werden, Abb. 5.10. Der Vektor von dem
körperfesten Bezugspunkt P zu dem jeweiligen Mas-
seteilchen dm ist im körperfesten System K konstant,

~rPM,K = const . (5.99)

und die Drehmatrix A0K de�niert die Richtungen des
körperfesten Koordinatensystems K gegenüber dem
System 0.
Die Geschwindigkeit des Masseteilchens dm gegen-
über System 0 ist dann durch

~v0M,0 = ~v0P,0 + ~ω0K,0 ×A0K ~rPM,K (5.100)

gegeben.
Durch Integration über den Körper K erhält man aus
dem Impuls eines Masseteilchens den Impuls des star-
ren Körpers

~p,0 =

∫
K
~v0M,0 dm . (5.101)

0

x0

z

y0
M

P
xK

z

0

K

r0P

rPM

yK

dm
dF

Abbildung 5.10: Impulssatz

Mit (5.100) bleibt

~p,0 = ~v0P,0

∫
dm + ~ω0K,0×A0K

∫
~rPM,K dm (5.102)

oder

~p,0 =m
{
~v0P,0 + ~ω0K,0×A0K ~rPS,K

}
, (5.103)

wobei ~rPS,K die Lage des Massenmittelpunktes S im
System K gegenüber dem körperfesten Bezugspunkt P
angibt.
Der Eulerschen Geschwindigkeitsformel aus (4.36)
entsprechend, gibt der Ausdruck in den geschweif-
ten Klammern die Geschwindigkeit des Massenmittel-
punktes S an

~v0S,0 = ~v0P,0 + ~ω0K,0×A0K ~rPS,K (5.104)

Der Impuls eines starren Körpers ist somit durch

~p,0 =m ~v0S,0 (5.105)

gegeben. Er ist unabhängig von ~ω0K,0. Drehbewegun-
gen haben somit keinen Ein�uß auf den Impuls eines
starren Körpers.
Die auf den starren Körper eingeprägte Kraft ist durch

~F,0 =

∫
K
d~F,0 (5.106)

gegeben, wobei d~F,0 die, auf die Masseteilchen dm wir-
kenden, Kräfte beschreibt.
Dem Newtonschen Axiom (2.2) entsprechend, wird ei-
ne Impulsänderung durch Kräfte hervorgerufen.
Bei abgeschlossenen Systemen ist die Impulsänderung
des starren Körpers durch

d

dt
~p,0 = m

d

dt
~v0S,0 = m ~a0S,0 (5.107)
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gegeben, wobei ~a0S,0 die Beschleunigung des Massen-
mittelpunktes S gegenüber einem ruhenden System
angibt. Der Impulssatz

m ~a0S = ~F . (5.108)

beschreibt die Bewegungen des Massenmittelpunktes
S unter dem Ein�uß der Kraft ~F .

5.3.2 Drallsatz

5.3.2.1 Analogiebetrachtung

Analog zu Impuls

~p =m ~v0S (5.109)

und Impulssatz
d

dt
~p,0 = ~F,0 (5.110)

können mit
~dS = TS ~ω0K (5.111)

der auf den Massenmittelpunkt S bezogene Drall und
mit

d

dt
~dS,0 = ~MS,0 (5.112)

der Drallsatz de�niert werden.
Eingesetzt bleibt

d

dt

[
TS,0 ~ω0K,0

]
= ~MS,0 . (5.113)

Bei Drehbewegungen ~ω0K , ~0 ist der Trägheitsten-
sor, im System 0 angeschrieben, nicht konstant. Die Be-
rechnung der Ableitung d

dt TS,0 ist sehr kompliziert. Im
körperfesten SystemK ist der Trägheitstensor in jedem
Fall konstant. Bei rotationssymetrischen Trägheitsten-
soren gibt es auch bewegte ReferenzsystemeR in denen
der Trägheitstensor konstant ist. An Stelle von (5.113)
schreibt man nun

d

dt

[
A0R

(
TS,R ~ω0K,R

)]
= ~MS,0 , (5.114)

wobei die Matrix A0R die Transformation vom Refe-
renzsystem R in das Inertialsystem 0 übernimmt. We-
gen TS,R = const . bleibt

A0R TS,R ~̇ω0K,R +ω0R,0×A0R TS,R ~ω0K,R = ~MS,0 (5.115)

oder im Referenzsystem R angeschrieben

TS,R ~̇ω0K,R + ω0R,R×TS,R ~ω0K,R = ~MS,R , (5.116)

wobei ~ω0R,R und ~ω0K,R die Winkelgeschwindigkeiten
des Referenzsystems und des Körpers gegenüber dem
Inertialsystem darstellen. Der Term ω0R×TS ~ω0K wird
als Kreiselmoment bezeichnet.

5.3.2.2 Eulersche Kreiselgleichungen

Bei allgemeinen, räumlichen Drehbewegungen wird
häu�g das körperfeste Hauptachsensystem K = H ge-
wählt. Mit ωx , ωy , ωz als Komponenten des Winkelge-
schwindigkeitsvektors ~ω0K,K , Mx , My , Mz als Kompo-
nenten des Momentenvektors MS/F ,R und den Haupt-
trägheitsmomenten und Θ1, Θ2, Θ3 erhält man aus
(5.116) die Eulerschen Kreiselgleichungen

Θ1 ω̇x − (Θ2 − Θ3)ωy ωz = Mx ;
Θ2 ω̇y − (Θ3 − Θ1)ωz ωx = My ;
Θ3 ω̇z − (Θ1 − Θ2)ωx ωy = Mz .

(5.117)

5.3.2.3 Stabilität von Drehbewegungen

Ein starrer Körper rotiert momentenfrei mit der Win-
kelgeschwindigkeit Ω um eine Hauptachse, z.B. die xK -
Achse. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor

ω0K,K =



Ω
4ωy
4ωz


(5.118)

erfaßt mit 4ωy � Ω0 und 4ωz � Ω0 auch kleine Ab-
weichungen, die durch Störungen verursacht werden
können. Setzt man (5.118) in die Eulerschen Kreisel-
gleichungen (5.117 ein, dann erhält man

Θ1 Ω̇ − (Θ2 − Θ3) 4ωy 4ωz = 0 ,
Θ2 4ω̇y − (Θ3 − Θ1) 4ωz Ω = 0 ,
Θ3 4ω̇z − (Θ1 − Θ2) Ω 4ωy = 0 ,

(5.119)

wobei die momentenfreie Bewegung durch eine ver-
schwindende rechte Seite bereits berücksichtigt wur-
de. Wegen 4ωy 4ωz ≈ 0 folgt aus der 1. Gleichung

Ω̇ = 0 oder Ω = const . (5.120)

Nun kann die 2. Gleichung nach der Zeit t abgeleitet
werden

Θ24ω̈y − (Θ3−Θ1)4ω̇zΩ = 0 . (5.121)

Mit der 3. Euler-Gleichung bleibt dann

Θ2Θ34ω̈y − (Θ3−Θ1) (Θ1−Θ2)Ω
24ωy = 0 (5.122)
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oder

4ω̈y =
(Θ3−Θ1) (Θ1−Θ2)

Θ2Θ3
Ω2 4ωy . (5.123)

Die Bewegung wird bei

(Θ3−Θ1) (Θ1−Θ2) > 0 (5.124)

instabil, da eine kleine Abweichung 4ωy > 0 durch
4ω̈y > 0 im Laufe der Zeit vergrößert wird. Die Bedin-
gung (5.124) ist erfüllt, wenn

Θ3 > Θ1 > Θ2 oder Θ3 < Θ1 < Θ2 (5.125)

gilt.
Drehungen um die körperfeste Hauptachse (hier: xK -
Achse) mit dem mittleren Trägheitsmoment (hier: Θ1)
sind instabil. Drehungen um körperfeste Hauptachsen
mit dem kleinsten oder größten Trägheitsmoment sind
dagegen stabil.

5.3.2.4 Allgemeine Definition

Der Drall eines Körpers ist die Summe der Impulsmo-
mente der Masseteilchen dm bezüglich dem ruhenden
Punkt 0.

~d0,0 =

∫
K
~r0M,0 × ~v0M,0 dm . (5.126)

Die, auf die Masseteilchen dm wirkenden, Kräfte d~F,0
erzeugen im allgemeinen bezüglich 0 das Moment

~M0,0 =

∫
K
~r0M,K × d~F,0 (5.127)

und führen zu einer Dralländerung, die Euler mit dem
Drallsatz

d

dt
~d0,0 = ~M0,0 (5.128)

analog zum Impulssatz als Axiom der Mechanik for-
muliert hat.
Mit P als körperfestem Punkt gilt

~r0M,0 = ~r0P,0 + A0K ~rPM,K , (5.129)

wobeiA0K die Lage des körperfesten SystemsK gegen-
über dem System 0 beschreibt.
Wegen ~rPM,K = const . erhält man

~v0M,0 = ~v0P,0 + ~ω0K,0 ×A0K ~rPM,K︸      ︷︷      ︸
~rPM,0

, (5.130)

wobeiω0K,0 die Winkelgeschwindigkeit des körperfes-
ten Systems K gegenüber dem ruhenden System 0 an-

gibt. Eingesetzt in (5.126) bleibt

~d0 =

∫ (
~r0P + ~rPM

)
×

(
~v0P + ~ω0K×~rPM

)
dm , (5.131)

wobei alle Vektoren im System 0 angeschrieben wur-
den. Ausmultipliziert ergibt sich

~d0 =~r0P×~v0P

∫
dm + ~r0P×

(
~ω0K×

∫
~rPM dm

)
+

∫
~rPM dm×~v0P +

∫
~rPM× (~ω0K×~rPM ) dm .

(5.132)
Mit der Massem und dem Vektor ~rPS , der die Lage des
Massenmittelpunktes S gegenüber Punkt P beschreibt,
bleibt

~d0 =m~r0P×~v0P +m~r0P× (~ω0K×~rPS )

+m~rPS×~v0P +

∫
~rPM×

(
~ω0K×~rPM

)
dm .

(5.133)

Das noch verbleibende Integral in (5.133) ist der Rela-
tivdrall ~dP des Körpers bezüglich Punkt P und es kann
mit Hilfe der Vektoralgebra umgeformt werden

~dP =

∫
~rPM× (~ω0K×~rPM ) dm

=

∫
r̃PM (− r̃PM ~ω0K ) dm

=

∫
r̃ TPM r̃PM dm︸            ︷︷            ︸

TP

~ω0K ,

(5.134)

wobei die Beziehung r̃ TPM = −r̃PM benutzt wurde und
TP den Trägheitstensor des starren Körpers bezüglich
P angibt.
Mit (5.134) und

~v0S = ~v0P + ~ω0K × ~rPS (5.135)

lautet (5.133)

~d0 = m~r0P×~v0S + m~rPS×~v0P + ~dP (5.136)

Bei abgeschlossenen Systemen erhält man für die Dral-
länderung

d

dt
~d0 =

d

dt

(
m~r0P×~v0S +m~rPS×~v0P + ~dP

)
= m ~̇r0P×~v0S +m~r0P× ~̇v0S+

m ˙~PSr×~v0P +m~rPS× ~̇v0P +
d

dt
~dP .

(5.137)

Aus
~r0P = ~r0S + ~rSP (5.138)
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folgt
~̇rSP = ~̇r0P − ~̇r0S . (5.139)

Mit ~̇r0P = ~v0P , ~̇v0S = a0S und ~̇v0P = a0P bleibt dann für
die Dralländerung

d

dt
~d0 =

d

dt
~dP + m ~v0P×~v0S + m~r0P×~a0S +

m (~v0P − ~v0S )×~v0P + m~rPS×~a0P

=
d

dt
~dP + m~r0P×~a0S + m~rPS×~a0P ,

(5.140)
Der Termm ~a0S kann mit Hilfe des Impulssatzes (5.108)
durch die Kraft ~F ersetzt werden. Eingesetzt in (5.128)
erhält man

d

dt
~dP + m~rPS×~a0P = ~M0 − ~r0P×~F . (5.141)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist das Moment be-
züglich Punkt P

~MP = ~M0 − ~r0P×~F . (5.142)

Die Ableitung des Relativdralls ~dP muß gegenüber dem
ruhenden System 0 berechnet werden.
Wählt man zur Darstellung des Drallvektors ein Refe-
renzsystem R, in dem der Trägheitstensor konstant ist

~dP,0 = A0R ~dP,R = A0R
(
TP,R ~ω0K,R

)
, (5.143)

dann erhält man zunächst

d

dt
~dP,0 = ~ω0R,0 ×A0R

(
TP,R ~ω0K,R

)
+A0R

(
TP,R

d

dt
~ω0K,R

) (5.144)

Der Drallsatz (5.128) kann damit im System R in der
Form

TP,R ~̇ω0K,R + ~ω0R,R ×TP,R ~ω0K,R

+m~rPS,R × ~a0P,R = ~MP,R
(5.145)

angeschrieben werden.
Es bedeuten:

TP,R Trägheitstensor bezüglich Punkt P
~ω0K,R Winkelgeschwindigkeit körperfestes Sys-

tem K gegen System 0
~ω0R,R Winkelgeschwindigkeit System R gegen

System 0
~̇ω0K,R Änderung von ω0K,R gegenüber dem Sys-

tem R

m Masse
~rPS,R Vektor vom körperfesten Punkt P zum

Massenmittelpunkt S
~a0P,R Beschleunigung von P gegenüber dem

System 0
~MP,R resultierendes Moment aller Belastungen

bezüglich P

Der Term m~rPS,R × ~a0P,R verschwindet, wenn als Be-
zugspunkt der Massenmittelpunkt P ≡ S mit ~rPS = 0
oder ein Fixpunkt P ≡ F mit ~a0F = 0 gewählt wird.
Dann lautet der Drallsatz

TS/F ,R ~̇ω0K,R + ~ω0R,R×TS/F ,R ~ω0K,R = ~MS/F ,R . (5.146)

Der Ausdruck ~ω0R,R × TP,R ~ω0K,R wird als Kreiselmo-
ment bezeichnet.
Das körperfeste Koordinatensystem K kann stets als
Referenzsystem R gewählt werden, da dort der Träg-
heitstensor eines starren Körpers auf alle Fälle kon-
stant ist. Dann bleibt wegen ~ω0R = ~ω0K

TS/F ,K ~̇ω0K,K+~ω0K,K×TS/F ,K ~ω0K,K = ~MS/F ,K . (5.147)
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6 Dynamik Mechanischer Systeme

6.1 Kollermühle

6.1.1 Ersatzmodell

Bei einer Kollermühle, Abb. 6.1, nutzt man Kreiselmo-
mente, um das Mahlgut mit hoher Anpreßkraft zu zer-
quetschen. Die Antriebswelle dreht dabei mit konstan-
ter Winkelgeschwindigkeit Ω = const . um eine verti-
kale Achse. Der Mahlstein, ein Zylinder mit der Masse
m, der Dicke H und dem Radius R, rollt dabei auf einer
horizontalen Unterlage ab.

ab
zR

xR

R

m

P

0
M A

ΩH

Abbildung 6.1: Kollermühle

Das Gewicht der AchseA–M kann gegenüber dem Ge-
wicht des Mahlsteins vernachlässigt werden.

6.1.2 Kinematik

Da der Mahlstein rollt, muß die Geschwindigkeit im
Punkt P verschwinden

~v0P = 0 . (6.1)

Die Geschwindigkeit kann am einfachsten in dem mit-
bewegten System R angeschrieben werden. Die xR-
Achse zeigt in Richtung der horizontalen Achse A–M
und die zR-Achse legt die vertikale Drehachse der An-
triebsachse fest. Der Mittelpunkt des Mahlsteins be-
wegt sich auf einer horizontalen Kreisbahn. Im System
R ist seine Geschwindigkeit gegenüber einem ruhen-
den System durch

~v0M,R =



0
(a + b) Ω

0


(6.2)

gegeben. Der Mahlstein dreht mit ω um die xR-Achse
und mit Ω um die zR-Achse. Die Geschwindigkeit im
Punkt P erhält man somit aus

~v0P,R =



0
(a + b) Ω

0

︸         ︷︷         ︸
~v0M,R

+



ω
0
Ω

︸︷︷︸
~ω0K,R

×



0
0
−R

︸︷︷︸
~rMP,R

. (6.3)

Ausmultipliziert und in (6.1) eingesetzt bleibt

(a + b) Ω + Rω = 0 oder ω = −
a + b

R
Ω . (6.4)

6.1.3 Kinetik

Der Mahlstein wird im GelenkpunktAund im Kontakt-
punkt P freigeschnitten, Abb. 6.2.

S=M

P

mg

N

Az
MA

Ay
Ax

yR

zR

xR

Ω

ω

U

Abbildung 6.2: Mahlstein, freigeschnitten

Das Scharniergelenk in A kann mit Ax , Ay und Az
Kräfte in drei Raumrichtungen übertragen. Es läßt ei-
ne Drehbewegung um dieyR-Achse zu und, da sich der
Mahlstein um die xR-Achse frei drehen kann, muß le-
diglich noch das Moment MA um die zR-Achse ange-
setzt werden.
Die im Kontaktpunkt P wirkenden Kräfte in Umfangs-
und Normalrichtung werden mit U und N bezeichnet.
Eine Kraft in Querrichtung sowie Bohr-, Kipp- und
Rollwiderstandsmomente, die zwischen dem Mahl-
stein und der Unterlage wirken, werden vernachläs-
sigt.
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Auf Grund der Rotationssymmetrie ist der Trägheits-
tensor des Mahlsteins auch im Referenzsystem R kon-
stant. Der Drallsatz kann somit im Referenzsystem R
bezüglich Punkt A angeschrieben werden. Da A weder
Fixpunkt noch Massenmittelpunkt ist, muß der Drall-
satz in der allgemeinen Form angeschrieben werden.
Gemäß (5.145) erhält man

TA,R ~̇ω0K,R + ~ω0R,R ×TA,R ~ω0K,R

+m~rAS,R × ~a0A,R = ~MA,R .
(6.5)

Der Ortsvektor vom Bezugspunkt A zum Massenmit-
telpunkt S = M des Körpers (Mahlstein)

~rAS,R =
[
b 0 0

]T
(6.6)

und die Beschleunigung im Punkt A

~a0A,R =
[
−a Ω2 0 0

]T
(6.7)

sind hier parallel. Das Kreuzprodukt ~rAS,R × ~a0A,R ver-
schwindet somit.
Mit dem Satz von Steiner (5.49) kann der Trägheitsten-
sor des Mahlsteins bezüglich Punkt A angegeben wer-
den.

TA,R = TS,R + m r̃ TAS r̃AS . (6.8)

In Abschnitt (5.2.3) wurden die Trägheitsmomente ei-
nes Zylinders bezüglich des Massenmittelpunktes S
angegeben. Mit (6.6) bleibt

TA,R =



A 0 0
0 B 0
0 0 B


;
A= 1

2 mR2 ,

B =
(

1
4R

2+ 1
12H

2+b2
)
m .

(6.9)

Die Winkelgeschwindigkeiten des Körpers (Mahlstein)
und des Referenzsystems sind im System R durch

~ω0R,R =



0
0
Ω


; ~ω0K,R =



ω
0
Ω


(6.10)

gegeben, wobeiω durch (6.4) bestimmt ist. Die Winkel-
geschwindigkeit des Mahlsteins ist im System R kon-
stant. Damit entfällt auch der erste Term im Drallsatz
(6.5) und man erhält



0
0
Ω


×



A 0 0
0 B 0
0 0 B





ω

0
Ω


=



U R

(mд−N ) b

MA +U b


. (6.11)

Ausmultipliziert bleibt



0
ΩAω

0


=



U R

(mд−N ) b

MA +U b


(6.12)

oder

U = 0 ,

N =mд − ΩAω/b = mд +m
R (a + b)

2b Ω2 ,

MA = 0 ,

(6.13)

wobei die Erbegnisse aus (6.4) und (6.9) bereits einge-
setzt wurden.
Zur Aufrechterhaltung der Rollbewegung ist keine
Umfangskraft erforderlich. Wegen U = 0 verschwin-
det auch das Moment im Lager A, MA = 0. Die Kreisel-
wirkung vergrößert die Normalkraft um einen Term,
der mit dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit Ω an-
steigt und verbessert so das Mahlergebnis.
Die Kräfte im GelenkA erhält man aus dem Impulssatz.
Im System R angeschrieben, lautet er

m



−(a + b) Ω2

0
0


=



Ax

Ay +U

Az + N −mд


. (6.14)

Mit (6.13) bleibt

Ax = −m (a + b) Ω2 ,

Ay = 0 ,

Az =mд − N = −m
R (a + b)

2b Ω2 .

(6.15)

6.2 Kra�wirkung von Rotoren

6.2.1 Rotor mit Unwuchten

Ein Rotor ist in den PunktenA und B statisch bestimmt
gelagert, wobei die LagerreaktionenAx ,Ay ,Az und Bx ,
By in Richtung des körperfesten Koordinatensystems
K angetragen wurden, Abb. 6.3. Durch das MomentMA
angetrieben, dreht sich der Rotor um die z0=zK -Achse.
Der Winkel φ beschreibt die momentane Position ge-
genüber der x0-Achse.
Der Rotor ist nicht exakt ausgewuchtet:

1. Der Massenmittelpunkt S liegt nicht auf der Dreh-
achse (statische Unwucht).

2. Im körperfesten System K treten Deviationsmo-
mente auf (dynamische Unwucht).
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ϕ
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y0
xK yK
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=zKz0

Byx

Ay
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zA
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Abbildung 6.3: Rotor

6.2.2 Bewegungsgleichungen

Im körperfesten System angeschrieben, lautet der Im-
pulssatz

m



−e φ̇2

e φ̈

0


=



Ax + Bx +mд sinφ
Ay + By +mд cosφ

Az


. (6.16)

Aus der dritten Komponente folgt sofort

Az = 0 . (6.17)

PunktM ist ein Fixpunkt. Der Drallsatz kann also in der
Form (5.146) angeschrieben werden. Im körperfesten
System erhält man

TM,K ~̇ω0K,K + ~ω0K,K×TM,K ~ω0K,K = ~MM,K . (6.18)

Mit der Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbe-
schleunigung

~ω0K,K =



0
0
φ̇


, ~̇ω0K,K =



0
0
φ̈


; (6.19)

einem vollbesetzen Trägheitstensor

TM,K =



Txx Txy Txz
Txy Tyy Tyz
Txz Tyz Tzz


(6.20)

und dem Moment

MM,K =



aAy − b By
b Bx − aAx

MA + emд cosφ


(6.21)

bleibt

Txz φ̈ − Tyz φ̇
2 = aAy − b By ,

Tyz φ̈ + Txz φ̇
2 = b Bx − aAx ,

Tzz φ̈ = MA + emд cosφ .
(6.22)

Die dritte Komponente des Drallsatzes (6.22) be-
schreibt die Dynamik der Rotordrehung. Bei bekann-
tem Antriebsmoment MA kann die Di�erentialglei-
chung 2. Ordnung gelöst werden und liefert mit φ =
φ (t ) und ω (t ) = φ̇ Drehwinkel und Drehgeschwindig-
keit des Rotors.
Die verbleibenden Gleichungen können nach den rest-
lichen Lagerreaktionen aufgelöst werden. Man erhält

Ax = −
(
Tyzφ̈ + (Txz+meb)φ̇2 +mдb sinφ

)
/L ,

Ay =
(
(Txz+meb)φ̈ −Tyzφ̇

2 −mдb cosφ
)
/L ,

Bx =
(
Tyzφ̈ + (Txz−mea)φ̇2 −mдa sinφ

)
/L ,

By =−
(
(Txz−mea)φ̈ −Tyzφ̇

2 +mдa cosφ
)
/L ,

(6.23)
wobei L = a+b den Lagerabstand bezeichnet.
Neben den statischen Gewichtsanteilen treten dynami-
sche Anteile auf, die bei hohen Drehzahlen und bei
schlecht ausgewuchteten Rotoren Probleme bereiten
können.
Bei abgeplatteten Rotoren, die elastisch gelagert sind
oder die auf einer biegeweichen Welle laufen, kommt
es zu einer Selbstzentrierung. Unter dem Ein�uß der
Fliehkraft und des Kreiselmomentes verschiebt und
dreht sich der Rotor so, daß der Massenmittelpunkt in
Richtung der Drehachse wandert und eine Hauptträg-
heitsachse des Rotors in der Nähe der Drehachse zu
liegen kommt.

6.3 Ebene Mehrkörpersysteme

6.3.1 Beispiel

Mit dem in Abb. 6.4 dargestellten Hubwerk soll die
Massem nach oben bewegt werden.
Das Antriebsrad mit der Trägheit Θ2 und dem Radius
r2 wird durch das Moment M angetrieben und über-
trägt seine Drehbwegungen auf die Trommel mit der
Trägheit Θ1 und dem Außenradius r1. Das Hubseil, an
dessen Ende die Masse m hängt, wird über den Radius
r0 aufgewickelt.
Die Massem führt nur vertikale Bewegungen aus. Das
Antriebsrad und die Trommel drehen um Achsen senk-
recht zur Zeichenebene.
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Abbildung 6.4: Hubwerk

6.3.2 Grundgleichungen

6.3.2.1 Kinetische Energie

Gemäß (5.15) errechnet sich die kinetische Energie ei-
nes Körpers aus

Ekin =
1
2 m

~v T
0S ~v0S +

1
2
~ω T

0K TS ~ω0K , (6.24)

wobeim die Masse des Körpers,TS den auf S bezogenen
Trägheitstensor, ~v0S die Geschwindigkeit des Massen-
mittelpunktes S und ~ω0K die Winkelgeschwindigkeit
des körperfesten Systems K gegenüber dem ruhenden
System 0 beschreibt.
Bewegt sich ein Körper in der x0- y0-Ebene, dann kann
er nur Drehungen um die z0 = zK -Achse ausführen
und es gilt

~v0S,0 =



ẋS

ẏS

0


und ~ω0K,K =



0
0
γ̇


, (6.25)

wobei die Koordinaten xS , yS die Lage des Massenmit-
telpunktes S gegenüber dem System 0 beschreiben und
γ den Drehwinkel um die z0 = zK -Achse bezeichnet.
Fällt das körperfesten Koordinatensystem nicht mit
dem Hauptachsensystem zusammen, dann ist der
Trägheitstensor vollbesetzt

TS,K =



Txx Txy Txz

Txy Tyy Tyz

Txz Tyz Tzz


. (6.26)

Setzt man (6.25) und (6.26) in (6.24) ein, dann bleibt

Ekin =
1
2 m

(
ẋ2
S + ẏ

2
S

)
+

1
2 Tzz γ̇

2 . (6.27)

Bei Drehungen um eine Achse, hier die Drehung um
die z0 = zK -Achse, geht nur das Trägheitsmoment be-
züglich dieser Achse in die Berechnung der kinetischen
Energie ein. Deviationsmomente spielen dabei keine
Rolle.

6.3.2.2 Impuls- und Drallsatz

Analog zu (6.16) lautet der Impulssatz

m ẍS = Fx0 ,

m ÿS = Fy0 ,

0 = Fz0 ,

(6.28)

wobei die auf den Körper wirkende Kraft ~F im ruhen-
den System 0 durch die Komponenten Fx0 , Fy0 Fz0 dar-
gestellt wurde. In Richtung der z0-Achse �ndet keine
Bewegung statt, deshalb liefert die dritte Komponente
mit Fz0 = 0 nur die Gleichgewichtsbedingung.
Schreibt man den Drallsatz im körperfesten System K
für den Massenmittelpunkt S an, dann erhält man un-
ter Verwendung von (6.25) und (6.26) analog zu (6.22)

Txz γ̈ − Tyz γ̇
2 = MxK ,

Tyz γ̈ + Txz γ̇
2 = MyK ,

Tzz γ̈ = MzK ,

(6.29)

wobei das auf den Massenmittelpunkt S bezogene Mo-
ment ~M im körperfesten System K durch die Kompo-
nenten MxK , MyK MzK dargestellt wurde.
Mit der Transformationsmatrix

A0K =



cosγ − sinγ 0
sinγ cosγ 0

0 0 1


(6.30)

kann das Moment auch im System 0 dargestellt werden

Mx0 = cosγ MxK − sinγ MyK ,

My0 = sinγ MxK + cosγ MyK ,

Mz0 = MzK .

(6.31)

Die dritte Gleichung in (6.29) beschreibt die Dynamik
der Drehbewegung. Wie bei der kinetischen Energie
wird die Dynamik der Drehung um eine feste Ach-
se nicht durch Deviationsmomente beein�ußt. Wegen
(6.31) können die Momente um die Drehachse, hier die
z0 = zK -Achse, entweder im körperfesten System K
oder im ruhenden System 0 angegeben werden.
Dreht der Körper nicht um eine Hauptachse, dann
erzeugen die Deviationsmomente um Achsen senk-
recht zur Drehachse dynamische Momente, die von
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der Drehbeschleunigung und dem Quadrat der Dreh-
geschwindigkeit abhängen.

6.3.3 Schni�methode

Bei der Schnittmethode werden alle Körper so freige-
schnitten, daß sie unabhängig voneinander ihre Bewe-
gungen ausführen können.
Bei dem Hubwerk sind das die Masse m mit der verti-
kalen Bewegung s sowie die Seil- und Antriebstrommel
mit den Drehbewegungen γ1 und γ2, Abb. 6.5.

M

r2

Θ2

r0
r1

Θ1

s

x

y0

F

P

mg

S

S

0

γ2

γ1

F

Q

Abbildung 6.5: Hubwerk, freigeschnitten

Der Impulsatz für die Massem lautet

m s̈ = S −mд . (6.32)

Die Drallsätze bezüglich der Lagerungspunkte (Fix-
punkte) liefern

Θ1 γ̈1 = r1 F − r0 S ,

Θ2 γ̈2 = r2 F −M .
(6.33)

Nun können die Schnittreaktionen elimiert werden.
Löst man (6.32) nach S und die zweite Gleichung in
(6.33) nach F auf und setzt die Ergebnisse in die ers-
te Gleichung von (6.33) ein, dann erhält man

Θ1 γ̈1 =
r1
r2

(Θ2 γ̈2+M ) − r0 (m s̈+mд) (6.34)

oder durch r0 dividiert und umgestellt

Θ1
r0

γ̈1 −
r1
r2

Θ2
r0

γ̈2 +m s̈ =
r1
r2

M

r0
−mд (6.35)

Auf Grund der kinematischen Bindungen

r0 γ̇1 = ṡ ,

r2 γ̇2 = −r1 γ̇1
(6.36)

besitzt das Hubwerk nur eine freie Bewegungsmög-
lichkeit. Mit

γ̈1 =
s̈

r0
und γ̈2 = −

r1
r2

s̈

r0
(6.37)

können die Winkelbeschleunigungen als Funktion der
Vertikalbeschleunigung der Masse dargestellt werden.
Damit erhält man dann aus (6.35) die Bewegungsglei-
chung für die Hubbewegung der Masse

[
Θ1

r 2
0
+

(r1
r2

)2 Θ2

r 2
0
+m

]

︸                         ︷︷                         ︸
m̄

s̈ =
r1
r2

M

r0
−mд , (6.38)

wobei der Ausdruck in den eckigen Klammern als ver-
allgemeinerte Masse bezeichnet wird.
Damit die Masse nach oben beschleunigt wird (s̈ > 0),
muß das Antriebsmoment der Bedingung

M > r0mд
r2
r1

(6.39)

genügen.
Nun können auch die Schnittreaktionen angegeben
werden. Aus (6.32) folgt sofort

S = m (д + s̈ ) , (6.40)

wobei s̈ durch (6.38) bestimmt ist.
Die zweite Gleichung in (6.33) liefert

F =
Θ2 γ̈2 +M

r2
, (6.41)

wobei γ̈2 über (6.37) auf die Vertikalbeschleunigung der
Masse s̈ zurückgeführt werden kann.
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7 Übungsbeispiele

7.1 Punkt-Kinematik

7.1.1 Flugzeug

Ein Flugzeug, dessen Eigengeschwindigkeit vF be-
stimmt werden soll, macht einen Probe�ug von A über
B nach C . Zu der Strecke AB = 20 km benötigt es
tAB = 400 s und die Strecke BC = 27 km legt es in
tBC = 600s zurück. Während des gesamten Fluges weht
ein Wind von unbekannter Geschwindigkeit vW unter
dem Winkel α = 63.5o

A
�

B
�

C
�

v� W
�

α

a) Bestimmen Sie in den Abschnitten AB und BC die
jeweilige Übergrundgeschwindigkeit des Flug-
zeugs?

b) Wie groß ist die Eigengeschwindigkeit vF des
Flugzeugs?

7.1.2 Schweißroboter

Um eine möglichst gleichmäßige Schweißnaht zu er-
zielen, wird der Arm eines Schweißroboters so verfah-
ren, daß der Schweißkopf die Strecke von A nach B
geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit (v =
const .) durchfährt.

A
�

B
�

y�

ϕ

a�

x� v�

a) Wie ändert sich die Länge des Schweißarms, ` =
`(φ)?

b) Mit welcher Winkelgeschwindigkeit φ̇ = φ̇ (φ)
muß der Arm geschwenkt werden?

c) Wie groß ist die Winkelbeschleunigung φ̈ = φ̈ (φ)
des Roboterarms?

7.1.3 Bremsen in der Kurve

Ein Fahrzeug fährt mit der Geschwindigkeit v0 auf ei-
ner Kreisbahn mit dem Radius R. Der Fahrer beginnt
nun vorsichtig zu bremsen. Während des Bremsvor-
gangs von t = 0 bis t = T gilt für die Längsbeschleuni-
gung (Beschleunigung in tangentialer Richtung) aL =
−k t , wobei k eine positive Konstante k > 0 mit der
Dimensionm/s3 ist.

R
�

v� 0

a) Wie lange dauert es, t =?, bis der Fahrer die Ge-
schwindigkeit auf die Hälfte reduziert hat?

b) Welche Strecke hat das Fahrzeug in dieser Zeit zu-
rückgelegt?

c) Wie groß ist die Gesamtbeschleunigung des Fahr-
zeug zu Beginn (t = 0) und am Ende (t = T ) des
Bremsmanövers?

7.1.4 Kreuzschleife

Bei der skizzierten Kreuzschleife K dreht sich die
Scheibe S mit dem Bolzen B mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit φ̇ = Ω = const .

Berechnen Sie in Abhängigkeit vom Winkel φ:
a) Geschwindigkeit und Beschleunigung von Bolzen

und Schleife gegenüber dem System x0, y0,
b) die Geschwindigkeit und die Beschleunigung mit

der der Bolzen im Schlitz gleitet.
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x�

y�

r�
ϕ

B
�

K
�

S

0

0

7.1.5 Zug

Das v-s-Diagramm eines elektrischen Zuges setzt sich
aus zwei Parabeln zusammen.
Für die Anfahrperiode, 0 ≤ s ≤ s1, gilt:

v = vmax

√
s

s1

und entsprechend für die stromlose Auslaufperiode
s1 ≤ s ≤ s1 + s2

v = vmax

√
s1 + s2 − s

s2

v� max

s 2s 1 s

v�

Bis zu welcher Geschwindigkeitvmax muß angefahren
werden, wenn die Gesamtstrecke

s1 + s2 = 1 200m in T = 120 s

zurückgelegt werden soll?

7.1.6 Kran

Der skizzierte Kran bewegt sich in horizontaler Rich-
tung (x0-Achse) mit der Geschwindigkeit v1. Gleich-
zeitig führt der Ausleger eine Drehbewegung um die
z0-Achse mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
γ̇ = Ω aus. Die Laufkatze fährt relativ zum Ausle-
ger mit der Geschwindigkeit v2 nach innen. Die Be-
wegung der Last erfolgt vertikal nach oben mit mit der
Geschwindigkeit v3.

Die Geschwindigkeiten v1, v2, v3 und die Winkelge-
schwindigkeit Ω sind konstant.
Zu Beginn (t = 0) be�ndet sich die Laufkatze bei s = a
und der Ausleger zeigt in Richtung der x0-Achse.

a�

z�

x

y�

1v�

3v�

v� 2

s(t)

γ�

0
�

0
�

0

a) Bestimmen Sie den Abstand s = s (t ) der Laufkat-
ze von der Drehachse.

b) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich die Last
gegenüber dem System x0, y0, z0?

c) Wie groß ist die Beschleunigung der Last gegen-
über dem System x0, y0, z0?

7.2 Punkt-Kinetik

7.2.1 Rü�eltisch

Ein Rütteltisch wird mit z (t ) = A sinωt harmonisch
auf- und abbewegt, wobei A die Amplitude und ω die
Kreisfrequenz angibt.

m z(t)

Bis zu welcher Frequenz ω < ωK bleibt die Masse m
auf dem Tisch liegen?

7.2.2 Stein

In einem Schacht der Höhe H fällt ein Stein senkrecht
nach unten. Der Luftwiderstand sei vernachlässigbar
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klein. Am Schachteingang hört man nach der ZeitT =
15s das Aufschlaggeräusch. Bestimmen SieH , wenn die
Schallgeschwindigkeit c = 330 m/s beträgt. Welchen
Fehler in H erhält man, wenn man T als reine Fallzeit
deutet?

7.2.3 Auffahrunfall

Ein Pkw fährt auf ein starres Hindernis zu. Es gelingt
dem Fahrer, seine Geschwindigkeit vor dem Aufprall
auf v1 = 72 km/h zu reduzieren. Während der Auf-
prallphase wird die Knautschzone des Fahrzeugs um
4` = 1m zusammengedrückt.

a) Berechnen Sie unter Annahme einer konstanten
Verzögerung während der Aufprallphase die Ver-
zögerung a und die Zeitdauer 4t , bis das Fahrzeug
die Geschwindigkeit Null hat.

b) Welche Kraft müßte der Fahrer mit der Massem =
75 kд aufbringen, um sich im Sitz zu halten?

7.2.4 Ebene Punktbewegung

Auf einer viertelkreisförmig gekrümmten zylindri-
schen Fläche mit dem Radius R wird die Punktmasse
m an der durch den Winkel φ0 gekennzeichneten Stel-
le ohne Anstoßen losgelassen.

x

z�

m�

R

ϕ0

a) Bei welchem Winkel φ1 und mit welcher Ge-
schwindigkeit v1 verläßt die Punktmasse die Flä-
che?

b) Mit welcher Geschwindigkeit v2 und unter wel-
chem Winkelφ2 tri�t die Punktmasse auf dem Bo-
den auf?

7.2.5 Räumliche Punktbewegung

Eine Punktmassem gleitet reibungsfrei in einer um den
Winkelα geneigte Röhre. Zum Zeitpunkt t = 0 wird sie
am oberen Ende bei s = 0 ohne Anfangsgeschwindig-
keit losgelassen. Die Röhre dreht mit der konstanten

s

m

α a�

ϕ

x� 0

y� 0

z� 0

Winkelgeschwindigkeit φ̇ = Ω = const . um die verti-
kale z0-Achse.
Geben Sie die Di�erentialgleichungen an, aus denen
der Weg s = s (t ) und die auf die Wand ausgeübten
Kräfte berechnet werden können.
Mit welcher Geschwindigkeit gegenüber dem x0, y0,
z0-System verläßt die Punktmasse das untere Ende der
Röhre, wenn diese die Länge a hat?

7.2.6 Rakete

Eine Rakete mit der Startmasse m0 steigt senkrecht
nach oben. Der Luftwiderstand kann vernachlässigt
werden. Die Erdbeschleunigung nimmt mit zunehmen-
der Höhe z ab und wird durch

д = д(z) = д0

(
RE

RE + z

)2

beschrieben, wobei RE den Erdradius bezeichnet und
д0 = д(z = 0) die Erdbeschleunigung auf der Erdober-
�äche (z=0) angibt.
Wie muß sich die Masse m der Rakete ändern, damit
die Steiggeschwindigkeit v = ż konstant ist?

7.2.7 Eisstock

Ein Eisstock wird mit der Geschwindigkeitv0 = 20m/s
auf das Eis aufgesetzt. Der Reibwert zwischen Eisstock
und Eis ist mit µ = 0.02 gegeben.
Nach welcher Zeit bleibt der Eisstock stehen und wel-
chen Weg hat er dabei zurückgelegt?

7.2.8 Pla�e

Auf zwei Zylindern gleicher Durchmesser, die sich ent-
gegengesetzt drehen, liegt eine Platte mit der Masse
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m frei auf. Der Reibwert zwischen Walzen und Plat-
te beträgt µ und der Abstand der Walzenmittelpunkte
ist durch 2a gegeben.

x

a�

m

a�

Wie groß ist die horizontale Beschleunigung ẍ der Plat-
te?

7.2.9 Hebebühne

Beim Absenken einer Last (Masse M) durch eine Hebe-
bühne (Massem) gleitet der Hubkolben reibungsfrei in
einem Zylinder und presst dabei über ein Drosselven-
til Hydrauliköl in einen Behälter. Die vom Hydrauliköl
auf den Kolben ausgeübte Kraft kann durch

F = Dv

beschrieben werden, wobei v die Absenkgeschwindig-
keit undD eine Konstante der Dimensionkд/s bezeich-
net.

m�

M

a) Mit welcher Beschleunigung bewegt sich die He-
bebühne nach unten?

b) Berechnen Sie v = v (t ), wenn die Hebebühne aus
der Ruhe startet.

c) Welchen maximalen Wert kann die Absenkge-
schwindigkeit v höchstens erreichen?

d) Wie groß ist die Kraft N , die beim Absenken zwi-
schen der Last und der Hebebühne auftritt?

7.2.10 Schi�

Ein Schi� mit 8 000 t Wasserverdrängung verringert
seine Geschwindigkeit durch Einwirkung des Wasser-
widerstandes von v1 = 15m/s auf v2 = 2m/s in einer
Zeit von T = 7min. Der Wasserwiderstand ist propor-
tional dem Quadrat der Schi�sgeschwindigkeit.
Welchen Weg hat das Schi� in der ZeitT zurückgelegt?

7.2.11 Sportflugzeug

Ein Sport�ugzeug landet mit Schneekufen auf einer
horizontalen Piste. Der Pilot setzt das Flugzeug ohne
nennenswerte Vertikalgeschwindigkeit (vy0 ≈ 0) mit
der Landegeschwindigkeit vx0 = 18.5 m/s auf. Der
Reibwert zwischen Kufen und Schnee beträgt µ = 0.08.
Die Luftwiderstandskraft FW und die Auftriebskraft FA
am Flugzeug sind proportional zum Quadrat der An-
strömgeschwindigkeit.
Bei einer Anströmgeschwindigkeit von vxR = 1 m/s
werden FWR = 1 N und FWA = 7 N gemessen.
Die Masse des Flugzeugs beträgtm = 2 000 kд.

a) Wie lange dauert es, bis das Flugzeug steht?
b) Welchen Weg hat es bis dahin zurückgelegt?

7.3 Starrkörper-Kinematik

7.3.1 Ventilator

Bei dem skizzierten Ventilator führt das Gehäuse ei-
ne Schwenkbewegung um die vertikale Achse mit dem
Winkel γ = γ (t ) aus. Der im Gehäuse untergebrachte
Motor dreht die Rotorblätter mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit α̇ = const .

γ�
xG

y� G

zG

y� L

zL
�

L

G
�

z� R

y� R
�

x� R

α

R

xL
�

P
�

a) Berechnen Sie die Drehmatrix ALR , die Vektoren
vom rotorblattfesten System R ins lagerfeste Sys-
tem L transformiert.

b) Mit welcher Winkelgeschwindigkeit drehen sich
die Rotorblätter gegenüber dem lagerfesten Sys-
tem L? Geben Sie den Winkelgeschwindigkeits-
vektor im System L und im System G an.

c) Berechnen Sie Lage, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung von Punkt P gegenüber dem lager-
festen System und geben Sie das Ergebnis im Sys-
tem G an.
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Der Abstand der Punkte L und G ist durch h, der
Abstand der Punkte G und R durch a und der
Durchmesser der Rotorblätter ist mit 2 r gegeben.

7.3.2 Reibradgetriebe

In einem Reibradgetriebe wird das Antriebsrad mit
dem Radius r1 in axialer Richtung mit der konstanten
Geschwindigkeit ẋ = v1 = const . verschoben. Dabei
überträgt es seine Drehbewegung mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeitω1 = const . schlup�rei auf das
Abtriebsrad.
Zum Zeitpunkt t = 0 startet es bei x (t =0) = x0.

1

1

ω

ω

x�

r

2

Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeitω2 = ω2 und
die Winkelbeschleunigung ω̇2 = ω̇2 des Abtriebrades.

7.3.3 Rollenlager

Der Außenring eines Rollenlagers rotiert mit der Win-
kelgeschwindigkeit ω0A; der Innenring mit ω0I .

x0

y� 0

r� A
�

r� I

ω0A

ω0I

a) Wie groß ist die Winkelgeschwindigkeit einer
Rolle gegenüber dem System 0?

b) Wie groß ist die Geschwindigkeit eines Rollenmit-
telpunktes gegenüber dem System 0?

c) Untersuchen Sie auch die Sonderfälleω0A = 0 und
ω0I = 0.

7.4 Starrkörper-Kinetik

7.4.1 Rührhaken

Ein Rührhaken ist aus dünnem Stahldraht gebogen und
hat die Masse M . Durch Anbringen der Zusatzmasse
m = 3

14 M konnte erreicht werden, daß der Schwer-
punkt des gesamten Hakens auf der Drehachse zK liegt.

x�
y�

z

a�

K

K

K

a�

a�

a�
a�

a�

m�

M
�

A

a) Bestimmen Sie bezüglich Punkt A das Trägheits-
moment um die zK -Achse und alle Deviationsmo-
mente.

b) Wie groß sind die Lagerreaktionen im Punkt A,
wenn der Rührhaken mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit Ω um die zK -Achse rotiert?

7.4.2 Relais

Mit dem skizzierten System wird ein Relais nachge-
bildet. Der 25 mm breite Winkelhebel ist in A dreh-
bar gelagert und besteht aus Stahlblech der Dichte ρ =
7850 kд/m3.

Magnet

15
20

30

2

A

g�

ϕ

Mit welcher Winkelbeschleunigung φ̈ beginnt sich der
Winkel zu drehen, wenn der Magnet mit der Kraft F =
2 N anzieht?
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7.4.3 Aufzug

Die Antriebstrommel eines Aufzugs mit dem Radius R
und der Trägheit JA wird durch das Moment MA ange-
trieben. Das Antriebsseil läuft über eine Umlenkrolle
mit der Trägheit JB und dem RadiusR. Die Aufzugkabi-
ne hat die Massem2. Das Gegengewicht mit der Masse
m1 wird über den Radius r abgewickelt.

x�

m� 1
m� 2

M
�

A
�

r�R
�

R
�

J
�

A
J

�

B
�

Mit welcher Beschleunigung ẍ bewegt sich der Aufzug
nach oben?

7.4.4 Kugel

Eine Kugel mit der Massem und dem RadiusR wird mit
der Mittelpunktsgeschwindigkeitv0 auf einer horizon-
talen Ebene aufgesetzt. Der Reibwert zwischen Kugel
und Ebene beträgt µ.

R
v� 0

µ
m�

a) Wie lange dauert es, bis die Kugel rollt?
b) Welche Strecke hat die Kugel dabei zurückgelegt?
b) Welche kinetische Energie hat die Kugel beim

Aufsetzen und am Ende der Gleitphase?

Hinweis: Das Trägheitsmoment einer Kugel ist mit

J =
2
5 mR2

gegeben.
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