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1 Punkt-Kinematik

1.1 Lage

1.1.1 Koordinatensysteme

Voraussetzung fiir eine eindeutige Lagebeschreibung
einer Punktmasse ist ein Koordinatensystem, mit des-
sen Ursprung und Achsen ein Referenzpunkt und Re-
ferenzrichtungen zur Verfiigung stehen, Abb. 1.1.

Abbildung 1.1: Koordinatensystem

In der Technischen Mechanik werden stets orthogo-
nale und rechtshindige Koordinatensysteme verwen-
det, wobei die Richtungen der Koordinatenachsen x, y,
z durch die Einheitsvektoren €y, €,, €; mit |&| = 1,
léy| = 1, |€;] = 1 festgelegt sind.

Die Orthogonalitit kann durch das Verschwinden der
Skalarprodukte

ele,=0, &/ e =0, & e =0 (1.1)
ausgedriickt werden. Das Transponiertzeichen, in (1.1)
das hochgestellte T, vertauscht bei Vektoren und Ma-
trizen die Zeilen und Spalten. Das Skalarprodukt zwei-
er Vektoren kann damit als Multiplikation eines Zeilen-

mit einem Spaltenvektor dargestellt werden.

Die Kreuzprodukte

Ex X €y =€, € Xe =86, eXeé=¢ (12
definieren die Rechtshindigkeit.
1.1.2 Ortsvektor
Der Ortsvektor 7p(t) mit den Komponenten
x(t)
fopo(t) = | y(t) (1.3)
z(t)

legt gegeniiber dem Koordinatensystem 0 die Lage
einer Punktmasse P zum Zeitpunkt ¢ eindeutig fest,
Abb. 1.2.

Abbildung 1.2: Ortsvektor

Die Indizes 0 und P bezeichnen Anfangs- und End-
punkt. Der mit Komma abgetrennte Index 0 gibt an,
dafl die Komponenten des Vektors im System 0 ange-
schrieben werden.

1.1.3 Kinematische Bindungen

Im Raum verfiigt eine Punktmasse iiber f = 3 freie
Bewegungsmoglichkeiten (Freiheitsgrade). Die Anzahl
der freien Bewegungsmoglichkeiten bestimmt auch die
Anzahl der unabhingigen Koordinaten (Verallgemei-
nerte Koordinaten), die zur eindeutigen Lagebeschrei-
bung erforderlich sind. In (1.3) sind das die Komponen-
ten x, y, z des Ortsvektors.

Lager und/oder Fiihrungen schranken die freien Bewe-
gungsmoglichkeiten ein.

In der Statik werden Lager durch die Fahigkeit der
Kraft und/oder Momenteniibertragung beschrieben. In
der Kinematik steht die Einschrinkung der Bewe-
gungsmoglichkeit im Vordergrund. Kinematische Bin-
dungsgleichungen charakterisieren jetzt die Wirkung
von Lagern und/oder Fithrungen.

Die triviale Bindungsgleichung
z=0 (1.4)

beschreibt mit den verbleibenden Koordinaten x(t)
und y(¢) Bewegungen in der xy-Ebene.
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Bewegt sich die Punktmasse P auf einem Kreis in der
xy-Ebene mit dem Radius R, dann kann seine Lage
durch die Koordinate x = x(¢) und die Bindungsglei-
chungen

y=2+VR2—x? und z=0 (1.5)
angegeben werden, Abb. 1.3.
Zy
Xg
. Yo
Abbildung 1.3: Ebene Kreisbewegung
Die Koordinaten x und y konnen tiber
x=Rcosgp und y=Rsing (1.6)

durch den Winkel ¢ und den Radius R ausgegeben wer-
den. Mit ¢ = ¢(t) als verallgemeinerter Koordinate und
den trivialen Bindungsgleichungen

R=const. und z=0 (1.7)

kann die Kreisbewegung wesentlich einfacher be-
schrieben werden.

Durch die Wahl giinstiger Koordinaten kann in vie-
len Fillen die Beschreibung einer Bewegung, bzw. die
Formulierung von Bindungsgleichungen, stark verein-
facht werden.

1.1.4 Bahnkurve

Bei seinen Bewegungen im Zeitintervall t, < t < tg

durchlaufen die einzelnen Punkte P(t) bis P(tg) die
Bahnkurve, Abb. 1.4.

Zum Zeitpunkt t hat die Punktmasse auf der Bahnkur-
ve die Strecke s = s(t) zuriickgelegt.

Bei beliebig gekrimmten Bahnkurven kann der Zu-
sammenhang zwischen dem Weg s(¢) und den Punkt-
koordinaten x(¢), y(t) und z(t) nur noch durch diffe-
rentielle Betrachtung angegeben werden. Im infinitesi-
mal kleinen Zeitschritt dt hat sich die Punktmasse vom
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ZO ! P(‘Ii())\s\
P(t
R ® Bahnkurve
rop(to) .
fop(t) P(tg)
rop(te)
o/////%
X

Abbildung 1.4: Bahnkurve

Punkt P(t) zum Punkt P(t+dt) weiterbewegt und dabei
die Strecke ds zuriickgelegt. Die Ortsvektoren

x(t) x(t+dt)
rop,o(t) = [y(t)], ropo(t+dt) = y(t+dt)} (1.8)
z(t) z(t+dt)

beschreiben die Lage von P(t) und P(¢+dt).

P(t+dlt)

Abbildung 1.5: Wegkoordinate

Mit x(t+dt) =x(t)+dx, y(t+dt) = y(t)+dy und z(t+dt) =
z(t)+dz kann dann aus Abb. 1.5. der Zusammenhang

ds = /(dx)? + (dy)? + (dz)? (1.9)

abgelesen werden.

1.2 Geschwindigkeit

1.2.1 Definition

Die auf das Zeitintervall At bezogene Lageédnderung

_ Topo(t+at) = Fopo(t) (1.10)
At At ’

Arop,o
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gibt im Grenziibergang At — 0 die Geschwindigkeit
der Punktmasse zum Zeitpunkt ¢ an

d”oP,o 5

ATop,0
- = Fop,0 = Uop,0 -

lim =
At—0 AL dt

(1.11)

Die Berechnung der Lagednderung
AFop,o = Fop,o(t+4t) — Fop,o(t)

ist an ein Koordinatensystem — hier das System 0 — ge-
bunden. Damit gibt der nach (1.11) berechnete Vektor

— _ S
Yop,0 = ToP,0

die Geschwindigkeit an, die die Punktmasse P zum
Zeitpunkt ¢ gegentiber dem Koordinatensystem 0 hat.

A

Zg P(t)

Vop g,

P(t+at)

Abbildung 1.6: Geschwindigkeit

Fir At — 0 zeigt der Vektor AFp in Richtung
der Bahntangente (Einheitsvektor €;) im Punkt P(t),
Abb. 1.6. Der Geschwindigkeitsvektor ¥yp verlauft so-
mit stets tangential zur Bahn und mit v = |Jyp| kann
die Geschwindigkeit auch in der Form

Top,0 = Vérp (1.12)
angeschrieben werden.
1.2.2 Bahngeschwindigkeit
Beschreibt man die Lage der Punktmasse mit
x(s)
foro(s) = | y(s) (1.13)
z(s)

in Abhingigkeit von der Wegkoordinate s =s(t), dann
muf3 die Ableitung nach der Zeit ¢ tiber die Kettenregel
berechnet werden

Fora(s(t) = o (Fono() & (114)

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

wobei v = % die Bahngeschwindigkeit angibt. Fir die
Wegableitung erhalt man

d7 dx/ds
;P’O = | dy/ds | . (1.15)
s dz/ds
Weil gemaf (1.9)
2 2 2
(d_x)+(@)+(@) - 1. (1.16)
ds ds ds
gilt, ist (1.15) ein Einheitsvektor,
dFop,o
2 =1, 1.17
= (1.17)

der in Richtung der Bahntangente zeigt. Mit

geht (1.14) in (1.12) Gber.

1.3 Beschleunigung

1.3.1 Definition

Analog zur Geschwindigkeit kann aus der Geschwin-
digkeitsdnderung

ADyp,o(dt) = Top,o(t+Aat) — Topo(t) (1.18)

auch die Beschleunigung der Punktmasse P zum Zeit-
punkt t berechnet werden

. Avgpy  dTopyo
lim =

At—0 At dt

= Dgp,0 = GoP,0 s (1.19)
wobei der Vektor
aop,0 = Yop,0 = ToP,0

die Beschleunigung angibt, die die Punktmasse P zum
Zeitpunkt ¢t gegentiber dem Koordinatensystem 0 hat.

Die Richtung des Beschleunigungsvektors bleibt zu-
nachst unbestimmt, da ein Vektor — hier der Geschwin-
digkeitsvektor ¥yp o — sowohl seine Lange als auch sei-
ne Richtung dndern kann.

1.3.2 Tangentialbeschleunigung

Geht man bei der Berechnung der Beschleunigung von
der Geschwindigkeitsdarstellung (1.12) aus, dann er-
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halt man zunachst

Ld
aop,0 = d—(vet,o) = vVerotUerp.

t (1.20)

Einheitsvektoren konnen nur die Richtung, nicht aber
die Lange dndern. Es gilt daher

o LEo bzw. &l &0 =0. (1.21)

Die Beschleunigungsanteile in (1.20) stehen senkrecht
aufeinander und liefern mit

a; = 0 (1.22)

sofort den tangentialen Anteil.

1.3.3 Normalbeschleunigung

Uber die Wegkoordinate s = s(¢) kann die Ande-
rung von €; o geometrisch veranschaulicht werden. Zu-
néchst erhalt man

X d d , ds

e = —e = —€r0— . 1.23
£,0 PT 75 $0 7 (1.23)
Analog zu (1.19) gilt aber
de, A& o(s
t,0 — t,O( ) ) (124)
ds As—0  AS

Mit einem Einheitsvektor senkrecht zur Bahntangen-
te €, L € kann die Anderung von €, in Betrag und
Richtung aufgeteilt werden

&0 - (1.25)

del’,() _ dé)t’()
ds ds

o momentaner
Bahnmittelpunkt

Abbildung 1.7: Anderung der Bahntangente
Aus der Abb. 1.7 entnimmt man sofort

| A€ro(s) | = A@leo(s)] = ap (1.26)

Technische Mechanik III

und

As = p(s) Mg, (1.27)

wobei p = p(s) den momentanen Kriimmungsradius
der Bahn angibt.

Es gilt also
a5
e, 1
‘ dé o _ p(s) - (1.28)
ds As—0  AS p(s)

Mit der Bahngeschwindigkeit v = % lautet dann (1.23)

- d - dé)to - -
e €00 = €noU = —¢€ 1.29
o = €0 ‘ s n,0 no - (1.29)
Setzt man (1.29) in (1.20) ein, dann kann mit
2
v
ap = — (1.30)
p

auch der Beschleunigungsanteil in Richtung der Bahn-
normalen e, angegeben werden.

1.3.4 Gesamtbeschleunigung

Der Beschleunigungsvektor kann also mit

,UZ

(?i = 'Ué)t + —En = até} + angn (131)

stets in zwei aufeinander senkrechte Anteile zerlegt
werden, wobei der Betrag aus

la| = +fa? +d?
t

berechnet werden kann.

(1.32)

In vielen Fallen ist die Geschwindigkeit v, die Richtung
der Geschwindigkeit e; und der Beschleunigungsvek-
tor a bekannt.

Mit
(1.33)

kann die tangentiale Komponente herausgefiltert wer-
den.

Der verbleibende Anteil liefert dann mit

G, = @ - (E}&) e (1.34)
die Normalbeschleunigung und mit
2
p= = (1.35)
|anl

auch den momentanen Krimmungsradius.
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1.4 Zylinderkoordinaten

1.4.1 Definition

Zur Beschreibung rotierender Bewegungen werden
haufig Polar- oder Zylinderkoordinaten verwendet. Bei
einer Drehung um die z-Achse kann die Lage der
Punktmasse P gegeniiber dem System 0 durch den
Ortsvektor

r(t) cos ¢(t)
r(t) sin (t)
z(t)

rop,0(t) = (1.36)

beschrieben werden. Zur Lagebeschreibung wurden
dabei die Zylinder-Koordinaten r, ¢ und z verwendet,
Abb. 1.8.

A

Abbildung 1.8: Zylinderkoordinaten

Zur Beschreibung von Bewegungen in der xy-Ebene
geniigen die Polarkoordinaten » und ¢.

Der Winkel ¢(t) definiert ferner ein zweites Koordina-
tensystem, das System B, dessen Ursprung und z-Achse
mit dem Ursprung und der z-Achse des Systems 0 zu-
sammenfillt.

1.4.2 Lage

Mit den Einheitsvektoren

cos ¢ —sin ¢ 0
€xp0=|sinQ |, €p0=| cose |, e,0=|0| (1.37)
0 0 1

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

in Richtung der Achsen des Systems B kann der Orts-
vektor (1.36) wie folgt angeschrieben werden
ToP,0 = Téxp0 + Z€50 . (1.38)

Stellt man den Ortsvektor nicht im System 0, sondern
im System B dar, dann erhilt man mit

(1.39)

eine sehr einfache Darstellung des Ortsvektors.

1.4.3 Geschwindigkeit

Die zeitliche Ableitung von (1.36), bzw. (1.38) liefert
entsprechend den Definitionen (1.10) und (1.11) die Ge-
schwindigkeit der Punktmasse P gegeniiber dem Sys-
tem 0, dargestellt im System 0. Aus (1.36) folgt

rcosQ—r¢ sing

?Op,o = | Fsing+r¢cose (1.40)
z(t)
Differenziert man (1.39), dann erhilt man mit
' F
fop, = | O (1.41)
z

die Geschwindigkeit der Punktmasse P gegentiber dem
System B, dargestellt im System B.

Die unterschiedlichen Ergebnisse dokumentieren, dafl
man beim Differenzieren sehr genau darauf achten
muf3, in welchem System die Vektoren dargestellt wur-
den.

Mit der Darstellung des Ortsvektor in der Form (1.38)
erdffnet sich eine Moglichkeit, die Geschwindigkeit in
einem System zu berechnen und das Ergebnis in einem
anderen System darzustellen. Die Ableitung von (1.38)
liefert zunachst

ToP,0 = I €xp,0 + T €xp 0+ Z€p0+Z€p50.  (1.42)
Aus (1.37) folgt
) —sin g .
Cepo=| cosg |¢ und E,0=0. (143)
0
N——
€yp,0
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Eingesetzt in (1.42) bleibt

FOP,O = ’;é)xB’Q +r (pgyB,O + Z.é)zB,O (144)
oder im System B dargestellt
’:.
(Fopo ), = | ro (1.45)
z

Dies ist die Geschwindigkeit der Punktmasse P gegen-
iber dem System 0, dargestellt im System B. Sie stimmt
nicht mit (1.41) iiberein!

1.4.4 Beschleunigung

Auch die Beschleunigung von P gegeniiber dem Sys-
tem 0 kann im System B einfacher dargestellt werden.
Die Ableitung von (1.44) liefert

for0 = T expo+Fexpo
+ r q{) é)yB,O +r (p é)yB,O +r qD é)yB,O (146)
+ EEZB,O +Z€ZB,0 .
Mit (1.43) und
—Cos @
Cyp0 = | —sing | ¢ = —€p0¢ (1.47)
0

bleibt
Fopo = (F—1 ¢°) Expot (r G+27 §) Eypo+2Ezp0 (1.48)
oder im System B dargestellt
F—r <p2

(’._'}OP,O ),B = | rg+2r¢
b4

(1.49)

Auch hier darf das Ergebnis nicht mit der zweiten Ab-
leitung
.
Fops = | 0 (1.50)
Z

des im System B dargestellten Vektors ryp g verwech-
selt werden.

Die Beschleunigungen in (1.49) und (1.50) unterschei-
den sich durch die Terme r ¢?, r ¢ und 2 ¢; sie wer-
den als Zentrifugal-, Fithrungs- und Coriolisbeschleu-
nigung bezeichnet.

Die Darstellung der Beschleunigung von P gegeniiber
dem System 0 im System 0 ist sehr aufwendig, wird

Technische Mechanik III

aber zum Vergleich trotzdem angeben. Man erhalt sie
aus der Ableitung von (1.40) oder direkt aus (1.48)

(F—r¢?) cosp— (r¢+27¢) sing
.V;op,o= (F—r¢?) sing+ (rép+27¢) cosep|. (1.51)

3(t)

1.5 Grundaufgaben

1.5.1 Raumliche Bewegungen

Ist entweder die Lage 7p o, die Geschwindigkeit vop o=
?0 p,o oder die Beschleunigung agp,o = 50 P.0= ;’op,o einer
Punktmasse als Funktion der Zeit bekannt, dann kon-
nen die anderen Groéfien durch Differentiation und/o-
der Integration berechnet werden.

1.5.2 Eindimensionale Bewegungen

Bei eindimensionalen Bewegungen oder bei Bewegun-
gen langs einer vorgegebenen Kurve, ist in einigen Fal-
len die (Bahn-)Geschwindigkeit v oder die (Tangential-
)Beschleunigung a nicht als Funktion der Zeit ¢, son-
dern als Funktion des Weges s gegeben.

Ist die Geschwindigkeit als Ortsfunktion v = v(s) ge-
geben, dann folgt die Beschleunigung aus
_dv _dvds dv

—E—d—sdtZd—SU. (152)

a

Mitv = % und v =v(s) folgt zunichst nur die Zeit als
Funktion des Weges

ds ds
d = — d = < -
t=oG oder t0+fv(s)

In einigen Fillen existiert die Umkehrfunktion zu t =
t(s). Dann kann auch s=s(¢) angegeben werden.

(1.53)

Ist die Beschleunigung als Ortsfunktion a = a(s) gege-
ben, dann folgt (1.52) die Geschwindigkeit aus

vdv =a(s)ds oder v®=vj+2 fa(s) ds. (1.54)

Da man hier die Geschwindigkeit als Funktion des
Weges erhilt, v = v(s), kann geméafl (1.53) zunéchst
wieder nur die Zeit als Funktion des Weges berechnet
werden, t =t(s). Auf Grund der komplizierten Funktio-
nen ist es hier in der Regel nicht méglich, die Umkehr-
funktion s=s(t) explizit anzugeben.

In einigen Féllen ist die Beschleunigung in Abhéngig-
keit von der Geschwindigkeit gegeben, a= a(v). Dann
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erhilt man aus a= ‘é—? sofort die Zeit als Funktion der

Geschwindigkeit
d
t= to+f—v (1.55)
a(v)

und iiber (1.52) auch den Weg als Funktion der Ge-
schwindigkeit
vdv vdv

ds=—— oder s=s5+

) prg (1.56)

Falls die Umkehrfunktion zu (1.55) existiert, kann auch
v=u(t) angegeben werden.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill



2 Punkt-Kinetik

2.1 Axiom von Newton

Bewegt sich die Punktmasse m mit der Geschwindig-
keit U gegeniiber einem ruhenden System, dann gibt
der Vektor

p=md (2.1)

den Impuls der Punktmasse an.

Eine an der Punktmasse angreifende Kraft F veréindert
den im ruhenden System 0 dargestellten Impuls. Ge-
maf} Newton gilt also

d o

—po =F 2.2
dtP,O ,0 ( )

wobei der durch Komma abgetrennte Index 0 die Dar-
stellung der Vektoren im ruhenden System 0 angibt.

Sir Isaac Newton

* 4. Januar 1643
T 31. Marz 1727

Englischer Mathematiker
und Physiker:

siehe: http://de.wikipedia.org

2.2 Impulssatz

2.2.1 Definition

Bei abgeschlossenen Systemen wird iiber die System-
grenze weder Masse zu- noch abgefithrt. Wegen m =
const. folgt dann aus (2.2) mit (2.1) der Impulssatz

d

m—7d, = Fo, 23
Z5, = Fy (23)
wobei
d 5 71 (2.4)
— 0o = a .
dt 0 %O

die Beschleunigung der Punktmasse gegeniiber einem
ruhenden System 0 angibt.

Der Impulssatz kann in jedem beliebigen Koordinaten-
system R angeschrieben werden

mag = Fg. (2.5)

Zu beachten ist allerdings, daf} d stets die Beschleuni-
gung der Punktmasse m gegeniiber dem ruhenden Sys-
tem 0 sein muf3.

2.2.2 Beispiele

2.2.2.1 Freie Bewegung, allgemeines Kraftgesetz
Eine Punktmasse m tritt zum Zeitpunkt ¢, = 0 an der
Stelle x(tp) = 0, y(tp) = 0 mit der Anfangsgeschwin-
digkeit x(t9) = wvo, y(tp) = 0 in ein Magnetfeld ein,
dessen Anziehungskraft durch F, = 0 und F, = Fg %
gegeben ist, Abb. 2.1.

y“

L
ST
\KT?T% .

o
Bahnkurve
X
>

Abbildung 2.1: Bewegung in einem Magnetfeld

m Vo

®o—

Die Vektoren
x X X
top=|9Y |;vp=|Y |sap=]|7 (2.6)
0 0 0

beschreiben Lage, Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der Punktmasse gegeniiber dem ruhenden Koor-
dinatensystem.

Unter Vernachlassigung der Erdanziehung liefert der
Impulssatz fiir die beiden wesentlichen Komponenten

= 0;

Fx

mix = F, 27)
mij = F, = ’

Die Bewegungsgleichungen (2.7) sind gekoppelt, kon-
nen aber dennoch sukzessive gelost werden.

Aus der ersten Gleichung folgt

Xx=0; bzw. x=C; und x=Cit+Cy. (2.8)
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Die Integrationskonstanten C; und C; kénnen aus den
Anfangsbedingungen

x(to=0)=0 und x(t =0) = v (2.9)
bestimmt werden. Man erhalt
Co=0 und C;=1y. (2.10)
Damit kann die Bewegung in x-Richtung mit
x = x(t) = vt (2.11)

als reine Zeitfunktion angegeben werden. Mit (2.11)
folgt dann aus der zweiten Gleichung in (2.7) mit
F E Qo

j = t. 2.12
1] L (2.12)

die Beschleunigung in y-Richtung. Eine erste unbe-
stimmte Integration liefert die Geschwindigkeit

Fr v, t?

—+C3
mL 2

j = (2.13)

und eine weitere Integration auch die Auslenkung

= F,leL)O % +Cst+Cy . (2.14)
Wegen
y(tp=0)=0 wund y(t,=0)=0 (2.15)
verschwinden hier die Integrationskonstanten
C3=0 und C4=0. (2.16)
Damit beschreiben
Fpop t°
x(t) = vot und y(t) = ;LO - (2.17)

die Bewegung der Punktmasse. Eliminiert man die Zeit
t, dann erhilt man mit

F
— x (2.18)
6vymL

y(x) =

die Gleichung der Bahnkurve.
Die Punktmasse verlafit das Magnetfeld an der Stelle

Fg

x=L und y = > L* (2.19)
6 vy m
unter dem Winkel
d Feg L
tang, = 2 = £ (2.20)
dx | xL 2vgm

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

2.2.2.2 Bewegung mit kinematischen Bindungen

Das skizzierte Fliehkraftpendel dreht mit der Winkel-
geschwindigkeit ¢ = Q um die zo-Achse. Der Win-
kel @ = a(t) beschreibt die Auslenkung des Pendels,
Abb. 2.2.

Zp

X0

Abbildung 2.2: Fliehkraftpendel

Die Beschleunigung der Pendelmasse gegentiber dem
ruhenden System xy, 1o, zo kann am einfachsten im
System xg, yp, zp dargestellt werden. Mit den Zylin-
derkoordinaten r =r(t), o = ¢(t) und z =z(t) gilt gemaf

(1.49)
.. o
dop,B = (70P,0)B =|rg+2r¢ |, (2.21)
wobei hier
r =a+bsina und z = h—bcosa (2.22)
gilt. Mit den Ableitungen
F = bacosa (2.23)
# = bédcosa—bd’sina ’
und
z = basina (2.24)
? = bdasina+bd’cosa ’
lautet dann (2.21)
b ¢ cos a—b @* sin a—(a+b sin a) ¢*
dop.B = (a+bsina) ¢+2 (b a cosa) ¢ . (2.25)

b sina+b d? cosa

Die Wirkung der Pendellagerung (axiales Lager) auf
die Pendelmasse aufiert sich in der, in Richtung der
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Pendelstange zeigenden, Normalkraft N und in der, in
yp-Richtung zeigenden, Querkraft Q, Abb. 2.3.

Die Gewichtskraft mg zeigt stets entgegen der zy-, bzw.
zg-Achse.

Abbildung 2.3: Kréfte am Fliehkraftpendel

Der Impulssatz fiir die Pendelmasse, angeschrieben im
System B, liefert also

m(bédcosa —bd’sina — xp ¢?) =
—Nsina ;
m(xpp+2(bdacosa)p)=0Q; (2.26)
m(bda sina+bd’cosa)=

Ncosa —mg,

wobei die Abkiirzung xp = a+b sin & verwendet wurde.

Die erste und dritte Gleichung kénnen durch Multipli-
kation mit sin« und cos a sowie anschlieBender Ad-
dition, bzw. Subtraktion, zu einer nichtlinearen Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung fiir den Pendelausschlags-
winkel a

m(bd — (a+bsina) cosa ¢*) = —mgsina  (2.27)

und zu einer Bestimmungsgleichung fir N
m(bad*+ (a+bsina) sina ¢*) = N-mgcosa (2.28)

umgeformt werden.

Die Differentialgleichung (2.27) kann nur mehr nume-
risch gelost werden.

Bei konstanter Drehzahl ¢ = Q = const. ist eine statio-
nire Losung a = ag = const. moglich. Mit dg = 0 folgt
aus (2.27) eine transzendente Gleichung

— (a+bsinag) cosas Q* = —gsinag, 2.29
g
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die wieder nur numerisch nach as aufgelost werden
kann.

2.3 Energiesatz

2.3.1 Herleitung

Die Bewegung einer Punktmasse m unter dem Einflufy
einer Kraft F wird gemaf} (2.30) durch den Impulssatz

m— Topo = Fo (2.30)

dt
beschrieben, wobei gpy = % rop,o die Geschwindig-
keit der Punktmasse gegeniiber dem ruhenden System
0 angibt, Abb. 2.4.

P(to)

Bahnkurve

Xo  rop(te) P(tg)

Abbildung 2.4: Bewegung einer Punktmasse

Mit

Top,0 = Vet (2.31)

folgt aus (2.30)
mz}é},o + Ué)t,o = ﬁ’o . (232)

Nach skalarer Multiplikation mit dem Einheitsvektor
é; in Richtung der Bahntangente erhalt man

. ST - ST > ST 2
mo € €0 +0 € €0 = €.9F0. (2.33)
——— ———
1 0
Es bleibt also
- ->T =
mov = € ,F,. (2.34)

Nur der Anteil der Kraft in Richtung der Bahntangente
fithrt zu einer Anderung der Bahngeschwindigkeit v.
Mit
. dv ds dv (2.35)
V= —— = —v .
ds dt ds
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kann (2.34) in der Form

mudv = &/ Fods (2.36)
angeschrieben werden. Mit
drpo = dsery (2.37)
erhilt man
movdv = d?ogg’oﬁ,o = ﬁ’gd?op,o. (2.38)
Nun kann auf beiden Seiten integriert werden
(2.39)

VE e
_ T g2
m vdu = F,dropo .,
Vo ?O

wobei die Grenzen mit vy = v(ty), vg = v(tg) und
o = rop,o(to), TE = Top,o(tg) abgekiirzt wurden.
Das Integral auf der linken Seite kann allgemein geldst

werden und liefert die kinetischen Energien der Punkt-
masse zum Zeitpunkt t = found t = g

D EY
vE n mn
1, 1,1,
m|vdv=|-mv =-—muy——-muv; . (2.40)
E 0
2 Vo 2 2
Yo

Der Ausdruck auf der rechten Seite definiert die Arbeit,
die die in Richtung des Wegelements d rop o projizierte
Kraft F auf dem Weg von 7, bis 7 geleistet hat

FE
f Fldfpe = WP (2.41)
o
Mit dem Energiesatz
(E) 0 _ 1y 0—-E)
Ekin _Ekin - WF (2.42)

als integrierte Form des Impulssatzes kann in einigen
Fillen die Bewegung einer Punktmasse eleganter be-
schrieben werden.

2.3.2 Energieerhaltung

In einigen Sonderfillen, bei konservativen Kraften,
kann das Integral in (2.41) allgemein gel6st werden.
Analog zu (2.40) wird dann die Stammfunktion des ne-
gativen Arbeitsintegrals als potentielle Energie E,.;

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

bezeichnet. Mit

'E
=g = rE
~ [ Fdrn = [ ] = D 5D @)
7o
lautet dann (2.42)
(E) (0) (E) (0)
Ekin - Ekin - ( Epot - Epot ) (2'44)
oder
EOQ L O = B g (2.45)
pot kin — “pot kin ° .

E© E®E)

Gleichung (2.45) wird als Energieerhaltungssatz be-
zeichnet.

2.3.3 Beispiel

Eine Paketrutsche ist um den Winkel o gegentiber der
Horizontalen geneigt. Im ersten Teil mit der Lange a
sorgen kleine Rollen fiir einen reibungsfreien Trans-
port. Auf der anschliefenden Gleitstrecke mit dem
Reibwert y werden die Pakete bis zum Stillstand ab-
gebremst, Abb. 2.5.

Abbildung 2.5: Paket-Rutsche

Welche Strecke s legen die Pakete auf der Gleitstre-
cke zuriick und wie lange dauert der Transportvorgang
von A nach B, wenn die Pakete bei A ohne Anfangsge-
schwindigkeit aufgesetzt werden?

Auf das freigeschnittene Paket wirken die Gewichts-
kraft mg, die Normalkraft Fy und die Reibkraft Fg,
Abb. 2.6.

)

47
X

Abbildung 2.6: Paket freigeschnitten

11



OTH Regensburg

In z-Richtung findet keine Bewegung statt. Es gilt also

0 = Fy —mgcosa oder Fy = mgcosa . (2.46)
Die Strecke s, die ein Paket auf der Gleitstrecke zurtick-
legt, kann am einfachsten mit dem Energiesatz berech-
net werden. Fiir die Bewegung von A nach B erhilt man

gemif (2.42)

0 — 0 =mgsina(a+s)—pumgcosas .
(B) (4) A—B
Ekin Ekin W}g )

(2.47)
wobei mgsina der Hangabtrieb und gmgcosa die
Reibkraft angibt. Aufgel6st bleibt

asina

s =

= — 2.48
Jcosa —sina (2.48)

Die Pakete kommen nur dann zum Stillstand, wenn der
Reibwert die Bedingung

U > tana (2.49)

erfullt.

Zur Berechnung der Zeit wird die Bewegung in zwei
Abschnitte unterteilt.

Der Impulssatz

mi; = mgsina (2.50)
beschreibt die Bewegung auf der Rollenbahn, Ab-
schnitt AC. Da die Beschleunigung %; = gsina kon-
stant ist, erhalt man fiir die Geschwindigkeit

X1 = gsinat+C (2.51)
und fir den Weg
1 9
X = Egsmat +Cit+Cy. (2.52)
Aus den Anfangsbedingungen
x1(t=0)=0 und x;(t=0)=0 (2.53)
folgen die Integrationskonstanten
C1 =0 und Cz =0 (254)
Es gilt also
1 . 9
X =29 sina t°. (2.55)

Das Ende der Rollenbahn x; = a wird demnach in der

12
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Zeit

2a
tac = . (2.56)
g sina

erreicht.

Auf der Gleitstrecke, Abschnitt CB, wird die Bewegung
durch

mi, = mgsina — ppmgcosa (2.57)

beschrieben, wobei der Impulssatz (2.57) durch die
Reibkraft

Fr = —uFNy = —pmgcosa (2.58)
erweitert wurde.
Auch hier ist die Beschleunigung mit
Xy = g(sina — pcosa) (2.59)
konstant. Analog zu (2.51) gilt somit
Xy = g(sina—pcosa)t+Cs, (2.60)

wobei zu beachten ist, daf} die Zeitachse wieder bei t =
0 beginnt. Die Pakete treten mit

x%(t=0) = x1(t=tac) = +/2gasina

in die Gleitstrecke ein und werden bis zum Stillstand
abgebremst

(2.61)

X(t=tcg) =0. (2.62)
Gemif (2.60) gilt also
0 = g(sina—pcosa)tcp +Cs, (2.63)
wobei die Integrationskonstante
C; = 4[2gasina (2.64)

aus (2.61) und (2.60) folgt. Mit (2.64) kann (2.63) nach
der Bremsdauer aufgelost werden
v2gasina

top = i (2.65)
g (ucosa —sina)

Mit

T = tac+tcB (2.66)

hat man dann auch die Gesamtdauer des Transportvor-

gangs.
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2.4 Raketengleichung

2.4.1 Herleitung

Das System Rakete ist nicht abgeschlossen, da mit dem
ausgestofBenen Treibstoff stindig Masse das System
verlaft, Abb. 2.8. Das Newtonsche Axiom in der Form

dp
F _F
dt
gilt auch fiir nicht abgeschlossene Systeme. Allerdings

muf jetzt bei der Impulsédnderung der Massentransport
iber die Systemgrenze beriicksichtigt werden.

Zur Herleitung wird ein Korper der Masse m betrach-
tet, dem sich im Zeitinterval t — t + dt ein Massenteil-
chen dm anschlief3t, Abb. 2.7.

t = t+dt_ - mm -
e \\ /’ \\
]
 |dm m DI m-+dm )
\\\ "/ \\‘ ”/
_________________
V+Vg) v v+dv

Abbildung 2.7: Massentransport

Die Impulsbilanz zu den Zeitpunkten ¢t und ¢ +dt liefert

mv + dm (v + vpep) ,
(m+dm) (v +dv),

pt) =

p(t + dt) (2.67)

wobei v,.; die Relativgeschwindigkeit des Masseteil-
chens gegentiber dem Korper angibt. Die Impulsande-
rung erhilt man aus

plt-+dt) —p(t)

£ - 2.
it~ ao dt (2:68)
Eingesetzt bleibt
dp dv dm
9 = Mg T g el (2.69)

wobei der quadratisch kleine Term dm dv beim Grenz-
ibergang dt — 0 gegeniiber den restlichen Termen
vernachlissigt wurde.

Bei einer Rakete wird Masse ausgestofien, Abb. 2.8.

offene Systemgrenze

Abbildung 2.8: Rakete

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Mit der Massenabnahme

_ _dm (2.70)
F= " '
und der Ausstromgeschwindigkeit
W = —Upel (2.71)
erhalt man aus (2.69)
dp dv
-— =m—-—- . 2.72
ar = Mar MY @72)
Damit lautet der Impulssatz fiir eine Rakete
dv F (2.73)
m——puw = .
a

oder mit S = pw als Schub in Form der Raketenglei-
chung

v
m— =F + pw, (2.74)

dt

wobei die aktuelle Masse m = m(t) durch die Massen-
anderung (2.70) definiert ist und in F die auf die Rakete
wirkenden dufleren Krifte zusammengefaf3t wurden.

2.4.2 Beispiel Wasserstoffrakete

Die Ausstromgeschwindigkeit einer Wasserstoffrakete
betragt etwa w ~ 4000 m/s und die Massenabnahme
ist konstant, 1= const. Vernachléssigt man den Luftwi-
derstand und die Erdanziehung, dann lautet die Rake-
tengleichung (2.74)

dv

— = 2.75
me = pw (2.75)

Wegen m = m(t) mufl die Separation in der Form

Uw

=

(2.76)

durchgefiithrt werden. Mit p=const. folgt aus (2.70)

dm

o (2.77)

= —u oder m(t) = mo—put,
wobei my = m(t=0) die Startmasse der Rakete angibt.
Eingesetzt in (2.76) erhalt man unter Beriicksichtigung

von p'w = const.

v=0(t) t p
t
f dv = p wf (2.78)
mgy — ,llt
v=0 t=0

13
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oder

1 t
U(t) = puw| —— ln(mo —H t) . (279)
H £=0

Nach Einsetzen der Grenzen bleibt schlief3lich

my
mo—pt’

v(t) = win (2.80)

wobei der Term put = mr(t) die bis zum Zeitpunkt ¢
verbrauchte Treibstoffmenge angibt.

Die Treibstoffmenge, die benétigt wird, um eine Rakete
auf die Endgeschwindigkeit vg zu beschleunigen, kann
gemif (2.80) durch

my

vg = wln ——— (2.81)
moy —mr
abgeschatzt werden. Aus (2.81) erhalt man
my—m
DO TT o erer/w (2.82)
my
oder m
e T (2.83)
mg

Fir eine Wasserstoffrakete (w = 4000 m/s), die auf
Fluchtgeschwindigkeit vg = 11200 m/s beschleunigt
werden soll, folgt aus (2.83)
M _ _ g711200/400 _ ) 9395 (2.84)
mg
d.h. die Rakete muf} beim Start zu 94% aus Treibstoff
bestehen.

14
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3 Krafte

3.1 Federkrafte

3.1.1 Kraftgesetz

Stabe, Drahte oder Seile werden in der Technischen
Mechanik in der Regel als masselose Kraftelemente be-
schrieben. Die in Elementrichtung iibertragene Kraft F
kann dabei als Funktion der Lingenénderung A¢ ange-
geben werden,

F = F(al). (3.1)

Als Symbol fiir solche Kraftelemente verwendet man
das Sinnbild einer Schraubenfeder, Abb. 3.1.

Abbildung 3.1: Federelement

Sind die Anlenkpunkte des Kraftelements durch die
Vektoren 7y; und 7y, gegeben, dann errechnet sich die
aktuelle Lange aus

= |Fi2| = |2 —To1l. (3.2)

Bezeichnet ¢, die Lange des Kraftelements im unbelas-
teten Zustand, dann folgt die Lingendnderung aus

A= €-¢. (3.3)
Bei linear elastischem Materialverhalten sind Kraft und
Auslenkung proportional

F =cnt, (3.4)

wobei die Proportionalitatskonstante ¢ mit der Dimen-
sion N/m als Steifigkeit oder Federkonstante bezeich-
net wird.

Die Richtung der im Anlenkpunkt 2 auf das Kraftele-
ment wirkenden Kraft ist durch den Einheitsvektor in

Richtung des Kraftelements gegeben

- - -
2 Yoz —To1

| 712 ] | oo = For |~

€z = (3.5)

Wie das folgende Beispiel verdeutlicht, kann das Kraft-
ibertragungsverhalten einer Feder trotz linearer Fe-
derkennung nichtlinear werden.

3.1.2 Nichtlineare Federkrafte

Eine Punktmasse bewegt sich reibungsfrei in einer ho-
rizontalen Fithrung, Abb. 3.2. Zwischen der Masse m
und dem Lagerpunkt A ist eine Feder mit der unge-
spannten Linge £, und der Steifigkeit ¢ gespannt.

X X
47
77*m7k777 - — ¥ -
RN
N (&FF
'
C,fo mg

Abbildung 3.2: Nichtlineare Kraftwirkung

Der Impulssatz in x-Richtung lautet

mx = —Fp sina . (3.6)
Das Federgesetz liefert
Fr =cnl = c(€-10), (3.7)
wobei die aktuelle Lange hier durch
¢ = Vaz+x2 (3.8)

gegeben ist. Mit sin ¢ = x/{ und dem Federgesetz (3.7)
lautet der Impulssatz (3.6)

mi = —c(f—fo)’zf = —c(1=0/O)x (3.9

15
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und mit (3.8) bleibt schlief}lich

mi = —c( 1- (3.10)

o
Va? + x? ) e
F = F(x)

Trotz linearer Federkennung Fr = ¢ A€ erhalt man hier
auf Grund der Kinematik eine nichtlineare Kraftwir-
kung.

Fir kleine Auslenkungen mit x < a kann die Kraft
F(x) durch

F(x) =~ —c( 1—@ )x = —c"x
a

(3.11)

angendhert werden.

Fiir die Ersatz-Federkonstante ¢* konnen die, in der Ta-
belle 3.1 zusammengestellten, Falle unterschieden wer-
den.

bh>a = <0 Druckvorspannung
th=a = =0 keine Vorspannung
bh<a = >0 Zugvorspannung

Tabelle 3.1: Ersatzfederkonstante

Nur wenn die Feder unter Zug vorgespannt wird, er-
hélt man mit ¢* > 0 und F(x) = —c* x eine riickstel-
lende, der Auslenkung x entgegengerichtete, Kraft. Im
Sonderfall £, = a kann die Masse in x-Richtung klei-
ne Bewegungen praktisch ohne Widerstand F(x) = 0
ausfithren. Wird die Feder unter Druck vorgespannt,
dann ist das Systemverhalten instabil, da eine positive
Auslenkung x > 0 wegen ¢* < 0 und F(x) = —c* x zu
einer positiven Kraft F > 0 fihrt, die die Auslenkung
vergroflert.

3.1.3 Der Lineare Schwinger

Bei einer auf Zug vorgespannten Feder kann die Feder-
kraft bei kleinen Auslenkungen x < a gemafd (3.11)
durch das lineare Federgesetz F = —c*x mit ¢* > 0
approximiert werden. Der Impulssatz lautet dann

(3.12)

Mit der, als ungedampfte Eigenfrequenz bezeichneten,
Abkiirzung

(3.13)

kann (3.12) als Schwingungsdifferentialgleichung

2

X+ wyx =0 (3.14)
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angeschrieben werden, die durch die harmonische
Funktion
x = Asinwgt + B coswyt (3.15)

gelost wird. Die Konstanten A und B kénnen aus den
Anfangsbedingungen

x(t=0)=x9 und x(t=0) =1y (3.16)
bestimmt werden.
3.1.4 Federenergie
Mit der Umformung
P di _ dxdx _ _dx (3.17)

dt ~dxdt | dx

kann nach Separation auf beiden Seiten von (3.10) in-
tegriert werden

fox
mxdx = —fcxdx+ ¢ ————dx, (3.18)
f VaZ + x2

wobei die rechte Seite auf zwei Terme aufgeteilt wurde.
Man erhalt

1 1
—mx? = —Ecx2 + cly Va2 +x2 + C.

. (3.19)

Mit der aktuellen Federldnge (3.8) und der daraus fol-
genden Beziehung

x? = 2-a? (3.20)
lautet (3.19)
1 1
Emfcz = —Ec(fz—az) + ¢yl + C (3.21)
oder
1 1 1 1
—mx? = ——c(€—€0)2+C+—c€g+—ca2 . (3.22)
2 2 —— 2 2
al o
Mit der kinetischen Energie der Punktmasse
1,
Ekin = E mx (323)
und )
Epor = 5cMz (3.24)

als potentielle Energie der Feder gibt (3.22) die Ener-
gieerhaltung

Erin + Epor = const. (3.25)
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an. Die Kraftwirkung von Federn ist energieerhaltend.

Mit (3.22) kann zwar die Geschwindigkeit der Punkt-
masse als Funktion des Weges, x = x(x) angegeben
werden. Eine weitere Integration, die dann die Zeit ¢
als Funktion des Weges, t = t(x) liefern wiirde, kann in
der Regel nicht mehr analytisch durchgefiihrt werden.
Bei nichtlinearen, wegabhangigen Kraftgesetzen kann
in den meisten Fillen die Losung x = x(¢) nur mehr
durch numerische Integration gewonnen werden.

3.2 Widerstandskrafte

3.2.1 Trockene Reibung

Kommt es in der Berithrebene zweier Korper zu Rela-
tivbewegungen, Abb. 3.3, dann kann nach Coulomb die
auf den Korper 1 wirkende Reibkraft durch

Fr = —pFy —— (3.26)

beschrieben werden, wobei y den Gleitreibungsbei-
wert, Fn die Normalkraft und
UG = Uop, — Uop, (3:27)

die Gleitgeschwindigkeit im Kontaktpunkt angibt.

Abbildung 3.3: Coulomb-Reibung

Das Reibgesetz (3.26) gilt nur fiir Gleitgeschwindigkeit
UG > 0. Uberginge zwischen Gleiten und Haften kon-
nen mit diesem Ansatz nicht untersucht werden.

Charles Augustin
de Coulomb

*14. Juni 1736
T 23. August 1806

Franzosischer Physiker.

siehe: http://de.wikipedia.org

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Wie das folgende Beispiel zeigt, lassen sich Problem-
stellungen mit Festkorperreibung meist recht gut mit
dem Energiesatz (2.42) 16sen.

Betrachtet wird ein Transportvorgang, Abb. 3.4, bei
dem ein Korper der Masse m von A nach B gebracht
werden soll. Die Transportstrecke besteht aus einer
schiefen Ebene und einem horizontalen Teilstiick. Der
Reibwert zwischen Korper und Unterlage ist mit y ge-
geben. Der Korper hat stets Kontakt mit der Unterlage.

C B

My N

Abbildung 3.4: Transportvorgang

Mit welcher Geschwindigkeit v4 mufl er in A starten
um bei B mit der Geschwindigkeit Vg anzukommen?

In den beiden Abschnitten 0 < s; < a;und 0 < s < a3
wirken auf den Kérper das Gewicht, die Normalkraft
und die Reibkraft, Abb. 3.5.

S2

E—
- L 1
R, * mg N
mg| \N; \ Al

Abbildung 3.5: Korper freigeschnitten

Aus der Kréftebilanz in Richtung der Normalkraft folgt

N; = mgcosa und N, = mg. (3.28)
Fir die Reibkréfte gilt dann
Ry = ymgcosa und R; = umg. (3.29)
Der Energiesatz (2.42) lautet hier
1, 1 ,
2 MUp ~ 5 MUy =—(sin @+ p; cos a)mga,
~——  ——
(A—C)
(B) (4) w
Ekin Ekin (3'30>
—Hamgas .
——

17
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Aufgelost bleibt

vy = \/vé +2g(a; sina+pya; cos a+ppaz) . (3.31)

3.2.2 Laminare Dampfung

Bewegt sich ein Korper in einem zédhen Fluid und setzt
man eine laminare Stromung voraus, dann kann nach
Stoke die auf den Kérper wirkende Kraft durch

Fw = —d 3o (3.32)

beschrieben werden, wobei d eine Konstante und

Z—))rel = 501( _50F (3‘33)

die Relativgeschwindigkeit zwischen Koérper (K) und
Fluid (F) angibt.

3.2.3 Turbulente Dampfung

Bei turbulenter Stromung erhalt man die Widerstands-
kraft aus dem Staudruck. Dabei gilt

—

Fw = —cw p7F AlDreil et » (3.34)
wobei cyy einen dimensionslosen Formparameter, pr
die Fluiddichte, A die angestromte Querschnittsflache
und U,.; die nach (3.33) berechnete Relativgeschwin-
digkeit angibt.

Auf einen Fallschirmspringer, der mit der Geschwin-
digkeit v = v(t) absinkt, wirkt neben dem Gewicht mg
die Widerstandskraft Fy, Abb. 3.6.

| i

Abbildung 3.6: Fallschirmspringer
Bei ruhender Luft ist die Widerstandskraft gemafd

(3.34) durch Fyy = % cw pL Av? gegeben, wobei p; die
Luftdichte bezeichnet. Der Impulsatz lautet dann

1
mo = mg — EchLsz. (3.35)
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Aufgeldst nach o bleibt
. lcewprLA 2mg 2
= = - . 3.36
T2 Tm ( cw pLA ? (3:36)

Bei v = 0 erreicht der Fallschirmspringer die Grenzge-

schwindigkeit
2
UG = mg .
Cw pPL A

Mit m = 75 kg und p; = 1.25 kg/m® erhilt man bei
A =36 m? und ¢y = 1.4 fiir den gedffneten Fallschirm
v ~4.8m/s=17.3km/h und fiir geschlossenem Schirm
bei A=0.4 m? und cyy =1 ergibt sich vg ~54.25 m/s =
195.3 km/h .

(3.37)

Die Differentialgleichung (3.36) kann noch allgemein
gelost werden. Mit (3.37) bleibt nach Separation

fv dv _chpLAftdt
w VE-vP 2 m 0o

Nimmt man an, daf§ der Springer seinen Schirm sofort
Offnet, dann ist vy = 0 und seine Geschwindigkeit na-
hert sich von unten an den Grenzwert v = vg an. Fiir
v? < vZ lautet die Losung

(3.38)

11 vg+o 1Y 1c A
——lnG :—WpL t.
vG 2

VG =V ly=0 2 m

(3.39)

Man erhilt also zunachst die Funktion ¢t = t(v). Im
vorliegenden Fall kann auch noch die Umkehrfunktion
angegeben werden. Mit der Abkiirzung

m

T=—6— (3.40)
UG ew pLA
erhilt man nach einigen Umformungen
1— e—t/T
’U(t) = UG 1+e——t/T (341)

Die Grenzgeschwindigkeit wird asymptotisch erreicht.
Mit den Zahlenwerten fiir den geoffneten Schirm er-
halt man eine Zeitkonstante von T =0.2463, d.h. bereits
nach t =1 s erreicht der Springer die Geschwindigkeit
v(t=15)=0.966 vg.

3.3 Bewegungen im Schwerefeld

3.3.1 Massenanziehung

Im Raum verteilte Massen uben Krifte aufeinander
aus, Abb. 3.7.
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my ’ﬁ'
m,
=
Fi " ‘

0i

my

Ioi
] Yo 0

Abbildung 3.7: Massenanziehung

Die Kraft auf die Punktmasse m; infolge der Punktmas-
se m; ist durch
- mpm;
Fij = Yo —5— €jj
ij

(3.42)

gegeben, wobei

G = 6.673% 107! 3.43
Y

3
kg s? ]
die universelle Gravitationskonstante bezeichnet, r;;
den Abstand der beiden Punktmassen und der Ein-
heitsvektor €;; die Richtung von i nach j angibt.

Die momentane Lage der Punktmassen m; und m;
kann gegeniiber einem Koordinatensystem (hier das
System xo, Yo, Zo) durch die Ortsvektoren 7o; und 7p;
beschrieben werden. Die relative Lage zu einander gibt
der Vektor

Fij = 7'0]' - 7'01' (344)
an. Abstand und Richtung folgen dann aus
- - ?l]
rij = |rl~j| und €ij = —=S - (3.45)
|rij|

3.3.2 Das Schwerefeld der Erde

Der Betrag der Kraft, den die Erde auf die Punktmasse
m ausiibt, folgt mit m; = m, m; = mg und r;; = r aus
(3.42)

(3.46)

Bezeichnet man den radialen Abstand der Punktmasse
m von der Erdoberflache mit A, Abb. 3.8, dann kann
(3.46) in der Form

(3.47)

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

angeschrieben werden.

Abbildung 3.8: Erdanziehung

Der Ausdruck
mg

— (3.48)
R

9o = YG
gibt die Erdbeschleunigung an der Erdoberfliche h = 0
an. Er kann aus der universellen Gravitationskonstan-
te yG, der Erdmasse mg = 5.973 x 10** kg und dem
Erdradius R =~ 6.371 % 10° m berechnet werden. Da
die Erde abgeplattet ist und keine homogene Massen-
verteilung aufweist, wird in mittleren Breiten mit der
Erdbeschleunigung

go = 9.81 m/s* (3.49)
gerechnet.
Definiert man mit
Rg \*
h) = 3.50
g(h) go(RE+h) (350)

eine vom radialen Abstand h abhingige Erdbeschleu-
nigung, dann kann die Erdanziehung durch

F = mg(h) (3.51)

beschrieben werden. In Erdndhe, mit h < Rpg, kann
g(h) durch gy approximiert werden.

3.3.3 Fluchtgeschwindigkeit

Erteilt man einem Korper auf der Erde in radialer Rich-
tung die Anfangsgeschwindigkeit vy, dann erreicht er
unter dem Einflufy des Schwerefelds die Héhe H. Die
Geschwindigkeit, bei der eine unendlich grofie Hohe
erreicht wird, bezeichnet man als Fluchtgeschwindig-
keit.

Unter Vernachlassigung des Luftwiderstandes lautet
der Impulssatz fur den Kérper der Masse m in radia-
ler Richtung

= Re |’
mh = Rg+h "

(3.52)
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Mit i ) _
. dh dhdh - dh
bleibt nach Separation
. . E 2
= - . .54
mhdh m gy (RE+h) dh (3.54)
Nun kann auf beiden Seiten integriert werden
h=0 h=H )
fhdh = -m Re V' an (3.55)
m B 9o Rp + h '
fl=l)o hZO
und man erhalt
m - 0 RE H
2| - .G
[ L R UL Frrs RRCED

Aufgeldst nach der Startgeschwindigkeit bleibt

Rg

6 =2gRg | 1- 3.57
v5 = 29oRe Ry + H (3.57)

Fir H — oo bleibt als Fluchtgeschwindigkeit
o7® = \J299Rp ~ 11.2km/s. (3.58)

Das gleiche Ergebnis hétte man auch mit dem Energie-
satz (2.42) oder iiber die Energieerhaltung (2.45) erhal-
ten. Die Gewichtskraft ist eine konservative Kraft; ihre
Wirkung kann durch die potentielle Energie

Rg
RE+h

Epor = —mgoRg (3.59)

beschrieben werden.

3.3.4 Planetenbewegungen

Bei einer ersten Analyse der Planetenbewegungen
geht man davon aus, dafy die Massenanziehung der Pla-
neten untereinander vernachlassigt werden kann. Die
Bewegungen eines Planeten (Punktmasse mp) werden
relativ zum Zentrum der Sonne (Punktmasse mg) be-
schrieben. Auf Grund der groflen Massenunterschiede
ms > mp kann das im Sonnenzentrum fixierte Koor-
dinatensystem 0 als Inertialsystem betrachtet werden,
Abb. 3.9.

Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann die Be-
schleunigung des Planeten gegeniiber dem System 0 im
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mp /e
A

Ys [0)

Yo

0 X
0
Mg

Abbildung 3.9: Planetenbewegung

mitbewegten System B durch
P —r¢?
ro+2r¢
0

dop,B = (3.60)
angegeben werden.

Die infolge der Massenanziehung auf den Planeten
ausgetibte Kraft ist entgegen der radialen Koordinate
r gerichtet. Gemaf3 (3.42) ist ihr Betrag durch

ms mp

F =y (3.61)

r

gegeben. Der Impulssatz fiir die Planetenmasse

mp dopg = Fp (3.62)

liefert mit

ms mp
re (3.63)

mp (F — r ¢?)

Il
1
Q

Il
o

mp (r$+2r¢)

zwei nichtlineare Differentialgleichungen, die die Dy-
namik der Planetenbewegungen beschreiben.

Die Kreisbewegung mit konstanter Geschwindigkeit
stellt eine Teill6sung dar. Mit r = const. und ¢ = const.
folgt aus (3.63)

, m
—ré = ro—7 (3.64)
oder aufgeldst nach der Bahngeschwindigkeit
v=r¢ = 1”/G@. (3.65)
r

Um einen Satelliten auf eine erdnahe Umlaufbahn zu
bringen, mufl er gemaf (3.65) auf eine Geschwindigkeit
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von

m
v = )/GR—;: = +goReg = 7.9km/s

beschleunigt werden.

Die Zeit fiir einen Umlauf betrdgt dann

~ 5100s = 85 min.

(3.66)

(3.67)

Aus der allgemeinen Losung der Differentialgleichun-
gen (3.63) konnen insbesondere die Kepler-Gesetze ab-

geleitet werden.

Johannes Kepler

* 27. Dezember 1571
1 15. November 1630

Optiker.

Deutscher Mathematiker,
Astronom, Astrologe und

siehe: http://de.wikipedia.org

Sie lauten:

1. Keplergesetz: Die Planeten bewegen sich auf ellip-
tischen Bahnen, in deren Brennpunkt die Sonne

steht.

2. Keplergesetz: Der Fadenstrahl vom Zentrum zur
Planetenmasse iberstreicht in gleichen Zeiten

gleiche Flachen. (Flachensatz)

3. Keplergesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten der
Planeten verhalten sich wie die dritten Potenzen

der grofien Halbachsen.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill
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4 Starrkorper-Kinematik

4.1 Lagebeschreibung

4.1.1 Starrkorperbedingung

Die Lage eines starren Korpers gegeniiber dem Koor-
dinatensystem 0 kann in eindeutiger Weise durch die
Ortsvektoren

Xs Xp .X'Q
Fos,0 =|Ys |- For,o = | Yp |, Too,0 =| Yo (4.1)
zZs zZp ZQ

zu drei korperfesten Punkten erfolgen, wobei S, P und
Q nicht auf einer Geraden liegen diirfen, Abb. 4.1.

Zg

Abbildung 4.1: Lagebeschreibung

Die 9 Koordinaten xs mit zp sind nicht unabhangig
voneinander, da bei einem starren Korper die Abstén-
de einzelner Punkte unverandert bleiben. Die Starrkor-
perbedingungen

IFspol = asp; IFsool = aso; |Fpool = arg  (4.2)

mit den konstanten Abstinden agsp, asp, apg liefern
mit

(xp=xs)* + (yp=ys)® + (zp=25)° = a§p,
(XQ—Xs)Z + (yQ_yS)Z + (ZQ—Zs)Z = a%Q’ (4.3)

(xo—xp)® + (Yo—yp)* + (20-2p)* = ap,

drei Gleichungen, aus denen 3 der 9 Koordinaten in Ab-
hangigkeit von den restlichen 6 Koordinaten berechnet
werden konnen.

22

Zur eindeutigen Lagebeschreibung eines starren Kor-
pers sind also genau 6 voneinander unabhéngige Ko-
ordinaten erforderlich.

Da die Gleichungen (4.3) in der Regel nicht eindeutig
aufgelost werden konnen, wird in der Praxis die Lage
eines starren Korpers nicht durch drei Punkte, sondern
durch einen Punkt und drei Richtungen definiert.

4.1.2 Korperfestes Koordinatensystem

Die drei Punkte S, P und Q koénnen zur Festlegung ei-
nes korperfesten Koordinatensystems verwendet wer-
den. Mit S als Ursprung, kann die xg-Achse durch den
Einheitsvektor in Richtung von 7s¢ festgelegt werden

> rso

Cxx =

- . (4.4)
| 7so |

Das Kreuzprodukt aus den Vektoren 7sp und 7sp lie-
fert einen Vektor, der senkrecht auf die beiden Vekto-
ren und wegen (4.4) auch senkrecht zu €, steht. Durch

o rso Xrsp

e = - - (4'5>
o |Fso X Tsp |

kann also die zgx-Achse definiert werden. Das orthogo-
nale und rechtshandige Koordinatensystem wird durch

(4.6)

=g - -
€y = €z X €xg

vervollstandigt.

4.1.3 Kardanwinkel

Der Ursprung eines korperfesten Koordinatensystems
wird durch die 3 Komponenten des Ortsvektors, hier
die Koordinaten xs, ys und zs des Vektors s, ge-
geniiber dem System 0 festgelegt. Damit bleiben zur
Beschreibung der Koordinatenrichtungen nur noch 3
weitere voneinander unabhangige Koordinaten.

Zur Festlegung der 9 Komponenten der im System 0
dargestellten Einheitsvektoren €y, o, €,, und €, ver-
wendet man in der Regel 3 Winkel, die durch "Elemen-
tardrehungen” die Achsen des System 0 in das korper-
feste System K iiberfiihren.

Verwendet man die "Kardan”-Winkel «, f, y, dann
dreht man zunichst um die xy-Achse, Abb. 4.2.
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Zy=2
Z4 Y1 Z4 Y2=Y4 ,Y%(
v y2
Yo B
o X4 XK
X1=Xp Xo X2

Abbildung 4.2: Kardan-Winkel

Das Zwischensystem mit den Achsen

1 0 0
é)xl,() =(0 . Eyl,o =|Ca |, EZI,O = | —Sa (47)
0 Sa Ca

wird dann um die y;-Achse gedreht und erzeugt so ein
zweites Zwischensystem, dessen Achsen durch

exZ,l = 0 . eyz,l =1 , 622’1 =10 (48)
—sg 0 cp

festgelegt sind. Die dritte und letzte Drehung erfolgt
dann um die z;-Achse und legt mit

Cy —Sy 0
ExK,Z = SY , E)yK’z = Cy , EZK,Z =10 (49)
0 0 1

die Achsen des korperfesten Systems gegeniiber dem
zweiten Zwischensystem fest. Die Winkelfunktionen,
sin a, cos a, sin 5, cos f und siny, cosy wurden dabei
durch sq, ¢4, sg, cg und sy, ¢, abgekiirzt.

4.1.4 Vektortransformation

Mit den Beziehungen (4.7) bis (4.9) kénnen nun Vek-
toren, die im korperfesten System K dargestellt sind,
in das System 0 transformiert werden. Bezeichnet man
die Komponenten des im System K dargestellten Vek-
tors von S nach P mit a, b und ¢, dann gilt zunéchst

a
Fspx =|b (4.10)
C
oder
FSP,K = aé)xK,K"'bé)yK,K"'cgzK,K' (4.11)

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Mit (4.9) kann der Vektor Fsp x im Zwischensystem 2
dargestellt werden

Ccy =Sy 0
?SP,Z = a|sy +b cy [+c |0 (4.12)
0 0 1
—— —— ——
exK,Z eyK,Z eZK,Z

Fasst man die Komponenten g, b und ¢ wieder im Vek-
tor F'sp x zusammen, dann erhalt man

¢y —s, 0 a
FSP,Z =1s, ¢ 0 b, (4.13)
0 0 1 c
| —
AZK FSP,K

wobei die Matrix Ak eine positive Drehung mit dem
Winkel y um die zx=z,-Achse beschreibt und Vekto-
ren, die im System K dargestellt sind, in das System 2
transformiert.

Mit (4.8) kann der Vektor Fsp, vom System 2 in das
System 1 transformiert werden. Analog zu (4.12) und
(4.13) erhélt man

Fspq = Ai2¥Fspa, (4.14)
wobei die Drehmatrix durch
cp 0 Sg
Ap =] 0 1 0 (4.15)
—Sp 0 cp

gegeben ist und eine positive Drehung mit dem Winkel
B um die y,=y;-Achse beschreibt.

Mit der aus (4.7) folgenden Drehmatrix

1 0 0
A01 =10 Ca —Sa |, (416)
0 sq cCq

die eine positive Drehung mit dem Winkel o um die
x1=Xo-Achse definiert und der Beziehung

Fspo = Ao 7sp.1 (4.17)

kann der Vektor 7sp schlief8lich im System 0 dargestellt
werden.

Mit (4.14) und (4.13) erhalt man schlie3lich

Fspo = Ao A1z Ak Fspk - (4.18)
—_————

Aok
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Die Drehmatrix

Cpcy —CpSy Sp

Aok = | CaSy +SaSpCy CaCy—SaSpSy —SaCp
SaSy —CaSpCy SaCytcasps, cqcp | (419)

—_——

ng,O gyK,O gzK,O

transformiert Vektoren vom System K in das System 0
und legt analog zu (4.12) und (4.13) die Richtungen der
Koordinatenachsen des korperfesten Systems K gegen-
iber dem System 0 fest.

4.1.5 Drehmatrizen

In der Regel werden Drehmatrizen aus einer Folge von
drei Elementardrehungen zusammmengesetzt. Neben
den Kardan-Winkeln werden héufig auch die Euler-
Winkel verwendet.

Bei den Eulerwinkeln wird die Drehmatrix aus den Ele-
mentardrehungen

[ cy —sy 0
Ay =1|sy ¢ 0], (4.20)
| 0 0 1
1 0 0
Ag=1|0 co —-sg |, (4.21)
0 sg co
Cp —Sp O
Ap=1|sp ¢, 0O (4.22)
0 0 1
in der Reihenfolge
A = Ay Ag Ay (4.23)

aufgebaut.

Drehungen um die Koordinatenachsen kénnen aber
auch zu einer Drehung um eine beliebige Achse ver-
allgemeinert werden. Mit dem Drehwinkel § und der,
durch den Einheitsvektor € festgelegten Drehachse,
erhélt man die Drehmatrix

A = eéT + (E—?ET)COS(S + esind, (4.24)

wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet und e ein schief-
symmetrischer Tensor ist, der sich geméaf3

0 —e; ey €x
e=|e 0 —e|mit €=|ey (4.25)
—ey ex 0 €z
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aus den Komponenten des Einheitsvektors aufbaut.
Die Komponentendarstellung von € kann wegen €, =
€ x sowohl im System 0 als auch im System K erfolgen.

Alle Drehmatrizen, die orthogonale Koordinatensyste-
me ineinander tiberfithren, gentigen der Orthogonali-
tatsbedingung

AjAge = E (4.26)

und erzeugen mit

- T
A = Agp = Ak (4.27)

die Umkehrtransformation.

4.1.6 Zusammenfassung

Position und Orientierung eines starren Korpers im
Raum konnen durch Ortsvektor und Drehmatrix ein-
deutig festgelegt werden.

Der Ortsvektor 7ys gibt dabei die Lage des korperfes-
ten Punktes S an und die Drehmatrix Aok beschreibt
die momentanen Richtungen eines koérperfesten Koor-
dinatensystems K gegeniiber dem beschreibenden Sys-
tem 0.

Jeder weitere Punkt P auf dem Korper ist dann durch
die Vektorkette

opo = Tos,0 + Aok Tsp.K (4.28)
festgelegt, wobei dann der Vektor 7sp x mit
Fspx = const. (4.29)

im korperfesten Koordinatensystem die Lage von P ge-
genuber S angibt.

4.2 Geschwindigkeit

4.2.1 Allgemeine Relativbewegung

Der Ortsvektor ryp,o beschreibt die Lage eines beliebi-
gen Punktes P auf dem Korper gegeniiber dem System
0. Die zeitliche Ableitung von (4.28) liefert zunachst

for,0 = Fos,0 + Aok Fspx + Aok Fspx - (4.30)

Die direkte Berechnung von Aok ist im allgemeinen
sehr aufwindig. Mit der Orthogonalititsbedingung
(4.26) erhalt man jedoch

55 ; T " X
Tor.o = Tos.o + Aok Aok Aok Tsp.x + Aok Tspxc» (431)
———

E
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wobei

Agg Atk = @oK.0 (4.32)

ein schiefsysmmetrischer Tensor ist, dessen wesent-
lichen FElemente die Komponenten des Winkelge-
schwindigkeitsvektors @k o ergeben

0 -—w; wy Wy
Wk, = | Wz 0 —wx |5 Dok = | Wy (4.33)
—Wy Wx 0 Wy

Die Multiplikation eines schiefsysmmetrischen 3 x 3-
Tensors @ mit einem 3x1-Vektor 7 vermittelt das
Kreuzprodukt

WF = OXF. (4.34)

Damit lautet (4.31)

For,0 = Tos,0 +Wok,0XAok Fsp,x +Aok Tspk - (4.35)
S~—— S~—— ———

— — -
Yop,0 Uos,0 rsp,0

4.2.2 Starrkorperbewegung

Wegen der Starrkorperbedingung (4.29) entfillt der
letzte Term und es bleibt die Eulersche Geschwindig-
keitsformel

Yop,0 = Ups,0 + Wok,0 X T'sp,o - (4.36)

Damit ist der Geschwindigkeitszustand eines starren
Korpers durch Angabe der Geschwindigkeit eines kor-
perfesten Punktes dps und der Winkelgeschwindigkeit
des starren Korpers ok eindeutig definiert, da mit
(4.36) die Geschwindigkeit jedes weiteren korperfesten
Punktes angegeben werden kann.

Leonhard Euler

*15. April 1707
T 18. September 1783

Mathematiker

siehe: http://de.wikipedia.org

4.3 Winkelgeschwindigkeit

4.3.1 Elementardrehungen

Zur Berechnung der Winkelgeschwindigkeit nutzt
man den Aufbau der Drehmatrizen aus Elementardre-
hungen.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Die Elementardrehung um die xp=x;-Achse mit dem
Winkel & wird durch die Drehmatrix Ay, gemaf} (4.16)
beschrieben. Der schiefsymmetrische Tensor mit den
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit folgt gemaf3
(4.32) aus

0 O 0 1 0 0
@10 = |0 =S¢ —Co @ |0 co Sa (4.37)
0 ¢y —Sq 0 —sqg cCq
i T
Ap Apy

Ausmultipliziert und unter Beriicksichtigung von s2 +
2 =1 bleibt

0 0 O a
501 0 = 0 0 —«a oder 501,0 = 0 (438)
0 a O 0

Analog dazu erhilt man mit den in (4.15) und (4.13)
definierten Drehmatrizen aus

512’1 = AlZA{Z und 521(’2 = AZKAgK (439)

die Winkelgeschwindigkeitsvektoren

0
6312,1 =|p

0
und 621(,2 = |: 0 ] (440)
0 Y

fiir die Elementardrehungen um die y,=y;-Achse bzw.
um die z;=zg-Achse.

4.3.2 Gesamtdrehungen

Die Winkelgeschwindigkeit des korperfesten Systems
K gegeniiber dem System 0 folgt aus der Addition der
Teilwinkelgeschwindigkeit.

Im System 0 erhilt man
63oK,o = 6301,0 + Ao 6312,1 + Ap1Aiz 632K,2 . (4.41)

Eingesetzt und ausmultipliziert bleibt schliellich

al [ o

. SpY
Goko=|0|+|caB|+|—sacpy (4.42)
0 | S I CaCpy
oder in Matrizenschreibweise
Wy (1 0 Sp a
Dogo=|wy [=]0 ca —sacp || (4.43)
Wz | 0 so Calp y
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Bei allgemeinen rdumlichen Drehungen besteht ein
nichtlinearer lageabhidngiger Zusammenhang zwi-
schen den Komponenten des Winkelgeschwindigkeits-
vektors und den Ableitungen der Drehwinkel.

4.3.3 Beispiel Reibradgetriebe

Das Antriebsrad eines Reibradgetriebes mit dem Radi-
us r; rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit w; um die zo-Achse, Abb. 4.3.

Zy
22
| /‘/
s Zy
P& M,
Yo ®, )
~ i
h
—
—— = M3 [
Z4

Abbildung 4.3: Reibradgetriebe

Die Drehachsen des Antriebs- und Abtriebrades sind
parallel zur zy-Achse und liegen in der x¢-, zo-Ebene.
Die Drehachse des Koppelrades fallt mit der xy-Achse
zusamimern.

Das Koppelrad iibertragt die Drehbewegungen des An-
triebsrades tiber die Kontaktpunkte Q und P schlupffrei
auf das Abtriebsrad mit dem Radius rs.

Die Geschwindigkeit im Punkt Q erhilt man entspre-
chend der Eulerschen Geschwindigkeitsformel (4.36)
entweder aus

00,0 = Vom0 + ©o1,0 X Fa1,0,0 (4.44)
oder aus
T00,0 = ToMs,0 + 03,0 X Fa1,0,0 (4.45)
Mit
Tomy,0 =05 Toay0 =05 (4.46)
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0 ri
Boro=|01; Tmigo=|0]; (4.47)
w1 0
und
w3 0
Doz0=| 0 FM30,0 = 0 ; (4.48)
0 —(h—z1)

erhilt man durch Gleichsetzen von (4.44) mit (4.45)

0 0
wir | = | +ws (h—Z1) (449)
0 0

Die Winkelgeschwindigkeit des Koppelrades ist also

durch
"
w3 = w1
h— Z1

(4.50)

gegeben. Im Kontaktpunkt P haben das Koppelrad und
das Abtriebsrad in y-Richtung die gleiche Geschwin-
digkeit. Analog zu (4.49) findet man

O} (Zz—h) = —W3 I (4.51)
oder ,
W3 = —— . (4.52)
2y — h
Das Reibradgetriebe liefert mit
—h
@2 _ Nz (4.53)
w1 re h—zq

ein Ubersetzungsverhiltnis, das durch Verandern der
Positionen z; und z; in einem weiten Bereich variiert
werden kann.

4.4 Beschleunigung

4.4.1 Allgemeine Relativbewegung
Die Geschwindigkeit eines Punktes P, dessen Lage re-
lativ zum Punkt S im korperfesten System K beschrie-

ben wird, ist gemaf (4.35) durch

For,0 = T0s,0 + @ok,0 X Aok Fsp.x + Aok Tsp.x (4.54)
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gegeben. Die zeitliche Ableitung liefert

-
10S,0

-
Top,0

Wok,0 X Aok T'sp,K
- A T -
@oK,0 X Ay AggAgk TSP.K (4.55)
wok,0 X Aok T'sp,K
) . .
Aog Ao Aok TSP.K
Aok FSPK »

+ 4+ o+ + 4+

wobei nach der abgeleiteten Drehmatrix jeweils die
Einheitsmatrix in Form der Orthogonalitatsbeziehung
(4.26) eingefiigt wurde und 5QK,0 die Winkelbeschleu-
nigung bezeichnet. Mit (4.32) und (4.33) erhélt man

-
r0S,0

Top,0
WoK,0 X Aok TSP,k
WoK,0 X (wOK,o X Aok rSP,K)

2 ok,0 X Aok Tsp,x

(4.56)

+ + + +

Aok FspK »

4.4.2 Starrkorperbewegungen

Die beiden letzten Terme in (4.56) verschwinden, wenn
S korperfest ist und 7sp g = const. gilt. Dann bleibt

for,o = Tos,0 + Wok,0 X Aok Fsp.k
. . . (4.57)
+  Wok,0 X (woK,o X Aok rSP,K) .

Bei Drehungen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
verschwindet zwar die Winkelbeschleunigung 50K,o
= 0, aber infolge der Zentrifugalbeschleunigung ha-
ben die einzelnen Punkte eines starren Korpers unter-
schiedliche Beschleunigungen.

4.5 Momentaner Drehpol

4.5.1 Allgemeine Bewegung

Mit der Eulerschen Geschwindigkeitsformel (4.36)
kann fiir jeden korperfesten Punkt P die Geschwindig-
keit gegeniiber dem System 0 angegeben werden. Gibt
es korperfeste Punkte, die momentan in Ruhe sind,
dann missen sie der Bedingung

Vop,0 = Vos,0 + Wok,0 XTspo = 0 (4.58)

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

geniigen. Mit &ox,0 X F'sp,o = @ok,o Fsp,o erhdlt man

0 —w; Wy I'x Uy
Wy 0 —wx||ry|=—]vy (4.59)
—Wy Wy 0 T, U,
N—— N———
WOK,0 rsp,0 —00s,0

Nach der x-Komponente des Ortsvektors Fsp o aufge-
16st, erhalt man

—Ux —W; Wy
—Uy 0 —Wyx
-V, Wy 0
Ty = (4.60)
0 —w; Wy
W5 0 —Wy
—Wy  x 0

Da die Nennerdeterminate verschwindet, sind Losun-
gen nur dann moglich, wenn auch die Zahlerdetermi-
nate zu Null wird. Das fiithrt auf die Bedingung

— Wx Wz Vz = Wx Wy Vy — Wx Wx Vx = 0 (4.61)

oder

wx (Ox Vx + Wy vy + 0 V;) = 0 (4.62)

Da im allgemeinen die x-Komponente der Winkelge-
schwindigkeit ungleich Null ist, muf} der Ausdruck in
der Klammer, der das Skalarprodukt zwischen den Vek-
toren @yk,o und Tys,¢ angibt, verschwinden. Aus

T —

Wok 0 Vps,0 = 0 (4.63)

folgt aber, dafd bei bok,o # 0 und Jys,0 # 0 der Winkel-
geschwindigkeitsvektor @k o senkrecht auf dem Ge-
schwindigkeitsvektor g o stehen muf.

4.5.2 Ebene Bewegung

Bei einer ebenen Bewegung eines starren Korpers ist
die Bedingung (4.63) erfiillt. Damit gibt es korperfes-
te Punkte, die momentan gegeniiber dem System 0 die
Geschwindigkeit Null haben.

Zur Berechnung des momentanen Drehpols wird der
Vektor von S nach P in Anteile in Richtung und senk-
recht zur Winkelgeschwindigkeit des Korpers aufge-
teilt, Abb. 4.4.

Setzt man nun

Fspo = Tsp.o + Tppyo (4.64)
SN~ S~
L ok, |l doxk,o
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Abbildung 4.4: Momentaner Drehpol

in die Bedingung (4.58) fiir den momentanen Drehpol
ein, dann erhalt man

Vop,0 = Ups,0 + Dok, 0XFsp+,0 + Ook,0XTpp,o = 0. (4.65)

Wegen 7p+p || ok verschwindet das zweite Kreuzpro-
dukt und von rechts mit &k, o durchmultipliziert bleibt

Tos,0 X Bok,0 + (QOK,O X ?SP*,O) X dok,0 = 0. (4.66)

Mit dem Entwicklungssatz der Algebra

(axb)x¢ = (a'e)b - (b72)a (4.67)
kann das doppelte Kreuzprodukt in (4.66) aufgeldst

werden
&L & Fopr
0K,0 Yok,0 )TSP*,0

-

=T -
- (rsp*,o Wok,0 )wOK,O .

(6001(,0 erP*,O) X Wok,0 =

(4.68)
Wegen Fsp- L ok verschwindet das Skalarprodukt
zwischen diesen Vektoren, F’S]}* 0@oxo = 0 und aus

(4.66) erhalt man die Lage des momentanen Drehpols

— -
- _ TU0s,0 X WoK,0
rSP*,O - >T

Wok,o

— —

_ WoK,0 X Vos,0
=T - *
Wog,0 @

~ (4.69)
Wok.o 0K,0

Der Vektor vom Punkt S zum momentanen Drehpol P*
steht also senkrecht auf die Geschwindigkeit im Punkt
S und senkrecht auf die Winkelgeschwindigkeit des
Korpers.

Ein momentaner Drehpol existiert nur bei ebener Be-
wegung. Dabei muf3 gemafd (4.63) der Geschwindig-
keitsvektor 0ys senkrecht auf dem Vektor der Winkel-
geschwindigkeit @ox stehen. Damit gilt fiir den Ab-
stand des momentanen Drehpols von der Drehachse

| @oxc0 || Tos.o | _ | Dos.o0 | _ Yos

| Fspeo | = . (4.70)

| 6301(,0 [ 0_501(,0 | | 5501(,0 | WoK
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4.5.3 Konstruktionsvorschrift
4.5.3.1 Allgemeine Geschwindigkeitsrichtungen

Sind bei einer ebenen Bewegung eines starren Korpers
die Geschwindigkeitsrichtungen an zwei korperfesten
Punkten P; und P, bekannt, dann bilden die Norma-
len auf die Geschwindigkeitsrichtungen geometrische
Orte fiir den momentanen Drehpol Q, Abb. 4.5.

Abbildung 4.5: Momentanpol bei
unterschiedlichen
Geschwindigkeitsrichtungen

Gemaf (4.70) gilt

v v
rpo = 2P o der Wok = 0P (4.71)
WoK rp,Q
und
Vop, Vop,
rp,0 = 0% oder WoK = k) (4.72)
WoK rp,Q
Aus Abb. 4.5 entnimmt man
9 v
tang; = Pt und tan g, = 0 (4.73)
rp,Q rp,0

Die Winkel ¢; und ¢, stimmen also tiberein und sind
ein Maf fur die Winkelgeschwindigkeit des Korpers

tang; = tang@y = Wk - (4.74)

4.5.3.2 Parallele Geschwindigkeiten

Die Beziehungen (4.73) und (4.74) ermoglichen es, auch
bei parallelen Geschwindigkeitsvektoren in den kor-
perfesten Punkten P; und P, den momentanen Dreh-
pol Q einer ebenen Bewegung eines starren Korpers
zu konstruieren, Abb. 4.6.
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Abbildung 4.6: Momentanpol bei
parallelen Geschwindigkeiten
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5 Starrkorper-Kinetik

5.1 Kinetische Energie

5.1.1 Allgemeiner Bezugspunkt

Bezeichnet 0y, die Geschwindigkeit eines Masseteil-
chens dm gegeniiber dem ruhenden System 0, dann ist
seine kinetische Energie durch

(5.1)

1
>T -
dEin = 2 GonmYon dm

gegeben. Die kinetische Energie des starren Korpers
kann dann aus

1 — —
Ekin = Efvojj\,{UOA/fdm (5.2)

K
berechnet werden.

Der Punkt P ist Ursprung eines korperfesten Koordi-
natensystem mit den Achsen xg, yx und zg, Abb. 5.1.

Abbildung 5.1: Kinetische Energie

Der Geschwindigkeitszustand des starren Korpers ist
durch die Geschwindigkeit Jpp und die Winkelge-
schwindigkeit ok gegeben. Die Geschwindigkeit ei-
nes Masseteilchens kann dann aus

YoM = Upp + ok X TpM (5.3)

berechnet werden, wobei 7py; die Lages des Masseteil-
chens relativ zu P beschreibt. Eingesetzt in (5.2) erhalt
man

Ekin =

1 — — — —

(5.4)
2 f (UoP + woKXFPM) T(voP + O)OKX?PM)dm-
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Ausmultipliziert bleibt

1 ->T -
Exin = Efvoﬁ,vopdm

+ f{jo]}; (CBOKXFPM) dm (5.5)
1 - - T - -
+ 3 f(wOerPM) (COOKXVPM) dm,
wobei die Gleichheit der Skalarprodukte
— - T — ->T — -
(COOKXVPM) Vop = Upp (MOKXVPM) (5.6)

bereits beriicksichtigt wurde. Die Geschwindigkeit von
Punkt P und die Winkelgeschwindigkeit @k sind un-
abhéngig von der Massenverteilung des starren Kor-
pers und konnen deshalb aus den Integralen herausge-
zogen werden

1 T -
Epin = Efdmvopvop

+ 507;3 (C(_SOKXfFPA{ dm) (5.7)
1 — - T — =
+ Ef(wOerPM) (LOOKXFPM) dm .
Der durch das Integral
> I
rps = — rpMdm (5.8)
m

definierte Vektor gibt die Lage des Massenmittelpunk-
tes S des starren Korpers relativ zu Punkt P an und

m=fdm

ist die Masse des starren Korpers. Das dritte Integral in
(5.7) kann mit

(5.9)

Wk XIppM = —FpMXWox = —Tpm Dok (5.10)
und .
~ = ST ~T
(rP]\/I wOK) = Q)OK rp]w (511)
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umgeformt werden

- - T - -
f (woK X rPM) (woK X rPM) dm

—~ — T ~ -
f (—VPM COOK) (—FPM COOK) dm = (5.12)
CT)OTK fﬂ%ﬁM dm 501( ,
wobei
Tp = fﬂng?pM dm (5.13)

den, auf den Punkt P bezogenen, Tragheitstensor des
starren Korpers bezeichnet.

Die kinetische Energie des starren Korpers berechnet
sich demnach aus

1 S>T -

Erin Emvop Uop

+ m’(jojl; ((B()KXFps) (5'14)

1.
+ EwOKTPwoK’

wobei P ein beliebiger Punkt auf dem starren Korper
und S den Massenmittelpunkt des starren Korpers an-
gibt.

5.1.2 Bezogen auf Massenmittelpunkt

Der Koppelterm m 5071; (dox XPps) in (5.14) verschwin-
det, wenn P mit dem Massenmittelpunkt S zusammen-

fallt

1 T - 1 ->T —
Emvosvos + E%KTS%K-

Ekin = (5.15)
Auf den Massenmittel S bezogen, setzt sich die kineti-
sche Energie des starren Korpers aus einem translato-
rischen und einem rotatorischen Anteil zusammen. Die
Elemente des Tragheitstensors Ts miissen dabei beziig-

lich dem Massenmittelpunkt S berechnet werden.

5.1.3 Bezogen auf einen Fixpunkt

Fihrt der starre Kérper Drehbewegungen um einen
Fixpunkt F aus, dann bleibt nur noch der rotatorische
Energieanteil. Fir P = F und mit vor = 0 folgt aus
(5.14)

Egin = 5507;( Tr By » (5.16)
wobei die Elemente des Tragheitstensors Tr beziiglich
dem Fixpunkt F berechnet werden miissen.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

5.2 Der Tragheitstensor

5.2.1 Definition

Bei der Berechnung der kinetischen Energie eines star-
ren Korpers wurde in (5.13) mit

Tp = f T Tear dm (5.17)
der Tréagheitstensor definiert. Der schiefsymmetrische
Tensor rpy folgt dabei aus den Komponenten des Vek-
tors 7yrp, der die Lage aller Masseteilchen dm des star-
ren Korpers relativ zu P definiert. Die Berechnung des
Tréagheitstensors Tp ist an ein Koordinatensystem ge-
bunden, da nur dort die Komponenten des Vektors 7yp
dargestelt werden kénnen.

Im korperfesten System K bleibt, entsprechend der
Starrkorperbedingung, die Lage korperfester Punkte
relativ zueinander unverdndert. Dort sind dann die
Komponenten von 7jyp und die Elemente des Trag-
heitstensors konstant, Tp x = const.

Mit
x 0-z vy
ek =Y |; TP =] z 0—x (5.18)
z - 0
lautet (5.17)
0 z-y 0-z vy
Trx :f -z 0 x z 0-—x|dm. (5.19)
y—x Off-y x O
Ausmultipliziert bleibt
v’ +z2 —xy —xz
Tp.x :f —xy zZ°+x? -yz |dm. (5.20)
-xz -—yz xi+y?

Der Tréagheitstensor ist symmetrisch. Die Elemente auf
der Hauptdiagonalen

Tix f(y2+22) dm;
T,y = f(zz+x2) dm;
T, f(x2+y2) dm

werden als (Massen-)Trigheitsmomente und die drei
restlichen

(5.21)

Ty = - fxydm;
Ty, = — fxzdm; (5.22)
T,, = - fyzdm

als (Massen-)Deviationsmomente bezeichnet.
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5.2.2 Beispiel Quader

Fiir einen quaderformigen Korper mit den Kantenlan-
gen a, b und ¢, Abb. 5.2, kénnen die Integrale in (5.21)
und (5.22) leicht ausgewertet werden.

Bei homogener Massenverteilung kann das Massenele-
ment mit der Dichte p auf ein Volumenelement dV zu-
riickgefiithrt werden.

dm = pdV = pdxdydz. (5.23)

Abbildung 5.2: Quaderférmiger Korper

Berechnet man den Tragheitstensor fiir den Massen-
mittelpunkt S in einem Koordinatensystem, das mit
den Symmetrieachsen zusammenfillt, dann folgt das
Tragheitsmoment um die x-Achse aus

+a/2 +b/2 +c/2

Tex = p f (y*+2%) dx dydz. (5.24)
—a/2 -b/2 —c/2
Nach Integration erhilt man
1 3 3
b = a3 [(2) -(~3) ]
. bl[ . 03] (5.25)
ab-|(|=) - -= .
Pavs (2) ( 2)
Mit m = p ab c bleibt schliefilich
T —im(b2+c2) (5.26)
xXx - 12 . .

Analog dazu findet man

Tyy=%m(cz+a2);TZZ:%m(a2+bz). (5.27)

Die Integrale in (5.22) verschwinden alle. Ein quader-
formiger Korper hat beziiglich der Symmetrieachsen
keine Deviationsmomente

(5.28)
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5.2.3 Beispiel Kreiszylinder

Bei einem kreiszylindrischen Kérper mit dem Radius
R und der Héhe H wird bei homogener Massenvertei-
lung ein zur duleren Kontur passendes Volumenele-
ment herausgeschnitten, Abb. 5.3.

Abbildung 5.3: Zylinder mit Volumenelement

Mit
dm = prdpdrdz, x =rcosp,y=rsing (5.29)
gilt dann
2r R +HJ/2
Tyx :pf f ((rsin(p)2+zz)rd(pdrdz.
0 0 -H/2
(5.30)
Ausmultipliziert bleibt
27 R +H/2
Tex = pfsinqozd<pfr3dr f dz
0 0 -H/2
2 R +H)2 (5.31)
+ pfd(pfrdrfzzdz.
0 0 ~H/2
Nach der Integration erhalt man
1 1 1(H =H3
Tex=prn-R'H+p2r-R - — - ——|. (532
xx =PIy pam s 3(8 8)()

Mit der Zylindermasse m = p R?xH bleibt schlief3lich

1 1
T. :m(—R2+—H2). 5.33
ox 1 > (5.33)

Auf Grund der Symmetrie gilt hier
Tyy = Tex (5.34)

und die Berechnung des Tragheitsmomentes um die
Zylinderachse liefert

1

T,, = 5mR2 (5.35)
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Bezuiglich seiner Symmetrieachsen hat auch der Zylin-
der keine Deviationsmomente

(5.36)

5.2.4 Eigenschaften
5.2.4.1 Symmetrie

Ist die Massenverteilung des Korpers symmetrisch zu
einer Achse, dann verschwinden die Deviationsmo-
mente, bei denen iiber diese Achsrichtung integriert
wird, Tabelle 5.1.

Symmetrie in | Deviationsmomente

Richtung der | Ty, Tz Ty,
xg-Achse =0 =0 #0
yg-Achse =0 | #0 =0
zx-Achse #0 =0 =0

Tabelle 5.1: Deviationsmomente bei symmetrischer
Massenverteilung

Bei einem Korper, der in zwei Achsrichtungen ei-
ne symmetrische Massenverteilung hat, verschwinden
folglich alle Deviationsmomente.

5.2.4.2 Dreiecksungleichung

Die Elemente der Hauptdiagonale, die Tragheitsmo-
mente, sind durch (5.21) definiert. Die Addition von Ty,
und T, liefert

f(y2+zz) dm+f(zz+x2) dm = f(x2+y2)dm

Txx Tyy TZZ
+ Zf‘z2 dm .
(5.37)
Es gilt also
Tox + Tyy 2 To (5.38)
und analog
Tyy + T;; > T
yy zz xx (5.39)

T.: + Tax 2 Tyy.

Die Beziehungen (5.38) und (5.39) werden als Dreiecks-
ungleichungen bezeichnet, da bei Dreiecken die Sum-
me zweier Seiten stets grof3er oder hochstens gleich der
dritten ist.

Die Dreiecksungleichungen konnen zur Kontrolle ge-
messener Tragheitsmomente herangezogen werden.
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Bei abgeplatteten Korpern kann eine Abmessung ge-
geniber den beiden anderen Korpern vernachléssigt
werden. Liegen die Hauptabmessungen eines abgeplat-
teten Korpers z.B. in der x-, y-Ebene, dann wird wegen
fzzdm < f(x2+y2)dm die Dreiecksungleichung (5.38)
zur Gleichung und es gilt Ty + Tyy = T..

5.2.4.3 Abgeplattete Korper

Bei einem flachen Quader, bzw. einer diinnen Platte,
Abb. 5.4, erhélt man mit ¢ < a und ¢ < b aus (5.26)
und (5.27) die Tragheitsmomente

1 2 1 2
Txx = E mb 5 Tyy = E ma (540)
und
Too = Tex + Tyy m( a®+b*) (5.41)

Abbildung 5.4: Platte und Scheibe

Bei einer kreiszylindrischen Scheibe, Abb. 5.4, gilt H <«
R. Aus (5.33), (5.34) und (5.35) folgen dann die Trag-
heitsmomente

Tex = Tyy = ZmRz (5.42)
und
1 2
Te = Tex+Tyy = 2Tex = S mR (5.43)

5.2.4.4 Langgestreckte Korper

Bei einem geraden, diinnen Stab mit Rechteckquer-
schnitt, der sich in x-Richtung erstreckt, gilt ¢ <« a
und b < a. Damit erhilt man aus (5.26) und (5.27) die
Tragheitsmomente

Tex = 0; —ma

und Ty, =T, = (5.44)

Mit R < H folgen aus (5.33), (5.34) und (5.35). die Trag-
heitsmomente fiir einen Stab mit Kreisquerschnitt. Sie
stimmen mit (5.44) Uberein.
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Bei einem langgestreckten Korper hat die Quer-
schnittsform keinen Einfluf} auf die Tragheitseigen-
schaften.

5.2.5 Wechsel des Bezugspunktes
5.2.5.1 Satz von Steiner

Der Tragheitstensor beziiglich eines korperfesten
Punktes P ist durch (5.17) definiert. Der schiefsymme-
trische Tensor 7py; wird gemaf (5.18) aus den Kompo-
nenten des Vektors rpys gebildet. Soll der Tragheitsten-
sor fiir einen anderen korperfesten Punkt Q angegeben
werden, dann gilt mit

FQM = FQP + FPM (5.45)

auch

Tom = Top +Tpu . (5.46)

Eingesetzt in (5.17) erhélt man

Tp = f(?QP+7PA4 )T(7Qp+7pM ) dm . (5.47)

Ausmultipliziert bleibt

_ 5T & =T ~
To =7opTop fdm + frPM Tpp dm
—— —_—

m Tp
+27F

QP fﬂw dm,

~—_—————
rPSm

(5.48)

wobei Terme, die nicht von der Massenverteilung ab-
hangen, bereits vor die Integrale gezogen wurden und
der Vektor rpg die Lage des Massenmittelpunktes S re-
lativ zum Bezugspunkt P angibt.

Fallt der Bezugspunkt P mit dem Massenmittelpunkt S
zusammen P=S, dann ist 7ps = 0 und es bleibt der Satz
von Steiner

To = Ts + mFjsTos - (5.49)

5.2.5.2 Beispiel

Ein diinner Draht der Masse m ist zu einem Riuthrhaken
gebogen und in der Mitte, im Punkt 0, an einer Welle
befestigt, Abb. 5.5.

Gemaf (5.17) kann der auf den Punkt 0 bezogene Trég-
heitstensor aus

T, = f?oﬁﬁm dm (5.50)
K
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Abbildung 5.5: Rithrhaken

berechnet werden, wobei M samtlich Punkte des Kor-
pers K durchliuft.

Zs5

Abbildung 5.6: Teilkorper des Rithrhakens

Unterteilt man nun den Rithrhaken in in N = 5 einfa-
che Teilkorper, hier gerade Drahtstiicke, Abb. 5.6, dann
kann das Integral iiber den Korper K entsprechend auf-
geteilt werden

N=5

T, = I Fom, d

0= Tom; Tom; am,
i=1 YKi

wobei M; jetzt nur noch Punkte des jeweiligen Teilkor-
pers K; sind.

(5.51)

Mit
Tom; = Tos; + Ts;M; » (5.52)
dem Satz von Steiner (5.49) und
To = f 71\ Tt dm (5.53)
K;
kann (5.51) in der Form
5
To = Y {Tsi + miTgs, Fos, | (5.54)

i=1

angeschrieben werden, wobei S; die Massenmittel-
punkte der Teilkorper sind.

Mit
0 -z i
7051. = V4 0 —Xi (555)
—Yi X 0
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sind die wesentlichen Elemente des Tréagheitstensors

durch
Tax = D { T+ mi (4421 }
Ty = ), { Ty + mi(Z4x2) | (556)
Torp = 9 { Toey + mi (<2442 ) |
und
Trogo = Z {wai T MmiXi yi}
Tz = ) { Tz — mixizi } (5.57)
Tyyzy = Z {Tyizi - m;y; zi}
definiert.

Die Achsen der im Schwerpunkt jedes Teilkorpers fi-
xierten Koordinatensysteme fallen hier mit den Sym-
metrieachsen der Teilkorper zusammen und sind par-
allel zu den Achsen des Systems 0.

Daher koénnen fiir die einzelnen Teilkorper i = 1(1)5
sehr leicht Masse, Trigheitsmomente und Schwer-
punktslage angegeben werden, Tabelle 5.2. Deviations-
momente treten bei den Teilkérpern nicht auf.

LImi| Tos; Txix; Tyiyi T2z

= 2 (2a) 0 = 2 (2a)?

Bl=
a3
Q

s
ENE]
Do

o3
[\]
ENR]
Q
oo
[e)

_
ml"‘
.

ol=

—a/2

—-a

5| 2| -a
6

al2

o3
[\
a3
Q
oo
()

—
Nl"‘
-

sl=

Tabelle 5.2: Massengeometrie des Rithrhakens
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Fir das Tragheitsmoment um die xp-Achse erhalt man

1 m 2
TxOxO = E E (261)
m 2
+ + —a
6
+ + T(—a)z
p (5.58)
N 1m, N m( ) a 2)
__a — —_——
12 6 6\ +( 2)
1m, m( 2 (a 2)
+ ——a" + —|(- -
12 6 5 (=) +(2)
oder
TxOsz%az(§+1+1+f—2+1+i+%+1+i). (5.59)
Zusammengefaf3t bleibt
8
Tiyxo = gma . (5.60)
Analog dazu findet man
5 11
Typyy = gma2 und T, = ?maz. (5.61)

Die Deviationsmomente des Rithrhakens folgen aus
(5.57). Mit den Werten aus der Tabelle 5.2 erhilt man

Ty =—2(% a+ (—£)(-a) + aa+ (-a)(-a)) 662

ma?, (5.63)

~
&
N
S
|
ENE]
—
Q
i
IS
N
+
T
Q
N—"
N
N
~
I
=

Tyeo=—2(a(-4) + (-a)9) = tma*,  (5.64)

AN|=

5.2.6 Drehung des Koordinatensystems
5.2.6.1 Tensortransformation

Der schiefsymmetrische Tensor 7py; vermittelt das
Kreuzprodukt. Gemaf; (5.10) gilt

TPM,1 WoK,1 = TPM,1XW0K,1 » (5.65)

wobei angenommen wurde, daf§ die Vektoren und da-
mit auch der schiefsymmetrische Tensor im System 1
dargestellt sind. Soll das Ergebnis im System 2 ange-
geben werden, dann erhélt man mit der Transformati-
onsmatrix Ay

TPM,2 Gok,2 = Az (rPM,l wOK,l) : (5.66)
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Nach dem Einfiigen der Einheitsmatrix in Form von
E = AL A, ergibt sich

Tra2 Gok.2 = A1 Tpar1 Ab Ay Dokt - (5.67)
Mit
Dok,2 = Az Dok,1 (5.68)

folgt aus (5.67) die Tensor-Transformationsvorschrift
Tramz = Ay Tpar1 AL . (5.69)

Eingesetzt in die Definitionsgleichung (5.17) des Trag-
heitstensors erhilt man

T
— = T = T
TP,Z—f(Am ’"PM,1A21) Ayy TPMa Ay dm

=T T 4 = T (5.70)
:fAm Tpa1 Az1 Az Tpar1 Az dm
~————
E
oder
_ ~T ~ T
Tp2 =A, frPM’l TPALL dm Ay, . (5.71)
Tp1
Die Vorschrift
Tpz = Ay Tra Ay (5.72)

transformiert den Tragheitstensor vom System 1 in das
System 2.

5.2.6.2 Beispiel

Ein Rithrhaken besteht aus einem diinnen Draht der
Masse m und der Linge 3a. Das Mittelstiick ist im
Punkt 0 an einer Welle befestigt und die Enden sind
nach oben und unten abgewinkelt, Abb. 5.7.

Der Rithrhaken kann in drei einfache Teilkorper zer-
legt werden, Abb. 5.8. Die Teilkorper sind langgestreckt

und haben jeweils die Masse % m und die Lange a.

Der Tragheitstensor des ersten Teilkorpers kann sofort
beziiglich 0 im globalen System angegeben werden

1

. (5.73)

100
alo o o
0 0 1

oﬂ,_.
o=
I
—
|3

Die lokalen Koordinatensysteme x3, y,, z; und xs, ys,
z3 sind gegeniiber dem globalen System xy, yo, zp um
den Winkel a verdreht. Der Satz von Steiner (5.49)
kann aber nur bei achsenparallelen Koordinatensyste-
men angewendet werden.
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Abbildung 5.8: Teilkorper

Die Tréagheitstensoren der Teilkorper 2 und 3 kénnen
analog zu (5.73) beziiglich ihrer Massenmittelpunkte S,
und S3 in den Systemen 2 und 3 angegeben werden

o im (1.0 0]

T, E?az 000 (5.74)
[0 0 1]

. Lo [0 0]

Rl (5.75)
[0 0 1]

Mit den Abkiirzungen s, = sin @ und ¢, = cos a lauten
die Transformationsmatrizen

10 O 10 0
Aoz =|(0cyg —=Sqa |; A03 =10 cy —Sq« (576)
0s, Cu 05y Cqo
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Damit kénnen die Tragheitstensoren im globalen Sys-
tem angeschrieben werden. Gemif; (5.72) erhélt man

fur den Teilkorper 2
10 0 210011 O O
T = o % looo| o 5.77
5,0 = | 0Ca =Sa| — = Ca Sa (5.77)
0sy Cqo 001][0—=s4cCq
Ausmultipliziert bleibt
Ceroo 0
2
S[z,]o alieve 0 s2 —sgcq (5.78)
0 —sqCq ci
Mit dem Vektor
0
S a
r0S,,0 = E 1+Ca (579)
Sa

kann der Tragheitstensor mit dem Satz von Steiner auf
den Bezugspunkt 0 umgerechnet werden. Man erhalt

m g 1 0 0
TO[’ZO] :Y 0 S(ZX —SaCa
0—5S4Cq ci
+ﬂa—2 2"'500! s(; —s (;)+c )
3 4 a * y
0 —se(1+cq) (1+cq)?
m 7+6¢, 0 0
=¥ 0 4355 —sa(3+4ca) ,
0 —s4(3+4cy) % +3(1+cy)?
(5.80)

wobei im Steiner-Anteil die Vereinfachung
(1+cg)? + 52 = 2+2¢,

bereits eingesetzt wurde. Analog dazu kann auch der
Tragheitstensor des dritten Teilkorpers im System 0
dargestellt werden und auf den Punkt 0 bezogen wer-
den. Die auf den Punkt 0 bezogenen und im System
0 dargestellten Tragheitstensoren der Teilkorper kon-
nen nun zum Gesamttrégheitstensor Ty o aufsummiert
werden. Dessen wesentliche Elemente lauten

1

Tex = ﬁma2 (5+4cy) ,

Txy =0,

Lee =0, (5.81)
Tyy = %mazsﬁ ,

Ty = — 11—8 ma? s, (3+4cy) ,

T,, = % ma® (1 +2¢2 + 6(1+ca)2) .
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Da der Rihrhaken iiber keine Ausdehnung in x-
Richtung verfiigt, entartet hier die entsprechende Drei-
ecksungleichung zu Ty = Ty + T;,. Damit hitte man
sich die explizite Berechnung von einem der drei Trag-
heitsmomente ersparen kénnen.

Fiir die Sonderfalle &« = 0 und « = 90° erhilt man

a=0 a =90°

Tex = 3ma*, | Tox = Smad?,

Ty = 0, Tyy = 0,

T, = 0, Iy, = 0,

Tyy = O, Tyy = 2mad*,

T,, = 0, T,. = —imad®,
T,, = %maz, T,, = 3—76ma2.

Diese Ergebnisse kénnen zur Kontrolle verwendet

werden.

5.2.7 Hauptachsensystem

Bei dem Beispiel in Abschnitt 5.2.5 traten bei der Be-
rechnung des im System 0 dargestellten Tragheitsten-
sors Deviationsmomente auf. Mit der Forderung

© 0 0
Tpo = Agyy | 0 ©2 0 | AL (5.82)
0 0 O
————
Tp,H

kann tiber die Transformationsmatrix Ay ein System
H gesucht werden, in dem der Tragheitstensor nur auf
der Hauptdiagonalen belegt ist. Im "Hauptachsensys-
tem” treten keine Deviationsmomente auf.

Zur Berechnung der Hauptachsen wird (5.82) von
rechts mit Agy durchmultipliziert. Mit

Aol = [61,0 €2,0 e3,o] (5.83)

und AgHA0 g =E erhilt man dann

©,0 0
Tpo [51,0 €2,0 53,0] = [51,0 €2.0 53,0] 00,0
0 0 O3
(5.84)
oder
Tpo€io = ©;€ip,

i=1,23. (5.85)

Die drei Hauptachsenrichtungen €, i = 1,2,3 sind
Losungen des aus (5.85) folgenden homogenen Glei-
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chungssystems

(Tp-©E)é =0 (5.86)
Die Bedingung

| 7o -©E | = 0 (5.87)

fiir die Existenz nichttrivialer Losungen € # 0 fithrt
auf ein Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen die
Haupttragheitsmomente ©;, i=1,2,3 sind.

Fiir jeden starren Korper kann ein Hauptachsensystem
berechnet werden.

Der Tragheitstensor fiir den Rithrhaken aus Ab-
schnitt 5.2.5.2 ist im System 0 durch

8§ _1 1
9 2 6
_ 1 5 1 2
T(),O = -2 9 & ma (588)
111
6 6 9

gegeben.

Die Losung der Gleichungen (5.87) und (5.86) liefert die
Haupttragheitsmomente

0:=1.22ma*; ©,=1.30ma’; O3=0.15ma*; (5.89)

und die Hauptachsen

0.58 0.58 0.58
81,02 —0.58 ;52,02 -0.21 ;53’0: 0.791 . (590)
—0.58 0.79 -0.21
AZp
4 €2 Yo
€3
' N
Xo
V ey

Abbildung 5.9: Hauptachsensystem

Die Lage des Hauptachsensystems spiegelt die Massen-
verteilung des Korpers wider, Abb. 5.9.
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5.2.8 Tragheitsradien
5.2.8.1 Definition

Zur Berechnung der kinetischen Energie eines starren
Korpers werden gemif (5.14) neben dem Geschwin-
digkeitszustand 0yp, ok die Masse m und der Trig-
heitstensor Tp benétigt. In einem Hauptachsensystem
sind die Trégheitseigenschaften eines starren Korpers
durch die drei Haupttrigheitsmomente ©;, ®; und O3
bestimmt. Mit

@, = mp? =123 (5.91)
konnen drei Tragheitsradien p;, p, und ps; definiert
werden, die zusammen mit der Masse m die Tragheits-

eigenschaften eines starren Korpers angeben.

Die Tragheitsradien veranschaulichen die Massenver-
teilung starrer Korper.

5.2.8.2 Beispiel Riihrhaken

Fir das rihrhakenfeste Hauptachsensystem, das durch
die Einheitsvektoren aus (5.90) festgelegt ist, folgen aus
einem Vergleich von (5.91) mit (5.89) die Trégheitsra-
dien

p1 = V12242 = 1.1la;
p2 = V1.30 a2 = 1.14a; (5.92)
ps = VO0.154> = 0.38a.

Die Massenelemente des Rithrhakens gruppieren sich
also vorwiegend um die durch den Einheitsvektor e3
definierte Achse.

5.2.8.3 Beispiel Scheibe und Ring

Gemif (5.43) ist das Tragheitsmoment einer kreiszy-
lindrischen Scheibe mit homogener Massenverteilung
beziiglich der z Achse durch
Scheibe 1 2
TS = _mR (5.93)
gegeben, wobei z die Achse der Rotationssymmetrie
angibt.

Bei einem Ring mit der Masse m und dem Radius R hat
jedes Masseteilchen den Abstand R von der Rotations-
symmetrieachse z. Damit gilt

TRind = mR?. (5.94)
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Fir die Tragheitsradien erhalt man

. 1
Scheibe _ 2
= L/=R® = 0.707R
Pzz V2 (5.95)
prt? = YR = R

Bei realen, rotationssymmetrischen Korpern, wie Ra-
dern und Schwungscheiben, kénnen mit (5.95) die
Tragheitsradien recht gut abgeschitzt werden. Kon-
zentriert sich die Masse eines rotationssymmetrischen
Koérpers K mit dem Radius R mehr aussen, dann gilt

0.707R < pX < R. (5.96)

Ist die Masse dagegen mehr in der Nihe der Rotations-
symmetrieachse angeordnet, dann gilt

0 < pX < 0.707R. (5.97)

Die Extremwerte pX = R und pX, = 0 geben die Trig-
heitsradien ringférmiger und stabférmiger Korper an.

5.3 Bewegungsgleichungen

5.3.1 Impulssatz

Die Lage eines Masseteilchens dm gegeniiber dem ru-
henden System 0 kann durch den Ortsvektor

Fomo = Topo + Aok FPMK (5.98)

beschrieben werden, Abb. 5.10. Der Vektor von dem
korperfesten Bezugspunkt P zu dem jeweiligen Mas-
seteilchen dm ist im korperfesten System K konstant,

Fpak = const. (5.99)

und die Drehmatrix Aox definiert die Richtungen des
korperfesten Koordinatensystems K gegeniiber dem
System 0.

Die Geschwindigkeit des Masseteilchens dm gegen-
iiber System 0 ist dann durch

Vom0 = Uop,0 + Wok,0 X Aok 'PM,K (5.100)

gegeben.

Durch Integration tiber den Korper K erhilt man aus
dem Impuls eines Masseteilchens den Impuls des star-

ren Koérpers
Po = ijOM,O dm . (5.101)
K

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Yo

Abbildung 5.10: Impulssatz

Mit (5.100) bleibt

Po = 50P,0fdm + Dok,0% AOKfFPM,K dm (5.102)
oder

po=m {50P,0 + Wok,0X Aok ?PS,K}, (5.103)

wobei 7ps x die Lage des Massenmittelpunktes S im
System K gegeniiber dem korperfesten Bezugspunkt P
angibt.

Der Eulerschen Geschwindigkeitsformel aus (4.36)
entsprechend, gibt der Ausdruck in den geschweif-
ten Klammern die Geschwindigkeit des Massenmittel-
punktes S an

Ups,0 = Uop,0 + WoK,0X Aok 'S,k (5.104)

Der Impuls eines starren Korpers ist somit durch

P.o=mdys,o (5.105)

gegeben. Er ist unabhingig von @k ¢. Drehbewegun-
gen haben somit keinen Einflufl auf den Impuls eines
starren Korpers.

Die auf den starren Korper eingeprigte Kraft ist durch

m=fﬁo
K

gegeben, wobei dI:i o die, auf die Masseteilchen dm wir-
kenden, Krifte beschreibt.

(5.106)

Dem Newtonschen Axiom (2.2) entsprechend, wird ei-
ne Impulsidnderung durch Krafte hervorgerufen.

Bei abgeschlossenen Systemen ist die Impulsanderung
des starren Korpers durch

d - e
m— ’005’0 = maos’o (5107)

alo T M
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gegeben, wobei dys o die Beschleunigung des Massen-
mittelpunktes S gegentiber einem ruhenden System
angibt. Der Impulssatz

ma,s = F. (5.108)

beschreibt die Bewegungen des Massenmittelpunktes
S unter dem Einfluf§ der Kraft F.

5.3.2 Drallsatz
5.3.2.1 Analogiebetrachtung

Analog zu Impuls

p = mds (5.109)
und Impulssatz
d . .
— =F 5.110
di Po=1Io ( )
koénnen mit
ds = Ts Box (5.111)

der auf den Massenmittelpunkt S bezogene Drall und
mit

d - S
—dso=M 5.112
7; 5.0 5,0 ( )
der Drallsatz definiert werden.
Eingesetzt bleibt
— [Ts.0 Boxo] = Ms,o - (5.113)

dt

Bei Drehbewegungen &g # 0 ist der Trigheitsten-
sor, im System 0 angeschrieben, nicht konstant. Die Be-
rechnung der Ableitung % Ts,o ist sehr kompliziert. Im
korperfesten System K ist der Tragheitstensor in jedem
Fall konstant. Bei rotationssymetrischen Tragheitsten-
soren gibt es auch bewegte Referenzsysteme R in denen
der Tréagheitstensor konstant ist. An Stelle von (5.113)
schreibt man nun

d

— [Aor (Ts.r Gok.R)| = Ms,q»

5.114
pr (5.114)

wobei die Matrix Agg die Transformation vom Refe-
renzsystem R in das Inertialsystem 0 tibernimmt. We-
gen Ts g = const. bleibt

Aor Ts R @ok,R + @oR,0XAor Ts,R Gok,R = Ms,o (5.115)
oder im Referenzsystem R angeschrieben

Ts R Wok,R + Wor RXTs,R Qok,R = Msg,  (5.116)
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wobei @or g und Wog g die Winkelgeschwindigkeiten
des Referenzsystems und des Korpers gegeniiber dem
Inertialsystem darstellen. Der Term wog X Ts dox wird
als Kreiselmoment bezeichnet.

5.3.2.2 Eulersche Kreiselgleichungen

Bei allgemeinen, rdumlichen Drehbewegungen wird
haufig das korperfeste Hauptachsensystem K = H ge-
wahlt. Mit w,, Wy, Wz als Komponenten des Winkelge-
schwindigkeitsvektors o, k, Mx, My, M, als Kompo-
nenten des Momentenvektors Mg, r,g und den Haupt-
tragheitsmomenten und ©;, ©,, O3 erhilt man aus
(5.116) die Eulerschen Kreiselgleichungen

O 0x — (@2—63)0)wa = My ;
®2d)y = (03— 0) W, wx :My§
03w, — (G)l_@Z)wx@y =M.

(5.117)

5.3.2.3 Stabilitat von Drehbewegungen

Ein starrer Korper rotiert momentenfrei mit der Win-
kelgeschwindigkeit Q um eine Hauptachse, z.B. die xx-
Achse. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor

Q
Awy
Aw,

WK, K = (5.118)

erfaflt mit Aw; < Qp und Aw, < Qg auch kleine Ab-
weichungen, die durch Stérungen verursacht werden
koénnen. Setzt man (5.118) in die Eulerschen Kreisel-
gleichungen (5.117 ein, dann erhalt man

0,.Q - (@2—83)Aa)yAa)z =0,
0, Ad)y - (@3 - @1) Aw, Q
Os; Aw, — (@1 - @2) Q Awy

i n
o o

wobei die momentenfreie Bewegung durch eine ver-
schwindende rechte Seite bereits beriicksichtigt wur-
de. Wegen Awy Aw, = 0 folgt aus der 1. Gleichung

Q =0 oder Q = const. (5.120)

Nun kann die 2. Gleichung nach der Zeit ¢ abgeleitet
werden

@zAbe - (@3—91)Ad)zg =0. (5.121)
Mit der 3. Euler-Gleichung bleibt dann
020500y — (03-6,)(0;-0,)Q%Awy =0 (5.122)
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oder
0;-0,)(0,;-0
Aoy = (95-00)(6,262) (. Awy .  (5.123)
0,0
Die Bewegung wird bei
(03-01)(0,-63) > 0 (5.124)

instabil, da eine kleine Abweichung Aw, > 0 durch
Addy > 0im Laufe der Zeit vergrofiert wird. Die Bedin-
gung (5.124) ist erfiillt, wenn

@3 > @1 > @2 oder @3 < @1 < @2 (5125)

gilt.

Drehungen um die korperfeste Hauptachse (hier: xg-
Achse) mit dem mittleren Tragheitsmoment (hier: )
sind instabil. Drehungen um korperfeste Hauptachsen
mit dem kleinsten oder grofiten Tragheitsmoment sind
dagegen stabil.

5.3.2.4 Allgemeine Definition

Der Drall eines Korpers ist die Summe der Impulsmo-
mente der Masseteilchen dm bezliglich dem ruhenden
Punkt 0.

doo = f Toa,0 X Top,o dm . (5.126)
K

Die, auf die Masseteilchen dm wirkenden, Krifte dﬁi 0
erzeugen im allgemeinen beziiglich 0 das Moment

Moo = f Foax X dE g (5.127)
K
und fithren zu einer Dralldnderung, die Euler mit dem

DrallsatZ
d - M
It 0,0 0,0

analog zum Impulssatz als Axiom der Mechanik for-
muliert hat.

Mit P als korperfestem Punkt gilt

(5.128)

FoM,0 = Top,o + Aok TPMK » (5.129)

wobei Aok die Lage des korperfesten Systems K gegen-
iiber dem System 0 beschreibt.

Wegen rpyr x = const. erhdlt man

Vom0 = Vop,o + WDok,0 X Aok FPM,K » (5.130)
—_————
FPM,0

wobei wyg o die Winkelgeschwindigkeit des korperfes-
ten Systems K gegeniiber dem ruhenden System 0 an-
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gibt. Eingesetzt in (5.126) bleibt

dy = f (70p + 7PM) X (270p + a_))OKXFPM) dm, (5.131)

wobei alle Vektoren im System 0 angeschrieben wur-
den. Ausmultipliziert ergibt sich

dOI}?opXZ_))opfdm+70pX(630KXf7PMdm)

+ f?PM de’(_))op + f?pﬂfX(J)OKXFPAI) dm.
(5.132)
Mit der Masse m und dem Vektor rpg, der die Lage des

Massenmittelpunktes S gegeniiber Punkt P beschreibt,
bleibt

dy = m7ypXTop + mrop X (Dok XTps)
(5.133)
+ m7p5X50p + f}_’)pMX(CT)oKX?pM) dm.

Das noch verbleibende Integral in (5.133) ist der Rela-

tivdrall dp des Korpers beziiglich Punkt P und es kann
mit Hilfe der Vektoralgebra umgeformt werden

-

dp

fFPMX (@ox XTpar) dm

f rem(=7Pm 030K) dm

~T ~ =
frPM rppy dm ok
~—_—
Tp

(5.134)

.1 . ~T _ =
wobei die Beziehung r,, = -7}, benutzt wurde und

Tp den Tragheitstensor des starren Korpers beziiglich
P angibt.

Mit (5.134) und
Uos = Uop + ok X Ips (5.135)
lautet (5.133)
(Z) = mPypXVys + mPpsXyp + Jp (5.136)

Bei abgeschlossenen Systemen erhélt man fiir die Dral-
landerung

d 7 d ( L. L 3
—do = — | mropXvys + mrpsXvpp + )
dt dr 0P XVos PsXUop +dp
= m7ypXTos + mFopXTps+ (5.137)
m*pgxﬁop + mfpsxagp + % dp .
Aus
fop = Tos + Tsp (5.138)
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folgt . . _
Fsp = Top — Tos - (5.139)

Mit ?op = Uop, 5’05 = aps und 5’0p = qyp bleibt dann fiir
die Drallanderung

d - d - - o o o
Edo = adp + mOypXVys + MFypXdys +
m (Top — Uos)XTop + mPpsXdop
d

= E Jp + m?opXJOS + m7p5X50p ,
(5.140)
Der Term m dys kann mit Hilfe des Impulssatzes (5.108)
durch die Kraft F ersetzt werden. Eingesetzt in (5.128)
erhalt man

—dp + m?psxagp = M, - FopXF.

5.141
pr (5.141)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist das Moment be-
ziiglich Punkt P

Mp = My — FopXF. (5.142)

Die Ableitung des Relativdralls dp mufl gegeniiber dem
ruhenden System 0 berechnet werden.

Waihlt man zur Darstellung des Drallvektors ein Refe-
renzsystem R, in dem der Tréagheitstensor konstant ist

dp,o = Aordp,r = Aor (TP,R C?)OK,R) , (5.143)
dann erhilt man zunichst
d 7 - —
77 @P.0 = Gor.0 X Aor (Tp.r Bok k)
t (5.144)

d =
+ Aor (TP,R 7 COOK,R)

Der Drallsatz (5.128) kann damit im System R in der
Form

Tp,r ok,R + WorR X Tp R oK, R

+mipsgXdopr = MpR
(5.145)
angeschrieben werden.

Es bedeuten:
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Tpr  Tragheitstensor beziiglich Punkt P

wox,r Winkelgeschwindigkeit korperfestes Sys-
tem K gegen System 0

@or.rk Winkelgeschwindigkeit System R gegen
System 0

cf)oK, R Anderung von wok, g gegeniiber dem Sys-
tem R

m Masse

rps.k  Vektor vom korperfesten Punkt P zum
Massenmittelpunkt S

dop,r  Beschleunigung von P gegeniiber dem
System 0

A_;Ip, r resultierendes Moment aller Belastungen

beziglich P

Der Term m7pgs g X dop,r verschwindet, wenn als Be-
zugspunkt der Massenmittelpunkt P = S mit rps = 0
oder ein Fixpunkt P = F mit dor = 0 gewéahlt wird.
Dann lautet der Drallsatz

Ts/F,R Gok,R + @or,RXTs/F,R @ok,R = Ms/r,r . (5.146)

Der Ausdruck @or r X Tp,.r @ox,.r wird als Kreiselmo-
ment bezeichnet.

Das korperfeste Koordinatensystem K kann stets als
Referenzsystem R gewdhlt werden, da dort der Trag-
heitstensor eines starren Korpers auf alle Falle kon-
stant ist. Dann bleibt wegen &g = dox

Ts/F,kx Gok,k +@ok,kXTs/F.k Gok,xk = Ms/r.x - (5.147)



6 Dynamik Mechanischer Systeme

6.1 Kollermiihle

6.1.1 Ersatzmodell

Bei einer Kollermiihle, Abb. 6.1, nutzt man Kreiselmo-
mente, um das Mahlgut mit hoher Anpref3kraft zu zer-
quetschen. Die Antriebswelle dreht dabei mit konstan-
ter Winkelgeschwindigkeit Q = const. um eine verti-
kale Achse. Der Mahlstein, ein Zylinder mit der Masse
m, der Dicke H und dem Radius R, rollt dabei auf einer
horizontalen Unterlage ab.

A ZR

Abbildung 6.1: Kollermiihle

Das Gewicht der Achse A-M kann gegeniiber dem Ge-
wicht des Mahlsteins vernachlassigt werden.

6.1.2 Kinematik

Da der Mabhlstein rollt, muf3 die Geschwindigkeit im
Punkt P verschwinden

Gop = 0. (6.1)
Die Geschwindigkeit kann am einfachsten in dem mit-
bewegten System R angeschrieben werden. Die xg-
Achse zeigt in Richtung der horizontalen Achse A-M
und die zg-Achse legt die vertikale Drehachse der An-
triebsachse fest. Der Mittelpunkt des Mahlsteins be-
wegt sich auf einer horizontalen Kreisbahn. Im System
R ist seine Geschwindigkeit gegeniiber einem ruhen-
den System durch

0
(a+b)Q
0

VoMR = (6.2)

gegeben. Der Mahlstein dreht mit @ um die xg-Achse
und mit Q um die zg-Achse. Die Geschwindigkeit im
Punkt P erhélt man somit aus

0 w 0
Oopr=|(a+b)Q[+ |0 x| O (6.3)
0 Q -R
—_—— ——  —
ToM.R @ok,R TMP.R
Ausmultipliziert und in (6.1) eingesetzt bleibt
a+b
(a+b)Q+Rw =0 oder w = — 7 Q. (6.4)

6.1.3 Kinetik

Der Mahlstein wird im Gelenkpunkt A und im Kontakt-
punkt P freigeschnitten, Abb. 6.2.

Abbildung 6.2: Mahlstein, freigeschnitten

Das Scharniergelenk in A kann mit Ay, A, und A,
Krafte in drei Raumrichtungen iibertragen. Es laf3t ei-
ne Drehbewegung um die yg-Achse zu und, da sich der
Mabhlstein um die xr-Achse frei drehen kann, muf} le-
diglich noch das Moment M4 um die zg-Achse ange-
setzt werden.

Die im Kontaktpunkt P wirkenden Kréfte in Umfangs-
und Normalrichtung werden mit U und N bezeichnet.
Eine Kraft in Querrichtung sowie Bohr-, Kipp- und
Rollwiderstandsmomente, die zwischen dem Mahl-
stein und der Unterlage wirken, werden vernachlés-
sigt.
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Auf Grund der Rotationssymmetrie ist der Tragheits-
tensor des Mahlsteins auch im Referenzsystem R kon-
stant. Der Drallsatz kann somit im Referenzsystem R
beziiglich Punkt A angeschrieben werden. Da A weder
Fixpunkt noch Massenmittelpunkt ist, mufl der Drall-
satz in der allgemeinen Form angeschrieben werden.
Gemaf (5.145) erhalt man

TaR Wok,R + Wor,R X TAR WoK,R 65)

+ MTAS,R X oA, R = MA,R-

Der Ortsvektor vom Bezugspunkt A zum Massenmit-
telpunkt S = M des Korpers (Mahlstein)

" T
PasR = [b 0 0] (6.6)
und die Beschleunigung im Punkt A
" T
doar = [-aQ? 0 0] (6.7)

sind hier parallel. Das Kreuzprodukt Fas g X doa g ver-
schwindet somit.

Mit dem Satz von Steiner (5.49) kann der Tragheitsten-
sor des Mahlsteins beziiglich Punkt A angegeben wer-
den.

Tar = Ts,r + MTigTug - (6.8)

In Abschnitt (5.2.3) wurden die Tragheitsmomente ei-
nes Zylinders beziiglich des Massenmittelpunktes S
angegeben. Mit (6.6) bleibt

A0O1 A=ImR?,
TA,R =(0BO 5 192 . 1 12 9 (6.9)

Die Winkelgeschwindigkeiten des Kérpers (Mahlstein)
und des Referenzsystems sind im System R durch

0 w
Gorr=|0|; &okr=10 (6.10)
Q Q

gegeben, wobei w durch (6.4) bestimmt ist. Die Winkel-
geschwindigkeit des Mahlsteins ist im System R kon-
stant. Damit entfallt auch der erste Term im Drallsatz
(6.5) und man erhalt

0] [A00][w UR
0[x|0oBo||o|=]|(mg-N)b (6.11)
Q| [ooB||Q Ms+Ub
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Ausmultipliziert bleibt

0 UR
QAw|=|(mg—N)b (6.12)
0 Masa+UD
oder
U=0,
N=mg-QAw/b = mg+mR(a+b) Q*, (6.13)

2b ’
Ma=0,

wobei die Erbegnisse aus (6.4) und (6.9) bereits einge-
setzt wurden.

Zur Aufrechterhaltung der Rollbewegung ist keine
Umfangskraft erforderlich. Wegen U = 0 verschwin-
det auch das Moment im Lager A, M4 = 0. Die Kreisel-
wirkung vergrofiert die Normalkraft um einen Term,
der mit dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit Q an-
steigt und verbessert so das Mahlergebnis.

Die Krafte im Gelenk A erhilt man aus dem Impulssatz.
Im System R angeschrieben, lautet er

—(a+b)Q? Ay

m 0 =|A, +U (6.14)
0 A, +N—-mg
Mit (6.13) bleibt
Ay =-m(a+b)Q2?,
Ay =0, (6.15)
R(a+b) ,
Az=mg—N = - m————Q°.

2b

6.2 Kraftwirkung von Rotoren

6.2.1 Rotor mit Unwuchten

Ein Rotor ist in den Punkten A und B statisch bestimmt
gelagert, wobei die Lagerreaktionen Ay, Ay, A; und By,
By in Richtung des kérperfesten Koordinatensystems
K angetragen wurden, Abb. 6.3. Durch das Moment M4
angetrieben, dreht sich der Rotor um die zy = zx-Achse.
Der Winkel ¢ beschreibt die momentane Position ge-
geniber der x,-Achse.

Der Rotor ist nicht exakt ausgewuchtet:

1. Der Massenmittelpunkt S liegt nicht auf der Dreh-
achse (statische Unwucht).

2. Im korperfesten System K treten Deviationsmo-
mente auf (dynamische Unwucht).
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Abbildung 6.3: Rotor

6.2.2 Bewegungsgleichungen

Im korperfesten System angeschrieben, lautet der Im-
pulssatz

—e ¢? Ax + By + mgsing
m| ep | = [Ay+By+mgcosg|. (6.16)
0 A,
Aus der dritten Komponente folgt sofort
A, =0. (6.17)

Punkt M ist ein Fixpunkt. Der Drallsatz kann also in der
Form (5.146) angeschrieben werden. Im korperfesten
System erhalt man

. . . -
T,k ©ok,k + Gok,x X T,k Dok, k = Mamx - (6.18)

Mit der Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbe-
schleunigung

o] 0
doxx = |0, doxkx=|0]; (6.19)
¢ ¢
einem vollbesetzen Tragheitstensor
Tix Txy T
Tag = | Ty Tyy Tyz (6.20)
Tz Tyz T,
und dem Moment
Ay —bBy
MM,K = be — an (6.21)
My + emg cos g

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

bleibt
Tez§ = Tyz¢* = aAy —bBy,
Tyz @ + Txz <P2 = bBx —aAy, (6.22)
Tz =My +emg cose.

Die dritte Komponente des Drallsatzes (6.22) be-
schreibt die Dynamik der Rotordrehung. Bei bekann-
tem Antriebsmoment M, kann die Differentialglei-
chung 2. Ordnung geldst werden und liefert mit ¢ =
¢(t) und w(t) = ¢ Drehwinkel und Drehgeschwindig-
keit des Rotors.

Die verbleibenden Gleichungen kénnen nach den rest-
lichen Lagerreaktionen aufgelost werden. Man erhalt

A, =— ( Tyz¢ + (T +meb)@* + mgb sin q)) /L,
Ay =

(
B.= (T,
By==((

y =

(T +meb)§ — T,,¢* — mgb cos ¢

yz +

)/
(Tx, —mea)§* —mgasmq)) /L
(Tx,—mea)p — )

Ty.¢* + mgacos ¢
(6.23)
wobei L = a+b den Lagerabstand bezeichnet.

Neben den statischen Gewichtsanteilen treten dynami-
sche Anteile auf, die bei hohen Drehzahlen und bei
schlecht ausgewuchteten Rotoren Probleme bereiten
konnen.

Bei abgeplatteten Rotoren, die elastisch gelagert sind
oder die auf einer biegeweichen Welle laufen, kommt
es zu einer Selbstzentrierung. Unter dem Einfluf3 der
Fliehkraft und des Kreiselmomentes verschiebt und
dreht sich der Rotor so, dafl der Massenmittelpunkt in
Richtung der Drehachse wandert und eine Haupttréig-
heitsachse des Rotors in der Nahe der Drehachse zu
liegen kommt.

6.3 Ebene Mehrkorpersysteme

6.3.1 Beispiel

Mit dem in Abb. 6.4 dargestellten Hubwerk soll die
Masse m nach oben bewegt werden.

Das Antriebsrad mit der Tragheit ®; und dem Radius
r, wird durch das Moment M angetrieben und tber-
tragt seine Drehbwegungen auf die Trommel mit der
Tragheit ©; und dem Auflenradius r;. Das Hubseil, an
dessen Ende die Masse m héngt, wird tiber den Radius
ro aufgewickelt.

Die Masse m fiithrt nur vertikale Bewegungen aus. Das
Antriebsrad und die Trommel drehen um Achsen senk-
recht zur Zeichenebene.

45



OTH Regensburg

Abbildung 6.4: Hubwerk

6.3.2 Grundgleichungen
6.3.2.1 Kinetische Energie

Gemaf (5.15) errechnet sich die kinetische Energie ei-
nes Korpers aus

1 >T - 1 ->T -
= 5 MTs Yos + E%KTS%K’

Ekin (6.24)
wobei m die Masse des Korpers, Ts den auf S bezogenen
Tragheitstensor, Ups die Geschwindigkeit des Massen-
mittelpunktes S und &y die Winkelgeschwindigkeit
des korperfesten Systems K gegeniiber dem ruhenden

System 0 beschreibt.

Bewegt sich ein Korper in der x¢- yo-Ebene, dann kann
er nur Drehungen um die zy = zg-Achse ausfithren
und es gilt

Xs
Uos0 = | Us und &gk = |01, (6.25)
0 Y

wobei die Koordinaten xg, ys die Lage des Massenmit-
telpunktes S gegentiber dem System 0 beschreiben und
y den Drehwinkel um die zy = zgx-Achse bezeichnet.

Fillt das korperfesten Koordinatensystem nicht mit
dem Hauptachsensystem zusammen, dann ist der
Tragheitstensor vollbesetzt

Tix Txy Txz
Tsk = | Ty Tyy Ty | - (6.26)
Tz Tyz T;.

2

@
£

2

Setzt man (6.25) und (6.26) in (6.24) ein, dann bleibt

1
- 2y 2 2
Ekin = Em(xs+ys) + ETZZY . (6.27)
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Bei Drehungen um eine Achse, hier die Drehung um
die zyp = zg-Achse, geht nur das Tragheitsmoment be-
ziiglich dieser Achse in die Berechnung der kinetischen
Energie ein. Deviationsmomente spielen dabei keine
Rolle.

6.3.2.2 Impuls- und Drallsatz

Analog zu (6.16) lautet der Impulssatz

mjés = Fxo .
mijs = Fy, , (6.28)
0=F,,

wobei die auf den Korper wirkende Kraft F im ruhen-
den System 0 durch die Komponenten Fy,, Fy, F, dar-
gestellt wurde. In Richtung der z;-Achse findet keine
Bewegung statt, deshalb liefert die dritte Komponente
mit F,, = 0 nur die Gleichgewichtsbedingung.

Schreibt man den Drallsatz im korperfesten System K
fiir den Massenmittelpunkt S an, dann erhélt man un-
ter Verwendung von (6.25) und (6.26) analog zu (6.22)

sz}7 - Tyz YZ = MxK s
Ty: 7 + Tz ¥ = My, ,
T, 7 =M

ZK

(6.29)

wobei das auf den Massenmittelpunkt S bezogene Mo-
ment M im korperfesten System K durch die Kompo-
nenten My, My, M, dargestellt wurde.

Mit der Transformationsmatrix

cosy —siny 0

Aogg = |siny cosy 0 (6.30)

0 0 1
kann das Moment auch im System 0 dargestellt werden

My, = cosy My, —siny My, ,
My, = siny My, +cosy My, ,

M, =M

(6.31)

ZK *

Die dritte Gleichung in (6.29) beschreibt die Dynamik
der Drehbewegung. Wie bei der kinetischen Energie
wird die Dynamik der Drehung um eine feste Ach-
se nicht durch Deviationsmomente beeinfluf3t. Wegen
(6.31) konnen die Momente um die Drehachse, hier die
zo = zx-Achse, entweder im korperfesten System K
oder im ruhenden System 0 angegeben werden.

Dreht der Korper nicht um eine Hauptachse, dann
erzeugen die Deviationsmomente um Achsen senk-
recht zur Drehachse dynamische Momente, die von
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der Drehbeschleunigung und dem Quadrat der Dreh-
geschwindigkeit abhingen.

6.3.3 Schnittmethode

Bei der Schnittmethode werden alle Korper so freige-
schnitten, daf3 sie unabhéngig voneinander ihre Bewe-
gungen ausfithren kénnen.

Bei dem Hubwerk sind das die Masse m mit der verti-
kalen Bewegung s sowie die Seil- und Antriebstrommel
mit den Drehbewegungen y; und y,, Abb. 6.5.

X0

Abbildung 6.5: Hubwerk, freigeschnitten

Der Impulsatz fiir die Masse m lautet

ms§ = S—-mg. (6.32)

Die Drallsitze beziiglich der Lagerungspunkte (Fix-
punkte) liefern

rnF-rS,
VzF—M.

o =
e (6.33)
Oy =

Nun konnen die Schnittreaktionen elimiert werden.
Lost man (6.32) nach S und die zweite Gleichung in
(6.33) nach F auf und setzt die Ergebnisse in die ers-
te Gleichung von (6.33) ein, dann erhalt man

.. r .. ..
O1f1 = — (@2 +M) —ro (mi+mg)  (634)
2
oder durch ry dividiert und umgestellt
C) €] M
—11—2—y2+m's'=ﬁ——mg (6.35)
To r2 To 2 To
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Auf Grund der kinematischen Bindungen

nyr = S,

. . (6:36)
2y = —hnn
besitzt das Hubwerk nur eine freie Bewegungsmog-
lichkeit. Mit
r s

7i=— und jp=-———
o r2 1o

(6.37)

koénnen die Winkelbeschleunigungen als Funktion der
Vertikalbeschleunigung der Masse dargestellt werden.
Damit erhilt man dann aus (6.35) die Bewegungsglei-
chung fiir die Hubbewegung der Masse

. nM
§ = ——-mg,
r2 1o

r2

0, + (rl )2 0,

-y — +m
2 2

"o "o

(6.38)

m
wobei der Ausdruck in den eckigen Klammern als ver-
allgemeinerte Masse bezeichnet wird.

Damit die Masse nach oben beschleunigt wird (§ > 0),
muf} das Antriebsmoment der Bedingung

r2
M > romg —
n

(6.39)

genugen.

Nun konnen auch die Schnittreaktionen angegeben
werden. Aus (6.32) folgt sofort

S =m(g+53), (6.40)
wobei § durch (6.38) bestimmt ist.
Die zweite Gleichung in (6.33) liefert
Oy + M
Jc (6.41)
r2

wobei j; iiber (6.37) auf die Vertikalbeschleunigung der
Masse § zuriickgefithrt werden kann.
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7 Ubungsbeispiele

7.1 Punkt-Kinematik

7.1.1 Flugzeug

Ein Flugzeug, dessen Eigengeschwindigkeit vr be-
stimmt werden soll, macht einen Probeflug von A iiber
B nach C. Zu der Strecke AB = 20 km bendtigt es
tap = 400 s und die Strecke BC = 27 km legt es in
tgc = 600s zuriick. Wihrend des gesamten Fluges weht
ein Wind von unbekannter Geschwindigkeit vy, unter
dem Winkel & = 63.5°

|

|

AI
Yw

a |

[

W
A B

C

a) Bestimmen Sie in den Abschnitten AB und BC die
jeweilige Ubergrundgeschwindigkeit des Flug-
zeugs?

b) Wie grof ist die Eigengeschwindigkeit vr des
Flugzeugs?

7.1.2 Schweifiroboter

Um eine moglichst gleichméflige Schweifinaht zu er-
zielen, wird der Arm eines Schweifiroboters so verfah-
ren, daff der Schweilkopf die Strecke von A nach B
geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit (v =
const.) durchfihrt.

a) Wie andert sich die Lange des Schweiflarms, £ =
{(p)?

b) Mit welcher Winkelgeschwindigkeit ¢ =
muf} der Arm geschwenkt werden?

@(¢)
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c) Wie grofl ist die Winkelbeschleunigung ¢ = ¢(¢)
des Roboterarms?

7.1.3 Bremsen in der Kurve

Ein Fahrzeug fahrt mit der Geschwindigkeit v, auf ei-
ner Kreisbahn mit dem Radius R. Der Fahrer beginnt
nun vorsichtig zu bremsen. Wéahrend des Bremsvor-
gangs von t = 0 bis t = T gilt fiir die Langsbeschleuni-
gung (Beschleunigung in tangentialer Richtung) a; =
—kt , wobei k eine positive Konstante k > 0 mit der
Dimension m/s> ist.

a) Wie lange dauert es, t =?, bis der Fahrer die Ge-
schwindigkeit auf die Halfte reduziert hat?

b) Welche Strecke hat das Fahrzeug in dieser Zeit zu-
riickgelegt?

c) Wie grof ist die Gesamtbeschleunigung des Fahr-
zeug zu Beginn (¢ = 0) und am Ende (¢t = T) des
Bremsmanévers?

7.1.4 Kreuzschleife

Bei der skizzierten Kreuzschleife K dreht sich die
Scheibe S mit dem Bolzen B mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit ¢ = Q = const.

Berechnen Sie in Abhangigkeit vom Winkel ¢:

a) Geschwindigkeit und Beschleunigung von Bolzen
und Schleife gegeniiber dem System xy, yo,

b) die Geschwindigkeit und die Beschleunigung mit
der der Bolzen im Schlitz gleitet.
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Xp

(@
Yo \K

D)

C

7.1.5 Zug

Das v-s-Diagramm eines elektrischen Zuges setzt sich
aus zwei Parabeln zusammen.

Fiir die Anfahrperiode, 0 < s < sy, gilt:

s
U = Umax 4| —
1
und entsprechend fiir die stromlose Auslaufperiode
§1<s<s+582

S +Ssy—s
U= Umax -
$2
\')
Vmax
. s1 S2 |s
T 1

Bis zu welcher Geschwindigkeit v, mufl angefahren
werden, wenn die Gesamtstrecke

S1+8=1200m in T =120s

zuriickgelegt werden soll?

7.1.6 Kran

Der skizzierte Kran bewegt sich in horizontaler Rich-
tung (xo-Achse) mit der Geschwindigkeit v;. Gleich-
zeitig fiithrt der Ausleger eine Drehbewegung um die
zp-Achse mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
Yy = Q aus. Die Laufkatze fihrt relativ zum Ausle-
ger mit der Geschwindigkeit v; nach innen. Die Be-
wegung der Last erfolgt vertikal nach oben mit mit der
Geschwindigkeit vs.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill

Die Geschwindigkeiten vy, v, v3 und die Winkelge-
schwindigkeit Q sind konstant.

Zu Beginn (t = 0) befindet sich die Laufkatze beis = a
und der Ausleger zeigt in Richtung der x;-Achse.

a) Bestimmen Sie den Abstand s = s(t) der Laufkat-
ze von der Drehachse.

b) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich die Last
gegeniiber dem System xg, Yo, zo?

c) Wie grof} ist die Beschleunigung der Last gegen-
iiber dem System xy, Yo, 207

7.2 Punkt-Kinetik

7.2.1 Rutteltisch

Ein Rutteltisch wird mit z(t) = A sin wt harmonisch
auf- und abbewegt, wobei A die Amplitude und w die
Kreisfrequenz angibt.

| m | JZ(t)
I

Bis zu welcher Frequenz @ < wg bleibt die Masse m
auf dem Tisch liegen?

7.2.2 Stein

In einem Schacht der Hohe H fillt ein Stein senkrecht
nach unten. Der Luftwiderstand sei vernachlassigbar
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klein. Am Schachteingang hort man nach der Zeit T =
15s das Aufschlaggeriusch. Bestimmen Sie H, wenn die
Schallgeschwindigkeit ¢ = 330 m/s betriagt. Welchen
Fehler in H erhilt man, wenn man T als reine Fallzeit
deutet?

7.2.3 Auffahrunfall

Ein Pkw fahrt auf ein starres Hindernis zu. Es gelingt
dem Fahrer, seine Geschwindigkeit vor dem Aufprall
auf v; = 72 km/h zu reduzieren. Wiahrend der Auf-
prallphase wird die Knautschzone des Fahrzeugs um
AC = 1 m zusammengedriickt.

a) Berechnen Sie unter Annahme einer konstanten
Verzogerung wiahrend der Aufprallphase die Ver-
zogerung a und die Zeitdauer At, bis das Fahrzeug
die Geschwindigkeit Null hat.

b) Welche Kraft miifite der Fahrer mit der Masse m =
75 kg aufbringen, um sich im Sitz zu halten?

7.2.4 Ebene Punktbewegung

Auf einer viertelkreisformig gekriimmten zylindri-
schen Flache mit dem Radius R wird die Punktmasse
m an der durch den Winkel ¢, gekennzeichneten Stel-
le ohne Anstoflen losgelassen.

z A

a) Bei welchem Winkel ¢; und mit welcher Ge-
schwindigkeit v; verlafit die Punktmasse die Fla-
che?

b) Mit welcher Geschwindigkeit v, und unter wel-
chem Winkel ¢, trifft die Punktmasse auf dem Bo-
den auf?

7.2.5 Raumliche Punktbewegung

Eine Punktmasse m gleitet reibungsfrei in einer um den
Winkel @ geneigte Rohre. Zum Zeitpunkt t = 0 wird sie
am oberen Ende bei s = 0 ohne Anfangsgeschwindig-
keit losgelassen. Die Rohre dreht mit der konstanten
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Winkelgeschwindigkeit ¢ = Q = const. um die verti-
kale zy-Achse.

Geben Sie die Differentialgleichungen an, aus denen
der Weg s = s(t) und die auf die Wand ausgeiibten
Kréfte berechnet werden konnen.

Mit welcher Geschwindigkeit gegeniiber dem xo, yo,
zo-System verlaf3t die Punktmasse das untere Ende der
Rohre, wenn diese die Lange a hat?

7.2.6 Rakete

Eine Rakete mit der Startmasse my steigt senkrecht
nach oben. Der Luftwiderstand kann vernachléssigt
werden. Die Erdbeschleunigung nimmt mit zunehmen-
der Hohe z ab und wird durch

Rg )2

g=9(z) =go ( Ryt 2

beschrieben, wobei Rg den Erdradius bezeichnet und
go = g(z =0) die Erdbeschleunigung auf der Erdober-
flache (z=0) angibt.

Wie muf} sich die Masse m der Rakete dndern, damit
die Steiggeschwindigkeit v = z konstant ist?

7.2.7 Eisstock

Ein Eisstock wird mit der Geschwindigkeit vy = 20m/s
auf das Eis aufgesetzt. Der Reibwert zwischen Eisstock
und Eis ist mit g = 0.02 gegeben.

Nach welcher Zeit bleibt der Eisstock stehen und wel-
chen Weg hat er dabei zuriickgelegt?

7.2.8 Platte

Aufzwei Zylindern gleicher Durchmesser, die sich ent-
gegengesetzt drehen, liegt eine Platte mit der Masse
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m frei auf. Der Reibwert zwischen Walzen und Plat-
te betragt y und der Abstand der Walzenmittelpunkte
ist durch 2a gegeben.

I m |

+ X +

Wie grof} ist die horizontale Beschleunigung % der Plat-
te?

7.2.9 Hebebiihne

Beim Absenken einer Last (Masse M) durch eine Hebe-
bithne (Masse m) gleitet der Hubkolben reibungsfrei in
einem Zylinder und presst dabei iiber ein Drosselven-
til Hydraulikol in einen Behalter. Die vom Hydraulikol
auf den Kolben ausgeiibte Kraft kann durch

F=Dv

beschrieben werden, wobei v die Absenkgeschwindig-
keit und D eine Konstante der Dimension kg/s bezeich-

net.

m

= ]

a) Mit welcher Beschleunigung bewegt sich die He-
bebithne nach unten?

b) Berechnen Sie v = v(t), wenn die Hebebiithne aus
der Ruhe startet.

¢) Welchen maximalen Wert kann die Absenkge-
schwindigkeit v hochstens erreichen?

d) Wie grof3 ist die Kraft N, die beim Absenken zwi-
schen der Last und der Hebebiithne auftritt?

7.2.10 Schiff

Ein Schiff mit 8000 t Wasserverdrangung verringert
seine Geschwindigkeit durch Einwirkung des Wasser-
widerstandes von v; = 15 m/s auf v, = 2 m/s in einer
Zeit von T = 7 min. Der Wasserwiderstand ist propor-
tional dem Quadrat der Schiffsgeschwindigkeit.

Welchen Weg hat das Schiff in der Zeit T zuriickgelegt?
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7.2.11 Sportflugzeug

Ein Sportflugzeug landet mit Schneekufen auf einer
horizontalen Piste. Der Pilot setzt das Flugzeug ohne
nennenswerte Vertikalgeschwindigkeit (vy, ~ 0) mit
der Landegeschwindigkeit v,, = 18.5 m/s auf. Der
Reibwert zwischen Kufen und Schnee betragt p1 = 0.08.
Die Luftwiderstandskraft Fy, und die Auftriebskraft Fu
am Flugzeug sind proportional zum Quadrat der An-
stromgeschwindigkeit.

Bei einer Anstromgeschwindigkeit von vy, = 1 m/s
werden Fy, = 1 N und Fy,, = 7 N gemessen.

Die Masse des Flugzeugs betrdagt m = 2000 kg.

a) Wie lange dauert es, bis das Flugzeug steht?
b) Welchen Weg hat es bis dahin zuriickgelegt?

7.3 Starrkorper-Kinematik

7.3.1 Ventilator

Bei dem skizzierten Ventilator fithrt das Gehause ei-
ne Schwenkbewegung um die vertikale Achse mit dem
Winkel y = y(t) aus. Der im Geh&use untergebrachte
Motor dreht die Rotorblatter mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit ¢ = const.

a) Berechnen Sie die Drehmatrix Apg, die Vektoren
vom rotorblattfesten System R ins lagerfeste Sys-
tem L transformiert.

b) Mit welcher Winkelgeschwindigkeit drehen sich
die Rotorblitter gegeniiber dem lagerfesten Sys-
tem L? Geben Sie den Winkelgeschwindigkeits-
vektor im System L und im System G an.

c) Berechnen Sie Lage, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung von Punkt P gegeniiber dem lager-
festen System und geben Sie das Ergebnis im Sys-
tem G an.
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Der Abstand der Punkte L und G ist durch h, der
Abstand der Punkte G und R durch a und der
Durchmesser der Rotorblatter ist mit 2 r gegeben.

7.3.2 Reibradgetriebe

In einem Reibradgetriebe wird das Antriebsrad mit
dem Radius rq in axialer Richtung mit der konstanten
Geschwindigkeit X = v; = const. verschoben. Dabei
ibertragt es seine Drehbewegung mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit w; = const. schlupffrei auf das
Abtriebsrad.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 startet es bei x(t =0) = x,.
X
\

\

|
+———+———————4———ﬂ}— ————————— -

\

|

!

Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit w; = w; und
die Winkelbeschleunigung @, = @, des Abtriebrades.
7.3.3 Rollenlager

Der Aufienring eines Rollenlagers rotiert mit der Win-
kelgeschwindigkeit wg4; der Innenring mit wo;.

a) Wie grof8 ist die Winkelgeschwindigkeit einer

Rolle gegeniiber dem System 0?

b) Wie grofl ist die Geschwindigkeit eines Rollenmit-

telpunktes gegeniiber dem System 0?

¢) Untersuchen Sie auch die Sonderfille wgs = 0 und

o1 = 0.
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7.4 Starrkorper-Kinetik

7.4.1 Rihrhaken

Ein Rithrhaken ist aus diinnem Stahldraht gebogen und
hat die Masse M. Durch Anbringen der Zusatzmasse
m = % M konnte erreicht werden, daf der Schwer-
punkt des gesamten Hakens auf der Drehachse zk liegt.

Zx

a) Bestimmen Sie beziiglich Punkt A das Tréagheits-
moment um die zx-Achse und alle Deviationsmo-
mente.

b) Wie grof sind die Lagerreaktionen im Punkt A,
wenn der Rithrhaken mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit Q um die zgx-Achse rotiert?

7.4.2 Relais

Mit dem skizzierten System wird ein Relais nachge-
bildet. Der 25 mm breite Winkelhebel ist in A dreh-
bar gelagert und besteht aus Stahlblech der Dichte p =
7850 kg/m>.

Mit welcher Winkelbeschleunigung ¢ beginnt sich der
Winkel zu drehen, wenn der Magnet mit der Kraft F =
2 N anzieht?
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7.4.3 Aufzug

Die Antriebstrommel eines Aufzugs mit dem Radius R
und der Trégheit J4 wird durch das Moment M4 ange-
trieben. Das Antriebsseil lauft tiber eine Umlenkrolle
mit der Tragheit /g und dem Radius R. Die Aufzugkabi-
ne hat die Masse m;. Das Gegengewicht mit der Masse
my wird iiber den Radius r abgewickelt.

XT
m,

Mit welcher Beschleunigung ¥ bewegt sich der Aufzug
nach oben?

m,

7.4.4 Kugel

Eine Kugel mit der Masse m und dem Radius R wird mit
der Mittelpunktsgeschwindigkeit vy auf einer horizon-
talen Ebene aufgesetzt. Der Reibwert zwischen Kugel
und Ebene betragt p.

a) Wie lange dauert es, bis die Kugel rollt?
b) Welche Strecke hat die Kugel dabei zuriickgelegt?

b) Welche kinetische Energie hat die Kugel beim
Aufsetzen und am Ende der Gleitphase?

Hinweis: Das Tragheitsmoment einer Kugel ist mit

J=2mR
=-m
5

gegeben.

Prof. Dr.-Ing. G. Rill
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