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Optimizacijski problemi z dopustnimi reSitvami v stoZcu se pojavljajo na razli¢nih
podroc€jih, kot na primer projektiranju ogrodij, nadzoru sistemov, statistiki, optimizaciji
lastnih  vrednosti,... Robustna optimizacija formulacije Stevilnih konveksnih
problemov prav tako vodi k tej vrsti problemov. Poleg tega so te vrste problemi
uporabni tudi pri iskanju pribliznih reSitev tezjih kombinatori¢nih optimizacijskih
problemov.

Nekatere od najbolj zanimivih uporab teh optimizacijskih problemov pa se najdejo na
podro¢ju finanéne matematike. Pogledali si bomo izradun priblizkov kovarian¢nih
matrik.

Kovarian€na matrika vektorja naklju¢nih spremenljivk je ena najpomembnejsih in
najpogosteje uporabljenih statisticnih metod za opazovanje skupnega delovanja teh
spremenljivk. Kovarianéne matrike se pogosto pojavljajo na podro¢ju finan¢éne
matematike, na primer pri optimizaciji upanja in variance, napovedovanju, v
modeliranju ¢asovnih vrst itd.

Pogosto so prave vrednosti kovarian¢ne matrike neznane in se je potrebno zanesti
na ocene. Ne bomo se lotili problema ocenjevanja teh matrik, temve¢ bomo privzeli,
da so ocene kovarian¢ne matrike Ze podane ter da nas zanima doloCanje sprememb
teh ocen, da bo matrika 8e vedno izpolnjevala Zelene lastnosti. Znacilno je, da
Zelimo poiskati najmanjSe izkrivljanje prvotne ocene matrike, ki Se vedno ohranja
Zelene lastnosti.

Simetri¢nost in pozitivna semidefinitnost sta strukturni lastnosti, ki ju imajo vse
»prave« kovarianéne matrike. Korelacijska matrika izpolnjuje dodatno lastnost, da je
njena diagonala iz samih enk. Spomnimo se, da simetri¢na in pozitivnho semidefinitna
matrika M € R™" zado$¢a pogoju

X"Mx>0,VxeR".
Ta pogoj je ekvivalenten pogoju nenegativnosti lastnih vrednosti matrike M.

V nekaterih primerih, na primer, ko je ocena kovarianéne matrike vnesena korak za
korakom, dobljena ocenjena matrika lahko ni pozitivho semidefinitna, torej ima lahko
negativne lastne vrednosti. Uporaba take ocene nakazuje, da imajo nekatere
linearne kombinacije naklju¢nih spremenljivk negativne variance in lahko povzrocijo
katastrofalne rezultate pri optimizaciji upanja in variance. Zato je pomembno, da take
ocene popravimo, preden se uporabijo v katerikoli finan¢ni odloditvi.

Tudi Ce je prvotna ocena simetriCha in pozitivno semidefinitna matrika, v&asih
obstaja Zelja po spremembi te ocene, ne da bi ogrozili Zelene lastnosti. Vse te
razliCice problema pridobivanja Zelenih sprememb osnovne ocene matrike lahko
formuliramo v mocan okvir semidefinitne optimizacije in jih je mogocCe reSiti s
standardno programsko opremo.



Matemati¢no obravnavo problema zacnemo ob predpostavki, da imamo oceno
> eS" kovarianéne matrike in da 3. ni nujno pozitivno semidefinitna. Tu S"oznacuje
prostor simetricnih matrik velikosti nxn. Pri vsem tem je pomembno vprasanje:

katera je »najblizja« pozitivno semidefinitna matrika matriki > ? Kot merilo bliZine
uporabimo Frobeniusovo normo:

de (Z,i) = fZ(ZU _iij)z

Sedaj lahko definiramo problem najboljSega priblizka kovarianéne matrike: poznamo
oceno Z e S" in zelimo izracunati

mind, (%,2)

2 eC!
kier je C] stoZzec nxn simetri¢nih in pozitivno semidefinitnih matrik. Opazimo, da je v
tem primeru glavna spremenljivka v obliki matrike in ne vektorja, kot pri vseh drugih
optimizacijskih problemih.
Ta problem pa lahko z uvedbo slamnate spremenljivke zapiSemo kot
mint
de(I,2) <t
>eC!

Neenakost dF(Z,ﬁ)) <t pa lahko zapiSemo tudi kot omejitev drugega reda za stozec,
in zato se zgornji problem spremeni v stoz€asti optimizacijski problem.

Razli¢ico te formulacije je mogoCe dobiti z uvedbo dodatnih linearnih omejitev. Na
primer, imamo mnozico E vseh (i, j) kovarian¢nih parov in spodnje/zgornje meje
l;,u;, V@, )€ E, ki jih zelimo imeti za te elemente. Potem reSujemo naslednji

problem:
mind (Z,i)
Iij S z” S UIJ,V(I, J) € E
2eC!
Ko mnozica E vsebuje vse diagonalne (i,i) elemente in I, =u, =1,Vi, dobimo

korelacijsko matriko v obliki prvotnega problema. Na primer, tridimenzionalne
korelacijske matrike imajo obliko:

2= , XeC].

< X =
N - X
— N <



MozZne reSitve za ta primer so na nasledniji sliki:

Zgled: Imamo naslednjo oceno kovarianéne matrike Stirih vrednostnih papirjev:
1 08 0,5 0,2
0,8 1 0,9 0,1
0,5 0,9 1 0,7
0,2 0,1 0,7 1
To v bistvu ni »dopustna« korelacijska matrika, saj je njena najmanjSa lastna
vrednost negativna: 4 . =-0,1337. Poleg tega opazimo, da obstaja visoka korelacija
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med papirjema 1 in 2 kot tudi med papirjema 2 in 3. To pomeni, da bi morala biti tudi
papirja 1 in 3 mo¢no povezana, vendar nista. Kako bi morali spremeniti matriko, da
bi dobili »dopustno« korelacijsko matriko?

Lahko se tega problema lotimo z zadnjim postopkom z mnozico E, ki vsebuje vse
diagonalne elemente in |, =u, =1,Vi. Z reSevanjem tega problema dobimo sledecCi

najblizji popravek >
1 0,76 0,53 0,18
0,76 1 0,82 0,15
221053 082 1 065
0,18 0,15 0,65 1

Posameznik lahko uporabi ve€ variacij na »klasi¢no« razli€ico problema korelacijske

matrike. Na primer, &e Zelimo ohraniti nekatere elemente iz matrike 3 konstantne in
jih ne bi spreminjali, potem lahko razSirimo mnozico E, da vsebuje te elemente z
ujemajoCimi spodnjimi in zgornjimi mejami. Druga moznost je, da uteZimo
spremembe posameznih elementov, na primer, ¢e so ocene nekaterih elementov
bolj zanesljive kot drugih.

Naslednja pomembna variacija originalnega problema je postavitev spodnjih mej na
najmanjsSo lastno vrednost korelacijske matrike. Tudi ko imamo veljavno (pozitivho
semidefinitno) oceno korelacijske matrike, so majhne lastne vrednosti v matriki
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nezazelene, saj vodijo v nestabilnost portfeljev. Ce pogledamo zgornjo matriko, ima
prav tako pozitivne, a zelo majhne lastne vrednosti, ki bi bile v eksaktni aritmetiki
natanko nic.

Vse te variacije problema je mogoCe obvladati z uporabo semidefinitnega
programiranja in reSevanjem s pomocjo semidefinitne optimizacijske programske
opreme. Semidefinitna optimizacija namre€ predstavlja novo orodje za upravitelje
premozenja, ki na ravni sofisticiranosti in fleksibilnosti prej ni bila na voljo.
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