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I. Introducéo

Os sistemas fisicos que encontramos na natureza sdo constituidos por um grande nimero de

componentes (particulas, atomos, moléculas). O objectivo fundamental da Fisica Estatistica consiste em
deduzir as propriedades macroscOpicas dos sistemas a partir das propriedades microscopicas dos seus
congtituintes.
A Termodindmica, desenvolvida no sec. XIX, permite fazer previsdes sobre o0 comportamento
macroscopico dos sistemas sem recorrer a qualquer teoria sobre a estrutura da matéria. O seu
desenvolvimento como disciplina da Fisica foi anterior ao advento das teorias atomisticas modernas. A
Fisica Edtatistica ao ligar o0 mundo microscopico ao mundo macroscopico pode ser entendida como uma
justificagdo da prépria Termodindmicaa partir de principios fundamentais.

Nestes apontamentos comegamos por apresentar de uma forma resumida (cap. I1) os conceitos e
leis fundamentais da Termodinamica. Posteriormente, 0 estudo dos sistemas tendo por base os métodos da
Fisica Estatistica permite regressar a Termodindmica numa nova perspectiva. Por exemplo, sdo obtidas
interpretacGes microscopicas para Entropia, Temperatura, Calor, etc.

Comegamos por fornecer o conceito de estado microscOpico e estado macroscopico, de
guantidade observavel e média de fase e ainda o conceito de equilibrio termodindmico. Surge entdo o
postulado fundamental da Fisica Estatistica como o0 ponto de partida para o célculo das propriedades
termodinamicas dos sistemas. Este postulado estabel ece que para um sistema isolado em equilibrio qualquer
dos estados microscOpicos acessiveis a0 sistema e compativeis com o seu estado macroscépico tem um
igual peso estatistico nas médias a calcular.

O postulado fundamental, e portanto a prépria Fisica Estatistica de equilibrio, carece de uma
fundamentag@o. A completitude duma descrigdo microscépica implica que sgja em principio possivel
determinar a evolucdo dindmica dum sistema fisico macroscépico a partir das leis da Mecanica Cléssica ou
da Mecanica Quantica. Na pratica este programa de célculo esta condenado ao fracasso devido a sua
complexidade. Todavia é possivel a partir de propriedades muito gerais destas dindmicas tirar algumas
conclusdes tais como, mostrar que as dindmicas sao reversiveis no tempo, etc. Existe um aparente conflito
entre esta reversibilidade e o comportamento dos sistemas macroscopicos onde a reversibilidade ndo é
observada. Vamos procurar no capitulo 111 abordar estas questfes.

Nos capitulos seguintes consideramos aplicacdes do postulado fundamental da Fisica Estatistica a
diversos sistemas. Consideramos inicialmente sistemas isolados (Capitulo 1V), que ndo trocam nem energia
(calor) nem particulas, de volume constante. Ficamos em condi¢Bes de calcular “microscopicamente” a
entropia, atemperatura, a pressao e outras quantidades de um sistema.

Seguidamente (Capitulo V) consideramos sistemas que podem trocar energia com uma fonte
(sistema “grande” ) a uma temperatura especificada. Consideramos também sistemas que podem trocar
energia e particulas com uma fonte (Capitulo VI). A distribuicdo estatistica apropriada para estudar cada
uma destas situacdes € deduzida aplicando o postulado fundamental ao conjunto formado pelo sistema em
estudo e pela fonte. Esta deducdo € primeiramente feita sem recorrer a qualquer sistema especifico.
Obtemos entdo expressdes microscopicas para potenciais termodinamicos tais como a energia livre de
Helmholtz e o grande potencial Termodinamico. Exemplos de aplicacdo do formalismo sdo posteriormente
apresentados.

Finalmente estudamos (Capitulo VI1I) os gases ideais quanticos. o gas de Bose-Einstein, o gas de
Fermi-Dirac e 0 gés de Fotbes. Trata-se na verdade de uma aplicacdo do formalismo desenvolvido nos
capitulos anteriores. A ocorréncia na Natureza de particulas que obedecem a diferentes estatisticas
guanticas tem consegquéncias dramaticas para as propriedades de baixa temperatura e elevada concentracéo
dos gases. Estudamos por exemplo, o fendmeno de condensacdo de Bose-Einstein e a dependencia na
temperatura da capacidade térmica de um gas de Fermifes. Estuda-se também em que condicbes as
diferencas entre as estatisticas se tornam irrel evantes de forma a que se atinge um regime de comportamento
cléssico.

Por falta de tempo, muitos outros assuntos de interesse na Fisica Estatistica de equilibrio que
poderiam ser considerados a nivel introdutério ficam por estudar. Por exemplo, sistemas de particulas com
interaccdo entre s (gases ndo ideais e modelos fenomenol égicos de sistemas magnéticos), transicdes de
fase, sistemas forade equilibrio, etc



Il. Termodinamica

A Termodindmica é uma disciplina mais antiga que a Fisica Edtatistica e anterior ao
desenvolvimento das ideias atomisticas sobre a constituicdo da matéria. Um marco no seu desenvolvimento
foi o estabelecimento que o calor representa energia e ndo qualquer espécie de fluido. O seu
desenvolvimento iniciou-se no fim do século dezoito e atingiu a sua maturidade na primeira metade do
seculo dezanove com trabal hos de Fourier, Carnot, Clausius, Joule, Kelvin, Gibbs, entre outros.

[1.1 Estados Macroscopicos, Varidveis de Estado e Equilibrio Termodinamico

Um sistema macroscépico exibe, em certas circunstancias, propriedades estéveis no tempo pelo
gue se pode dizer que estes sistemas se encontram num certo estado macr oscopico. Para caracterizar um
estado macroscopico devemos especificar 0 valor de algumas varidveis, as variaveis de estado. Algumas
destas varidveis sdo extensivas, isto é 0 seu valor € proporcional ao tamanho do sistema. Nesta classe
incluem-se a entropia, S, o volume, V, o NUmero de Particulas, N, a Magnetizagdo M, etc. Outras variaveis
s80 intensivas sendo o seu valor independente do tamanho do sistema como sejam a Temperatura, T, a
pressdo P, o potencial quimico (¢ o campo magnético H,, , etc. Num dado sistema nem todas as varidveis

sdo0 independentes uma vez que se encontram relacionadas por equacdes de estado. Outras variaveis de
estado tais como, a Energia E, a entalpia H, a energia livre de Helmholtz, etc, designam-se por potenciais
termodindmicos.

Estamos interessados em estudar estados de equilibrio termodindmico. Quando se verificam
simultaneamente as condicBes: (1) todas as medic¢Bes das propriedades fisicas efectuadas sobre o sistema
s80 independentes do tempo; (2) ndo existem quaisquer fluxos de energia e particulas, diz-se que o sistema
se encontra em equilibrio. A primeira destas condi¢des especifica apenas a condi¢do de estado
estacionério. Existem no entanto estados estacionarios que correspondem a situacfes fora do equilibrio.
Por exemplo quando uma extremidade do sistema € mantida a uma temperatura diferente da da outra
extremidade podemos ter um estado estacion&io sem que o sistema se encontre em equilibrio
termodin@mico. Neste caso existe um fluxo de calor entre a extremidade a mais alta temperatura e a outra a
mais baixa temperatura.

Um sistema isolado que num dado instante se encontre num estado fora do equilibrio deve atingir o
equilibrio ao fim de um certo tempo de relaxagdo. Contudo, nem todos os sistemas atingem um estado de
equilibrio desta forma. Para estes as hip6teses fundamentais da Fisica Estatisticas adiante enunciadas néo
s80 aplicaveis pelo que ndo serdo aqui considerados. Um sistema diz-se isolado quando ndo pode trocar
nem energia nem particulas com o seu exterior e ainda quando o seu volume é constante. Um sistema diz-se
fechado quando ndo pode trocar particulas com o exterior mas pode trocar energia. Num sistema aberto
quer particulas quer energia podem ser trocadas com o exterior. Quando dois sistemas trocam energia ha
forma de calor diz-se que se encontram em contacto térmico, quando trocam particulas entre si dizem-se
em contacto difusivo.

Podemos sempre colocar o sistema num dado estado de equilibrio e ainda fazer com que ele mude dum
estado para outro. Naturalmente o valor das variaveis de estado num dado estado de equilibrio ndo depende
do processo utilizado para conduzir o sistema a esse mesmo estado. Matematicamente esta propriedade
traduz-se no facto das diferenciais destas variaveis serem diferenciais exactas. Uma diferencia escreve-se,

dF = A(x,y)dx + B(x,y) dy (n.12)

Quando %‘ = % diz-se que adiferencial é exacta. Nestas circunstancias a diferencial pode ser integrada e

existe uma fungdo F(x,y) que sb depende das variaveis de estado x e y. Os diferenciais dos potenciais
termodinamicos anteriormente introduzidos sdo portanto exactos.



I1.2 Lel Zero da Termodinamica

Varios sistemas, inicialmente isolados, podem ser colocados em contacto de diferentes formas. O sistema
total formado pel os diferentes sistemas atinge da forma anteriormente descrita o equilibrio termodinémico.
A lel zero datermodindmica admite o seguinte enunciado: Se o sistema A estd em equilibrio com o sistema
B e com o sistema C ent&o o sistema B também estd em equilibro com o sistema C.

[1.3 Temperatura e Termémetro

A seguinte definicdo de temperatura pode ser adoptada: A temperatura € a propriedade dum corpo que
determina se este uma vez colocado em contacto térmico com um segundo se encontra ou ndo em equilibrio
térmico com este. Aqui equilibrio térmico pode ser entendido como uma forma restrita de equilibrio
termodinamico que corresponde a auséncia de fluxos de energia entre os sistemas em contacto térmico ou
interaccdo térmica. Aplicando alei zero a subsistemas constituidos por diferentes partes dum dado sistema

verificamos que para existir equilibrio entre estes diferentes subsistemas a temperatura de cadaum  deles
deve ser igual e portanto ndo podem existir gradientes de temperatura no sistema total.

A lei zero permite introduzir escalas de temperatura e esta na base do funcionamento do termometro. O
termdmetro € sempre um sistema muito pequeno quando comparado com o sistema no qual medimos a
temperatura. Quando colocamos em contacto térmico o termémetro e este sistema ocorre um fluxo de
energia entre os dois sistemas até que se estabeleca equilibrio. Durante este processo a temperatura do
termdmetro varia bastante e a temperatura do sistema quase ndo varia pelo que a temperatura do
termdmetro no equilibrio é igual a temperatura do sistema em estudo. A lel zero garante-nos que 0 mesmo
termdmetro colocado agora em contacto térmico com qualquer outro sistema que Se encontrasse em
equilibrio térmico com o sistema em estudo estaria também em equilibrio térmico independentemente da
congtituicdo fisica e quimica de qualquer dos sistemas. Note-se que a temperatura € usualmente medida
indirectamente através de medi¢des de pressdo ou volume, explorando a ndo independéncia das varidveis de
estado. Por exemplo quando se usa um termometro gasoso a volume constante a temperatura pode ser

. P . ~ . N . .
obtidade T =a—— , onde P éapressdo do gase R apressdo medida quando o termOmetro se encontra
TP

em contacto com um sistema formado por agua em que coexistem trés fases (gasosa, liquida e solida), o
chamado ponto triplo da dgua. Este ponto triplo € um excelente ponto de referéncia uma vez que ocorre a
uma pressdo e temperaturas muito bem definidas. Quando o termémetro gasoso € constituido por um géas
muito pouco denso, as pressdes medidas sdo iguais seja qual for o gés utilizado: os gases aproximam-se
dum regime designado por regime de gas ideal quando se encontram a baixas densidades e temperaturas
ndo muito baixas. Define-se assim a escala de temperaturas do gés ideal. Medindo a pressdo do gas
guando em equilibrio térmico com qualquer outro sistema ficamos a saber a temperatura a que esse sistema
se encontra de acordo com a escala adoptada.

A unidade Kelvin é dada, por definicdo, atribuindo a temperatura do ponto triplo da agua uma temperatura
273.16 unidades acima do zero absoluto, isto €, atemperatura paraaqual a pressdo do gésidea se anularia.
Historicamente, o valor de a = 273.16 foi escolhido de modo a que a diferenca de temperaturas do ponto
de coexisténcia de gelo e agua (ponto de fusdo do gelo) e do ponto de coexisténcia de agua e vapor de &gua
(ebulicdo ) a uma pressdo de uma atmosfera fosse de 100K. Medi¢Bes rigorosas feitas na actualidade
mostram todavia que a diferenca de temperaturas referida é cerca de 99.97K e ndo 100K como se supunha.

Adiante, definir-se-a uma escala de temperatura absoluta termodindmica. Pode demonstrar-se que a escala
de temperatura de gasideal é idéntica a uma escala de temperatura absol uta termodinémica.



I1.4 PrimeiraLe daTermodinamica

A primeiralei da Termodindmica estabelece a conservagdo de energia. A energia do sistema pode sofrer a
variagdo dE através de umatrocade calor dQ €/ou darealizacdo de trabalho (mecanico ou de outro tipo),

aw .

dE =dQ - W (1.2)
A troca de calor €Q e o trabalho €W podem depender do processo que conduz & variagio de energia.
Naturalmente nem Calor nem Trabalho s3o variaveis de estado e portando €Q e €W nao sfo diferenciais

exactas. Note-se que por convencdo o trabalho considera-se positivo quando é produzido pelo sistema. O
trabalho est4 associado a uma variac8o das variaveis extensivas do sistema,

dW:—Z X dx; (11.3)
J

onde X; se designa por forcas generalizadas (uma variavel intensiva) e dx; por deslocamentos

generalizados que correspondem a variaveis extensivas. Por exemplo o simétrico da pressdo, —P, € uma
forca generalizada a que estd associado o0 deslocamento dV, isto é uma variagdo do volume do sistema.
Outro termo do mesmo tipo que contribui como um trabalho € o termo pdN que corresponde a uma

variagdo de energia associada a uma variagdo do nimero de particulas no sistema, dN. A expressdo da
primeirale datermodinamica para sistemas de um s tipo de particul as pode escrever-se;

dE =dQ - pdV + udN (11.4)

I1.5 Processos Reversiveis e lrreversiveis

Um sistema pode ser conduzido dum estado de equilibrio a outro alterando as suas variaveis de estado. Esta
mudanca dum estado a outro pode ser feita dum modo reversivel, isto é por forma a que ao longo do
processo 0 sistema possa ser considerado em equilibrio termodindmico. Para que esse equilibrio se
mantenha é necessario que o processo ocorra duma forma lenta (processo quasi-estético). Verifica-se que
para um processo reversivel é possivel repor simultaneamente o sistema e o universo (tudo o que é exterior
a0 sistema) no estado em que ambos se encontravam antes do processo termodinamico ter lugar.

Por outro lado, um processo irreversivel ocorre quando uma mudanga brusca nos parametros do sistema é
forcada. Temos também um processo irreversivel quando retiramos uma restri¢cdo previamente imposta ao
sistema e este evolui espontaneamente para um novo estado de equilibrio.

Note-se que um processo quasi-estatico pode ser reversivel ou irreversivel.

[1.6 Segunda Lei da Termodinamica

Um enunciado possivel para a segunda lei da Termodinamica € o seguinte; Num qualquer processo
termodindmico verifica-se

TdS=dQ. (11.5)

onde T designa a temperatura absoluta termodin@mica e S uma varidvel de estado designada por entropia.
Para um processo reversivel verifica-se aigualdade,

dQ=TdS (11.6)



Num sistema termicamente isolado temos forgosamente €dQ =0 pelo que todos os processos originam ou

uma manutencdo do valor da entropia (reversibilidade) ou um aumento desta quantidade. Um sistema
isolado em equilibrio ndo evolui espontaneamente para outro estado porque o estado de equilibrio é um
estado de entropia méxima. Se o fizesse 0 estado final teria uma entropia inferior a entropia inicial e esta
guantidade teria diminuido no decurso do processo violando a segunda lel da termodindmica. Podemos
assim rescrever aexpressao do diferencial da energia para uma transformag&o infinitesimal reversivel:

dE =TdS - pdV + udN (1.7)

Exemplo: A seguinte experiéncia ideal ilustra bem a segunda lel da Termodindmica. Considere-se um
sistema isolado onde um gés esté inicialmente confinado a uma parte do recipiente de volume V, . Podemos

fazer com que a parede de separacdo entre a parte preenchida pelo gas e a parte onde néo existe gas se
desloque lentamente até uma posi¢ao final onde o gés tem & sua disposi¢éo o volume V; . Suponhamos que

este processo decorre lentamente, mantendo o gas sempre um estado de equilibrio correspondente a sua
energia e volume. Trata-se de um processo reversivel que, ocorrendo num sistema isolado termicamente,
corresponde a uma variagdo de entropianula. A energiafina do gas é diferente daiinicial,
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Por outro lado, sem produzir qualquer trabalho podemos retirar a parede que impede o gés de aceder a
totalidade do recipiente. O gés, espontaneamente ird ocupar todo o espaco disponivel. Uma vez que ndo
houve qualquer troca de energia, sgja sob a forma de calor seja sob a forma de trabalho, a energia final é



igual a energiainicial. A entropia do sistema aumentou uma vez que as varidveis de estado (o volume) ndo
variou lentamente de tal modo que o sistema ndo se manteve em equilibrio durante o processo.

I maginemos agora que pretendiamos repor o estado inicial em ambas as situagdes fazendo deslocar a parede
duma forma lenta até que o gas voltasse a ocupar 0 volume V,. No primeiro caso o sistema recupera o
estado inicial E;,V;, N |, uma vez que agora é produzido um trabalho sobre o sistema igual ao que o

sistema originalmente produziu. No segundo caso, o trabaho produzido sobre o sistema iria aumentar a
energia paraum valor maior que E . SO seria possivel repor o estado inicial se fosse permitido ao sistema

libertar uma quantidade de calor igua a este trabalho. Na libertacgo de calor pelo sistema a entropia do
universo iria aumentar.

Sistema | solado
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A segunda lei da Termodindmica impde um sentido para o fluir do tempo. Dois estados de entropias
diferentes, S, > S , num sistema isolado termicamente estdo ordenados temporalmente: o estado de menor
entropia ocorreu num instante anterior ao estado de maior entropia. As leis da mecénica cléssica e da
mecénica quéantica ndo impde um sentido para o tempo. Existe um problema fundamental de adequacdo
destas leis de evolugdo dindmica com a irreversibilidade da Termodindmica. Este problema comegou a ser
discutido no sec. X1X por Boltzmann, Poincaré e outros e ainda merece atenc&o actualmente.

I1.7 Sentido do Fluxo de Calor

Como conseguéncia do segundo principio da Termodinamica podemos verificar que quando sdo colocados
dois sistemas em contacto a temperaturas diferentes o calor flui do sistema a mais alta temperatura para o
Sistema a mais baixa temperatura. Seja T, atemperatura do sistema 1 superior a temperatura do sistema 2,



T, . Na auséncia de qualquer trabalho o calor recebido pelo sistema 1 é simétrico do calor recebido pelo
sistema 2, dQ, = —-€Q,. O conjunto dos sistemas 1 e 2 encontra-se isolado termicamente pelo que a
variagdo de entropiatotal dS=dS +dS, é positiva pela segundalei:

dsS = d§+d% :ﬂ +d& :dggl —i%>o
L P an  T0

Como T, > T, adesigualdade anterior sO pode ser satisfeita se €Q; < 0 isto é o sistema 1 perde calor e 0
sistema 2 recebe calor.

[1.8 Sistemas com Energia, Volume e NUmero de Particul as constantes

Num sistema isolado termicamente ndo hé transferéncia de calor com o exterior. Os processos que
decorrem num sistema deste tipo dizem-se adiabdticos, isto €, processos nos quais ndo existe transferéncia
de calor. Um sistema diz-se isolado mecanicamente quando em todos 0s processos que nele ocorrem ndo
h& lugar a producéo de trabalho. Num sistema mecanicamente isolado o seu volume deve permanecer
constante. Contudo ha outras formas de producéo de trabalho que ndo implicam uma variagdo de volume.
Quando temos um sistema isolado termicamente e mecanicamente a sua energiainterna, E, o seu volume, V
e 0 seu nimero de particulas, N, tomam um valor constante pelo que o seu estado fica especificado pelo
valor destas variaveis. Num sistema isolado termicamente a entropia, pela segundalei, s6 pode aumentar:
AS=20

Um sistema deste tipo encontra-se em equilibrio quando a entropia toma o valor maximo possivel
compativel com a especificagdo do seu estado macroscopi co.

Escrevemos aprimeiralei da Termodinamica naforma:

ds=9E s Pav - Han
T T T

onde se vé que a entropia € uma fungéo da Energia, Volume e Nimero de Particul as.
Recorrendo a defini¢do de diferencial duma fungéo de vé&rias variaveis:

ds= @?E% dE+§§@E dv+§§§5 dN
N N AV,
obtemos as importantes rel acoes,

%:QZ—:%N; ?z@%@m; _$:§§@ (11.8)

E,V

[1.9 Sistemas com Entropia, Volume e Nimero de Particul as constantes

Consideremos um processo a entropia constante que conduz o sistema do estado E;,S ao estado E,,S.

Através dum processo reversivel podemos ir dum estado a outro sem trocas de calor com o exterior, pelo

que, a variagdo de energia é igual ao simétrico do trabalho produzido pelo sistema AE = —(AW),,,

Através dum processo irreversivel ndo podemosir do estado 1 ao 2 sem permitir trocas de calor,
AQ=[dQ<[TdS=0

onde se considerou a segunda lei da termodinamica. Verificamos que AQ <0, isto &, tem que sair calor do

sistema. A variacdo de energia associada ao processo irreversivel pode escrever-se,

AE = AQ ~ (AW); ey
ou sgja,



AE = _(AW)rev < _(A\/wirrev
O trabaho produzido pelo sistema ao longo da trajectéria reversivel € maior que ao longo da trgjectoria
irreversivel porque hd uma parte da energia que durante o processo irreversivel sai forcosamente do sistema
naformade calor,

(A\/wrev > (A\/wirrev

Finalmente, para processos a entropia constante se ndo for possivel produzir qualquer trabalho no sistema
(sistema mecanicamente isolado) ou temos AE = 0para processos reversiveis ou temos AE <0 para
processos irreversiveis. Assim, sgja qual for o processo a entropia constante que ocorra num sistema
mecanicamente isolado a energia do sistema s6 pode manter-se inalterada ou diminuir. Note-se que
guando AE < 0 e o sistema esta mecanicamente isolado ndo existe qualquer processo reversivel a entropia
constante que conduza o sistema do estado 1 ao estado 2.

Num sistema mecanicamente isolado com entropia constante o estado de equilibrio corresponde a um
minimo da energia interna.

Para um sistema mecanicamente isolado a entropia constante o estado do sistema é especificado através das
variaveis S, V e N. Assim podemos escrever o diferencial da energia em termos destas variaveis.

dE = %Q’Nd& %&Ndw %@Svm

Se se comparar a anterior expressdo com aprimeiralei datermodinamica (11.6) verificamos que:

R B, o

SV

Tendo em atencdo que a energia interna € uma varidvel de estado e portanto a sua diferencial é exacta
podemos obter através da igualdade das derivadas cruzadas varias relacBes designadas por relacdes de

T BB BB BB e

[1.10 Sistemas com Temperatura,V olume e NUmero de Particul as constantes

Os processos que ocorrem a temperatura constante designam-se por iSotér micos e 0s que ocorrem a volume
constante isocdricos. Para estudar estes processos é conveniente definir um novo potencia termodinamico:
aenergialivre de Helmholtz.

F=E-TS

Calculemos o diferencial destavariével,
dF = dE-TdS-SdT
Para processos i sotérmicos temos dT=0. Recorrendo a primeiralei da termodinamica escrevemos entéo:

dF = dQ-TdS-dw
A expressdo anterior € vélida para processos reversiveis ou irreversiveis e ainda para processos a volume
constante ou ndo. Para um processo isocorico o termo dW ndo inclui obviamente o trabalho associado a
uma variagdo de volume p dV. Recorrendo a segunda lei da termodindmica temos para um qualquer
processo:

AF < -AW



isto & para um processo reversivel temos AF = —(AW),, € para um processo irreversivel temos
AF < —=(AW);,,, - Para processos reversiveis a volume e temperatura constantes a energia livre de

Helmholtz representa o valor maximo do trabalho que pode ser extraido ao sistema. Se o sistema produz
trabalho, a energia livre de Helmholtz diminui se € produzido trabalho sobre o sistema esta quantidade
aumenta. Para um mesmo valor de AF temos (AW) , > (AW). ., O gue mostra gue num processo que

conduza o sistema entre dois determinados estados termodindmicos, no processo reversivel o sistema
produz mais trabalho que num processo irreversivel.

Na situagdo em que o sistema se encontra isolado mecanicamente e ndo ha lugar a produgdo de trabalho,
todos os processos permitidos conduzem a uma diminuigdo da energia livre de Helmholtz, isto ¢, AF < 0.
No equilibrio a energia livre de Helmholtz deve portanto ser um minimo. O estado dum sistema nestas

condicdes é especificado fornecendo a Temperatura, T, o volume, V e o nimero de particulas N. Podemos
escrever o diferencial da energia livre de Helmholtz em termos dos acréscimos destas varidveis:

dF = %QN dT + %QN av + %%VdN

Para um processo reversivel podemos escrever dF a partir da primeiralei da termodindmica em termos dos
acréscimos dT, dV e dN:

dF = -SdT - pdV +udN

Por comparagéo obtemos as seguintes igual dades:

o B, e

Vv, T

Daigualdade das derivadas cruzadas resultam as seguintes relagtes de Maxwell:

0 B2 HE B, e

[1.11 Sistema a Press8o, Temperatura e Nimero de Particulas constantes.

Um processo a pressao constante designa-se por isobarico. Para estudar estes processos é conveniente
introduzir um novo potencial termodinamico, a energialivre de Gibbs, G definida por,

G=E-TS-PV
A partir da equagdo da primeiralei escrita naforma
dE = dQ - pdV + udN —dwW

temos,
dG =dQ-TdS-SdT +VdP +udN -dwW

Para processos a pressao, temperatura e nimero de particul as constantes,
dG =dQ-TdS-dw

Recorrendo a segunda lei da termodinamica podemos escrever,
AG < -AW
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e portanto —AG representa 0 méximo trabalho que o sistema pode produzir a pressdo e temperatura
constantes. Na auséncia de trabalho todos os processos permitidos fazem decrescer a energialivre de Gibbs.
O sistema encontra-se em equilibrio quando este potencial termodinamico toma um valor minimo.

Tal como anteriormente podemos agora deduzir as seguintes relacoes:

=i VeEen, #eHai,

de queresultam as relacbes de Maxwell,

_E?NEP = %&,N; ‘ﬁ%av = %&’N; %@m = %ﬁm (11.12)

[1.10 Sistema a Potencial Quimico, Temperatura e Volume constantes

Consideramos aqui um sistema aberto, isto €, um sistema em que 0 nimero de particulas ndo se encontra
fixo. Importaaqui considerar o Grande Potencial Termodinamico,
Q=E-TS-uN
Procedendo de uma forma andloga & adoptada nas secgBes anteriores podemos mostrar que,
dQ =dQ-TdS-dw

e portanto,
AQ < -AW

Na auséncia de trabalho verificamos também que todos os processos conduzem a uma diminuicdo do
potencial Q . Obtemos também,

i,

e ainda as relactes de Maxwell,

B, G, e,

HiT u! V’u

[1.12 Equacdo Fundamental da Termodinamica (Equac&o de Euler)

Considerando a primeira lei da Termodindmica (11.4) verificamos que a energia interna pode ser
considerada uma funcdo das varidveis S, V, N, ... Todas estas variaveis sdo variaveis extensivas pelo que se
0 tamanho do sistema aumentar por um factor A, estas varidveis também devem aumentar pelo mesmo
factor,

E(ASAV,AN) =4 E(SV,N)

Derivando o primeiro membro da equagdo em ordema A temos:
dE(ASAV,AN) _ S?Ea +V% N N%
dA dSLy N VLS NLEy

atendendo as relagdes (11.9) podemos ainda escrever,

11



dE(ASAV,AN)
dA
A derivada do segundo membro da equagdo € naturalmente igual a E. Daigualdade das derivadas em ordem
a A do primeiro membro e do segundo membro resulta:
E=TS-PV +uN (1.13)
gue se designa por equagdo fundamental da Termodinamica ou ainda equagéo de Euler.

=ST-PV +uN

Se calcularmos o diferencial de E a partir da equagéo anterior obtemos:
dE=TdS+SdT -PdV +VdP +u dN +Ndu

Se recordarmos agora a equacdo da primeira lel constatamos que esta sd € compativel com a equagdo
anterior se se verificar,

SAT -VdP+Ndu =0

Esta equacdo designa-se por equacdo de Gibbs-Duhem e implica que as varidveis intensivas T, P e 1 ndo
s80 independentes. Até aqui consideramos apenas sistemas com uma componente (um s6 tipo de
particulas). Em sistemas com r componentes devemos considerar um potencial quimico, y; para cadauma
das componentes 1<i <r . Resulta que temos, neste sistema r+2 variaveis intensivas das quais s r+1 sdo
independentes. O valor das varidveis intensivas apenas, ndo é suficiente para especificar o estado do
sistema: é sempre necessario fornecer uma variavel extensiva que dé conta do tamanho do sistema. Por
exemplo, ndo é possivel especificar o estado termodinamico dum gas fornecendo apenas a temperatura e a
pressdo -- € necessario fornecer adiciona mente ou o volume ou 0 nimero de particulas.

[1.13 Condices para Equilibrio entre Sistemas.

Para analisar as condigdes em que dois sistemas se encontram em equilibrio consideramos dois sistemas em
contacto que podem trocar calor (energia), particulas e volume através duma parede movel.

Sistema 1 Sistema 2

O sistema total constituido pelos sistemas 1 e 2 considera-se um sistema termicamente e mecanicamente
isolado do exterior. Naturalmente, as variaveis E, S, V, N do sistema total podem ser obtidas das
correspondentes variaveis de cada um dos sistemas,

S=§+S
E=F +E
V=V +V,
N=N; +N,

12



A energia, E, o volume V e 0 nimero de particulas N do sistema total consideram-se constantes com um
determinado valor. As correspondentes variaveis de cada um dos sistemas ndo sdo no entanto fixas uma vez
gue as equaches anteriores podem ser satisfeitas para diferentes reparticdes da energia , nimero de
particulas e volume pelos dois sistemas. Para cada uma destas reparticfes a entropia do sistema total é
diferente. Uma vez que sabemos que hum sistema termicamente e mecani camente isolados a entropia toma
um valor maximo no equilibrio podemos perguntar qual destas reparticdes fornece um valor méximo para a
entropia. Este méximo ocorre quando o diferencial dS se anula,

dS=0=dS +dS, =

06S, 0 O 06 O 06, 0 0 06s, O

gty dE, + picly dv, + gty dN,, + ply dE, + pacdy dv, + %> 0 dN,
|:ﬁE]-Iq/,Nl Eﬂvlqi,Nl 1 1. V) 2 >N, Eﬂvz 1, Ny 2 21 V2

Recorremos agora as relacoes (11.8) e ao facto de que dE, = —dE;, dN, = —dN,, dV, = -d\j para obter,

0 10 O0R RO, O 0
Or - L e, + - ray - A - 2N, =0
o, O ' O O ' 0L B0

Uma vez que a equacdo anterior se deve verificar para quaisquer variagbes dE;, dV;, dN; devemos ter
forcosamente,

=T
R_PB
L
H_ K2
L

No equilibrio as temperaturas dos dois sistemas devem ser iguais, assim como as pressdes e 0s potenciais
quimicos.

[1.14 Funcdes de Resposta

As funcBes de resposta sdo quantidades directamente relacionadas com a experiéncia. Uma destas
guantidades é a capacidade calorifica que mede a quantidade de calor que € necessério fornecer ao sistema
para fazer variar a suatemperatura: dQ = CdT . A quantidade de calor necesséria depende da forma como

decorre o processo termodindmico correspondente - pode ocorrer, por exemplo, a volume constante ou a
pressdo constante. E necessario, portanto, definir capacidade calorifica a volume constante e a pressdo
constante:

onde se considera 0 nimero de particul as constante.
Daprimeirale datermodinamicatemos,

dQ:dE—PdV:%a <:|T+§ZLE§r dV - Pav
TN \AR N
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Consequentemente a volume constante temos a igualdade dQ = %@V,N dT que pela definicdo de

capacidade calorificaa volume constante fornece

E
cun=frf
Numatransformacdo reversivel temos,

0
dQ:TdS:T%% dT + dsé davg
T N V N D

A volume constante podemos efectuar a identificacéo,

o ~Eiel,, “"Hirt,

Para a capacidade calorifica a pressdo constante obtemos a seguinte expressao,

Cen :Tﬁa
: =

Poderemos relacionar as duas capacidades cal orificas anteriormente definidas? A resposta é afirmativa.
A entropia do sistema pode ser vista como fun¢do de N, T e P ou como fungdo de N, T e V. Quando
derivamosem ordem a T aentropia, S(V(P,T),T) mantendo a pressdo constante temos,

e B

pelaregra de derivagdo duma funcdo composta. Multiplicando por T a anterior equagdo temos,

]

Nas anteriores expressdes 0 nimero de particulas N deve sempre ser considerado constante.
Definimos agora o coeficiente de expansdo termica que é também uma fungdo de resposta,

Dada uma das relagbes de Maxwell (11.11), @%Q = %% podemos escrever,
N ,N

.

Tenha-se ainda em atencdo arelagéo:
%é - _%Q %& - —v%@va (11.14)

gue resulta da aplicag8o da regra de derivagdo em cadeia de variavels dependentes. Sejam x, y e z varidveis
relacionadas através de f(x,y,z)=0. Pode demonstrar-se que,

rapnea.

Tomando z=P, x=T ey=V naanterior expressdo, resultaaigualdade (11.14).
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Definimos agora uma nova fungéo de resposta: o coeficiente de compressibilidade isotérmica:

-2

) a
Em termos desta quantidade temos %a = P e portanto,
T

q?
kr
Uma outra funcéo de resposta é a compressibilidade isoentropica, Kg:

32

As duas compressibilidades Kg e K, encontram-se também relacionadas entre si. Consideremos o volume
como fungdo das variaveis S e P, sendo a entropia S, uma funcdo de P e T: V(S(P,T),P). A regra da
derivacdo da funcdo composta fornece:

e e
kr —kg = 'é%&%@r

Usamos agora uma das relagdes de Maxwell (11.12): —@%@T = %a para obter:
A% N

Uma vez que podemos tomar V(T(S,P),P), a derivada do volume em ordem a entropia a pressao constante
pode escrever-se:

e portanto,

vl vOm@TO VT
O—0 =—00=0 =—a
Oosh, oTO09SH G
Por conseguinte verifica-se aigualdade
Y%
kp —Kg :C—a2 (11.17)
P
. . . ~ . CP — kT
Com toda a generalidade em qualquer sistema termodinamico temos. — = P
S

11.15 Critérios de Estabilidade dos Sistemas Termodinamicos*

Consideremos um sistema fisico pegqueno, 1, em contacto com outro maior, 0. O sistema 1 apesar de
pequeno é suficientemente grande para que |he sgja aplicavel a Termodinamica.

! Ver Landau e Lifshitz e ainda Plischke e Bergersen

15



Volume

Sistema 0 Tl
Energia ;-—? Sistema 1 IDO’ TO

Os dois sistemas podem trocar volume e energia (calor) pelo que no equilibrio a temperatura e pressdo do
sistema 1 é necessariamente igual ado sistema 0, T, =T, e P, =P, . A energia livre de Gibbs para o
Sistema 1 escreve-se:

G=E-ThS-hVv
Osvdoresque E;, S eV, tomam no equilibrio correspondem aos valores que tornam G minima. Umavez
que podemos escrever E; como fungdo de S e \, podemos calcular 0 acréscimo G associado aos

acréscimos 551 e 5\/1. No célculo de OE; tomemos termos até segunda ordem nestes acréscimos:

0 0 E?Z 2 EZZ
DdS_qll iAVAs ZH]dS_ q, DﬁSid\/lﬂ 00 W2 O H

Tenhamos agora em atencdo que:

O
DaElD -
D]dsiqll

O
Bwim :_RI.
WAVAiR
Da2E1% _DaTlg T
oo =0 -
vs°Q, Psf, G
P'Eg _pRg L
PVO, VO Vks
006, 0 9T,

QT

<

%
I:II%II:I
|

eaindaque 0G = & + Ty & +R) &4, apressdo e Temperatura constantes, obtemos:
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18y, wTo 1 ,0
3G =(T,-To) & +(R, —R) o += 0L (&)? +20220 oV, & +——(34)°0
2[5y s 2Visg VKs ]

Os termos lineares em 5S_L e 5\/1 anulam-se pelas igualdades T, =T, € B, = Py o que garante que G
tenha um extremo. Para que o estado de equilibrio seja estavel este extremo deve corresponder a um
minimo. Este facto implica que sgjam quais forem os acréscimos 551 e 5\/1 devemos ter forgcosamente

um valor de 6G positivo. A teoria de extremos de funcfes de varias varidvels diz-nos que esta condicéo é
satisfeita se:

>0

0
0
.

Sendo a temperatura absoluta positiva as condi¢es de estabilidade anteriormente obtidas implicam a
positividade de C,. A compressibilidade isoentropica toma também um valor positivo sgja qual for o

sistema termodin@dmico em consideracdo. As equagdes (11.16) e (11.17) mostram ainda que C, >C, e
kr > kg. Portanto quer a compressibilidade isotermica quer a capacidade calorifica a pressdo constantes

sd0 quantidades positivas. Podemos afirmar que a positividade das funcBes de resposta resulta das
condicdes de estabilidade do estado de equilibrio dum sistema termodinamico.

A positividade de C,,, por outro lado, pode ser interpretada em termos fisicos da seguinte maneira. O calor

fldi de sistemas a mais alta temperatura para sistemas a mais baixa temperatura. Se um dado sistema recebe
calor a sua temperatura aumenta pela positividade de C,, . Se a sua temperatura € superior perde calor para

0 exterior baixando a sua temperatura de modo a que se atinja um estado de equilibrio. Trata-se de uma
manifestacdo do Principio de Le Chatelier que nos diz que qualquer processo que afaste o sistema do
equilibrio é contrariado por outro processo que conduz o sistema ao equilibrio.

[1.16 Sistemas Magnéticos

A energia interna dum sistema magnético colocado numa regido do espaco onde existe um certo campo
magnético H varia quando a magnetizacdo (Momento magnético total do sistema) do sistema varia®. O
trabalho magnético infinitesimal escreve-se, dW = —H dM . Assim num sistema magnético incompressivel

(onde o volume € sempre constante) podemos escrever para um processo quasi-estético,
dE = TdS+ HdM

Vemos assim que o campo H tem o papel da variavel intensiva -P e a magnetizagdo M o papel da variavel
extensivaV num sistema PVT.

Importa definir nestes sistemas vérias funcfes de resposta, como sejam a susceptibilidade magnética a
temperatura constante e a entropia constante que medem como a magnetizacdo do sistema varia quando se
aplica um campo magnético externo H:

2 Para uma cuidadosa discussdo do trabalho num sistema magnético ver Reif e Callen
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_ MO
Xr=Hud

_ MO
Xs=onr

e ainda as capaci dades cal orificas a magnetizagdo constante e a campo magnético constante:

09SO
Cw =TH.—{
M DTl

09SO

Cy = TH—H
" oTh,

Fazendo a correspondénciaentre Cy, eC, , Cy e Cp, X1 € Vkr, Xs e Vkg, E%& e —Va entre

as quantidades dum sistema magnético e as correspondentes quantidades dum sistema PVT , obtemos para
um sistema magnético as equagdes correspondentes as equagdes (11.16) e (11.17) paraum sistema PVT:

T
-
"M e Bt G,

oy T oM
T 2S¢, 0ot

eainda,

[1.17 Fases em equilibrio e Transi¢des de Fase.

Quando se faz variar o estado dum sistema termodin@mico pode acontecer que as primeiras derivadas dos
potenciais termodindmicos variem descontinuamente. Por exemplo, a derivada em ordem & pressdo dum
potencia termodin@mico fonece-nos o volume. Uma descontinuidade nesta derivada implica portanto uma
descontinuidade no volume e por conseguinte uma descontinuidade na densidade do sistema. Do mesmo
modo a derivada dum potencial termodindmico em ordem a temperatura fornece-nos a entropia que pode
variar descontinuamente numa transicdo de fase. Transi¢bes de fase onde as primeiras derivadas dos
potenciais termodindmicos variam descontinuamente dizem-se transi¢fes de fase de primeira ordem de
acordo com uma classificagdo devida a Ehrenfest. Um outro tipo de transi¢des de fase ocorre quando por
variagdo do estado termodinamico do sistema, as segundas derivadas, isto é, as funcdes de resposta, variam
descontinuamente ou sdo divergentes (com uma magnitude infinita) enquanto as primeiras derivadas dos
potenciais termodindmicos sdo continuas. Uma transicdo deste tipo diz-se de segunda ordem. Podem
ocorrer transicBes de fase ndo classificaveis de acordo com o critério indicado. Todavia, para o nivel
introdutério deste texto a classificacdo apresentada é suficiente.

Para efeitos de ilustragdo do fendmeno de transi¢des de fase consideramos apenas sistemas do tipo PVT
duma ou mais componentes. Comecemos por uma sistema de uma sé componente como por exemplo a
adgua. Esta substéncia pode existir em trés fases termodindmicas: liquida, sdlida e gasosa. Ocorrem
mudancas de fases quando variamos a pressdo e a temperatura do sistema. Podemos indicar num diagrama
P-T as regifes onde se observam cada uma destas fases:
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P Sdlido o)

(R To)
Liquido

Este diagrama é um exemplo dum diagrama de fases. Consideremos que 0 sistema se encontra com uma
pressdo e temperatura especificadas.

A altas pressfes e baixas temperaturas 0 sistema encontra-se no estado solido. Podemos observar uma
transicdo de fase de primeira ordem de solido para gas ou de solido para liquido. A primeira ocorre quando
0 estado do sistema atravessa a linha (1) e a segunda a linha (2). Estas linhas designam-se por linhas de
coexisténcia de Solido-Gas e Sdlido-Liquido. Quando o sistema pode trocar volume e calor com o exterior
a condicdo de estabilidade duma dada fase corresponde a condi¢do de minimizacdo da energia livre de
Gibbs. No interior das regifes delimitadas pelas linhas s6 uma fase pode ser observada porque o minimo da
energia livre de Gibbs esta associada com uma dada fase. Acontece que ao longo das linhas de coexisténcia
a energia livre de Gibbs (por particula) das duas fases sdo iguais. O sistema pode portanto escolher
encontrar-se numa fase ou noutra. Se quisermos forcar o sistema a atravessar a linha de coexisténcia e
atingir a regido onde uma das fases é estavel é necessario fornecer ou remover calor do sistema. De facto,
tendo em atencdo que ha uma descontinuidade no valor da entropia entre as duas fases, quando uma dada
guantidade da substancia muda de fase a entropia do sistema varia existindo a necessidade duma
transferéncia de calor do exterior do sistema para o sistema AQ = TAS. Diz-se que existe um calor latente

associado atransi¢do de fase de primeira ordem.

Quando temos duas fases em coexisténcia podemos adoptar um diferente ponto de vista, considerando cada
uma das fases como um sistema termodindmico que pode trocar volume, calor e particulas com o outro
sistema correspondente a outra fase. A condicdo de equilibrio entre dois sistemas que podem trocar
particulas é a igualdade dos respectivos potenciais quimicos: p'(P,T) = ' (P,T) . Se nos recordarmos da
equacdo fundamental da Termodindmica (11.13): E=TS-PV +uN e da definicdo de energia livre de
Gibbs: G=E-TS+PV, verificamos que G = u N, ou sgja a condicdo de igualdade dos potenciais quimicos
corresponde também a condic&o de igualdade da energialivre de Gibbs por particula entre as duas fases.

A linha (3) do diagrama P-T corresponde & linha de coexisténcia Liquido-Gés. A transi¢ao de fase liquido-
gas da agua e liquido-solido sdo muito familiares : a ebulicdo e o congelamento. Por exemplo, quando a
agua se encontra em ebulicéo a pressdo atmosférica normal a suatemperatura é de 373.15 K. N&o é possivel
ter &gua no estado liquido a uma temperatura superior a este valor pelo que quando se fornece calor ao
sistema observamos a mudanca de fase liquido-gés que ocorre a essa temperatura. O calor fornecido
corresponde ao calor latente de vaporizagdo anteriormente referido. O diagrama de fases da &gua € mais
complicado que o representado acima uma vez que existem varias fases sdlidas para a agua que diferem na
sua estrutura cristalina.

O ponto (R,T;) designa-se por ponto triplo. Neste ponto e portanto a uma pressdo e temperatura muito bem

definidas podem observar-se trés fases em coexisténcia. Podemos verificar que se trata efectivamente dum
ponto uma vez que a condicdo de coexisténcia de 3 fases corresponde a verificagdo simulténea de duas

equacdes ' (P,T) = u"(P,T) e u' (P, T) = u""(P,T) que s6 pode ser satisfeita paraum dado Pe T.
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Um outro ponto especial designa-se por ponto critico (R, T.) e €é o ponto termina da linha de
coexisténcia liquido-gas. Neste ponto a densidade e entropia das duas fases sdo iguais pelo que as
primeiras derivadas dos potenciais termodindmicos ndo tém descontinuidades. Todavia, as segundas
derivadas exibem descontinuidades e/ou divergéncias. Quando o sistema se aproxima deste ponto critico
ocorre uma transicdo de fase de segunda ordem. Nestas transi¢cBes podemos identificar uma variavel do
sistema, que se desigha por parametro de ordem que toma uma valor diferente de zero numa regido do
diagrama de fases aproximando-se continuamente dum valor nulo quando nos aproximamos do ponto
critico (por exemplo, variando a temperatura a pressdo constante). No caso dum sistema PVT duma so
componente que, temos dado como exemplo, pode escolher-se para par@metro de ordem a diferenca de
densidades entre o liquido e o0 gés ao longo da linha de coexisténcia que se anula no ponto critico.

Podemos representar num diagrama de fases outras variaveis como por exemplo a densidade e a
temperatura. Como se pode ver, na figura seguinte, temos 3 regides de coexisténcia que correspondem as
linhas (1) (2) (3) do diagrama P-T. Dentro de cada uma destas regifes o sistema divide-se em dois
subsistemas de densidades diferentes. Para uma temperatura maior que T, e densidades inferiores a da
linha delimitadora da regido de coexisténcia Liquido-Solido ndo existe qualquer distingdo entre gés e
liquido. Diz-se, entdo, que o sistema se encontra huma fase desordenada. Como se pode ver a distingdo
entre Gas e Liquido € um pouco artificial uma vez que é possivel encontrar uma transformacéo
Termodindmica tal que o sistema passa duma densidade tipica dum liquido para uma densidade tipica dum
gas sem sofrer qualquer transicéo de fase.

Gés e Liquido Néo distinguiveis
(T.p)
Sdlido
Gés
Coexisténcia Gés-Liquido Coexisténcia
Liquido-Sdlid
Coexisténcia Gés-Salido (T..p,)
o)

Consideremos agora um sistema de r componentes que se encontra numa regido do diagrama de fases onde
coexistem s fases. O estado termodinamico do sistema pode ser especificado a partir dasvaraveisP, T, X ;

onde esta Ultima varidvel indica a fraccéo da componente 1<i <r nafase 1< j <s. O nimero total de
variaveis € portanto st + 2. Asvariaveis X; ; devem forgosamente obedecer as seguintes equagtes:

;
%=1
i=1

Temos uma equacdo deste tipo para cada j, isto €, temos s equagBes. Sga L j(P, T, X j,-., X j), O

potencial quimico da componente i na fase j. As condi¢Bes para coexisténcia de fases sdo dadas pela
igualdade dos potenciais quimicos de uma dada componente nas diferentes fases. Por exemplo para a
componente 1:
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Hi (P T,....) =ty (P, T,.....)
M1 (P, T,....) =y 3(P,T,...00)

0 que d& (s-1) equagdes para cada componente, isto é um total de r(s-1) equagdes. O nimero maximo
possivel de fases em coexisténcia fica, entdo, determinado pela condicdo de que o nimero de equacles seja
inferior a nUmero de variaveis independentes:

r(s—1) +s<rs+2 < s<r+2

Para um sistema duma s6 componente o nimero maximo de fases em coexisténcia é 3, o que corresponde a
um ponto triplo no diagrama de fases.
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[l Aspectos Fundamentais da Fisica Estatistica

A Mecénica Cléssica e a Mecanica Quantica aplicam-se, obviamente, tanto a sistemas de poucas particulas
como a sistemas de muitas particulas. Por que razéo entdo precisamos duma nova disciplina da Fisica para
estudar o comportamento destes sistemas? Porque a solugdo do problema da dindmica dum sistema de
muitas particulas € um problema muito dificil e insolivel sendo necessério encontrar métodos alternativos.
Vamos concentrar-nos, por agora, hum sistema que pode ser descrito pela Mecanica Classica para tentar
perceber por que motivo as hipéteses fundamentais da Fisica Estatistica sdo plausiveis.

I11.1 Espaco de Fases e Estados microscopicos

Vamos partir duma formulagdo de Hamilton do problema da dinémica dum sistema classico de N particulas
gue interactuam através dum certo potencial. A funcdo de Hamilton ou Hamiltoniano do sistema escreve-
se

H :32Np—i2+V(q v0zyeeeesOay )
i:12m 12M2 3N

onde as varidveis , ,1<i <3N, em nimero de 3N, representam as variaveis de posicdo. Uma vez que
as particulas se movem no espaco tridimensional para cada particula é necessario especificar 3 cordenadas.
As varidgveis P, sdo os momentos conjugados de Hamilton das coordenadas ;. O Hamiltoneano
corresponde a energia total do sistema - o termo do somatério corresponde a energia cinética total do
sstema e V((,,0d,,....,0sy) corresponde a energia potencial de interaccio entre as particulas. O
espago geométrico dos pontos P =(0;,d,,...., P, P,,...) designa-se por espaco de fases e tem
dimensdo 6N. Fornecendo o ponto P especificamos completamente o estado microscopico do sistema.
Como as varidveis 0, e P, variam continuamente vamos especifica-las a menos das incertezas dg; e

dp, . O elemento de volume no espago de fases é dq,dp, --- dQ,, dp,, e tem dimensdes fisicas de uma

accdo (produto energia por tempo) elevada a 3N. Assm vamos associar a0 ndmero de estados
microscOpicos correspondentes ao ponto de fase P, a quantidade adimensiona

Ayt == d,dp, -+ g d i itréria hy, & escolh imensd

“_hw g,dp, --- dds, dP;, - Paraisso a constante arbitraria N, € escolhida com as dimensGes de
0

uma acgao.

Quando temos um sistema fisico, no laboratério, ndo temos qualquer informacdo sobre 0 ponto do espaco
de fases ocupado pelo sistema. Todavia acreditamos que o sistema se encontra num dado instante num certo
ponto do espaco de fases que seja compativel com o estado macroscépico do sistema que, esse sim,
podemos escolher. Existe naturalmente uma grande quantidade de estados microscopicos compativel com
um dado estado macroscépico. Designemos por M(P) o estado macroscopico associado ao ponto do espaco
de fases P. Esta relagdo funcional ndo pode ser invertida uma vez que a um dado M correspondem muitos
valores de P. Apesar de ser impossivel resolver o problema dindmico associado ao Hamiltoniano anterior
podem-se deduzir, assumindo certas hipéteses, alguns resultados interessantes.

[11.2 Propriedades da dindmica

A din@mica Hamiltoniana associada ao anterior Hamiltoniano é dada por:

dg, _ . _JH
YT ap
dp _ . _ JH
T
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com 1<i <3N . Uma das propriedades desta dinamica designa-se por reversibilidade temporal. Se
substituirmos o tempo pelo seu simétrico t — —t e simultaneamente P, — —, verificamos que as

equagdes permanecem inalteradas. Suponhamos que o sistema parte dum certo ponto do espaco de fases no
instante t=0 e que no instante t invertermos o sinal dos momentos das particulas (ou das suas vel ocidades).

Se observarmos de seguida a evolugdo do sistema verificamos que este percorre no intervalo [t,Zt] a

trajectdria que tinha seguido no intervalo [O, t] Jisto & em sentido inverso. Consideremos um filme do

choque de duas particulas. As particulas aproximam-se e devido ao choque afastam-se uma da outra. Se
visionassemos o filme em sentido inverso veriamos as duas particulas que se afastavam a aproximar-se a
chocar e a afastarem-se. Se ndo tivéssemos sido nos a fazer o filme ndo saberiamos dizer em que sentido
estava o filme a ser visionado. Neste sentido ndo existe qualquer diferenca entre passado e futuro. Todavia
se filmassemos um gés inicialmente confinado a uma parte dum recipiente a expandir-se livremente e
visionassemos o filme em sentido inverso saberiamos distinguir claramente o futuro do passado. A segunda
lel da Termodindmica implica um sentido para o fluir do tempo que ndo existe nas equagdes da dinamica.
No entanto ambas as situagdes que estamos a discutir sdo, em principio, descritas por equagdes dindmicas
com as mesmas simetria de reversibilidade temporal. Existe agui um problema que interessa discutir
adiante, mais aprofundadamente.

Antes Depois

Uma outra propriedade da din@mica que pode facilmente ser estabelecida é a de conservacéo de energia.
A derivadatotal daenergia (ou do Hamiltoneano) em ordem ao tempo escreve-se:

dH _oH 2 DpH dg,  oH dp O

=+

o A Gh Ao df]
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dg dp,
Substituindo na anterior expressdo as egquactes da dindmica Hamiltoniana para i e % e aindatendo

dt

oH
em atencdo que o Hamiltoniano ndo depende explicitamente do tempo, isto é E = 0 verificamos que a

. . GH
energia se conserva, 1sto €, E =0.

A trgectdria do sistema no espaco de fases encontra-se sempre sobre a superficie equienergética que
contém o ponto inicia da trgjectdria. Esta superficie é definida como o lugar geométrico (no espago de
fases) dos pontos do espago de fases que tém uma dada energia. Trata-se dum sub-espago do espaco de
fases de dimensdo 6N-1 pelo que se designa por superficie. A superficie equienergética S; é um dominio
invariante do espago de fases isto €, um dominio deste espaco tal que uma trajectéria com o ponto inicia
neste dominio jamais o abandona.

Uma outra propriedade consiste no facto da trajectéria do sistema no espago de fases jamais se intersectar.
num dado ponto. De facto o estado microscopico do sistema é determinado exclusivamente pelo ponto onde
este se encontra. No caso da intersecgdo da trajectoria num ponto a evolucéo futura do sistema néo estaria
completamente determinada pela especificacdo desse ponto o que contraria a hipdtese anterior.

Pode ent&o perguntar-se se sera possivel que o sistema no decurso da sua evolucdo temporal e ao fim dum
tempo infinito visite todos os pontos de um dado dominio invariante.

A trajectéria do sistema € uma linha de dimensdo unitéria no espago de fases. Ora, uma linha que se ndo
intersecta ndo pode preencher um espaco de dimensdo superior como a superficie equienergética. Foi
demonstrado por Poincaré que o estado microscopico do sistema no tempo t, B, para um tempo

suficientemente longo, passa arbitrariamente perto do seu ponto P de partida. Por exemplo: Quando temos
um gés confinado a uma parte dum recipiente e removemos uma parede que 0 impede de aceder a restante
parte do recipiente, esperamos gque 0 gas preencha a totalidade do recipiente e que jamais espontaneamente
volte a ocupar uma pequena parte deste. Este Ultimo processo € de facto proibido pela segunda lei da
Termodindmica. O teorema de Poincar é mostra todavia que esta possibilidade ndo se encontra excluida
pela Mecénica Classica. Pode, contudo estimar-se que para um sistema macroscopico o tempo de retorno a
um ponto de fase inicial é superior a idade do universo. Teremos aqui mais um conflito entre a dindmica
Hamiltoniana e a Termodinamica? Voltaremos a este assunto mais tarde.

Suponhamos agora um certo dominio do espaco de fases, designado por D, de volume V. Cada ponto deste
dominio evolui no tempo de acordo com a dindmica produzindo no tempo t um outro dominio, designado

por D, , devolume V,. O teorema de Liouville diz-nos que o volume V e o volume V, sdo iguais. A

forma geométrica destes dois dominios pode ser muito diferente - 0 que se afirma € apenas que o volume
dos dois dominios é igual. Se o dominio considerado for invariante (isto é cada ponto do dominio
corresponde, pela dindmica, aum outro ponto do mesmo dominio) entdo D e D, coincidem sejaqual for o

tempo.

Como poderemos relacionar a dindmica do sistema, que temos vindo a discutir, com resultados de interesse
para comparacdo com medicoes efectuadas sobre sistemas fisicos? N&o € possivel especificar no laboratério
0 estado microscépico dum sistema fisico, pelo grande detal he de descri¢do que isso implica. Podemos isso
sim especificar um dado estado macroscépico que como sabemos é compativel com um grande nimero de
estados microscopicos. O sistema em estudo evolui dinamicamente entre sucessivos estados microscopi cos.
Ao efectuarmos uma medic&o da quantidade F no sistema observamos o sistema durante um certo tempo , T
pelo que o resultado duma medi¢éo representa uma média dos valores que a varidvel a medir toma a medida
gue o sistema percorre a trajectoria no espaco de fases. Ao longo desta trgjectéria a variavel F toma os
valores f (R) onde P, representa o ponto do espaco de fases onde se encontra o sistema no instante t

tendo partido do ponto P no instante inicial. Por muito curto que seja este tempo de observacdo ele é
suficientemente longo para que o sistema tenha percorrido um niimero significativo de pontos do espaco de
fases. Em rigor definimos uma média temporal:
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T

: .1
f—ym? f(R)dt

onde o limite serve a necessidade de rigor matemético uma vez que os tempos de observacdo laboratorial
sd0 para todos os efeitos infinitos. Se fosse possivel efectuar o calculo da média temporal definida
anteriormente o resultado desse célculo deveria portanto ser igual aos resultados de medic8es efectuadas no
laboratério sobre o sistema. Birkhoff demonstrou que a média temporal anterior existe (tem um valor finito)
e que portanto “vale apena’ determina-la (ver Kinchin e Lage).

[11.3 Integral de Fase

VVamos agora introduzir o conceito de integral duma funcéo f(P), sobre umaregido D, do espaco de fases:
J’ f(P)du
D
Trata-se dum integral de “volume” onde o] elemento de volume se

1
escreve, dU = o dqg, dq,....dp, dp, ... Quando o sitema se encontra no ingtante inicial (t=0) no ponto
0

P a dindmica Hamiltoniana faz evoluir o sistema para o ponto P, =T, [P] . A funcdo f mudaentdo o
seu valor para f (P,). Dado que o ponto P, é univocamente determinado por P e t podemos escrever :

f (P, )= f (P,t) ondevemos que esta fungfo é uma fungdo do ponto inicial e do tempo t.

Calculemos o integral J'f (P,t)du e fagamos a mudanga de varidvel associada a P, = Tt[P] e
D

dominio de integragdo D transforma-se em D, = Tt[D] . Os elementos de volume du, e du sdo os

volumes de regides infinitesimais do espaco de fases e por conseguinte sdo iguais pelo teorema de
Liouwville: du = du, . Verifica-se entdo

[f(P.Odu=[f(P)dy,

Se 0 dominio D for invariante no que diz respeito adinamica, isto é D, =D entéo:
[T(PYdu, = [f(P)du, = [ (P)du
D, D D

onde a Ultima igualdade resulta da irrelevancia da designacdo da variavel de integragdo no célculo do
integral. Concluimos, portanto que para um dominio invariante,

[T (POdu=[T(P)du

cacular o integral de fase no instante t ou calcular 0 mesmo integral num qualquer outro instante da o
mesmo resultado: O integral de uma funcéo de fase sobre um dominio invariante € independente do tempo.
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I11.4 Funcéo de Estrutura

Ja definimos anteriormente a superficie equienergética. Consideremos agora a camada equiener gética
definida como o lugar geométrico dos pontos que verificam arestricio E <H <E + AH , isto é, aregifo
do espaco de fases compreendida entre a superficie equienergetica de energia E e outra de energia
E + AE . Estamos aqui a implicitamente admitir que as superficies equienergéticas de maior energia
incluem todas as de menor energia. E também necessério efectuar uma restricdo da aplicabilidade do
formalismo a sistemas cujo Hamiltoniano sgja limitado inferiormente: O0<H < oo , 0 que exclui alguns
sistemas fisicos de interesse.

Vamos definir média de fase da funcgéo f(P) na camada equienergética pelo seguinte integral:
1
>=— = ({(P)du
Z( E)AE E<H<E+AE

onde Y (E)AE representa o nimero de estados microscopicos na camada equienergética’, que é digamo-lo

de novo, um dominio invariante da dindmica. Trata-se de uma quantidade extremamente importante para a
qual seintroduz a notagéo:
Q=3(E)AE

A quantidade Y (E) designa-se por fungéo de estrutura. Caculemos, Y (E)AE . Esta quantidade pode
ser obtida a partir do nimero de estados com energiainferior aE, V(E):

S(E)AE=V(E+AE) -V(E)= [ du

E<H<E+AE

o integral € efectuado sobre um dominio do espago de fases definido pelacondicio E<H <E +AE. O
ndmero de estaods de energiainferior a E é dado por:

VE)=  [du O(E-H)

Espac ode Fases

onde o dominio de integragdo aqui é todo o espago de fases e @(X) representa a fungio degrau de

Heaviside, isto é, uma funcdo que éigual aunidade se X >0 eigual azero se X < 0. Podemos ver que se
tem:

V(E+AE)-V(E) _ d
AE dE

2(B) = fim V(E)

Esta relagio € importante porque podemos obter Y (E) a partir de V(E) que é mais fécil de calcular
directamente.

A quantidade Y (E) é o numero de estados de energiaentre E e E + AE, por unidade de energia, isto
é, trata-se de uma fun¢do densidade de estados. Uma vez que a derivada do degrau de Heaviside € a fungdo

deltade Dirac, isto & di O(x) = 0(X) temos também:
X

3N

1
! Se n&o considerassemos o factor o na definicgo de du aquantidade Y (E)AE representaria o
0

volume da camada equienergética.

26



_d _ _
Z(E)—d—EV(E)— Jduo(E -H)

Espac ode Fases

Existem diferentes formas equivaentes de obter V(E) e Y (E) . Por exemplo, podemos escrever V(E) da
seguinte maneira:

1
V(E) = [ds, dn

O<H<E

onde integramos sobre uma dada superficie equienergética de energia, x, inferior a E e sobre a direccéo
perpendicular a cada uma destas camadas considerando assim todas as camadas que tém energia inferior a
E. Assm, dn, representa um acréscimo na direccdo perpendicular, num dado ponto, auma superficie
equienergética de energia x e que tém uma extremidade na superficie de energia x e a outra na superficie de
energiax+dx. Este acréscimo pode ser obtido a partir da prépria definicéo de gradiente:

%:\EH
dn

X

0 acréscimo dx da energia na direcg@o perpendicular a superficie equienergética € dado pelo médulo do
gradiente da energia de acordo com a expressdo anterior. Assim em lugar de integrarmos sobre

_ox
‘EH

X

dn podemos integrar sobre dX fazendo a substituicdo dn = pelo que o anterior integral vem:

1 f ds,
V(E)—th Jo'dxi\iH

X

Podemos obter uma expressio para Y (E) derivando V(E):

_d 1 d°© as, 1 . dS
e [ v
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Verificamos, portanto que Y (E) néo é proporcional a area da superficie equienergética, J'dSE , cOmo

seriamos levados a supor mas uma outra quantidade. Note-se que este elemento de area ndo é preservado
1

- d E
he™ |oH|

como o elemento de medida

pela dindmica pelo que ndo é invariante. Se definirmos d/JE =
E

na superficie equienergética podemos ainda considerar > (E) ZIduE como uma quantidade

proporcional & “érea’ da superficie equienergética mas agora relativamente a uma medida diferente, dil . .
Esta medida designa-se por medida invariante definida sobre a superficie equienergética.

Podemos escrever amédiade fase < f > noutra forma, como por exemplo:

0 0
O (f(P)du—- [f(P)dud
0 [1(Pau- [r(P)auC

1 <E+AE H<E

> (E) AE

1
<f>=——— f(P)du =
Z(E)AE E<H'<II.E+A(E ) u

o que no limite de AE muito pegqueno se pode escrever:

1 1 d
‘o, O g [ O g, [PeE
e portanto,
<f>= 1 [1(PYS(E - H)du
z(E) Espac ode Fases

[11.5 O problema ergodico

Um sistema diz-se ergédico quando a média temporal f e a média de fase < f > sio iguais para
qualquer fungdo f (P). A Fisica Estatistica aplica-se a sistemas ergodicos, isto &, assenta sobre a hipétese
ergddica. Todos os sistemas fisicos que estudamos seguidamente sdo, por hipdtese, ergédicos. Seria
excelente se fosse possivel demonstrar rigorosamente e com generalidade que o sistema de particulas
cléssicas que temos vindo a considerar é ergddico. Tratava-se de encontrar uma solugdo geral para o
problema ergddico. No estado actual dos conhecimentos ndo se encontra disponivel uma tal demonstrag@o
geral, embora, para alguns sistemas particulares essa demonstracdo tenha sido recentemente encontrada.
Podemos, contudo, indicar argumentos que tornam plausivel a verificagdo da hipdtese ergddica em sistemas
de muitas particulas.

Ja sabemos que néo € possivel que a trajectdria na superficie equienergética passe por todos os pontos da
T
superficie. Todavia, para que a hipitese ergddica se verifique bastaria que a fraccdo de tempo, ll m?R

tempo durante o qual o sistema se encontra numa dada regido da superficie equienergética, R, sgjaigual a
razgo entre a“medida’ destaregido, )  (E) eamedidada superficie equienergética, ) (E):
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i Te _ 3a(E)
=T 3(E)

onde a medida dumaregido de S; , como vimos, ndo é a area dessa regido mas deve ser calculada a partir
do elemento de medida invariante anteriormente definido. Naturalmente, a relacdo anterior ndo pode ser
vélida se a superficie equienergética puder ser decomposta em dois dominios mutuamente exclusivos (isto &
tal que a “area’ da superficie equienergética é a soma da “area’ de cada um dos dominios em que se
decompde), de medida positiva e invariantes pela dindmica. Tratase de exigir que a superficie
equienergética seja metricamente indecomponivel. Quando se ndo verifica a indecomponibilidade
métrica, o sistema parte de um dos dominios e ndo o abandona. Portanto, o outro dominio ndo tem
qualquer peso na média temporal, enquanto, por definicdo, esse dominio tem sempre um certo peso ha
média de fase. Para uma funciio f (P) que tivesse médias de fase diferentes em cada um dos dominios a

igualdade f =< f > nao poderia entfo verificar-se.

Acontece que a superficie equienergética ndo pode ser métricamente indecomponivel uma vez que existem
para além da enegia mais variaveis que sio constantes do movimento: Pode mostrar-se que o nimero total
de constantes do movimento é 6N-1. O sistema ndo abandona um certo sub-dominio da superficie
equienergética de acordo com o valor tomado no ponto inicial datrajectdria pelas constantes do movimento
adicionais.

Temos entdo que ser menos exigentes: N&o & em primeiro lugar, necessério que aigualdade f =< f >
se verifique para quaisguer funcbes de fase. Basta que se verifique para todas as fungbes que tenham
“sentido fisico” e que se designam por nor mais. Por exemplo, em pontos do espaco de fase que diferem por
valores de varidveis angulares por multiplos de 27T as fungdes de fase com sentido fisico devem tomar um
s6 determinado valor. Ou sgja, cada um destes pontos corresponde a um estado microscépico “fisico” do
sistema e ndo, como estava implicito na discussdo anterior, cada um deles diferentes estados microscopico
do sistema. Se, entdo, ndo fér possivel subdividir a superficie equienergética em duas partes invariantes,
mutuamente exclusivas e de medida ndo nula tais que os pontos do espaco de fases que representam um
dado estado microscépico “fisico” pertencem todos a uma sO destas regifes entéo f =<f > veificase
para todas as fungdes f (P) com “sentido fisico” ou normais (ver Kinchin para mais detalhes). Diz-se,
neste caso, que a superficie equienergética € indecomponivel em sentido lato (ver Kinchin). A
indecomponibilidade métricade S; ndo existe, enquanto a indecomponibilidade métrica em sentido lato é
apriori possivel.

Quando para além da energia existem outros integrais (ou constantes) do movimento cujo valor se pode
fixar experimentalmente (isto &, integrais do movimento nao livres), como por exemplo a quantidade de

movimento total P e o momento angular total La ergodicidade deve ser discutida ndo em relagdo a Sc

como temos feito mas sim em relagéo a SE 5 [ » 1St0 € um espaco de dimensdo 6N-3 onde E, Pel sio

congtantes. Deve entdo definir-se para a fung¢do de estrutura deste espaco a quantidade:

S(E.P.L)=  [S(E-H(P) (P -P(P) &L -L(P)du

Espac ode Fases

onde P(P) e L(P) representam a quantidade de movimento total e o momento angular total do sistema

guando o seu estado microscépico é P. Note-se que num sistema de particul as cléssicas contidas numa caixa
de volume V, imdvel no espago, a quantidade de movimento e 0 momento angular totais do sistema das
particulas ndo se conservam (devido aos choques com as paredes).
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A decomponibilidade métrica em sentido lato sb é possivel quando todos osintegrais de movimento livres
ndo sdo normais, isto € ndo tém sentido fisico. Esta condigdo € portanto uma condi¢do necessaria para a

igualdade f=<f>, para as fungdes normais, mas ndo é uma condi¢do suficiente.
[11.6 Colectividades Estatisticas

Um ponto de vista diferente do anterior, no qual seguiamos a evolucdo temporal dum dado sistema, pode
ser adoptado. Consideremos um conjunto, idealmente em ndmero infinito, de sistemas idénticos e
preparados ho mesmo estado macroscédpico. A este conjunto damos o nome de colectividade estatistica ou
“ensemble’. O modo de preparacdo ou a especificagdo do estado macroscopico Termodinamico em que se
encontram 0s sistemas é essencial para uma completa caracterizagdo da colectividade. Cada um destes
sistemas encontra-se num estado microscopico possivelmente diferente e portanto a medi¢@o idealmente
instantanea duma certa propriedade fisica poderia dar um resultado diferente quando medida num diferente
sistema da colectividade. Cada um dos sistemas tem uma evolugdo dindmica determinada pelas equactes
de movimento. Podemos definir, todavia uma média estatistica sobre a colectividade num dado instante de

tempo. Seja O(P) du o nimero de sistemas da colectividade tal que nesse instante ocupa um ponto do

espaco de fases huma vizinhanca infinitessimal de P. Entdo a média estatistica da quantidade F sobre a
colectividade poderia calcular-se a partir de:

<t>=  [f(P)p(P)du

Espac ode Fases

A média de fase definida na seccéo anterior, representa uma colectividade particular, a colectividade
micro-canénica onde:

O(E-H(P))

Puc(P) =
2 (E)
onde PO ,c (P) se designa por distribuicio micro-candnica. Nesta colectividade todos os sistemas tém

igual energia, E, e todos os estados microscopicos do espago de fases se encontram representados com igual
frequéncia. O conceito de colectividade estatistica foi introduzido por Gibbs.

[11.7 Dindmica das distribuicdes

Pode demonstrar-se que quando os sistemas se encontram, num dado instante, distribuidos no espaco de
fases de acordo com P, (P) permanecerdo para sempre distribuidos de acordo com esta distribuicgo.
De facto, podemos deduzir a equaco diferencial de evolugio temporal para P(P,t) e mostrar que quando
p(P,0) = p,,c (P) entdo paraqualquer instante do tempo P(P,t) = p,,c (P) (ver Landau, Reichl). A

distribui¢do micro-canonica é uma distribuicdo de equilibrio no sentido em que a partir do momento em
gue a col ectividade atinge esta distribuic&o jamais a abandona.

Podemos no entanto considerar que no instante inicial os sistemas da colectividade ndo se encontravam
distribuidos de acordo com 0, (P) mas sim de acordo com uma distribuigdo O(P,0) diferente. Pode

entéo perguntar-se se a evolucdo dinamica dos sistemas conduz a que para tempos longos a distribuico dos
sistemas no espaco de fases sgja a distribuicdo micro-candnica. A resposta a esta questdo € negativa
Suponhamos que, no instante inicial, todos os sistemas da colectividade se encontravam distribuidos
uniformemente numa regi&o da superficie equienergética, R cuja medida invariante é inferior a » (E) , isto

é, amedidainvariante de S; . Dada a evolugdo deterministica dos sistemas a cada ponto de R corresponde
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um ponto de R, que é o transformado de R pela dindmica. Deste modo o sistema encontra-se distribuido
sempre uniformemente sobre R, cuja medida &, pelo teorema de Liouville, igual & de R e portanto R,
jamais pode coincidir com Y (E) como seria necessario para que a distribuicdo se tornasse idéntica a
distribuicio micro-canénica. Portanto exigir que !iTp(P,t) sga Py (P) é exigir demasiado. Basta-

nos, de facto que as médias estatisticas apropriadamente tomadas sgjam num certo sentido iguais (ver
Lage). Para que isso acontegca ndo é necessario, obviamente, que as duas distribuicdes anteriores sejam
iguais. A distribuicdo micro-candnica (e a colectividade micro-canénica) aparece assim mais como um
extraordinério método de célculo do que uma distribuicdo com um sentido fisico bem definido.

111.8 Definicéo microscopicade Entropiae a segundalel da Termodinamica

Coloca-se agora o problema de saber em que medida a evolugéo dindmica dos sistemas é compativel com a
segunda lei da Termodindmica. Em sistemas termicamente isolados esta lei sO permite processos que
conduzam a um crescimento da entropia. Como poderemos definir a entropia dum ponto de vista
microscopico? Boltzmann no sec.XIX forneceu a resposta: A entropia dum sistema que se encontra hum
certo estado macroscopico M pode ser obtida de:

S=k, In(Q(M))
onde Q(M) representa o nimero de estados microscopicos compativeis com o estado macroscopico M e
kB € a chamada constante de Boltzmann. Serd que podemos associar a um estado microscépico uma

entropia? Sim. Seja P um estado microscépico e M(P) o estado macroscopico correspondente entdo a
expressao anterior também fornece a entropia do estado microscopico P (ver Lebowitz).

Retomemos o exemplo dum gés inicialmente confinado a uma parte dum recipiente. Os pontos do espaco
de fases da trgjectéria determinista do sistema fazem parte do conjunto de estados microscépicos

compativeis com uma certa energia E e um certo volume V, , isto é com o estado macroscopico do sistema.
As paredes do recipiente representam uma restri¢cdo ao movimento do sistema pelo espaco de fases. Existe
uma energia de interacgdo com as paredes que se deve considerar incluida no termo de energia potencial
V(qq o PRRR o IV ). Quando retiramos a parede movendo-a perpendicularmente as forgas de pressio
sobre ela exercidas ndo se produz qualquer trabalho sobre o sistema e portanto a sua energia ndo varia. Este
procedimento elimina uma restri¢do a trajectéria do sistema pelo espago de fases, fazendo com que o ponto
explore regifes onde o volume ocupado pelo sistema é maior. Se esperarmos, um tempo suficientemente
longo, o ponto do espaco de fases que caracteriza o sistema serd caracteristico dum estado macroscépico

caracterizado por E e V; . A posicdo final das paredes do recipiente impede agora as particulas de

explorarem regides ainda maiores do espaco de fases. Observamos o0 sistema a evoluir para regides do
espaco de fases onde o0 sistema tem mais volume mas ndo observamos 0 movimento para regides onde este
tem menos volume. A evolucdo dindmica para um volume menor é tanto compativel com as equagdes da
din@mica como a evolucdo para regides onde o sistema ocupa um maior volume.

Em primeiro lugar o volume do espago de fases compativel com um maior volume para 0 sistema,
Q(E Vi, N) é muito maior que o volume do espaco de fases compativel com a especificagéo do volume

inicid V., Q(E,V,, N) . Podemos até estimar arazdo entreestasduasquantidad&s:

Q(EV,,N)
Q(EV, N) %E

Para um sistema macroscopico, N é cerca de 10% pelo que 0 nimero anterior €, na verdade, muito
pequeno. Assim para que a evolucdo dindmica do sistema desse origem a uma evolugdo anti-termodinémica
(isto &, correspondente a um decréscimo da entropia) no sentido da evolugdo para um menor volume seria

necessario escolher na regido do espago de fase de volume Q(E,V, ,N) um ponto inicia para esta
trajectéria com uma extraordinaria precisdo. Tratava-se de fazer “tiro a um alvo” de reduzidissmas
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dimensdes. Esta condicdo inicial implica uma elevadissima correlacdo nas velocidades das varidveis que
poderia ser conseguida por um procedimento, ndo realizavel em laboratério, de inversdo do sina das
velocidades. Deste modo o sistema percorreria a trajectéria de expansdo em sentido inverso, isto é,
contraindo-se. Poderiamos pensar que seria admissivel um pequeno erro na especificacdo deste estado anti-
termodin@mico. Por exemplo se a inversdo das velocidades ndo fosse totalmente rigorosa mas se se
cometesse um pequeno erro ndo reproduziriamos exactamente a configuracdo inicial das particulas num

estado macroscopico de volume V, mas uma configuragdo também caracterizada por esse mesmo volume

V,, mas em que o erro nas velocidades se traduziria hum erro na posicéo das particulas. Na verdade nada

disto acontece numa grande variedade de sistema de muitas particulas - 0 mais pequeno erro na
especificacdo do estado microscépico anti-termodindmico € suficiente para que a evolugdo ndo sgja anti-
termodin@mica mas sim termodindmica isto € compativel com a manutencdo do volume do sistemaigual a
V; . Trata-se duma instabilidade da dindmica determinista do sistema relativamente a especificagéo do

estado inicial conhecida por comportamento caético.

Consideremos o exemplo do langamento dum dado. Podemos subdividir o espaco das condi¢6es iniciais do
movimento em dominios de acordo com aface do dado que se vira para cima quando este se imobiliza em
cima duma mesa. Por muito pequeno que fosse o erro cometido na especificagdo duma destas condicoes
iniciais do movimento € possivel que a face obtida no langamento no sgja aquela que procuramos obter
com essa especificagdo. Esta instabilidade € intrinseca a dindmica e ndo depende da possibilidade
tecnoldgica de dispormos de um mecanismo excelente de especificagdo da condicdo inicial. A precisio
requerida para essa especificagcdo € em rigor infinita pelo que a tecnologia é completamente impotente para
ultrapassar esta limitag8o. Trata-se, portanto duma limitagdo imposta pela prépria natureza que tem um
estatuto semelhante ao associado a limitagdo relativista da velocidade e ao principio de incerteza de
Heisenberg. Estes temas, em investigagdo actual, podem levar segundo alguns investigadores (ver Prigogine
) a que o proprio papel do tempo na Fisica sgja revisto provocando assim uma nova revolugdo na prépria
Fisica

Exemplo (ver Problema 3 Lage):

Vamos aqui considerar o oscilador linear harmonico cléssico e unidimensional Vamos calcular a média de
fase para a probabilidade de encontrarmos o oscilador numa posi¢éo x e também calcular a média temporal
da mesma quantidade verificando que a média de fase e a média temporal sdo iguais. Este sistema é um
sistemartrivia e portanto este calculo tem apenas efeitos ilustrativos. Trata-se dum sistema periddico, isto é,
tal que a trajectdria no espaco de fases se fecha sobre s mesma. Este tipo de sistemas ndo sdo em gerd
ergddicos. Por exemplo um sistema de N osciladores lineares acoplados néo é ergédico: Se excitarmos um
modo normal do sistema a energia ndo se distribui pelos outros modos e portanto 0 sistema move-se num
sub-espaco da superficie equienergética. Para que sistemas deste tipo sejam ergddicos é necessario incluir
no Hamiltoniano termos cubicos que podem provocar a distribuicdo de energia pelos modos de um modo
equitativo, isto é, a equiparticdo da energia. A inclusdo destes termos faz com que 0 sistema deixe de ser
periédico.

O sistema dum oscilador unidimensional é, no entanto, ergédico. O sistema percorre, trivialmente, toda a
“superficie equienergética’.

2

P

1
O Hamiltoniano do sistema escreve-se: H = 2— + E kx? onde m representa a massa do oscilador e K
m

uma constante eléstica. O espaco (x,p) € 0 espago de fases do sistema e uma trgjectéria de igual energia é
uma elipse definida pela equagfo, isto €, a superficie equienergética
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2 2
a

/2E
com a= T e b=+/2mE . Quando o oscilador parte de X = —a do repouso percorre a superficie
equienergética no sentido dos ponteiros do relégio. A camada equienergética € aregido do espago de fases

compreendida entre a superficie equienergética de energia E e outra de energia maior E + AE | isto ¢,
entre a elipse anteriormente definida e uma elipse ligeiramente maior.

Dos pontos da camada equienergética apenas aqueles que se encontram no elemento de &ea, dA, a
sombreado na figura correspondem a uma posi¢ao do oscilador no intervalo [X, X+ dX] . Umavez que na

média de fase todos os pontos da camada equienergética contribuem com igual peso podemos escrever para
aprobabilidade, P(X) dx de encontrarmos a particula no intervalo:

dA
> (E)AE
onde o factor 2 se deve a termos duas éreas dA a contribuir. Calculemos em primeiro lugar o volume da
camada equienergética, Y (E) AE . A funcZo de estrutura Y (E) ¢é obtida por derivagio do volume do
espaco de fases correspondente a estados de energiainferior aE, isto € a&reada elipse:

V(E) = nab:2n\/EE :Z—r[E
k )

P(x)dx=2

[k
onde W = .|— representaa frequéncia angular de oscilagio. Portanto temos para Y (E) o resultado:
m
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2
2(B)=—
w
que é independente da energia. Como calculamos agora a &rea A ? Podemos escrever dA = dx dp onde
dp representa o acréscimo na variavel p necessario paraque aenergiapasse de E para E + AE , isto &

E
AE = E dp= P dp
dp
Ou sga, temos dJA=——dX. Ao longo da superficie equienergética, isto é, da elipse de energia E
p
podemos exprimir a quantidade de movimento P emtermosdeEex, P= bwll— X— ——\/
obtendo:
mAE 1
v mk 2 _x? 1 1
P(x) dx =2 a "X gx=——=—dx
—nAE T\ a%-x*

w

Existe uma maior concentragdo da probabilidade para X = xa, porque nestes pontos P anula-se e dAé
grande.

Fagamos o cdlculo de P(X) através duma médiatemporal de O (X — X(t)) isto &

P(x) = I|m—J'6(x x(t)) dt

Oﬂw

O integral da funco delta de Dirac na anterior expressio “acumula’ todos os valores de X(t) que ao longo
datrgjectériatomam um valor igual a X. A trajectéria dum oscilador que parte de x=a no instante inicial é
: X(t) =acos(wt). Tomamos t, naforma t, =NT onde T é o periodo do movimento, pelo que, o

limite de t, grande corresponde ao limite de n grande. Em lugar de integrarmos na variével t, pretendemos
integrar navariavel Yy =X — X(t) fazendo uma mudanca de variaveis. Temos,

dy = wasin(at) dt

Pretendemos eliminar a varidvel t da anterior expressdo usando :

sin(t) = +y/1- cos? (at) = +,/1—§5’;Jg

dy = zw\/a® —(y —x)* dt

Temos duas possibilidades para o sinal na anterior expressao reflectindo o facto de y crescer com t hum
certo intervalo de t e decrescer com t noutros. E necessrio subdividir o intervalo de integracdo em

0 que fornece para dy,
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diferentes sub-interval os tais que em cada um destes sub-intervalos a varidvel y ou cresce ou decresce com

m_ T
t. Podemos verificar que no intervalo 0<t<— =— a varidvel y cresce com t, no intervalo
w
m 2
— <t<— =T avariéavel y decresce com t e assim sucessivamente. Escrevamos, portanto P(X) na
w w
forma

mzn 1 J+l T/2

1 O
P(x) = I|m— O O(x —x(1)) dt™
> | |

TAS e

(j+yTr2

J'5(X —X(t)) dt deve ser efectuada
iT/I2
tomando o sinal positivo enquanto paraj impar o sinal negativo. Calculemos este integral paraj par

Quando j é um ndmero par a mudancga de varidveis no integral

(i+1)T/2 x+a 1 1
O(x—=x(t))dt = [ d(y) ==
j"I'II.Z x'[a a),[a - y X 2 Ol) 2
e paraj impar:
(j+yT/2 1 1
J’ O(x—x(t))dt = J’ o(y) — 2
T2 da wyfa? —(y-x)° Cwat-x

0s integrais s80 iguais para j par e impar e ndo dependem de j. O somatério pode ser imediatamente
calculado:

2n 1 (i+9)172 In-1
[80x=x(®) _—; Zl:i n T n
J=0 iTi2 a2 —x2 =0 a)1/a2 _X2 T /az _Xz

e portanto,

1 1
PR = ——
T{a® -x

que é o resultado anteriormente obtido através darazdo entre &reas do espaco de fases
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I11.9 Entropia Generalizada e Propriedades da Entropia

Uma outra expressdo para a entropia foi sugerida por Gibbs, isto é,

Ss[d=ka  [P(P)In(A(P)) di

Espag ode Fases

que nos permite obter a entropia duma distribuigdo O(P) dos sistemas do ensemble. Pode perguntar-se de
que forma esta entropia se relaciona com a definicdo de Boltzmann: S=Kg IN(Q(M)) onde M
representa como sabemos o estado macroscdpico do sistema. Se substituirmos P(P) pela distribuicio

microcanonica, P, (P) = T:EAE se E<H(P) <E +AE e zero para outros valores de P temos
para Sy
So[Puc] = ks < In(c ) [ di =k, IS (E)AE)
Y(E)AE > (E)AE

E<H(P)<E+AE

que corresponde a entropia de Boltzmann com Q(M) = > (E)AE igua a0 nimero de estados na
camada equienergética. As duas entropias coincidem quando o sistema se encontra descrito pela
distribui¢&o microcandnica.

Suponhamos que P(P,0), no instante inicial ndo era uma distribuicio microcanénica. O resultado

I f(P,t)du= I f (P) du | valido para qualquer f(P) sobre um dominio invariante mostra que Ss
D D

é independente do tempo e que portanto ndo se aproxima para tempos longos de S [ p MC] , aentropiade
equilibrio. Este facto € uma consequéncia da propria distribuicdo p(P,t) n&o ter como limite para tempos
longos P, como anteriormente foi referido. A aproximagdo ao equilibrio ndo ocorre para as
distribuigdes P(P,t) que dependem dos estados microscopicos do sistema e que, portanto, se dizem
corresponder a uma escala muito fina. Se estudarmos outras distribuigdes, definidas a partir de p(P, 1),

gue correspondam a um estudo do sistema com um detalhe inferior, isto € numa escala grossa podemos
provar que a entropia generalizada calculada para estas distribui¢fes cresce no tempo e aproxima-se dum

valor maximo no equilibrio que corresponde a SG [ p MC] (ver Reichl e Lage).

Podemos ver que a entropia de Boltzmann cresce quando o sistema se aproxima do equilibrio (ver
Lebowitz). Voltemos ao exemplo dum gas que se expande irreversivelmente quando se remove uma parede
gue o impede de aceder a totalidade do recipiente. Inicialmente o estado microscopico do sistema é

caracteristico do estado macroscopico  (E;,V.,N). A entropia inicia toma o valor
S =kg In(Q(E; ,V.,N)). Apés remogio da parede o sistema evolui e 0 seu estado microscopico
torna-se caracteristico do estado macroscopico (Ei WV, N). A remoc&o da parede faz com que o sistema

deixe de estar em equilibrio termodindmico. Quando se expande atinge um novo estado de equilibrio
correspondente a0 estado macroscépico de maior volume. A entropia fina vem dada por

S; =kg IN(Q(E, ,V,,N)) que é maior que a entropia inicia. A iguadade SG[pMC] =S é
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compativel com a interpretacdo da distribuicdo micro-candnica ser a distribuicdo de equilibrio no
“ensemble’.

Facilmente se pode verificar que como Q(M)=1e 0< p(P)<1 as duas entropias anteriormente

definidas sdo positivas ou nulas: S= 0. Uma outra propriedade da entropia designa-se por aditividade.
Quando temos dois sistemas que se podem encontrar independentemente um do outro num dado estado
microscopico 0 nimero total de estados microscdpicos acessiveis ao sistema formado pelo conjunto destes

dois sistemas é dado pelo produto: Q = Q€ , de que resulta que a entropia total é a soma das entropias
decadaumdossistemas: S= S, +S,.

Finalmente vamos considerar, para simplificar, aentropia generalizada escrita num espago de fases onde os
estados microscépicos acessiveis ap sistema correspondem a um conjunto discr eto de pontos:

SG[p]:_kB zpr In(pr)

Espac ode Fases
onde P, representaa probabilidade dum sistema do ensemble se encontrar no estado r. Podemos perguntar

qual a distribuigdo, de todas as distribuigdes possives, que torna o valor de S [ p] maximo. Trata-se dum

problema de maximizagdo duma fungdo sujeita a uma restricéo imposta pela condi¢do de normalizagéo da

distribuicdo de probabilidades: z P, =1. Uma maximizagdo desta natureza faz-se, em matemdtica,
r

recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange, isto € maximizando sem qual quer restrigéo:

SG[p]_a(l_zpr):_szpr ln(pr) _a(l_zpr)

U
A condicéo % %G[p] -a(l- z P, )H: O fornece osvalores, P, , de maximizagdo, pretendidos.

a—Kg

Isto &, Kg (In(pr) - 1) +a =0 eportanto In(p, ) = . Verificamos, ent&o, que a condicfo de

B
maximizagdo Sy [p] ¢adeque P, sgjauma constante independente do estado microscopico r. De todas

as distribuicBes possiveis aquela que maximiza a entropia é aquela onde a probabilidade de encontrar um
sistema num estado é independente desse estado e portanto é igual para todos os estados. Essa
probabilidade tem de estar normalizada e por conseguinte € igual ao inverso do nimero de estados
acessiveis ao sistema. Uma vez que sabemos que o sistema tem energia E, estados microscdpi cos nos quais
0 sistema ndo tem essa energia tém necessariamente uma probabilidade nula. Assim temos,

H s E zE
onde Q(E) representa o nimero de estados com energia E. Esta distribuigio é a micro-canénica.
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Problemas Capitulo |1

1. Considere um oscilador harmonico unidimensional.

a) Escreva o Hamiltoniano do sistema

b) Represente umatrajectéria de energia E no espaco de fases.

¢) Admitindo que todos os pontos duma camada equienergética tém igual peso estatistico calcule a
probabilidade do oscilador se encontrar numa dada posi¢éo x.

dx

R: P(x)dle
Tya*-x*

2. Considere um oscilador harménico unidimensional.

Calcule amédiatemporal de (X — X(t)) e mostre que esta média fornece um resultado para P(X) igual
ao obtido no problema anterior.

3. Considere um gés ideal formado por N particulas monoatémicas de massa m confinado a uma recipiente

de volume V. Sabendo gque o volume duma hiper-esfera num espago de d dimensdes € dado por

d/2 d
T

~(d/2)

calcule

a) O volume do espaco de fases de energiainferior aE.
b) A func&o de estruturado sistema, Y (E).
¢) O volume da camada equienergética

Nota M(d/2+D)=(d/2)!'el(N)=(n-)r(n-2) con(1/2)=+mel (D=1

4. Considere um sistema formado por N osciladores classicos indpendentes a trés dimensdes, cujo
2

N N
Hamiltoniano ¢ dado por: H = ; % +g IZ:l (Xi2 +y? +Ziz) . Calcule:
a) O volume do espaco de fases de energiainferior aE.

b) A func&o de estruturado sistema, Y (E).

c¢) O volume da camada equienergética

5. Considere um oscilador harménico quantico unidimensional . Calcule;

a) O nimero de estados com energiainferior aE.
b) A fungo de estrutura do sistema, Y (E).

¢) O nimero de estados numa camada equienergética
d) Repita para um oscilador harménico bidimensional.
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6. Considere N osciladores harménicos tridimensionai s quéanticos cuja energia dos estados estacionarios se

N
pode escrever: E = hwz (ni LN, +n, +3/ 2) . Tendo em atenc&o que o nimero total de estados
1=1

. . .. [E-3N/2hw ,
de energia E éigual ao nimero de possibilidades de distribuir - guanta de energia por
w

3N osciladores responda as seguintes questOes:

a) ldentifique o espago de estados do sistema

b) O nimero de estados de energiaE

c) O logaritmo do nimero de estados de energia E

d) Compare com o resultado obtido para a quantidade anterior quando os N osciladores sdo classicos.
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IV Sistemas de Energia, Volume e NUmero de Particulas constantes.

Nas seccOes anteriores considerdmos um sistema de particulas cléssicas. A dindmica Hamiltoneana do
sistema conserva a sua energia total. O volume ocupado pelo sistema e o nimero de particulas que o
congtituem foi implicitamente considerado constante. Este estudo torna plausivel que numa certa classe de
sistemas as médias temporais efectuadas sobre as trajectdrias sdo iguais a médias de fase em que cada ponto
sobre a superficie equienergética tem igual peso estatistico. Estas médias de fase podem ser vistas como
médias num “ensemble” descrito por uma distribuicdo de probabilidade particular, que designamos por
micro-candnica. Esta distribui¢do descreve uma situagdo de equilibrio termodinamico, isto é, o sistema
encontra-se num estado macroscépico independente do tempo e, ndo existem fluxos efectivos de particulas
e de energia no sistema. Para que a energia do sistema permanega constante € necessario exigir que o
sistema se encontre ter micamente isolado do exterior, isto é, ndo sdo permitidas quaisquer trocas de calor
com o exterior. A restricdo de que o volume sgja constante implica que o trabalho das for¢as de pressdo sgja
rigorosamente nulo. Existem, no entanto, outras formas do exterior produzir trabalho sobre o sistema
fazendo variar a energia do sistema. Temos portanto que exigir que o sistema seja mecanicamente isolado
do exterior, isto é, que o exterior ndo produza qualquer trabalho sobre o sistema. Ndo podemos também
permitir a troca de particulas com o exterior pois a energia do sistema ndo seria constante. Nestas
condicdes diz-se que 0 sistema se encontraisolado.

O seguinte postulado, designado por postulado fundamental da Fisica Estatistica é adoptado como
ponto de partida para aplicacfes da Fisica Estatistica a sistemas isolados:

Um sistema isolado em equilibrio termodinamico pode encontrar-se com igual probabilidade em cada
um dos estados microscopicos compativeis com 0 seu estado macr oscopico.

Podemos comecar 0 estudo da Fisica Estatistica de equilibrio partindo deste postulado e, portanto,
extraindo dele todas as suas consequéncias. A medicdo experimental das varias quantidades fisicas em
laboratério pode ser comparada com as previsdes efectuadas. Podemos, assim, efectuar testes de validade
do préprio postulado. Faz sentido, contudo, procurar uma justificacdo do postulado nas leis dindmicas mais
fundamentais como segfam a dindmica Hamiltoniana dum sistema classico ou a dindmica quéntica regulada
pela equacdo de Schroedinger. Esta linha de investigagc@o, como foi referido anteriormente, encontra-se, no
estado actual dos conhecimentos, ainda em curso.

Para calcular as propriedades macroscépicas dum sistema comegamos por calcular o nimero de estados
acessiveis a0 sistema, Q, e seguidamente a partir da definicio de Boltzmann da entropia, S=Kg INQ
encontramos a fungdo S(E,V, N) . Esta fungio contém toda a informagio sobre o estado macroscopico
termodinémico do sistema.

IV.1 Osciladores Harmoni cos Independentes (Parte 1)

Provamos que para um oscilador harmdnico linear classico a fungdo de estrutura do sistema se podia

2
escrever na forma, Y (E) =——. Podemos repetir o célculo para um oscilador harménico quantico. A
w

1
energia dos estados do sistema escreve-se En = (n + E)hw com N=0,1,2,... Assm, o espaco de

estados pode ser tomado como o eixo “n” onde cada estado € representado por um ponto. O nimero de
estados com energia E, Q(E), é1se E=E, ezero se E #£E . Este é um resultado trivial e exacto.

Podemos calcular o nimero de estados com energia inferior a E: estes estados correspondem a todos os

. N o . E-hwl?2 , A
valores de N que verifican a restricido 0<N <——— . O seu ndmero € entdo

how
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E-lwl?2
V(E) = h— + 1, onde a energia é necessariamente maior que 7 / 2. A funcio de estrutura
w

dv. 1
resultante vem dada por, z(E):EZh—. Verificamos que este resultado ndo é igual ao
w

anteriormente obtido para um oscilador classico - a expressao cléssica tem de ser dividida pela constante de
Planck h para que se obtenha a expressao quantica. Tudo se passa como se no espaco de fases classico

(x,p), nd fosse possivel especificar um estado microscopico a menos duma incerteza AXAp=h.

Estamos aqui perante uma manifestagdo do Principio de Incerteza de Heisenberg que € um “ingrediente”
completamente alheio a uma descri¢8o classica do sistema. Verificamos que para obter, em certos limites,
concordancia entre a formulagéo classica do problema e uma formulagdo quéntica € necessario impor a
restricéo ad-hoc ao tratamento classico de considerar como o “volume” do espaco de fases associado a um

estado o valor AXAp = h. Para um sistema onde existem 3N coordenadas espaciais e 3N momentos
conjugados, 0 volume associado a um estado no espaco de fases vem dado por,
AQ,Ap, -+ AQa AP, =h® . Estamos agui perante o que se pode chamar um tratamento semi-
cléssico, isto €, um tratamento essencial mente cléssico com alguns ingredientes quanticos, g. b..

aE

hw
expressio a energia é uma varidvel continua. E importante distinguir a formulagdo quéntica onde a
discretizacdo da energia permite saber quantos estado tém uma dada energia e a formulacdo de variavel
continua onde se pode perguntar quantos estados se encontram num certo intervalo de energias.

No exemplo anterior o niimero de estados no intervalo [E, E+ AE] , é dado por Q(E) = . Nesta

Q > (E)AE -Ne de Estados no intervalo [E, E+ AE]

N° de Estados de energiaE , Oou 1

AE fiw

A formulagdo continua introduz um intervalo AE arbitrario no problema que ndo existe numa formulagio
guantica. Em sistemas de muitas particulas este facto, como veremos, ndo introduz qualquer problema.
Todavia podemos dizer que em Fisica Estatistica classica o valor da entropia sO se encontra definido a
menos duma constante. Isto €, podemos determinar diferencas de entropia mas o valor da prépria
entropia ndo se encontra disponivel.

Consideremos agora um sistema formado por dois osciladores harmonicos lineares quénticos

pr+p; 1

LA o Rl P
2

> (Xl2 + X22) . A energia dos
m

independentes. O Hamiltoniano do sistema escreve-see H =

1 1
estados estacionarios quéanticos associado ao sistema escreve-se Enl’nz = %Il-'-EQw + %12 +§@ w.
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O espaco de estados quantico pode ser visto como o plano (nl, n, ) onde cada estado €é representado pelo
conjunto discreto de pontosemque N, e N, sdo inteiros.

n, ® o o o

e o o o

([ ) e o ©o

E-7w o ® o ©

ficw

@ *—0 0

«— n,

E-hAw
hw

Comecemos por calcular, o nimero de estados de energia inferior a E, V (E) , tomando a energia como

uma variavel continua. Esta quantidade é igual a area do tridngulo da figura dividida pela érea associada a
um estado, que é igual a unidade. Temos portanto,

dv E-hw
ou sgja, Z(E):E:W

O nimero de estados numa camada equienergéticavem entdio, Q(E) = Y (E)AE =———AE
hw

Podemos calcular exactamente o nimero de estados com uma certa energia, E. Para isso comegamos por
verificar que os diferentes valores possiveis da energia variam discretamente por valores de 7w que
E-hw
hw
guanta de energia no sistema. Os varios estados acessiveis a0 sistema com esta energia correspondem a
todos os valores que N; e N, podem tomar mantendo a sua soma igual a0 ndmero total de quanta de
energia no sistema. Se representarmos cada quantum de energia por uma bola, todas as bolas que se

encontrarem a esquerda de uma divisoria (trago vertical) encontram-se atribuidas ao oscilador 1 e todas as
gue se encontrarem a direita encontram-se atribuidas ao oscilador 2:

podemos designar por quantum de energia. Quando o sistema tem energia E, temos um total de
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N, Bolas n, Bolas n +n, =
® 06 06 & 0 0 0 00 0 o0 o0

A figura representa um estado do sistema. Se permutarmos bolas entre si ndo reproduzimos um novo estado
do sistema. Se permutamos uma bola com o traco vertical temos um novo estado do sistema. Como
podemos entdo contar quantas permutagdes deste tipo sdo possiveis? O nimero total de permutagdes de um
E-hw
certo nimero de objectos é dado pelo factorial desse nimero. Aqui temos N, +n, +1 :h— +1
w

E-hw
objectos e portanto 0 nimero total de trocas € %T + 1@ . Como alguns destes objectos sdo iguais
w

E - hw
temos que contar 0 nimero de permutacdes de objectosiguais entre Si: (nl +n, )! = QTQ .
w

Ent&o 0 nimero de estados possivel de energia E vem dado pela razéo:

E-7hw + 1@
E-nw
Q(E)=—_"¥ = +1
E - hw@ hw
hw
. E-rhw . . . . . .
vélida quando h— € um ndmero inteiro. Se este nimero n&o for inteiro o nimero de estados € nulo.
w

VVemos que o resultado é ligeiramente diferente do obtido num tratamento em que a energia é uma variavel
continua. Os dois resultados estdo de acordo para valores grandes da energia e ainda quando escolhemos
AE = hw, isto é, adiferenca de energia mais pequena entre dois estados.

Quando temos N osciladores harménicos quéanti cos tridimensionais 0 Hamiltoniano escreve-se,

3N
1
e as energias quanticas dos estados estacionarios sfo: E = z Q} + E@hw . O nimero total de quanta
=1

.  E-3Naw/ 2 | . .
no sistema é h— . Este nimero representa o nimero total de bolas a considerar. Como temos
w

3N osciladores o nimero total de tragos separadores vem dado por 3N — 1. Assim o nlimero de estados de
energia E acessiveis ao sistema pode escrever-se.
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@E—BNha)/2+3N _1@
hw
E hw

Q(E) =

IV.2 Gasldea Classico (Partel)

O Hamiltoniano do sistema escreve-se:

H = N pf,i + pj,i + pzz,i
- ; 2m

Para calcular o nimero de estados microscépicos acessiveis ao sistema quando este tem energia
E<H(P)<E +AE, Q(E,V,N), caculamos em primeiro lugar o nimero de estados de energia

inferior aE, V (E) :

V(E) = 1 du = 1 dr, dr, - - - dF,, dp,dp, - -- AP,

3N 3N
O0<H(P)<E O<H(P)<E

onde dr,=dxdy,dz e dp, =dp,; dp,, dp,;. Saliente-se ainclusio da divisZo por h® istoéa
divisdo pelo volume do espaco de fases associada a uma especificacdo dos estados compativel com o
principio de incerteza de Heisenberg: AX; Ap, Ay, Ap, ;- AX Ap, Ay AP, \ = h®' . O integral
sobre as varidveis espaciais pode ser imediatamente efectuado uma vez que a energia do sistema ndo

depende dos T; . Umavez que o integral dr, =V temos,

Volume do Recipiente

VN
V(E)=1av _ [dpidp, -dpy

0<§ p?<2mE
2

O integral sobre os momentos representa o volume duma esfera de raio R =+/2mE num espaco de 3N
d/2 5d

(d/2)!
se consdera X!'=T(x+1), tendo a fungdo Gamma, [(X) as seguintes propriedades:
FrxX)=x-Hr(x-1 er(1/2) = Jre IM(2) =1. Portanto podemos escrever,

onde

dimensBes. O volume duma esfera de raio R num espaco a d dimensdes é dado por, V, =

3N/2

v (2mE)
VB = (3N /2)!




d 3N VN 27m 3N/2
e aindapara ) (E) —d—EV(E) — ((3N /)2)'

3N/2-1 ~
E . Podemos agora obter uma expressio

paraaentropia,

S=k, In(Q) =k, In(3 (E)AE) =k, Ené‘é—EAE& InV(E)%

O termo In%AEQ pode ser desprezado face ao termo  INV (E) . A existéncia dum AE implica

algum grau de arbitrariedade no valor da entropia que é incontorndvel num tratamento cléssico. Todavia é

razodvel escolher, por exemplo AE JE / N , isto é a energia tipica duma so particula. Nesse caso 0
primeiro termo corresponde a um logaritmo duma constante enquanto o segundo € proporcional ao niimero
de particulas N. Para um nimero de particulas N, suficientemente grande o primeiro termo pode ser

desprezado. Neste limite a definigio S=Kg INnY (E) seria também uma boa definicio uma vez que
difere da anterior por termos desprezaveis quando se tomaN grande.

Aplicando aformulade Stirling In X!= XIn X — X podemos escrever para a entropia,

3 2nm 3N 3NO
S=k.NInV —| 242
é& 2 C ) 2 H

0 que pode ser simplificado para,

3, E 3 4nm
S=Nk.AnV +=In—+—=1In —
B@ 2 N 2 (3h2 2H

3
+ E por O ,. Como Gibbs conclui pela primeira vez,

existe um problema grave com a anterior expressao: Se o tamanho do sistema aumentar dum factor  , isto
ése, V- aV, E- aE e N - aN, esperamos que a entropia também venha multiplicada pelo
factor a, isto € S — OS. Acontece que a anterior expressio para a entropia ndo verifica esta
propriedade o que conduz ao chamado Par adoxo de Gibbs que discutiremos adiante.

3, .4
onde se pode designar a quantidade > In( 32

IV.3 Oscilador Harmonico Tridimensional (Parte I1)

Consideremos agora um tratamento classico para este sistema cujo Hamiltoniano é dado por,

N p 2. 1 N
H= 2; +§k (Xi2 +y? +Zf). Contrariamente a0 caso do gés ideal classico agui a energia
m =
depende das coordenadas espaciais. Esta dependéncia continua a ser duma forma quadrética semelhante a
dependéncia da energia cinética nos momentos. Para o calculo de V(E) o dominio de integracéo no espago
de fases é dado por 0< H < E . Podemos escrever esta condicio naforma 0< H* <2mE, com H *

dado por,

=3l
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e I,* =T,V mk . As varidveis T, representam o vector de componentes (X;,Y,,Z ). Neste espago de
dimens3o 6N, o dominio de integracio € uma esferade raio +2ME . Ou sgja:

1 1 du* 1 2mmE) >
V(E):hW [ du=—g pr_ (2rrmE)

e hSN 0<Hl2mE (mk)SNIZ ( mk h2)3N/2 (3N)|

*
onde se substitui dy = (C:(% . Podemos simplificar a anterior expressdo para,
m
" ?§3N %EQ:;N
3N
v(E) =™ A @)~ _Bhwd _Bho
Ckh*0  (3N)! (3N)! (3N)!

[k h
umavezque W=,— eh=—.
m 21

Podemos agora calcular a entropia cléassica do sistema:

E
Susen = kg INV(E) =3Nk5§nh—w —In(3N)+1@

Classica

onde se usa aformulade Stirling. Podemos também calcular a entropia quéntica:

Sowica = Ks IN(Q) =k, %N |n§E + 3Niw/ 2§+ E - 3NAhw/ 2 In@E + 3NFicw / 2%
3NAiw hw E - 3Naw/ 2

a partir do valor quantico, anteriormente calculado, deQ(E) . Recorre-se a formula de Stirling e tomarse
N>>1.

E 3N
Consideremos agora o limite em que h_ >>7, isto €, 0 numero de quanta distribuidos pelos
w

osciladores é muito maior que o nimero de osciladores. Por outras palavras, cada oscilador “contém”
muitos quanta de energia. A expressao quantica pode simplificar-se, neste limite, tendo em atencdo que:
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E+3Nhou/2D E

3NAiw 3NAw
E-3Nw/2  E
hw hw
1+ 3NAw
E+3Niw/2 =" 2E 0, 3|\|th2 e N
E-3Nhw/2 ,_ 3Nw E

2E
3NAw 3NA w
In@H @D
E E

1
onde se utilizaram as seguintes aproximagdes vdidas no limite Xx<<1: — [0+ X,
- X

(1+x)? O+ 2x, In(1+x) Ox.

Estas aproximagdes transformam a expressdo quantica na expressdo classica. Concluimos, portanto que o
tratamento classico € uma boa aproximacéo do tratamento quéntico (correcto) quando a energia do
sistema é muito grande.

Devemos aqui referir que o sistema de N osciladores quénticos tridimensionais € um modelo simplificado
do sistema formado pelos d&omos dum sdlido. Estes &omos sdo constituidos por um nucleo rodeado de
electrdes. Alguns destes electrdes sdo partilhados com os &omos vizinhos. Consegquentemente, existe uma
forca de interaccdo e uma energia potencial de interacc@o entre cada par destes &omos que apresenta um
minimo em funcdo da distancia entre si. A este minimo corresponde uma posi¢éo de equilibrio do &omo na
gual a resultante das forgas de interac¢do com 0s seus vizinhos é nula. Um deslocamento da posicéo de
equilibrio d& origem a um aumento da energia potencia que € em primeira aproximagdo uma funcéo
quadrédtica deste deslocamento. Os aomos oscilam em torno de posicBes de equilibrio. Cada aomo
comportase como um oscilador tridimensional. N&o podemos, claro esta, tratar rigorosamente, o
movimento de cada d&omo independentemente do dos seus vizinhos porgue o deslocamento dum &tomo faz
com gue os seus Vizinhos deixem de estar no ponto de equilibrio, isto €, sintam uma forga restauradora. Esta
interacg8o com vizinhos da origem atermosdo tipo X;X, +VY,Y, + 7,7, +..., designados por termos de

interaccd0 gque ndo se encontram presentes no Hamiltoniano de osciladores harménicos independentes.
Contudo se a energia de cada &omo é suficientemente elevada e portanto, este, “oscila’ fortemente o
movimento dos vizinhos ndo afecta substancialmente o comportamento desse &omo. Podemos, assim,
considerar, em boa aproximagdo, cada atomo independente dos seus vizinhos. Por outras palavras, o0
modelo dos osciladores independentes pode fornecer, em certos limites, uma boa aproximacdo para as
propriedades vibracionais dos &omos dum sdlido.
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IV.4 Relacdo com a Termodinamica

E conveniente distinguir dois tipos de interaccdes que o sistema pode ter com o0 meio exterior: uma
inter accdo térmica e umainter acgdo mecéanica.

Numa interaccdo térmica a energia do sistema varia duma quantidade €/Q, que supomos pequena,
permanecendo todos as outras variavei s macroscopicas constantes, como por exemplo, o volume. O niimero
de estados acessivel ao sistema varia em conformidade para Q(E + €Q,V) . Podemos verificar que em

consequéncia o logaritmo do nimero de estados varia:
dInQ(E,V) =InQ(E +6Q,V) - InQ(E,V) = E In E;l(EE,V) %dQ

Se fizermos a identificagdo

S=k, InQ e £ =FNSH
T OdE [
aanterior expressao transforma-se em,
dS:@
T

gue € um caso particular da 22 Lei da Termodindmica, isto &, fornece a variagdo de entropia associada a
uma troca de calor através dum processo reversivel. Os processos que agui estamos a considerar sdo
intrinsecamente reversiveis uma vez que temos uma pequena troca de calor na qual o sistema € afastado
muito pouco do equilibrio (processo infinitesimal quasi-estético).

Vejamos, agora, 0 que se passa huma interaccdo mecanica na qual o volume do sistema passa de V para
V+dV. Numa certa classe de sistemas, a energia dos estados microscopicos do sistema, E, (V) , pode
considerar-se dependente do volume do sistema. Contudo a variagdo de volume ndo faz variar de igua

dE dE

~dV =-P.dV, onde P = _d_\/r é uma “pressio
microscopica’, isto é a pressdo do sistema quando este se encontra hum certo estado microscopico. O valor
médio de dEr calculado numa qualquer colectividade (ou ensemble) fornece-nos a variagéo de energia

dE . Por exemplo, na colectividade micro-canénica temos:

modo a energia dos estados: dE, =

i dv
Q(E)

dE =<dE, >=-% =~(P)dv

onde

_ < P 1 G
Y N CRETCPY

T

€ a pressdo média na colectividade micro-canénica. No somat6rio sobre os estados “r” sd se consideram,
naturalmente, estados com energia E. A variacdo de energia dE é naturalmente igual ao simétrico do
trabalho produzido pelo sistema, —6W . Temos aqui uma forma de calcular microscopicamente a pressio
do sistema. Vamos, no entanto, estimar a variacdo do nimero de estados associada ao aumento de volume.
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A pressdo macroscopica termodindmica, P, é igua a pressdo média, <P> calculada numa qualquer
colectividade.
O nimero de estados acessivel ao sistema varia ndo sO porque a energia do sistema varia mas também

porgue o volume do sistema varia. Como a energia diminui e 0 volume aumenta estes dois efeitos subtraem-
se em lugar de se adicionarem. Podemos escrever,

_ pag Qg
Q(E-PdV,V +dV) =Q(E,V) +EE%( PdV) +EWBECN

desprezando termos de ordem superior. Podemos também escrever,

Q(E-PdV,V +dV) -Q(E,V) Q(E- PdV,V)- Q(E,V)]+[Q(E.V+dV)- Q(E,V)]

wan YQQ
O -Pdv) + av
FoE EL( ) Fov EE
ou ainda para a variag8o de entropia,

O
dS =k, [INQ(E-PdV,V +dV) -InQ(E,V)]| DkB%’ﬂH (—PdV)+BMH dv =
o [ ON G 0O
a
Ko FPOH pavy+ 2 av
Q qE [ ON G O
Assim avariacdo de entropia do sistema é proporcional & quantidade,

[Q(E - PdV,V) - Q(E,V)] H{Q(E.V +dV) -Q(E,V)

gue € a soma de duas variagles: A primeira é uma variagdo do nimero de estados devida a uma variagéo da
energia a volume constante e a segunda uma variagdo do nimero de estados devida a uma variagcdo do
volume a energia constante. Vamos ver que estas duas variacfes se cancelam mutuamente.

VVamos admitir neste tratamento aproximado, para simplificar, que todos os estados variam o seu valor em
energia duma quantidade P dV (Um tratamento mais rigoroso pode ser encontrado em Reif que tem em
conta o facto da energia dos estados ndo variar iguamente quando se varia o volume). O termo

Q(E - PdV,V) representa o nimero de estados no intervalo [E - PdV,E - Pdv +AE] e
naturalmente  Q(E,V), o nimero de estados no intervalo [E, E+ AE] . Temos para a diferenca
[Q(E - PdVv,V) —Q(E,V)] =N, —N,, onde N, representa o nimero de estados no intervalo
[E - Pdv, E] e N; o nimero de estados no intervalo [E +AE - PaV,E +AE]. Ver figura
seguinte.

Verifica-se também a igualdade [Q(E,V +dV) - Q(E,V)] =N, * =N, *, onde N, * representa
0 nimero de estados no intervalo [E +AE,E +AE + PdV] .€ N, * ontmero de estados no intervalo
[E, E+ PdV] . Os estados N; * s3o aqueles que tendo uma energia superior a E + AE passam a ter
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uma energia inferior a este valor quando o volume varia e a sua energiavariade PdV . Osestados N, *
s80 agueles que passam a ter uma energiainferior a E quando o volume varia.

Verifican-se as igualdades N, LJN; * e N, LON, * a menos de correcgdes de ordem superior na

variacdo do volume e portanto desprezaveis. Este raciocinio pode ser generalizado parater em conta que 0s
estados ndo variam a sua energia duma mesma gquantidade quando o volume varia.

Energia N, N, *
4 : : Pdv
H 1 i
¢ Padv Yy + U
AE AE
£ . ¢ Pav
| * pav v
N, N,
Variacdo de Energia Variagdo de Volume
Volume Constante Energia Constante
O —_——

Portanto, é plausivel que  Q(E — PdV,V) - Q(E,V) O-[Q(E,V +dV) - Q(E,V)] , isto § a
variacdo de entropia dS é nulaem primeira ordem em dV.

E
Fagamos no entanto um célculo andlitico. A quantidade P. =-— d\/r representa a pressdo do sistema

quando este se encontra no estado r. Podemos definir a quantidade Q , (E,V) que representa o nimero de
estados com pressio P, volume V e energia no intevalo [E, E+ AE] . Naturalmente verifica-se que

Q(E,\V) = Z Q. (E,V), onde a soma é efectuada sobre todos os val ores possiveis da pressio.
P

Dado que podemos escrever, Q(E,V) = O(E-E,(V)) AE verificamos que toda a dependencia

estados, r

no volume deriva da dependencia da energia dos estados, E, no volume. Consequentemente temos,

. ) aE
dv

QE\V +dV)= S 8(E-E,(V +dV)) AED Z S(E-E, (V) -

estados, r

ouainda, Q(E,V +dV) = Z(S(E+Pr dv -E,(V)) AE= ZQP(E+ Pdv,V)
estal

oS, I P
sendo Q, (E + PdV,V) o nimero de estados com pressio P, energia, E+PdV num sistema de volume
V. Entdo obtemos a igualdade,
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Q. (E,V)

Q(E,\V +dV) - Q(E,V) = Z [Q.(E+PdV,V)-Q,(E V)= Z PV
eainda,
Q(E,V +dV) - Q(E,V) = aiE Y Q,(EV)PAV = aiE (Q(E, V) (P))av .

Temos também,

_ _[o o(P)
Q(E,V +dV) - Q(E,V) = EBTEQ(E,V) E(P) dV +Q(EV)dV =

o 3P (P) | ,
quantidade 3E € da ordem de £ (ver Reif pg. 114) . Dado que ELON e <P> € uma

guantidade intensiva independente do tamanho do sistema esta quantidade comporta-se com o tamanho do
sistema de acordo com 1/ N (sendo N o nimero de particulas). Dado quesetem Q O E' com f ON,

: 0Q Q . _ . .
asquantidades — [0 f — e Q(E) tém essencialmente a mesma dependencia no tamanho do sistema.

E
Assim podemos escrever,

0 0
i) d - ) i) d =-- ) - d =
Q(E,V +dV) - Q(E,V) D@FEQ(E V) E(P) \Y @BEQ(E V) E((P) V)
=-JQ(E-(P)dv,v) - Q(E,V)]

Este era um resultado esperado com base na segunda lei da termodindmica: um processo reversivel em que
ndo hatroca de calor tem uma variagéo de entropia nula.

Se avariagdo de entropia é nula ent&o podemos estabel ecer aigualdade:

kg 0P Q[ Qg 0
ry %Ea (—-PdV) + %WEE dVE— 0

ou sgja,

- 50 B

gue permite obter a pressdo do sistema a partir do conhecimento da entropia. Nestas Ultimas igualdades, P,
designa a pressdo termodindmica do sistema que como dissemos é igual a pressdo média calculada numa
qualquer colectividade.

Ao provarmos “microscopicamente” que a entropia ndo varia estamos a fundamentar a propria
termodin@mica. A relacdo Termodinamica,

ds=E P v - Han+-.
T T T
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onde U representa o potencial quimico corresponde as relagoes:

H o
R

—Hl= H|ow —Hlr
SIE
Zl:ﬂ:l:l

IV.5 Gés Ideal Cléssico (Partell)

Podemos de imediato obter uma expressao para a temperatura dum géas ideal e outra para a pressao a partir

da expressio deduzida paraaentropia, S = NK, @I‘IV + g Inﬁ +0, E:

1 3Nk,
T 2E
P Nk,
TV

Estas expressdes sdo muito conhecidas tendo sido estabelecidas historicamente com base em resultados
experimentais.

IV.6 Gésldeal Cléssico e Paradoxo de Gibbs

. . 3,_E a . . T
Como dissemos, a expressio S= Nk dnV + Elnﬁ +0, B obtida para um gas ideal cléssico ndo

pode estar correcta. Consideremos um gés ideal contido num recipiente de volume V,, no qual uma parede
mével permite separar o recipiente em duas partes de volumes V; eV, (comV, =V, +V, ).

Parede M 6vel
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A parede movimenta-se perpendicularmente as forcas de pressdo exercidas sobre ela, pelo que neste
movimento ndo se produz qualquer trabalho sobre o sistema. Do ponto de vista do estado macroscépico
termodindmico do sistema o processo de colocagdo e remocdo da parede é um processo inteiramente
reversivel que portanto deve corresponder a uma variagdo nula da entropia. Suponhamos que inicialmente

tinhamos dum lado do recipiente N, particulas a ocupar o volume V; e do outro lado N, particulas a
ocupar um volume V, e ainda que a temperatura e a pressio dos dois subsistemas era idéntica, ou seia,
T,=T, =T e P, =P,. Temos uma expressdo para a entropia em termos de E, V e N. Podemos obter
uma expressdo emtermosde T,V eN, isto &

S= Nk, AnV + SInT + 31nFMKs f, 35
0 2 2 0 h* 0O 2

N N
A condicdo de que as pressdes sgjam iguais quando T, =T, , implica que —1 =V—. Calculemos a
1 2
entropiainicia S :

O 0
S = Nyky AV, + 10T + S1nPTMKe Hy 354 Nk, v, + SinT + 2 inFTMKe H, 35
0 2 2 0 h* 0O 2 0 2 2 0 h* 0O 2

Quando agora retiramos a divisoria a temperatura final do sistema é igual & temperatura inicial isto € T

assim como a pressdo final é igual a pressdo inicial de cada uma das partes. A condi¢do de igualdade das

. N 1 N 2 . . , N1 N2 N 1 + N2

densidades, — = —— implica também qu¢ — =—=—7"——
Vl V2 Vl V2 Vl +V2

entropia dum gésideal formado por N; + N, particulas que ocupam um volume V; +V, , isto é

. A entropia fina corresponde a

3 3 tmk 30
S, =(N; + N, kg @n(vl +V2)+§InT +§|n§%§+§%

A diferencade entropias AS= S, — S , vem dada por:

O] +V O] +V
AS=S, -S =Nkg mngu%+ N, kg mngu%
U Vi U \Z

gue é necessariamente diferente de zero. Este resultado foi obtido por Gibbs que naturalmente o considerou
inaceitavel tendo ficado conhecido como o paradoxo de Gibbs. A expressdo da entropia foi obtida
considerando implicitamente as particulas distinguiveis. Por exemplo, considerem-se 0s dois estados
microscopicos do gés representados na figura seguinte. Nestes dois estados a posi¢céo e velocidade das
particulas é a mesma mas efectuou-se uma troca da designacdo, 1, 2 ,3, ..., atribuida a cada particula. A
contagem de estados efectuada anteriormente conta estes dois estados microscpicos como diferentes. E
este facto que faz com que o resultado obtido para a variagcdo de entropia seja ndo nulo. As particulas de
cada um dos recipientes misturam-se quando se retira a divisoria. Quando as distinguimos 0 processo
termodin@mico correspondente ndo é reversivel uma vez que ao colocarmos de novo a divisdria ndo
podemos garantir que as mesmas particulas se encontrem na parte do recipiente em que estavam
inicialmente. Existe portanto um aumento de entropia associado a uma mistura das particulas. S6 contando
estados microscopicos que diferem por uma designacdo diferente para as particulas como um s6 estado
podemos obter uma variagdo nula da entropia. O nimero total de permutagdes de N objectos é N!: na
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contagem do nimero de estados temos que dividir por este nimero obtendo, deste modo, para o nimero de
estados de energiainferior aE, V(E):

N sz 3N/2
! : dr G, - lf, dp,p, 0Py, = — (2rmE)

V(E)=—— du = =
h**N O<Hr[p)<E RN e h*N! (3N /2)!

'\\‘ - 0\\‘ —,
A\ %

.
e

aque corresponde aentropia, S=K; InV(E):

S= Nk, @nl+
N

N w

InE+§In M&ED:NkBEnX+§InE+UD
N 2 0 2H N 2 N H

com0 =0, +1.

1 3Nk, P _ Nk

2E T T
para esta entropia, como anteriormente. Assim a expressao para a entropiaem funcéo de T, V e N vem dada
por,

essO

S=NkBgnl+§lnT+§ln AllLC H+5D
0o N 2 2 0O h* ZD

Podemos repetir agora o célculo da variacdo de entropia tendo em atencdo que:

V. ommk, 50 O
S = Nykg -2+ 30T + 3| s S o4 N,k Sn 2 43T+ B!;Hrr’
O N, 2 h? 20 N, 2

1 2

e,

S, :(N1+N2)k85nv— —InT —I h&SD
U

N, + N,

a que corresponde,
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+V, O V, [ V, [
AS=S, -§ = N +N kBSn L2 0 leB%n—lD— Nszgn—ZDZO
O N,+N,O 0O N[O 0O N,
N, N, N,+N,

onde se utilizou aigualdade — = —= =
vV, V, V,+V,

Calculemos agora, explicitamente, 0 aumento de entropia esperado quando os dois gases sdo constituidos
por aomos de diferentes elementos. A entropiainicial do sistema é a mesma que cal culamos anteriormente.

Todavia a entropia final é diferente: agora temos que considerar nasituagdo final ndo N; + N, particulas
que ocupam um volume V, +V,, mas sm N, particulas que ocupam um volume V; +V, e N,
particulas que ocupam um volume V; +V, o que da paraaentropiafinal:

S, = N,k 5 WtV —| T+—I EQ"LK@SD
0
+ Nk, dn 2 —IT+—I E!Lmk 55

0 2 DZD

A variag&o de entropia resultante da mistura vem dada por,

+V, O +V, O
AS=S; - S =Nk Y, o+ Nokg Sn\/l V2D
1 O O 2 U

que é igual a variagdo obtida a partir da expressdo incorrecta da entropia aplicada a gases constituidos por
gases do mesmo elemento.

IV.7 Gés Ideal Cléassico (Partelll)

Parafinalizar o tratamento do Géas ideal Classico nesta secg@o vamos calcular o potencial quimico U . Esta

guantidade é uma derivada da entropia em ordem ao nimero de particulas e, portanto, ndo pode ser obtida
correctamente da derivagdo da expressdo incorrecta da entropia ao contrério do calculo ja efectuado para a
pressdo e temperatura. Obtemos,

u:—T% :—kBT@nl+§lnE+aD+§kB:
NG, N 2 N H 2

:—kBT@nV +§InE+3In HT%:
2 [O3h
O O
=k, TOn Y +Inf ™M E 0
E N 3h= N E

Temos assim uma expressdo do potencial quimico em termos de E, V e N. Podemos imediatamente obter

« : o 3
uma expressio desta quantidade em termos de T,V e N substituindo E = E Nk T:
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Se definirmos a quantidade,

1 h
M ke T
/hszT m (2
m

podemos escrever a seguinte expressao para o potencial quimico,

N
u:kBTln%)ﬁQ

A quantidade A + designa-se por comprimento de onda de De Broglie térmico e tem um significado fisico
extremamente importante. Trata-se do comprimento de onda de De Broglie duma particula com vel ocidade

Ks

térmica | 27T . Sabemos que os efeitos quanticos sdo desprezaveis quando o comprimento de onda

de De Broglie € muito pequeno quando comparado com outras distancias relevantes no problema fisico que

3
consideramos. A quantidade Qﬁg representa o espacamento médio entre particulas do gas. Assim é

plausivel que os efeitos quanticos sgjam desprezaveis quando )\T << %Q% . Estas consideragdes
fornecem-nos um critério de validade do tratamento classico dum gés: densidades baixas para que
%an seja grande e temperaturas elevadas para que A + Sgja pequeno. Verificamos também que neste
regime cléssico, no qual a expressao anterior para o potencial quimico deve ser valida, o valor do potencial

qguimico é negativo e tem um valor absoluto grande.

Duas outras quantidades que nos interessa calcular sdo as capacidades calorificas a volume constante, C,
e apressdo constante, C, dum gésideal. Estas quantidades obtém-se de derivadas da entropia em ordem &
temperatura e medem a quantidade de calor €Q = TdS que o sistema troca com o exterior quando a sua
temperatura varia de dT , ou sgja, €Q = CdT sendo C uma capacidade calorifica. A primeira destas
quantidades obtem-se por derivagdo de S(T,V,N):

c, :T%%N :g Nk,

V
Paracalcular C, é conveniente obter a entropiaem funcéo de P,T e N. Umavez que N = kB — temos:
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Assim temos para C, :

Verificamos de imediato que C, > C, , como se pode demonstrar, com toda a generalidade, a partir da
Termodinamica.

IV.7 Osciladores Harménicos (Parte 111)

E 3N
Deduzimos que no limite h_ >> 7 as expressdes cléssicas e quanticas da entropia coincidiam. N&o foi
w

necessério incluir nenhuma divisdo por N! que dé conta duma indistinguibilidade entre particulas. De facto
quer o tratamento quantico quer o tratamento cléssico apresentados tratam os N osciladores harménicos
como distinguiveis entre si. Os osciladores vibram em torno de posi¢des de equilibrio distintas umas das
outras pelo que devem ser considerados distinguiveis mesmo do ponto de vista quantico. O mesmo ndo se
passa quando consideramos &omos numa fase gasosa onde é essencia ter em conta a indistinguibilidade
entre particulas.

Estamos agora em condi¢cBes de obter as propriedades termodindmicas dum sistema de N osciladores
quéanticos a partir da expressdo para a entropia quantica ja calculada:

S, —k, %NI @E+3thl2@+E—3th/2|n@E+3th/2%
antica 3NAw how E - 3Nhw/ 2

Por exemplo, podemos calcular arelacdo entre atemperatura e a energia para 0 caso quantico:

§E+3th/2§
% +3th/2 hw E - 3Naw/ 2
% E 3th/2

O
O
O
how %E+3Nha)/2 E - 3Nn wIZ%
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Esta expressfo pode ser simplificada para:
hw “@E +3Naw/ 2@
KT E - 3Naw/ 2

Agora, exponenciando ambos os membros e resolvendo em ordem a energia obtemos:

E
Se partissemos da expressdo classica para a entropia  Sy,gen =3Nk8§n(h—) —-In(N) +1§
w

1_% 3Nk,
T %,N E

Demonstramos agora que a expressdo quantica se aproxima da expressdo cléssica para temperaturas

teriamos:

devadas, isto é KT >>%hw. Neste limite temos, eXp(h—w) —1DM e portanto a expressio
kK, T kT
guantica fornece:
M kgTQO
E O3NAw B _OO3Nk,T
' hwd .

Finalmente cal culamos a capacidade calorificaa volume constante, C,, . Para o caso cléssico temos:

8,

Este resultado para a capacidade caorifica € uma boa aproximacdo para o valor de alta temperatura da
capacidade calorificadum sdlido e é conhecida por lei de Dulong-Petit.

Para o caso quantico obtemos,

1

G = 3Nk3(ﬁhw)2 (exp(Bhw) _1)2

1

onde B =——. Edta expressio para C,, também reproduz no limite de alta temperatura a expressio
B

classica. No limite oposto, baixa temperatura, KT <<7#w, temos:
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. Dhwd 0O hewD
limC, 03Nk, 1" [ expr-— 2~ 0
T-0 tk,TO 0 kgTO

O calor especifico quantico anula-se no zero absoluto da temperatura. Este € um resultado necessario uma
vez que se pode escrever, dS = % dT mantendo todas as restantes variéveis macroscopicas constantes.

Portanto:
C
S(T,V)=S(0,V) + [—LdT
(T,V)=3(0,V) !T

onde S(T,V) éaentropiaaumatemperatura T avolume V e S(0,V) a entropia no zero absoluto quando

0 sistema tem o mesmo volume V. Estas quantidades sdo finitas e calculaveis a partir do logaritmo do

nimero de estados microscopicos acessiveis ao sistema. Devido a divisio pela temperatura, no integral

T

J'% dT , sendo tivermos IingCV = 0 temos uma divergéncia, o que ndo é compativel, com a finitude
T-

0

de S(T,V) e S(0,V). E muito interessante verificar que a expressio cléssica, C = 3NkB nao se anula no

zero absoluto pelo que ndo pode ser vélida neste regime de temperaturas. A introducdo dos efeitos
guanticos resolve este problema adicional de consisténcia.

O modelo, das vibragdes atdmicas dum sdlido, de N osciladores quéanticos tridimensionais independentes €
também conhecido por modelo de Einstein. Este modelo, embora seja consistente a temperaturas baixas
com resultados gerais da Termodin@mica, ndo descreve correctamente as vibragdes dos solidos neste regime
de temperaturas sendo observados desvios experimentais as suas previsdes. As razfes deste falhango
devem-se a necessidade de se considerar 0 acoplamento entre 0 movimento dos &omos vizinhos no sélido,
isto &, a baixas temperaturas ndo € possivel considerar cada atomo como um oscilador independente.

Problemas Capitulo IV

7. Considere um sistema de N momentos magnéticos localizados, S tais que a sua projecgdo ao longo
duma certa direccdo do espago pode tomar apenas dois valores * [l (Estes momentos magnéticos
designam-se por spins do tipo Ising ). A energia do sistema quando se aplica um campo magnético externo

N
H pode escrever-se E = —H Z §:
1=1

a) Indentifique o espaco de estados do sistema.

N!

UNuH - E@ UONuH + E@
2uH 2uH

b) Mostre que o nimero de estados de energia E é dado por Q(E) =

8. Discuta o chamado paradoxo de Gibbs que ocorre para a entropia dum Gas ideal quando se aplica um
tratamento estritamente cléssico.
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9. Considere um gasideal cléssico de particulas monoatdmicas e obtenha:

4rrm O
a) A entropia: S(N,V, T) = Nk, an%§+§ In(E) + CD, com C=§|nB—2D+ >
NO 2 'N° H 2 0O3h?0 2

b) apartir daentropia, asequagdes PV = Nk, T e E = g Nk T

N
c) Obtenha o potencial quimico dum gés idea cléssico: u:kBTln(V)\s}), com

h2
A 1 =.|]m————=. Dado que }\T representa 0 comprimento de onda de De Broglie para uma
2rrmk, T

ke T

particula com velocidade V [ interprete o limite de validade dum tratamento cléssico.

d) Calcule as capacidades caorificas a volume e a pressdo constantes para um gas ideal. Mostre que
C. 5

c, 3

€) Mostre que numa transformag&o adiabética (entropia constante) temos PV ¥3 = Cte,

10.

a) Considere um gés ideal isolado termicamente no qual se aumenta reversivelmente o volume de V para 2

V. Obtenha a temperatura final em termos da temperaturainicial e avariagdo de entropia

b) Considere 0 mesmo sistema onde a expansdo de volume de V para 2V se deu de uma forma irreversivel
sem producdo de trabalho. Calcule atemperaturafinal e a variacéo de entropia.

11.
a) Cacule a entropia para um sistema de N osciladores tridimensionais cléssicos (problema 4) e para um

sistema de N osciladores tridimensionais quéanticos (problema 6). Utilize a aproximagéo de Stirling para o
factoria : IN(x!') = xIN(X) — X . O resultado a que deve chegar &

St =3NkB§n(%) ~In(3N) +1§

S, —k %Nln@E+3th/2§+ E—3th/2|n@E+3th/2%
ventico 78 3NAw how E - 3Nhw/ 2

E
b) Mostre que quando h_ >>1 aexpressio quantica se aproxima da expressio cléassica
w

¢) Obtenha uma expressdo para a temperatura para o caso cl&ssico e o caso quantico.
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d) Calcule a Capacidade calorifica a volume constante para o0s casos cléssico e quantico mostrando que a
altas temperaturas 0s seus val ores se aproximam.

12. Para um sistema de N momentos magnéticos que podem tomar os valores § = LI 2 aenergia dum

deles num campo magnético H=H2 segundo a direccéo do eixo dos zz é dada por £, = —§ H (ver
problema 7)

a) Quais os limites de variag8o da energia?

b) Utilizando a formula de Stirling obtenha a seguinte expressao para a entropia do sistema.

S= -k, ENIJH -E InDNuH - ED+ NuH + E InDNuH +E
0 2uH 2NuH 2uH 2NuH

¢) Mostre que arelagcdo entre temperatura e energia no sistema é dada por:

1 _ 1 ONuH-EQ
ke T 2uH BN/JH+E

d) Faca um gréfico qualitativo da temperatura em termos da energia mostrando que este sistema admite
temperaturas negativas.

OuH
€) Mostre que a relagio obtida em c) pode ser invertidapara E = —NuH tanhE{ku—T
B

I [

N UuH U
f) Definindo M = como a magnetizacdo total do sistemamostreque M = Ny tanh 0)
2,9 10
0) Mostre que a entropia tem um méximo em E=0 a partir do qual se pode fazer uma expansdo da entropia
obtendo uma aproximac&o Gaussiana para 0 nimero de estados de energia E,

E? U
2N(;1H)2§

h) Discuta o comportamento da Entropia em funcéo da temperatura para diferentes valores do campo
magnético aplicado. Faga um gréfico qualitativo.

0
Q(E) =Q(0) expg

13. Mostre que aumentando o campo magnético do valor H, até ao valor H, atemperatura constante, T,

no sistema magnético do problema (12) diminuimos a entropia. Se diminuimos seguidamente o campo
magnético a entropia constante (processo adiabatico) mostre que a temperatura diminui para o valor

T, = H—f T. . Este procedimento € conhecido por arrefecimento adiabético.

14. A partir da segunda lei da termodindmica mostre que quando dois sistemas a temperaturas diferentes

T e T' trocam calor o sistema a maior temperatura perde energia para o sistema a menor temperatura.
Considere também 0 caso em gque uma destas temperaturas é negativa.
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V Sistemasa Temperatura, Volume e Nimero de Particulas constantes

Vamos agora considerar sistemas que podem trocar energia com outros sistemas, isto é, sistemas em
contacto térmico.

V.1 Dois sistemas em contacto térmico

Consideremos dois sistemas A e Al tais que a energiade A se designapor E e aenergiade Al por

E. Suponhamos que estes dois sistemas se encontravam de inicio isolados termicamente e que as suas
energias eram E; e E(l) respectivamente. Os dois sistemas passam a poder trocar calor entre si. De inicio,
o0 sistema total formado por A e Al ndo se encontraem equilibrio. Observamos um fluxo de energia dum
sistema para outro até que se atinge o equilibrio térmico. A conservagdo de energia obriga a que a energia
do sistema tota E = E, + E(l) =E +E! sga sempre uma constante. Porque motivo de inicio o
sistema total ndo se encontra em equilibrio térmico? O nimero de estados acessivel ao sistematotal quando
A temenergiaE, QY (E™)  E), vem dado pelo produto:

Q(tot) (E(tot) ’ E) — Q(E) QI(E(tot) _ E)

onde Q(E) representa o nimero de estados do sistema A com energiaE e, Q'(E!) o nimero de estados
de Al com energia E' = E') —E . No equilibrio a entropia do sistema toma o maximo valor
possivel. O valor da energia de A pode variar livremente quando se permitem trocas de calor. O valor
inicial E,, ndo €, em geral o valor que torna Qv (E (tot) E) maximo. Verificamos que esta quantidade
tem de facto um méximo como fung&o de E, uma vez que é o produto de duas funges uma que cresce com
E e outra que decresce com E. A condi¢io de méximo para | n[Q (o) (g0 E)] é dada por:

i (tot) (tot) _i i | (tot) _ _i_ 1 -
oEln[Q (E ,E)]—dEIn[Q(E)]+dEIn[Q(E E)]_kBT = =0

onde T eT representam as temperaturas de equilibrio de A e Al a equacdo anterior mostra que quando
se atinge o equilibrio as duas temperaturas devem ser iguais.
Uma outra forma de verificar que o sistema total ndo se encontra inicialmente em equilibrio consiste em
congtatar que este sistema ndo se encontra com igual probabilidade em qualquer um dos estados que Ihe sdo
acessiveis,
Q(tot) (E(tot) ) - Z Q(tot) (E (tot) E)
E
De facto, no instante inicial, o sistema encontra-se seguramente num dos estados QY (E'", E,) que
s80 em numero inferior atodos os estados que passam a ser acessiveis a partir do momento em que as trocas
de calor passam a ser permitidas, isto 6, Q" (E(™) .
Antes Depois

A’ A +—t Ay
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Estamos agora em condigdes de calcular a probabilidade do sistema A ter energia E, p(E) , quando o
sistema total se encontra em equilibrio. Uma vez que o sistema total se encontra com igual probabilidade
em cada um dos estados, Q™ (E") e que o niimero de estados em que A tem energia E ¢ dado por

QU (E™) E) esta probabilidade é obtida da razio entre o nimero de casos “favoraveis’ e o nimero
total de “casos’:

p(E) _ Q(tot) (E('[Ot) , E) B Q(E) Q|(E(10t) _ E)
Q(tot) (E(tot)) Q(tot) (E(tot))

A funcio QU (E™ E) tem um méaximo muito pronunciado, E , como funcio de E pelo que é
conveniente efectuar uma expansdo em torno desse maximo.

Q(tot) (E(tot) 1 E)
Q(tot) (E(tot))

/K(” LTy

E Energia

—>

<(AE)2) >

Como Q! (E (tot) E) varia muito rapidamente proximo do méximo obtem-se uma melhor aproximagio

expandindo a quantidade In[Q("’t) (Et E)] gue também apresenta um maximo:

EEE g,

JE E&E

(E-E)%+--

In[Q(tot)(E(tot)1E)] Dln[Q(tot)(E(tot)1E)]+ Eﬁ In[Q(t

. E FP 2|n[Q(tot) (E(tot) ’ E)] %

2 H JE? EEE

Pela condic&o de extremo a primeira derivada anula-se. Como vimos anteriormente esta condic¢éo traduz, do
ponto de vista fisico, que as temperaturas dos dois sistemas sdo iguais no equilibrio. Calculemos em detalhe
a segunda derivada:
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preE Bl _gopg1 1
5

=[1— - =
OE? EEE [ﬁE%BT ke 'L
JoT oT [
10 dE  JdE' dE' 1 01 10
==+ == O—+—0O
ko O T2 (ﬂf&ED k,T°0C, C O
0 0
; -

A Ultima igualdade resulta de se tomar E = E o que faz com que T = T'(ou seja, temos T =T

quando E = E e, portanto, ossistemas A e A! se encontram em eqilibrio).
Assim aexpressio para P(E) vem dada por,

In(p(E)) Oin(p(E)}-

2k, T? qu|
G +G
ou sgja,

i SUE

- E-E
A(E) Dp(E) exp5 ( )| 0
0 2k, T? Cvcvl O
G +G 0

Quando se considera uma aproximagdo em que a energia toma valores continuos, P(E) é uma densidade
de probabilidade. Neste caso, a probabilidade da energia de A pertencer ao intervalo [E, E+ dE] ¢ dada

dE
por, P(E)dE . Esta quantidade pode ser obtida do caso discreto multiplicando por S5E’ onde 0 E

representa 0 espacamento tipico dos estados do sistema. Temos necessariamente dE >> & E embora
dE sgja uma quantidade peguena no sentido em que P(E)ndo varia significativamente no intervalo

_ dE ) . .
[E, E+ dE] . Note-se que a quantidade E representa o nimero de valores de energia em que o0 nimero

de estados toma uma valor ndo nulo no intervalo dE . Ou sgja, podemos escrever,

U
U

H
~\ 2 |:|

E-E dE

P(E)dE DCexpE— ( C\?C\', BéE
O 2kgT? m

G +C O
A constante que multiplica a exponencial, E € determinada pela condicdo de normalizagdo da densidade

de probabilidade.
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Esta distribuicdo de probabilidade tem a forma duma distribuicio de Gauss de média , E , e variancia
<(AE)”* >=<(E-<E 3 >=<E? >-<E 3 dadapor,

<(DE)® >=k T2 YV St
G +G

A raiz quadrada da variancia duma distribui¢do é uma medida da largura dessa distribui¢do ou sejamede o
intervalo de valores onde é significativo encontrar a varidvel aleatdria correspondente. Se na expressdo

anterior considerarmos um sistema Al muito maior que o sitema A e portanto 1<< N << N! temos

também C), O N>> C,0 N . Assm podemos escrever, < (AE)2 >0k, T*C, . Como a energia
mais provavel do sistema A é proporcional ao nimero de particulas N temos,

2
V<@E) 1 g
E VN N-e

As flutuagdes rel ativas na energia do sistema anulam-se quando o tamanho do sistema é grande.

V.2 Colectividade Canbnica

A colectividade canénica é formada por sistemas idénticos em contacto com um reservatério de energia,
isto é um sistema Al muito grande com o qual o sistema A pode trocar energia. Pretendemos saber qual a
probabilidade de encontrarmos um sistema da colectividade num certo estado r de energia E,. A
possibilidade de trocar energia com o reservatério faz com que a temperatura dos sistemas se encontre
especificada e sgja no equilibrio igual & temperatura do reservatério. Designamos por E (o) 4 energia do
sistema e do reservatério. Quando o sistema A tem energia E, o reservatério tem energia

El=EM™ - E, . A probabilidade de encontrarmos o sistema A no estado r é dada pela razéo entre o

nimero de estados acessivels a0 sistema total quando A se encontra no estado r e o nimero total de estados
acessivels ao sistematotal.

+00

" A distribuicdo de Gauss normalizada ( J’p(x)dX =1) é dada por:

2
X <X>

O oF

p(x)dx = dx (isto é a probabilidade de X se encontrar no intervalo
2m< (Ax)

+o00

[X,X+dX]) onde o valor médio de x & < X>= IXP(X)dX e a variancia (medida da largura da
+00

distribuigao) & dadapor, < (Ax)’ >:I(x— <x 3° p(x)dx.

—00
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1x QE™ -E,)
Q(tOt) (E(IOI))

P, (E/) =

Podemos verificar que a anterior expresséo para 0, se encontra normalizada, isto &

1
| (tot) _ — | (tot) _
pr - (Iot)(E(tot)) ZQ (E E) WZQ(E)Q (E*™ -E) &

onde se substituiu uma soma sobre estados, r, por uma soma sobre energias, E.

Estamos a considerar a situagdo onde E, << E(wt), pelo que podemos efectuar uma expansdo de

I n(p, ( E, )) paravaloresde E, pequenos ( aexpansio do logaritmo tem uma melhor convergéncia que a
expansdo da propria fungdo). Assim temos,

in(p, (E,)) Din(p, (O)+ gﬁm €, +-

o e

| _In(p, (E,))D
Consideremos agoraaderivada, 3—————[
OE, DE,:O
winp, )y _Pme(E™-E)F | BreE)E | 1 | 1
0 0 0O, H JE, BE:O H oFE BEl keT' kgT

onde se considerou aigualdade T = T! gue se sabe verificar-se no equilibrio. Podemos escrever entdo:

p. (E,) = p, (0)exp(-BE,)

1
onde se usaanotagdo 3 = k_ . A quantidade P, (0) representa a probabilidade dum estado de energia
B

nula e encontra-se especificada pela condic¢&o de normalizagéo, Z p, = 1 ou sgja,
r

p.(£)=2PLE) 7= 5 epi-pE)

A quantidade Z designa-se por funcdo de particdo e, como veremos, é uma quantidade extremamente
importante. A distribuicdo de probabilidade que aqui obtivemos designa-se por distribui¢édo candnica.
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V.3 Relagdo com a Termodinamica

O valor da energia média do sistema €, natural mente, dado por:

EBZE
W7
Z4 Z Hap DVN

A func&o de partigio é uma funcio da temperatura (e portanto de [3) , volume, V, e nimero de particulas,
N. A dependéncia em 3 encontra-se totalmente explicitada na expressio para Z, enquanto a dependéncia
em N eV resultadadependénciade E, e do conjunto de estados acessiveis a0 sistema nestas quantidades.

Calculemos as “fluctuacBes’ na energia que sdo medidas pelavariancia < (AE) ?

Opzo O
Theh, o
<(AE)* >=<E? >-<E ¥ :%Z E/ exp( BE,) ‘D%D
A 0 i
w2zo Owzo O
-0 Oog O
_ WL, OYBL, O
Z 5z g

A expressdo anterior pode ainda simplificar-se para:

Uo D1 zO 9 2nz0 [P < E >0
<(aE)* >=_ = =0——0 =-0——10
YpEzmn, H 0p7h, Tap 0,
. . : _ [P <E >0
Atendendo & definigdo de capacidade térmica (ou calorifica) a volume constante: C, = %TH/
podemos escrever:
Ek9<E>D W<E>0 [PTO
<(8E)’ >=-G——-0 =-O 0 0=k, T°C,

0op 0, 04T O, ,0B0

Esta expressdo para a variancia da energia ja tinha sido obtida anteriormente para 0 caso dum sistema em
contacto térmico com um sistema muito maior.

E
O célculo da pressio média do sistema socorre-se da expressio: < P >=< — dVr >
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<P>_<_dE 1 10Inz[]
zZ “Bhov 0,

Estamos agora em condi¢des de calcular o diferencia do logaritmo da funcéo de particdo, na auséncia de
variagdo no ndmero de particulas:

dInZ(B,V,N)—%m—E d,8+%i£% dv =
pL, Hovi,

=-<E>dB+B<P>dV =d(B <E J +8d <€ > P =V
Podemos escrever portanto,
d(inz+<E>B)=p(d <E >+ <P >dV) =dQ =BT dS

onde a ultima igualdade resulta duma comparacdo com a primeira e segunda leis da Termodinémica.
Verifica-se, portanto, gque aentropia se pode escrever como:

S=ky(InZ+B <E >)

Dado que a energia livre de Helmholtz se define como: F = E — TS aigualdade anterior mostra que se
tem:

F=-k,TInZ

o logaritmo da funcéo de particéo esta directamente relacionado com a energia livre de Helmholtz.
Sabe-se da Termodindmica que o diferencia desta quantidade vem dado por dF = —SdT - pdV +udN e

que portanto, —SZ%% ; —PZ%@' ; u:%g . Se derivarmos a expressio
1N ,N V‘T

anterior para F(T,V,N) emordemaT temos.

%% :—kBInZ—i¥InZ% :—kBInZ—E%%InZ% =
IT O w BT R BHOT HPB  H .

=k, (In(2) + B<E>)=-5

1PInz0
A expressio < P >= %Q’ EEI—ET corresponde directamente aquela que tinhamos
,N

obtido anteriormente. Encontramos também uma expressao para o potencial quimico do sistema:

u=fin = -2R% inzp
W NQ, ; BN N
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Veamos agora qual a relagdo entre as duas expressdes para a entropia S= kBan e
S= kB(InZ +B<E >) . Podemos escrever para INZ :

InZ = InﬁZexp( -B E, )H InﬁZQ(E) exp(- BE)HDIn[Q(E)expGBE)éE[

~ ~ O
=InQ(E)-B E +In[—
(E)-BE+InC=—D

Em primeiro lugar transformamos um somatorio sobre estados num somatério sobre energias multiplicando
apropriadamente pelo nimero de estados com uma dada energia. Em segundo lugar verificamos que a
funcéio a somar Q(E) exp(—= E) é um produto duma fungéo crescente por uma funcéo decrescente da
energia e, portanto, apresenta um mMaximo muito pronunciado para um sistema macroscopico
quando E = Ig . Este facto significa que a fun¢do a somar s6 tem um valor significativo num intervalo
AE em redor do méximo pelo que sendo O E o espacamento entre os valores discretos de energia

admitidos pelo sistema, o numero de valores onde Q(E) exp(—B E) ¢é diferente de zero ( e
~ ~ AE
aproximadamente igual a Q(E) exp(—=f E)) é dado por 3E Deste modo pode-se aproximar o

somatério daformaindicada. Resultatambém que se deve ter:

ZQ(E)Eexp( BE) Q(E)Eexp( ﬁE)TE i
<ET UE

ZQ(E)GXP( ﬁE) Q(E)exp(- BE)E

UAE L
Dado que IH%TE% é desprezavel ( sendo este termo da ordem de INN e os restantes termos da ordem
de N) podemos escrever
S=ky(InZ+B <E >) Oky I Q< E>)

que corresponde a expressio esperada para a entropia dum sistema de energia constante eigual a < E >.
Em sistemas macroscopicos os valores das varidveis termodindmicas ndo dependem das condicfes que lhe
s80 impostas no que diz respeito a trocas de energia, volume ou particulas uma vez que os “desvios’
relativos nestas quantidades se anulam com o aumento do tamanho do sistema.

Pode ainda demonstrar-se que S= kB (l nZ+B<E >) se pode escrever na forma

S=-k; Z p, Inp, comadistrinbuicio PO, dada pela distribuicdo canonica.
r
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V.4 Aplicacdo a Gases ldeais Cléassicos

Consideremos, de novo, 0 gas idea monoatémico classico. Como vimos a aplicacdo do formalismo
desenvolvido nas secgdes anteriores traduz-se no célculo da funcéo de particdo Z. Para o sistema que agora
consideramos a fungdo de particdo escreve-se:

1

=N J’du exp(-B H)

Espag ode Fases

onde adivisdo por N! e h®" tem as mesmas motivac6es anteriormente discutidas. Substituindo a expresséo

P’

parao Hamiltoniano: H = z 2— e efectuando algumas simplificacfes podemos escrever:
isTh £M

Py -4
Z= h3N J'dr -dry, Idp1 -dp,, exp(— B__ZN =N
com,
S PSS &
Z N
A quantidade Z, designa-se por func&o de particdo duma particula. A possibilidade de escrever Z = ﬁ

resulta da factorizac8o dos vérios integrais maltiplos no produto de N integrais multiplos iguais, cada um
respeitante a uma particula e € uma consequéncia da auséncia de interaccdo entre particulas no sistema. No

cdlculode Z, ointegral sobre as posi¢des é igual ao volume do sistema: J'df =V eointegral sobre os
momentos € o produto de 3 integrais de Gaussiguais:
2

- u
J’dpexp( Bgm) = [P, e~ 8% e ﬁpy>exp( P =] -EJexp( -B—)de

+00 2

O valor do integra de Gauss, J’dxexp(— 2) =/21T 0 ¢é conhecido. Os integrais que agora

m
pretendemos calcular so o caso particular 0 = /— e portanto a expressdo final para Z vem dada por:

Ny L27Tm 0
L
OBh* O

N!
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Podemos agora calcular a energia média,

WInzD _3N _3
<E>=—-4F+—[] =——=— Nk, T
dog g, 2B 2 °

Podemos verificar que cada integral de Gauss sobre os momentos (em ndmero de 3N) contribui para a

ks T
energia média duma quantidade % . Esta contribuic¢&o ndo depende da massa da particula.

1WPInzQd N
O cdlculo da pressdo média a partir de < P >=—[3——[] = —— é também imediato. Podemos

poov O, BV

ainda, verificar que a expressdo:

PrmO 0
S=ky(INZ+B <E ) =k Do NI He Ninv - NInN +N +83N]
@ Oph° O 280

para a entropia se pode escrever naforma,

S=Nk @n—+—lnT+3l ank SD
2 20

que jatinhamos deduzido a partir de S =K InQ.

=2

Nota: Ao escrevermos o Hamiltoniano dum dos &omos que constitui o gasnaforma H; = P Ec vans

apenas consideramos a energia cinética de transacdo, E e ndo incluimos a energia interna do atomo,

C,trans ’
E,: - Este termo de energia é independente do termo de energia cinética A especificagdo dum estado

microscopico do sistema deve ser feita especificando simultaneamente o estado “interno” e o estado de
“translagdo” . Poderiamos escrever para Z, :

Z,= Z Zexp( ~BEqin)eXp(-BE,c) = Zexp( BE,c) Zexp( “BE iw) =

(transl acao) (I nter nos) (transl acao) (1 nter nos)

=ZyaneZ

(trans) “=(int)

A independéncia entre os estados de energia “interna’ e externa’ permite-nos colocar a fungdo de particdo
na forma dum produto das duas funcdes de particdo. Quais sdo entdo os estados de energia interna? Estes
estados sd0 estados do sistema de electrdes e nlicleo que constituem o &omo. A diferenca de energiatipica
entre o0 estado fundamental e o primeiro estado excitado dum atomo é comparével com a prépria energia de

E.
ionizac&o do d&tomo. Temos que nos restringir a temperaturas tais que — - << 1. Os estados electronicos
B

tém energias discretas dadas por: Ej 4o =0 <E, 4 <E, 4o <. O estado fundamental electronico
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pode tomar-se EO’e|ec =0 quando se medem todas as energias relativamente a energia do estado
fundamental. A funcdo de particdo el ectrénica pode escrever-se:

Ziaey = » XP(=BE,) =0, +0,, &Xp( B E, 4¢,) *... [Ig, + Termos desprezaveis
|

onde g, representa a degenerescéncia do estado fundamental e se considera S E, .. <<1.Paraaémda

especificacdo do estado do sistema electronico do atomo temos que especificar o estado do nucleo ou sgja

temos Z ) = Z exp(—B E, ...) 19, A diferenca de energia entre estados nucleares ¢ tao grande
(nucleo)

gue as temperaturas em que estamos interessados apenas 0 estado fundamental nuclear contribui para a
funco de partico. Assim podemos escrever, Ziy = Zige) Ziuey H9e 9,= 0 -

A funcéo de particdo do sistema de N atomos escreve-se:

VNEFﬂEaN/ng
7= ZlN _Z(’;lrans)z(ﬁ\t) _ DB h? [l
CNCTOONE N

O factor adiciona ¢ N gue agui temos contribui para o potencial quimico e para a entropia, mas ndo
introduz qualquer ateracdo noutras propriedades como a energia média, a pressdo e ainda as capacidades
calorificas. Por exemplo para atomos de He ndo temos uma degenerescéncia electronica e portanto
0. = 1, mastemos uma degenerescéncia resultante do spin nuclear S=1queda g = 2S+1=3.

Na anterior expressdo para Z considerou-se um tratamento classico para os graus de liberdade de translagdo
e um tratamento quantico, embora trivial, para os graus de liberdade internos. Este tipo de tratamento
encontra-se justificado para temperaturas ndo muito baixas e densidades ndo muito altas para que o
tratamento cléssico da translacdo seja valido e também para temperaturas ndo muito altas tais que a energia
térmica K T sgjainferior a diferenca de energia entre estados quanticos electronicos “internos’.

V.4.1 Teoremade equiparticdo da energia

Facilmente se verifica que num sistema cléssico cada variavel, Q,, 0,, ... Qque contribui para o
Hamiltoniano duma forma quadrética, H =a qf +y q§ +--, contribui para a energia média duma
quantidade B independente do valor das constantes multiplicativas O, Yy, etc. Por exemplo a

contribui¢do para a energia média associada ao termo O ql2 vem dada por,

+o00

[ulor ?)exp(—pry [0 (o 0F)expt=p D)
>: =
' Jdu exp(=BH)

<E

[ da, exp(-B aq;)

kg T
2

g o O
= ——In[dq, exp(-B a q;) =
dﬁ D[o 1 1 |:|
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Este resultado é conhecido por Teorema de Equiparticdo da Energia. Claramente uma contribui¢do do
=2

tipo 2—X' € uma contribuicdo deste tipo. No problema do gas ideal classico que estamos a tratar temos 3N
m

3NK, T

contribuicBes deste tipo pelo que a energia média é igual a < E >= , hdo havendo quaisquer

contribuicdes das varidveis de posicdo. Este teorema permite, também, escrever de imediato para um
sistema de N osciladores harménicos cléssicos tridimensionais < E >= 3Nk, T uma vez que existem 3N
contribui¢bes quadréticas nas variaveis de posicdo e 3N contribuigdes quadrdticas nas varidveis de
momento.

V.4.2 Gases ideais de mol écul as diatémicas.

Quando discutimos moléculas diatbmicas podemos continuar a fazer uma separag@o da energia em varios

temos E=E, . +E,. tE,,tE TE,. , umaenergiade translagdo do centro de massa E

J[trans nuc ' trans ’

uma energia molecular electronica, E uma energia de vibragdo, E,; , umaenergiaderotagdo, E,, e
ainda uma energianuclear, E_ .. Como anteriormente vamos considerar temperaturas ndo muito altas tais
gue todas as moléculas se encontram no estado fundamental electrénico (e nuclear). Podemos entdo
escrever § =0, 0, = 0. (2S5, +1)(2S, +1), onde S, designa o “spin” nuclear do &omo 1 e S, o
“gpin” nuclear do &omo 2, isto &, o spin dos dois atomos que fazem parte da molécula.

elec

O Hamiltoniano duma molécula diatémica pode entdo reduzir-se a,

=2 =2
e (A
2m  2m,
onde I; e I, representam as posi¢des das duas particulas que compde a molécula e P, e P, os

respectivos momentos conjugados. Os dois primeiros termos representam a energia cinética de translag@o
dos dois atomos da molécula e o terceiro uma energia potencial de interacgo entre os dois &omos que é
cal culada assumindo que a molécula se encontra no estado fundamental electrénico. A energia potencial de
interaccdo entre os &omos depende naturalmente do estado electrénico molecular em que se encontra a
molécula. Vamos ver que o anterior Hamiltoniano contém um termo de energia cinética de transagéo do
centro de massa, um termo de energia de vibrag@o e um termo de energia de rotag&o.

Existe um outro conjunto de varidveis mais adequado para estudar este sistema que consiste na

N - - _mn+mh o rela
especificagdo da posicéo do centro de massa, Iy, = ———— e no vector de posi¢éo relativa das
m +m
duas particulas, I =T, —T,. Podemos também exprimir I, e [, em termos de T, e [:
=Ty +£f efl, =g, —if, onde U = L se designa por massa reduzida do sistema.
m, m, m +m

Pretendemos saber como escreveriamos o Hamiltoniano do sistema nestas novas varidveis. O Lagrangiano
do sistema escreve-se como a diferenca entre a energia cinética e a energia potencia do sistema e pode ser
EXpresso nas novas variaveis facilmente:

1 ., 1 . o .o 0. .o
L:Emlrlz”’zmzrzz‘u(”l‘rzl): r%+ szFCM— r% ~-U(r)

N[

.
m ErCM +

NP

H H
m m,
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O ponto sobre 0 simbolo de vector designa uma derivagdo em ordem ao tempo. O Lagrangiano pode ainda
simplificar-se para:

1 - 1 .
LZE(M-'-rnz)rCZM +§/Jr2 =U(r)

Podemos agora calcular os momentos conjugados das varidveis I, e I apartir da definic&o:

- oL -
Pem :m:MrCM
. _oJL -
Pp=—==Hur

or
onde M representa a soma das duas massas, isto €, a massa total do sistema. O Hamiltoniano obtem-se a

partir de L efectuando uma transformacdo de Legendre (Os potenciais Termodindmicos também sdo
transformagdes de Legendre uns dos outros):

) ) P2 p?
H; = Poy fow + P —L :ﬁ +E +U(r)

Deste modo separamos 0 movimento do centro de massa do movimento interno de rotagdo e vibragéo:

H,=H,, +H

+
trans

vib-rot
w2
H - pCM
trans 2 M
=2
_bp
vib-rot E +U (r)
p~2
Consideremos agora 0 Hamiltoniano, H,_., = U +U(r) e fagamos a mudanga de varidvel para
U
coordenadas esféricas I = (r, 0, ¢).
A
zZ
6

\ 4
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Neste sistema de coordenadas avelocidade V = T escreve-se V = v.f+v,0 +V¢¢ ,onde f, 6, § sio
vectores unitarios:

v, =t
vV, =16
v, =rsing ¢

ou sgja
pz :uz v2 =H2(Vf +Vg +V;) :uz(r-z +r202 +r25in26¢2)

O Lagrangiano pode entdo escrever-se,

2
L =P

_ _H{.2 , 282 , 2cn20m2) _
wa = 50 U(r) =7(r? +r76% +r*sin” 0 ¢%) U (1)

Resulta entdo que os momentos conjugadosde I,6 €@, p,, P, € P, séo dados por:

p_dL_ur
‘oar
d L 2 -
p,=—-=ur<06
° 06
d L 2 . 2
=——=ur-sn°@o
Py Y H )
O Hamiltoniano correspondente vem entéo dado por:
2 2 2
, ; P Ps Py
H., .=pf+p0+ -L =" +U(r) +—> +————
vib-rot pr pe p¢¢ 2 ( ) 2| 2| S|n2 6
onde se designou o0 momento deinérciapor | = U r2, Esta quantidade depende da variavel r, pelo que as

energias de rotacdo ndo sdo independentes das energias de vibragdo. Para as temperaturas que
consideramos 0 sistema encontra-se em estados de vibragdo de baixa energia a que podemos associar
“amplitudes’ de vibragdo pequenas. A aproximagdo que se faz consiste em tomar, | = U r02 onde I,
representa a distdncia de equilibrio entre &omos. Deste modo as vibragBes podem ser estudadas

independentemente das rotages e podemos escrever, Z;, . = ZinZor -
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/
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Para pequenas energias de vibragdo € possivel considerar uma aproximagdo harménica para a energia
potencial U(r) , isto &

0O O B7H -G R e oGk o)

que corresponde a um oscilador linear harménico com posicéo de equilibrio I, . Considerou-se U 0 =
0 que € licito e corresponde a medir as energias relativamente a um valor de referéncia (Este valor de

hw
referéncia é a energia do estado fundamental do oscilador menos 7 .

A temperatura do sistema onde a aproximagdo harménica € valida ndo pode ser arbitrariamente alta uma
vez que temos que garantir que estados de energia vibracional mais elevada tenham uma probabilidade de
ocorréncia baixa: Quando a energia de vibracdo é elevada a amplitude classica de vibragdo em torno do
minimo é grande e a aproximacdo harménica vaida préximo do minimo deixa de ser vdida. Além disso,
para energias de vibragdo grandes a molécula tem uma probabilidade significativa de se dissociar. As
“vibragBes’ requerem um tratamento quantico. A funcdo de particdo vibracional escreve-se;

oxp(-")

7. = Zexp(—ﬁ(n + 1)) =exp —ﬁ%w)iexr)( Bhe) = A

- how : how %snh(ﬁ—)@

exp(B ") ~exp(-B 7

onde se usou a expressao para a soma dum ndmero infinito de termos duma progressao geométrica de razao

00

1
r: Z) r" = 1— . Apesar de no célculo anterior estarmos a incluir estados vibracionais de energia elevada
= =r
n
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gue sabemos se encontrarem fora do limite de validade da aproximagdo harménica esta inclusdo n&o
prejudica o resultado se tivermos em conta que esta contribuicdo é desprezével para as baixas temperaturas
(baixas do ponto de vista das propriedades vibracionais mas possivelmente altas doutros pontos de vista,
como sgja o de trandagdo), 3 71w >> 1, em que estamos interessados.

Quando separamos a energia numa soma de contribuicBes independentes podemos sempre escrever a
funcdo de particdo como um produto de fungbes de particdo associadas a cada uma das

contribuigdes: Z; = Z, . ZinZiot LaecLruc - A funcéo de particdo do gés formado por N moléculas é
dada por:

ge On
N | N! | Ztrabszwbzrgt

Se tivermos em conta que a energia média do sistema se calcula através de:

[P Inz0d
< E >=— ]
0op O,
Vemos que podemos escrever:
< E >= N[< El,trans >+ <El,vib >+ <El,rot %
onde cada uma das contribuicdes para a energia média se escreve:
dinz
< Eltrans = _A'
B
InZ,
< Elvib >= _u
1 d ﬁ
eainda
In
<Epa >= _ﬂ-
] d B
Se tivermos em conta que o valor cléssico da funcéo de particéo de trandagdo duma mol écula vem dado por
3/2
[(PrTrm 3 I
Zios ‘VDWD obtemos < E; . >:§kBT a que corresponde uma contribuicéio para a
: " _ ., d 3 : ,
capacidade calorifica a volume constante C, ;... = N s < Ejyans >—§ NK;. A entropia do gés

também se pode separar numa soma de vérias contribui¢oes:

S: kB(InZ +ﬁ < E >) :srans +Svib +Srot +Se|ec +Snuc
com
S —k%nZtransN +BN <E >|%
rans BD N! 1trans 5

= Nk (lnzvib +B < El,tvib >)
= Nky(InZ,, +B <E, o >)

Selec = Nkg Ing,

Snuc = NkBIngn

7



Verifica-se que apenas a contribui¢cdo das translacfes depende do volume do sistema e portanto
origina para a capacidade calorifica a pressdo constante e a volume constante contribuigdes
diferentes. A contribui¢do das trandagdes para a capacidade calorifica a pressdo constante é dada por

07} g 5
= Tﬂﬁﬂ = —NKk; tal como ja foi anteriormente calculado para um gés ideal cléssico

CP,trans
doT O, 2

monoatémico.
A contribuicdo das vibragdes para a energia média é entéo:

<E;, >=N <E;,;, >= _Nilnzvib :Ni(ln(zgnh(ﬁhwlz)) = h—ww =
| op o 2 Snh(Bhw! 2)
=N h_wcoth(ﬁhwlz) - h_(/.) eXp(Bhw/Z) +eXp(—[3h (A)/ 2) -
2 2 exp(Bhwl 2) - exp(-fhwl 2)
_ Nh_wD N 2exp(-Bhwl 2) %: N hw% +;%
2 0 exp(Bhrwl 2) - exp(-Bhw/ 2)0 2 " exp(Bhew) - 101

Esta expressdo foi obtida no capitulo anterior no contexto do ensemble micro-canénico (Note que
nesse calculo tinhamos N osciladores tridimensionais e aqui temos N osciladores unidimensionais).
Vemos aqui que o calculo no ensemble candnico fornece 0 mesmo resultado.

A contribui¢éo para a capacidade calorifica das vibractes pode escrever-se de imediato (consulte o capitulo

anterior): ( )
2 explBhw

vib = Cpin = NKg (Bhw 2

Sron = o =N )

Como sabemos esta quantidade anula-se a temperaturas baixas e cresce até ao valor cléssico NkB para
temperaturas el evadas.

1.2

Nk, 08-
0.6 -
04 -

0.2
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Consideremos agora as rotacfes da mol écula e recordemos a expressdo obtida para 0 Hamiltoniano:

P, P
ot T o) 2|sin26'

As equacdes do movimento associadas a este Hamiltoniano sdo:

_9H _ Py

ap, |
¢:dH _ Py

dp, 1sin’6
b __0H :p_icose
06 | sn®6
by =~ 55 =0

Escolhendo a orientag8o arbitréria dos eixos xyz tais que o plano xy sgja o plano que contém a molécula

no ingtante inicial, temos 6 = 5 0 que implica no instante inicia P, (t = 0) = 0. Se exigirmos ainda

que P, (t =0) =0 entfo B(t = 0) = 0. Verificando-se smultaneamente & =0 e p, =0 o valor de
T

6 n&o se altera durante 0 movimento e permanece igual a E . A rotac&o ocorre, neste caso particular no

plano xy. Em geral a rotag8o ocorre no plano definido pelo valor inicial de o e pelo valor inicia da
velocidade V° = Vo6 +V, 0.

A expressdo cléssica da funcdo de particdo rotacional escreve-se:

17
h?

p pe
Z,q jdejdcbjdpejdp,p e><|0§18%2I 2| SnZ6

A divisio por h? tem aqui também origem no principio de incerteza de Heisenberg Ap¢A¢ >hl2 e
Ap,AB =17/2 e ndo pode ser justificada rigorosamente no contexto da Fisica Cléssica. Deve ainda

referir-se que no caso de moléculas formadas por atomos iguais (indistinguiveis) se deve dividir a funcdo de
particdo anterior por um factor 2 parater em conta que rotagdes da molécula dum éngulo 7T em torno dum
eixo perpendicular ao eixo inter-atdmico e que passa pelo centro de massa trocam a posi¢cdo dos dois
atomos que constituem a molécula e portanto ndo devem ser considerados estados distintos.

A anterior expressdo para a funcdo de particdo pode entdo ser calculada tendo em atencdo o valor dos
seguintesintegrais:

2
d¢ = 2m,
Joo=e
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jdpeexp( ﬁ ) 2m—

2

" p | .
[ dp, exp(-B ﬁ) = 271E sing.

Assim resta-nos calcular o integral sobre 8,

4n2 | 8?1 2l
sin@ = =—

Z
rot h2 ﬁ )

Vgjamos agora como se trataria o problema do ponto de vista quantico. Para isso vamos verificar que o
Hamiltoneano se pode escrever em termos do momento angular

Calculemos o momento angular L =F XUVecom F=ri eV=v,0 +V¢¢. tendo em atengéo o
seguinte resultado para o produto vectorial dos vectores unitérios ' X0 =@ e  x ¢ = -6 . Verificamos

P
que o momento angular tem componentes L, = p, e L, = —— _ Assm, o Hamiltoniano anterior

sng’
pode escrever-se naforma:

_L.L.r
ot o 2| 21

O momento angular encontra-se quantificado e, portanto, os valores possiveis de energia sio dados por:
h 2
E =I(+ 1) —

onde o ndmero quantico | toma os valores | = 0,L2,3,...( 0 médulo do momento angular esta
quantificado tomando apenas os valores L, =./I(l +D7%). Cada nivel de energia tem uma
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21k,

degenerescéncia dada pela expresséo: g, = 2| +1. E conveniente introduzir a variavel O, = gue
tem dimensdes de temperatura.

Podemos, entdo escrever a expressdo quantica da funcéo de particéo:

- i(m +1)exp %%m +1)§

Este somatério € dificil de calcular exactamente. A formula de Euler-Maclaurin (ver Pathria) que se
apresenta seguidamente permite encontrar uma boa aproximagédo para altas temperaturas:

1 3f 0O 1 d°f0O
f(n f xdx+—f0— - +...
Z ()= I ) © 12% Q 720Ddx3E 30240 Ho® EX:O

O primeiro termo consiste na aproximagdo da soma por um integral e os restantes sdo correccdes. Na
©
aplicacdo em que estamos interessados temos f (X) = (2x +1) exp@—?f X(X +l)@. O calculo do

integral fornece:

p o, T o, ST 2
Jo'(zx+1) expg?x(x +1)§dx - e—rexpg? X(x +1)§O "o i

Este resultado é igual ao valor obtido através dum tratamento cléssico do problema das rotacBes da
moléculal Quanto maior a temperatura mais lentamente varia f (X) e portanto melhor a aproximago do

somatério pelo integral. Uma temperatura elevada deve também corresponder a um regime onde o
tratamento cléssico sgja valido. Calculemos agora as correcgdes, tendo em atencao:
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f(0)=1

%QZ 2Py
73 -+

d: @ 6(2x +1)—exp§—— X(x +1)§+ (2x +1)° %E exp@—— X(X +1)§

O e, o, r )
= 12— epl— x(x +) ] 12 (2x+1)2§§ exp+ 2 x(x+ D
~(2x +1)“?@1 exp%&x(x +1)§
T T
3
21p oo B
dx* [ _, T T T

I:I

TE

N

o

C]
Se pretendemos reter termos até primeira ordem em ?r nao precisamos de calcular a quinta derivada que

M°f 0
surge na formula de Euler-Maclaurin uma vez que o termo de mais baixa ordem em [-I—D seria

Cdx®

proporcional a %g . Assim podemos escrever.

T 1 O, O
Z []—+ == —(2- S LI BN I
* e, 2 ( ) 720 =
T 1 10,
00—+ —+ ——"+.
© 3 15T

A expressdo anterior sO é vdlida a altas temperaturas. Temos agora um critério para especificar altas e
baixas temperaturas T >> O, e T << ©, . Para baixas temperaturas basta-nos considerar na funcéo de

particdo as contribuicBes dos niveis de energia mais baixos. Tomando o estado fundamental e o primeiro
estado excitado temos:

Z, = 1+3exp(—2%) + -
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Vamos agora calcular a contribuicdo associada a rotagdes para a energia média a atas e baixas
temperaturas. A atas temperaturas,

d o OT 1 1 0 4,07 1,10, T._
<g, >=-2inz, - Linp+ 2+ 194 o gt 41,10 P
R B 3T s 3t T
1 o, 1[0,
o, 1572 YasHTH T
— 2 r —
=keT 7 1,10, =keT—0— .
o o +e 1+r+? e
o 3157 o T1eAT

0 1 rg 0
kTR B D

U o, 200, o, o e 106 [l
=kTH 37 15 T§+ 3Tg+"'%_kBT _3T_4_5§?g+"'%

Na passagem da segunda para a terceira linha da anterior expressdo usou-se a aproximacdo

1 C]
1— O x+ X% - paravalores pequenos de X = ?r e na passagem daterceira para a Ultimalinha
+ X

efectuaram-se as multiplicagdes retendo, apenas, termos até ordem %g Na anterior aproximacéo é

essencial reter o termo em X? umavez gue este termo fornece uma contribuicdo em %g no resultado

final. O primeiro termo, kBT gue domina a alta temperatura é aquele que o tratamento classico fornece. O
calculo da contribuicdo das rotagdes para a capacidade calorifica a temperatura elevada vem dado por,

d O 1 ? g O
=C =N—<E >= Nk +— r +...
C\/,rot P,rot dT 1,rot B %‘ 45 T %

que é um valor superior ao valor classico NK; .

Consideremos agora o regime de baixas temperaturas. A energia média rotacional duma molécula é dada
por:

rep(-22) 4
2
El,rot >__di|nzrot _ilnB-+3eXp( 2— )+ H— k T2 T =
& H U 1+ 3exp(—
-k, 6((9ar +
exp(2-—_-) +3+
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e a contribui¢do para a capacidade térmica (ou calorifica),

r G)r
d d 60 +--- 12@?—@6&)(2 T )
CVrot :N_<Elrot >:NkB_ : |]NkB
' dT ’ dT o, o) g
exp(2 T )+3+~-- EEXD(Z r)+3+...
O T O

A capacidade calorifica anula-se no limite de muito baixa temperatura umavez que:

]
T

lim ONk,12 B%gex -2-—").,0
T_)OCV,rot B |:|T |:| p( )

Se a alta temperatura a capacidade calorifica cresce com a diminuicdo da temperatura e sendo esta
guantidade forcosamente nula no zero absoluto podemos concluir que esta quantidade apresenta um

méximo para uma certa temperatura. O gréfico qualitativo de CV’rot , em funcdo da temperatura, € entéo o
seguinte:

C\/,I’Ot 12

NkB 17 ------------- e e U—

0.8
0.6
0.4
0.2

O T T T

O céculo quantico apresentado para as propriedades rotacionais s é valido para moléculas diatémicas
hetero-nucleares. Para moléculas homo-nucleares é necessé&rio ter em conta a indistinguibilidade entre os
atomos da molécula o que implica propriedades de simetria para a funcdo de onda quéntica da molécula
Esta simetria diz respeito a uma permutacdo dos ntcleos atémicos.

Os valores cléssicos das diferentes contribui¢des para a energia média e para a capacidade cal orifica podem
ser facilmente compreendidos recorrendo ao teorema da equiparti¢do. Para descrever o estado microscopico
duma molécula diatébmica precisamos de 6 coordenadas de posicdo e 6 momentos. Deste nimero total
precisamos de 3 coordenadas e 3 momentos para especificar o movimento de translacdo, 1 coordenada e um
momento para 0 movimento de vibragdo que é unidimensional e 2 coordenadas e 2 momentos para 0
movimento de rotacdo. A mudanca de varidveis “conserva’, obviamente, 0 nimero total de coordenadas e
momentos. No que diz respeito a translacdo os 3 momentos contribuem quadraticamente para o

Hamiltoniano fornecendo uma contribuicdo para a energia média cléssicaBkBT / 2. Para a vibragéo a
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coordenada e 0 momento contribuem quadraticamente o que d& para a energia média uma contribuicéo
2k, T | 2. Para arotag8o os dois momentos contribuem no Hamiltoniano e portanto a contribuicio para a

energia média € também 2kBT / 2. As correspondentes contribuicdes para as capacidades calorificas a

volume constante obtém-se derivando em ordem a temperatura os resultados indicados anteriormente para
aenergiamedia.

N&o é de mais salientar aimportancia das temperaturas caracteristicas de rotagéo e vibragdo ©, e ©, no

estudo que estamos a fazer: Quando estamos muito abaixo da temperatura caracteristica dizemos que nos
encontramos num regime de baixa temperatura e um tratamento quéantico é necessario. Quando estamos
muito acima da temperatura caracteristica um tratamento cléssico pode ser usado e, naturalmente, concorda
com o tratamento quéntico.

A capacidade calorifica dos gases mede-se experimentalmente permitindo um teste rigoroso dos célculos
tedricos efectuados. Por exemplo, no livro de texto de Pathria so apresentados resultados experimentais
para moléculas de HD, HT e DT formadas por isétopos diferentes do hidrogénio, o Deutério com um
nicleo formado por 1 protdo e 1 neutrdo e o Tritio formado por 1 protdo e 2 neutrdes. As propriedades
electrénicas destas moléculas sdo idénticas dando origem a uma constante harmonica, k, uma distancia de
equilibrio inter-atomica, I, e uma energia de dissociagdo igual para todas elas . As propriedades
vibracionais e rotacionais sdo ligeiramente diferentes devido apenas as diferentes massas dos isétopos de
hidrogénio presentes em cada uma das moléculas: a molécula de DT, HT, HD tém sucessivamente massas
L L _ _ hw h K R
reduzidas inferiores o que implica valores sucessivamente superiores de ©, = — =— |— . Quanto &
K Kg VM

n? h?
= 2
21 kg 2kg ur,

temperatura caracteristica das propriedades rotacionais ©, = €, também, maior

quando U émenor.

As temperaturas ©, e ©, para uma molécula de Hidrogénio, H, sio de 855K e 6140°K
respectivamente. Para uma molécula de CO s3o 2.77°K e 3120°K e paraumamoléculade O, sdo 2.09°K
e 470°%K. A temperatura caracteristica de rotagdes é sempre muito inferior & temperatura caracteristica das
vibragBes, isto é, O, << O, . O gréfico seguinte (retirado de Pathria) mostra o calor especifico molar® ,
Cp, a pressio constante para as moléculas de DT, HT, HD. O estudo destas moléculas € muito adequado
tendo em vista o valor “elevado” de ©, [J80° K  correspondente.

I 0
1 o w2- -
v or.
£ ut
L "
3
£ Tn2
&
B2
4 1 al Al sl 1
© C ) 500 1000 5000

' O calor especifico molar é a capacidade térmicade umamole (N = N, = 6.023 x10%) de moléculas
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5
A uma temperatura proxima dos 10°K  mede-se um valor de C, igual a E R (R é a constante dos gases

perfeitos que se encontra directamente relacionada com a constante de Boltzmann, R= N K , sendo
N, o nimero de Avogadro.) . Este valor € o que esperamos da contribuicéo classica das translagdes para
C, . Paratemperaturas superiores a 10°K e para a presséo constante a que as medidas foram efectuadas o

tratamento cléssico das trandagdes encontra-se justificado (O critério para a validade do tratamento
classico consiste na exigéncia do comprimento de onda de De Broglie para particulas com velocidade

k,T
térmica ﬁ ser muito inferior ao espacamento médio entre moléculas) . A estas baixas
temperaturas a contribui¢do da rotagéo e vibragdo é desprezével. Umavez que ©, << O, as rotactes

comecam a contribuir muito antes das vibragBes. Entre 10°K e 1000°K o calor especifico das moléculas é
igual & soma da contribuicdo constante das transagdes a contribuicdo das rotacbes que apresenta um
maximo caracteristico para temperaturas proximas de ©, [185°K. Quando O, <<T <<0O, a

5
contribuicdo das rotagdes atinge o valor classico R que somado a — R d& um valor total constante de
E R. Paratemperaturas superiores a 1000°K comegam a contribuir as vibragdes cuja contribuicio maxima

9
a temperaturas muito elevadas é o valor classico R, o que da um valor total méaximo de —R. A

temperaturas muito elevadas comega a haver excitagdo de estados electrénicos moleculares e um nimero
significativo de moléculas dissociadas deixando de existir o proprio gas molecular. A ordenag&o das curvas

visivel na figura (DT, HT, HD) corresponde aos diferentes valores de ©, e ©, que sdo causados,
apenas, pelos diferentes valores das massas isotopicas.

V.4.3 Gases ideais de mol écul as poliatémicas.

Numa molécula de mais que dois &omos continua a ser possivel, naturalmente, uma separacdo da energia
da molécula em energias de translagdo, vibracao e rotacdo independentes entre si. A contribuicdo classica
de translag&o para o calor especifico molar € 3R/ 2 avolume constante e SR/ 2 a pressio constante. No
caso duma molécula ndo colinear sdo necessarias 3 coordenadas e 3 momentos para especificar estados de

rotaggo. As coordenadas angulares apropriadas sfo os angulosde Euler, 8, ¢ e (.

6 A
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Para uma molécula simétrica relativamente a um dos eixos principais de inércia, os trés momentos de
inércia relativamente a estes eixos obedecem a, |, =1, # | ,. Nestas circunsténcias o Hamiltoniano de

rotacdo pode escrever-se:

7 (o= ose)
_Ps Py  \Py—P,COS
21, 2 21, sin*@

X z

H

O célculo cléssico da contribuicdo rotacional para a capacidade térmica molar é também 3R/ 2. Como se
pode ver no Hamiltoniano de rotagio temos trés termos quadréticos contribuindo cada um com R/2. A
temperatura caracteristica de rotacdo é muito mais baixa que as temperaturas caracteristicas de vibragdo
pelo que se atinge o regime classico para rotacdo e trandacdo a temperaturas para as quais a contribuicdo
das vibragdes é desprezével, ou sgja temos um calor especifico molar total 3R/2+3R/2 =3R . Por
exemplo, para uma molécula de 3 d&omos ndo colineares como a molécula de agua temos um total de 9
coordenadas espaciais e 9 coordenadas de momento para especificar 0 estado microscépico da molécula.
Destas 3 coordenadas e 3 momentos sdo atribuidos a trandagdo e 3 coordenadas e 3 momentos sdo
atribuidos a rotagdo. As restantes 3 coordenadas e 3 momentos correspondem a modos de vibragdo. Temos,
portanto 3 modos de vibragdo, correspondendo, a cada um, uma coordenada, um momento e uma

frequéncia de oscilagio, .. Os modos com frequéncias de oscilagdo mais baixas comegam a contribuir a

.
temperaturas inferiores pois tém uma temperatura caracteristica de vibragédo (9\,'i =—— inferior. A
B
contribuigdo classica para o calor especifico molar, de cada modo independente, é naturalmente R. O
tratamento dos gases de moléculas poliatémicas ndo € conceptualmente distinto do que foi descrito para as
moléculas diatémicas: deve apenas ter-se em conta que temos mais um eixo de rotagéo independente’ e que
temos vérios modos vibracionais.

V.5 Gés ldeal Classico:
Funcdes de distribuicdo do Numero de Particulas e das V elocidades

Pretendemos calcular o nimero médio de particulas que ocupam uma vizinhanga dif do ponto I e que
tém uma vel ocidade numavizinhanga dV de V que designamos pela quantidade f (", V)drdv . A fungo

f (",V) pode ser calculada a partir daigual dade:

f(r,v)=< %5(F—ﬁ) o(vV-v,)>

onde I} e V, representam respectivamente a posi¢3o e a velocidade da particulai. O produto das “funces

delta de Dirac” selecciona as particulas que numa dada configuragdo se encontram na vizinhanca dir do
ponto I e dV de V em que estamos interessados: O integral das fungdes delta de Dirac sobre uma regizo
gue ndo contenha essas vizinhangas é nulo e o integral sobre uma regido gque contenha essas vizinhangas €
unitéario. Por exemplo podemos facilmente constatar que :

J'df HI dav f(r,v)=N

V —t>o<vxviZ <oo

2 0 Célculo quantico dos niveis de energia rotacionais duma molécula poliatémica com um eixo de simetria
de rotacéo pode encontrar-se em Introduction to Quantum Mechanics, Pauling & Wilson McGraw-Hill,
1935 péagina 275
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dadoqueI5(F—Fi)dF:1e LU av o(v-v,) =1

—o0o<V, v.z <oo

Efectuemos explicitamente esse calculo paraum gasideal.

D

E N|h3N26(r—r)6(v v)exp%—,B
f(r,v)= Spac 0 deFases ” - p
o =P,

com du =dr; dr,---dry, dp, dp,---dp,, . Integrando sobre cada um dos termos no somatdrio sobre a
variavel i, temos:

Espa¢ 0 deFases

N p]2|:|
J’du o(r-r)o(v-v, )exp%—ﬁl om

f (F,V) Espag 0 deFases

=z

2

|3 2]
Espag 0 deFases IE 2m

gue pode ainda simplificar-se, dada a independéncia dos vérios integrais para:

2

X Idr 0B, 3 ~1) 5(7~V,) expr ﬁp'E

(F,V)
Z p? O
J’dr dp expD—,B m%
vop,

Cada um dos N termos do somatério € igua: As integracdes ndo dependem do indice i considerado. O
integral sobre a varidvel T, da a unidade no numerador e o volume do recipiente no denominador.

Calculemos entdo 0 integral sobre o] momento numerador
2

J’dplé(v v)expD—Bp'E J’m3dv 5(V - v)exp%[%— @ mexp@—ﬁ— @

onde se efectuou a mudanga de varidvel no integral de P para V a que corresponde a relagdo entre
elementos de integraggo dp = M’dv (tenhaem atenciio que dp = dp, dp, dp, ). Por outro lado o integral
sobre 0 momento no denominador € um produto de 3 integrais de Gauss cujo valor ja é conhecido:

p? O ermi

J' dp. exp H—H Podemos ent&o escrever,
Pi
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Esta expressdo mantem-se valida para um gas ideal constituido por moléculas com graus de liberdade
internos uma vez que os somatérios sobre os “estados internos’ sdo efectuados independentemente e ndo
s80 afectados pelas fungdes delta de Dirac cancelando-se mutuamente no numerador e denominador.

Calculemos agora o nimero médio de particulas com uma velocidade na vizinhanca dV de V
independentemente da posicio espacial que ocupam, f (V)dV. Claramente esta quantidade e f (I, V)
encontram-se relacionadas:

3/2

()= [dr (. V)_N%%nm m expg,ﬁ_ e

Embora f (",V) n&o sgja facilmente calculavel para um gés ndo ideal, ou um fluido cléssico, (incluindo
interacgBes entre particulas) para o qual,

= ip_"'v(rl' v onaly)

podemos constatar que f (V) tem exactamente a mesma forma quando consideramos interacgdes entre

particulas. Esta quantidade pode escrever-se em termos dum valor médio: f (V)dv =< d (V-V,) >.
1=

Quando se calcula a média o integral sobre as variaveis espaciais no numerador € no denominador

cancelam-se mutuamente independentemente do valor da energia potencial de interaccdo entre particulas. A

expressio anteriormente encontrada para f (V) é conhecida por distribuicdo de velocidades de Maxwell e

fornece-nos o nimero de particulas com velocidade numa vizinhanga OV de V para um gés ideal, um
fluido ou até um sdlido cléssicos.

V.5.1 A distribuicdo de velocidades de Maxwell

Vamos agora calcular algumas velocidades médias que resultam da distribuicdo de Maxwell das
velocidades. Podemos facilmente constatar que <V, >=<v, >=<v, >=0 isto & (V) =0: o vaor

meédio da velocidade segunda qual quer dos eixos cartesianos é nulo tal como a velocidade do recipiente que
contém as particulas (como ndo podia deixar de ser). Este resultado é uma imediata consequéncia da fungdo

integranda: <V

X

1 (o) 0 0 _
)= NIdVX J'dvy J'dVZVX f (V) =0 ser uma fungfio impar de V, e portanto com
um integral nulo sobre todo o eixo real.

Calculemos entéo <V)2( > :

<vi>=%jidvx idvyidv f (V) = J'dv Idv Idv gig m exp%ﬁ ]



gue é naverdade o produto de 3 integrais:

(v2)= D—D mJ'dvv exp@ﬁ rnv@jdv eXlO@*B m\/gj'dv expg*ﬁ m"@

271 2
Os dois Ultimos integrais sdo iguais a ,B = —— e o primeiro pode obter-se de:
m,

” 1 21 010"
dv,v? ex % —m\/zgz— dv, ex % mv @ =J2ng—
Jav.v. ewgpym, J’ P87 mdﬁﬁ B3 mH

pelo que:
3/2 3/2
A O0p O L —010 2m kT
=3 N 2T H—— — =
<VX> EerrmE m Dﬁm% m3 m

kT
Naturalmente o mesmo resultado se obteria para <V2> = <V2> =— _ Em consequéncia, temos para a

velocidade quadrdtica média <V2>=<Vi +V§ +V§> =3 Este resultado € naturalmente

m
] o . ) 1 ., 3
compativel com o valor esperado para a energia cinética média duma particula: E mv®) = E kBT.

Podemos constatar que a temperatura nestes sistemas cléssicos € uma medida directa da energia cinética
média duma particula através da relacdo anterior.

Pode ser (til saber qual o nimero de particulas com um dado valor do médulo da velocidade isto €, com um
mddulo da velocidade na vizinhanca dv do valor v (Repare a auséncia do sinal de vector em dv e v) que
designamos por f (V) dv. Esta quantidade pode ser obtida de f (V)dV integrando sobre todas as
direccdes do espaco. Esta integracdo é facilmente efectuada em coordenadas esféricas onde o elemento de
volume dV seescreve dV = v*sing dvd@d¢:

m 2

/2
_ N2 _ mCJ ) 1
f(v)dv-J()'dQ!dtpf(v)v sinf dv = N%%% amrv exp%ﬁzmv @dv

/2
mO 1
ou sga f(v)= N@g—% 4mrv? exp%ﬁim\/z@dv. Poderiamos mostrar  que o valor
T

3K, T
m

anteriormente calculado de <V2 > = éigual ao calculado de:
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(v?) =%} f (v)dv

A raiz quadrada da vel ocidade quadratica média é uma de varias vel ocidades que caracterizam a vel ocidade
3Kk, T

<V2 > — B
m

tipica duma particulac Vo = . Por exemplo podemos calcular a velocidade escalar

média:

mg
= DZT[E 4rr——J' vexp%ﬁ mv de
/2 00 /2
= - mg 4 Ei Uiexp%ﬁlwz = Eﬂng 4 Ei 1
2 O mdB g Bm 2 2 O m B,Bm

A distribuicdo do mddulo de vel ocidade encontra-se representada, para duas temperaturas diferentes, na
figura seguinte:

f(v)

T, T,=4T,/3

Esta distribuicso tem um valor mais provavel, V que cresce com atemperatura e que se obter de:

d
—f(v)=0
W

isto &,
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dod 1
EHV exp@—ﬁimv %—O

2vexp§~[3%mv2 @— v mexp@—ﬁ%mv2 Q: 0
2-v’Bm=0

ou sgja,
2k, T
m

V=

V.6 Fluxo de Particul as Incidentes numa Parede
Célculo cinético da Pressio

Vamos obter agora uma expressdo para o fluxo de particulas, dum gas ideal classico, incidentes huma
parede do recipiente. Para isso vamos considerar um elemento de &rea da parede, dA e um intervalo de
tempo dt e vamos perguntar, em primeiro lugar quantas particulas embatem na parede com uma
velocidade V. Verifica-se que todas as particulas que tém velocidade V e que se encontrem no interior
dum cilindro com um eixo paralelo a esta velocidade e comprimento VAt sfo capazes de atingir o
elemento de area dA no tempo dt , como se mostra na figura seguinte:

v

N

Basta-nos, entdo, determinar quantas particulas se encontram no interior do cilindro com velocidade V.
Esta quantidade j& é nossa conhecida e vem dadapor f (I",V) V. dv, onde V. representa o volume do

cilindro que é dado por V. = dA v dt cosf . Note-se que as faces do cilindro ndo sio perpendiculares
a0 eixo do cilindro: anormal abase do cilindro coincide com o eixo dos zz e 0 eixo do cilindro é paralelo a
velocidade V sendo 8 o angulo entre estas duas direccdes do espaco. Nestas circunstancias o volume do

cilindro é igual ao produto do seu comprimento pela area da base pelo coseno do angulo entre a normal a
base e 0 eixo do cilindro. Deve ainda salientar-se que s chocam com a parede particulas com uma

- T
velocidade V que tenham uma componente V, >0 (0 < 0 < E) uma vez que SO estas se aproximam da

parede.
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Podemos ent&o definir um fluxo de particul as incidentes com velocidade V, ®(V)dv :

1 o v
D)V == (,¥)v ok dA cosf) dv =, mﬁm v cosf exp% B= Qﬂ

O fluxo total de particulas incidentes obtem-se da quantidade anterior integrando sobre todas os valores
possiveis para a velocidade que obedecem arestrigdgo v, > 0:

) /2 2

®, J’d J’d@J’d(/}NE{B—D v cosf exp@»ﬁ Qv sng

12 /2 P T

umavez que ICOSG SlthH——[SIn q :% eque I sn6do = —[COS@] =2 podemos
escrever: i i i

CINS LT gmO 1 . 1IN
O_ZV-([dV-([de-([d(pE%% v exp%ﬁzmvzgvzsme—ZVW)

Uma expressao aproximada para @, poderia ser obtida se admitissemos que a velocidade das particulas é

sempre paralela aos eixos cartesianos. Teriamos, entdo, um nimero igual de particulas a mover-se segundo
cada uma das 6 direcgdes e sentidos possiveis. O fluxo de particulas sobre uma das paredes seria nesta

1 N
—(v)dt dA 1N
aproximagdo grosseira ——— , isto ——<V> . O céculo rigoroso mostra que o factor

dt dA 6V

oo 11
numérico é — endo —
4 6

Se o recipiente tiver uma parede com uma abertura pequena (ou varias) o fluxo total de particulas de gas
para o exterior € auma densidade e temperaturas fixas:

k. T
CDO:E B
V \2mrm

gue cresce com a temperatura e a densidade. Quando temos uma mistura de dois gases com iguais
densidades o0 gas de massa molecular mais baixa tem um fluxo maior. Este efeito pode ser usado para
efectuar a separacdo de dois gases diferentes. Quando 0 gas se encontra a uma dada pressdo podemos usar

N
P= v KgT paraobter:

P

J2mrmkgT

®, =
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Podemos, agora, efectuar um célculo cinético da pressdo exercida pelo gés nas paredes do recipiente. Para
iSso temos que constatar em primeiro lugar que quando as particulas chocam com a parede perpendicular ao
eixo dos zz, ascomponentes V, e V, davelocidade ndo s3o alteradas enquanto a velocidade V, passaa
-V, correspondendo a uma reflexéo da particula na parede. Isto significa que apenas exerce sobre as
particulas uma forca perpendicular asi mesma (por isso V, e v, nao mudam) e que a energia cinética da

particula depois do choque éigual ao valor tomado por esta quantidade antes do choque. Existe, portanto
uma variagdo da quantidade de movimento da parede 2mMV, simétrica da variagdo da quantidade de
movimento da particula quando uma particula choca com a parede. A forca, dF , exercida sobre um

elemento de drea dAda parede vem entdo dada pela taxa de variagio da quantidade de movimento
provocada pel os choques das vérias particulas. A pressdo, P, é entéo aforca por unidade de area:

J'd\7 ®(V) dA2mv,

/2

dF _ ko N q%gmms , 1,

p=— =% =—2m [dv 0 v, & % —m\/g
dA dA \Y J;O 02mr O P '82

/2
08 mO 1
com V, =V COSO . Recordando a expressio f (V) = NB;LE exp%ﬁinﬂlzg e a definicio
T

1 R » [ mD3/2 1 _
<V§>:NIde(V)V§ verificamos que : VJ;SVB%E v; ap%lgim\ﬂ@:@iwz'

Nesta Ultima expressdo o factor 1/2 resulta da restricdo a valores V, = 0 e do facto da fungéo integranda

ks T
ser uma fungéo par de V,. Dado que sabemos que <V§> =B podemos escrever para o resultado final
m

da presséo:

como era esperado.
V.6 Minimo da Energia Livre de Helmholtz em Equilibrio

Vamos mostrar que a energia livre de Helmholtz toma uma valor minimo no equilibrio para um sistema que
tem uma temperatura e volume especificados. Sgja Y uma variavel macroscopica que pode variar
livremente e cal culemos a probabilidade desta variavel tomar o valor y:

1
p(y)= > Z Q(E,y)exp(-BE)

onde Q(E,Y) representa o nimero de estados acessiveis ao sistema com energia E e propriedade Y igual
ay. Umavez que no somatdrio a fungéo a somar toma um valor muito grande para o valor mais provavel da
energiado sistema, E , o valor de equilibrio, podemos substituir o somatério pelo maior dos seus termos:

p(y) = S QE ) ep(~pE)
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A entropia do sistema quando este tem a varidvel Y a tomar o vaor y escreve-se
S(y) = kg INQ(E, y) e portanto,

_ S(y) TS(-E,_1_  F(y)
p(y) = exp( -BE) = (—kBT )= exp( )

onde se definiu a energia livre de Helmholtz do sistema quando Y tomaovalory, F(y) = E =T S(y).

Assim o valor mais provavel que Y toma é aquele que corresponde ao maior valor de  exp(—

O
kg T

portanto ao valor minimo da energialivre de Helmholtz.

V.7 Reacgdes Quimicas entre misturas de Gases Ideais Classicos.

Suponhamos que num recipiente de volume V e a umatemperatura T tinhamos uma mistura de gases ideais
gue podem reagir quimicamente uns com os outros. Para ssimplificar consideremos 3 gases diferentes que
podem reagir de acordo com areac¢do quimica:

V. A +V,A, vV A =0

que se pode ler: V, &omos da espécie A, reagem com V, &omos da espécie A, para produzir V,
dtomos da espécie A;. Por exemplo a reacgdo quimica entre Hidrogénio e Oxigénio moleculares para
producdo de vapor de &gua escreve-se na forma usual,

2H, +0, - 2H,0

correspondea vV, = -2, vV, = -1, v, = 2, (desaparecem 2 moléculas de hidrogénio, uma de Oxigénio
e aparecem 2 de 4gua).

A energia livre de Helmholtz do sistema é funcdo de T, V e do nimero de particulas de cada espécie
presentes, N,, N, e N;: F(T,V,N,,N,,N;). Enquanto as varidveis T, V se encontram fixas as
varidveis N;, N, e N podem variar livremente. Os valores de equil ibrio correspondem, no entanto, aos

valores que tornam a energia livre de Helmholtz minima. Quando variam estas quantidades a energia livre
de Helmholtz varia de acordo com:

2 OdF O
dF =y G-=-T1 dN,
i:]. [HNI Dry\/rNJ¢|
_ UdF O . L o oy
A quantidade U, = [—1[] € por definigdo o potencial quimico da espécie i. Por outro lado as
EuN |]TV N
j#i

variacles dNi ocorrem através da reaccdo quimica que imp8e algumas restricbes a forma como essa
variacdo se processa dN; =A vV, ;dN, =A v ,;---. A condicdo de extremo para a energia livre de

Helmholtz implicano equilibrio, dF = 0, ou sgja ent&o:
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M, v, =0

Mw

1=1

Verificamos que a condicdo de equilibrio se traduz numa relagdo entre os potenciais quimicos de cada
componente da mistura. Cada um dos gases pode ser considerado como um sistema que pode trocar
particulas com os outros sistemas. No proximo capitulo vamos considerar em detalhe o equilibrio entre
sistemas deste tipo.

Vejamos, agora, qual a consequéncia da condicdo de equilibrio deduzida. Relembremos a expressdo do
potencial quimico dum gasideal. A funcéo de particdo escreve-se:

AN
_Z) _ ZaeZimg _V"(Z))

NI NI N!

Z

onde se separou a dependéncia do volume das restantes dependéncias. Note-se que Z;" n&o depende nem

do ndmero de particulas, N, nem do volume, V, sendo apenas uma funcéo da temperatura, T. O potencial
guimico vem entao:

F InZ d
- -k Té'; = kT2 (NINV =NInN +N +NInzZ.’
H %QV *"HdN QW ; dN( Y

=k;T(Inn-1Inz,)

N
com n, 0 numero de particulas por unidade de volume, V . A condic&o de equilibrio escreve-se:

3 3
v, =kgTH (Inn, =In(Z,") )v, =0
> v e Z( (z),)
o que fornece apds simplificagdes:

gvi Inn, :2Vi In(Z,").

Tomando a exponencia de cada um dos membros da anterior equacdo podemos escrever:

gy = (2,07 (27 (@) = K

1 2

Esta expressdo € conhecida por lei da accdo da massa e é amplamente utilizada pelos quimicos. A Fisica
Estatistica permite um célculo microscopico da importante constante de equilibrio quimico K(T). Paraa

reaccao entre hidrogénio e oxigénio moleculares teriamos:
2

I'-]HZO
7 = K(T)
g, No,

Podemos agora calcular a derivada de INK(T) em ordem a temperatura. Para isso vamos em primeiro
lugar encontrar uma expressao para a energia livre de Helmholtz da mistura:

F(T,V{N}) =k, T |n%j VNI(\I#})NE: —kBTi N, (Inn, +In(z,").)
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onde os nimeros de particulas, { Ni} , N80 sdo0 necessariamente os de equilibrio. Agora, derivamos esta
expressdo em ordem atemperatura,

FO —s=F 1y N Yinz
%Qw =-S=o kBTIZ N, dTIn(Zl)‘

Calculemos agora a diferenca entre os valores fora de equilibrio e os valores de equilibrio de cada um dos
membros da anterior equaco:

_AF S 4
AS=— kBT;ANi dTln(Zl)‘

onde AS=S{N} TV)-S{ N . TV) e AF=F{N}, TV)-F{ N} |, T.V) e ainda

AN, = N, — N? representam as diferencas entre os valores de eqilibrio e os valores de nZo eqilibrio
das quantidades respectivas. Tenhamos agora em atengéo que AN, = A V, ta como é determinado pela
reaccdo quimica a ter lugar ( A representa o nimero de “realizagdes’ da reaccdo quimica que afastaram
{ Ni} do seu valor de equilibrio). Podemos, pois, escrever:

> d . TAS+ AF AE
Vi _ln(zl ) = 2 - 2
' A kT AKT

LdT

1=
onde se teve em aten¢do que a variagéo de energia do sistema é dada a temperatura constante por

3
AE=AF +TAS=E({N}. TV) -E{ N} ,T.V) =5 Av, ¢
1=1
onde € representa a energia associada a umamoléculado tipoi.

3
Dado que, InK(T) = Z v, In(Zl')i a derivada em ordem a temperatura de INK(T), escreve-se,
1=1

entao:

d AE Ae
—InK(T) = S =
dT Ak;T? kT
Dado que o volume do sistema € constante, AE corresponde ao calor transferido do exterior do sistema
A 3
para 0 sistema. A quantidade Ae= T = Z V; € representa, o calor absorvido por cada reacgéo
1=
guimicarealizada, isto é, quando 0 nimero necessario de moléculas dos reagentes fornece o correspondente
nimero de produtos da reaccdo. Este calor pode ser positivo ou negativo: Para uma reac¢do endotérmica

Ae >0 , hacalor absorvido na reacgio e K (T) cresce com o aumento da temperatura. Para uma reaccio
exotérmica Ae <0, ha caor libertado na reacgio e K(T) decresce com o aumento da temperatura.

Suponhamos que se aumenta ligeiramente a temperatura do banho térmico exterior. Entdo AE >0
entrando calor no sistema. O sistema “reage” no caso duma reac¢do endotérmica aumentando a
concentracdo dos produtos da reaccdo e portanto “consumindo” a energia que entrou no sistema. No caso
duma reac¢do exotérmica o sistema “reage” diminuindo a concentracdo dos produtos da reac¢do e portanto
no sentido da reaccdo “inversa’ que é endotermica e consome energia. Deste modo o equilibrio do sistema
a uma dada temperatura é estavel. Trata-se duma manifestago do principio de Le Chatelier que afirma que
qualquer alteragdo nos pardmetros do sistema que o afastam do equilibrio, origina processos que for¢cam o
sistema a reencontrar o equilibrio.
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Problemas do Capitulo V

15. Ver problema 3.3 Reif

Considere dois sistemas de spins A e Al (ver problemas? e 12) colocados num campo magnético externo
H. O sistema A consiste de N particulas localizadas de spin 1/2 e momento magnético LI . De igual modo,
Al consiste en N! particulas de spin 1/2 e momento magnético u'. Os dois sistemas encontram-se
inicialmente isolados com energias totais DNUH e b'N'1'H  respectivamente. So, entéio, colocados em

contacto térmico um com o outro. Suponhamos que |b| <<le |b|| <<1 de modo que se pode aproximar o

ndmero de estados de energia E por uma Gaussiana.

a) Na situacdo mais provavel correspondente ao equlibrio térmico final como € que aenergia E do sistema
A serelacionacom aenergia E' do sistema Al 2

b) Qual é o valor daenergia Ig do sistema A?

c) Qual é o caor Q absorvido pelo sistema A quando passa da situagdo inicial a situacdo final de equilibrio
|
com A'?

d) Qual é aprobabilidade P(E) dE do sistema A ter energia entre E e E+dE?

* 2
€) Qua é a variancia (A E) E<(E— <E >)2 > da energia do sistema A na situacdo final de
equlibrio?

*

f) Qual é o valor do desvio relativo em energia nocaso N!>> N 2

16. Considere dois sistemas A e Al gue sdo formados por gases ideais classicos em que o nimero de
particulas ¢ N e N!. Na situacdo inicial os dois sistemas tém energias E, e E(') respectivamente. Os
dois sitemas s8o colocados em contacto térmico.

a) Mostre que as energias mais provaveis no equlibrio sdo:

N E (tot)

M e E=E -
+

E=
b) Qual a temperatura final de equlibrio? Mostre que quando N << N ! (o sistema A pode ser visto como
um termémetro) a temperatura de equilibrio éigual atemperaturainicial de A!, T'.

c¢) Calcule avariagéo de entropia total no processo, AS™ e mostre gue éum valor positivo. A variagdo de
entropia de cada um dos sistemas ndo é necessariamente positiva.

17. Para.um sistema magnético de N ! momentos magnéticos * I 2 , com interagdo mitua fraca, colocado

num campo magnético H = H 2, o nimero de estados com energia E! (=N '[JH <<E!<<N '[JH )
pode escrever-se,fs
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|

_ 5 (E)
Q'(E" =Q!(0) xXP

|
|

com 0% = N'(/JH)Z.

a) Mostre que quando E'>0 atemperatura do sistema é negativa.

b) Para um gés ideal podemos escrever, aproximadamente, para o nimero de estados de energia no
intervalo entre E e E+dE,

Q(E)DexpDS(E)D QLQ gl?g exp(5N / 2)

Os dois sistemas foram colocados em contacto térmico tendo inicialmente uma energia total, E
Mostre que as energias de equilibrio sdo:

EZE%(M) +\/(E(tot))2 +6N0_2§

2

= 10w 2

El= e -J(E®) +6No ]
2

c) Mostre que sgja qual for a temperatura inicial do sistema magnético (negativa por exemplo) a
temperatura de equlibrio é sempre positiva. Interprete este facto com base na segunda lei da
Termodinamica.

(tot)

d) Pretende-se usar 0 sistema de gas ideal como um termdmetro. Para isso consideramos o gas ideal como
um sistema de tamanho muito menor gque o sistema magnético. Toda a energia pode considerar-se neste
limite como a energia do sistema magnético. Mostre que se a temperatura do sistema magnético for positiva
atemperatura de equlibrio é igual & temperatura do sistema magnético.

€) Nas condi¢des da alinea anterior quando a temperatura inicial do sistema magnético é negativa,
Ty <0, atemperaturade equlibrio, T, é positiva e dada por,

(uH)*

>0
KT

_|
||
OJll\)

2N
N

f) Verifique os seguintes factos e comente:

1) Nocaso T,, <O quanto menor N maior atemperatura de equlibrio, T.
2) Nocaso T,, <O quanto menor o valor absoluto de T,, maior atemperatura de equlibrio T.
3) Para T,, >0 temossempre T =T,,

18. Considere um gésideal classico monoatémico composto por N particulas que ocupam um volume V e
se encontram a umatemperatura T e

a) Calcule afuncéo de particéo.

99



3
b) Mostre que se verifica < E >:§ Nk, T e <P>V =NKk,T.

c¢) Calcule aentropia do sistema.

d) Calcule o potencial quimico do sistema.

19. Considere um sistema de N osciladores harmonicos tridimensionais.
a) Calcule afuncgdo de particdo no caso quantico e no caso cléssico.

b) Calcule a energia média no caso quéntico e ho caso classico.

¢) No caso quéntico e cléssico calcule o potencia quimico do sistema.

20. Considere um gas ideal cldssico monoatdmico, tal que o recipiente de volume V, que contém as
particulas se encontra numa regido do espago onde existe um potencial externo uniforme V,, que actua cada
particula. A energia do sistema escreve-se,

_“Ff)
_le_

a) Mostre que a energialivre de Helmholtz do sistera vem dada por,

Oy N (2nkaT)3N/2 0
F=NV,-k.TIn
0 B N I h3N

b) Tendo em atencdo a 12 e 22 leis da Termodinamica, dE =TdS — pdV + udN e a definicio de
energialivre de Helmholtz encontre a relag&o entre este potencial termodin@mico e o potencial quimico U .

c¢) Obtenha para o potencial quimico,

_ O Rk, T O
u——kBT%n%@HnEiE H+V,

pelo que se pode escrever H(V,) = H(0) +V,.

d) Considere um gés ideal num campo gravitico tal que o potencia externo que actua uma camada de gés
de largura dz a uma aturaz é V, = mgz. Mostre que a condigao de equilibrio relativamente a trocas de

particulas entre camadas, M(z+ dz) = (2) fornece, N(z) = N(0) exp(—=Bfmgz) onde n(z) é a
densidade de particulas 4 atura z.

21. Demonstre que a entropia, S=Kj, (InZ + B<E>) se pode se escrever a partir da distribuico

candnica, P, 2@ naforma S = —z p,Inp, .
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22. A energia potencial inter-atdbmica numa molécula diatémica pode aproximar-se por uma energia
1
potencial harménica, U (r) :E K(r —=r,)*> —E,, onde r representa a distancia inter-atomica, r, a

distancia de equilibrio e E a energia de dissociagdo da molécula. As vibragdes da molécula podem

reduzir-se ao problema do movimento duma particula de massa U = m:_—mz Sujeita a energia potencia
m +m,

anterior. A energia quantica dos estados quénticos do oscilador harménico sdo dadas por
1 Kk

E,=(n +§)hw -Ep,comw=_[—en=0123,... Praamoléculade Cl, sdo conhecidos os
\ 1

seguintes valores experimentais. E, = 2475eV, k=321N/m, r, = 1988A e uma massa molar
do Cloroigual a 35453Q.

a) Calcule & temperatura ambiente (25°C) qual araz&o entre a probabilidade de encontrar uma molécula no
primeiro estado excitado e a probabilidade de a encontrar no estado fundamental. A partir do resultado
comente sobre a validade da aproximagdo harmonica.

b) Mostre que a funcdo de partic¢do vibracional duma molécula se escreve:

_ eXp(BEp)
W 2 sinh(Brw ! 2)

Para um gas de N moléculas diatdmicas mostre que a contribui¢do vibraciona para fungéo de particdo se
escreve:

— N
Zvib - (Zl,vib )
c¢) Obtenha uma expressao para a energia média vibracional do gés.

d) Mostre que a contribuic&o vibracional para capacidade calorifica do gas vem dada por,

exp(Bhw)
(exp(Bre) - 1)°

C, = Cp = Nig (Bhe)?

e) Calcule os limites de baixa e ata temperatura para C,, . Compare o limite de alta temperatura com o
valor esperado com o fornecido por um tratamento cléssico.

23. Considere uma molécula diatébmica heteronuclear. Os niveis quéanticos de energia rotacional da
molécula podem escrever-se,

h2
E =—I(+1
=10+
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com | =0,1,2,...,0 , e | 0 momento de inércia da molécula. Para cada valor de | existem (21+1)
estados, isto é, cada nivel de energiatem uma degenerescéncia dada por esta quantidade.

a) Escreva uma expressdo para a funcéo de particéo rotacional duma molécula.
b) Usando aformula de Euler-Maclaurin,

o P 1 1 df 1 Od3f O
f(n)=(fX)dx+="f (0 — Q + —F— +...
,;) L J; ) 2 © 12 Odx_,  7200dx® EX:O

obtenha uma aproximag&o para a funcdo de particao rotacional duma molécula.

c) A partir da funcéo de particdo obtida anteriormente calcule a contribui¢8o rotacional para a fungéo de
particdo dum gas de moleculas diatomicas e a correspondente contribui¢do para a energia média do sistema.

d) Deduza que a contribui¢éo paraa capacidade calorifica se pode escrever:

1o,

C =C; :NkBD +— +--.D
FrsaTHTE

hz
21k,

com O, =

€) Calcule o limite de temperatura infinita na anterior expressdo e compare com o esperado com base no
teorema da equiparti¢ao. Qual o papel de ©, quando falamos em regimes de baixa e alta temperatura?

f) A expressdo anterior para C,, ndo pode ser vdlida quando a temperatura se aproxima de 0. Porqué?

Calcule uma expresdo para a fungéo de particéo rotacional valida a temperaturas muito baixas. e demonstre
gue neste limite.

0) Represente gréficamente a capacidade calorifica em funcdo da temperatura mostrando que esta
guantidade tem um maximo.

24.
Considere as seguintes moléculas diatdmicas para as quais 0s parametros 9, e GV s80 0s especificados.

Qual o calor especifico molar dos gases formados por estas moléculas diatdmicas a uma temperatura de
300°K? (Despreza-se o facto de algumas das mol écul as consideradas serem mol éculas homo-nucl eares).
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Molécula ar (K) QV (K)
H, 85.5 6140
CO 2.77 3120
0, 2.09 470
Br, 0.177 140

25. (Problema 6.3 Reif)

Um sdlido a uma temperatura absoluta T é colocado num campo magnético externo de 30000 Gauss
(1Teda = 10000 Gauss). O sdlido contém aomos com momentos magnéticos que interagem debilmente
entre si tais que a energia de cada &omo no campo magnéticoé 1 H .

a) Se 0 momento magnético for igual a0 magnetéo de Bohr, 1 = 0.927 x10 ™ ergs/ Gauss (1 erg =

1077 Joule), qual a temperatura a que é necessario fazer descer o sistema para que mais de 75% dos
atomos se encontrem com 0s momentos magnéticos paralelos ao campo magnético externo.

b) Suponha um solido que ndo contém muitos atomos magnéticos mas sim muitos protdes (por exemplo
Parafina) que tém um momento magnético 1 = 141 x 10 ergs/ Gauss. Qual a temperatura a que

temos de fazer descer este sdlido para obter um alinhamento de 75% dos momentos magnéticos com o
campo externo?

26.

A energia magnética dum &omo na presenca dum campo magnético, H, ¢é da forma £ =-gu,mH

(onde U, = representa o magnetdo de Bohr e g representa um nimero : o factor g de Landé). O

2m, ¢
ndmero quantico m toma os vaores -J,-J+1,-3+2,...,0,...,J-1, J. Um solido formado por N atomos deste tipo
encontra-se em contacto com um banho térmico a umatemperatura T.

a) Determine o momento magnético totad médio do sistema, isto é a Magnetizagdo:

N
<M >:<Zgu0m >. Considere os limites de baixa e ata temperaturas.
=

<M >
b) Determine a susceptibilidade magnética: X+ = %a , mostrando que esta quantidade vem
=0

dada por:

_ (00) 30+ )

A 3k, T

gue é conhecida pelalel de Curie.

c) Demonstre que a susceptibilidade magnética se pode escrever:

Xt :B(<M2 >h=0 ~<M >$|=0)
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onde as médias do lado direito da equagdo sdo tomadas para um campo externo nulo.
27. (ver Problema 7.14 Reif)

Considere um conjunto de N &omos magnéticos que interagem debilmente a uma temperatura T e
descreva a Situagdo dum ponto de vista classico. Cada momento magnético [ pode fazer um angulo

arbitrario relativamente a uma dada direc¢cdo do espaco (seja esta direcgdo a direccdo zz). Na auséncia dum
campo magnético todas as direccBes do espaco sdo igualmente provéveis. Na presenca dum campo
magnético aplicado segundo a direccdo Z a energia de cada atomo magnético depende da orientacdo

relativa do seu momento magnético e do campo magnético: £ = —fj M = —uH cos6 .
N
a) Calcule o valor da Magnetizagio média: < M >=< o>

b) Compare o valor de < M, > com o valor fornecido pelo calculo quantico efectuado no problema 26
tomando o limite apropriado de elevada temperatura.

28. Considere um sistema de N dipolos eléctricos independentes, cada um com momento dipolar eléctrico
P, de médulo p,. A energia dum destes dipolos num campo eléctrico E=E2 é dada por

£=-P, E = -p.E C0S6 . Especificar um estado dum dipolo corresponde a fixar uma orientagdo no
espaco  (0,¢). O eemento infinitesmal de integracdo € o angulo sdlido infinitesimal
dQ =sin6dodg¢.

a) Calcule afungdo de particdo, Z, paraum dipolo.
b) Mostre que 0 momento dipolar médio nadirecciio 2 se escreve:

<p,, >=<p, cosb >:£ilnzl
1 Bﬁ

c) Efectue o célculo obtendo,

1
B p.E

O—a

U
< P., >= P, Ecoth(ﬁ P.E) -

d) Mostre que < p,,, >=<p,, >=0 einterprete este facto.

€) Umavez que 3 P.E é um numero pequeno a temperaturas altas ( onde aliés a teoria se aplica) mostre

gue a polarizagéo eléctrica P, isto € o momento dipolar total médio na direc¢do do campo e por unidade de
volume vem dado por:
N , E

p=N
v PRt

1
Nota: coth(x) O—+ % parax<<l.
X

f) Atendendo a que, P=¢&,XE, onde £, é a constante dieléctrica do vazio, X a susceptibilidade
dieléctrica, e ainda que a constante dieléctricarelativa se define por €, = (1+ X) obtenha uma expressio
para esta quantidade em termos dos parémetros microscopi cos que caracterizam o sistema.
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g) Sabendo que a molécula de H,O tem um momento dipolar eléctrico permanente,

p, = 0.62 x 107 Cm estime &, para o vapor de &gua & temperatura de 100°C e a uma pressio duma

atmosfera ( 10°N / m? ). Considere que o vapor de dgua se comporta como um gasideal.

29. (ver Problema 7.2 Reif)

Um recipiente de altura L e uma area da base A contém um gés classico de particulas pontuais cuja
interacc@o pode ser desprezada. As particulas de massa m encontram-se num campo gravitico que actua na
direccdo z, perpendicular a base do recipiente. Seja g a aceleracéo da gravidade. O sistema encontra-se em

equlibrio aumatemperatura T. A energia duma destas particulas é ent&o:

pz
E=—+mgz
2m

a) Mostre que a energia média duma particula é dada por:

<E >:g kBT _LLD
exp%ﬁl'm— 1
ko TO

|

b) Calcule o calor especifico a volume constante, C, .

. . o S
¢) Mostre que no limite de baixas temperaturas T — O temos para o calor especifico, G - E kB eno

3

limite de altas temperaturas T — oo temos C, — E Kg.

d) Calcule a energia potencial média do sistema.

30. Considere um sistema que possui g, estados de energia £, e g, estados de energia €, . Este sistema

encontra-Se em contacto com um reservatorio térmico a umatemperatura T.

a) Escreva a funcdo de particdo do sistema.
b) Calcule a energiamédiadi sistema.
¢) Demonstre que se pode escrever a entropia como,

O
D -—
S=Kkg %ngl + In§1+&exp(—[3(gz _81))§+ g Pl ~ &)
H O, 1+ g—l exp(—[}’(g2 - 51))
2

d) Calculeoslimites T - Oe T — oo daentropiaeinterprete o resultado.

€) Verifigue que se pode escrever a anterior expressao para S naforma,

S=-% p,Inp,

MmOodOdO
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31. Considere um gas ideal classico no limite relativista extremo, isto €, no limite em que a energia duma

particula se escreve E =./nf ¢* + p?c® Opc com c, a velocidade da luz e a quantidade de
movimento P = ,/ pf + pj + pz2 . Este gés encontra-se confinado a um recipiente de volume V.

a) Mostre que a funcdo de parti¢do para uma particula, Z,, se escreve:

(kT
Z =8 B \
1 7%—0 H
e obtenha a funcéo de particdo paraum sistema de N particulas.

00

Nota: J'exp(—x)x”dx =n!
0

b) Deduza as relagbes termodindmicas para a pressio P = —%a eparaaentropia S= —%a
T A%

em termos da energialivre de Helmholtz, F.

c) Mostrequesetem E = 3Nk, T e PV = Nk, T e portanto P‘%

d) Mostre que S= Nk in+3lnT +0 Qcoma :InD e [
e 5= NegIn opjeom o, %75

€) Calcule as capacidades calorificas, C, = T%é e = T%a demonstrando que
,N

C,
C,

32. (ver Problema 6.8 Reif)

y=e ot
3.

O seguinte modelo bidimensional descreve uma situagdo fisica de interesse. Um sdlido a temperatura

abdoluta T contém N impurezas do tipo A por cm® do material, que sd0 atomos que substituem os
atomos do material que ocupam os nodos duma rede hidimensional ordenada. Por cada &omo de impureza
do tipo A existe uma impureza do tipo B (um aomo mais leve) que pode ocupar uma posi¢ao intersticial,
isto € no centro de cada quadrado da rede, como se vé na figura. As impurezas do tipo A capturam um
electrdo a impurezas do tipo A ficando carregadas negativamente. Em volta duma impureza do tipo A
existem quatro locais intersticiais onde, na auséncia de campo eléctrico, é igualmente provavel encontrar
uma impureza do tipo B. O espagamentop entre atomos na rede designa-se por a

Aplicando um pequeno campo eléctrico ao longo da direcgéo x, calcule a polarizagdo eléctrica, isto é 0
momento dipolar eléctrico médio por unidade de volume na direcgéo x.
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33. (Ver Problema 6.9 Reif)

Umfioderaio I, coincide com o eixo dum cilindro metélico de raio R e comprimento L. O fio encontra-se

a uma diferenca de potencial V relativamente ao cilindro metdlico. Todo o sistema encontra-se a uma
temperatura T. Os electrdes emitidos pelos metais quentes formam um gés diluido de electrdes que
preenche o recipiente cilindrico e que se encontra em equilibrio com este a uma temperatura T. A
densidade destes €l ectrfes € tdo pequena que a sua repul sdo el ectrostatica mitua pode ser ignorada.

a) A partir do Teorema de Gauss do €l ectromagnetismo obtenha uma expressdo para 0 campo el ectrostatico
a uma distancia r do eixo do cilindro ( Iy <T <R). Pode assumir-se que o comprimento lo cilindro é
muito grande pelo que os efeitos das extremidades se podem ignorar.

b) Em equilibrio térmico, os electrfes formam um gas de densidade varidvel que preenche todo o espago
entre o fio e a superficie do cilindro. Determine a depéndencia da densidade de carga, P(r), com a

distanciar.

c) Pela condigdo de auséncia de gradiente de potencial quimico no sistema (ver problema 20) deduza, por
outro método, o resultado(anterior.

34. (Ver Problema 6.10 Reif)

Uma solugdo diluida de macro-moléculas (moléculas grandes de interesse bioldgico como por exemplo
proteinas) encontra-se a uma temperatura T numa ultracentrifuga rodando com velocidade angular . A

aceleracdo centripeta que actua numa particula de massa m € w’r e pode ser substituida por uma forca
centrifuga equivalente m w?r no sistema de referéncia gue roda com velocidade angular .

a) Determine como varia a densidade de moléculas O(r) , com adistancia ao eixo de rotagzo.
b) Mostre quantitativamente como o peso molecular das macro-moléculas pode ser determinado se a razéo

das densidades as distancias I, e I, , Py fér determinado por meios opticos.
2
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35. ( Problema 7.3 Reif)

Um recipiente isolado termicamente encontra-se dividido em dois compartimentos tendo o compartimento
da direita um volume b vezes maior que o compartimento da esquerda. O compartimento da esquerda
contém V moles dum gés ideal a uma temperatura T e pressdo P. O compartimento da direita também
contém V moles dum gasideal aumatemperaturaT. A divisoria é removida. Calcule:

a) A pressdo final da mistura de gés em termos de P

b) A variac8o total de entropia se 0s gases sdo diferentes.

c) A variagdo total da entropia se 0s gases sdo iguais.

36. (Problema de Teste da Fac. Ciencias Porto, Ver Problema 7.5 Reif )

Considere uma cadeia unidimensional consistindo em N elementos articulados livremente e de
comprimento a, de forma a que o conjunto apresenta um comprimento efectivo x (ver figura).

X

v

<
<

T = o

<+—> F

\ 4

a) Mostre que a entropia desta cadeia €

oo o i 23 S o

b) Mostre que se a cadeia estiver em equilibrio com um banho térmico a temperatura T, para que se
apresente com um comprimento x é necessdria a aplicacdo de umaforga,

N k,T 1+ o0 kT
=% pdNapqfel
2a _xpg a
Na H
Comentério (ndo incluido no teste): Cada elemento articulado da cadeia pode encontrar-se em dois estados
S = %1. Quando um dos elementos passa dum estado a outro o comprimento da cadeia varia de 2a e a
forca produz um trabalho 2F a, positivo quando x aumenta e negativo quando x diminui. Quando o
N
trabalho € positivo a energia do sistemadiminui peloque E =—F X com x = aZ S, . Resolvaa alinea

F

b) a partir do ensemble micro-candnico e a partir do ensemble candnico.

37.
O modelo de Einstein dum sdlido considera que todos os atomos que o constituem se comportam como

osciladores harmaénicos quénticos independentes de frequéncia angular e . A energia dos estados de cada
um deste s &omos escreve-se £ = —&, +Niw, com N=0,12,....A quantidade £, > O representaa
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energia minima necesséria para remover um aomo ao sélido no zero absoluto. Os aomos podem
considerar-se distinguiveis uma vez que se encontram a oscilar em torno a posi¢des de equilibrio diferentes.

a) Mostre que afunc¢éo de particdo do sistema vem dada por:

-N

Z = exp(NBe, ) (1 - exp(-Brwy )

b) Calcule o potencial quimico do sistema.

c) O stlido encontra-se em equilibrio com o seu vapor a uma temperatura T. Estes dois sistemas trocam
particulas entre si. Considerando que o vapor pode ser considerado um gas ideal cujo potencial quimico é
dado por,

OND h? g
p=k, TNk 0——0 H
BV 2k, TO H

mostre que a pressdo de vapor do sdlido é dada por,

P(T) = exp(~fe, L~ exp(-Bhae)) B T

d) Discuta a dependencia da pressdo de vapor com £, e atemperatura.

38. (Ver Problema 7.23 Reif)

Numa experiéncia de feixes moleculares, a fonte € um tubo que contém Hidrogénio a uma pressdo
Ps =015mmHg e a uma temperatura de T=300°K. Na parede do tubo existe uma abertura de

20mm x 0.025 mm, que comunica com uma regio onde existe um vécuo elevado. Na direcgéo
oposta a abertura e a distancia de um metro existe outra abertura, paralela & primeira e com as mesmas
dimensdes. Esta abertura encontra-se na parede dum recipiente (detector) no qual se pode medir a presséo

pP.

a) Quantas moléculasde H, abandonam a abertura da fonte por segundo?

b) Quantas moléculasde H, chegam a abertura do detector por segundo?

¢) Qual € apressdo, Py, no detector quando se atinge o regime estacionario tal que P, € independente do
tempo.

39. Um bal&o esférico encontra-se cheio dum gas a uma temperatura T. No exterior do baldo o mesmo gés
encontra-se a uma presséo constante P, . O a&o encontra-se a perder gas por uma pequena abertura de area
A.

a) Mostre que ataxa de variago do nimero de moléculas no interior do bal&o é dada por,

&l

b) Se ndo variar o volume do bal&o mostre que se atinge o equilibrio de uma forma exponencial com uma
constante de tempo dada por,
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T—l_é /kBT
V \2rm

Indigue explicitamente essa deopendencia no tempo.

¢) Suponha agora que o raio do baldo, R, pode variar a medida que perde massa. Para simplificar considere
a situagdo na qual no exterior do baldo se fez vacuo (P, = 0). Admitimos ainda que a parede do baldo
exerce uma forga eléstica proporcional a sua area de modo que a pressdo do gas no interior do baldo é
sempre constante e igual a P, . As forgcas de pressdo do gas no interior sobre as paredes do bal&o

equilibram a forca el&stica referida. Encontre a dependencia no tempo do nimero de particulas no interior
do bal&o mostrando que este se esvazia completamente quando,

_4m [2m R(0)°

t -
3k, T A

onde R(0) éoraioinicial do balzo. Comente a dependencia deste tempo nas vérias quantidades.

40. (ver problema 7.28 Reif)

Uma caixa de volume V contém um gés ideal de peso molecular U a uma temperatura T e encontra-se
dividida em duas partes iguais. Inicialmente a presséo do lado esquerdo € P, (0) e a pressio do lado
direito € P, (0). Um pequeno buraco de &rea A ¢ introduzido na divisoria abrindo uma vavula de modo
gue as moléculas podem passar dum lado para o outro.

a) Encontre apressio [J; (t) do gés no lado esquerdo da caixa em fungdo do tempo.

b) Calcule amudanca de entropia AS do gés inteiro depois de se ter atingido a situac&o final de equilibrio.

41. Temos dois compartimentos L e R, de igua volume que comunicam por uma parede onde existem
numerosos buracos cuja area total é A (trata-se de uma parede de material poroso). No compartimento L

existem dois gases de pressdes parciais, p,'; e p',; de massas moleculares M, e M, . Estas pressbes
parciais sd0 mantidas constantes fazendo renovar 0 g&s que se encontra nesse compartimento. No
compartimento R existe um dispositivo que retira particulas de ambos os gases a uma taxa —F N onde N

representa o nimero de particulas de um dado gas no compartimento.

a) Mostre que a taxa de variagdo no tempo do nimero de particulas de cada um dos gases no
compartimento R é

dN, 1 N o
=—-FN, —=<v, >~A+ A A
dt Aa Tty J2rm,k, T
L
Ny o pNg-Lav,sNopsr P
dt 4 \Y 2k, T
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1 A
b) Quando F >>Z <v> V para qualquer dos gases mostre que as pressdes parciais dos gases no

compartimento R sdo em regime estaciondrio,

R L kg T A

D _
Pa UPA 2rm, VF
koT A

N
m, VF

) Mostre que se M, <IT, a mistura de gases no compartimento R esta enriquecida no gas mais leve
relativamente ao que acontece no compartimento L.

d) Suponha que temos véarios compartimentos idénticos ao compartimento R que comunicam
sucessivamente entre si por paredes porosas. Mostre que a razéo entre as pressdes parciais dos gases no
compartimento n é dada por

n /2
P _pm Pl

pg Om,O p§

Quando o gés A é Uz F619 eo0 gés B de uzs F619 Cuja pressdo parcia relativa no compartimento R é
R
p_,F: [J0.01, tendo em conta a abundancia natural dos dois isdtopos de Urénio, calcule o nimero de

Ps

compartimentos necessario para que na mistura final os dois gases tenham pressdes parciaisiguais.

42. (Ver Problema 7.30 Reif)

As moléculas dum gas ideal monoatdmico escapam-se por uma abertura de reduzidas dimensdes existente
na parede dum recipiente que € mantido a umatemperatura T.

a) Através dum raciocineo fisico (sem efectuar calculos) espera ou ndo que a energia cinética média média
duma particula no feixe, €, sgjamaior, menor ou igual que a energia cinética média duma particula no

interior do recipiente €, .
b) Calcule €, parauma moléculano feixe incidente e exprima o seu resultado em termos de € .

43 (ver Problema 7.31, Reif)
Um recipiente contém gés auma pressdo P e tem numa das suas paredes uma pequena abertura de &rea A

através da qual as moléculas podem passar para uma regido onde existe o vacuo. Nestaregido, directamente
em frente da abertura est& suspenso um disco circular de raio R. Esta orientado de modo que a normal & sua

111



superficie aponta na direc¢do da abertura. Assumindo que as moléculas do feixe chocam elésticamente com
este disco calcule aforga exercida no disco pelo feixe molecular.

44. (UC, Berkeley)
Assuma que a reacgdo H — p+ €, em que um &omo de Hidrogénio se “dissocia’ num protdo e num

electréo ocorre em equilibrio térmico a uma temperatura de 4000°K num gas diluido com uma neutralidade
global de carga.

a) Escreva o potencial quimico de cada gas em termos das respectivas concentragdes por unidade de
volume de cada espécie, N, , Ny, N,. Use para “zero” da energia a energia dum protdo e dum electréo

afastados e em repouso. Considere também que o &omo de Hidrogénio se encontra sempre no estado
fundamental cuja energiaé —E relativamento ao “ zero” de energia considerado. Tenha em atengdo que

a degenescéncia de spin do electrdo e do protdo € 2 enquanto a degenerescéncia associada ao &omo de
hidrogénio no estado fundamental é o produto destas duas quantidades, isto &, 4.

b) Considere a condic&o de equilibrio quimico e estime a concentragdo N, emfuncéo de N, edeT. Tenha
em atencdo que N, = N,,.

c) Estime a concentragdo electrfes e protdes quando o gas de Hidrogénio atdmico se encontra ionizado a
metade: N, =N, =N,.
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V1. Sistemas que trocam particulas a volume e temper atura constantes
A distribuicdo M acro-Canonica.

Quando dois sistemas, A e A’ em contacto podem trocar calor e particulas podemos verificar que a
condicdo de maximizacdo da entropia do sistema total composto pelos dois sistemas corresponde a uma

igualdade das temperaturas e do potencial quimico dos dois sistemas. Seja St (E, N) a entropia do

sistema total quando A tem energia E e nimero de particulas N. Esta entropia escreve-se como a soma da
entropiade A com aentropiade A’ :

S(tm)(E,N) — S(E,N) +S-(E(tot) —E,N(mt) _N)

(tot) —

que toma um valor méximo para dS'™’ = 0 ou sgja

st O O O O
dst) = = dS 00 dE + Bd_SD -—0 -]
EWEDN [@NDE [WEDN, ¥ N DE

[ SO

Tendo em atencdo que para cada um dos sistemas se escreve: D—D =

s 4
ELL, T [ﬁE'[LHW

. Eo"s % Eo" S %
ainda N =- -— obtemos para a condic&o de equilibrio.
A%
%—Tr Tl Tl

gue se verifica para quaisquer dE e dN quando
T=T

p=u

A passagem duma particula do sistema A ao sistema A’ pode ser vista como uma “reaccdo quimica’ (ver
capitulo anterior) na qua se “perde” uma particula em A e se ganha uma particula de A’. A esta reaccdo
2

corresponde V,; = -1 e vV, =1e a condigdo de equilibrio Z VU, ndo é mais que a condicéo de
1=

igual dade dos potenciais quimicos U, = U,.

Consideramos agora um sistema A que pode trocar particulas com um sistema A’, maior que A. O sistema
total composto por A e A’ pode ser visto como um sistema isolado. Quando o sistema A se encontra num

estado “r" deenergia E, etem N, particulas. O nimero de estados acessiveis ao sistematotal quando A
se encontra no estado “r’ é dado pelo nimero de estados de A’ nos quais este sistema tem energia
E( — E, e numero de particulas N = N, . onde E™™ e N representam a energia total e o
ndmero total de particulas do sistematotal.

A probabilidade do estado “r” vem dada por:
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_ Ql(E(tOt) _ Er)
- Q(tot)

onde Q% representa 0 nimero total de estados acessiveis ao sistematotal.

Quando E, <<E e N, << N & possivel fazer uma expansio em volta do ponto E, =0 e
N, = 0. A expanso do logaritmo, Inp, fornece umamelhor aproximagao. Assim temos,

Inp, ==InQ" +InQ'(E™, N(“’”)+ o E.NY L CE)
E N’ !,E\l(tot)
+ 9 Q'(E',N") (=N,)
JN' ’ ) '
N,:N(tot)
0 o S 7 J S

Tendo em atencé —Q(E'N)=——=—=8e——Q =———=-pu
endo em atencdo que FT ( ) JEk, B e IN (E',N") IN'K, B

e ainda que no equilibrio a temperatura e o potencial quimico dos dois sistemas sio iguais. B=[3' e
U = ' podemos escrever:

Inp, =Const.—BE, +BuN,

Deste modo obtemos a seguinte distribuicdo, a distribuicdo macro-candnica associada ao “ensemble’
macro-candnico:

_exp(= B(E, - uN,))
ZG

onde Z representaafungéo de particio grande:

=3 op(-B(E ~uN,)

A condicdo do sistema A’ ser muito maior que o sistema A implica que atemperatura e o potencial quimico

de equilibrio do conjunto seja determinada pelo sistema A’ que se designa, nestas circunstancias, como um
reservatorio.

Por definicéo de valor médio temos para <E> epara <N> :

=3E exp(- (EG EN)) =3 N exp(—B(ZE;-uNr))
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V1.1 Relacdo com a Termodinamica

A funcdo de parti¢do grande € uma funcéo de 3, do volume V' e do potencial quimico, U . O diferencial
do logaritmo desta func&o escreve-se:

o U o U Lo H
dinZz, =0—Inz,0 dB+3—InZ,0 dv+3—InZ,O du
VB 0., pV 0, P u Oy
Por defini¢éo de val ores médios verificamos que
do 0
O—Inz,.0 =-(E)+u(N
gzl =B uN)

A pressdo média do sistema €, como vimos nos capitul os anteriores, dada pela seguinte média:

- {5
ov

cal culada no ensembl e adequado. Consequentemente, temos:

Ua [
P=0—InzZ,O
PP=Hy %Y
By
, 04 O . . )
Podemos ainda escrever, E-IWTInZGE =B <N> Introduzindo estas igualdades na expressdo do
H by

diferencial de InZ temos,

dinZg =(~(E) +u (N))dB +B PdV +B (N)du
B(d(E) - d(N)+Pdv) ~d(B(E) -B u(N))
Recorrendo agora  relaggo Termodinamica: d(E) = TdS - PdV + 11 d(N) obtemos:
ds
iz, +BlE) - u(N}) =
B
A expressdo para a entropia em termos da funcéo grande de particéo é, ent&o:
S= kB(InZG +B((E)-u <N>))
Se resolvermos a anterior expressio em ordema INZ; obtemos:

Q¢ = -k, TInZg =(E) -TS - (N)
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onde Q ; sechamao Grande Potencial Termodinamico.
A relagdo fundamental da Termodinamica, E = TS— PV +u N, implicatambém que Q, = -PV e

portanto:

P—\_/I_:InZG.

B

Verificamos, assim, que o célculo da funcdo de particdo grande é fundamental quando consideramos
sistemas que podem trocar particulas com um reservatdrio a volume e temperatura constantes. A expressio

anteriormente obtida para Z; pode ser reescrita:

N(tot)

Z, = Zexp(-B(Er -uN,)) = >3 exp( -B(E, -uN)) =N2)Zexp( B(E, -uN))

O somatério sobre os estado “s’ na anterior expressdo é efectuado sobre todos os estados acessiveis ao
sistema quando este tem N particulas. O somatério sobre o nimero de particulas pode ser estendido até
infinito uma vez que a contribui¢do dos estados “incorrectamente” introduzidos no calculo é desprezével.

Por outro lado, repare-se que N & um nimero grande, idealmente infinito.

Em algumas aplicagdes é conveniente escrever,

Zs =% Z(N.V,T)exp(B u N)

onde Z(N,V,T) representaafuncéo de particio do sistema quando este tem exactamente N particulas.

V1.3 Exemplo: Gés sobre rede (Lattice Gas).
(Ver Hill)

Consideremos uma rede bidimensional quadrada, isto €, o conjunto de pontos do espago representados na
figura seguinte:
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Esta rede pode ser associada a uma superficie dum determinado cristal no qual 0s seus atomos constituintes
ocupam os nodos duma rede regular. Esta superficie encontra-se em contacto difusivo com um gas ideal
cléssico de particulas duma certa espécie quimica (&omos ou moléculas). Cada um dos nodos da rede
representa um local distinto onde uma dada particula do gés se pode ligar (adsorvida). O estado
microscopico de cada molécula que se encontra sobre a rede é especificado indicando o local onde se
encontra, I; e 0 seu “estado de movimento”, S, em volta desse local. Este “movimento local” é um
movimento de vibragdo, em principio tridimensional, em torno do local especificado. Suponhamos que

tinhamos N particul as adsorvidas na face do cristal onde existe N () > N locais disponiveis.

A func&o grande de parti¢éo pode escrever-se:

=33 e g

onde Ea representa a energia duma particula no estado duma particula§ . o somatério Z representa

fi

uma soma sobre todas as posi¢des possiveis para as N moléculas adsorvidas na superficie e o somatério
g representa um somatorio sobre todos os “ estados de movimento” de cada uma das particul as e que néo
S

dependem do local onde a particula se encontra adsorvida. Dado que em cada local darede s6 pode existir

N (tot) |
uma particula temos, para cada nimero N de particulas, NI (N ) N)! possibilidades diferentes de
distribuir as particulas pelos N ) ocais distintos. Esta guantidade é precisamente o valor do somatério,
) N (tot) |
Zl = NG (N ) N)! . O somatério sobre os graus de liberdade de vibragdo é entdo
I - - .

0 &0
g eXpB- B Zl E, H: (Z1 (T)) " Consequentemente a funggo de parti¢&o grande pode escrever-se:
5 =

Nt N o0

Z6 = 5 NN oy @xP(Bu)

Para calcular a soma anterior podemos recorrer a chamada formula do binémio de Newton:

M _ il MI NjLM =N
(a+b) —%ma b

ou sgja,

N(tot)

Zs = (1+2,e)
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Calculemos o nimero médio de particulas adsorvidas, < N > :

Z, ex
<N>:ll|nze :N(tot) 1 p(Bu)
Bau 1+2, exp( 1)
. | (N) . .
A fraccdo de locais da superficie ocupados por particulas é N () e obtem-se directamente da anterior

expressdo. Como o sistema das moléculas adsorvidas na superficie troca particulas com a atmosfera de gés
ideal classico correspondente (diz-se que os dois sistemas se encontram em contacto difusivo) os
potenciais quimicos dos dois sistemas devem ser iguais. O potencial quimico dum gasideal classico é dado
por,

Ui = kBT@ng - |nzl'§= ke T(INP ~In(ksT 2,))

P
k,TZ,'

ou sgja eXp(B l’lGasldeaI) = = eXp(B /J) , onde P representa a pressio da atmosfera gasosa
em contacto com o cristal.

Substituindo na anterior expressdo obtemos

Z

(N) Tz "
N (PT)=——

1+ —2-P

K TZ,’

Note-se que quer Z, quer Z;' sdo apenas funcdes da temperatura. Deste modo a fracgdo de locais
ocupados na superficie pode escrever-se:

N) (1= XTMP_
N 1+ x(T) P

expressao que € conhecida por isotérmica de adsor ¢ao de Langmuir e que se verifica experimentalmente
em muitos sistemas. A fungio X(T) depende das propriedades microscopicas da superficie e do vapor da
espécie quimica em fase gasosa e pode ser inteiramente cal culada a partir dos métodos da Fisica Estatistica.
Neste célculo é preciso ter o cuidado de usar 0 mesmo zero da energia (que é arbitrario) para a energia das
vibragtes das moléculas adsorvidas e para a energia das moléculas em fase gasosa. No proximo exemplo
veremos como esta diferenca de zero da energia deve ser tida em conta.

V1.4 Exemplo: Solido de Einstein em Contacto Difusivo com Gas ideal cléssico

O modelo de Einstein dum solido considera que cada atomo do solido se comporta como um oscilador
harménico quéntico independente. A energia dum destes atomos escreve-se

3
Ennn, = Q& +n, +n, +E§wE

118



comn,,, = 0,12,---. O “zero” de energia implicito nesta expressio corresponde ao minimo valor da

energia potencial do atomo, ousga £;44 ~ E heg . Setomarmos como zero da energia, a energia dum

atomo livre, fora do sdlido em repouso, isto é com energia cinética nula, entdo 0 minimo da energia
potencial do sdlido no interior ndo serd zero massimo valor —U, (com U, > 0). Este “zero” da energia
coincide com aquele que é usualmente considerado no tratamento dum gas ideal. A energia dum oscilador

harménico sera ento:
_ 3
gnx,ny,nz - X +ny +nz +§ wE _UO

3
Otermo E hag éum termo constante que pode ser absorvido no valor duma constante aditiva,

Enonym, = (nx +n, +nz)hwE - &

3
com £, =U, —Eha)E. Note-se que &, representa a energia minima que € necessario fornecer ao solido

para lhe extrair um &omo a 0°K, isto &, quando todos os osciladores harmonicos se encontram no estado
fundamental.

A funco de partic&o pode cal cular-se imediatamente,
70

z=2)= Eeﬁfoﬁiexp(—ﬁ i)

A energialivre de Helmholtz do sdlido &, entdo:

exp(B Ne,) (1-exp(—B hwe)) ™"

F = —kyTInZ = -k, T(B Ne, —3N In(1 —exp( B8 hw,.)))

a que corresponde o potencial quimico,

[= %@W = —£, +3k,TIn (L -exp(—B i, )

Por outro lado o potencial quimico dum gasideal monoatdémico classico é dado por,

N P O
— K Tln%/ﬁ Q: K.TING—— A3
H B T B E,kB_T T%

h

J2rmk T

Umavez que os dois sistemas se encontram em contacto difusivo os seus potenciais quimicos devem ser
iguais e portanto,

comA; =
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g L
—£, + 3K, T In(l—exp(-B hw;)) = kBTInE{% )\?’T%
B

Resolvendo agora em ordem a pressdo temos,

[QITme O D3
P:Eh—zg (kBT)SlzexpD— & EL exp(— E)D

BTD kT 'O

Esta quantidade representa a presséo de vapor do sélido quando este se encontra em equilibrio com o seu
vapor a uma dada temperatura. Trata-se da equacdo da linha de coexisténcia entre fases no diagrama de
fases P-T. Verificamos que quanto maior €, menor o valor da presséo uma vez que a energia de ligagao

. i A 52 U &, 0
dos atomos no solido é maior. Os factores (kBT) eXpD-ﬁE crescem com O aumento da
B

H hoe N
temperatura, enguanto H —exp(- T )E diminui com o aumento da temperatura. Para uma
B
3
how LH e U
temperatura K, T >> 71w podemos aproximar El—ex -—E5)0 OO0—=0 oqueimplicauma
® - o~ e kT ' Ok, T O

dependéncia na temperatura de P(T):

/2
m 12 0 &, 0
P(T D@;wzg k.T) “ex 0
(M T (keT) p%_kBTE

gue tem uma dependéncia com a temperatura dominada pelo termo exponencial, excepto a temperaturas
muito elevadas, KyT >>&,. A temperaturas muito elevadas o célculo efectuado deixa de ter interesse
fisico uma vez que esperamos a ocorréncia de outros fendmenos como sejam aliquefaccdo do sélido.

€o0— hQ)E/ZH

P(T)

€0=5hwe/2m

0.1 13 25 3.7 4.9

21k T/(hoog)
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Problemas do Capitulo VI

45. (Princeton)

Considere um sistema de N particulas absorvidas numa superficie em condicfes tais que as particulas se
movem “livremente” sobre essa superficie de area A. Este sistema pode ser tratado como um gas ideal
cléssico a duas dimensbes. Considere o zero da energia como a energia duma particula em repouso fora da

superficie e portanto a energia em repouso das particulas absorvidas na superficie € inferior dum valor &,
relativamente ao zero de energia considerado.

a) Calcule o potencia quimico do gés bidimensional de particulas absorvidas na superficie.

b) Este sistema encontra-se em contacto difusivo com uma atmosfera gasosa a uma mesma temperatura o
que implica uma relacdo entre o potencia quimico dos dois sistemas. Calcule o nimero de particulas por
unidade de area absorvidas na superficie em fun¢do da pressdo da atmosfera gasosa envolvente, P e da
temperatura, T. Discuta a dependencia na pressao e na temperatura.

46. Considere um sistema microscépico formado por M locais, equivalentes, independentes e distinguiveis

tais que em cada um destes locais se podem encontrar ligadas um nimero s de particulas compreendido
entre zero e um nimero maximo m. A energia do sistema pode escrever-se,

SHIEPETAC

onde € i (S ) representa a energia do local i quando este se encontra no estado Ji com 3 particulas
ligadas.

A funcdo de particdo pode ent8o escrever-sepor defini¢ao:

Z(N,M,T) :ggexp(-ﬁ E({i{ § ))

M
onde deve ser observada a restrig&o Z s =N.
1=

a) Mostre que agrupando os locais de acordo com o nimero de particulas ligadas, s, a cada local se pode
escrever afuncgdo de particdo naforma:

2NM D=y — M4 @™ -a(m™
! teeon !

onde q(9) = Z exp(—ﬁs j (S)) é a fungio de particio associada a cada local quando s particulas se
I

encontram ligadas a esse local, N, € o numero de locais com s particulas ligadas e a soma ; ' e
nS

cal culada obedecendo as restrigles:
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b) Mostre que se pode escrever a funcdo grande de particao,

=555 eol(E(H(3 ) -M)-

mM
= ZZ(N,M,T)ZN
N=0
com zZ = eXp(B /J) , naforma.

z=3 M40 (@) - (atmz")”

m

m

obedecendo a soma a restricéo Z ng=M.

=)

¢) Mostre ainda que se pode escrver,
— M
ZG - 5 (21 T)

onde (2, T) éumafungio grande de particio paraum so local, isto é,

£z T)= iq(s) 2

d) Mostre que 0 nimero médio de particulas no sistema se escreve,

m

(N)= Mg =Mz 0% :M;Sqﬁ
Ooz O m

; q(s) z°

onde <S> representa 0 nimero médio de particulas ligadas a um determinado local.

47. Num semiconductor com N, &omos de impurezas distribuidos aleatériamente pela amostra (assume-
se uma baixa densidade de impurezas) podemos associar a cada impureza um estado electrénico que pode
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encontrar-se  sem electrfes com energia nula, com um electrdo com energia, € e com dois electrdes com
energia 26 + A .

a) Tendo em atencdo a alinea d) do problema 46, mostre que o nimero médio de electrbes que ocupam 0s
estados de impurezas considerados € igual a,

1+ exp(—B(s -u +A))

; exp(B(e - 1)) +1+ ; exp(-B(e -1 +2))

(N)=N,

b) Considere agora a situagdo em que n&o se pode ter mais que um electrdo em cadaimpureza (A — oo )
mas em que cada electréo naimpureza pode ter energias €; . Mostre que neste caso,

1

(N)=N,

-1

1+ ; El,z exp(—B(.si - u))ﬁ

123



VIl Gases | deais Quanticos.

No tratamento anteriormente apresentado dos gases ideais os graus de liberdade trandacional foram
tratados dum ponto de vista classico. Vamos considerar agora o tratamento quantico correspondente. Cada
particula do gas ndo interage com as restantes e move-se livremente numa regido de volume V.

VI1I.1 Particulalivre numaregido de volume V. Tratamento Quantico.

A funcao de onda associada a um estado estacionério da particula é a solucdo da equacio de Schroedinger®
tridimensional independente do tempo, para particulas sem energia potencial de interaccéo (livres):

_h2E02+02 0% 0
2m@ x> I y? dz

W (xy,2) =E¢ (xy,2

onde ¥ (X,Y,Z) éafuncio de ondadaparticulae E aenergia correspondente. Estamos agora perante o
problema matemético de encontrar a solucdo duma equacdo diferencial. Pode verificar-se que a funcdo
W (X,Y,Z) se pode escrever naforma dum produto de 3 fungdes onde cada uma depende apenas duma das
coordenadas x, y e z U/ (X,Y,2) = X(X)Y(y)Z(2) . Cada uma destas fungdes é solugio duma equagio
de Schroedinger unidimensional:

hzo”'z
Xx—EXx

o5 X0 = EX()

K 9?

-— Y(X) =E Y (X

2may2() .Y (X)

Kh? 92

-— =E.Z(x

2md z° 22()

Pode mostrar-se que estas trés equagdes implicam que afungdo U (X,Y,2) = X(X)Y(y)Z(2) satisfaz a
equacdo original comumaenergia, E = E; + E, +E;

A solucéo matemética de cada uma das equactes unidimensionais escreve-se em geral na forma:

X(x) = A exp(ik, x) + B, exp(-ik,X)

Y(y) = A, exp(ik, y) + B, exp(-ik, y)
Z(z) = Ay exp(ik,z) + B, exp(-ik,2)

1 A equacgo de Schoedinger pode ser vista como aigualdade entre operadores, I—](,U = Ey onde H €o
operador Hamiltoniano. A funcdo J que satizfaz a equagdo diz-se fungdo prépria do Hamiltoniano

correspondente ao valor proprio da energia, E , e corresponde a um estado estacionério do sistema onde a
energia tem um vaor bem definido. Para particulas livres o Hamiltoneano escreve-se

N _ R Daz 9? 02 O
H = + > D O operador quantidade de movimento € em Mecanica Quantica
ZmEB x> dy? d
. 09~ 0 .. 0 P>
dadopor, Pp=—h3F—I1 +— +—kD eoque H temaforma H = —.
por, P= i T+ 5y 1 g KE o om
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Vamos obrigar a que a funcdo de onda obedeca a certas condicdes fronteira. Uma das condicdes fronteira
possiveis € a condicdo de anulamento e que resulta de se considerar que nas fronteiras da regido de
volume V onde se encontra a particula a energia potencial a que esta sujeita passa abruptamente de zero a
infinito. Se a regi&o que estamos a considerar for um paralelipipedo de lados L,, L, e L, estacondicéo

fronteira implica o anulamento da funcdo de onda em cada uma das faces do paralelipipedo. Embora
podessemos prosseguir admitindo estas condicfes fronteira é mais conveniente considerar outras que se
designam por condicdes fronteira periddicas. Uma vez que estamos interessados no limite em que o
tamanho dos lados do paralelipipedo é muito grande, idealmente infinito, a forma especifica das condi¢bes
fronteira ndo é importante.

Ha vérios pontos de vista sob os quais podemos ver as condi¢Bes de fronteira periddicas. Podemos
considerar que estamos a estudar um sistema que se estende sobre todo o espago mas onde a particula se
encontra sob accdo duma energia potencial de interaccdo periddica (de energia ndo infinita) associada a
presenca das paredes de um nimero infinito de paral elipipedos.

<
X

Uma energia potencial de interaccéo periodicaimplica que afungdo de onda seja ela propria periddica.
Ousga,

Y(xy,2) =(xxL,,y,2)

W y2) =P yL,,2)

Y(xy,2) =(xy,z£L,)

Outro ponto de vista consiste em considerar que a particula se move num espago com “curvatura’ . Cada
uma das dimensdes do espaco encontra-se encurvada de modo que os pontos X+ L., y =+ Ly e zx L,

coincidem com os pontos X, Y, Z.
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A seguinte figura mostra o espaco “encurvado” em que se move uma particula a uma dimenso.

Quando se considera o movimento da particula a duas dimensdes, 0 espaco “encurvado” € a superficie dum
toréide que se encontra imerso num espago tridimensional (um “doughnut”). A trés dimensdes teriamos a
superficie dum tordide imersa num espaco a quatro dimensdes que se ndo pode visualizar. Podemos

verificar que quanto maior forem as quantidades L,, L, e L, menor € a “curvatura’ local e portanto

menor a importancia das condi¢des fronteira. Estas condigdes fronteira também se designam por condicgdes
fronteira toroidais.

Escolhamos as constantes  arbitrérias B, = B, =B; =0(ou A = A, = A; =0) na anterior
expressao para afungéo de onda obtendo:

X(x) = A exp(ik, x)

Y(y) = A exp(ik,y)

Z(2) = Asexp(ik,2)

com kx, ky, kz tomando valores positivos, negativos ou nulos. Note-se que as condi¢des fronteira de

anulamento obrigam aescolher B, = —A,, B, = —-A, e B; = —A,. A funcéo de onda resultante vem
dada por:

Y. (x,y,2) = Aexp(ik )

—

com K =K, X+K §J+K,2 e I'=xk+Yyy+22. Estafuncdo de onda descreve uma particula que se

. _hk —
desloca com velocidade V = — na direccéo do vector de onda K e designa-se por orbital. O momento
m

da particula encontra-se bem definido o que é uma vantagem do ponto do vista dos célculos a efectuar.
As condicBes fronteira de anulamento ndo permitem aescolha B, = B, = B; =0 e portanto a fungdo de

onda resultante ndo descreve, nesse caso, uma particula com um momento bem definido.
As condicBes impostas pel as condi¢des fronteira periddicas sdo:
A explik,x) = A exp(ik, (x +L,))

A, exp(ikyy) =A exp(iky(y + Ly))
A, exp(ik,2z) = A, explik,(z+L,))

126



Quando o argumento duma exponencial imaginéria sofre um acréscimo de 2N7T com N = 0,+1,+2,--- a
exponencial mantém-se inaterada. As condicBes para que as exponenciais se mantenham inalteradas so:

K, = 2n, 1T
LX
K = 2ny7T
y L
y
2
K = n, it
LZ
com n, =0,+1+2,..-, n, = 0,+1,+2,---, n, =0,£1,*+2,---. Note-se que sio possiveis valores

positivos e negativos das componentes do vector de onda.
Por substituicdo da fungdo de onda na equacdo de Schroedinger obtemos a igualdade:
h? nind ongd onfd
E=E, =——(k? +k? +k?) =—— L[5 +%i%+B_ZDD
2m 2mHOL O 0L, oL, 0H

V1.2 Sistemas de duas ou mais particulas.

V/ gjamos agora 0 que se passa quando temos mais que uma particula. A equacdo de Schroedinger para duas
particulas que se movem livremente sem energia potencia de interaccdo mitua €

p*00*> 0> 90°0 n*0o*  0°
AT P o L o
2m@ x; dy; 9Z0 2m@ X vy,

LB ) -
ag%” BTN A

= BY(X,¥1,2,%,,Y,,2,)

onde F, = X,l +y,] + le2 el =X1 +y,] + 2212 representam os “operadores’ de posigdo de cada
uma das particulas. O facto das particulas ndo interactuarem permite separar o problema da solugcdo da
equacdo de Schroedinger de duas particulas em dois problemas duma so particula que j& foram resolvidos.
A func&o de onda,

YANG) =Y (R) Y .(r)
gue tem a forma dum produto de duas fun¢Bes de uma s6 particula é uma solugdo da equacdo de

Schroedinger de duas particulas. Nesta fungdo de onda a particula 1 encontra-se num estado de vector de
onda K (tem quantidade de movimento P =7k e a particula 2 tem momento P'= 7K"). A energia do

hz
estado do sistema ¢ entdio E = 2—(k2 + k'z). Ao escrevermos a funcdo de onda desta maneira
m

estariamos adistinguir as duas particulas uma vez que atribuimos um vector de onda especifico a cada uma
das particulas. Por exemplo, afungéo de onda
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We(rh) =g (%) Y. (1)

é iguamente solucio da equagdo de Schroedinger correspondente & mesma energia E . Na verdade
qualquer combinagdo linear destas duas fungoes:

Y(r,n) =Cup A (1,1) +Cop 5 (11, 1T5)

com C, e Cg constantes arbitrérias € solugdo da equagdo de Schroedinger correspondente a energia
especificada.

Em Mecanica Quantica as particulas sdo intrinsecamente indistinguiveis ( 0 Hamiltoniano é invariante
por troca das coordenadas das particulas). Este facto implica que a distribuicdo de probabilidade

— 2
‘w (I’l P )‘ , que tem um significado fisico preciso, se deve manter inalterada por troca das coordenadas

o y2 s 2
das duas particulas: ‘l,ll(l’l,rz)‘ ="-,U(r2,r1)‘ . Portanto devemos ter:
- >\ _ 0 R
P(r.5) =e°Y(r,.n)
onde €° é um nimero complexo de médulo igual & unidade. Como se deve também verificar,
W(r,,n) =€°Y(r,n)

somos forgados a concluir que €% =1ou sga €’ =41 Portanto, o principio de indistinguibilidade
entre particulas implica que a funcdo de onda tenha a forma:

W(RL5) =c(Wafh) W (7F))

Dado que l/JA(rl,rz) = (/—’B(rz 1771) , a escolha do sina positivo fornece uma fungéo de onda

simétrica por troca das particulas e o sina negativo uma funcéo de onda anti-simétrica por troca das
particulas.

A func¢do de onda que escrevemos depende apenas das coordenadas espaciais das particulas. Todavia sabe-
se que as particulas possuem um momento magnético de “spin” intrinseco cuja justificagdo sd pode ser
completamente dada a partir dum tratamento quéntico relativista. Devemos, entdo, considerar a funcéo

de onda completa, U (171 045 Fz O 2) que depende também das “ coordenadas de spin” das particulas,
0, €0,. Teriamos entéo:

Ya(r,045,0,) =P (M) Xn(00) Yy (5) X (0,)
Ye(,05:1,0,) =P (5)Xn(0,) P (M) X (04)

Y(7.045,0,) =c(Wa(f,045,0,) ¥ (R,045F,,0,))

Existe uma relagéo directa, estabelecida com base na equacéo de Schroedinger relativista, entre o spin
das particulas e a simetria por troca de particulas da fungdo de onda do sistema. Sistemas formados por
particulas de spin semi-inteiro como os electrdes (S=1/2) sdo descritos por uma funcdo de onda anti-

simétrica enquanto sistemas formados por particulas de spin inteiro como o isétopo de Hédlio, “He, (S=0)
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s80 descritos por fungdes de onda simétricas. O is6topo *He tem um nticleo constituido por dois protdes

e um neutrdo (menos um neutrdo que o 4He) e tem um spin semi-inteiro. A diferenca entre as
propriedades destes dois isdtopos do Hélio € uma confirmagdo experimental impressionante da ligacdo
entre o spin das particulas e a estatistica aplicavel a cadaum dos sistemas.

As particulas de spin semi-inteiro sdo designadas por Fer mides e obedecem ao Principio de Exclusdo de
Pauli. O facto destas particulas serem descritas por fungdes de onda anti-simétricas implica que apenas uma

particula se possa encontrar num estado (duma particula) com valores especificados do vector de onda, K e
do nimero quéntico de projecgdo, numa dada direc¢do do espago, do momento magnético de spin, m. Se as

duas particulas ocupassem 0 mesmo estado duma particula, isto € k=k'em=m' entfo
WY (1,0,;1,,0,) = (F,0,,1,,0,) eafuncio de onda antisimétrica seria identicamente
nula, o que ndo é aceitavel.

As particulas de spin inteiro s80 designadas por Bosdes e 0 niumero de particulas em cada estado duma
particula ndo se encontra limitado. Esta importante diferenca entre Bosdes e Fermides d& origem a que o
nimero de estados acessiveis a um sistema de N particulas seja muito diferente em cada um dos casos. As

correspondentes estatisticas de ocupagéo de estados designam-se por estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-
Dir ac respectivamente.

O estado do sistema de N particulas é especificado indicando quantas particulas se encontram em
cada estado duma particula e ndoindicando o estado em que cada particula se encontra.

A especificagdo completa do estado duma particula € feita indicando ndo s6 o vector de onda, k , mas
também o nimero quéntico de spin m. A energia do sistema ndo depende, no entanto, do valor deste
ndmero quéntico de spin.

—

Sgja n..,o nimero de particulas com vector de onda K e nimero quantico de spin m. Designando o

conjunto (IZ, m) por s podemos simplificar a notagéio para N . A energia do sistema vem dada por:

onde o somatério sobre s €, de facto um somatério sobre K em. Umavez gue aenergia Elz ndo depende

de m podemos efectuar 0 somatério sobre m e definir n, = z N, que representa o nimero de particulas
m

com vector de onda K independentemente do seu nimero quantico de spin. As quantidades n; devem
ainda obedecer arestri¢o ditada pelo nimero total de particulas no sistema:

N=Yn.
Z ¢
V11.3 NUmero Médio de Particulas num Estado.

Vamos agora recorrer aos metodos da Fisica Estatistica para tratar o problema dum sistema formado por N
particulas quanticas que se movem livremente numa certa regido do espaco, isto é um gés quantico. Se
recorréssemos a uma ensembl e candnico comegariamos por calcular afuncéo de particéo Z:

Z= ‘% 'exp(—B Eqoy ) :{% 'expﬁ—ﬁ Z nsEEﬁ
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O célculo deste somatério ndo é simples devido a que quando se efectua a soma sobre todos os estados
acessiveis a0 sistema, {ns} , somos forcados a satisfazer a restricdo N = z n, =z n. . Por este
S k

motivo é mais ssimples recorrer ao ensemble macro-candnico e calcular a fungéo de particéo grande:

U
= (%exp%)—ﬁ ﬁz nE, _HZ nsﬁ

onde o somatério sobre todos os valores possiveis de {ns} é caculado sem qualquer restricdo. Este
somatério mltiplo é na verdade o produto de vérios somatérios:

:%exp(—ﬁ(E1 )Zexp(—B(E -u nz) Zexp(-g ))

onde os estados acessiveis as particulas se enumeram 1< S< oo em ordem crescente de energias
0=E, <E, <E; <--<E, <. Temosagoraque distinguir o caso de Bosdes e de Fermides.

V11.3.1 Fermides

Para Fermies o nimero de particulas em cada estado so pode tomar o valor O ou 1, isto é N, = 0,1. Cada
um dos somatérios pode ser trivialmente calculado:

1

Zexp(—,B (Es H )nS) :1+exp( B (Es _H))

Ng=

= [1+exp(—B (E, —u))] [1 +exp( B (E, —u))] [1 +exp( B(E, —/J))]
= Lj [1+exp(—ﬁ (E, —u))]

Para Bosdes o niimero de particulas num estado pode tomar todos os valores possivels:

r:Zexp(—ﬁ (ES -H )ns) = 1—exp(—,;(Es —/1))

onde se efectuou a soma dum ndmero infinito de termos duma progressdo geométrica de raz&o

exp(—B (Es - /1)) A soma sb pode ser efectuada (sendo convergente) se esta razdo for inferior a

unidade. Temos portanto que exigir que 4 <0 =E,; <E,-:- o que impde uma importante restri¢éo ao
valor do potencial quimico que se ndo encontra presente no caso dos Fermides.
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A funcdo de partic¢do grande escreve-se entdo:

Z =[1-exp(-B(E, - 1)) [1-expo(-B(E, -))] " [1 -exo( B(E, -u))] -

-1

=|'l [1-exp(-B(E, - 1))

V1.4 Caso de Particulas cujo NUumero se ndo Conserva.

Na natureza existem entidades que se podem designar por quasi-particulas, que tém um comportamento
caracteristico de particulas, mas cujo nimero no sistema em consideracdo se ndo conserva. Encontram-se

nesta categoria, entre outras, os Fotfes e os Fondes. Neste caso, o calculo da fun¢éo de particdo pode ser
imediatamente efectuado:

Z :% exp(—B E{ns}) :[1—exp(—/3 E, )]_l [1 —exp( B Ez)] o [1 —exp( B ES)] T

- Lj [1—exp(—B Es)] N

A funcdo de particdo, Z é igual a fungdo de particio Z obtida anteriormente para Bosdes no caso
particular em que o potencial quimico énulo, 1 = 0.

Num sistema em que o potencial quimico € nulo o grande potencia termodinamico,

Q; =E-TS-UuN ¢éigua a energia livre de Helmholtz, F = E =TS e portanto a fungdo de
particéo e afuncéo de particdo grande séo iguais, Z = Z

O logaritmo da funcéo de partic&o grande para Fermides e BosGes pode escrever-se:

InZ, = iZIn[li exp(~B (E, - 1))

onde o sinal positivo corresponde a Fermifes e 0 sinal negativo a Bosdes.
Pela definicdo do nimero médio de particulas num estado:

O N
<n>=%nsexpEi-BﬁZnSEs M

1.9
Z, BIE
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verificamos que:

)= exp(-B(E,—H)) _ 1
Tl eXp(_ﬁ (Es _/1)) exp(/} (Es a H)) 1

Para a estatistica de Fermi-Dirac o nimero médio de particulas num estado é necessariamente inferior a
FD 1

unidade. De facto obtem-se (n,) ~ = € p(,B (E )) +1
X s H

<1 como consequéncia da desigualdade

exp(ﬁ (E, - u)) >0.

O ntmero médio de particulas com um certo vector de onda K, <”|z> obtem-se de <ns> somando sobre

todos os valores possiveis do nimero quéantico m:

9s

<n;z> = ;<ns> = exp(B(EQ —u))il

onde Qg representa a degenerescéncia de spin, gs = 2S+1. Foi também tido em consideragéo que a
energia E = Elz ndo depende do valor do nimero quéntico m. Para electrdes, S=1/2e Qg = 2, o que

FD
determinaque 0 < <n12> <2.

VI1.5 Limite Classico das Estatisticas Quanticas.

O potencia quimico dum gés ideal monoatémico classico (ver capitulos anteriores) € dado por,

Bu=ln§gﬁ§

onde a quantidade, A 1 Sedesigna por comprimento de onda térmico de De Broglie e € dada por,

_h
2n’kBiT
\ m

Trata-se do comprimento de onda de De Broglie duma particula com velocidade térmica | 27T

A=

kT
i

Sabemos que os efeitos quanticos sdo desprezéveis quando o comprimento de onda de De Broglie € muito
pequeno quando comparado com outras distancias relevantes no problema fisico que consideramos. A
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3
quantidade %g representa o espagamento médio entre particulas do gés. Assim é plausivel que os
3
efeitos quanticos sgjam desprezaveis quando )\T << % . Estas consideragdes fornecem-nos um

3
critério de validade do tratamento classico dum gas: densidades baixas para que Qﬁg sgja grande e

temperaturas elevadas para que A + Sgjapequeno. Verificamos que no regime classico se verifica,

exp(—B p) =—5 >>1

NA%

0 que permite simplificar a expressao do nimero médio de particulas num certo estado,

<I’]S> = _ U)) +1 Dexp(,B /’l) eXpe B ES)

O limite cléssico corresponde também a,, <ns> <<1, isto é existem em média muito poucas particulas num

dado estado. O gés diz-se ndo degenerado em oposicdo ao limite quéantico que se diz degenerado. Como
vimos o limite cléssico ocorre a altas temperaturas e baixas densidades. Ocorre quando ha “poucas’
particulas no sistema (baixa densidade) ou quando estas se distribuem por um grande nimero de estados
(elevada temperatura).

Quando o nimero médio de particulas no sistema é N, temos:

N=Y (n,)

s=11

gue é uma importante equacdo uma vez que determina o valor do potencial quimico para umatemperaturae
volume especificados.

No limite classico temos:

0

N= () =exp(B 1) ep(-B E.) =2, exp(B 1)

s=1 s=1

onde Z, = z exp(—B ES) € afuncéo de particdo duma particula.
s=1
Portanto temos, B U =INN —InZ,.

Calculemos a fungéo de particdo no limite classico a partir da rel agdo:

-kgTINZ=F =E-TS=Q; +u N =XK,;TInZ; +u N
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e da aproximagdo,

InZ, = iiln[li exp(—,B (E, —u))] Dgexp(— B(E,- u)): exp(B ) Z,= N

onde se usou a aproximag&o do logaritmo In(]_i X) [k X véidapara X <<1.
Obtemos entéo,

InZ=InZ; - B uN Oexp(B p) Z,- N(InN-1InZ,)= NInZ,- NInN+ N
Podemos portanto escrever no limite classico,

— ZlN
TN

como se esperava tendo em conta o tratamento cléssico anteriormente tratado.
A divisdo por N! surge naturalmente do préprio formalismo quéntico.

_ i o 0 0 .
Consideremos de novo a funcéo de partico quantica, Z = (Z eXpB—,B z N E, H O somatdrio sobre o
N, S

nimero de particulas em cada estado duma particula € uma soma sobre todos os estados acessivels ao
sistema e ndo distingue as particulas umas das outras uma vez que apenas 0 niimero de particulas em cada
estado é especificado. Se distinguissemos as particulas entdo permutagcBes de particulas entre s
corresponderiam a estados diferentes do sistema com uma mesma energia. O nimero de permutactes de N
particulas entre si que conduzem a estados diferentes &,

N!
n!n,l-nl-

uma vez que trocar particulas que se encontram num mesmo estado ndo conduz a um estado diferente do
sistematotal. Assm um tratamento que distingue as particulas entre s conduz & funcdo de particao,

N! [l l
2 = S T PR I e

gue se designa por funcdo de particdo da estatistica classica de Maxwell-Boltzmann. A restricdo
N = z N, deve ainda ser observada ao se efectuarem os somatdrios mltiplos. A expressio anterior para
S

zMe pode ser somada explicitamente. Trata-se da formula do bindmio de Newton generalizado:
N! 0 0 N
MB _— | — — — .. .. =
2 SR I e (ool pE) ren(pE) w (BE) )
= ZlN

MB

NI

Verificamos, entdo, que o valor cléssico dafungéo de particiio é Z =
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Célculode Z,

Vamos agora calcular explicitamente Z, = Z exp(— B ES) , partindo da expressdo quantica para a
s=1
energia dos estados acessiveis a uma particula livre numa regido de volume V. Note-se que Z, n&o tem

qualquer relevancia no contexto de um tratamento quéntico adquirindo significado apenas no limite
cléssico.

Se tivermos em atencdo que a energia ndo depende do nimero quéantico m verificamos que podemos

transformar facilmente o somatério sobre s num somatério sobre K . Pretendemos agora aproximar este
somatorio por um integral. Esta aproximagdo sera tanto melhor quanto mais lentamente variar a funcéo
integranda, isto é, quanto maior for a temperatura e ainda quanto mais proximos se encontrarem os valores

possiveis de Kk , isto &, quanto maior for o tamanho do sistema.

Temos, em primeiro lugar que determinar quantos estados existem com um certo valor de k. Osvaores
possiveis de K sfo pontos no espago K., K, K, que se encontram dispostos regularmente com um

2m 2 2
espacamento L_ na direccdo kX , L_ na direccdo ky, , L_ na direccdo kz . Todos os pontos que se

X y z
encontram no interior do cubo representado na figura tém um certo valor de K a menos da incerteza
dk =dk, dk, dk, que étambém o volume do cubo. Quantos pontos se encontram no interior do cubo?

_ N _ 2m2m2m 81
Se tivermos em atencdo que o volume associado a um ponto é — ——— = —— para encontrar a

L, L, LV

resposta dividimos o volume do cubo por este volume.

Definimos a quantidade g(lZ)dlZ como o nimero de estados com vector de onda K e cujo valor é dado
por:

dk g Y,
8 /v T°8rr

g(k)dk = gs dk

135



o factor g5 € introduzido para se ter em conta que cada um dos pontos mencionados anteriormente n&o

representa um estado massim gg = 2S +1 estados ( para especificar um estado n&o basta especificar k:
€ preciso também especificar o nimero quéntico de spin m).

Assim poderiamos escrever,
zZ, = i exp(-B E,) O [dk, [dk, [dk,g(k) exp(- BE;)
s=1 —oo —co -0

0 gue nos da um produto de trés integrais de Gauss iguais:

] v e e O 52 0 v O m O
7, = gsﬁl[odkx:[odky:[odkz epo—ﬁ%(kf +k5 +kZZ)H_ Js 87‘[35 ZHhZBE

gue é igual ao valor cléssico obtido no capitulo V. Repare que surge no denominador o termo h? gue é
introduzido no tratamento puramente cléssico de uma forma ndo rigorosa.

—

Uma vez que a energia ndo depende da direccdo do vector K mas apenas da sua direccdo podemos
também escrever

Z, =Iodk g(k) exp(-B E,) =£dk g(k) expﬁ—ﬁg—mkzﬁ

com g(K)dk o nimero de estados com mddulo de vector de onda igual a kK (Repare na auséncia do
simbolo de vector sobre k).

Para calcular esta quantidade temos que estimar quantos pontos se encontram no interior duma coroa
esféricaderaio K, ou sgja, arazio entre o volume da coroa esférica e 0 volume associado a cada ponto:

4T k?

V
" ok = g.— k’dk
8 IV Js

g(k)dk = gs 77

O célculo do integral sobre k fornece naturalmente o mesmo valor para Z , obtido anteriormente.
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Temos ainda uma outra forma de aproximar o0 somatorio sobre estados a partir dum integral sobre energias.
Precisamos agora de saber quantos estados tém energia no intervalo entre, E e E+dE, isto €, g(E)dE .
Dado que existe uma relagdo directa entre 0 moédulo do vector de onda, K e energia através de,
h2
E = —k? podemos escrever,

3/2
am e g Vv (2::2 JEdE

dk
E)dE = g(k)dk = g(k)—dE = k2 —
g(E) a(k) g()OIE Js I E gs4n2

A partir dum integral sobre energia Z, seriaentdo:

V (2m)3/2 0

zlzj’dEg(E)exp(—ﬁE):gSF 5 J’dE\/Eexp(—ﬁE)

efectuando a substituicdio X = /23 E temos dX = 1/%dE de e portanto,

v Gm¥e x x Ox*0 v OzmO 11
Z, =05 [X-—expF—0=0s—— > ——==-+V2Im=
1 =952 e J(: B \28 PH 21 gs4n2m2ﬁm \/52\/_

3

v U m U
=0.—0/|2mr——0
gs8n*°’D\/ n*B0

gue é naturalmente igua ao resultado anteriormente obtido. No célculo do integral anterior usou-se o

2, O x*0 1
resultado conhecido J'dX X eXpEi— 7E= E\/ZIT.
0

Vamos estudar agora separadamente o gés ideal de Bose-Einstein e 0 gasideal de Fermi-Dirac.
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V1.6 Gés |deal de Bose-Einstein.

O valor do grande potencial termodinamico, Qg = —K;TINZ; parao gas de Bosdesja é conhecido:

Q. = kBTZIn[l—exp(—ﬁ(Es ‘F’))]

Sabemos da Termodindmicaque Q; = E-TS—-u N = -PV umavezque E=TS-PV +u N.
Portanto podemos escrever,

PV _ B ad B B B
T Slen[l exp( B (E, /,l))]
Temos também arelacdo que fornece o potencial quimico paraN, V e T fixos,
N = S <ns> = C 1

47 Gexp(B(E,-u)-1

As duas equacOes anteriores podem ser aproximadas por integrais sobre a energia da forma anteriormente
exemplificada. A Ultima equagdo pode escrever-se naforma:

1

exp(B (E - 1)) 5

N = [g(E)

substituindo g(E) nesta equacéo e efectuando a substituicdo X = 3 E temos:

x

e Prer -1

N 21 32

— =g —=(2mk,T dx

v = Gs s (2mkeT) jo'
Define-se agora a seguinte familia de integrais:

n-1

1 ° X
= d
% (2 I’(n)JO— X e -1

onde [(X) representa a fungdo Gamma com as propriedades, [(X) =(X-DI(X) e

Jr h
MN3/2)=——. Com z=ex e A, = ———— o comprimento de onda de De Broglie
3/2=7 B H) € As J2rmk, T

térmico, podemos escrever,

N _
v =g/ T3 94.(2)
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Como se tem para um gés de Bosdes, —0 < B <0 temos para z, 0<z<1. A regido de
comportamento  cléssico eXp(,B u) <<lcorresponde a Z[10<< 1 e a regifio de comportamento

quantico corresponde a z J1. A fungiio de z, Q,,(2Z) cresce com Z & medida que esta quantidade

aumenta a partir de zero até a unidade tomando o seu maior valor para Z=1, g5, (1) = 2.612. Repare
que o vaor da fungdo se trata dum ndmero que pode ser calculado numericamente usando um qualquer

algoritmo de integragdo numérica.
. . . N .
Suponhamos que fazemos baixar atemperatura, T, do sistema mantendo um valor fixo para V (densidade
de particulas no sistema). Estamos assim cada vez mais préximos do regime quantico. De facto ao se
diminuir T o factor A _T?’ gue diminui com a diminui¢do da temperatura tem de ser compensado por um
N
aumento de z e consequentemente de 0, (2) paraque V possa permanecer constante. Ou sgja Z torna-

se cada vez mais proximo da unidade. Todavia, poderiamos baixar a temperatura tanto quanto quisemos até
tornar o factor A }3 praticamente nulo o que s6 poderia ser compensado por um valor grande de g/, (2).

Como a fungdo g, (Z) se encontra limitada somos forgados a concluir que existe uma temperatura a
. . N 3 « o

partir da qual a equagso v = 0gsA T 0s,(2) ndo pode ser satifeita

A razdo da “falha’ da equagdo referida consiste no facto da aproximacdo do somatério sobre estados pelo

integral sobre a energia ndo ser sempre valida De facto o nimero médio de particulas no estado
fundamental de energia e vector de onda nulos é rigorosamente igua a,

1
<n1> = Z—l _1

e torna-se arbitrariamente grande (diverge) quando Z — 1. A contribuico do estado fundamental ndo é
bem aproximada pelo integral. O primeiro estado excitado tem energia maior que zero e portanto,

(n;)

B 1
~zlexp(BE,)-1

encontra-se sempre limitada mesmo quando Z éigua aunidade.

Temos que considerar agora o chamado limite Termodindmico, isto €, considerar um sistema com nimero
N
de particulas N infinito e volume, V infinito tais que V toma um valor constante especificado. Quando

a temperatura é suficientemente baixa Z toma o valor unidade e temos um nimero infinito de particulas no
estado fundamental e um ndmero finito de particulas em cada um dos outros estados. Assm ndo h&
necessidade de separar outro estado para além do estado fundamental

Uma vez que a contribuicio do estado fundamental vai ser dominante no regime, Z =1, em que estamos
interessados vamos separar a sua contribuicdo do somatério e aproximar,

- 1

% o5 (E. - ) -1

1 1

" 2‘1—1+Zexp(B(Es—u))—l

Ogs(mM*t VosA T gy,
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1
onde o somatério, z que ndo inclui o estado fundamental na soma é aproximado

= exp(8 (E, - 1)) -1
pelo integral anteriormente definido tomando Z=1 . Repare que existem Js edtados com a energia do
estado fundamental .

Resolvemos agora a anterior equagdo em ordem a <n12=o> = gs<nl> , isto €, 0 nimero de particulas nos

0 estados de energia e momento nulos obtendo,

3/2
v TBEE F
ON O 331, _ , N )
com T. = ——0 h°. A quantidade T. designa-se por temperatura critica de condensacéo de
Oos VO mKkg
Bose-Einstein.

Estamos perante uma transi¢&o de fase onde a quantidade que toma um valor nulo para T > T

<nl€:0>
N
toma um valor ndo nulo para T < T, e designa-se por parémetro de ordem da transi¢do. Para T > T, o

sempre desprezavel no limite N — oo, Para T <T. temosrigorosamente Z =1, e portanto <nE:o> e

valor ¢ nulo uma vez que com Z < la quantidade <n|z:0> é finita e, por muito grande que sgja, é

infinito, isto &, existe um ndmero infinito de particulas num so estado, o estado fundamental (dagui derivao

n._
nome de condensagéo). Apesar desse valor ser infinito a quantidade % éfinita

09 |
<Ng=0>/N
0 08 1

071
061
051
041
031
02t
01t

T/Tc
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Vejamos agora qual a variagdo de z com a temperatura Para T < T. temos z=1. Para T =T,

podemos desprezar o nimero de particulas no estado fundamental e obter z da equacdo,

N 3 «
va = 0gsA T 0s,(2) . Estaequagio pode transformar-se em,

/2
2612 g_rl_—cg = 05,(2

Esta equaggo fornece z(T) dumaformaimplicita e pode ser invertida numericamente.

181
16 1 2.612
1,4 +
121

08t
06t
04t
02t -

T/Tc

Paraisso tiramos partido da expansdo em série,
042 (2) = =354/ -Inz +2612 -146Inz -0104 (Inz)” -000425(Inz)’ +--

que é (til para Z [J1 e também da expansio,

o0 | 2 3
z z V4
Z) = — =74+—+—+-..
9.(2 le o o
que é (til para Z 1O, isto é o regime cléssico.

Na figura anterior encontra-se representado o valor classico de z que é naturalmente dado por,

/2 N
9s2(2) Dz= 2.612@_%@3 =

e que coincide com o valor anteriormente calculado no limite classico (com gg = 1).
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Na mesma figura encontra-se representado o valor de z obtido a partir da expansdo em série adequada para
aregido z [J1, isto é asolucio numérica da equacio™

/2
2612 @%g = —354./-Inz +2.612 -146Inz -0104 (Inz)* -000425(In2)’

V11.6.1 Célculo da Presséo
A pressdo € calculada a partir da equagéo:

PV

C=inz, = -3 i1 -e{ (€, 4

B

Esta equacdo pode ser transformada num integral sobre a energia:

PV

- _}dE 9(E) InfL-exp(- (E -4))] =

v (2 )3/2

i IdEx/_In[l exp —ﬁ(E u))]

Efectua-se agora uma integracdo por partes:

PV _ vV (2m)3/2 EEs/z

" E¥2 Bexp(-B(E - )
T Sap p £8/2

_Id 3/21-exp(-B (E - 1))

In[l—exp(—B(E u)]

0
0
H

essa0

[1— eXp(—B (E —/,l))] , anula-se

em ambos os limites de integracdo: quando E = Oeste anulamento é trivial; quando E — oo podemos
aproximar In[l—exp(—ﬁ (E - /,l))] - exp(— B (E— ,u)) — 0 verificando-se que o produto

resultante, E¥? exp(—B (E - /,l)) , tende também para zero quando E tende parainfinito.

No integral dentro do paréntesis efectuamos a substituicdio X = 3 € e algumas simplificagdes algébricas
obtendo,

) 32 o 32
PV _28 vz(mz [oE — E
keT 3 4m° h z"exp( BE) -1

0

=0s V)‘?gyz (2)

T
2 Este calculo foi efectuado no Excel determinando para cada valor de ?C , 0valor de Zque satisfaz a

equacao.
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em termos do comprimento de onda de De Broglie térmico, A =

que I (5/2) :gr(slz) =¥.

. Teve-se em consideracéo

h
\2rmk, T

PV
Como vimos também, —— pode ser escrito em termos de integrais da familia, g, (2).
B

A aproximagdo do somatério pelo integral no célculo da pressdo ndo inclui a contribuicdo do estado

fundamental duma forma correcta. Esta contribuicdo é, — % I n(l - Z) gue multiplicando e dividindo pelo

N In(1-2z
numero de particulas se pode escrever, —Qqg V% . Estamos a considerar o limite em que N e V

S50 infinitos sendo arazdo N/V finita. Neste limite, s quando Z = la contribuicéio do estado fundamental

Os

<n|2:0>

Os

) . Assim
Z [a—

poderia ser importante. Podemos sempre escrever, <nﬂ:0> = 1 ousgal-z=

temos,

N In<n|z:0> -Ingg
9s V N N_:oo

Eln(l—z)
V N

—0s

. InN
uma vez que <n;2—o> <N e |im T = 0. Ou sgja, a contribui¢o do estado fundamental pode ser
= oo

PV g,
desprezada no limite considerado e podemos usar a expressao T = gs VAT gy, (2) quer no regime
B
guantico quer no regime cléssico.

N _ y
No regime classico, z<<1, Q.,(z) Oz e va =05 A 7 0s,(2) 09T Z pelo que se reproduz o

PV T
resultado bem conhecido, PV = NKg T . Podemos assim escrever neste regime, =—.

Nk, T.  Te

Na fase de condensacio no estado fundamental, z=1 (T < T. (N /V)), temos,

PV

F =0s VA—T3 95, (1)
B

com g, (1) = 1341. Ou sgja podemos escrever,

3/2
P=1341g, %(kg)s’2
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0 que mostra que a pressdo € independente do volume ocupado pelo gas, dependendo apenas da
temperatura.  Verificamos, também que a pressio se anulaa T = 0 o que contrasta fortemente com o
resultado que iremos obter para um gés de Fermi-Dirac.

A expressdo para a pressdo pode escrever-se naforma,

PV
Nk T

ot
=0.383 O z
%T_CD 95, (2)

N O

dado que T, = EI—

hz. Para T< T. (N /V) e z =1, temos entZo,
gs VU ka

PV ot
= 05134
NCT %D

Para Z<1 mas proximo da unidade, podemos utilizar os valores de Z anteriormente calculados
numericamente a partir da expansio em série de g, (2) valida para Z [J1. Recorrendo & correspondente

expansio em sériede gy, (2),

U2 (2) = 236(-In2)** +134 +261 Inz -0370(Inz)* 00347 (In2)* +--

obtemos numericamente . O resultado destes cél culos encontra-se na figura seguinte.

NKkg T,
5 f C
4,5 Curva para /
47 .
35| Curva Classica
E o3
<
2257
s 2]
151 Curva para
14
05 T
0 ‘
0 1 2 3 4 5
TiTe

Pode ver-se que a curva védlida para T > T, se aproxima para temperaturas mais elevadas da curva
esperada para um comportamento cléssico.

V11.6.2 Célculo da Energia
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A energia do sistema escreve-se,

- E

== 2 2 ool (e - ) 1

gue se pode aproximar por um integral sobre energias,

E
exp(B (E - 1)) -1

E:}dE 9(E)

N&o precisamos aqui de nos preocupar com a deficiente aproximagéo dos estados de mais baixa energia
uma vez gue sendo a sua energia pequena a sua contribuico para a energia total também € pequena.

Substituindo na anterior expressio ¢(E) pelo seu valor e efectuando a substituiciio, X = 3 E , obtemos,
— 3 -3
E= > 9s VKs T A 95, (2)

Verificamos, entdo que se verifica,

Este resultado € valido em qualquer dos regimes, quéantico ou cléssico e como veremos também se mantém
vélido para Fermifes. Pode mostrar-se que a sua verificagdo se encontra relacionada com o facto da energia

de cada estado, E, , depender do volume naforma V -3 (ver um dos problemas propostos).

Resulta da relagdo anterior que a discussdo da sec¢do anterior relativa a pressdo do sistema fornece de
imediato o comportamento com a temperatura da energia total do sistema.

V11.6.2 Capacidade Calorifica avolume constante.

Podemos escrever para T < T,

52
E :§ PV = 0.7701DT E
NkgT. 2 Nk T, c U
E
e portanto, C, = %% vem dado por,
A%
32
G aTd
=1925 il
Nk, b
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que se anula adequadamente a T=0. Para T = T, a anterior expressdo prevé C, (T.) =1925N Kk,

que é maior que o valor classico, G, = E N kB. Uma vez que para temperaturas elevadas o limite

cléssico deve ser reproduzido somos forgados a concluir que a capacidade calorifica tem um maximo em
T
c-

Vamos agoracalcular C, para T 2 T, . Paraisso temos que derivar aenergia,

org”
E__3 PV _osmsl 0 05,(2)
NkyT. 2 Nkg U
em ordem atemperatura.
Obtemos, ent&o:
G _ d95/2 dZ
D z)+ 0 —
Nk, % 95’2( ) % dz dTE
Temos agora que calcular % . Pode mostrar-se, por derivagéo em ordem a z, do integral g, (2) quese
VA
verifica,
d
910 =2 6.2

dgs, _ 942(2)
dz z

ou sgja,

N .
Por outro lado, a equagdo que determina z, v =0gsA 7 05,(2) e que se pode escrever como,

2612 g_rl_—cg = 0, (2) pode ser derivada membro a membro em ordem & temperatura,

—2612§1§ ——2612 QT—@ Z—S’Tgaz(Z) =

dz _dz 9u2(2) (2)

_d _
—04,(2) = 93/2()d.|_ P

S dT

dz
Resolvendo a anterior igualdade em ordem a E podemos escrever,
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dz _ -329,,(9
aT 2T 0,,(2)
Substituindo agora estes resultados na anterior equagdo para C, , temos

3/2
o 5 OTO 070" dgy, dz "
=T, 057450 z

NK; 927, Au Oaz(2) * od o dTE
% 2T 0,@F
_D15 1 DTﬁ“ 9 Tﬁ 03:(2)7_
% U5, ————-0=—0 —— 0=
54 2612 O 42 U gﬂz(z)a

— U1595,(2) _ 9 93, (Z)B
04 92.(2) 49,90

/2
T
onde na dltima igual dade se recorreu novamente a equagéo, 2.612 %%g = 0,,(2).

Podemos verificar em primeiro lugar que o limite classico é correctamente reproduzido substituindo
C, 15 9 _3

N, 4 4 2

0,(2) Uz para z<<1,isto

Para T. (z=1) podemos ver que a anterior equagdo também reproduz o valor, C, (T.) =1925N kg,
umavez quesetem gy, (1) =1341, g,,(1) =2612 eainda g,,(1) = .

Pode demonstrar-se que ? z ? , 1sto € as derivadas da capacidade calorifica a
dr O_. " Odr O_.

esquerda e a direita de T, sdo diferentes. Para isso terfamos que recorrer as expansdes anteriormente
mencionadas de gy, (Z) €0,(2) para Z [J1 eaindaaexpansio vélidano mesmo regime de g, (2),

-1/2

0v,(2) 0177 € Inz)"*~ 146~ 02081Inz- 00128 (In2)*+

Naregido T = TC podemos utilizar estas expansdes e os valores de Z obtidos numericamente para obter

C, duma forma numérica numa regido de temperaturas proxima da temperatura critica. O resultado deste
célculo encontra-se representado na seguinte figura:
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3

Cv/ NKpg 25T

15

N, Valor Classico

05 1 Curva para T<T¢

V11.6.3 Processos adiabéticos e Entropia

Partindo da relag&o fundamental da Termodinamica, E = =PV +TS + u N, verificamos que a entropia
se obtém de,

S _E+PV_

Nk, Nk, T kT

2
Dado que se verificaarelagdo, PV = 3 E aexpressio anterior pode simplificar-se,

S _5 PV
Nk 2 NkgT  KkgT

5/2 3/2

PV OT O PV
= 05134010 . ouse]
T Eﬁm U8 K

B'C B C

ParaT<T. temos Uy=0. e

Portanto podemos escrever a entropia como,

3/2 -3/2
S 5 ot 0 5 0. 103310 32
==05134 34— =-0514=-—_3—O VT
Nk, 2 E?CD 2 7° N OmkgO

|:| |:‘|2/3
N 07331,

onde se substituiu, T, =
Ogs VO mkg

Para processos adiabéticos (a entropia constante) verificamos que o produto : V T = Cte., se deve
manter constante. Este resultado é idéntico ao que pode ser estabelecido paraum gésideal classico.

/2

PV T
=0.383 O z
T %ﬁﬂ 95/2( ) €

B

Para T > T, temos
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S =
NK,

5 PV U
S =50383
2NGT KT 2 ET_D 95’2(2)

Recordando a equagdo que determina z, 2.612 g_%g = 0,,(2) escrevemos a anterior equagio na

forma,

S _505(
NKg 2 04,(2

-Inz

0 que mostra que a entropia € uma fungdo de Z. Assim processos a entropia constante sdo processos a Z

DS/ 2

constante. Da equagdo 2.612 E—E = 04,(2) verificamos que a condig&o para que Z se mantenha

constante éigual a anteriormente obtidapara T < T, , V T¥ = Cte.

V1.7 Gés |deal de Fermi-Dirac

Comecemos por estudar a dependéncia na energia e no pardmetro Z = eXp(ﬁ u) do nimero médio de
particulas num estado,

1 _ 1
zexp(B E,)+1 exp(B (E, - u)) +1

(ny) =
Esta quantidade pode ser reescrita na forma:

(n.) =

1 _ 1

o, [CE, E,
expBBuB? J_%+1 expénsz J_%+1

cuja representacgo gréfica para vériosvaloresde Inz = H se encontra na figura seguinte:
B
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<n> 0,9 1
0,8 T
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3 1
0,2
0,1

Inz =100

E/M

Temos que distinguir o caso do potencial quimico positivo do caso do potencia quimico negativo. A
quantidade z se encontrano intervalo 0 < Z < 0 paraum gés de Fermi-Dirac.

Para valores de INZ grandes (e positivos) encontramo-nos no regime quéntico em que os estados de
energiainferior a U se encontram guase totalmente preenchidos e os estados de energia superioresa U se

encontram com uma ocupagdo quase nula.

Para valores de INZ negativos ( e grandes em médulo) encontramo-nos no regime cléssico no qual o
nimero médio de particulas por estado € reduzido qualquer que sgja o estado. Pode mostrar-se que neste

caso, <n> decai exponencialmente com o0 aumento da energia do estado de acordo com uma estatistica
classica de Maxwell-Boltzmann. Para estudar este regime (com U < 0), é conveniente efectuar uma

E
representacdo gréfica em termos de —— que cresce A medida que aenergia, 0 < E < 0o, aumenta

u

Na figura seguinte apresenta-se o grafico correspondente para dois valoresde Inz < 0.

0,3

<n>
0,25 1
0,2
0,15 1
0,17

0,05 1

V11.7.2 Potencial Quimico a Temperatura Absoluta Nula.

150



A uma temperatura absoluta nula estamos na situagdo quantica, In z = % — 00 e temos todos 0s
B

estados com energias inferiores a (T = 0) preenchidos com uma particula e todos os restantes estados

vazios. O sistema dos N Fermifes encontra-se no seu estado fundamental.
Podemos facilmente calcular o valor do potencial quimico a uma temperatura absoluta nula partindo da
condic&o de conservacdo do nimero de particulas,

N = Numero de estados com energiainferior ay (T = 0)

O valor do potencial quimico a T=0 é conhecido por energia de Fermi, E_ e como vimos representa a
energia do estado de energia mais elevada ocupado a uma temperatura absol uta nula.

Vamos agora considerar o caso particular dum sistema de electrdes para o qual a expressao para 0 nimero
de estados de energiaigual a E vem dada por,

V 2m 3/2
9(E) dE = F%EdE

Recorde-se que para electrdes a degenerescénciade spin €, gg = 2.
A anterior condi¢do de conservagdo pode ser escrita naforma,

E 3/2

F v (2m)™ 2 _,,
N=(dEg(E) =2—— E

J; 9(E) aZ nF 3CF

Resolvendo em ordem a energia de Fermi obtemos:

h2 3 /3 N /3
= " om %E i
2mLlBrmr
vemos que o valor da energia de Fermi depende crucialmente do valor da densidade de particulas no

sistema.
V11.7.3 Expressdes para a Energia, Pressdo e Nimero de Particulas

Podemos escrever expressies para 0 nimero total de particulas no sistema, N, para aenergiatotal do
sistema, E, e ainda para a Pressdo do sistema, P:

1
N = Z<n5> = Z 7zt exp(ﬁ Es) +1
E,
E= Z £.(n,) = Z z*t exp(ﬁ Es) +1

PV
kB_T — |nZG = Zln(1+zexp(—ﬁ Es))

com Z= eXp(,B u) . Podemos transformar os anteriores somatorios em integrais sobre a energia,
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N :-!:dE 9(E) - exp(ﬁ E)+l

E
exp(B E)+1

E :'!:dE g(E) —

PV _°©
o J(:dE 9(E) In(1+ z exp(-B E))

Prosseguindo do mesmo modo adoptado para o gés de Bose-Einstein, verificamos que podemos escrever
cada um dos anteriores integrais em termos duma familia de integrais,

f =L (X
" (n) .!: z exp(x) +1
isto €,
2V
N = f f3,(2)
3 2V
E="k, 7= f.,(2)
2 B /\?} 5/2
PV 2V
=2, (Z
kBT /\?} 5/2( )
com A T = L , 0 comprimento de onda de De Broglie térmico.
2k, T

2
A partir destas equagbes podemos mostrar de imediato que se verifica a relaggo PV = 3 E aque
tinhamos feito referéncia a proposito do gas de Bose-Einstein.
Podemos ainda ssimplificar de alguma forma a escrita das anteriores expressdes definindo uma temperatura

E
de Fermi apartir da energiade Fermi, T = —F erecorrendo a0 valor da energiade Fermi anteriormente
B
calculado. As expressdespara N e E podem escrever-se na seguinte forma,

S

0T 071
EL3TE B
NE. 5000 8

Para prosseguirmos temos que distinguir o regime quantico do regime classico. Para estudar o primeiro
destes regimes precisamos duma expansio em série (til para Z >>1 enquanto para o segundo destes
regimes precisamos duma expansio Util para Z << 1. Sommerfeld estudou o comportamento da familia de
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integrais, fn (2) tendo encontrado as expansdes em série necessrias para esse estudo. Para o que estamos
interessados € suficiente ter em ateng&o que:

8 520 5T 2 1571 4 0
f.,(2) O—=(Inz + —(Inz) - — Inz) +---
s2(2) 15JE( ) % 8 (in2) 16360( ) H
4 32 m 2 97 « O
f,,(2) O—=(Inz + —(Inz) "+ — Inz) " +--.
() 3\/E( ) % s 2+ 15360 ("2 -
2 v > 1571 4 O
f,,(2) O—(Inz - —(I - = | ..
(2 \/7_'[( ) u 22"~ 15360 ("2 H
Estas expansies s30 (teis paraum valor elevado de In z, isto é o regime quéntico.
o | ZI 22 Z3 Z4
No regime cléssico (z<<1) interessa-nos aexpansio, T (2) = -t = - —t —— —
egi (z<<1)i P 2 (2) Z( ) T R

VI1.7.4 Potencial Quimico

A primeira das equagdes anteriores, Q—g 3\/_ 3,2 (2) , determina o potencial quimico.

. . . . . 4 32
Consideremos em primeiro lugar o regime quantico. Se considerarmos f, (2 0—= (I n Z) obtemos

3/m
- e =
smplesmente In z = §—§=
T K, T

¢ - Obtemos para o potencial quimico o valor
esperado a uma temperatura absol uta nula.

Como pretendemos obter a variagdo do potencial quimico com a temperatura verificamos que temos que

4 T O
incluir mais um termo na expansfo, isto é, considerar f,,(2) D—(Inz)sl2 + —(Inz) 2D-
3n 0 8 0

Designando pelaletrax avariavel In z verificamos gue temos que resolver a equagéo,

£ oo o

T
Sabemos que o primeiro termo da expansdo fornece X = ?F pelo que vamos efectuar uma expansdo em

-
sériede Taylor de g(X) emtornodo ponto X = a = ?F ,

153



009 Of (@) £ (x-a

0
com g(a) = a3’2§]_+ %Q 3 ”2 x_2 E— x¥? §X_3 € portanto,

%@ :EBXuz _ix—s/zg :Eauz _ia—s/z
xO., 2" 16 H. 2° 16

X=a

.I_ /2
Portanto a equagéo Q?Fg = f (X) ficadadapor,

32 _ 4302 i LU, B uz_i a2
R A B e

Efectuando simplificagdes e resolvendo em ordem a x obtemos,

™
x=a+L:a—i 1 Ha- s
ia'l——a 830 s -2 12a
16 2 2 24

T
umavez gque se esperaque a = ?F >>1 no regime quantico que estamos a considerar.

Resulta ent&o que o potencial quimico seobtémde X =1n z = H € portanto temos,
B

'5|:L
O

Tf
0
FD

.
+...
H

T
Para obter mais termos em potencias de — teriamos que incluir também mais termos nas expansdes em
F
série utilizadas.
No regime classico podemos escrever,
WV 22 £ ¢ O
ng 3/2()D ) _+E

4 0 2" 3 4

Retendo apenas o primeiro termo da expansdo em série obtemos para Z o valor do potencia quimico do
gasideal cléssico, isto &
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|:| 3/2|:|
ORI AR XY
F F Ut Te \Y

Quando incluimos os restantes termos obtemos correcgdes a este comportamento que sdo tanto mais
importantes quanto menor é a temperatura. Repare que a expressdo anterior fornece para T > T valores
negativos do potencial quimico.

Podemos recorrer a métodos numéricos para resolver as equagdes no limite quantico e no limite classico a
partir das expansdes em série indicadas. O resultado destes cal culos encontra-se na figura seguinte:

WE, LT Regime Quantico

1+
2+
3T
4 +
Regime Classico
6 T
-7 f ¥

0,1 1 10

TITe

A regido sem pontos € a regido onde quer as expansdes para o regime quantico quer as expansdes para 0
regime classico ndo sdo validas ( a chamadaterra de ninguém !).

Naturalmente poderiamos também resolver o problema numericamente recorrendo ao calculo numérico do

U

T

integral  f,,(2) , podendo assim representar a curva, E— para quaisquer valores de — . Este calculo
F F

ndo foi, no entanto, efectuado. A temperatura de Fermi é assim a temperatura que separa o regime de alta

temperaturas do regime de baixas temperaturas.

Quando discutimos os electrdes de condugdo dum metal como um gés de electrdes livres verificamos que a
temperatura de Fermi correspondente é da ordem das dezenas de milhar de graus Kelvin. Por conseguinte a
temperatura ambiente €, de facto, uma temperatura baixa para este sistema. Para os el ectrdes de conducéo
do metal o regime quantico &, deste modo, o regime relevante.

VI1.7.5 Presséo e Energia

A partir dos valores do potencial quimico anteriormente obtidos estamos em condicfes de calcular a
energia e pressao do sistema, isto €, substituindo osvaloresde Z nas expressies:
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E _30T D5’ 15/m

NE, SFD 8
PV _2E 2DTD515\/_

f52(2)

Nk,T. 3 NE, 50T 1 "8 f5(2)
Calculemos a energia no regime quantico usando a expansao,
/2 -2 U
fs5,(2) D 5 a Inz - g
n O U
_ s T,
eaindaoresultado In z=x Ja— —— coma=—.
12 a T
Obtemos entéo
/2 -2
0 0 0 0 O
E :§a‘5/2|:a_im E|_+ﬁ|:a_im - ...0
NE: 5 O 12al B 8 O 12al H
|:|5/2|:| D—Z |:|
=§%l— n22D ﬂ+ﬁa‘2%1— ﬁzm - ...0
50 12a°0 g 8 0 12a“[ 5

Atendendo a que a>>1 no regime que estamos a estudar podemos tirar partido da aproximagio:
(1+ y)a U+ a y vdidapara y <<1:

3@ g O rf D D
+ H g,+—a

2461 0 8

30 [Bmr? 5170 [

O+ —- a?+ ...

50 O8 24% O

Podemos ent&o escrever no regime quantico,

+..

U 50T g
s
. : L . >
Se pretendéssemos obter termos de ordem superior em T_ teriamos que reter nas expansdes em série
F

U'lloo
IZIEIIZIIII

intermédias também termos de ordem superior aos retidos.
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PV
A energia do sistema, E e a quantidade ———— a uma temperatura nula s30 iguais respectivamente a

NK,T,
3

2
g NE. ea g , OU Sgja a pressdo e a energia a temperatura nula séo diferentes de zero como seria de

esperar.

PV T
Na figura seguinte representa-se k— em fungdo de — mostrando o resultado do célculo numérico
B'F F
desta quantidade a partir dos valores do potencial quimico previamente cal culados e das expansbes em série
de f 52 (2) adequadas a cada um dos regimes. Mostra-se também a curva correspondente a um gés ideal

classico.

PVI(NKgTr)

0 f f f ;
0 0,5 1 15 2 2,5 3
TITe

Como se pode ver a pressdo do gés de Fermi-Dirac € sempre maior que a pressdo do gés ideal classico. Para
0 gés de Bose-Einstein verificamos anteriormente que a pressdo era sempre inferior a do gas ideal cléssico
anulando-se a uma temperatura nula. Podemos dizer que apesar do sistema de particulas que estamos a
tratar ser ideal e portanto ndo existirem interacgdes entre particulas as estatisticas quéanticas introduzem s
por si uma interacc8o efectiva que € atractiva no caso da estatistica de Bose-Einstein e repulsiva no caso da
estatistica de Fermi-Dirac.

VI11.7.6 Capacidade calorifica a volume constante.

Pode demonstrar-se rigorosamente usando o mesmo método que foi utilizado para a estatistica de Bose-
Einstein que,

15 f.(2) 29 f3.(2)
4 1,,(2 41,02

C\/:

Na figura seguinte representa-se a dependéncia da capacidade calorifica a volume constante com a
temperatura nos dois regimes que consideramos:
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1,4
CV/(NKB)

TITe

Para calcular C,, no regime quantico para o qual j& obtivemos uma expressdo para a energia do sistema

. . - E
podemostirar partido darelagéo, C, = T% e obter,

T
= 4.
“EoT

T

onde os termos de ordem superior em —— s30 cada vez menos importantes no regime, T <<T..
F

Verificamos assim que o calor especifico a baixas temperaturas € proporcional a temperatura, anulando-se

apropriadamente a uma temperatura nula.

Nos metais este resultado tem consequéncias extremamente importantes. Dado o valor de T nestes

sistemas podemos ver que a contribui¢éo dos electrdes de condugdo para a capacidade calorifica dos metais
atemperatura ambiente € muito peguena e, de facto, desprezavel relativamente a contribui¢éo das vibragdes
darede. Por outro lado a muito baixas temperaturas a contribui¢cdo da rede diminui mais rapidamente com a
temperatura que a contribuicdo dos electrdes tornando-se esta Ultima dominante. Estas previsdes tedricas
sdo extraordinariamente bem confirmadas pela experiéncia constituindo uma demonstracdo inequivoca,
entre outras, do facto dos electrdes seguirem uma estatistica de Fermi-Dirac.

158



Problemas do Capitulo VI

48. Uma particula livre, confinada a uma caixa cubica de comprimento L (condi¢cdes fronteira de
anulamento) , tem niveis de energia quanticos dados por,

hz 2 2 2
E, =%(kx +k? +k?)

2

comK, , K, Kk, = —,— -
L

[l I~

a) Obtenha da Termodindmica as relagdo, P = —%@N onde P é a pressdo do sistema, F a energia
T

livre de Helmholtz e V o volume do sistema.

b) Tendo em atengiio F = —K T INZ , escreva a expressio para a fungéo de particio dum gas quantico de

] - . . 2
N particulas e demonstre que se verifica, quer para Fermides, quer para Bosdes PV = 3 <E> .

c) Sabendo que a energia dum fotdo de vector de onda K vem dada por, E, =Akc com

k= \/(kf + ky2 + kzz) e ¢ avelocidade daluz demonstre que para um gés de fotdes se verifica,

1
PV =—(E
(E)
3 EB<E>D OE, ) _
d) Mostre que as relagbes, P=-34——-0 e P=(-— onde E; é a energia dum estado do
Oov N N

sistema concordam entre Si.

€) Demonstre que num sistema de particulas a temperatura T (no ensemble candnico) que

P
A2P=<P2> —<P>2 :% k,T? % Comece por relacionar A*P com <E2> —<E>2-

AP o o
Calcule — no limite cléssico.

(P)

49. Um sistema é constituido por dois Fermifes que tém acessiveis dois estados de energias O e dois
estados de energias € .

a) Numerando os 4 estados acessiveis de 1 a 4 faga uma tabela cujas colunas sejam o nimero de particulas
em cada estado e a energia correspondente. Quantos estados do sistema das 2 particulas sdo possiveis?
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b) Calcule a funcdo de particdo do sistema, 0 nimero médio de particulas em cada estado, <ni > e verifique

queil (n)=2.

c) Calcule a energia média do sistema e 0s seus limites de alta e baixa temperaturas. Comente.
50. Para um sistema de 2 particulas e 3 estados de energias O, £, 2€ ¢ possivel enumerar todos os

estados acessiveis ao sistema quando este é governado por cada uma das estatisticas, Maxwell-Boltzmann,
Bose-Einstein e Fermi-Dirac.

a) Para cada um destes casos obtenha a energia média do sistema a umatemperatura T:

MB:2 1+ 2Xx
(&) X1+x+x2
2 3
<E>BE:X1+4X+3X +4X <
(1+x+x2)(1+x2)
2
1+x+x

com x = exp(—pe).

b) Considere os limites de temperatura elevada (X — 1) e baixa temperatura (X — 0) nas anteriores
expressdes e comente os resultados.

¢) Cdcule o nimero médio de particulas em cada um dos estados e para cada uma das estatisticas.
Considere o limite de altas e baixas temperaturas e comente os resultados.

51. Considere um sistema com 3 particulas e 5 estados de energias O, ¢, 2¢, 3¢, 4¢. Sejaaenergia total
do sistemaigua a 4¢.

a) Quais sdo as particdes (atribuicdo de um certo nimero de particulas por cada estado) em que o sistema
tem energiatotal 4¢.

b) Quantas possibilidades existem de distribuir as particulas em cada parti¢do quando o sistema segue uma
estatistica de Maxwell-Boltzmann. Repita para uma estatistica de Bose-Einstein.

¢) Qua o nimero médio de particulas em cada um dos 5 estados quando 0 sistema segue uma estatistica de
M axwell-Boltzmann. (Sugest&o: cada particéo tem um peso igual ao nimero de possibilidades associado).

d) Considere &€=1381x10""Je uma temperatura de T =100K. Calcule, usando a estatistica de
Maxwell-Boltzmann o nimero mais provavel de particulas em cada estado. Por comparagéo destes valores
com os calculados em c) extraia conclusdes sobre se a temperatura do sistema € inferior ou superior a
100K .

€) Faca o mesmo que naaineac) para uma estatistica de Bose-Einstein.

52. Considere um sistema com N particulas e 3 estados de energias 0,¢€,2¢ . O sistema tem uma energia
total 4e easparticulas sho distinguiveis.

a) Quais sdo as particdes (atribuicdo de um certo nimero de particulas por cada estado) em que o sistema
tem energiatotal 4¢?
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b) Encontre uma expressdo para a energia do sistema a uma dada temperatura em funcdo de
x=exp(—¢€/ kg T)emostre que setem (2N —4)x* +(N -4)x -4 =0.

¢) Para os casos N=100 e N=5 determine a respectiva temperatura do sistema (em funcéo de €) eaindao
correspondente nimero mais provavel de particulas em cada estado.

d) Determine o nimero de possibilidades de distribuir as particul as pel os estados em cada uma das parti¢oes
para N=100 e N=5. Compare com o resultado obtido em c) e comente.

€) Discuta o efeito sobre a temperatura causado pela adicéo de particulas ao sistema quando se mantém uma
energiatotal fixa.

53. Considere um sistema de N particulas onde cada uma se pode encontrar em estados de energia
81’ 52’ 53’

a) Independentemente do tipo de estetistica ( Maxwell-Boltzmann, Bose-Eisntein, Fermi-Dirac, Fotonica,
...) escreva uma expressao para a funcéo de particéo, Z.

b) Mostre que o nimero de particulas num dado estado de energia £ . <ns> € dado por,

__10Inz
(ng) = B Ot
2 2 2 N,
c) Demonstre que <(Ans) >:<ns> —<ns> :_% ;23

d) Considere 1<< <ns> << N edemonstre que para cada uma das estatisticas se verifica,

para Maxwell - Boltzmann

—
1]

n,)

+1 paraBose- Einstein

OoOonO
H

—
—
>
>
N
~——
I
il
>

T
>
»
~
N
[

-1 paraFermi - Dirac

>

:)

+1 paraFotoes
n,)

N
1=

Verifique que quando <ns> <<1 os resultados anteriores para as diferentes estatisticas sdo

aproximadamente iguais, que para valores grandes de <ns> as fluctuagdes ndo se anulam para a estatistica

de Bose-Einstein enquanto para a estatistica de Maxwell-Boltzmann e de Fermi-Dirac se anulam.
54. Considere afungéo grande de partic¢&o para um dado sistema,

5 exo{-B(Es, - m))

M

Zg =

N
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onde R representaum estado do sistema quando este contém N particulas.

a) Mostre que o nimero médio de particulas no sistema é dado por,

10
N)=——InZ
b) Mostre que o valor médio, < N 2 > Se escreve,
0°Z,
(ve)= 2
B* Zg

c) Demontre que as flutuagBes no nimero de particulas no sistema sdo dadas por,

((aN)) =(N?) = {N)* =

a(N)

oy

A=

(an)’

(N)

d) Paraum gésideal cléssico calcule einterprete o resultado para um sistema macroscopico.

55. Ver Problema 9.2 Reif

Tendo ematengio que INZ =InZ; — BUN , que S= kB(InZ + ﬁ<E>) que,
InZ; =ty In(li exp(—B(ss - /J)))

eainda que

_ 1
exp(B(e, - 1)) F1

(n;)
com o sinal superior para Bosdes e o inferior para Fermides mostre que se pode escrever,
S= kg Z (ng)In(ny) ¥ (1 + <ns>) In(li <ns>)
S
com o sinal superior para Bosfsoes e o inferior para Fermides.

56. Um sistema de N Bosdes tem acessiveis estados de energia 0= E, <E;---

a) Escreva uma equagéo que dé conta da conservacdo do nimero de particulas.

b) Para o caso em que estes Bosdes sdo particulas de massa m, que se movem no interior dum recipiente de
volume V mostre que,
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N
v =0s A3‘r 95.(2

=[———dx, z=ex Ao = —
om0 g1 S A s

Nota: O nimero de estados de energia E para estas particulas €

3

9(E) dE = 2:\’ (2m)*2 g VE

c) Expligue o fendbmeno de condensacdo de Bose-Einstein que ocorre num sistema macroscopico
(idealmente infinito) e obtenha uma equac@o para a temperatura critica. Como depende da temperatura

criticaafracgdo de particulas no estado fundamental, <n|2= O> /[ N?

57. Um gas de N particulas de massa m, sem spin, encontra-se confinado a um volume V e a uma
temperatura T. Estas particulas tém acessiveis estados de energia 0= E, <E,--- tais que o nimero de

3

estados com energia E vem dado por, g(E) dE) = 2:\/ (Zm)slzx/E.

a) Indique o nimero médio de particulas num estado de energia E quando estas particulas sdo Fermibes e
guando estas sdo Bosdes. |ndique também o nimero médio de particulas com energia E para cada um dos
Casos.

b) Quais os intervalos de variag8o possiveis para o potencial quimico, U para Fermifes e Bosbes. Indique,

justificando, se o potencial quimico deve crescer, decrescer ou ficar constante quando a temperatura do
sistema aumenta a densidade constante.

¢) Considere o limite cléssico das estatisticas quanticas. Mostre que neste limite o potencial quimico vem
dado por:

exo(pi) = ]

onde d é o espacamento médio entre particulase A o comprimento de onda de De Broglie para particulas

/ 21K, T
com uma vel ocidade térmica dada por V = SR nterprete o significado fisico do limite classico.
m

58. Considere um metal onde os electrdes de conducdo se podem considerar um gasideal de electres livres
(gésided de Fermi-Dirac).

a) Defina a energia de Fermi do sistema, E e calcule o seu valor para o Sodio de massa atémica 23 u.m.a

que tem uma densidade de massa 0.959 / cm® e que contribui com um electrdo de condugdo por atomo.

b) Porque motivo se pode considerar atemperaturaambiente, T = 300°K, u(T) Du(0= E:.
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) Escreva a expressdo para a energia total do sistema a uma temperatura T, e outra que relacione o nimero
de particulas com o potencial quimico.

d) Mostre que a energiatotal do sistemaa T=0 € dada por,

3
E(0) = ¢ NE;

€) Mostre que a pressdo exercida por um gés de Fermi-Dirac a T=0 ndo é nula e é dada por,

2N
PO ==_"E
© 5V "

Comente este facto. Qual seria a temperatura dum gés ideal com a mesma densidade e capaz de exercer a
mesma pressao?

59. Considere um gés de electrbes confinado a uma regido do espaco de volume V. Considere uma
temperatura suficientemente baixatal que Ky T << (T =0)

a) Porque € que os electrdes de energia maior que U(0) se podem considerar como se comportando de
acordo com uma estatistica classica de Maxwell-Boltzmann?

Kg

b) O nimero destes electrdes pode estimar-se como sendo dado por . Paraum sistema para o qual

F

N 30 -3 ~ ~ . . N .
v [010™ m™ qual a fracgdo de electrdes a que se refere a alinea anterior a temperatura ambiente?

Poder4 esta temperatura ser considerada baixa para este sistema?

¢) Deduza, usando a informag&o fornecida na alinea anterior que a capacidade cal orifica a volume constante
do sistema é aproximadamente dada por,

GQ gk
Nk, H(0)

60. (ver Problemas 9.23 e 9.24 do Reif)
Considere um metal cujos electrfes de conducéo podem ser tratados como um gés de Fermi-Dirac. Estes

electrdes encontram-se no interior duma amostra clbica de lado L. Contudo os electrdes que possuem um
2 k 2

valor de kZ suficientemente elevado tal que a energia cinética correspondente, € superior a um
certo Wtém energia suficiente para abandonar o metal. A quantidade W representa uma barreira de
potencial. Simplificamos o problema ignorando a possibilidade quéntica de reflexdo de particulas quando
encontram uma barreira de potencial .

O problemafisico que estamos aqui atratar designa-se por efeito termidnico.
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a) Mostre que o fluxo de electrdes, R, que abandona o metal se escreve,

= g(k) 1
R s I Y exp(B(E, — 1)) +1

h? ~ = -~
com E. = om k? ., g(k)dk , o nimero de estados com um certo vector de onda, K, cujos valores
m

- ~ 21 T - . -
permitidos sdo dados por, kx,y =0,+— ,£— ,--- (condigBes fronteira periddicas).

L

b) Para calcular R é conveniente usar coordenadas cilindricas, (0,68,K,) com p® =k’ + ky2 e

0< 6 < 27T sendo o correspondente elemento de volume, dk = p dp d@ dk, .

Obtenha portanto,

1

R=
21 h

P kz%
dk, k, | +
= n%l EXDEB%U

d) Numa vasta gama de temperaturas pode considerar-se o potencia quimico, U igual a energia de Fermi,
2

E; . Por outro lado temos sempre 2—2 >2W = E_, ousga podemos considerar em boa aproximagao,
m

2 2

expEBH1 %s exp(B(EF - W)) <<1.

ke T)”
Obtenha entdo R D% expe B(p) com =W -E_ , a fungdo de trabalho do metal. Esta
T

relacdo é experimentalmente verificada.
€) Mostre que no regime cléssico a anterior aproximagdo efectuada no logaritmo se mantém vdida e

N | k
portanto obtenha o valor cléassico R:V Z—ﬁ exp(—B W) Esta relagdio ndo é verificada
m

experimental mente o que mostra que o gés de electrées no metal ndo € um gas cléssico.
f) Considerando o gés de electrbes no exterior do metal como um gés ideal cléssico obtenha a expressdo da
alinea d) para R. Note que o potencial quimico no exterior e o potencial quimico no interior da amostra se

relacionam por, U eerior= Minerior — YV €M virtude do diferente “zero de energia’ entre o interior e o
exterior.

61. Um certo tipo de estrelas designada por and branca pode ser considerada como constituida
essenciamente por *He. A massa tipica destas estrelas é de 10% Kg e possuem uma densidade

p=10" gcm™ eumatemperatura, T=10" °K .

a) Sabendo que a energia necessaria para arrancar dois electrdes ao He é da ordem das dezenas de
electrdes-Volt, mostre que a esta temperatura nenhum dos &omos de He deve possuir 0s seus dois electrdes.
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b) Podemos tratar os electrdes como um gés ideal. Calcule a densidade de el ectrfes na estrela em termos de
P, da massa dum protéo (M, = 1673 x 107" Kg ) desprezando a massa dos electrdes em comparagso
com a massa dos nucleos de He.

¢) Cacule a energia de Fermi do sistema de electrdes e mostre que corresponde a uma temperatura da

ordem de, T = 10" °K . Explique porque motivo podemos considerar o sistema como estando no estado
fundamental.

d) Embora sgja necessario um tratamento relativista para estrel as de massa elevada considere a situagéo néo

2y,2
relativista na qual a energia dum electro se escreve, € = om Calcule a energia total do sistema no
m
. . 2E,
estado fundamental, E, e a correspondente pressdo atravésde P, = EEVE

€) Esta pressdo deve ser equilibrada pela“pressio gravitacional” que se pode demonstrar ser proporciona a
2

RY ' onde R representa o raio da estrela. Estamos entdo em condic¢fes de demonstrar que a relacdo entre
0 raio da estrela e a sua massa se devem relacionar por, R= M _m, isto é quanto maior a massa menor o
raio.

Nota: O fisico indiano Chandrasekhar mostrou em 1939, tratando relativisticamente o gas de electres que
existe um valor maximo para a massa deste tipo de estrelas uma vez que para val ores superiores da massa a
“pressdo gravitacional é tdo grande que a pressdo que resulta do “Principio de Exclusdo de Pauli” é
insuficiente para impedir o “colapso” da estrela. Os electrdes e os protdes da estrela combinam-se entéo
para formar neutrGes pelo que passamos a ter uma outra classe de estrela designadas por estrelas de

neutrdes. A massa limite paraumaanébrancaéentdo 144 M  onde M4 é amassado nosso Sol.
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