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RESUMO

VIOLAÇÃO DA DESIGUALDADE DE BELL COM
VARIÁVEIS ESPACIAIS TRANSVERSAIS USANDO

TRANSFORMADA DE FOURIER FRACIONAL

Daniel Schneider Tasca

Orientador: Paulo Henrique Souto Ribeiro

Resumo da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduaç̃ao do

Instituto de F́ısica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos

necesśariosà obtenç̃ao do t́ıtulo de Mestre em Ciências (F́ısica).

Os experimentos de desigualdades de Bell visam confrontar certas previsões da meĉanica

quântica com as previsões de teorias de variáveis ocultas locais. Embora já se soubesse

que a Meĉanica Qûantica prev̂e um estranho tipo de correlação ñao-local entre sistemas

espacialmente separados, desde o trabalho de Einstein-Podolsk-Rosen, em 1935, esse tipo

de correlaç̃ao śo pôde ser testado com o método proposto por John Bell em 1965. Nesse

trabalho Bell prop̃oe uma desigualdade que relaciona as probabilidades de detecção de

dois observ́aveis dicot̂omicos, relativos a dois sistemas. Se a correlação entre os dois sis-

temas for descrita por uma teoria realı́sta local, a desigualdadeé sempre satisfeita. Por

outro lado a violaç̃ao dessa desigualdade implica que os sistemas em questão exibem

uma correlaç̃ao ñao-local, prevista pela Mecânica Qûantica. Uma vez que essas desigual-

dades s̃ao expressas em termos de observáveis dicot̂omicos, part́ıculas de spin 1/2 e a

polarizaç̃ao de f́otons foram imediatamente identificadas como possı́veis candidatos para

a realizaç̃ao experimental de violações das desigualdades de Bell.

Correlaç̃oes ñao-locais s̃ao tamb́em observadas em sistemas de variáveis cont́ınuas,

tais como as variáveis espaciais transversais de pares de fótons. Recentemente verificou-
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se que o estado de dois fótons ṕos-selecionado produzido pela Conversão Paraḿetrica

Descendente (CPD)é ñao sepaŕavel para os graus de liberdade espaciais transversais.

O experimento descrito nessa dissertação teve o objetivo de testar as correlações es-

paciais transversais do estado de dois fótons produzido pela CPD com a desigualdade

proposta por Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). A desigualdade de CHSHé uma

variante da desigualdade de Bell e portanto só se aplica a observáveis dicot̂omicos. Us-

ando uma região de detecç̃ao dicot̂omica e analizadores compostos por sistemasópticos

de transformada de Fourier fracional, fomos capazes de aplicar a desigualdade de CHSH

a esse grau de liberdade.

A transformada de Fourier fracional (FRFT) foi usada para realizar rotações arbitŕarias

na base de medida do espaço de variáveis transversais. Dessa forma a transformada de

Fourier fracional pode ser vista como parte do analizador desse grau de liberdade. As

medidas foram dicotomizadas dividindo os planos de detecção em duas metades. Após

realizar uma FRFT em cada um dos dois feixes convertidos medimos a correlação entre

cada uma das duas metades de cada plano de detecção, aplicando os resultadosà desigual-

dade CHSH. Obtivemos uma violação da desigualdade CHSH comprovando o caráter ñao

local das correlaç̃oes espaciais transversais do estado de dois fótons produzido pela CPD.

Palavras-chave:́Optica Qûantica, Desigualdades de Bell, Transformada de Fourier

Fracional, Convers̃ao Paraḿetrica Descendente Espontânea.

Rio de Janeiro

Julho de 2006
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ABSTRACT

VIOLATION OF BELL’S INEQUALITY WITH
TRANSVERSE SPATIAL VARIABLES USING

FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

Daniel Schneider Tasca

Orientador: Paulo Henrique Souto Ribeiro

Abstractda Dissertaç̃ao de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduaç̃ao do

Instituto de F́ısica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos

necesśariosà obtenç̃ao do titulo de Mestre em Ciências (F́ısica).

The aim of Bell‘s inequalities experiments is to confront the predictions of Quan-

tum Mechanics with those of the local hidden variables theories . Although it was already

known that Quantum Mechanics predicts a strange counter-intuitive type of non-local cor-

relation between systems spatially separated since the work of Einstein-Podolsk-Rosen in

1935, that Type of correlation was only able to be tested with the method proposed by

John Bell in 1965. In this work Bell proposes an inequality that relates the probabilities

of detection of two dichotomic observables, relative to two systems. If the correlation

between the two systems is described by a local realistic theory, the inequality is always

satisfied. On the other hand the violation of that inequality implies that the systems in

subject exhibit a non-local correlation , predicted by Quantum Mechanics. Once those

inequalities are expressed in terms of dichotomic observables, spin 1/2 particles and the

polarization of photons were immediately identified as possible candidates for experimen-

tal violations of the Bell’s inequality.

Non-local correlations are also observed in continuous variables systems, like the

transverse spatial variables of photon pairs. Recently it was verified that the post-selected
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two photon state produced by the Parametric Down Conversion (PDC) is non-separable

in the transverse spatial degrees of freedom.

The experiment described in this thesis had the objective of testing the traverse spatial

correlations of the two photon state produced by PDC with the inequality proposed by

Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). The CHSH inequality is a variant of the Bell’s in-

equality and therefore is only applicable to a dichotomic observable. Using a dichotomic

detection region and analyzers composed by optical fractional Fourier transform systems,

we were able to test the CHSH inequality to this degree of freedom.

The fractional Fourier transform (FRFT) was used to accomplish arbitrary rotations

in the measurement bases of the transverse spatial variables. In this way the FRFT can be

seen as the analyzer of this degree of freedom. The measurements were dichotomized by

dividing the detection planes in two halves. After each converted beam passed through a

different FRFT system, we measured the correlation between each one of the two halves

of each detection plane, using the results in CHSH inequality. We obtained a violation of

the CHSH inequality proving the non-local character of the traverse spatial correlations

of the two photon state produced by CPD.

Key-words: Quantum Optics, Bell’s Inequalities, Fractional Fourier Transform, Spon-

taneous Parametric Down Conversion.

Rio de Janeiro

Julho de 2006
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"Cortar aquilo que est á incompleto e dizer:

agora est á completo, porque termina aqui."

Citaç ão retirada do livro "Duna" , de Frank Herbert.
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À minha faḿılia “carioca” Odite, Ingrid e Ney pela calorosa acolhida no Rio de

Janeiro. Por todo carinho.

Finalmente aos meus pais Matilde e Sérgio, e ao meu irm̃ao Márcio, pelo apoio, car-
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2 Convers̃ao Paramétrica Descendente Espontânea e Desigualdade de CHSH 4
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w. As funç̃oesw ev podem representar a distribuição transversal

de campo e o espectro angular, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . .44

4.4 Analisador TFF de ordemφ. A distância de propagaçãoézφ = 2f sin2(φ/2)
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

Nessa dissertação faremos a descrição de um experimento realizado no laborátorio de

Óptica Qûantica do Instituto de F́ısica da UFRJ. Trata-se de um experimento de violação

da desigualdade de Bell. Esse tipo de experimento visa confrontar as previsões da Meĉanica

Quântica com as teorias de variáveis ocultas locais. Embora já se soubesse que a Mecânica

Quântica prev̂e um estranho tipo de correlação ñao-local entre sistemas espacialmente

separados, desde o trabalho de Einstein-Podolsk-Rosen [1], esse tipo de correlação śo

pôde ser testado com o método proposto por John Bell em 1965 [2]. Nesse trabalho Bell

prop̃oe uma desigualdade que relaciona as probabilidades de detecção de dois observáveis

dicotômicos, relativos a dois sistemas. Se a correlação entre os dois sistemas for descrita

por uma teoria realı́sta local, a desigualdadeé sempre satisfeita. Por outro lado a violação

dessa desigualdade implica que os sistemas em questão exibem uma correlação ñao-local,

prevista pela Meĉanica Qûantica.

Os primeiros experimentos com violação da desigualdade de Bell foram feitos por

Freedman e Clauser [3] e depois por Aspect, Grangier e Roger [4], usando a polarização

de fótons emitidos por cascata atômica. O desenvolvimento da técnica da Conversão

Paraḿetrica Descendente como uma robusta fonte de fótons emaranhados possibilitou

o teste da desigualdade de Bell com vários graus de liberdade discretos tais como a
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polarizaç̃ao [5, 6, 7, 8, 9], modos espaciais longitudinais[10], pacote temporal [11, 12]

e momento angular orbital [13].

Recentemente verificou-se que os fótons produzidos pela Conversão Paraḿetrica Des-

cendente (CPD) exibem correlação ñao-local entre os graus de liberdade espaciais transver-

sais [14, 15]. Contudo, as correlações no espaço de variáveis espaciais transversais devem

ser testadas usando-se critérios de ñao-classicalidade para variáveis cont́ınuas [16].

O experimento que fizemos teve o objetivo de testar as correlações espaciais transver-

sais do estado de dois fótons produzido pela CPD com a desigualdade proposta por

Clauser, Horne, Shimony e Holt (desigualdade de CHSH) [17]. A desigualdade de CHSH

é uma variante da desigualdade de Bell e portanto só se aplica para observáveis di-

cotômicos. Usando uma região de detecç̃ao dicot̂omica e analizadores compostos por

sistemaśopticos de transformada de Fourier fracional [18, 19, 20, 21], fomos capazes de

aplicar a desigualdade de CHSH a esse grau de liberdade, obtendo uma violação de mais

de quatorze desvios padrão [22].

No segundo capı́tulo faremos uma breve descrição do estado de dois fótons produzido

pela CPD. Discutiremos os estados emaranhados em polarização e nas variáveis espaciais

transversais. Discutiremos também a desigualdade de Clauser-Horne-Shimoni-Holt para

sistemas dicotômicos.

No terceiro caṕıtulo introduziremos a transformada de Fourier fracional. A transfor-

mada de Fourier fracional tem um papel muito importante nesse trabalho. Através dela

fomos capazes de fazer rotações arbitŕarias na base de medida do espaço de variáveis

transversais. Dessa forma a transformada de Fourier fracional pode ser vista como o

analizador desse grau de liberdade.

A descriç̃ao do experimento será feita no quarto capı́tulo. Primeiramente definire-

mos o subespaço dicotômico nas varíaveis espaciais transversais do campo. Após essa

definiç̃ao faremos uma analogia entre as correlações em polarizaç̃ao de um estado de

Bell, e as correlaç̃oes transversais do estado da CPD. Então a transformada de Fourier
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fracional seŕa usada para análise do campo no subespaço definido. Analisaremos os re-

sultados obtidos usando a desigualdade de CHSH.
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Convers̃ao Paramétrica Descendente

Espontânea e Desigualdade de CHSH

2.1 Introdução

A convers̃ao paraḿetrica descendente espontânea [23, 24]́e um processóoptico ñao-

linear no qual um f́oton do feixe de bombeamento com vetor de ondakb e freqûencia

ωb, propagando em um meióoptico ñao linear,é espontaneamente convertido em dois

fótons, com vetores de ondaks ekc, e freqûenciasωs eωc, respectivamente. Óındiceb se

refere ao feixe de bombeamento e osı́ndicess e c se referem aos feixes convertidos sinal

e complementar, respectivamente. O estado quântico de dois f́otons resultante da CPDE

é na maioria das vezes não-sepaŕavel ou emaranhado, significando que ele não pode ser

escrito como o produto do estado dos dois fótons separadamente. Esse emaranhamentoé

conseqûencia dos v́ıculos de conservação presentes no processo de conversão. Podemos

escrever a conservação da energia nesse processo aproximadamente como se segue:

ωb = ωs + ωc. (2.1)

Se o cristal for fino o suficiente, com comprimento longitudinal de uns poucos milime-
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tros, as componentes transversais do momento dos fótons s̃ao conservadas:

qb = qs + qc. (2.2)

A conservaç̃ao do momento transversal dos fótons dentro de um cristal birrefringênte

uniaxial requer que certas condições decasamento de fase[25] sejam satisfeitas. Existem

dois tipos de casamento de fase em um cristal uniaxial, chamadastipo I e tipo II. No

casamento de fase do tipo I, o feixe de bombeio, polarizado na direção extraordińaria (e),

é convertido em dois feixes polarizados na direção ordińaria (o):

e → o o, (2.3)

Já no casamento de fase do tipo II as polarizações dos feixes de bombeamento, sinal

e complementar são:

e → e o (2.4)

No casamento de fase do tipo I os feixes convertidos são emitidos na forma de um

cone śolido. Para cada comprimento de onda existe uma superfı́cie ĉonica. As superfı́cies

cônicas de cada comprimento de onda são coaxiais e os fótons ĝemeos s̃ao emitidos em

lados opostos do cone. No tipo II existem dois cones para cada comprimento de onda. Um

cone tem polarizaç̃ao ordińaria e o outro tem polarização extraordińaria. Os diferentes

comprimentos de onda para cada cone sólido est̃ao localizados em superfı́cies conicas

coaxiais.

2.2 O Estado de Dois F́otons da CPDE

Na aproximaç̃ao de cristal fino o estado quântico gerado pela CPDE pode ser escrito como

[26]:
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|ψ〉CPDE = C1|vac〉+ C2|ψ〉, (2.5)

onde

|ψ〉 =
∑
σs,σc

Cσs,σc

∫∫

D

dqsdqcΦ(qs,qc)|qs, σs〉s|qc, σc〉c, (2.6)

e |vac〉 representa o estado de zero fótons nos modoss e c. Os coeficientesC1 e C2 são

tais que|C2| ¿ |C1|. C2 é uma funç̃ao do comprimento do cristal, do coeficiente de

não-linearidade e da amplitude do feixe de bombeamento, alem de outros fatores.|qj, σj〉
representa o estado de Fock de um fóton com vetor de onda transversalqj e polariaç̃ao

σj dos modoss e c. O estado de polarização no estado|ψ〉 é definido pelo coeficiente

Cσs,σc . Quando oŝangulos de saı́da dos modos sinal e complementar são pequenos, a

funçãoΦ(qs,qc) é dada por:

Φ(qs,qc) =
1

π

√
2L

K
v(qs + qc) sinc

(
L|qs − qc|2

4K

)
, (2.7)

ondev(q) é o espectro angular do feixe de bombeamento,L é o comprimento do

cristal na direç̃ao z, e K é a magnitude do vetor de onda do feixe de bombeamento. A

regĩao de integraç̃aoD é definida pela aproximação paraxial. Entretanto, na maioria dos

experimentos, a região na qualΦ(qs,qc) é aprecíavel,é muito menor do queD. Note que

o espectro angular do feixe de bombeamentoé transferido para as correlações espaciais

de quarta ordem do estado de dois fótons [26]. O espectro angular do feixe de bombea-

mentov(qs + qc) é uma funç̃ao ñao sepaŕavel deqs e qc. Isso significa que o estado de

dois fótons da CPDE apresenta emaranhamento nas variáveis espaciais transversais. Esse

emaranhamentóe responśavel por v́arios efeitos ñao-locais e ñao-classicos observados

em v́arios experimentos com propriedades transversais desse estado [27, 28, 14].

Trabalhando ainda na aproximação de cristal fino podemos aproximar a função “sinc”

pela unidade [26], e assim o estado de dois fótons pode ser escrito como:
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|ψ〉 =
1

π

√
2L

K

∑
σs,σc

Cσs,σc

∫∫

D

dqsdqcv(qs + qc)|qs, σs〉s|qc, σc〉c. (2.8)

Probabilidade de Detecção de dois F́otons

A probabilidade de detecção de dois f́otonsé definida por:

P(r1, r2) = |ψ(r1, r2)|2 (2.9)

onder1 = (x1, y1, z1) er2 = (x2, y2, z2) são as posiç̃oes dos detectores de fótons.

Usamos aqui a ortonormalidade e completeza dos estados de Fock para definir a am-

plitude de probabilidade de detecção de dois f́otons1:

ψ(r1, r2) = 〈vac|E(+)(r1)⊗ E(+)(r2)|ψ〉. (2.10)

E(+)(r) é o operador de campo na aproximação paraxial, dado por:

E(+)(r) = VE0
ei(kz−ωt)

(2π)3

∑
σ

σ

∫
dq a(q, σ)e

i

�
q·ρ− q2

2k
z

�

, (2.11)

ondek é a magnitude do vetor de ondak e ρ = xx̂ + yŷ é a componente transversal

do vetor de posiç̃aor. O operadora(q, σ) é o operador de aniquilação de um f́oton com

vetor de onda transversalq e polarizaç̃aoσ. A soma emσ é feita nas duas polarizações

ortogonais.E0 é uma constante dependente da frequência eV é o volume de quantização.

Probabilidade de Detecção Simples e em Coincid̂encia dos Campos Con-

vertidos

A probabilidade de detecção simples de um dos feixes convertidos, sinal ou comple-

mentar, para um detector pontual posicionado na coordenadari, é proporcional̀a pot̂encia

do campo de bombeamento no plano do cristal:

1Na aproximaç̃ao monocroḿaticaψ(r1, r2) pode ser pensada como a função de onda de dois fótons[29].
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P(ri) = const× |W (ρ′i, 0)|2, (2.12)

ondeW (r) é a distribuiç̃ao de campo do feixe de bombeamento no plano do cristal e o

ı́ndicei se refere a um dos dois feixes convertidos.

A probabilidade de detecção em coincid̂encia dos dois feixes convertidos para o caso

degeneradóe proporcional̀a intensidade do feixe de bombeamento:

P(r1, r2) = const× |W (ρ, z)|2, (2.13)

onde as coordenadasρ e z são dadas por:

ρ =
z1ρ2 + z2ρ1

z1 + z2

; (2.14)

z =
2z1z2

z1 + z2

. (2.15)

No caso em que os detectores se encontramà mesma distância do cristal (z1 = z2 =

z0) temos que:

ρ =
ρ2 + ρ1

2
; (2.16)

z = z0. (2.17)

2.3 Emaranhamento em Polarizaç̃ao

O estado qûantico2 de polarizaç̃ao de um f́oton pode ser escrito como:

|χ〉 = cos(θ/2)|H〉+ sin(θ/2)eiφ|V 〉, (2.18)

2Trabalharemos aqui somente com estados puros.
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onde|H〉 e |V 〉 representam os estados de polarização linear horizontal e vertical, respec-

tivamente. O estado quântico de polarizaç̃ao |χ〉 pode ser usado como um bit quântico.

Em sua representação na esfera de bloch osângulosθ eφ são osângulos polar e azimutal,

respectivamente.

O estado de polarização de dois f́otons pode ser escrito, da forma mais geral, como:

|ψ〉1,2 = α|H〉1|H〉2 + β|H〉1|V 〉2 + γ|V 〉1|H〉2 + δ|V 〉1|V 〉2, (2.19)

onde a condiç̃ao de normalizaç̃ao imp̃oe que|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1.

O estado puro da polarização de dois f́otons descrito acimáe emaranhado se não

puder ser escrito na forma de um produto dos estados de cada fóton individualmente.

Escrevemos a seguir dois tipos de estados emaranhados em polarização:

|φ〉1,2 = cos (θ/2) |H〉1|H〉2 + sin (θ/2) eiφ|V 〉1|V 〉2, (2.20)

e

|ψ〉1,2 = cos(θ/2)|H〉1|V 〉2 + sin(θ/2)eiφ|V 〉1|H〉2. (2.21)

Os estados maximamente emaranhados ou estados de Bell em polarização s̃ao obtidos

a partir de (2.20) e (2.21) fazendo-seθ = π/2 eφ = 0, π. Vejamos os quatros estados de

Bell:

|φ±〉 =
1√
2
(|H〉1|H〉2 ± |V 〉1|V 〉2), (2.22)

|ψ±〉 =
1√
2
(|H〉1|V 〉2 ± |V 〉1|H〉2). (2.23)

Os estados de Bell descritos acima podem ser gerados a partir da CPDE. Um dos

métodos utiliza um cristal alinhado para o casamento de fase do tipo II. Nesse caso,

como descrito anteriormente, os feixes convertidos são emitidos em dois cones. Um com
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polarizaç̃ao ordińaria e o outro com a polarização ortogonal extraordińaria. Suponhamos

que estamos interessados no caso degenerado onde os comprimentos de onda dos dois

feixes convertidos s̃ao iguais. Cada um dos fótons ĝemeośe emitido em um cone, com

polarizaç̃oes ortogonais. Posicionamos agora dois detectoresà mesma distância do cristal,

aproximadamente na direção onde os cones se interceptam. Para selecionar os modos de

interesse equipamos os detectores com filtros de interferência centrados no comprimento

de onda dos f́otons degenerados. Os dois detectores estão ligados a um sistema eletrônico

de coincid̂encias. Para encontrar o máximo de contagens em coincidências varremos os

detectores no espaço de posições transversais.

Como estamos olhando para a região de interseç̃ao dos cones (ver figura 2.1), o fóton

detectado em cada um dos detectores pode ter sido produzido com polarização ordińaria

ou extraordińaria. Dessa forma os fótons detectados em coincidência s̃ao descritos por

um estado de Bell do tipo:

|ψ±〉 =
1√
2
(|H〉1|V 〉2 ± eiφ|V 〉1|H〉2). (2.24)

A fase φ é originada da diferença de caminhoóptico dentro do cristal pois cada

polarizaç̃ao enxerga um diferentéındice de refraç̃ao. Podemos controla-la inserindo um

compensador no caminho de um dos feixes.

H

V

bombeio

sinal

complementar

Kwiat et al. PRL 75, 4337 (1995)

Figura 2.1: Esquema utilizado para geração de estados de Bell em polarização usando a

CPDE com casamento de fase do tipo II.
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Um outro ḿetodo utilizado para gerar estados de Bell em polarização emprega cristais

com casamento de fase do tipo I da CPDE. Usa-se dois cristais finos com eixosópticos

perpendiculares, posicionados um após o outro (ver figura 2.2).

V

H

White et al. PRL 83, 3103 (1999)

Figura 2.2: Esquema utilizado para geração de estados de Bell em polarização udando a

CPDE com casamento de fase do tipo I.

Usamos a polarização do feixe de bombeamento para controlar a intensidade da con-

vers̃ao em cada cristal. Cada direção de polarizaç̃ao do feixe de bombeamento (H ou

V ) atua sobre apenas um dos cristais. Com a polarização do feixe de bombeamento

a 45 graus, observamos as mesmas taxas de conversão nos dois cristais. A direção de

polarizaç̃ao ordińaria de um cristaĺe equivalentèa direç̃ao de polarizaç̃ao extraordińaria

do outro cristal pois eles estão posicionados com os eixosópticos perpendiculares. Nessa

configuraç̃ao observamos dois fótons ordińarios (extraordińarios) produzidos no primeiro

cristal ou dois f́otons extraordińarios (ordińarios) produzidos no segundo cristal. Entre-

tanto h́a uma diferença temporal entre os pacotes dois fótons produzidos no primeiro ou

no segundo cristal. Mesmo assim, um laser com comprimento de coerência maior do que

a dist̂ancia entre os dois cristais, garante a coerência da superposição dos estados|HH〉 e

|V V 〉.
Os estados de Bell produzidos com essa técnica s̃ao:

|φ±〉 =
1√
2
(|H〉1|H〉2 ± eiφ|V 〉1|V 〉2). (2.25)
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2.4 Desigualdade de CHSH para Sistemas Dicotômicos

John Bell mostrou em dois artigos [2, 30] que as predições estatı́sticas da Meĉanica

Quântica, para certos sistemas de duas pratı́culas espacialmente separadas, são incom-

pat́ıveis com teorias estocásticas que satisfazem as condições de localidade. Inspirados

pelo artigo de Bell, Clauser et al [31] mostraram que a análise de Bell podia ser exten-

dida para sistemas experimentais realizáveis e que as teorias locais poderiam ser testadas.

Essa ańalise considerava imperfeições nos aparatos experimentais, como fontes de duas

part́ıculas ñao ideais e eficiência ñao unit́aria dos detectores. Em um artigo de 1974 [31]

Clauser caracteriza uma classe de teorias chamadasTeorias Objetivas Locaisas quais

são incompat́ıveis com as prediç̃oes da Meĉanica Qûantica. A incompatibilidade dessas

teorias com a Meĉanica Qûantica j́a havia sido provada por Bell mas foram colocadas

por ele de uma forma que não permitia a direta verificação experimental. O teorema

de incompatibilidade proposto por Clauser pode ser escrito da seguinte forma: pares de

part́ıculas id̂enticas emitidas por uma fonte são analisadas por dois detectores, digamos 1

e 2. Cada aparato de medida tem um parâmetro ajust́avel relativoà propriedade que está

sendo medida. Sejamα e α′ e β e β′ duas orientaç̃oes dos par̂ametros dos detectores 1 e

2, respectivamente. Toda teoria objetiva local deve satisfazer a seguinte desigualdade:

|S| = |E(α, β) + E(α, β′) + E(α′, β)− E(α′, β′)| ≤ 2, (2.26)

ondeE(α, β) é a funç̃ao de correlaç̃ao relativaà medida da partı́cula 1 com par̂ametroα

e da particula 2 com pareâmetroβ:

E(α, β) =
C(α, β) + C(α⊥, β⊥)− C(α⊥, β)− C(α, β⊥)

C(α, β) + C(α⊥, β⊥) + C(α⊥, β) + C(α, β⊥)
, (2.27)

C(α, β) é a taxa de detecção em coincid̂encia da partı́cula 1 com par̂ametroα e 2 com

par̂ametroβ. Esse tipo de desigualdadeé válida para observ́aveis dicot̂omicos para os

quais uma medida na baseα pode resultar em apenas duas respostas:α ouα⊥.
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Sabemos que os estados de Bell em polarização j́a foram usados para testar a de-

sigualdade CHSH (eq. (2.26)). Os resultados apontaram para a comprovação das pre-

visões da meĉanica qûantica em desfavor das teorias de variáveis ocultas locais. Soube-

se, ent̃ao, que dois f́otons podem apresentar correlação qûantica ñao local na medida de

suas polarizaç̃oes.

A correlaç̃ao ñao local entre observáveis descritos por variáveis cont́ınuas, tais como

as varíaveis espaciais transversais do fóton, j́a foi observada anteriormante em alguns

experimentos. Entretanto os metódos e os crit́erios para as variáveis cont́ınuas s̃ao difer-

entes e inadequados para testar a correlação ñao local em polarizaç̃ao. Assim como as

desigualdades de Bell não se aplicam aos sistemas de variáveis ñao-dicot̂omicas.



Caṕıtulo 3

A Transformada de Fourier Fracional

3.1 Introdução

A transformada de Fourier (TF) tem um papel essencial no estudo de sistemas lineares.

Ela é particularmente importante naóptica moderna pois aparece naturalmente da análise

de sistemaśopticos. Tudo que está relacionado com a matemática da TF́e importante para

o estudo dáoptica. A propagaç̃ao (difraç̃ao) do campo eletromagnético na aproximaç̃ao de

Fraunhofer pode ser descrita por uma transformada de Fourier, ou seja, a distribuição do

campo difratado tende, no infinito, para seu espectro angular. Pode-se observar o espectro

angular do campo também com aux́ılio de lentes. Em certas condições esse sistemaóptico

implementa a transformada de Fourier sobre o campo. Supondo queF é o operador

que representa a transformada de Fourier, podemos dizer em alguns casos que a geração

da imagem correspodèa aplicaç̃ao de duas transformadas de Fourier, representada pelo

operadorF2. Podemos implementar qualquer número inteiro e positivo de transformadas

de Fourier sobre um campo. A implementação do operadorFn, onden = 0, 1, 2, ..., pode

ser feita comn sistemaśopticos com lentes que serão explicados mais a frente.

A difração do campo no limite de Fraunhofer está associadàa TF. No limite de Fres-

nel a propagaç̃ao do campóe descrita pela integral de Fresnel. Podemos calcular a
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distribuiç̃ao de campo em qualquer plano transversal usando essa integral. De acordo

com o prinćıpio de Huygens-Fresnel a transferência de um campo por difração pode ser

dividida em v́arios fen̂omenos de difraç̃ao: descreve-se a propagação entre as superfı́cies

intermedíarias at́e chegar̀a superf́ıcie receptora. A difraç̃ao do campo eletromagnético,

descrita pela integral de Fresnel, está de acordo com esse princı́pio. Seria desejável as-

sociar a transformada de Fourierà transfer̂encia do campo por difração entre superfı́cies

arbitŕarias. Isso pode ser feito através datransformada de Fourier fracional(TFF).

A primeira noç̃ao da transformada de Fourier fracional aparece em um trabalho de

Wiener em 1929 [32]. Outros trabalhos mencionaram a TFF em 1937 [33] e em 1959 [34].

Em 1980 a TFF foi usada pelo matemático Namias como um novo ḿetodo para resolver

a equaç̃ao de Schr̈odinger [35]. As aplicaç̃oes da TFF eḿoptica começaram a surgir com

[36], mas tornaram-se importantes com os trabalhos de Lohmann, Mendlovic e Ozactas

em 1993 [18, 19, 20]. Eles mostraram como a propagação do campo por dispositivos

ópticos pode ser descrita através da TFF. Em [20, 37] Lohmann fala sobre a relação da

função de Wigner com a TFF.

Certos textos utilizam ainda um outro tipo de montagemóptica para a realização da

TFF sobre um campo. Essa montagem consiste da propagação do campo por uma fibra

comı́ndice de refraç̃ao gradual (em inglêsgraded index fibers or GRIN fibers) [19, 38].

As montagens com lentes ou fibras podem ser facilmente utilizadas para implementação

de TFF sobre camposópticos. Entretanto a própria propagaç̃ao do campo eletromagnético

atrav́es do espaço livre já pode ser vista como a implementação f́ısica da TFF. Os trabalhos

de Pellat-Finet [21, 39] mostram que a transformada de Fourier fracional de um campo

óptico pode ser observada através da difraç̃ao de Fresnel, da mesma maneira que a Trans-

formada de fourier ordińaria é observada através da difraç̃ao de Fraunhofer. Em [40]́e

feita uma representação da difraç̃ao do campo em termos da TFF que está de acordo com o

prinćıpio de Huygens-Fesnel. A transformada de Fourier fracional com ordem complexa

é discutida em [41].
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3.2 Transformada de Fourier Fracional e Rotaç̃ao da Funç̃ao

de Wigner

Qualquer campow(x), aqui feito em apenas uma dimensão, pode ser descrito indireta-

mente por sua distribuição de WignerW (x, kx):

W (x, kx) =

∞∫

−∞

dx′w(x + x′/2)w(x− x′/2)e−ıkxx′ , (3.1)

ou introduzindo a transformada de Fourier dew(x):

w(x) =

∞∫

−∞

dkxv(kx)e
ıkxx, (3.2)

temos:

W (x, kx) =

∞∫

−∞

dk′xv(kx + k′x/2)v(kx − k′x/2)eık′xx. (3.3)

DadoW (x, kx), podemos obter o ḿodulo quadrado da distribuição de campo (ou do

espectro angular) da seguinte maneira:

|w(x)|2 =

∞∫

−∞

dkxW (x, kx); (3.4)

|v(kx)|2 =

∞∫

−∞

dxW (x, kx). (3.5)

Vejamos agora as consequências de algumas transformações realizadas no campo

w(x). Propagaç̃ao paraxial do campow(x), de uma dist̂anciaz em espaço livre, implica

em um deslocamento da função de Wigner na variávelx:

W (x, kx) → W (x +
z

|k|kx, kx). (3.6)
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A passagem por uma lente fina de distância focalf deslocaW (x, kx) na varíavelkx:

W (x, kx) → W (x, kx − |k|
f

x). (3.7)

A transformada de Fourier implementada por uma lente de distância focalf implica

em uma rotaç̃ao de 90 graus da distribuiçãoW (x, kx):

W (x, kx) → W (
f

|k|kx,−|k|
f

x). (3.8)

As três operaç̃oes realizadas no campo se manifestam na distribuição de Wigner ape-

nas como translações ou rotaç̃ao das coordenadas. Podemos representá-las matricialmente

como náoptica de raios. A transformada de Fourier fracional de ordemφ é definida como

a transformaç̃ao realizada no campo, relativa a uma rotação da distribuiç̃ao de Wigner de

um ânguloφ. Aplicando a TFF no campo podemos rodar sua distribuição de Wigner de

qualquerângulo, sendo que rotações deπ/2 e π representam a transformada de Fourier

ordinária e imagem invertida do campo, respectivamente.

Nesse texto vamos nos restringir a uma análise geoḿetrica da transformada de Fourier

fracional. A ańalise geoḿetrica, embora simples,́e suficiente para o entendimento do

experimento que fizemos.

3.3 Análise Geoḿetrica da Transformada de Fourier Fra-

cional

Consideremos um raio paraxialà direç̃ao z, descrito pela coordenada transversalρ e

ânguloθ com a direç̃aoz (ver figura 3.1):

Vamos representar o raior por uma matriz coluna:

r =


 ρ

θ


 . (3.9)
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r q

z

Figura 3.1: Representação de um raio paraxial.ρ é a distancia transversal ao eixoz e θ o

ângulo paraxial entre o raio e o eixo de coordenadasz.

A matriz de porpagaç̃ao na direç̃ao paraxialz é dada por:

Pz =


 1 z

0 1


 . (3.10)

Vejamos a atuaç̃ao dePz emr:

Pzr =


 1 z

0 1





 ρ

θ


 =


 ρ + zθ

θ


 . (3.11)

A propagaç̃ao translada o raior dezθ, mas preserva o seuângulo.

A ação de uma lente fina [42, 43] de distância focalf pode ser representada pela

matrizLf :

Lf =


 1 0

− 1
f

1


 . (3.12)

O efeito da lente no raior é uma rotaç̃ao de um̂angulo igual a−ρ/f .

Lfr =


 1 0

− 1
f

1





 ρ

θ


 =


 ρ

θ − 1
f
ρ


 . (3.13)
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Vamos calcular agora a matriz correspondente ao produtoPzLfPz:

PzLfPz =


 1 z

0 1





 1 0

− 1
f

1





 1 z

0 1


 ;

PzLfPz =


 1− z

f
2z − z2

f

− 1
f

1− z
f


 . (3.14)

A matriz acima relaciona o raio no plano de entrada com o raio no plano de saı́da, de

acordo com a figura 3.2.

f

z z

plano de entrada plano de saída

Figura 3.2: O campo no plano de saı́da est́a relacionado com o campo no plano de entrada

atrav́es de uma propagação de dist̂anciaz, refraç̃ao em uma lente de distância focalf e

novamente propagação de dist̂anciaz.

Pode-se calcular agora a matriz correspondente ao arranjoóptico que implementa a

transformada de Fourier. Basta que façamosz = f em (3.14). Chamaremos essa matriz

deFπ
2

por raz̃oes que veremos mais a frente.

Fπ
2

=


 0 f

− 1
f

0


 . (3.15)

Chamaremos derF, ou raio de Fourier, a transformada de Fourier do raior:

rF = Fπ
2
r =


 ρF

θF


 , (3.16)
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substituindo as matrizes obtemos:

rF =


 0 f

− 1
f

0





 ρ

θ


 =


 fθ

− 1
f
ρ


 . (3.17)

A observaç̃ao da intensidade do campo (função de correlaç̃ao de segunda ordem) no

plano de detecç̃ao correspondèa observaç̃ao da componente de posição do raior. Ent̃ao,

a observaç̃ao da intensidade do raio de FourierrF, nós d́a informaç̃ao da componente

angularθ do raior. Vejamos a geometria da transformada de Fourier mostrada na figura

3.3. Temos dois raiosr1 e r2 sendo emitidos pela fonteD. Ambos os raios s̃ao emitidos

da mesma posiçãoy (consideramos aqui só uma dimens̃ao transversal), sendo quer1 tem

componente angular igual aθ1 = 0 e r2 tem componente angular igualθ2 = θ:

r1 =


 y

0


 , r2 =


 y

θ


 . (3.18)

y

f f

r1

q

d

r
2

y1F

y2F

Z
F

D

Figura 3.3: Geometria da transformada de Fourier implementada por uma lente.

O plano de observação do raio de Fourier será chamado deZF ou plano de Fourier.

Trabalhando na aproximação paraxial temos quey ¿ f . Ou em termos do vetor de onda

temos que a componente transversalky é muito menor que a componente longitudinalkz

(ky ¿ kz). De acordo com a figura 3.3 podemos escrever que:
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θ ' sin(θ) ' d

f
. (3.19)

O raio 1 tem componente angular nula, ou seja, viaja paralelo ao eixoóptico do sis-

tema. Portanto será detectado no ponto focal da lente, posição yF1 = 0. O raio 2 seŕa

detectado na posiçãoyF2. Todos os raios que saem de um mesmo ponto do plano focal de

uma lente viajam paralelos após serem refratados pela lente. Temos então queyF2 = d ,

consequentemente:

yF2 ' fθ. (3.20)

A componente transversalky2 do vetor de onda do raio 2,k2, pode ser escrita, em

termos dôanguloθ, como:

ky2 ' |k2|θ, (3.21)

onde usou-se a aproximação paraxial. Substituindo (3.20) em (3.21):

yF2 '
f

|k2|ky2 . (3.22)

Isso mostra que as coordenadas do plano de Fourier estão relacionadas com as frequências

espaciais transversais do campo emD.

Vejamos agora a matriz associadaà formaç̃ao de imagem. Consideraremos aqui dois

sistemas de imagem. O primeiro sistemaé composto por apenas uma lente. Devemos

satisfazer a condição de formaç̃ao de imagem imposta pela lei das lentes:

1

f
=

1

do

+
1

di

, (3.23)

ondedo é a dist̂ancia do plano objetòa lente edi é a dist̂ancia do plano imagem̀a lente.

Usaremos a condição de magnificaç̃ao unit́ariaM = −1, onde o sinal negativo significa a

invers̃ao da imagem. Nessa configuração temos que:
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do = di = 2f, (3.24)

e magnificaç̃ao:

M = −di

do

= −1. (3.25)

Esse sistema de imageḿe equivalente ao representado na figura 3.4. Para calcular a

matriz correspondente devemos fazerz = 2f na matriz (3.14), obtendo:

P2fLfP2f =


 −1 0

− 1
f
−1


 . (3.26)

Vemos que esse sistema de imagem gira a coordenada angular do raior, o que equivale

a uma fase quadrática adquirida pelo campo. Aplicando essa matriz ao raior temos:


 −1 0

− 1
f
−1





 ρ

θ


 =


 −ρ

−θ − 1
f
ρ


 . (3.27)

f f

y

-y

2f 2f

D

Z
I

Figura 3.4: Representação do sistemáoptico de geraç̃ao de imagem com uma lente e

magnificaç̃ao unit́aria. O plano de observação da imageḿe chamado deZI .



3.3 Ańalise Geoḿetrica da Transformada de Fourier Fracional 23

O segundo sistema de imagem considerado não introduz essa fase quadrática no campo.

Ele consiste de dois sistemas de Fourier (ver figura 3.5), ambos com mesma distância fo-

calf , descritos pela matrizFπ
2
. Chamaremos essa matriz deFπ:

Fπ = Fπ
2
Fπ

2
, (3.28)

Fπ =


 0 f

− 1
f

0





 0 f

− 1
f

0


 =


 −1 0

0 −1


 . (3.29)

A matrizFπ gera a imagem invertida do raior:

Fπr = −r = rI =


 −ρ

−θ


 . (3.30)

y

f f

D

Z
F

-y

f f

Z´
F

Figura 3.5: Sistemáoptico para geraç̃ao de imagem composto por dois sistemas de

Fourier.

É facil ver que a igualdadeFπ = Fπ
2
Fπ

2
só se aplica para dois sistemas de Fourier com

mesmas distâncias focais. Matematicamente a composição da transformada de Fourieré

sempre v́alida. Poŕem a aditividade na implementação óptica requer que uma condição

seja satisfeita. A condição de aditividade está ligada ao fato de que as coordenadas

transversais do plano de Fourier são escaladas pela distância focal da lente usada. Suponha

que façamos a transformada de Fourier do raior com uma lente de distância focalf1 e
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depois façamos a transformada de Fourier do raiorF com uma lente de distância focalf2.

No plano de entrada, ou plano da fonteD, teremos o raior:

r =


 ρ

θ


 , (3.31)

de forma que no plano de FourierZF da primeira lente teremos a coordenada escalada

ρF = f1θ:

rF =


 ρF

θF


 =


 f1θ

− 1
f1

ρ


 , (3.32)

e no plano de FourierZ ′
F da segunda lente teremos a coordenada escaladaρ′F = f2θF :

r′F =


 ρ′F

θ′F


 =


 f2θF

− 1
f2

ρF


 =


 −f2

f1
ρ

−f1

f2
θ


 . (3.33)

No caso em quef1 = f2 o plano de FourierZ ′
F da segunda lente iguala-se ao plano

imagemZI do raio r. E śo assim podemos escrever a relação aditiva (3.28). Observe

que o operadorF1 est́a relacionado com a matrizFπ
2

eF2 est́a relacionado com a matriz

Fπ. O ânguloπ/2 est́a associado com a transformada de Fourier pelo fato de a TF rodar

a funç̃ao de Wigner do campo desse mesmoângulo. De agora em diante adotaremos o

ı́ndice angular para a representação do operador da TF, seja na representação matricial ou

na representação integral. Temos então:

F1 → Fπ
2

e F2 → Fπ. (3.34)

Introduziremos agora a matriz de rotaçãoFφ:

Fφ =


 cos(φ) f ′ sin(φ)

− 1
f ′ sin(φ) cos(φ)


 . (3.35)
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A matrizFφ é definida como o operador matricial da transformada de Fourier fracional

(TFF) naóptica de raios. Com ela podemos girar o raior de umângulo arbitŕarioφ. Ob-

serve queFπ
2

eFπ são casos especiais deFφ paraφ = π/2 eφ = π, respectivamente. Mais

adiante nessa seção definiremos a expressão integral para o operador da transformada de

Fourier fracional.

Vejamos a aç̃ao deFφ no raior:

Fφr =


 cos(φ) f ′ sin(φ)

− 1
f ′ sin(φ) cos(φ)





 ρ

θ


 ,

Fφr =


 cos(φ)ρ + f ′ sin(φ)θ

− 1
f ′ sin(φ)ρ + cos(φ)θ


 . (3.36)

Podemos reescrever a equação acima em termos der e rF:

Fφr = rφ = cos(φ)r + sin(φ)rF, (3.37)

ou seja, a aplicaç̃ao do operadorFφ em um raior gera uma combinação linear do pŕoprio

raio com seu raio de Fourier. Chamaremos esse raio derφ e seu vetor de coordenadas será

dado por:

rφ =


 ρφ

θφ


 . (3.38)

O operadorFφ tamb́em pode ser construı́do com o produto das três matrizesPzLfPz.

Devemos usar uma distância de propagação que chamaremosz = zφ. Controlando as

dist̂ancias de propagação e a dist̂ancia focal da lente podemos variar continuamente a

ordem da TFF. A relaç̃ao entrezφ, f eφ é dada por:

zφ = 2f sin2(φ/2). (3.39)
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O plano de observação do raiorφ seŕa chamado deZφ. A figura 4.6 ilustra o sistema

óptico da TFF.

f

f

y

-y

D

Zf

zfzf

Figura 3.6: Sistemáoptico para implementação da transformada de Fourier fracional. A

distribuiç̃ao de campo no planoZφ é dada pela FFT de grauφ do campo no planoD.

Substiuindoz = zφ emPzLfPz, temos:

PzLfPz =


 cos(φ) f sin2(φ)

− 1
f

cos(φ)


 . (3.40)

Devemos fazerf ′ = f sin(φ) para que a matriz acima represente a transformada de

Fourier fracional de grauφ. Note que a ordemφ e a dist̂ancia focalf est̃ao envolvidas no

sistemaóptico representado na figura 3.6. Contudo deve-se usar a coordenada escalada

ρφ no planoZφ, dada por:

ρφ = cos(φ)ρ + f ′ sin(φ)θ, (3.41)

ondef ′ = f sin(φ) é chamado dedistância focal fracional.

A TFF é uma transformação aditiva em sua definição mateḿatica [44]. Dados dois

angulosφ1 eφ2 podemos escrever :

Fφ1Fφ2 = Fφ1+φ2 , (3.42)
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poŕem, como no caso da transformada de Fourier ordinária, a aditividade ñaoé sempre

válida na implementação f́ısica da TFF. Isso se deve ao fato de que devemos descrever

o campo em termos de uma coordenada escalada no planoZφ, para que ele possa ser

descrito em termos da TFF do campo de entrada. Esse fator de escalaé introduzido

pela propagaç̃ao e pela refraç̃ao na lente. Vejamos então a condiç̃ao imposta sobre as

dist̂ancias focais fracionais para que dois sistemasópticos de TFF sejam aditivos. Ou

seja, dados dois operadores matriciais,Fφ1 eFφ2, queremos saber quais as condições para

que a relaç̃aoFφ1Fφ2 = Fφ1+φ2 seja v́alida.

TemosFφ1Fφ2:

Fφ1Fφ2 =


 cos(φ1) f ′1 sin(φ1)

− 1
f ′1

sin(φ1) cos(φ1)





 cos(φ2) f ′2 sin(φ2)

− 1
f ′2

sin(φ2) cos(φ2)


 , (3.43)

ondef ′1 = f1 sin(φ1) ef ′2 = f2 sin(φ2).

Fazendo a multiplicaç̃ao matricial:


 cos(φ1) cos(φ2)− f ′1

f ′2
sin(φ1) sin(φ2) f ′1 sin(φ1) cos(φ2) + f ′2 cos(φ1) sin(φ2)

− 1
f ′1

sin(φ1) cos(φ2)− 1
f ′2

cos(φ1) sin(φ2) cos(φ1) cos(φ2)− f ′2
f ′1

sin(φ1) sin(φ2)


 . (3.44)

Paraf ′1 = f ′2 = f ′ vemos claramente que a matrizFφ é aditiva. Substituindof ′1 e f ′2

porf ′ na matriz acima temos:

Fφ1Fφ2 = Fφ1+φ2 =


 cos(φ1 + φ2) f ′ sin(φ1 + φ2)

− 1
f ′ sin(φ1 + φ2) cos(φ1 + φ2)


 . (3.45)

Considere agora quef ′1 − f ′2 = ∆f ′. Substituindof ′1 na matriz (3.44) e rearranjando

os termos podemos ver que:

Fφ1Fφ2 = Fφ1+φ2 + FE, (3.46)
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onde

Fφ1+φ2 =


 cos(φ1 + φ2) f ′2 sin(φ1 + φ2)

− 1
f ′2

sin(φ1 + φ2) cos(φ1 + φ2)


 , (3.47)

e

FE = ∆f ′ sin(φ1)


 − sin(φ2)

f ′2
cos(φ2)

cos(φ2)
f ′2(f ′2+∆f ′)

sin(φ2)
f ′2+∆f ′


 . (3.48)

Para∆f ′ = 0 temos: FE = 0 e Fφ1Fφ2 = Fφ1+φ2. A condiç̃ao de aditividade de

dois sistemaśopticos de TFF́e a igualdade de suas distâncias focais fracionais. Observe

que paraφ = π/2, temosf ′ = f , e a condiç̃ao de aditividade se tornaf1 = f2, como

hav́ıamos visto anteriormente.

Observe que, independente def ′1 e f ′2, o determinante da matriz (3.44)é igual a

1. Podemos ver isso facilmente lembrando que o determinante de um produto de ma-

trizesé igual ao produto dos determinantes de cada matriz individualmente. Uma vez que

det[Fφ1 ] = det[Fφ2 ] = 1, temos quedet[Fφ1+φ2 ] = 1.

Vejamos agora o erro introduzido no raiorφ quando usamos dois sistemas de TFF com

difrentes dist̂ancias focais fracionais:

Fφ1Fφ2r = (Fφ1+φ2 + FE)r = rφ + FEr. (3.49)

O raioFEr representa o erro introduzido na transformada de Fourier fracional, quando

usamos dois sistemasópticos com diferentes distâncias focais fracionais.

FEr = ∆f ′ sin(φ1)


 − sin(φ2)

f ′2
cos(φ2)

cos(φ2)
f ′2(f ′2+∆f ′)

sin(φ2)
f ′2+∆f ′





 ρ

θ


 ,

FEr = ∆f ′ sin(φ1)


 − sin(φ2)

f ′2
ρ + cos(φ2)θ

cos(φ2)
f ′2(f ′2+∆f ′)ρ + sin(φ2)

f ′2+∆f ′ θ


 . (3.50)
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Nesse caso, a observação da intensidade do campo no planoZφ, deve ser feita em

termos da coordenada escaladaρφ dada por:

ρφ = cos(φ1 + φ2)ρ + f ′2 sin(φ1 + φ2)θ, (3.51)

e o erro introduzido na coordenadaρφ é dado por:

ρE = ∆f ′ sin(φ1)

[
−sin(φ2)

f ′2
ρ + cos(φ2)θ

]
. (3.52)

Observe que a matrizFφ1+φ2 foi escrita em termos da distância focal fracionalf ′2.

Tamb́em podemos escreve-la em termos def ′1. Nesse caso reescreve-se a matriz erro

trocandoφ1 porφ2, ef ′2 por (f ′1 −∆f ′).

3.4 Definiç̃ao Integral da TFF

Em duas dimens̃oes, a transformada de Fourier fracional de ordemα de uma funç̃aof é

definida por [44]:

Fα[f ](ρ′) =
ie−iα

sin α
e−iπρ′2 cot α

∫

R2

e−iπρ2 cot αe(2iπρ·ρ′/ sin α)f(ρ)dρ, (3.53)

ondeα é um ńumero complexo eρ e ρ′ são coordenadas bidimensionais def eFα[f ],

respectivamente. Paraα = π/2 a TFF se reduz̀a transformada de Fourier ordinária:

Fπ
2
[f ](ρ′) =

∫

R2

e2iπρ·ρ′
f(ρ)dρ. (3.54)

Listaremos aqui algumas propriedades da TFF:

(1) A transformada inversa deFα éF−α;

(2) O operadorF0 é o operador identidade;
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(3) Para todoα e todoβ tem-se FαFβ = Fα+β;

(4) Fα → Fβ quandoα → β;

(5) Para todon ∈ Z temosFα+2nπ = Fα;

(6) Fα+π[f ](ρ′) = Fα[f ](−ρ′);

(7) F−α[f ∗](ρ′) = [Fα[f ](ρ′)]∗.

Na propriedade(7) o asterisco representa a conjugação complexa.

3.5 Auto-funções da TFF

As funç̃oes de Hermite-Gauss (HG)ϕn são definidas por:

ϕn(x) = Hn(
√

2πx) exp(−πx2), (3.55)

ondeHn(x) representa o polin̂omio de Hermite de ordemn:

Hn(x) = (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2), (3.56)

en é um ńumero inteiro positivo.

Sabe-se que as funções de Hermite-Gauss são auto-funç̃oes da transformada de Fourier

ordinária com auto-valoresexp(inπ/2) [44]. SeF representa a transformada de Fourier

temos que:

F [ϕn] = exp
[
i
nπ

2

]
ϕn. (3.57)

A transformada de Fourier fracional pode ser definida como a transformada da qual

as funç̃oesϕn são auto-funç̃oes, com auto-valores intermediários aos da transformada de

Fourier ordińaria. Escreve-se:
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Fα[ϕn] = exp [inα] ϕn. (3.58)

Essa definiç̃aoé equivalentèa definiç̃ao integral e pode ser dela deduzida.

Uma vez que as funções de Hermite-Gauss formam uma base completa para o espaço

de HilbertL2(R), podemos expandir qualquer função f de L2(R) em termos deϕn. E

ent̃ao a TFF pode ser facilmente calculada usando-se a expansão em funç̃oes HG e apli-

cando a TFF a cada termo da expansão:

f(x) =
∞∑

n=0

fnϕn(x), (3.59)

Fα[f(x)] =
∞∑

n=0

fnFα[ϕn(x)] =
∞∑

n=0

fneinαϕn(x). (3.60)

Usou-se aqui a propriedade de linearidade da TFF:

Fα[amϕm + anϕn] = amFα[ϕm] + anFα[ϕn], (3.61)

ondeam ean são numeros complexos.



Caṕıtulo 4

O Experimento

4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo vamos analisar o experimento de violação da desigualdade de Bell re-

alizado no laboŕatorio deÓptica Qûantica do Instituto de F́ısica da UFRJ no primeiro

semestre de 2006 [22].

Os experimentos de violação de desigualdade de Bell são realizados com sistemas bi-

partidos compostos por partı́culas que exibem alguma propriedade que permita a realização

de medidas dicotômicas. Alguns exemplos dessas propriedades são: spin 1/2 do elétron,

polarizaç̃ao do f́oton, modos espaciais longitudinais do fóton e momento angular or-

bital do fóton. Nesse experimento realizamos medidas sobre as propriedades espaci-

ais transversais do fóton. As varíaveis espaciais transversais são graus de liberdade

cont́ınuos. As duas dimensões transversias são representadas pelo vetor posição transver-

sal ρ = xx̂ + yŷ. Embora o espaço de posições transversais se extenda até o infinito

podemos nos restringir̀a regĩao paraxial, e as medidas dicotômicas s̃ao feitas dividindo-

se essa região em duas partes.

O sistema utilizado para produzir as “partı́culas” emaranhadasé a convers̃ao paraḿetrica

descedente. As propriedades espaciais transversais do estado de dois fótons, gerado em
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média no centro do cristal, são mapeadas através de lentes no plano dos detectores. Dois

casos especiais dessas medidas são: posiç̃oes transversais e momentos transversais. Com

o aux́ılio de lentes podemos mapear as posições e os momentos transversais dos fótons

gerados pelo cristal não-linear. Basta que usemos os arranjos descritos no capı́tulo ante-

rior: um sistema de Fourier para mapeamento de momentos transversais e dois sistemas

de Fourier para mapeamento das posições transversais. Nas situações onde o mapeamento

das propriedades espaciaisé feito com um sistemáoptico fracional (TFF com ordem dife-

rente deπ/2 ou π) dizemos que estamos medindo osmomentos transversais fracionais

ou momentos transversais generalizadosdos f́otons. As correlaç̃oes de quarta ordem são

obtidas fazendo-se medidas em coincidência dos f́otons que atingem cada uma das duas

regiões dos planos de detecção. Veremos na seção 3 que as correlações transversais de

momentos e posiç̃oes dos f́otons da CPDE guardam uma analogia forte com as correlações

em polarizaç̃ao de um estado de Bell.

A transformada de Fourier fracional tem um papel importante nesse experimento pois

é atrav́es dela que podemos medir as propriedades espaciais transversais generalizadas do

campo. Os sistemas de TFF nesse experimento são ańalogos aos analizadores usados nos

experimentos com polarização. Pode-se dizer que as propriedades espaciais transversais

do estado de dois fótons gerado pela CPDE são analizadas pelos sistemasópticos de TFF,

e ent̃ao os f́otons s̃ao detectados.

4.2 Subespaço Bidimensional VET e Analisadores TFF

Como foi descrito no capı́tulo 2, o estado de dois fótons da CPD apresenta correlação

quântica ou emaranhamento entre as variáveis espaciais transversais dos dois fótons. Esse

emaranhamento pode ser observado tanto no campo próximo quanto no campo distante,

poŕem de formas diferentes. A função de correlaç̃ao de quarta ordem avaliada no campo

próximo nos d́a informaç̃ao sobre a posição transversal relativa dos dois fótons enquanto

que, avaliada no campo distante, nos dá informaç̃ao sobre o momento transversal dos
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dois fótons. As correlaç̃oes nas posiç̃oes transversais dos fótons t̂em a forma funcional

G
(2,2)
p (ρs−ρc). J́a as correlaç̃oes em momento transversal têm a formaG(2,2)

d (ρs+ρc). Os

ı́dicesp ed referem-se a próximo e distante, respectivamente, e osı́ndices s, c referem-se

aos feixes sinal e complementar, respectivamente.

A exist̂encia de emaranhamento nas variáveis espaciais transversais, simultaneamente

nos campos próximo e distante, assegura um caráter qûantico aos fen̂omenos de ima-

gens de quarta ordem [45]. No experimento feito por Howell et al [14], as larguras das

distribuç̃oes condicionais de contagens em coincidência para o campo próximo e distante

dos f́otons da CPD foram usadas para mostrar que(∆x2|x1)
2(∆p2|p1)

2 < ~2/4, onde

∆x2|x1 significa a incerteza emx2 condicionadàa medida dex1, e ∆p2|p1 significa a

incerteza emp2 condicionadàa medida dep1. Mostrou-se, dessa forma, que esse es-

tado viola o crit́erio de inseparabilidade de variáveis cont́ınuas proposto por Mancini

[16]. De acordo com o trabalho de Mancini et al. [16], a violação da desigualdade

(∆u)2(∆v)2 ≥ ~2/4 é crit́erio suficiente para a inseparabilidade de dois operadores de

variáveis cont́ınuasu = q1 − q2 ev = p1 + p2 .

Em um outro experimento feito por Almeida et al [27] observou-se o comporta-

mento condicional das distribuições de coincid̂encias nos campos próximo e distante.

As correlaç̃oes encontradas para os momentos (campo distante) e as posições (campo

próximo) dos dois f́otons s̃ao semelhantes̀as correlaç̃oes do estado EPR, porém com uma

distribuiç̃ao mais larga. Também foi mostrada a ausência de correlaç̃ao entre posiç̃oes

transversais de um fóton e momentos transversais do outro. O estado EPR ideal pode ser

escrito como:

|EPR〉 ≡
∞∫

−∞

|x, x〉dx =

∞∫

−∞

|p,−p〉dp. (4.1)

No estado EPR temos uma correlação perfeita entre as posições e os momentos das

duas part́ıculas:
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x1 = x2 e p1 = −p2. (4.2)

Essa correlaç̃ao perfeita, no entanto, nãoé conseguida na prática. Vimos que na CPD

conseguimos um estado de dois fótons que apresenta a mesma forma condicional para

as correlaç̃oes entre as posições e momentos dos dois fótons, poŕem com uma incerteza

diferente de zero. Podemos escrever o estado da CPD em termos dos momentos transver-

sais dos f́otons como se segue:

|ψ〉1,2 =

∞∫

−∞

A(p1,p2)|p1,p2〉dp1dp2. (4.3)

As incertezas nas correlações entrex1 e x2 e entrep1 e p2 dependem da largura da

função pesoA(p1,p2) e podem ser escritas como:

x1 = x2 ±∆x2|x1 e p1 = −p2 ±∆p2|p1 . (4.4)

Dizemos quex1 ex2 est̃ao correlacionados ep1 ep2 est̃ao anti-correlacionados. Porém

não encontramos correlações nem anti-correlações entrex1 ep2 e nem entrex2 ep1 [27].

Dizemos ent̃ao que a posiç̃ao transversal de um fóton est́a descorrelacionada com o mo-

mento transversal do outro fóton. Podemos descrever essa descorrelação entrex e p da

seguinte forma: dado que a posição transversal do fóton 1 foi medida e o valor encon-

trado foix1 > 0, a probabilidade de medirp2 > 0 é a mesma de medirp2 < 0. O mesmo

acontece parax1 < 0. Temos ent̃ao que a probabilidade de encontrar um dos fótons do

par com posiç̃ao “positiva” e o outro com momento “positivo”́e igualà probabilidade de

encontrar um dos fótons com posiç̃ao “positiva” e o outro com momento “negativo”.

As correlaç̃oes e anti-correlaç̃oes encontradas nas medidas das posições e momentos

transversais dos fótons ĝemeos da CPD podem ser comparadas com as correlações em

polarizaç̃ao de um estado de Bell do tipo|φ−〉 ou |ψ+〉. Para que essa analogia seja feita

devemos dividir o espaço de variáveis espaciais transversais do fóton em dois, e então
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comparar com o espaço bidimensional de polarização da luz. Definiremos a seguir o

subespaço bidimensional de Variáveis Espaciais Transversais (Subespaço VET).

4.2.1 Subespaço Bidimensional de Variáveis Espaciais Transversais

Suponha uma fonte de fótons simplesD. Essa fontée gaussiana, de larguraσp, e est́a

centrada na origem do planoxy (planoz = 0). Fótons s̃ao emitidos porD, com vetor

de ondak na aproximaç̃ao paraxial e no sentidoz positivo. Cada f́oton gerado por essa

fonte nasce em um pontoρ ∈ D, ondeρ = (x, y). O espaço de posições transversaisxy

do fóton é cont́ınuo e cada ponto da fonte pode ser representado por(x, y, 0). Suponha

agora que inserimos uma lente em uma posição z > 0 tal que a imagem da fonte seja

produzida em um plano que chamaremosZI . O plano imagem está a uma dist̂anciazI

da fonte e pode ser definido porz = zI . Cada ponto(x, y, 0) deD est́a associado ao seu

ponto imagem(−x,−y, zI) emZI (ver figura 4.1). Designaremos porρI = (xI , yI) as

coordenadas transversais do plano imagem tal quexI = −x e yI = −y. Sendo assim

vemos que a detecção de um f́oton no plano imagemZI nos d́a informaç̃ao da posiç̃ao

transversal desse fóton na fonte. Nessa configuração observa-se a distribuição de campo

próximo.

f f

y

-y

2f 2f

D

Z
I

Figura 4.1: Sistemáoptico usado para gerar a imagem do planoD com magnificaç̃ao

unitária (figura 3.4 do capı́tulo 3).

A observaç̃ao da distribuiç̃ao de campo distante pode ser feita com o sistema de
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Fourier descrito no capı́tulo anterior. Nessa configuração usa-se uma lente de distância

focal f situada a uma distância igual af do plano da fonte e também igual af do plano

de observaç̃ao. O plano de observação do campo distantée chamado deZF ou plano de

Fourier. Dizemos queD eZF são planos conjugados [43].

A distribuição transversal do campo distante tem a forma do espectro angular do

campo pŕoximo. O espectro angular correspondente a um ponto da fonteé constante, ou

seja, corresponde a uma onda plana no espaço de vetores de onda. Dessa forma qualquer

ponto(x, y, 0) emD est́a associado a todos os pontos(xF , yF , zF ) no plano de Fourier

ZF (ver figura 4.2). Se localizamos a emissão do f́oton em umúnico ponto deD, não

temos nenhuma informação sobre seu momento transversal, uma vez que os pontos do

plano de Fourier estão associados aos momentos transversais do fóton.

y

-y

f f

D
Z

F

Figura 4.2: Sistemáoptico usado para implementar a transformada de Fourier de um

campo de luz. A lente tem distância focalf e os planosD eZF coincidem com os planos

focais da lente.

Sejaw(x, y) = W (x, y, z = 0) a distribuiç̃ao transversal do campo emitido porD.

Em termos do espectro angularv(kx, ky, z) podemos escrever o campo como [46]:

W (x, y, z) =
1

(2π)2

∞∫

−∞

dkxdky v(kx, ky, z)ei(kxx+kyy), (4.5)

onde
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v(kx, ky, z) =

∞∫

−∞

dxdy W (x, y, z)e−i(kxx+kyy), (4.6)

e o campo emz = 0 é:

w(x, y) = W (x, y, z = 0) =
1

(2π)2

∞∫

−∞

dkxdky v(kx, ky, 0)ei(kxx+kyy). (4.7)

A propagaç̃ao do espectro angularé descrita por uma fase na direçãoz [46]:

v(kx, ky, z) = v(kx, ky, z = 0)eikzz, (4.8)

ou, usando o vetor de onda transversalq = (kx, ky):

v(q, z) = v(q, 0)eikzz. (4.9)

Podemos reescreverW (ρ, z) da seguinte forma:

W (ρ, z) =
1

(2π)2

∞∫

−∞

d2q v(q, 0)eikzzeiqρ. (4.10)

No plano de Fourier teremos a transformada de Fourier do campo emD:

W (ρF , zF ) = Fπ
2
W (ρ, z = 0) = Fπ

2
F−π

2
v(q, 0). (4.11)

Vejamos a distribuiç̃ao transversal de intensidade, ou a função de auto-correlação de

segunda ordemG(1,1), observada no plano de Fourier:

G(1,1)(xF , yF ) ∝ |v(q, z = 0)eikzz|2 =

∣∣∣∣v(
|k|
f

xF ,
|k|
f

y
F
)

∣∣∣∣
2

. (4.12)

O fator de magnificaç̃ao |k|
f

aparece devido ao sistemaóptico usado para implementar

a transformada de Fourier do campo (f é a distancia focal da lente usada). O sistema

óptico que implementa a transformada de Fourier do campo, de acordo com a figura 5.2,
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consiste de duas propagações atrav́es de uma distânciaz = f , uma antes e uma depois

da refraç̃ao na lente. A expressão matematica que representa a transformação que esse

sistema realiza no campoé:

∫
dx

∫
dy e−i

|k|
f

(xF x+yF y). (4.13)

Vemos que a detecção no plano de Fourier nos dá informaç̃ao sobre as frequências

espaciais transversaiskx e ky do campow(x, y), ou seja, a deteção de um f́oton no

ponto (xF , yF ) do plano de Fourier significa que esse fóton pertencia a um modo com

freqûencias espaciais transversais dadas por:

kx =
|k|
f

xF ; (4.14)

ky =
|k|
f

yF . (4.15)

Essa relaç̃ao entre as coordenadas do plano de Fourier e as frequências espaciais

transversais do campo foram demonstradas geometricamente na aproximação paraxial

no caṕıtulo 3 (eq. 3.22).

Voltemos agora ao caso da formação de imagem. Usando o sistema de imagemé

composto por dois sistemasópticos de Fourier, ao invés de umáunica lente, o campo no

plano imagemZI seŕa dado por:

W (ρI , zI) = FπW (ρ, z = 0) = W (−ρ, z = 0) = w(xI = −x, yI = −y). (4.16)

E a funç̃ao de auto-correlação de segunda ordem será dada por:

G(1,1)(xI , yI) ∝ |w(xI = −x, yI = −y)|2. (4.17)

Vamos analisar agora o caso em que a distribuição transversal de campo da fonte seja

descrita por uma gaussiana centrada emρ0 = (x0, y0) e de larguraσp. Nesse caso a
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distribuiç̃ao de campo distante será dada por uma gaussiana centrada na origem do plano

de Fourier, e com largura igual aσd = 1/σp. À medida em que a larguraσp da distribuiç̃ao

na fonte aumenta, vemos que a larguraσd da distribuiç̃ao do campo distante diminui. Ou

seja, se o f́oton est́a bem localizado no campo distante ele estará espalhado no campo

próximo. No limite em queσp vai a infinito, vemos que a distribuição do campo avaliada

no plano de Fourier tende para uma distribuição pontual. Esse limitée equivalente a

uma fonte monocroḿatica emitindo um campo com distribuição constante (uma onda

plana com comprimento de ondaλ e vetor de ondak). No plano de Fourier vemos a

transformada de Fourier dessa onda plana que equivale a uma distribuição Delta de Dirac

centrada na coodenada do plano de Fourier, relativa ao seu vetor de onda transversal

ρF = q
|k|f .

Vejamos ent̃ao como ficam as funções de correlaç̃ao G(1,1) no caso da distribuiç̃ao

gaussiana. No planoD temos:

G
(1,1)
D (ρ) ∝ |w(ρ)|2 =

∣∣∣∣∣
1√

2πσp

e
(ρ−ρ0)2

2σ2
p

∣∣∣∣∣

2

. (4.18)

No planoZF temos:

G
(1,1)
ZF (ρF ) ∝ |Fπ

2
w(ρ)|2 = |v(

|k|
f

ρF )|2 =

∣∣∣∣e−ıρ0
|k|
f

ρF e
1

2σ2
d
( |k|f

ρF )
2∣∣∣∣

2

, (4.19)

e no planoZI :

G
(1,1)
ZI (ρI) ∝ |Fπw(ρ)|2 = |w(ρI)|2 =

∣∣∣∣∣
1√

2πσp

e
(ρI+ρ0)2

2σ2
p

∣∣∣∣∣

2

, (4.20)

onde usou-se queσd = 1/σp.

A express̃ao (4.18) representa a densidade de probabilidade de que um fóton seja

emitido da posiç̃aoρ no planoD. As epress̃oes (4.19) e (4.20) representam as densidades

de probabilidade de detecções nas posiç̃oesρI eρF nos planosZI eZF , respectivamente.
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Com o intuito de usar os graus de liberdade espaciais transversais para violar uma de-

sigualdade de Bell devemos discretizar (dicotomizar) esse espaço de variáveis cont́ınuas.

Faremos isso dividindo a fonte de fótons simples em duas metades. Podemos escolher

alguma direç̃ao qualquer e traçar uma reta diametral. Digamos que nossa reta divisória

seja o eixo de coordenadas horizontalx. Essa reta divide a fonte em duas partes: parte

y positiva e partey negativa.À metade correspondente ay positivo daremos o nome de

“+” e à metade correspondente ay negativo daremos o nome de “−”. Os planos imagem

ZI e de FourierZF tamb́em ser̃ao divididos em duas partes:yI positivo e negativo e

yF positivo e negativo, respectivamente. Dessa forma não estamos interessados em qual

posiç̃ao do espaço contı́nuo o f́oton foi detectado. Queremos simplesmente discriminar

nossas medidas em duas regiões ortogonais e complementares. As medidas binárias feitas

no plano imagem recebem os nomes dey+ e y− e as medidas bińarias feitas no plano de

Fourier recebem os nomes dek+
y e k−y . Das equaç̃oes (4.14) e (4.15) vemos que as co-

ordenadas transversaisxF e yF do plano de Fourier estão relacionadas com os vetores de

onda transversais do campo emitido porD, e por isso os nomesk+
y ek−y foram usados.

O espaço de variáveis espaciais transversais foi subdividido em um espaço bidimen-

sional. A esse subespaço daremos o nome desubespaço VET. A medida bińaria no

subespaço VET pode ser realizada com um detector de fótons totalmente aberto que dis-

crimine a deteç̃ao do campo apenas entre as duas regiões de cada planoZI ouZF . Esse

detector pode ser uma câmera CCD. Ou ainda, podemos medir separadamente cada uma

das regĩoes, bloqueando o feixe em uma região e medindo a outra. Devemos nos certificar

de que o detetor cobre toda aárea por onde o campo passa nesses planos. Por isso tra-

balhamos na aproximação paraxial, em que os vetores de onda dos fótons fazem̂angulos

pequenos com a direção paraxialz. Embora a distribuiç̃ao do campo transversal nos

planosD, ZF eZI seja gaussiana e portanto se extenda até o infinito, assumiremos que

ao realizar medidas sobre regiões finitas suficientemente grandes, estaremos desprezando

uma parcela irriśoria do feixe de luz.
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Em prinćıpio, ent̃ao, somos capazes de realizar medidas dicotômicas nas variáveis es-

paciais transversais de um campo emitido por uma fonte e issoé suficiente para aplicar

as desigualdades de Bell a esse grau de liberdade. Contudo para obter uma violação

devemos ser capazes de realizar projeções sobre quaisquer eixos neste subespaço bidi-

mensional. As desigualdades de Bell [2] e de CHSH [17] são definidas para sistemas nos

quais seja possı́vel realizar medidas bińarias ou dicot̂omicas. O espaço de spin 1/2 e o

espaço de polarização da luz s̃ao espaços naturalmente bidimensionais. Para as medidas

de polarizaç̃ao do f́oton usam-se polarizadores ou divisores de feixes polarizados capazes

de discriminar entre duas polarizações ortogonais entre si, mas que podem ser dispostas

ao longo de qualquer direção no espaço de polariação. Nas medidas de partı́culas com

spin 1/2 usa-se um sistema do tipo Stern-Gerlach.

Embora esse tipo de medida no subespaço VET já nos permita aplicar as desigual-

dades de Bell a esse grau de liberdade espacial, seria desejável que pudessemos aplicar

toda a algebra de sistemas bidimensionais ao subespaço VET. Isso nos permitiria usar

os graus de liberdade espaciais transversais para todas as aplicações nas quaiśe usada a

polarizaç̃ao da luz, tais como comunicação e computaç̃ao qûantica [47] e teletransporte

[48]. Na seç̃ao 6 desse capı́tulo faremos uma proposta de formalização do subespaço VET

para que possamos construir um Bit Quântico usando graus de liberdade contı́nuos.

Vimos que podemos realizar medidas dicotômicas no plano transversalà direç̃ao de

propagaç̃ao paraxial de um fóton. Essas medidas recebem nomes diferentes para cada

plano: (1) Medidas feitas no plano imagem recebem o nome dey+ e y−; (2) Medidas

feitas no plano de Fourier recebem o nome dek+
y e k−y . Ambas as bases{y+, y−} e

{k+
y , k−y } são completas e dicotômicas. As bases de medida dos planosZF eZI est̃ao

relacionadas através de uma transformada de Fourier. Ou seja, as bases posição{y+, y−}
e momento{k+

y , k−y } do subespaço VET estão relacionados através da aplicaç̃ao do oper-

adorFπ
2

sobre o campo. Os sistemasópticos de Fourier e de imagem (composto por dois

sistemas de Fourier) são os analisadores para as medidas de posição e momento transver-
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sal no subespaço VET. Veremos a seguir como realizar medidas análogasàs projeç̃oes

sobre polarizaç̃oes ao longo de direções arbitŕarias.
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Representaç̃ao Gráfica da Periodicidade da Transformada de Fourier:

Aplicação à Distribuição Transversal de Campo e Espectro Angular

Para uma funç̃ao qualquerw(x, y) em duas dimens̃oes, para a qual a transformada de

Fourier est́a definida, temos a seguinte ralação:

Fπ
2
w(x, y) = v(kx, ky); (4.21)

Fπ
2
v(kx, ky) = w(−x,−y) = Fπw(x, y); (4.22)

Fπ
2
w(−x,−y) = v(−kx,−ky) = F 3π

2
w(x, y); (4.23)

Fπ
2
v(−kx,−ky) = w(x, y) = F2πw(x, y), (4.24)

ondex e y são coordenadas espaciais ekx e ky são as coordenadas no espaço conjugado

a (x, y), ou seja, as freqûencias espaciais relativasàs coordenadasx e y. Usamos aqui a

propriedade de aditividade número (3) da seç̃ao 3.4.

w(x,y)w(-x,-y)

v(-k ,-k )x y

v(k ,k )x y

F
2

p
F

2

p

F
2

pF
2

p

Figura 4.3: Representação da periodicidade da transformada de Fourier. A aplicação

do operadorFπ
2

é equivalente a uma rotação deπ/2 no sentido anti-hoŕario no espaço

definido pela funç̃aow e sua transformada de Fourierv = Fπ
2
w. As funç̃oesw ev podem

representar a distribuição transversal de campo e o espectro angular, respectivamente.
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4.2.2 Medidas em Bases Intermediárias - Analisadores TFF

As medidas bińarias nos planosZF eZI são o primeiro passo para testar as correlações

espaciais transversais dos fótons ĝemeos com desigualdades de Bell. Contudo a observação

do comportamento quântico, ou seja, das correlações ñao locias, sóe posśıvel fazendo-se

medidas em bases intermediáriasàs definidas até agora. Isso seria equivalente a projeções

sobre polarizaç̃oes ao longo de direções diferentes deH ou V . Rotaç̃oes intermedíarias

no subespaço VET são feitas por meio da transformada de Fourier fracional.

Os sistemaśopticos de transformada de Fourier fracional serão chamados de anal-

isadores TFF. Com eles realizamos rotações no espaço de momentos-posições transversais

do fóton, observando a propriedade que denominamos momento fracional ou momento

generalizado. Um analisador TFF de ordemφ est́a ilustrado na figura 4.4. O plano de

observaç̃ao do momento fracional de ordemφ é chamado deZφ. O vetor de coordenadas

transversais do planoZφ é dado porρφ = (xφ, yφ). De acordo com a equação (3.41) do

caṕıulo 3 ρφ é dado por uma combinação linear da coordenada transversalρ e doângulo

θ do raio no plano de entradaD.

ρφ = cos(φ)ρ + f ′ sin(φ)θ. (4.25)

Lembramos quef ′ = f sin(φ) é a dist̂ancia focal fracional. Ôanguloθ na aproximaç̃ao

paraxial est́a relacionado com o momento transversal do fóton no plano de entrada através

da equaç̃ao (3.21). O momento generalizado de ordemφ é mapeado através do analisador

TFF na coordenadaρφ do planoZφ. Entretanto estamos interessados em medidas di-

cotômicas e discriminaremos os momentos generalizados em duas regiões: yφ > 0 e

yφ < 0. As medidas realizadas nesse plano recebem o nome deφ+ e φ−. O analisador

TFF de ordemφ possibilita a medida do campo na base{φ+, φ−} do subespaço VET.

Os analisadores de posição e momento estão inclúıdos no caso geral dos analisadores

TFF. Paraφ = π
2

temos que{k+
y , k−y } =

{
π
2

+, π
2
−}

e paraφ = π temos{y+, y−} =

{π+, π−}. Poŕem observe que o analisador paraφ = π é composto de dois analisadores
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zf

D

Zf

zf

f
-

f
+

Figura 4.4: Analisador TFF de ordemφ. A distância de propagaçãoé zφ = 2f sin2(φ/2)

ondef é a dist̂ancia focal da lente. Medida na base{φ+, φ−}.

comφ = π
2
.

4.3 Analogia das Correlaç̃oes Espaciais com Correlaç̃oes

em Polarizaç̃ao

Imaginemos que nossa fonte de fótons simplesD passe agora a emitir dois fótons de

cada vez. Os dois fótons s̃ao emitidos ao mesmo tempo e do mesmo ponto1. Por esse

motivo eles s̃ao chamados defótons ĝemeos. A emiss̃ao dos dois f́otons se d́a de forma

que o momento linear transversal seja conservado. Como a fonte não se move na direção

transversal temos que a soma do momento linear transversal dos dois fótons deve ser

nula. Na direç̃ao longitudinal podemos pensar em um recuo da fonte para que o momento

linear se conserve nessa direção2. Poŕem esse recuo pode ser desconsiderado. O fóton 1

é emitido com vetor de ondaks = (kxs , kys , kzs) paraxialmentèa direç̃aozs e o fóton 2é

emitido com vetor de ondakc = (kxc , kyc , kzc) paraxialmentèa direç̃aozc. Imaginemos,

tamb́em, que esse processo de criação de dois f́otons aconteça de maneira que a soma

1A fonte de pares de fótonsé uma abstraç̃ao do processo de conversão paraḿetrica descendente.
2No processo da CPD o momento na direção longitudinaĺe transferido pelo feixe de bombeamento.
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das energias dos dois fótons seja uma constanteEB. Podemos escrever os vı́nculos de

conservaç̃ao como se segue:

qB = qs + qc; (4.26)

EB = Es + Ec, (4.27)

ondeEs(c) = ~ωs(c) é a energia do fóton sinal (complementar) com frequência angular

ωs(c) eqB = 0 é o momento transversal da fonte de fótons ĝemeos.

Para correlacionar os dois fótons no subespaço VET precisamos de analisadores TFF

no caminho de cada fóton. Na detecç̃ao usamos detetores abertos em apenas uma das

metades (“+”ou “−”) dos planos de detecção. E ent̃ao olha-se para as contagens em

coincid̂encia para as quatro combinações “++”, “ +−”, “−+”e “−−”. Vamos inicial-

mente analisar as correlações nas basesπ
2

eπ (momento e posiç̃ao). A imagem das ondas

avançadas proposta em 1994 por Klyshko [49] fornece uma maneira simples de explicar

essas corelações. Klyshko provou que a deteção em coincid̂encia de dois f́otons gerados

na CPD pode ser entendida da seguinte forma: (1) Um dos detectores, digamosDs, fun-

ciona como se fosse uma fonte de fótons simples; (2) A fonte de fótons ĝemeos reflete

o fóton emitido porDs em direç̃ao aDc. Nesse caso a fonte de fótons ĝemeos pode

ser vista como um espelho; (3) O detetorDc detecta o f́oton “emitido”porDs (ver figura

4.5). Analizaremos agora o que acontece quando os sistemas de lentes são inseridos nos

caminhos dos f́otons.

Primeiro caso: analizadores TFF com ordem igual aπ em ambos os braços. Detec-

tores nos planos(ZIs,ZIc).

Nessa configuração medimos o campo de ambos os fótons na base{π+, π−}. Dentro

da imagem das ondas avançadas um fóton é emitido pelo detetorDs no planoZIs. O

analisador TFF do feixe sinal gera a imagem do campo emitido porDs no plano da fonte

D. Após ser refletido no planoD, o fóton se propaga até o detetorDc. No braço do feixe
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laser de

bombeio

plano de detecção

do feixe complementar

plano de detecção
do feixe sinal
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“fonte”
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plano de detecção

Figura 4.5: a) CPDE e analisadores TFF no caminho dos dois fótons. b) Diagrama ilus-

trativo daimagem das ondas avançadas.

complementar h́a um outro analisador TFF que faz a imagem do campo deD emZIc.

Vemos ent̃ao que o campo no planoZIc é a imagem da imagem do campo no planoZIs.

A composiç̃ao das TFF implementadas nos dois braços dos feixes convertidosé igual a

2π. Digamos que o raio “emitido” porDs seja:

rs =


 ys

θs


 . (4.28)

O operadorF2π é o operador identidade. Então o raio visto pelo detectorDc seŕa:

rc = F2πrs = rs. (4.29)

Dessa forma um fóton “emitido” da posiç̃aoy+
s (π+

s ) seŕa visto na posiç̃aoy+
c (π+

c )

e um f́oton emitido da posiç̃ao y−s (π−s ) seŕa visto na posiç̃ao y−c (π−c ). Dizemos que a

posiç̃ao dos dois f́otons est́a correlacionada.

Segundo caso:analizadores TFF com ordem igual aπ
2

em ambos os braços. Detec-

tores nos planos(ZF s,ZF c).
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Nessa configuração medimos o campo de ambos os feixes gêmeos na base{π
2

+, π
2
−}.

A composiç̃ao dos dois analisadores TFF resulta em uma ordem igual aπ. A aç̃ao do

operadorFπ gera a imagem invertida do raio “emitido” porDs:

rc = Fπrs = −rs. (4.30)

Um fóton emitido da região
(

π
2

)+

s
seŕa visto na regĩao

(
π
2

)−
c

e o fóton emitido da

regĩao
(

π
2

)−
s

seŕa visto na regĩao
(

π
2

)+

c
. Dizemos que o momento dos dois fótons est́a

anti-correlacionado.

Terceiro caso: um braço com analizador TFF de ordem igual aπ e outro braço com

analisador TFF de ordem igual aπ
2
.

Dessa vez medimos um dos fóton na base{π+, π−} e o outro f́oton na base{π
2

+, π
2
−}.

A composiç̃ao dos analisadores TFF resulta em uma ordem igual a3π
2

. O raio visto pelo

detectorDc seŕa a imgem invertida do raio de Fourier “emitido” porDs:

rc = F 3π
2
rs = −rFs . (4.31)

A detecç̃ao do raio de Fourier nos dá informaç̃ao do momento transversal do raiors.

Dessa forma ñao observamos correlação entre as regiões de detecção dos dois f́otons.

O fóton “emitido” em uma das região do plano do detectorDs pode ser detectado em

qualquer uma das duas regiões do plano de detecção do feixe complementar, com igual

probabilidade. Dizemos que o momento de um fótoné descorrelacionado com a posição

do outro f́oton.

A Imagem das Ondas Avançadasé uma excelente ferramenta para explicar as correlações

encontradas nas detecções em coincid̂encia dos f́otons ĝemeos da CPDE. O ponto chave

para o entendimento dessa correlaçãoé a aditividade da transformada de Fourier. Suma-

rizemos os resultados obtidos.

(1) Ds emZIs eDc emZIc (Correlac̃ao)
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X Contagens ḿaximas para as posições(y+
s , y+

c ) e (y−s , y−c ).

X Contagens nulas para as posições(y+
s , y−c ) e (y−s , y+

c ).

(2) Ds emZF s eDc emZF c (Anti-correlac̃ao)

X Contagens nulas para as posições(k+
ys

, k+
yc

) e (k−ys
, k−yc

).

X Contagens ḿaximas para as posições(k+
ys

, k−yc
) e (k−ys

, k+
yc

).

(3) Ds emZIs eDc emZF c ouDs emZF s eDc emZIc (Ausência de correlaç̃ao)

X Contagens iguais para todas as posições:(y+
s , k+

yc
), (y+

s , k−yc
), (y−s , k+

yc
) e(y−s , k−yc

)

ou (k+
ys

, y+
c ), (k+

ys
, y−c ), (k−ys

, y+
c ) e (k−ys

, y−c ).

As correlaç̃oes descritas acima são conseqûencia dos v́ınculos de conservação (equaç̃oes

4.26 e 4.27) estabelecidos na geração dos f́otons ĝemeos na fonte. Na situação real esses

vı́nculos ñao s̃ao exatos e as correlações obtidas ñao s̃ao perfeitas. Contudo verifı́ca-

se que o processo de conversão paraḿetrica descendentée uma fonte bastante robusta

de emaranhamento nas variáveis espaciais transversais dos fótons. Para modelar essas

imperfeiç̃oes nas correlações vamos reescrever as equações (4.26) e (4.27) inserindo um

pequeno erro no momento linear transversal e na energia total dos fótons. Esses erros

est̃ao relacionados com a largura do espectro de frequênciaδωB (espectro angular) e com

a incerteza do momento linear transversalδqB do feixe de bombeamento.

qB ± δqB = q1 + q2; (4.32)

EB ± ~δωB = E1 + E2. (4.33)

As correlaç̃oes no subespaço VET são perfeitamente análogasàs correlaç̃oes de es-

tados maximamente emaranhados em polarização, ou estados de Bell, quando medimos
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correlaç̃oes em algunŝangulos especı́ficos. Para verificar essa analogia consideremos o

estado de Bell|φ−〉:

|φ−〉HV =
1√
2
(|H〉|H〉 − |V 〉|V 〉). (4.34)

O ı́ndiceHV significa que o estado|φ−〉 foi inicialmente escrito na base{|H〉, |V 〉}.
Escrevendo agora o estado|φ−〉HV na base|+ 45〉 e | − 45〉 temos:

|φ−〉HV =
1√
2
(|+ 45〉| − 45〉+ | − 45〉|+ 45〉), (4.35)

onde:

|+ 45〉 =
1√
2
(|H〉+ |V 〉); (4.36)

| − 45〉 =
1√
2
(|H〉 − |V 〉). (4.37)

Vemos que o estado de Bell|φ−〉 escrito na base{|H〉, |V 〉} é igual ao estado|ψ+〉
escrito na base{|+ 45〉, | − 45〉}. Ou seja,|φ−〉HV = |ψ+〉±45.

As medidas de polarização dos dois f́otons indicar̃ao sempre correlação (polarizaç̃oes

iguais) se a polarização de ambos os fótons for medida na base{|H〉, |V 〉}, poŕem in-

dicar̃ao sempre anticorrelação (polarizaç̃oes ortogonais) se medidas na base{|+ 45〉,
| − 45〉}. Podemos tamb́em medir a polarizaç̃ao do f́oton 1 na base{|H〉, |V 〉} e do f́oton

2 na base{| + 45〉, | − 45〉}. Para analisar essa situação escrevamos o estado|φ−〉HV da

seguite maneira:

|φ−〉HV =
1

2
[|H〉(|+ 45〉 − | − 45〉) + |V 〉(|+ 45〉+ | − 45〉)], (4.38)

ou:

|φ−〉HV =
1

2
(|H〉|+ 45〉 − |H〉| − 45〉+ |V 〉|+ 45〉+ |V 〉| − 45〉). (4.39)
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Nesse caso ñao observaremos correlações entre as medidas de polarização dos dois

fótons pois cada vetor de uma das bases tem projeção igual, em ḿodulo, a1/
√

2 nos dois

vetores da outra base. Ou seja:

|〈H|+45〉| = |〈H|−45〉| = |〈V |+45〉| = |〈V |−45〉| = 1√
2
. (4.40)

As correlaç̃oes encontradas entre as regiões de posiç̃oes e momentos do subespaço

VET para estado de dois fótons da CPDE, s̃ao iguais̀as correlaç̃oes encontradas no estado

de Bell em polarizaç̃ao|φ−〉, quando analisado nas bases{|H〉, |V 〉} e{|+ 45〉, | − 45〉}.
Faremos a seguinte analogia entre as bases{π+, π−} e

{
π
2

+, π
2
−}

do subespaço VET

e as bases de polarização{|H〉, |V 〉} e{|+ 45〉, | − 45〉}:

{|H〉, |V 〉} → {π+, π−}; (4.41)

{|+ 45〉, | − 45〉} →
{π

2

+

,
π

2

−}
. (4.42)

Em um experimento com polarização a mudança de baseé feita girando-se o polar-

izador ou divisor de feixe polarizado. Para trocar a base de medida de{|H〉, |V 〉} para

{|+ 45〉, | − 45〉} deve-se girar o polarizador de um̂angulo igual a 45 graus. A mudança

de base no subespaço VETé conseguida através da TFF aplicada ao campo. Uma trans-

formada de Fourier no campóe ańaloga a uma rotação de 45 graus no polarizador. Há

um fator de dois entre a ordem da TFF e a rotação equivalente de um polarizador. Uma

TFF de ordemφ aplicada sobre o campóe equivalente a uma rotação do polarizador de

umânguloα igual a:

α =
φ

2
. (4.43)
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4.4 Montagem Experimental

Na montagem desse experimento usa-se um laser para bombear o cristal não-linear que

gera os f́otons ĝemeos. O feixe sinal passa por um sistema de lentes que implementa uma

TFF de grauφ eé detectado pelo detectorDs. O feixe complementar passa por um sistema

de TFF de grauζ e é detectado pelo detectorDc. Dentro da imagem das onda avançadas

podemos pensar nesse sistema como se, por exemplo, o detector do feixe sinal fosse uma

fonte de f́otons simples, o cristal fosse um espelho e o detector do feixe complementar

fosse um detector do campo emitido porDs. Se os sistemas de TFF dos dois braços

tiverem mesmas distâncias focais fracionais, sabemos que o campo no detectorDc seŕa a

TFF de grauφ + ζ do campo “emitido” porDs. Na deteç̃ao usa-se um detetor para cada

feixe, aberto em apenas uma das metades de cada plano de detecção. Ent̃ao olha-se para

as contagens em coincidência para todas as quatro combinações de medida:(φ+, ζ+),

(φ+, ζ−), (φ−, ζ+) e (φ−, ζ−). Devemos ainda realizar medidas em duas bases diferentes

para cada braço. No braço do feixe sinal usamos TFF de grausφ1 eφ2 e no braço do feixe

complementar usamos TFF de grausζ1 e ζ2.

Para que a violaç̃ao da desigualdade de Bell com polarização seja ḿaxima, devemos

escolher bases de medidas para os dois feixes que satisfaçam a seguinte relação entre seus

ângulos:

β1 − α1 =
π

8
, α2 − β1 =

π

8
e β2 − α2 =

π

8
, (4.44)

onde as basesα são usadas na medida de um feixe e as basesβ no outro (ver figura 4.6).

Usa-se frequentemente a direção de polarizaç̃ao vertical como referência, e mede-se o

ângulo em relaç̃aoà essa direç̃ao. Uma posśıvel escolha de bases para esse experimento

com polarizaç̃aoé: α1 = 0, α2 = π
4
, β1 = π

8
eβ2 = 3π

8
.

A TFF de grauφ aplicada em um campóe ańaloga a uma rotação de polarizaç̃ao de

umaângulo igualα = φ/2. A analogia existente entre o grau da FFT e rotações da base

de polarizaç̃ao, leva-nos a escrever a seguinte relação entre as ordens da FFT, necessárias
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Figura 4.6: Representação das bases de polarização. Mede-se a correlação entre cada

baseα com cada baseβ

para a ḿaxima violaç̃ao da desigualdade de Bell aplicada ao subespaço VET:

ζ1 − φ1 =
π

4
, φ2 − ζ1 =

π

4
e ζ2 − φ2 =

π

4
. (4.45)

Lembramos que a mudança de base, na medida do campo no subespaço VET,é feita

com a TFF. A medida na baseφ = 0 representa a medida no plano do cristal. Poderı́amos

realizar essa medida aplicando o operadorF4, mas isso exigiria um sistema composto de

4 lentes. Optamos então por girar nosso sistema de “coordenadas” deπ/2. As ordens da

TFF escolhidas para nosso experimento foram:

{φ+
1 , φ−1 } =

{
π
2

+, π
2
−}

;

{φ+
2 , φ−2 } = {π+, π−} ;

{ζ+
1 , ζ−1 } =

{
3π
4

+
, 3π

4

−}
;

{ζ+
2 , ζ−2 } =

{
5π
4

+
, 5π

2

−}
.

(4.46)

As ordensφ2 e ζ2 foram implementadas com dois sistemas de TFF. Já as ordensφ1 e

ζ1 foram implementadas com apenas um sistema de TFF.

Usamos um laser deHe− Cd (λ = 441, 6 nm), cont́ınuo, operando com uma potência

de 200mW, para bombear um cristal deLiIO3 com5mm de comprimento, alinhado para

casamento de fase do tipo I. Os detetores foram posicionados a uma distância fixa do

cristal. Em cada braço foram posicionadas três lentes para a implementação das TFF’s.
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As lentes foram montadas em estágios de translação para que pudessem ser inseridas e

removidas do caminho dos feixes. A ilustração de nossa montagem experimental está

mostrada na figura 4.7. As distâncias focais das lentes e as distâncias entre cada lente

est̃ao relacionadas na tabela 4.1.

fa

fenda

fenda

cristal

laser

f
d

f
b fc

f f

Sinal

Complementar

za

zd

z d

za

zb

ze

ze

zb zc zc

zf

zf

fe

Figura 4.7: Montagem experimental

A distância do cristal aos detectoresDs e Dc são zs = 100cm e zc = 101, 2cm,

respectivamente. As distânciaszs e zc podem ser relacionadas com as distâncias dos

analisadores TFF:

zs = 2za = 2zb + 2zc;

zc = 2zd = 2ze + 2zf .
(4.47)

Pode-se ver que as ordens das TFF’s implementadas não correspondem exatamente

às ordens relacionadas em (4.46). Essas distâncias foram ajustadas para aproximar ao

máximo as ordens das TFF’s implementadas das descritas acima para máxima violaç̃ao.

As dist̂ancias focais fracionais usadas tambem não correspondem̀a condiç̃ao de aditivi-

dade perfeita (f ′ iguais). Entretanto ńos aceitamos esses erros em troca de uma montagem

experimental simples com os planos de detecção fixos.

No feixe sinal as ordens das TFF’s implementadas foramφ1 = φa e φ2 = φb + φc.

No feixe complementar as ordens implementadas sãoζ1 = ζd e ζ2 = ζe + ζf . Vejamos a
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z f φ , ζ f ′

sinal za = 50, 0cm fa = 50, 0cm φa = π
2

f ′a = 50, 0cm

zb = 25, 0cm fb = 25, 0cm φb = π
2

f ′b = 25, 0cm

zc = 25, 0cm fc = 20, 0cm φc = 29π
50

f ′c = 19, 4cm

complementar zd = 50, 6cm fd = 30, 0cm ζd = 37π
50

f ′d = 21, 9cm

ze = 25, 0cm fe = 25, 0cm ζe = π
2

f ′e = 25, 0cm

zf = 25, 6cm ff = 15, 0cm ζf = 3π
4

f ′f = 10, 6cm

Tabela 4.1: Relaç̃ao entre as distâncias focais das lentes e distâncias de propagação com

as respectivas ordens da TFF e suas distâncias focais fracionais.

diferença entre as ordens implementadas e as ordens para máxima violaç̃ao:

φ2 = φb + φc = 54π
50

= π + 4π
50

;

ζ1 = ζd = 37π
50

= 3π
4
− π

100
.

(4.48)

Os dois detectores foram inicialmente alinhados em torno do máximo de cotagens

em coincid̂encias. A abetura de cada detector era circular, de diâmetro igual a12mm.

Para que o pico das contagens em coincidência ficasse no centro da região de detecç̃ao, o

alinhamenteo foi feito com aberturas de aproximadamente1mm, sendo depois totalmente

abertas at́e12mm. Duas placas metálicas retangulares com largura vertical de6mm foram

confeccionadas para obstruir metade dos feixes no plano de detecção. A calibraç̃ao era

feita individualmente em cada feixe. Um dos feixes era integralmente detectado por um

detector, enquanto o outro era obstruido em uma das metades, até se achar metade das

contagens em coincidências. Tomamos o cuidado de verificar que a região correspondente

à metade das contagens em coincidência correspondesseà uma regĩao com metade das

contagnes simples em cada detector. Esse procedimento foi feito para as quatro metades

em cada uma das quatro configurações de TFF’s. A medida com o feixe desobstruido

recebe o rotulo“0”. Listaremos aqui as nove medidas realizadas para cada configuração:
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X Medidas de calibraç̃ao:

{φ0
i , ζ

0
j } , {φ0

i , ζ
+
j }, {φ0

i , ζ
−
j }, {φ+

i , ζ0
j }, {φ−i , ζ0

j };

X Tomada de dados:

{φ+
i , ζ+

j }, {φ+
i , ζ−j }, {φ−i , ζ+

j }, {φ−i , ζ−j }.

onde ośındicesi, j = 1, 2. A figura 4.8 ilustra o esquema de medida.

medida “0” medida “-”

detector

placas

medida “+”

Figura 4.8: Esquema de medida. Os sı́mbolos “+” e “−” se referem̀as medidasφ+
i , ζ+

j e

φ−i , ζ−j , respectivamente. Óındice “0”se referèas medidasφ0
i e ζ0

i .

Cada detector estava também equipado com um filtro de interferência de largura

10nm, centrado em torno do comprimento de onda igual a884nm.

4.5 Resultados e discussão

Os resultados experimentais estão mostrados na figura 4.9. Pode-se ver que as medidas

de calibraç̃ao{φ0
i , ζ

+
j }, {φ0

i , ζ
−
j }, {φ+

i , ζ0
j } e{φ−i , ζ0

j } correspondem a aproximadamente

metade das contagens totais, mostradas nas medidas{φ0
i , ζ

0
j }. Nós medimos as contagens

em coincid̂encia para todas as quatro combinações de regĩoes de detecção para todas

as configuraç̃oes de analisadores TFF. As taxas de contagens em coincidênciaC(φi, ζj)

medidas para cada configuração s̃ao usadas para calcular a função de correlaç̃aoE(φi, ζj)

presente na desigualdade de CHSH. Os valores encontrados pra as quatro funções de

correlaç̃ao foram:
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E(φ1, ζ1) = 0, 44± 0, 02;

E(φ1, ζ2) = 0, 62± 0, 01;

E(φ2, ζ1) = 0, 71± 0, 01;

E(φ2, ζ1) = −0, 67± 0, 01.

(4.49)

Os erros foram calculados usando-se o procedimento usual para estatı́stica Poissoni-

ana [29]. A desigualdade de CHSH diz que as correlações que podem ser descritas por

teorias de varíaveis ocultas locais devem satisfazer−2 < S < 2, ondeS é dado por:

S = E(φ1, ζ1) + E(φ1, ζ2) + E(φ2, ζ1)− E(φ2, ζ1). (4.50)

O valor deS calculado com as funções de correlaç̃ao acima foiS = 2.44 ± 0.03,

correspondendo a uma violação de mais de 14 desvios padrões. Notamos que con-

seguimos uma violação consideŕavel, apesar de não termos usado oŝangulos para a

máxima violaç̃ao e nem a condição de aditividade perfeita da transformada de Fourier

fracional.
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Figura 4.9: Resultados obtidos para as quatro configurações de analisadores TFF.
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A violação da desigulade de Bell aplicadaàs propriedades transversais do campo con-

vertido da CPDE indica que as correlações existentes nesse grau de liberdade não podem

ser descritas por uma teoria realı́sta local. Podemos pensar que essas correlações ex-

ibem um caŕater ñao-local da mesma forma que as correlações de um estado de Bell em

polarizaç̃ao.

4.6 Os Bits Qûanticos nas Varíaveis Espaciais Transver-

sais (Qbit-VET)

Para descrever o estado de variáveis espaciais transversais do campo emitido pela fonte

D na aproximaç̃ao paraxial devemos usar uma superposição de ondas planas em todos os

momentos transversais:

|ψ〉 =

∫
v(q)|q〉dq, (4.51)

ondev(q) é o espectro angular definido por:

v(q) =

∫
W (ρ, 0)e−ıq·ρdρ, (4.52)

eW (ρ, 0) é a distribuiç̃ao de campo no planoD.

O espectro angularv nos d́a informaç̃ao sobre a distribuiç̃ao de momentos transver-

sais do campo emitido pela fonte. A distribuição transversal de campoW representa a

amplitude de probabilidade de emissão de um f́oton pela fonte.

Vamos representar um fóton emitido na parte superior da fonte pelo ket|y+〉. O fóton

emitido na parte inferior será representado pelo ket|y−〉. Os dois estados de posicões dos

fótons na fonteD ser̃ao usados para construir o Qbit-VET. Como não h́a superposiç̃ao das

duasáreas “+” e “−”, temos que esses dois estados são ortogonais:

〈y+|y−〉 = 0. (4.53)



4.6 Os Bits Qûanticos nas Variáveis Espaciais Transversais (Qbit-VET) 60

Qualquer estado no subespaço VET definido pode ser escrito como:

|α〉 = a|y+〉+ b|y−〉, (4.54)

onde:

|a|2 + |b|2 = 1 (4.55)

Para fazer uma medida binária do Qbit-VET na base{|y+〉, |y−〉}, é necesśario gerar

a imagem da fonte com um analisador TFF de ordemπ. Observe que a imagem do estado

|y+〉, no planoD, é um estado|y−〉 no planoZI .

Pense agora o caso em que o plano de observação seja o plano de FourierZF . Nesse

plano os f́otons s̃ao caracterizados por seus vetores de onda transversais. O fóton medido

na parte superior (inferior) do plano de Fourier será representado pelo ket|k+
y 〉 (|k−y 〉).

Na base de vetores de onda transversais um estado qualquer no subespaço VET pode ser

escrito como:

|α〉 = c|k+
y 〉+ d|k−y 〉, (4.56)

onde a condiç̃ao de normalizaç̃ao imp̃oe que:

|c|2 + |d|2 = 1. (4.57)

A relaç̃ao de ortogonalidade tambémé válida na base de vetores de onda pois não h́a

superposiç̃ao entre as regiõesk+
y ek−y :

〈k+
y |k−y 〉 = 0. (4.58)

As bases de posição e momento do subespaço VET podem ser representadas vetorial-

mente da mesma forma com a qual representamos o espaço de polarizações lineares. A

relaç̃ao entre as bases{|y+〉, |y−〉} e{|k+
y 〉, |k−y 〉} é dada por:
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|k+
y 〉 =

1√
2
(|y+〉+ |y−〉); (4.59)

|k+
y 〉 =

1√
2
(−|y+〉+ |y−〉). (4.60)

Os analisadores TFF implementam rotações arbitrarias no campo possibilitando projeções

em bases intermediárias. Poŕem a forma funcional dessas projeções devem depender do

espectro angular do campo emitido pela fonte. Em algum caso particular pensamos que

essas projeç̃oes tenham uma dependência senoidal e cossenoidal, como no espaço de

polarizaç̃ao. Escreveremos da seguinte forma:

|φ+〉 = gv(φ)|y+〉+ hv(φ)|y−〉; (4.61)

|φ−〉 = −hv(φ)|y+〉+ gv(φ)|y−〉, (4.62)

onde óındicev explicita a depend̂encia das funç̃oesg eh no espectro angular. A ortogo-

nalidade dos estados|φ+〉 e |φ−〉 é garantida independentemente da forma dessas funções.
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Conclus̃oes e Perspectivas

O experimento realizado usa a técnica da CPDE como fonte de pares de fótons emara-

nhados nos graus de liberdade espaciais transversais. Usa-se os analisadores TFF para

projetar a propriedade, que denominamos momento transversal fracional, nas coorde-

nadas espaciais do plano de detecção. Faz-se medidas dicotômicas em coincid̂encia dos

momentos transversais fracionais dos dois fótons. E ent̃ao aplica-se a desigualdade de

CHSH para essa propriedade.

A violação da desigualdade de CHSH conseguida nesse experimento comprova de

uma nova maneira o caráter ñao-local das correlações espaciais transversais do estado

de dois f́otons da CPDE. Outros experimentos já haviam verificado o caráter qûantico

dessas correlações, utilizando os critérios de ñao-separabilidade para variáveis cont́ınuas.

Entretanto, a aplicação da desigualdade de CHSH aos graus de liberdade (contı́nuos) es-

paciais transversais, possibilita detectar o emaranhamento presente nas variáveis espaciais

dos campos convertidos, da mesma forma queé feito para os sistemas naturalmente di-

cotômicos e bipartidos. Ao aplicar os quantificadores de emaranhamento existentes , tais

comoconcurr̂enciaou negatividade logaŕıtimica, ao subsistema VET definido aqui, es-

tamos obviamente caracterizando apenas o emaranhamento desse subsistema dicotômico

VET, e ñao todo o emaranhamento presente nas variáveis transversias do campo.



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 63

Alem disso as medidas dicotômicas aplicadas ao espaço VET do campo abrem cam-

inho para a utilizaç̃ao desse grau de liberdade em todas as aplicações nas quais são us-

adas os bits qũanticos tradicionais, por exemplo: estado eletrônico deátomos éıons,

polarizaç̃ao do f́oton, etc. Para que isso seja possı́vel devemos formalizar a estrutura

dos bits qûanticos nas variáveis espaciais transversais, construir umaálgebra semelhante

à algebra do espaço de spin 1/2. Além disso devemos ser capazes de produzir esse bit

quântico em todas as superposições posśıveis, preenchendo toda a superfı́cie da esfera de

Bloch correspondente.

A construç̃ao de uma teoria sólida para trabalhar no subespaço bidimensional VET

seria de suma importância para as aplicações em computação qûantica e tamb́em para os

fundamentos da técnica da conversão paraḿetrica descendente.

Esse projeto de formalização téorica é uma de nossas perpespectivas para o futuro

próximo. As posśıveis aplicaç̃oes em computação e informaç̃ao qûantica tamb́em s̃ao

de implementaç̃ao imediata em nosso laboratório. O uso da transformada de Fourier

fracional em experimentos com conversão paraḿetrica descendente deve ser estudado

com muita atenç̃ao. Acreditamos que muitos trabalhos serão feitos em cima desse tema

nos pŕoximos anos.

A discretizaç̃ao feita no espaço de variáveis espaciais transversais pode ser extendida

para dimens̃oes maiores que dois. Deve-se dividir o plano de detecção em fatias diame-

trais (como fatias de uma pizza) respeitando a simetria radial das correlações espaciais

transversais. Com isso poderı́amos aplicar desigualdades de Bell para dimensões maiores

que dois [50] a essa propriedade transversal do campo eletromagnético.

As aplicaç̃oes sugeridas para esse sistema são muito importantes. Porém gostaŕıamos

de enfatizar a importância desse experimento como um teste fundamental, confrontando

a Meĉanica Qûantica e as teorias locais de variáveis ocultas ouTeorias Objetivas Locais,

na forma proposta por Clauser e Horne [31].
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