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RESUMO

VIOLACAO DA DESIGUALDADE DE BELL COM
VARIAVEIS ESPACIAIS TRANSVERSAIS USANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER FRACIONAL

Daniel Schneider Tasca
Orientador: Paulo Henrique Souto Ribeiro

Resumo da Dissertag de Mestrado submetida ao Programa ds-raduago do
Instituto de ksica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos

necesariosa obten@o do ftulo de Mestre em @ncias (ksica).

Os experimentos de desigualdades de Bell visam confrontar certaprestésmegnica
guantica com as previes de teorias de vaweis ocultas locais. Embora ge soubesse
que a Meénica Q@éntica pree um estranho tipo de correbag ro-local entre sistemas
espacialmente separados, desde o trabalho de Einstein-Podolsk-Rosen, em 1935, esse tipo
de correlago © pdde ser testado com oatodo proposto por John Bell em 1965. Nesse
trabalho Bell prope uma desigualdade que relaciona as probabilidades de @etdec
dois obseraveis dicobmicos, relativos a dois sistemas. Se a coréaantre os dois sis-
temas for descrita por uma teoria lietd local, a desigualdadesempre satisfeita. Por
outro lado a violago dessa desigualdade implica que os sistemas emaquesbem
uma correlago rao-local, prevista pela Méoica Qéntica. Uma vez que essas desigual-
dades &0 expressas em termos de obaeeis dicodmicos, paitulas de spin 1/2 e a
polariza@o de btons foram imediatamente identificadas como p&ss candidatos para
a realiza@o experimental de viol@gs das desigualdades de Bell.

Correla@es rao-locais 8o tamiém observadas em sistemas de awgis corihuas,

tais como as vaaiveis espaciais transversais de paretns. Recentemente verificou-
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se que o estado de doigtdns s-selecionado produzido pela CongerdRararatrica
Descendente (CP® rao sepaavel para os graus de liberdade espaciais transversais.

O experimento descrito nessa disseatateve o0 objetivo de testar as corrélag es-
paciais transversais do estado de déiiis produzido pela CPD com a desigualdade
proposta por Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). A desigualdade de C&i8ma
variante da desigualdade de Bell e portarites aplica a obseaveis dicobmicos. Us-
ando uma re@io de detedo dicobmica e analizadores compostos por sisteamEos
de transformada de Fourier fracional, fomos capazes de aplicar a desigualdade de CHSH
a esse grau de liberdade.

A transformada de Fourier fracional (FRFT) foi usada para realizarGeszgrbitarias
na base de medida do espaco deaxaeis transversais. Dessa forma a transformada de
Fourier fracional pode ser vista como parte do analizador desse grau de liberdade. As
medidas foram dicotomizadas dividindo os planos de dateegn duas metades. 89
realizar uma FRFT em cada um dos dois feixes convertidos medimos a caorelatce
cada uma das duas metades de cada plano de deteqgicando os resultadasiesigual-
dade CHSH. Obtivemos uma viokg da desigualdade CHSH comprovando étarmnéo

local das correldies espaciais transversais do estado de dma$ produzido pela CPD.

Palavras-chaveéptica Quantica, Desigualdades de Bell, Transformada de Fourier

Fracional, Convego Pararatrica Descendente Espanea.

Rio de Janeiro

Julho de 2006
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ABSTRACT

VIOLATION OF BELL'S INEQUALITY WITH
TRANSVERSE SPATIAL VARIABLES USING
FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

Daniel Schneider Tasca
Orientador: Paulo Henrique Souto Ribeiro

Abstractda Dissertago de Mestrado submetida ao Programa ds-@raduago do
Instituto de ksica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos

necesariosa obten@o do titulo de Mestre em €icias (fsica).

The aim of Bell's inequalities experiments is to confront the predictions of Quan-
tum Mechanics with those of the local hidden variables theories . Although it was already
known that Quantum Mechanics predicts a strange counter-intuitive type of non-local cor-
relation between systems spatially separated since the work of Einstein-Podolsk-Rosen in
1935, that Type of correlation was only able to be tested with the method proposed by
John Bell in 1965. In this work Bell proposes an inequality that relates the probabilities
of detection of two dichotomic observables, relative to two systems. If the correlation
between the two systems is described by a local realistic theory, the inequality is always
satisfied. On the other hand the violation of that inequality implies that the systems in
subject exhibit a non-local correlation , predicted by Quantum Mechanics. Once those
inequalities are expressed in terms of dichotomic observables, spin 1/2 particles and the
polarization of photons were immediately identified as possible candidates for experimen-
tal violations of the Bell’s inequality.

Non-local correlations are also observed in continuous variables systems, like the

transverse spatial variables of photon pairs. Recently it was verified that the post-selected
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two photon state produced by the Parametric Down Conversion (PDC) is non-separable
in the transverse spatial degrees of freedom.

The experiment described in this thesis had the objective of testing the traverse spatial
correlations of the two photon state produced by PDC with the inequality proposed by
Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). The CHSH inequality is a variant of the Bell’s in-
equality and therefore is only applicable to a dichotomic observable. Using a dichotomic
detection region and analyzers composed by optical fractional Fourier transform systems,
we were able to test the CHSH inequality to this degree of freedom.

The fractional Fourier transform (FRFT) was used to accomplish arbitrary rotations
in the measurement bases of the transverse spatial variables. In this way the FRFT can be
seen as the analyzer of this degree of freedom. The measurements were dichotomized by
dividing the detection planes in two halves. After each converted beam passed through a
different FRFT system, we measured the correlation between each one of the two halves
of each detection plane, using the results in CHSH inequality. We obtained a violation of
the CHSH inequality proving the non-local character of the traverse spatial correlations

of the two photon state produced by CPD.

Key-words: Quantum Optics, Bell's Inequalities, Fractional Fourier Transform, Spon-

taneous Parametric Down Conversion.

Rio de Janeiro

Julho de 2006



"Cortar aquilo que est a incompleto e dizer:

’

_agora est a completo, porque termina aqui.”

Citac ao retirada do livro "Duna", de Frank Herbert.
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Capitulo 1

Introduc ao

Nessa dissert@p faremos a descég de um experimento realizado no ladtorio de
Optica Quntica do Instituto deiBica da UFRJ. Trata-se de um experimento de vamac
da desigualdade de Bell. Esse tipo de experimento visa confrontar adpeedésMeanica
Quantica com as teorias de vaveis ocultas locais. Emborage soubesse que a Neia
Quantica pree um estranho tipo de correbag riio-local entre sistemas espacialmente
separados, desde o trabalho de Einstein-Podolsk-Rosen [1], esse tipo de Zorgelac
pdde ser testado com oatodo proposto por John Bell em 1965 [2]. Nesse trabalho Bell
propde uma desigualdade que relaciona as probabilidades de@etiedois obseaveis
dicotbmicos, relativos a dois sistemas. Se a coréelantre os dois sistemas for descrita
por uma teoria re@dta local, a desigualdadesempre satisfeita. Por outro lado a vidlac
dessa desigualdade implica que os sistemas eméaguesibem uma correlag rao-local,
prevista pela Me&nica Q@éntica.

Os primeiros experimentos com viodag da desigualdade de Bell foram feitos por
Freedman e Clauser [3] e depois por Aspect, Grangier e Roger [4], usando a patarizag
de ftons emitidos por cascatadatica. O desenvolvimento dédnica da Conveg®
Parangétrica Descendente como uma robusta fonteadens emaranhados possibilitou

o teste da desigualdade de Bell co@dwrigs graus de liberdade discretos tais como a
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polariza@o [5, 6, 7, 8, 9], modos espaciais longitudinais[10], pacote temporal [11, 12]
e momento angular orbital [13].

Recentemente verificou-se que o0®hs produzidos pela ConvarsPararatrica Des-
cendente (CPD) exibem correagrao-local entre os graus de liberdade espaciais transver-
sais [14, 15]. Contudo, as corretas no espaco de vaxieis espaciais transversais devem
ser testadas usando-se eribs de @o-classicalidade para vaveis corihuas [16].

O experimento que fizemos teve o0 objetivo de testar as cobedagspaciais transver-
sais do estado de doi$tbns produzido pela CPD com a desigualdade proposta por
Clauser, Horne, Shimony e Holt (desigualdade de CHSH) [17]. A desigualdade de CHSH
€ uma variante da desigualdade de Bell e portabtses aplica para obsérveis di-
cotomicos. Usando uma reip de deted@o dicobmica e analizadores compostos por
sistema®pticos de transformada de Fourier fracional [18, 19, 20, 21], fomos capazes de
aplicar a desigualdade de CHSH a esse grau de liberdade, obtendo umaova#anais
de quatorze desvios paudr[22].

No segundo cdpulo faremos uma breve des@igdo estado de doiétons produzido
pela CPD. Discutiremos os estados emaranhados em povigagas vaéveis espaciais
transversais. Discutiremos taérh a desigualdade de Clauser-Horne-Shimoni-Holt para
sistemas dic@micos.

No terceiro cafiulo introduziremos a transformada de Fourier fracional. A transfor-
mada de Fourier fracional tem um papel muito importante nesse trabalho éé\ulala
fomos capazes de fazer robes arbitarias na base de medida do espaco deavais
transversais. Dessa forma a transformada de Fourier fracional pode ser vista como o
analizador desse grau de liberdade.

A descri¢o do experimento s@rfeita no quarto capulo. Primeiramente definire-
mos o subespaco didéohico nas vaaveis espaciais transversais do campodo\pssa
definicdo faremos uma analogia entre as cort@scem polarizé&p de um estado de

Bell, e as correlages transversais do estado da CPDaBrd transformada de Fourier
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fracional sea usada para atise do campo no subespaco definido. Analisaremos 0s re-

sultados obtidos usando a desigualdade de CHSH.



Capitulo 2

Conversao Parametrica Descendente

Espontanea e Desigualdade de CHSH

2.1 Introducao

A conver&o parargtrica descendente espanea [23, 24 um process@ptico rao-
linear no qual umdton do feixe de bombeamento com vetor de okga freqencia
wp, propagando em um meiaptico rao linear,e espontaneamente convertido em dois
fotons, com vetores de on#tae k., e freqenciasy, ew., respectivamente. iddiceb se
refere ao feixe de bombeamento ddicess e ¢ se referem aos feixes convertidos sinal
e complementar, respectivamente. O estadmtjco de doisdtons resultante da CPDE
€ na maioria das vezegorsepavel ou emaranhado, significando que &ie pode ser
escrito como o produto do estado dos dét®hs separadamente. Esse emaranhangento
conseg@ncia dos iculos de conservap presentes no processo de corderd?odemos

escrever a conservag da energia nesse processo aproximadamente como se segue:

Wy = Wy + We. (2.1)

Se o cristal for fino o suficiente, com comprimento longitudinal de uns poucos milime-
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tros, as componentes transversais do momentoalosd §o conservadas:

ady, = 9 + q.- (22)

A conservago do momento transversal d@gdns dentro de um cristal birrefriagte
uniaxial requer que certas condes decasamento de fag25] sejam satisfeitas. Existem
dois tipos de casamento de fase em um cristal uniaxial, chanipdase tipo 1. No
casamento de fase do tipo I, o feixe de bombeio, polarizado na&diegraordiaria ),

é convertido em dois feixes polarizados na daeoQrdiraria ():

e — 00, (2.3)

Ja no casamento de fase do tipo Il as polaiiescdos feixes de bombeamento, sinal

e complementaraso:

e—eo (2.4)

No casamento de fase do tipo | os feixes convertidmsesmitidos na forma de um
cone $lido. Para cada comprimento de onda existe uma sgpednica. As supeities
conicas de cada comprimento de onda soaxiais e osotons @meos 8o emitidos em
lados opostos do cone. No tipo Il existem dois cones para cada comprimento de onda. Um
cone tem polariza&p ordiraria e 0 outro tem polarizag extraordiaria. Os diferentes
comprimentos de onda para cada codakds esto localizados em supéefes conicas

coaxiais.

2.2 O Estado de Dois Btons da CPDE

Na aproximago de cristal fino o estado gutico gerado pela CPDE pode ser escrito como
[26]:
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[W)oppr = Cilvac) + Caly)), (2.5)

onde

0= Y Cova [ [dadabla a0l o). (2.6)
D

0s,0c¢

e |vac) representa o estado de zedwdns nos modos e c¢. Os coeficiente§’; e C, sao
tais que|Cy| < |Cy]. Cy & uma fung@o do comprimento do cristal, do coeficiente de
nao-linearidade e da amplitude do feixe de bombeamento, alem de outros fajares.
representa o estado de Fock de wtoh com vetor de onda transversgle polaria@o

o, dos modoss e c. O estado de polarizag no estaddy) & definido pelo coeficiente
Cy, 0. Quando osangulos de dda dos modos sinal e complementap equenos, a

funcdo®(q,, q.) & dada por:

1 2L . L qs — qc 2
(I)(qs7 qc) = ; \/ f U<qs + qc) SIC (|4—}(|) ) (27)

ondew(q) & o espectro angular do feixe de bombeameht&, o comprimento do
cristal na dirego z, e K & a magnitude do vetor de onda do feixe de bombeamento. A
regiao de integra@o D é definida pela aproximag paraxial. Entretanto, na maioria dos
experimentos, a rego na quaib(q,, q.) € aprecavel,& muito menor do qu®. Note que
0 espectro angular do feixe de bombeameéntansferido para as correlss espaciais
de quarta ordem do estado de dditohs [26]. O espectro angular do feixe de bombea-
mentov(q, + q,) & uma fun@o rio sepavel deq, e q.. 1Sso significa que o estado de
dois fotons da CPDE apresenta emaranhamento nas/edgiespaciais transversais. Esse
emaranhamenté responavel por \arios efeitos ao-locais e &o-classicos observados
em \arios experimentos com propriedades transversais desse estado [27, 28, 14].

Trabalhando ainda na aproxin@axde cristal fino podemos aproximar a fao¢sinc”

pela unidade [26], e assim o estado de doistis pode ser escrito como:
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1 /2L
0=\ 2 oo [ [dadacria + alas oo @8
D

Probabilidade de Dete@p de dois Btons

A probabilidade de dete@g de doisdtonsé definida por:

P(ry,r2) = [(ry,12) [ (2.9)

onder; = (z1,y1,21) €rs = (Z2, Yo, 22) SA0 @S posiges dos detectores datdns.
Usamos aqui a ortonormalidade e completeza dos estados de Fock para definir a am-

plitude de probabilidade de det@ecde dois dtons:

(r1,12) = (vaclEM) (r) @ EM) (r2) 1), (2.10)

E)(r) & o operador de campo na aproxifaagaraxial, dado por:

i(kz—w . 2
EG)(r) = V&)% ;a/dqa(q, o)e VT (2.11)
ondek & a magnitude do vetor de onlfae p = xx + yy € a componente transversal
do vetor de pos&or. O operador(q, o) & o operador de aniquilag de um dton com
vetor de onda transversqle polarizagoo. A soma env € feita nas duas polarizegs

ortogonais &, € uma constante dependente da féaguia €V € o volume de quantizao.

Probabilidade de Dete@p Simples e em Coinc@&hcia dos Campos Con-
vertidos

A probabilidade de dete@g simples de um dos feixes convertidos, sinal ou comple-
mentar, para um detector pontual posicionado na coordenaeproporcionah poéncia

do campo de bombeamento no plano do cristal:

'Na aproxima@o monocroraticas)(r, ry) pode ser pensada como a fange onda de doi$fons[29].
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P(r;) = const x |[W(p},0)?, (2.12)

ondeW (r) & a distribui@o de campo do feixe de bombeamento no plano do cristal e o
indicei se refere a um dos dois feixes convertidos.
A probabilidade de dete&p em coinciéncia dos dois feixes convertidos para o caso

degeneradé proporcionah intensidade do feixe de bombeamento:

P(r1,rs) = const x |W(p, 2)|%, (2.13)

onde as coordenadase ~ sao dadas por:

p= 21Pg + 22 : (2.14)
21+ 29

U (2.15)
21+ 29

No caso em que os detectores se encontranesma diincia do cristal{; = 2z, =

2p) temos que:

p=Lalln, (2.16)
z = zp. (2.17)

2.3 Emaranhamento em Polarizago

O estado ganticd de polarizago de um dton pode ser escrito como:

IxX) = cos(0/2)|H) + sin(6/2)e|V), (2.18)

2Trabalharemos aqui somente com estados puros.
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onde|H) e|V) representam os estados de pola@slnear horizontal e vertical, respec-
tivamente. O estado @utico de polarize#p |y) pode ser usado como um bitaqtico.
Em sua representag na esfera de bloch aagulod) e ¢ sdo osangulos polar e azimutal,
respectivamente.

O estado de polarizag de dois®tons pode ser escrito, da forma mais geral, como:

V)12 = a|H)1|H)s + BIH)1|V )2 +v|V)1|H)2 + 6|V )1|V)a, (2.19)

onde a condigo de normalizago ime quelal? + |5)? + |7 + |6]* = 1.
O estado puro da polarizag de dois étons descrito acimé emaranhado sein
puder ser escrito na forma de um produto dos estados de otmmindividualmente.

Escrevemos a seguir dois tipos de estados emaranhados em patarizac

|9)1.2 = cos (0/2) |H)1|H)y + sin (6/2) €|V )1 |V)s, (2.20)

W) 19 = cos(0/2)|H) 1|V )a + sin(6/2)e V) |H)s. (2.21)

Os estados maximamente emaranhados ou estados de Bell em patasizagbtidos
a partir de (2.20) e (2.21) fazendo#e- /2 e ¢ = 0, 7. Vejamos 0s quatros estados de
Bell:

:l: _ ].

64) = Sl £ [VRIV) @222)
4y 1

V=) = —ﬁ(’H>1|V>2 + |V)1]|H)2). (2.23)

Os estados de Bell descritos acima podem ser gerados a partir da CPDE. Um dos
métodos utiliza um cristal alinhado para o casamento de fase do tipo Il. Nesse caso,

como descrito anteriormente, os feixes convertidmsemitidos em dois cones. Um com
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polariza@o ordiraria e 0 outro com a polarizag ortogonal extraordaria. Suponhamos
gue estamos interessados no caso degenerado onde os comprimentos de onda dos dois
feixes convertidos@o iguais. Cada um dostbns gmeose emitido em um cone, com
polariza@es ortogonais. Posicionamos agora dois detecéaressma disincia do cristal,
aproximadamente na dirf@g onde 0s cones se interceptam. Para selecionar os modos de
interesse equipamos os detectores com filtros de inéexd&x centrados no comprimento
de onda dosdtons degenerados. Os dois detectore®odigiados a um sistema el@tiico
de coinci@ncias. Para encontrar caximo de contagens em coinéiucias varremos 0s
detectores no espaco de p@ss transversais.

Como estamos olhando para a Begie interseip dos cones (ver figura 2.1), @én
detectado em cada um dos detectores pode ter sido produzido com palaordicaria
ou extraordi@ria. Dessa forma o®fons detectados em coinéiacia §o descritos por

um estado de Bell do tipo:

1
V2

A fase ¢ & originada da diferenca de caminbptico dentro do cristal pois cada

%) = —=([H)1|V)2 £ €|V )i|H)). (2.24)

polariza@o enxerga um difereniadice de refrago. Podemos controla-la inserindo um

compensador no caminho de um dos feixes.

sinal

bombeio

complementar

Kwiat et al. PRL 75, 4337 (1995)

Figura 2.1: Esquema utilizado para geragle estados de Bell em polariaagusando a

CPDE com casamento de fase do tipo Il.
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Um outro netodo utilizado para gerar estados de Bell em polagia&gnprega cristais
com casamento de fase do tipo | da CPDE. Usa-se dois cristais finos conopiiaus

perpendiculares, posicionados undga outro (ver figura 2.2).

Jﬂ(-

White et al. PRL 83, 3103 (1999)

v

A\ 4

Figura 2.2: Esquema utilizado para gé&age estados de Bell em polariaagudando a

CPDE com casamento de fase do tipo I.

Usamos a polarizaép do feixe de bombeamento para controlar a intensidade da con-
versao em cada cristal. Cada digexde polarizago do feixe de bombeamentd/ (ou
V) atua sobre apenas um dos cristais. Com a pola@ap feixe de bombeamento
a 45 graus, observamos as mesmas taxas de caoveos dois cristais. A dir@ép de
polarizag@o ordiraria de um cristaé equivalenté dire@o de polarizego extraordiaria
do outro cristal pois eles &gi posicionados com 0s eixopticos perpendiculares. Nessa
configura@o observamos doi$tons ordifrios (extraordiarios) produzidos no primeiro
cristal ou dois dtons extraordiarios (ordirarios) produzidos no segundo cristal. Entre-
tanto & uma diferenca temporal entre os pacotes dus produzidos no primeiro ou
no segundo cristal. Mesmo assim, um laser com comprimento demm@maior do que
a diséincia entre os dois cristais, garante a éoeia da superposiQ dos estadds$/ H) e
[VV).

Os estados de Bell produzidos com e&saica 80:

65) = (D) & V)V o) 229
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2.4 Desigualdade de CHSH para Sistemas Didmhicos

John Bell mostrou em dois artigos [2, 30] que as priecestasticas da Me&nica
Quantica, para certos sistemas de duasiquikts espacialmente separada&s smcom-
pafveis com teorias estasticas que satisfazem as coiddis de localidade. Inspirados
pelo artigo de Bell, Clauser et al [31] mostraram que aliaa de Bell podia ser exten-
dida para sistemas experimentais realegs e que as teorias locais poderiam ser testadas.
Essa aalise considerava imperfdies nos aparatos experimentais, como fontes de duas
parficulas rao ideais e efiéncia rao unifiria dos detectores. Em um artigo de 1974 [31]
Clauser caracteriza uma classe de teorias chambstagas Objetivas Locaias quais

sa0 incompadtweis com as predies da Meanica Qéntica. A incompatibilidade dessas
teorias com a Meinica Quéntica g havia sido provada por Bell mas foram colocadas
por ele de uma forma quean permitia a direta verificap experimental. O teorema
de incompatibilidade proposto por Clauser pode ser escrito da seguinte forma: pares de
parfculas icenticas emitidas por uma fontésanalisadas por dois detectores, digamos 1
e 2. Cada aparato de medida tem umapagtro ajusivel relativoa propriedade que ést
sendo medida. Sejame o’ e 5 e 7’ duas orienta@les dos pametros dos detectores 1 e

2, respectivamente. Toda teoria objetiva local deve satisfazer a seguinte desigualdade:

|S| = |E(a75) + E(a7ﬁ/) + E(O'/aﬁ) - E(O{/,ﬁ/)‘ < 27 (226)

ondeE(«, 5) & a fun@o de correlago relativaa medida da paitula 1 com pametroa

e da particula 2 com paaenetrogs:

C(CK, ﬂ) + C(al> BL> - C<04L7 ﬁ) B C(Oé, ﬂL)
Cla, B) + Clat, BH) + Clat, B) + Ca, B1)
C(a, f) & a taxa de dete@o em coinci@ncia da partula 1 com p&éimetroa e 2 com

E(a,8) = (2.27)

parametros. Esse tipo de desigualdaéevalida para obseaweis dicobmicos para os

quais uma medida na basepode resultar em apenas duas respostasi o-t.
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Sabemos que os estados de Bell em pola@iagg foram usados para testar a de-
sigualdade CHSH (eq. (2.26)). Os resultados apontaram para a congwaes; pre-
visbes da mei&nica q@ntica em desfavor das teorias de &eeiis ocultas locais. Soube-
se, enko, que doisdtons podem apresentar corréagjlantica rdo local na medida de
suas polarizages.

A correlago rao local entre obseaveis descritos por vaveis coninuas, tais como
as varaveis espaciais transversais daoh, ja foi observada anteriormante em alguns
experimentos. Entretanto os radbs e 0s crérios para as vaaveis corinuas 8o difer-
entes e inadequados para testar a cordelago local em polarizégp. Assim como as

desigualdades de Beltin se aplicam aos sistemas de &egis rao-dicobmicas.



Capitulo 3

A Transformada de Fourier Fracional

3.1 Introducao

A transformada de Fourier (TF) tem um papel essencial no estudo de sistemas lineares.
Elaé particularmente importante batica moderna pois aparece naturalmente déisen
de sistemaépticos. Tudo que estrelacionado com a matética da TFe importante para
o estudo daptica. A propagado (difrago) do campo eletromagtico na aproximegpo de
Fraunhofer pode ser descrita por uma transformada de Fourier, ou seja, a déstribwic
campo difratado tende, no infinito, para seu espectro angular. Pode-se observar o espectro
angular do campo tangéin com aulio de lentes. Em certas condigs esse sistenagtico
implementa a transformada de Fourier sobre o campo. Supondd@ que operador
gue representa a transformada de Fourier, podemos dizer em alguns casos qu&oa gerag
da imagem correspodeaplica@o de duas transformadas de Fourier, representada pelo
operadorF2. Podemos implementar qualquémnero inteiro e positivo de transformadas
de Fourier sobre um campo. A implemer&aglo operadafF™, onden =0, 1, 2, ..., pode
ser feita conm sistema®pticos com lentes que g&r explicados mais a frente.

A difracao do campo no limite de Fraunhofer@satssociada TF. No limite de Fres-

nel a propagao do campce descrita pela integral de Fresnel. Podemos calcular a
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distribuicdo de campo em qualquer plano transversal usando essa integral. De acordo
com o prinégpio de Huygens-Fresnel a trangacia de um campo por difrag pode ser
dividida em \arios ferdmenos de difrado: descreve-se a propagagntre as supéces
intermedarias aé chegam superitie receptora. A difreo do campo eletromagtico,
descrita pela integral de Fresnel,&ede acordo com esse pripio. Seria deséyel as-

sociar a transformada de Fourgetransfegncia do campo por difr@p entre supeities
arbitrarias. Isso pode ser feito atés/datransformada de Fourier fraciongdITFF).

A primeira no@o da transformada de Fourier fracional aparece em um trabalho de
Wiener em 1929 [32]. Outros trabalhos mencionaram a TFF em 1937 [33] e em 1959 [34].
Em 1980 a TFF foi usada pelo matatitco Namias como um novoé&todo para resolver
a equago de Schidinger [35]. As aplicaGes da TFF emptica comecaram a surgir com
[36], mas tornaram-se importantes com os trabalhos de Lohmann, Mendlovic e Ozactas
em 1993 [18, 19, 20]. Eles mostraram como a propagaitp campo por dispositivos
opticos pode ser descrita atégvda TFF. Em [20, 37] Lohmann fala sobre a ratada
funcao de Wigner com a TFF.

Certos textos utilizam ainda um outro tipo de montaggtica para a realizap da
TFF sobre um campo. Essa montagem consiste da pragagaccampo por uma fibra
comindice de refrago gradual (em inglsgraded index fibers or GRIN fibgrgl9, 38].

As montagens com lentes ou fibras podem ser facilmente utilizadas para impleimentac
de TFF sobre campdapticos. Entretanto a ppria propaga&o do campo eletromagtico
atraves do espaco livré@jpode ser vista como a implemeréadisica da TFF. Os trabalhos
de Pellat-Finet [21, 39] mostram que a transformada de Fourier fracional de um campo
optico pode ser observada ateawda difrago de Fresnel, da mesma maneira que a Trans-
formada de fourier ordiériaé observada atrég da difrago de Fraunhofer. Em [4@
feita uma representag da difra@o do campo em termos da TFF queetd acordo com o
principio de Huygens-Fesnel. A transformada de Fourier fracional com ordem complexa

é discutida em [41].
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3.2 Transformada de Fourier Fracional e Rota@o da Fun@o
de Wigner

Qualquer campa(z), aqui feito em apenas uma diméos pode ser descrito indireta-
mente por sua distribudp de Wignet# (z, k,.):

W (x, k) = / de'w(z 4 2’ /2)w(x — 2 /2)e k=" (3.1)

—00

ou introduzindo a transformada de Fourierde ):

o0

w(x) = / dkyv(ky)e™*, (3.2)

—0o0

temos:

W (x, ky) = / dkLv(ky + K. /2)0(ky — k. /2)e™=". (3.3)

— 00

Dado” (z, k,.), podemos obter o édulo quadrado da distribiig de campo (ou do

espectro angular) da seguinte maneira:

o

(@) = / Ak W (2, k) (3.9)
[v(k,)|? = /dazww, k). (3.5)

—0o0

Vejamos agora as consdcias de algumas transforndas realizadas no campo
w(x). Propaga@o paraxial do campe(z), de uma disinciaz em espaco livre, implica

em um deslocamento da fuag de Wigner na vaavel x:

W (a,ky) — W (x + ’%k k). (3.6)
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A passagem por uma lente fina de @8istia focalf desloca? (z, k,.) ha varavelk,:

W (x, ky) — W (x, ky — %x) (3.7)

A transformada de Fourier implementada por uma lente dardigt focalf implica
em uma rota@o de 90 graus da distrib@g# (x, k. ):
f K|

As trés opera@ies realizadas no campo se manifestam na distébude Wigner ape-
nas como translégs ou rotago das coordenadas. Podemos représkastmatricialmente
como nabptica de raios. A transformada de Fourier fracional de ordé&mwefinida como
a transformago realizada no campo, relativa a uma ratada distribuigo de Wigner de
um angulo¢. Aplicando a TFF no campo podemos rodar sua distrémue Wigner de
qualquerangulo, sendo que rotdes der/2 e 7 representam a transformada de Fourier
ordinaria e imagem invertida do campo, respectivamente.

Nesse texto vamos nos restringir a umalee geordtrica da transformada de Fourier
fracional. A arlise geordtrica, embora simple€ suficiente para o entendimento do

experimento que fizemos.

3.3 Analise Geonetrica da Transformada de Fourier Fra-

cional

Consideremos um raio paraxialdire@o z, descrito pela coordenada transversa
angulof com a dire@o = (ver figura 3.1):

Vamos representar o ratgpor uma matriz coluna:

r= : (3.9
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ol

V4

Figura 3.1: Representag de um raio paraxiap € a distancia transversal ao eixe ) 0

angulo paraxial entre o raio e 0 eixo de coordenadas

A matriz de porpagd@p na dirego paraxiak & dada por:

1 =z
P, = : (3.10)
01
Vejamos a atuap deP, emr:
1 z + 20
P,r— P1= T (3.11)
0 1 0 0

A propagaéo translada o raiode 26, mas preserva o séungulo.

A acdo de uma lente fina [42, 43] de distia focalf pode ser representada pela

matrizL;:
10
L = (3.12)
1
f
O efeito da lente no raioé uma rotago de unangulo igual a—p/ f.
10
L= Pl 7 R (3.13)
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Vamos calcular agora a matriz correspondente ao prédutb,:

10 1 =
PZI—fPZ == 1 ;
0 1 -7 1 0 1
1—2 22-2
le—fPZ == ch f . (314)
-7 173

A matriz acima relaciona o raio no plano de entrada com o raio no planddte ga

acordo com a figura 3.2.

plano de entrada plano de saida

T —

Figura 3.2: O campo no plano déda esh relacionado com o campo no plano de entrada
atra\es de uma propagag de dishnciaz, refra@@o em uma lente de déstcia focalf e

novamente propagao de dishnciaz.

Pode-se calcular agora a matriz correspondente ao a@ptifo que implementa a
transformada de Fourier. Basta que facames f em (3.14). Chamaremos essa matriz

deFz por rades que veremos mais a frente.

(3.15)

o
S H

tp = Fzr = , (3.16)
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substituindo as matrizes obtemos:

(), (3.17)

0 —%p

(@]
o
o)

A observa@o da intensidade do campo (f@acde correlago de segunda ordem) no
plano de dete@p corresponda observago da componente de podado raior. Enfo,
a observago da intensidade do raio de Fourigr nos ca informa@o da componente
angulard do raior. Vejamos a geometria da transformada de Fourier mostrada na figura
3.3. Temos dois raios e r, sendo emitidos pela fon2. Ambos os raios@ emitidos
da mesma posipy (consideramos aqubsuma dimendo transversal), sendo quetem

componente angular iguaba = 0 er, tem componente angular igu&l = 6:

rn = , My = . (318)
0 0
D Z,
oo N d
A ( T
\\K M
/ ~ / Var

Figura 3.3: Geometria da transformada de Fourier implementada por uma lente.

O plano de observap do raio de Fourier serchamado de€~ ou plano de Fourier.
Trabalhando na aproximag paraxial temos qug< f. Ou em termos do vetor de onda
temos que a componente transvefsad muito menor que a componente longitudihal

(k, < k). De acordo com a figura 3.3 podemos escrever que:
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0 ~ sin(f) ~ (3.19)

|

O raio 1 tem componente angular nula, ou seja, viaja paralelo ad®ptie do sis-
tema. Portanto sardetectado no ponto focal da lente, pasigr = 0. O raio 2 sea
detectado na posaQy,. Todos 0s raios que saem de um mesmo ponto do plano focal de
uma lente viajam paralelos ap serem refratados pela lente. Temogemnjueyy, = d ,

consequentemente:

yr, = f0. (3.20)

A componente transversa), do vetor de onda do raio X%, pode ser escrita, em

termos dangulo#, como:

key, =~ |kal0), (3.21)

onde usou-se a aproxinég paraxial. Substituindo (3.20) em (3.21):

f
Yp, = Ekij (322)

Isso mostra que as coordenadas do plano de Fourger egacionadas com as frémncias
espaciais transversais do campo®2m
Vejamos agora a matriz associalforma@o de imagem. Consideraremos aqui dois
sistemas de imagem. O primeiro sistetnaomposto por apenas uma lente. Devemos
satisfazer a condép de formag@o de imagem imposta pela lei das lentes:
1 1 1

S 4= 3.23
o ta (3.23)

onded, & a dis&ncia do plano objeta lente el; &€ a dishncia do plano imagera lente.
Usaremos a condi@ de magnificggo uniiriaM = —1, onde o sinal negativo significa a

inversao da imagem. Nessa configudagemos que:
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d, = d; = 2f, (3.24)
e magnificago:
d:
M=-—"=—1. 2
. (3.25)

Esse sistema de imagesrequivalente ao representado na figura 3.4. Para calcular a

matriz correspondente devemos fazet 2 f na matriz (3.14), obtendo:

—1 0
PorLiPor = ) . (3.26)
Lo

Vemos que esse sistema de imagem gira a coordenada angularjo ie equivale

a uma fase quadtica adquirida pelo campo. Aplicando essa matriz aorrsémos:

- . (3.27)

s 2f — 2f

Figura 3.4: Representag do sistemaptico de gera@o de imagem com uma lente e

magnifica@o uniéria. O plano de observag da imageng chamado d&;.



3.3 Analise Georatrica da Transformada de Fourier Fracional 23

O segundo sistema de imagem consideradaointroduz essa fase quatica no campo.
Ele consiste de dois sistemas de Fourier (ver figura 3.5), ambos com mesinaidifb-

cal f, descritos pela matriEg. Chamaremos essa matriz e

Fr = FyFy. (3.28)
0 0 -1 0
Fr= . / ) d = . (3.29)
-3 0 —4 0 0 —1
A matriz F,. gera aimagem invertida do raio
Far=—r=n=[ "] (3.30)
—0
Zs z,
D ey ey
y : il
\_) _/} -y
< A >< A >i€ ! >< S >

Figura 3.5: Sistemaptico para geraip de imagem composto por dois sistemas de
Fourier.

E facil ver que aigualdade, = FxzF= sO se aplica para dois sistemas de Fourier com
mesmas diétncias focais. Matematicamente a comp@sida transformada de Fourier
sempre @lida. Poem a aditividade na implemenggobptica requer que uma condig
seja satisfeita. A condép de aditividade eatligada ao fato de que as coordenadas
transversais do plano de Fouri@osescaladas pela dasicia focal da lente usada. Suponha

gue facamos a transformada de Fourier do rastom uma lente de didhcia focalf; e
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depois facamos a transformada de Fourier dofagmm uma lente de didncia focalf,.

No plano de entrada, ou plano da fofgteremos o raie:

: (3.31)

de forma que no plano de Fourig€= da primeira lente teremos a coordenada escalada
pr = f10:

0
e [ ) ) (3.32)

Op —%P

e no plano de Fourie’- da segunda lente teremos a coordenada escalagaf.0:

/ 0 _
o — Pr _ J20F _ 7P . (3.33)
O _f_12pF —%9

No caso em qu¢; = f, o plano de Fourie£’ da segunda lente iguala-se ao plano
imagemZ; do raior. E 9 assim podemos escrever a r@a@ditiva (3.28). Observe
que o operadaof! esh relacionado com a matrkz: e F? est relacionado com a matriz
F.. Oangulor/2 est associado com a transformada de Fourier pelo fato de a TF rodar
a fun@o de Wigner do campo desse mesamgulo. De agora em diante adotaremos 0
indice angular para a represerétagio operador da TF, seja na represeéitanatricial ou

na representap integral. Temos eab:

F'wFs e FP o F (3.34)

Introduziremos agora a matriz de rcdad-,:

[ et i) ) (3.35)

—% sin(¢) cos(¢)
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A matrizF, & definida como o operador matricial da transformada de Fourier fracional
(TFF) nadptica de raios. Com ela podemos girar o nagee umangulo arbitario ¢. Ob-
serve qué = eF, sao casos especiais Bgparag = 7/2 e ¢ = 7, respectivamente. Mais
adiante nessa s&g definiremos a expre&s integral para o operador da transformada de
Fourier fracional.

Vejamos a ago deF, no raior:

F cos(¢) f'sin(¢) p
of = )

—gsin(¢)  cos(¢) 0

fo [ e @t e ) .36

— 7 sin(¢)p + cos(¢)0
Podemos reescrever a eqaa@cima em termos dee rg:

For = ry, = cos(¢)r + sin(o)rp, (3.37)
ou seja, a aplicap do operadof, em um raior gera uma combin&p linear do pdprio
raio com seu raio de Fourier. Chamaremos esse raig&eeu vetor de coordenadassser

dado por:

w=1 " . (3.38)

O

O operadofF, tamlem pode ser constido com o produto dasés matrize®,L¢P,.
Devemos usar uma déstcia de propagap que chamaremos = z,. Controlando as
distancias de propagag e a disincia focal da lente podemos variar continuamente a

ordem da TFF. A reléip entrez,, f e ¢ &€ dada por:

zg = 2f sin®(¢/2). (3.39)
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O plano de observap do raior, seid chamado d& . A figura 4.6 ilustra o sistema

optico da TFF.

. T

B Z, ¢

Figura 3.6: Sistemaptico para implementag da transformada de Fourier fracional. A

distribuicdo de campo no plang, é dada pela FFT de graudo campo no plan®.

Substiuindor = z, emP,L(P,, temos:

)
pLp, = [ SO fsim(o) ) (3.40)

L cos(9)

Devemos fazelf’ = fsin(¢) para que a matriz acima represente a transformada de
Fourier fracional de graw. Note que a ordens e a diséncia focalf esto envolvidas no
sistemadptico representado na figura 3.6. Contudo deve-se usar a coordenada escalada

ps NO planoZ,, dada por:

py = cos(¢)p + f'sin(e)0, (3.41)

ondef’ = fsin(¢) & chamado ddistancia focal fracional
A TFF & uma transformap aditiva em sua defirip materatica [44]. Dados dois

angulosyp, e ¢, podemos escrever :

F¢>1f¢2 = -7:¢>1+¢27 (3-42)
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porem, como no caso da transformada de Fourier ardina aditividade @ioé sempre
valida na implementdp fisica da TFF. Isso se deve ao fato de que devemos descrever
0 campo em termos de uma coordenada escalada no glagnpara que ele possa ser
descrito em termos da TFF do campo de entrada. Esse fator de escataduzido
pela propagado e pela refréo na lente. Vejamos & a condigo imposta sobre as
distancias focais fracionais para que dois sistegascos de TFF sejam aditivos. Ou
seja, dados dois operadores matricibig,e F,,, queremos saber quais as codeis para
que arelagoF,, F,, = Fy, 14, Seja alida.

TemoskF,, Fy,:

— cos(¢1) fisin(¢y) cos(¢a)  fysin(ez) (3.43)
e _fi{Sin(ﬁbl) cos(¢1) _fiésin(%) cos(¢) , |

ondef] = fisin(¢1) € f; = fosin(ez).

Fazendo a multiplicap matricial:

cos(¢1) cos(¢2) — %Sm(fbl) sin(g2)  f] sin(é1) cos(¢2) + f3 cos(¢1) sin(¢2) (3.44)
—F sin(g1) cos(@) — F; cos(@1)sin(gz)  cos(@1) cos(¢z) — 4 sin(61) sin(¢z)

Paraf, = f; = f’ vemos claramente que a matFiz & aditiva. Substituindg; e f

por f/ na matriz acima temos:

F¢>1 F¢>2 = F¢1+¢>2 = COS(gbl - ¢2) f/ Sin(gbl " ¢2) . (345)

_% sin(¢y + ¢2)  cos(dr + ¢P2)

Considere agora qug — f;, = Af’. Substituindof] na matriz (3.44) e rearranjando

0s termos podemos ver que:

Fd’l F¢2 = F¢1+¢2 + FE7 (346)
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onde

Forio — cos(¢1 + ¢2)  fysin(or + ¢2) ’ (3.47)

— g sin(gr +¢2)  cos(ér + ¢n)

sin($2)
—=  cos(¢2)
Fp = Af'si /2
E / Sln(¢1) cos(d2) sin(¢2)
fo(f3+Af") fo+Af

(3.48)

ParaAf" = 0 temos:Fr = 0 e Fy Fy, = Fy4,14,. A condigo de aditividade de
dois sistemas$pticos de TFFe a igualdade de suas digtias focais fracionais. Observe
que parap = w/2, temosf’ = f, e a condido de aditividade se torng = f,, como
haviamos visto anteriormente.

Observe que, independente dee f;, o determinante da matriz (3.44)igual a
1. Podemos ver isso facilmente lembrando que o determinante de um produto de ma-
trizesé igual ao produto dos determinantes de cada matriz individualmente. Uma vez que
det[Fy,| = det[F,,| = 1, temos quelet[Fy, 14,] = 1.

Vejamos agora o erro introduzido no rajoquando usamos dois sistemas de TFF com

difrentes dishncias focais fracionais:

F¢1 F¢2r = (F¢1+¢2 + FE)r =Ty + Fer. (349)

O raioFgr representa o erro introduzido na transformada de Fourier fracional, quando

usamos dois sistemasgticos com diferentes dastcias focais fracionais.

sin(¢2)
—3m02)  cos(¢py) p
— ! Qi f
Fpr = Af Sln(¢1) cos(¢22) sin(¢2) 7

fa(fa+Af)  f+Af

) 4 cos(62)0

cos(¢2) sin(¢2)
T anP T mrar?

FEF = Af/ sin(qbl) (350)
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Nesse caso, a obser@;da intensidade do campo no plafig, deve ser feita em

termos da coordenada escalagalada por:

ps = cos(pr + da)p + fysin(dr + ¢2)0), (3.51)

e o0 erro introduzido na coordenagaé dado por:
sin(¢s)
/3

Observe que a matrig,, ,,, foi escrita em termos da déstcia focal fracionalf;.

pE = Af'sin(¢y) |—

p+ cos(p2)0| . (3.52)

Tamkem podemos escreve-la em termosfide Nesse caso reescreve-se a matriz erro

trocandogp, por ¢,, e f; por (f; — Af').

3.4 Definicao Integral da TFF

Em duas dimer@es, a transformada de Fourier fracional de ordede uma fungo f €
definida por [44]:

fa[f] <p/> — 7’6;672'#;)’2 cot / efiﬂ'p2 cot ae(Qiﬂp-p'/sin a)f(p)dp, (353)
R2

sin o
ondea & um rumero complexo @ e p’ sdo coordenadas bidimensionais e F,[f],

respectivamente. Para= /2 a TFF se redua transformada de Fourier ordira:
Filile) = [ 7 f(pip. (354)
R
Listaremos aqui algumas propriedades da TFF:

(1) Atransformada inversa dg, & F_,;

(2) O operadotF, € o operador identidade;
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(3) Para today e todo tem-se Fo Ty = Fus s
(4) Fo — Fp quandox — f3;

(5) Paratodm € Z temosF, onr = Fa;

(6) Farf1(P') = Falf1(=);

(7) Falf1(P) = [Fal 1]

Na propriedad€7) o asterisco representa a conju@acomplexa.

3.5 Auto-fungdes da TFF

As fungdes de Hermite-Gauss (H®G), sao definidas por:

gpn(l) = Hn(\/%l’) eXp(—ﬂ'(L‘Q), (355)
ondeH, (z) representa o polimio de Hermite de ordem:

dn

Hy(2) = (—1)" exp(a?) 7 exp(—a2), (3.56)

en & um rumero inteiro positivo.

Sabe-se que as fudes de Hermite-Gausas auto-fundes da transformada de Fourier
ordinaria com auto-valoreskp(inm/2) [44]. SeF representa a transformada de Fourier
temos que:

.nm

Flipn] = exp [@7} Pn.- (3.57)

A transformada de Fourier fracional pode ser definida como a transformada da qual
as fun@esy,, sao auto-fundes, com auto-valores intermédos aos da transformada de

Fourier ordiraria. Escreve-se;
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Folpn] = exp [ina] ¢, (3.58)

Essa definigoé equivalenté defini@o integral e pode ser dela deduzida.

Uma vez que as fuidgs de Hermite-Gauss formam uma base completa para o espaco
de Hilbert L, (R), podemos expandir qualquer fiie;f de Lo(R) em termos dep,,. E
enfio a TFF pode ser facilmente calculada usando-se a eaépans fundes HG e apli-

cando a TFF a cada termo da ex@ms

F@) =" fanl), (3.59)
FalF@)] =D faFalen(@)] =Y fae™pn(x). (3.60)

Usou-se aqui a propriedade de linearidade da TFF:

Foltm@m + anpn] = amFu[om] + anFalen], (3.61)

ondea,, €a, SA0 numeros complexos.



Capitulo 4

O Experimento

4.1 Introducao

Nesse capulo vamos analisar o experimento de vidagda desigualdade de Bell re-
alizado no labdatorio deOptica Quéntica do Instituto de iBica da UFRJ no primeiro
semestre de 2006 [22].

Os experimentos de violag de desigualdade de Beflsrealizados com sistemas bi-
partidos compostos por patilas que exibem alguma propriedade que permita a reatizac
de medidas dicdimicas. Alguns exemplos dessas propriedades spin 1/2 do étron,
polariza@o do bton, modos espaciais longitudinais ditdn e momento angular or-
bital do foton. Nesse experimento realizamos medidas sobre as propriedades espaci-
ais transversais dodfon. As varaveis espaciais transversa@osgraus de liberdade
coninuos. As duas dimefss transversiagie representadas pelo vetor p@sigransver-
salp = zx + yy. Embora o espaco de po8&s transversais se extenda atinfinito
podemos nos restringé regio paraxial, e as medidas didoticas &o feitas dividindo-
se essa regb em duas partes.

O sistema utilizado para produzir as “padias” emaranhaddsa converdo parargtrica

descedente. As propriedades espaciais transversais do estado ddahsisderado em
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média no centro do cristalae mapeadas atras de lentes no plano dos detectores. Dois
casos especiais dessas medi@das posifes transversais e momentos transversais. Com
o auxlio de lentes podemos mapear as posge 0s momentos transversais duisris
gerados pelo cristalao-linear. Basta que usemos 0s arranjos descritos ntulapnte-
rior: um sistema de Fourier para mapeamento de momentos transversais e dois sistemas
de Fourier para mapeamento das posg;transversais. Nas sitd@&gs onde o0 mapeamento
das propriedades espaciaifeito com um sistemaptico fracional (TFF com ordem dife-
rente der/2 ou ) dizemos que estamos medindorosmentos transversais fracionais
ou momentos transversais generalizadios Htons. As correla@es de quarta ordends
obtidas fazendo-se medidas em coi@cicia dos tons que atingem cada uma das duas
regidoes dos planos de detéa; Veremos na sag 3 que as correlaes transversais de
momentos e posies dosdtons da CPDE guardam uma analogia forte com as codesac
em polarizago de um estado de Bell.

A transformada de Fourier fracional tem um papel importante nesse experimento pois
é atraes dela que podemos medir as propriedades espaciais transversais generalizadas do
campo. Os sistemas de TFF nesse experim@u@silogos aos analizadores usados nos
experimentos com polarizag. Pode-se dizer que as propriedades espaciais transversais
do estado de doi®fons gerado pela CPDBA analizadas pelos sistentgaticos de TFF,

e enfo os btons §0 detectados.

4.2 Subespaco Bidimensional VET e Analisadores TFF

Como foi descrito no cafulo 2, o estado de doi®fons da CPD apresenta corréac
guantica ou emaranhamento entre asaagis espaciais transversais dos doisiiis. Esse
emaranhamento pode ser observado tanto no canginp quanto no campo distante,
porem de formas diferentes. A fuag de correla@o de quarta ordem avaliada no campo
proximo nos @& informa@o sobre a posip transversal relativa dos do@dns enquanto

que, avaliada no campo distante, n@sidforma@o sobre 0 momento transversal dos
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dois fotons. As correlaies nas postes transversais doétbns €ém a forma funcional
GY? (p,—p.). B as correlaiies em momento transversant a forma'” (p, +p.). Os
idicesp e d referem-se a fiximo e distante, respectivamente, drudices s, ¢ referem-se
aos feixes sinal e complementar, respectivamente.

A existencia de emaranhamento nas &e€is espaciais transversais, simultaneamente
nos campos [@ximo e distante, assegura um &@r quéntico aos femenos de ima-
gens de quarta ordem [45]. No experimento feito por Howell et al [14], as larguras das
distribug@es condicionais de contagens em coiénitla para 0 campo @imo e distante
dos Ptons da CPD foram usadas para mostrar Ghe,|.,)?(Apsl,,)* < h*/4, onde
Axsl,, significa a incerteza em, condicionadaa medida der;, e Ap,|,, significa a
incerteza enp, condicionadaa medida dep;. Mostrou-se, dessa forma, que esse es-
tado viola o criério de inseparabilidade de vaveis corinuas proposto por Mancini
[16]. De acordo com o trabalho de Mancini et al. [16], a vidlaga desigualdade
(Au)*(Av)* > h?/4 € criterio suficiente para a inseparabilidade de dois operadores de
variaveis connuasu = ¢, — ¢z €v = p; + po .

Em um outro experimento feito por Almeida et al [27] observou-se o comporta-
mento condicional das distrib@ies de coinciéincias nos campos @tmo e distante.

As correlafes encontradas para os momentos (campo distante) e aégso&ampo
proximo) dos doisdtons §io semelhantess correlages do estado EPR, @@n com uma
distribuicdo mais larga. Tan@m foi mostrada a aéscia de correl&p entre posiges
transversais de undfon e momentos transversais do outro. O estado EPR ideal pode ser

escrito como:

\EPR>E/]$,x>da::/|p, —p)dp. (4.1)

No estado EPR temos uma corréagerfeita entre as posigs e 0s momentos das

duas paitulas:
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Iy = T2 €P1 = —P2. (4-2)

Essa correldo perfeita, no entanto@né conseguida na gtica. Vimos que na CPD
conseguimos um estado de dodns que apresenta a mesma forma condicional para
as correlages entre as pogies e momentos dos doigtdns, poem com uma incerteza
diferente de zero. Podemos escrever o estado da CPD em termos dos momentos transver-

sais dosdtons como se segue:

[e.e]

Pz = / A(p1,p2)|py, Pa)dprdps. .3)

—00

As incertezas nas corref@gs entrer; e x5 e entrep; e p, dependem da largura da

funcdo pesad(p1, p,) € podem ser escritas como:

1 = Xy £ Axs|y, € p1 = —pa £ Apap,. (4.4)

Dizemos quer; e x, esfio correlacionadosg e p, esto anti-correlacionados. Ron
nao encontramos correldes nem anti-correl@es entrer; e p, € nem entre:, e p; [27].
Dizemos eriio que a pos#p transversal de undton esh descorrelacionada com o mo-
mento transversal do outrétbn. Podemos descrever essa desco@elagtrer e p da
seguinte forma: dado que a pdsictransversal dodton 1 foi medida e o valor encon-
trado foiz; > 0, a probabilidade de medix > 0 € a mesma de medir < 0. O mesmo
acontece para; < 0. Temos erfio que a probabilidade de encontrar um dusris do
par com posigo “positiva” e o0 outro com momento “positivé iguala probabilidade de
encontrar um dosbtons com posio “positiva” e o outro com momento “negativo”.

As correlaes e anti-correld@gs encontradas nas medidas das pesi@ momentos
transversais dofons gmeos da CPD podem ser comparadas com as cdreslagn
polariza@o de um estado de Bell do tip¢~) ou /7). Para que essa analogia seja feita

devemos dividir o espaco de vaveis espaciais transversais @toh em dois, e eab
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comparar com o espaco bidimensional de pola@raga luz. Definiremos a seguir o

subespaco bidimensional de \&reis Espaciais Transversais (Subespaco VET).

4.2.1 Subespaco Bidimensional de Vaeis Espaciais Transversais

Suponha uma fonte détbns simplesD. Essa fonte gaussiana, de largusg, e esh
centrada na origem do plang (planoz = 0). Fotons &o emitidos pofD, com vetor
de ondak na aproximago paraxial € no sentidopositivo. Cada&ton gerado por essa
fonte nasce em um pon@e D, ondep = (z,y). O espago de posies transversaisy
do foton é contnuo e cada ponto da fonte pode ser representad@ipgr0). Suponha
agora que inserimos uma lente em uma psic > 0 tal que a imagem da fonte seja
produzida em um plano que chamareniys O plano imagem e&ta uma diginciaz;
da fonte e pode ser definido por= z;. Cada pontdz,y,0) deD est associado ao seu
ponto imagem(—zx, —y, z;) em Zz (ver figura 4.1). Designaremos ppy = (x,y;) as
coordenadas transversais do plano imagem talgue —x e y; = —y. Sendo assim
vemos que a dete@ag de um dton no plano imagenZ; nos d informa@o da posigo
transversal desséton na fonte. Nessa configugagobserva-se a distrib@ig de campo

proximo.

y / /\f
\\Y) )

- 2f — 2f

Figura 4.1: Sistemaptico usado para gerar a imagem do pldh@om magnificago

unitaria (figura 3.4 do cdtulo 3).

A observa@o da distribuigo de campo distante pode ser feita com o sistema de
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Fourier descrito no cafulo anterior. Nessa configur@ag usa-se uma lente de distia
focal f situada a uma diahcia igual af do plano da fonte e tangm igual af do plano
de observago. O plano de observag do campo distante chamado de&  ou plano de
Fourier. Dizemos qu® e Zr sao planos conjugados [43].
A distribuicao transversal do campo distante tem a forma do espectro angular do
campo poximo. O espectro angular correspondente a um ponto daéoctestante, ou
seja, corresponde a uma onda plana no espaco de vetores de onda. Dessa forma qualquer
ponto(x,y,0) emD esh associado a todos os pontas, yr, zr) no plano de Fourier
Zr (ver figura 4.2). Se localizamos a en@esdo Bton em uminico ponto deD, nao
temos nenhuma informag sobre seu momento transversal, uma vez que os pontos do

plano de Fourier edb associados aos momentos transversaiétdo f

D

~ -y

f f

y

Figura 4.2: Sistem@ptico usado para implementar a transformada de Fourier de um
campo de luz. A lente tem dastcia focalf e os plano® e Z» coincidem com os planos

focais da lente.

Sejaw(z,y) = W(z,y,z = 0) a distribui@o transversal do campo emitido gbr

Em termos do espectro anguldk,, k,, z) podemos escrever o campo como [46]:

/ dk,dk, v(ky, ky, z)ei(kzz"‘kyy)’ (4.5)

—0o0

1
(27)?

Wi(z,y,z) =

onde
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V(ky, ky,2) = /da:dyW(x,y,z)e_i(k”””kyy), (4.6)

e ocampoem =0 é:
o

1 A
w(z,y) =W(z,y,z=0) = )2 / dkydk, v(ky, k,, 0)e' ket Thot) 4.7)

—00

A propaga&o do espectro angulardescrita por uma fase na diéec: [46]:

v(ky, ky, 2) = v(ky, ky, 2 = 0)e'*=*, (4.8)

ou, usando o vetor de onda transversat (k,, k,):

v(g,2) = v(q, 0)e™*. (4.9)
Podemos reescrever (p, z) da seguinte forma:

[e.e]

1 .
@y / d*qu(q, 0)e==eiP, (4.10)

No plano de Fourier teremos a transformada de Fourier do camf em

W(p,z) =

W(pp,zr) = FzW(p,2 =0) = Fz F_zv(q,0). (4.11)

Vejamos a distribuigo transversal de intensidade, ou a fimgde auto-correl@p de

segunda order@"Y), observada no plano de Fourier:

k kl |?
U(qu‘F, uyF)

f f

O fator de magnific@n'—ljf' aparece devido ao sisteroptico usado para implementar

ikzz|2 —

G (zp, yp) o [v(q, 2 = 0)e (4.12)

a transformada de Fourier do camp06§ a distancia focal da lente usada). O sistema

optico que implementa a transformada de Fourier do campo, de acordo com a figura 5.2,
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consiste de duas propa@es atrags de uma diéinciaz = f, uma antes e uma depois
da refra@o na lente. A expre@s matematica que representa a transfoéoagie esse

sistema realiza no cam@

/ dx / dy eI @ratury), (4.13)

Vemos que a dete&o no plano de Fourier nosadnforma@o sobre as fre@ncias
espaciais transversais e k, do campow(z,y), ou seja, a deté&p de um dton no
ponto (zr,yr) do plano de Fourier significa que es$toh pertencia a um modo com

frequéncias espaciais transversais dadas por:

k, = %l’p; (4.14)
k, = %yp. (4.15)

Essa relago entre as coordenadas do plano de Fourier e asénes espaciais
transversais do campo foram demonstradas geometricamente na apéaxipaagxial
no captulo 3 (eq. 3.22).

\Voltemos agora ao caso da formdacde imagem. Usando o sistema de imagem
composto por dois sistemaspticos de Fourier, ao i®s de umainica lente, 0 campo no

plano imagenZ; se@& dado por:

Wi(py,z1) = FW(p,z=0)=W(-p,z=0) =w(z; = —2,yr = —y).  (4.16)

E a fun@o de auto-correl@p de segunda ordem &atada por:

G(Ll)(xlayl) X |w(xy = —x,y; = —y)|2. (4.17)

Vamos analisar agora o caso em que a distrémuicansversal de campo da fonte seja

descrita por uma gaussiana centrada@mn= (z,,y,) € de larguras,. Nesse caso a
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distribuicdo de campo distante $edada por uma gaussiana centrada na origem do plano
de Fourier, e com largura iguabg = 1/0,,. A medida em que a largurg, da distribui¢o
na fonte aumenta, vemos que a largayala distribui@o do campo distante diminui. Ou
seja, se odton esh bem localizado no campo distante ele éstspalhado no campo
proximo. No limite em quer, vai a infinito, vemos que a distribi@g do campo avaliada
no plano de Fourier tende para uma distribowigpontual. Esse limité equivalente a
uma fonte monocroatica emitindo um campo com distribéig constante (uma onda
plana com comprimento de ondae vetor de ond&). No plano de Fourier vemos a
transformada de Fourier dessa onda plana que equivale a uma digwib@tta de Dirac
centrada na coodenada do plano de Fourier, relativa ao seu vetor de onda transversal
Pr = |_E|f

Vejamos eriito como ficam as fuigs de correld@p GV no caso da distribuép

gaussiana. No planb temos:

(1,1) 2 1 (et i
Gy (p) ox [w(p)? = | e ¥ (4.18)
p
No planoZ s temos:
k w ()|
I S S A IR CED
e no planazz:
GS (pr) o< | Frw(p)? = lw(p)? 1 et (4.20)
2(pr) o< |[Frw(p)|” = |w(p;)|” = e , :
’ V27o,

onde usou-se que; = 1/0,,.
A expresfio (4.18) representa a densidade de probabilidade de quétamdeja
emitido da posigo p no planoD. As epres8es (4.19) e (4.20) representam as densidades

de probabilidade de detdigs nas pos@esp; € pr NOS planosZ; e Zx, respectivamente.
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Com o intuito de usar os graus de liberdade espaciais transversais para violar uma de-
sigualdade de Bell devemos discretizar (dicotomizar) esse espaco a@eigadoninuas.
Faremos isso dividindo a fonte deténs simples em duas metades. Podemos escolher
alguma dire@o qualquer e tracar uma reta diametral. Digamos que nossa retaridivis
seja o eixo de coordenadas horizontalEssa reta divide a fonte em duas partes: parte
y positiva e parte) negativa.A metade correspondenteygositivo daremos o nome de

“+”e a metade correspondentg aegativo daremos o nome de*. Os planos imagem

Z7 e de FourierZ tamkem seao divididos em duas parteg; positivo e negativo e

yr POSitivo e negativo, respectivamente. Dessa foramestamos interessados em qual
posi@o do espaco coimuo o HBton foi detectado. Queremos simplesmente discriminar
nossas medidas em duas fegg ortogonais e complementares. As medidaariaia feitas

no plano imagem recebem os nomeg;tiee y~ e as medidas barias feitas no plano de
Fourier recebem os nomes &g e k. Das equages (4.14) e (4.15) vemos que as co-
ordenadas transversais e iy do plano de Fourier e&b relacionadas com os vetores de
onda transversais do campo emitido pre por isso os només' ek, foram usados.

O espaco de vaveis espaciais transversais foi subdividido em um espaco bidimen-
sional. A esse subespaco daremos o nomsutespaco VETA medida biraria no
subespaco VET pode ser realizada com um detectadtdad totalmente aberto que dis-
crimine a detego do campo apenas entre as duafesyde cada pland; ou Zr. Esse
detector pode ser uma@mmera CCD. Ou ainda, podemos medir separadamente cada uma
das regbes, blogueando o feixe em uma @ye medindo a outra. Devemos nos certificar
de que o detetor cobre todaaeea por onde o campo passa nesses planos. Por isso tra-
balhamos na aproximag paraxial, em que os vetores de onda étsrfs fazenangulos
pequenos com a diraQ paraxialz. Embora a distribuigo do campo transversal nos
planosD, Zr e Z; seja gaussiana e portanto se extenéaoahfinito, assumiremos que
ao realizar medidas sobre régs finitas suficientemente grandes, estaremos desprezando

uma parcela irri@ria do feixe de luz.
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Em prindpio, enfilo, somos capazes de realizar medidas din@as nas vaaveis es-
paciais transversais de um campo emitido por uma fonte etissiiciente para aplicar
as desigualdades de Bell a esse grau de liberdade. Contudo para obter un@oviolag
devemos ser capazes de realizar priogscsobre quaisquer eixos neste subespaco bidi-
mensional. As desigualdades de Bell [2] e de CHSH [&d]definidas para sistemas nos
quais seja po%eel realizar medidas barias ou dicdmicas. O espaco de spin 1/2 e o
espaco de polarizag da luz 8o espacos naturalmente bidimensionais. Para as medidas
de polarizago do Bton usam-se polarizadores ou divisores de feixes polarizados capazes
de discriminar entre duas polarifess ortogonais entre si, mas que podem ser dispostas
ao longo de qualquer dirég no espaco de polarég. Nas medidas de panilas com
spin 1/2 usa-se um sistema do tipo Stern-Gerlach.

Embora esse tipo de medida no subespaco \EEMos permita aplicar as desigual-
dades de Bell a esse grau de liberdade espacial, seridadelsgjie pudessemos aplicar
toda a algebra de sistemas bidimensionais ao subespaco VET. Isso nos permitiria usar
os graus de liberdade espaciais transversais para todas as@gsicas quaié usada a
polariza@o da luz, tais como comunicag e computao quantica [47] e teletransporte
[48]. Na se@o 6 desse cafulo faremos uma proposta de formaliaaglo subespaco VET
para que possamos construir um Bit&Rtico usando graus de liberdade ¢ounbs.

Vimos que podemos realizar medidas disoicas no plano transversaldire@o de
propagago paraxial de umdton. Essas medidas recebem nomes diferentes para cada
plano: (1) Medidas feitas no plano imagem recebem o nomg"dey—; (2) Medidas
feitas no plano de Fourier recebem o nomekgee k. Ambas as basegy™,y"} e
{k,f, k, } sdo completas e dicomicas. As bases de medida dos plaggse Z; esto
relacionadas atr&s de uma transformada de Fourier. Ou seja, as base8@@gic v~ }

e momentg(k;, k, } do subespaco VET &gt relacionados atrag da aplicago do oper-
adorF= sobre o campo. Os sistemagticos de Fourier e de imagem (composto por dois

sistemas de Fourierie os analisadores para as medidas de doggnomento transver-
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sal no subespaco VET. Veremos a seguir como realizar medidésgasas projedes

sobre polariza@es ao longo de dirées arbitarias.
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Representago Grafica da Periodicidade da Transformada de Fourier:
Aplicacdo a Distribuicdo Transversal de Campo e Espectro Angular

Para uma furéo qualquetv(z, y) em duas dimerigs, para a qual a transformada de

Fourier esh definida, temos a seguinte r&a¢

Frw(z,y) = v(ks, ky); (4.21)

Frv(ka, ky) = w(—z, —y) = Frw(z,y); (4.22)
Frw(—z,—y) = v(—ks, —ky) = Fazw(z,y); (4.23)
Fro(—ka, —ky) = w(z,y) = Forw(z,y), (4.24)

ondez ey sao coordenadas espaciais,ee k, sao as coordenadas no espago conjugado
a(x,y), ou seja, as freqncias espaciais relativas coordenadase y. Usamos aqui a

propriedade de aditividaddimero (3) da s&ip 3.4.

v(k,k,)

Ww(-x,-y) w(x,y)
v(-k,-k,) ’

Figura 4.3: Representag da periodicidade da transformada de Fourier. A agdicac
do operadotFx € equivalente a uma rotag der/2 no sentido anti-h@rio no espago
definido pela fungow e sua transformada de Fourier= 7z w. As fung@esw ev podem

representar a distriblag transversal de campo e o espectro angular, respectivamente.
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4.2.2 Medidas em Bases Intermedrias - Analisadores TFF

As medidas biarias nos planogr e Z7 sA0 0 primeiro passo para testar as corrbasc
espaciais transversais désdns gmeos com desigualdades de Bell. Contudo a obs&wvac
do comportamento @untico, ou seja, das correfzes rdo locias, s@ possvel fazendo-se
medidas em bases intermadasas definidas &tagora. Isso seria equivalente a progs;
sobre polariza@es ao longo de dirées diferentes d& ou V. Rota®es intermedirias

no subespaco VETa® feitas por meio da transformada de Fourier fracional.

Os sistema®pticos de transformada de Fourier fracionaBsechamados de anal-
isadores TFF. Com eles realizamos rots;no espaco de momentos-posigtransversais
do foton, observando a propriedade que denominamos momento fracional ou momento
generalizado. Um analisador TFF de orderast ilustrado na figura 4.4. O plano de
observago do momento fracional de ordefeé chamado d&,. O vetor de coordenadas
transversais do plang, & dado poip, = (74,%,). De acordo com a equag (3.41) do
cagulo 3 p,, & dado por uma combinag linear da coordenada transversal doangulo

6 do raio no plano de entrada

py = cos(p)p + f'sin(4)0. (4.25)

Lembramos qu¢’ = fsin(¢) & a diséncia focal fracional. @ngulod na aproxima@o
paraxial esi relacionado com o momento transversal@or no plano de entrada atés/
da equago (3.21). O momento generalizado de ordeénmapeado atré@s do analisador
TFF na coordenadpa, do planoZ,. Entretanto estamos interessados em medidas di-
cotomicas e discriminaremos 0s momentos generalizados em duassegi > 0 e
ys < 0. As medidas realizadas nesse plano recebem o nome de)—. O analisador
TFF de ordemy possibilita a medida do campo na bgse , ¢~} do subespaco VET.

Os analisadores de poaie momento e&b includos no caso geral dos analisadores
TFF. Parap = 7 temos quelk,  k, } = g*,’—g*} e paragp = w temos{y*,y"} =

{n*, 7 }. Poeém observe que o analisador para- = & composto de dois analisadores
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Figura 4.4: Analisador TFF de ordem A distancia de propag@pé z, = 2f sin*(¢/2)
ondef é a dis&ncia focal da lente. Medida na bgse", ¢~ }.

comg = 7.

4.3 Analogia das Correla@es Espaciais com Correlages
em Polarizag@o

Imaginemos que nossa fonte d#dns simplesD passe agora a emitir doitbns de

cada vez. Os doi$fons 0 emitidos a0 mesmo tempo e do mesmo poéntBor esse
motivo eles 8o chamados di&tons g¢gmeos A emisfio dos doisdtons se d de forma

gue o momento linear transversal seja conservado. Como a fdotgermove na dir@p
transversal temos que a soma do momento linear transversal dotiis fleve ser
nula. Na dire@o longitudinal podemos pensar em um recuo da fonte para que o momento
linear se conserve nessa diiet Poem esse recuo pode ser desconsideradat@ fl

& emitido com vetor de onda, = (k.,, ky,, k.,) paraxialmente dire@o z, e o foton 2é
emitido com vetor de onde. = (k,,, k., k..) paraxialmentex dire@o z.. Imaginemos,

tamkem, que esse processo de ciiagle dois dtons aconteca de maneira que a soma

LA fonte de pares dedfonsé uma abstrap do processo de convacspararatrica descendente.
°No processo da CPD o momento na dére¢ongitudinak transferido pelo feixe de bombeamento.
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das energias dos doiétbns seja uma constanie;. Podemos escrever osneulos de

conservago como se segue:

Ep=FE,+E,, (4.27)

ondeE) = hwy € aenergia dadton sinal (complementar) com fregncia angular
ws(c) €qp = 0 &€ 0 momento transversal da fonte @éohs gmeos.

Para correlacionar os doiétbns no subespaco VET precisamos de analisadores TFF
no caminho de cadafon. Na deted@o usamos detetores abertos em apenas uma das
metades (*+"ou “—") dos planos de detedp. E endo olha-se para as contagens em
coincicéncia para as quatro combid®s “++", “+—", “ —+"e “——". Vamos inicial-
mente analisar as correfzgs nas basese = (momento e pos#p). A imagem das ondas
avancadas proposta em 1994 por Klyshko [49] fornece uma maneira simples de explicar
essas corelégs. Klyshko provou que a detegem coinciéncia de doisdtons gerados
na CPD pode ser entendida da seguinte forma: (1) Um dos detectores, diganims-
ciona como se fosse uma fonte dedns simples; (2) A fonte deéfons gmeos reflete
o foton emitido porD, em dire@o aD.. Nesse caso a fonte détbns gmeos pode
ser vista como um espelho; (3) O detefgrdetecta o dton “emitido”porD, (ver figura
4.5). Analizaremos agora 0 que acontece quando 0s sistemas de #&nilesesidos nos
caminhos dosdtons.

Primeiro caso: analizadores TFF com ordem iguakram ambos os bracos. Detec-
tores nos plano&zz,, Zz,).

Nessa configur&p medimos o campo de ambos 6®hs na bader™, 7~ }. Dentro
da imagem das ondas avancadas otorfé emitido pelo detetob, no planoZ;,. O
analisador TFF do feixe sinal gera a imagem do campo emitid@poio plano da fonte

D. Apos ser refletido no planP, o féton se propaga @t detetorD... No braco do feixe
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plano de detecgdo
do feixe sinal

plano de detecgao
do feixe complementar

b) fi

“fonte”

cristal

“espelho” 2

plano de detec¢do

b

Figura 4.5: a) CPDE e analisadores TFF no caminho dos dtiag. b) Diagrama ilus-

trativo daimagem das ondas avancadas

complementar & um outro analisador TFF que faz a imagem do camp® @en Z7..
Vemos erdio que 0 campo no pland;,. € aimagem da imagem do campo no plahq.

A composi@o das TFF implementadas nos dois bracos dos feixes convegtigaal a

2m. Digamos que o raio “emitido” pab, seja:

=", (4.28)
0

O operadof,, € o operador identidade. Eat o raio visto pelo detectdp, se@:

r. = Forrs = rs. (4.29)

Dessa forma umditon “emitido” da posigoy, (7}) se@ visto na posi@oy; (7;)
e um BHton emitido da posio y, (7, ) se@ visto na posi&oy, (. ). Dizemos que a
posi@o dos doisdtons esi correlacionada.

Segundo casoanalizadores TFF com ordem iguaf@m ambos os bragos. Detec-

tores nos plano&Zx,, Zr.).
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Nessa configurd@p medimos o campo de ambos os feixesgos na bas{egﬂ S
A composi@o dos dois analisadores TFF resulta em uma ordem igwalA acdo do

operadofF,. gera a imagem invertida do raio “emitido” por;:

ro = Frrg = —r,. (4.30)

Um foton emitido da regio (g): sed visto na redio (5)_ e o foton emitido da
regidio () sed visto na regio (g)c+ Dizemos que 0 momento dos doistdns esi
anti-correlacionado.

Terceiro caso: um bragco com analizador TFF de ordem igual @ outro brago com
analisador TFF de ordem iguafa

Dessa vez medimos um ddstén na bas¢x", 7~} e o outro bton na bas¢5*, 7~ }.
A composi@o dos analisadores TFF resulta em uma ordem ig%@l ® raio visto pelo

detectorD, se@a a imgem invertida do raio de Fourier “emitido” pbx:

re = F%wrs = —Ip,. (4.31)

A detec@o do raio de Fourier nosadnforma@o do momento transversal do rajo
Dessa forma @o observamos correlag entre as reges de dete@p dos dois Gtons.
O foton “emitido” em uma das re@d do plano do detectdp, pode ser detectado em
gualquer uma das duas régs do plano de dete&g do feixe complementar, com igual
probabilidade. Dizemos que o0 momento de arohé descorrelacionado com a p@sic
do outro bton.

A Imagem das Ondas Avancadasma excelente ferramenta para explicar as coldetac
encontradas nas det&as em coinciédncia dos étons gmeos da CPDE. O ponto chave
para o entendimento dessa corréla€ a aditividade da transformada de Fourier. Suma-

rizemos os resultados obtidos.

(1) Dy,emZ;, e D. em Zz. (Correla@o)
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v Contagens @aximas para as posies(v., v.1) e (vo, v, ).

v Contagens nulas para as p@ss(y,, v, ) e (v, , y)).
(2) DyemZx, e D.emZx. (Anti-correla@o)

v" Contagens nulas para as p@sg(k; , k") e (k, .k, ).

v' Contagens raximas para as posies(k; , k, ) e (k, , k).

(3) DsemZ;,eD.emZr,0uD,emZr, e D.emZz, (Ausencia de correldp)

v' Contagens iguais para todas as pos&; (v, , k), (v7, k,. ), (vs . k) € (v, k)

ou (ks yd)s (ks ye )y (R ) @ (ky s ye)-

As correla@es descritas acimas conseg@ncia dos inculos de conservag (equages
4.26 e 4.27) estabelecidos na gé&@agdos btons gmeos na fonte. Na situag real esses
vinculos @o 10 exatos e as correl@es obtidas @#io €0 perfeitas. Contudo verifa-
se que o processo de convrsparargdtrica descendente uma fonte bastante robusta
de emaranhamento nas \@awis espaciais transversais dotohs. Para modelar essas
imperfeig@es nas correl@gs vamos reescrever as eqiex;(4.26) e (4.27) inserindo um
pequeno erro no momento linear transversal e na energia totabttosf Esses erros
esfo relacionados com a largura do espectro de &egadwp (espectro angular) e com

a incerteza do momento linear transversgs do feixe de bombeamento.

qp =gz = q; + qy; (4.32)

EB + h&uB = E1 + EQ. (433)

As correlages no subespaco VEBR® perfeitamente @togasas correlages de es-

tados maximamente emaranhados em polaiizagu estados de Bell, quando medimos
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correla@es em algunéngulos espéficos. Para verificar essa analogia consideremos o

estado de Bellp~):

B 1
07 ) v = E(!H>IH> —V)IV)). (4.34)

O indice HV significa que o estad@ ) foi inicialmente escrito na basgH), |V)}.

Escrevendo agora o estado ) ;v na base + 45) e | — 45) temos:

|07 ) v = 7<| +45)| — 45) + | — 45)| + 45)), (4.35)

onde:
| +45) = 7(\}[) +1|V)); (4.36)
| —45) = E“H) — V). (4.37)

Vemos que o estado de Béll~) escrito na bas¢|H), |V)} & igual ao estadg)™)
escrito na bas§| + 45),| — 45)}. Ou sejalo ) yy = [ T) 445

As medidas de polarizag dos doisdtons indicaao sempre correlap (polarizages
iguais) se a polarizép de ambos o®fons for medida na basgH), |V)}, poem in-
dicatdo sempre anticorrelag (polarizades ortogonais) se medidas na bgse- 45),
| —45)}. Podemos tanm#m medir a polarizaip do bton 1 na bas¢|H), |V')} e do Hton
2 na basq| + 45),| — 45) }. Para analisar essa sit@agescrevamos o estafo ), da

seguite maneira:

07 ) my = %[IHX\ +45) — | = 45)) + [V)(| +45) + [ — 45))], (4.38)

ou:

6 i = SF)|+45) — [ — 45) + V)| 445) + V)| —45)). (4.39)
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Nesse casodao observaremos correfags entre as medidas de polargagos dois
fotons pois cada vetor de uma das bases tem gojgeal, em radulo, al/+/2 nos dois

vetores da outra base. Ou seja:

[(H|+45)] = |(H|—~45)| = [(V]-+45)| = |(V|—45)| = % (4.40)

As correlages encontradas entre as et de posites e momentos do subespaco
VET para estado de doiétbns da CPDE & iguaisas correlages encontradas no estado
de Bell em polariza®o|¢~), quando analisado nas bag¢d ), |V)} e {| +45),| — 45)}.

Faremos a seguinte analogia entre as béséesr—} e {§+, g‘} do subespaco VET
e as bases de polarizag{|H), |V)} e {| + 45),| — 45)}:

(), V)} = (=7} (4.41)
{|+45),|—45) = {Z". 7 }. (4.42)

Em um experimento com polariZzag a mudanca de bagefeita girando-se o polar-
izador ou divisor de feixe polarizado. Para trocar a base de medifgide|V)} para
{| +45), | — 45)} deve-se girar o polarizador de wngulo igual a 45 graus. A mudanca
de base no subespaco VETconseguida atrég da TFF aplicada ao campo. Uma trans-
formada de Fourier no campoaraloga a uma rotap de 45 graus no polarizadoraH
um fator de dois entre a ordem da TFF e a ratagquivalente de um polarizador. Uma
TFF de ordemp aplicada sobre o campmequivalente a uma rotag do polarizador de

umanguloa igual a:

(4.43)

ACIRSS
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4.4 Montagem Experimental

Na montagem desse experimento usa-se um laser para bombear o aodiakar que

gera os btons gmeos. O feixe sinal passa por um sistema de lentes que implementa uma
TFF de graw e é detectado pelo detectby,. O feixe complementar passa por um sistema

de TFF de gray e € detectado pelo detectdr.. Dentro da imagem das onda avancadas
podemos pensar nesse sistema como se, por exemplo, o detector do feixe sinal fosse uma
fonte de btons simples, o cristal fosse um espelho e o detector do feixe complementar
fosse um detector do campo emitido pog. Se os sistemas de TFF dos dois bragos
tiverem mesmas didhcias focais fracionais, sabemos que o campo no detBcteeia a

TFF de grauw + ¢ do campo “emitido” porD,. Na dete@o usa-se um detetor para cada
feixe, aberto em apenas uma das metades de cada plano dédetécio olha-se para

as contagens em coinédcia para todas as quatro combibes de medida(¢™, ("),
(¢7,¢7), (¢~,CT) e(¢~, (). Devemos ainda realizar medidas em duas bases diferentes
para cada braco. No braco do feixe sinal usamos TFF de graaus, e no braco do feixe
complementar usamos TFF de grgue (.

Para que a violdp da desigualdade de Bell com polar@ageja raxima, devemos
escolher bases de medidas para os dois feixes que satisfacam a seguaneerglacseus
angulos:

s ™ s

51—041=§, @2—ﬁ1=§€52—042=§7 (4-44)

onde as bases sao usadas na medida de um feixe e as basesoutro (ver figura 4.6).
Usa-se frequentemente a didegle polarizago vertical como refé@ncia, e mede-se o
angulo em relago a essa direégp. Uma podsel escolha de bases para esse experimento

com polarizagoé: oy = 0,0 = %, 51 = F € = &
A TFF de graup aplicada em um camp® aréloga a uma rota&p de polariza@go de
umaangulo iguaky = ¢/2. A analogia existente entre o grau da FFT e ro¢ésgda base

de polarizago, leva-nos a escrever a seguinte r@&egntre as ordens da FFT, neées
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Figura 4.6: Representag das bases de polarizac Mede-se a correlag entre cada

basen com cada basg

para a naxima viola@o da desigualdade de Bell aplicada ao subespaco VET:

C1—¢1=£7 ¢2—C1:%€C2—¢2:£ (4.45)
Lembramos que a mudanca de base, na medida do campo no subespaédafiarT,
com a TFF. A medida na bagse= 0 representa a medida no plano do cristal. Pizaeos
realizar essa medida aplicando o operafiérmas isso exigiria um sistema composto de
4 lentes. Optamos & por girar nosso sistema de “coordenadas’ d& As ordens da

TFF escolhidas para nosso experimento foram:

{o7, 00} =1{5".5"};
{67,067} = {r*, 7}
Ghay={g"y )
@ar={=5}

As ordensp, e (; foram implementadas com dois sistemas de T&Rslordens; e

(4.46)

(; foram implementadas com apenas um sistema de TFF.

Usamos um laser dée — Cd (A = 441, 6 nm), confnuo, operando com uma @oicia
de 200mW, para bombear um cristal delO; com5mm de comprimento, alinhado para
casamento de fase do tipo I. Os detetores foram posicionados a uénacididixa do

cristal. Em cada braco foram posicionad@&stientes para a implemengacdas TFF'’s.
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As lentes foram montadas em @gibs de translap para que pudessem ser inseridas e
removidas do caminho dos feixes. A ilustiagde nossa montagem experimentah est

mostrada na figura 4.7. As dsicias focais das lentes e as @istias entre cada lente

esBo relacionadas na tabela 4.1.

fa z

fenda

cristal Ze

laser

Figura 4.7: Montagem experimental

A distancia do cristal aos detectorés e D, sao z;, = 100cm e z. = 101, 2cm,
respectivamente. As di@stciasz, e z. podem ser relacionadas com as a@ligtias dos

analisadores TFF:

Ze = 224 = 22y + 22¢; (4.47)
Ze = 224 = 2z + 2zy.

Pode-se ver que as ordens das TFF's implementa@asorrespondem exatamente
as ordens relacionadas em (4.46). Essasmnlisas foram ajustadas para aproximar ao
maximo as ordens das TFF's implementadas das descritas acima gdnaanviola@o.

As distancias focais fracionais usadas tambein norrespondera condi@o de aditivi-
dade perfeitaf’ iguais). Entretanto@s aceitamos esses erros em troca de uma montagem
experimental simples com os planos de deiedxos.

No feixe sinal as ordens das TFF’s implementadas fopare ¢, € ¢2 = ¢y + @..

No feixe complementar as ordens implementadass= (, € (; = (. + (;. Vejamos a
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z f G !

sinal zq = 50,0cm  f, =50,0cm ¢, =75 f,=>50,0cm
2z, =25,0cm  f, =25,0cm ¢, =% f;=250cm

Zze =25,0cm  f.=20,0cm ¢. =2 f =19 4cm

complementar z; = 50,6cm  f; = 30,0cm (= 3T fi=21,9cm
ze = 25,0cm  fo=250cm (=75 fl=250cm
zp=25,6cm  fp=150cm (=23 f=10,6cm

Tabela 4.1: Rela@p entre as diahcias focais das lentes e distias de propagag com

as respectivas ordens da TFF e suasdisas focais fracionais.

diferenca entre as ordens implementadas e as ordens pamaaviola@o:

f 54w T 4m .
b ¢ 50 507
— 377 37 7

Os dois detectores foram inicialmente alinhados em torno @xinmmo de cotagens

(4.48)

em coinciéncias. A abetura de cada detector era circular, @meliro igual al2mm.

Para que o pico das contagens em coi@edia ficasse no centro da ragide dete@p, o
alinhamenteo foi feito com aberturas de aproximadameanie, sendo depois totalmente
abertas @&12mm. Duas placas malicas retangulares com largura verticabden foram
confeccionadas para obstruir metade dos feixes no plano de @lete&galibrago era

feita individualmente em cada feixe. Um dos feixes era integralmente detectado por um
detector, enquanto o outro era obstruido em uma das metadese athar metade das
contagens em coindihcias. Tomamos o cuidado de verificar que é@gorrespondente

a metade das contagens em coigaicia correspondesseuma redo com metade das
contagnes simples em cada detector. Esse procedimento foi feito para as quatro metades
em cada uma das quatro configuies de TFF's. A medida com o feixe desobstruido

recebe o rotulo’0”. Listaremos aqui as nove medidas realizadas para cada conigurag
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v Medidas de calibrai:

{o0.G4, {ol, ¢ e, G h {o. G {or O
v Tomada de dados:

{0/ .G h ol G {or. G o G )

onde odndicesi, j = 1, 2. A figura 4.8 ilustra 0 esquema de medida.

detector
/ = 7 placas

medida “0” medida “+” medida “-”

Figura 4.8: Esquema de medida. @misolos “+-"e “ —" se referenas medidag;’, ¢ e

¢; , ¢; , respectivamente. @dice “0"se referéxs medidas); e ¢;.

Cada detector estava tagrh equipado com um filtro de interfarcia de largura

10nm, centrado em torno do comprimento de onda igugi4am.

4.5 Resultados e discug®

Os resultados experimentais@simostrados na figura 4.9. Pode-se ver que as medidas
de calibrago{¢?, ¢}, {47, (1, {o), ()} e{¢;, (J} correspondem a aproximadamente
metade das contagens totais, mostradas nas me{dﬁ'ﬁaﬁ }. Nbs medimos as contagens
em coinci&ncia para todas as quatro combibes; de redies de dete@p para todas

as configurages de analisadores TFF. As taxas de contagens em dead’'(¢;, ¢;)
medidas para cada configuéacsio usadas para calcular a féoge correlado E(¢;, ()
presente na desigualdade de CHSH. Os valores encontrados pra as qudies fumc

correla@o foram:
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E(¢r, (1) = 0,44 £ 0,02;

E(é1, () = 0,62 £0,01;

E(¢,¢1) = 0,71 £0,01;
E(¢s, (1) = —0,67 £ 0,01.

(4.49)

Os erros foram calculados usando-se o procedimento usual pafatiestdoissoni-
ana [29]. A desigualdade de CHSH diz que as corfdag@ue podem ser descritas por

teorias de vaéveis ocultas locais devem satisfaze¥ < S < 2, ondeS é dado por:

S = E(¢1,G) + E(d1,C) + E(d2,G1) — E(d2, C1)- (4.50)

O valor deS calculado com as fuidgs de correlé@p acima foiS = 2.44 4+ 0.03,
correspondendo a uma viokg de mais de 14 desvios pads. Notamos que con-
seguimos uma viold@p consideavel, apesar dedao termos usado odngulos para a

maxima viola@o e nem a cond#p de aditividade perfeita da transformada de Fourier

fracional.
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Figura 4.9: Resultados obtidos para as quatro configesage analisadores TFF.
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A violacao da desigulade de Bell aplicagispropriedades transversais do campo con-
vertido da CPDE indica que as corrdias existentes nesse grau de liberdaaepodem
ser descritas por uma teoria fes&h local. Podemos pensar que essas coffetaex-
ibem um caater rao-local da mesma forma que as corréEg;de um estado de Bell em

polariza@o.

4.6 Os Bits Quanticos nas Varaveis Espaciais Transver-
sais (Qbit-VET)

Para descrever o estado de &&dis espaciais transversais do campo emitido pela fonte
D na aproximago paraxial devemos usar uma supergasige ondas planas em todos os

momentos transversais:

) = / v(@)lq)da, (4.51)

ondev(q) & o espectro angular definido por:

oa) = [ Wip.0) dp. (4.52)
e W (p,0) & a distribui@o de campo no plarb.

O espectro angular nos ca informa@o sobre a distribup de momentos transver-
sais do campo emitido pela fonte. A distribdigctransversal de campd’ representa a
amplitude de probabilidade de enéassde um dton pela fonte.

Vamos representar undton emitido na parte superior da fonte pelo|ket). O foton
emitido na parte inferior samrepresentado pelo ket ). Os dois estados de poSes dos
fotons na font@® se@o usados para construir o Qbit-VET. Con&mita superposio das

duasareas 4+ e “—", temos que esses dois estadas srtogonais:

(y"ly) =0. (4.53)
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Qualquer estado no subespaco VET definido pode ser escrito como:

la) = aly™) +bly7), (4.54)

onde:

laf* + (b =1 (4.55)

Para fazer uma medida laina do Qbit-VET na basé€ly™), |y )}, & necesario gerar
aimagem da fonte com um analisador TFF de orde@bserve que aimagem do estado
ly™), no planoD, & um estaddy ) no planoZz.
Pense agora o0 caso em que o plano de obs&aovsgja o plano de Fouriéf-. Nesse
plano os 6tons &o caracterizados por seus vetores de onda transversagrOriedido
na parte superior (inferior) do plano de Fourierésegpresentado pelo kgt ) (|k,)).
Na base de vetores de onda transversais um estado qualquer no subespaco VET pode ser

escrito como:

la) = c|k’;> +dlk, ), (4.56)

onde a condigo de normalizago impe que:

|c|? + |d|* = 1. (4.57)

A relagdo de ortogonalidade taraim € valida na base de vetores de onda péis Ia

superposigo entre as regesk,” ek,

(K |k;) = 0. (4.58)

As bases de posi@ e momento do subespaco VET podem ser representadas vetorial-
mente da mesma forma com a qual representamos o espaco de po&xiltagares. A
relago entre as basdgy™), [y~)} e{|k]), |k, )} & dada por:
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1

k) = E(Iyﬂ +ly7)); (4.59)
k) = %(—\yﬂ Iy, (4.60)

Os analisadores TFF implementam r@@g arbitrarias no campo possibilitando proges
em bases intermeglias. Poem a forma funcional dessas prdjes devem depender do
espectro angular do campo emitido pela fonte. Em algum caso particular pensamos que
essas projéies tenham uma depeadtia senoidal e cossenoidal, como no espaco de

polariza@o. Escreveremos da seguinte forma:

[67) = 9u(D)y™) + ho(D)y7); (4.61)

67) = =hu(D)ly™) + g0(D)ly 7). (4.62)

onde oindicev explicita a depengéhcia das funigesg e h no espectro angular. A ortogo-

nalidade dos estad@s’) e|¢~) & garantida independentemente da forma dessa8danc¢



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

O experimento realizado usaé&chica da CPDE como fonte de pares dfis emara-
nhados nos graus de liberdade espaciais transversais. Usa-se os analisadores TFF para
projetar a propriedade, que denominamos momento transversal fracional, nas coorde-
nadas espaciais do plano de defeccFaz-se medidas diémhicas em coinciéncia dos
momentos transversais fracionais dos doiwris. E ertio aplica-se a desigualdade de
CHSH para essa propriedade.

A violacao da desigualdade de CHSH conseguida nesse experimento comprova de
uma nova maneira o caer rdo-local das correl@gs espaciais transversais do estado
de dois btons da CPDE. Outros experimentashaviam verificado o cater quantico
dessas correl@es, utilizando os ciérios de Ao-separabilidade para vaveis conihuas.
Entretanto, a aplicép da desigualdade de CHSH aos graus de liberdadér{oos}) es-
paciais transversais, possibilita detectar o emaranhamento presenteanasisvaspaciais
dos campos convertidos, da mesma forma @ieito para os sistemas naturalmente di-
cotdmicos e bipartidos. Ao aplicar os quantificadores de emaranhamento existentes , tais
comoconcurénciaou negatividade logdtimica, ao subsistema VET definido aqui, es-
tamos obviamente caracterizando apenas o emaranhamento desse subsistemealicot

VET, e rdo todo o emaranhamento presente nasavais transversias do campo.
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Alem disso as medidas did@hicas aplicadas ao espaco VET do campo abrem cam-
inho para a utilizago desse grau de liberdade em todas as ap@sagas quaisa® us-
adas os bits dinticos tradicionais, por exemplo: estado éleito deatomos eions,
polariza@o do bton, etc. Para que isso seja guek devemos formalizar a estrutura
dos bits g@nticos nas vaaiveis espaciais transversais, construir @gebra semelhante
a algebra do espaco de spin 1/2.éAl disso devemos ser capazes de produzir esse bit
guantico em todas as superpdsis posweis, preenchendo toda a supeid da esfera de
Bloch correspondente.

A constru@o de uma teoriaddida para trabalhar no subespaco bidimensional VET
seria de suma impdxhcia para as aplicaes em comput&p quantica e tamém para 0s
fundamentos datnica da conve&® parardtrica descendente.

Esse projeto de formalizag tébrica &€ uma de nossas perpespectivas para o futuro
proximo. As possreis aplicages em comput@p e informago guantica tambm f0
de implementa®o imediata em nosso labobab. O uso da transformada de Fourier
fracional em experimentos com convé@ospararatrica descendente deve ser estudado
com muita atergo. Acreditamos que muitos trabalhosasefeitos em cima desse tema
nos pbximos anos.

A discretiza@o feita no espaco de vavieis espaciais transversais pode ser extendida
para dimenSes maiores que dois. Deve-se dividir o plano de dategn fatias diame-
trais (como fatias de uma pizza) respeitando a simetria radial das coeglagpaciais
transversais. Com isso potmos aplicar desigualdades de Bell para dirbessnaiores
que dois [50] a essa propriedade transversal do campo eletrétizagn

As aplica@es sugeridas para esse siste@arauito importantes. Pem gostaiamos
de enfatizar a impoaincia desse experimento como um teste fundamental, confrontando
a Med@nica Quntica e as teorias locais de &aneis ocultas olieorias Objetivas Locajs

na forma proposta por Clauser e Horne [31].
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