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Chapter 1

Cinematica dos Meios
Continuos

1.1 Elementos de Matemética

1.1.1 Pontos, vetores, tensores

Nestas notas E indica o conjunto dos pontos do espago da Geometria Euclid-
iana e V o conjunto dos vetores livres associados a E.
Cada par ordenado de pontos (A, B) determina um tnico vetor indicado

por AB de tal forma que: quaisquer que sejam os pontos A, B, C

AB+BC+CA=0 (1.1)

—

e dados A € E e ¥ € V existe um 1nico ponto B tal que AB = ¢
Ezercicio 1. Verifique que AA =0 e que BA = —AB
Sendo 7 = AB entdo, por definicdo, o ponto B € a soma do ponto A com

o vetor U.

B=A+7v

<y

Uma base b de V é uma tripla ordenada (€3, €, €3) tal que cada v € V se
escreve de modo tinico como combinacgao linear dos €;:



= U1€] + V9€) + V3€3 (1.2)

Cada nimero real v; é chamado de coordenada de ¥ na base b. Indicaremos
por [v], a matriz coluna constituida pelas coordenadas de ¥ na base b:
(%!
Do = | v (1.3)
. V3

A base b = (&1, €3, €3) é ortonormal se cada €; for unitério (comprimento
igual a 1) e os €; forem mutuamente ortogonais.
O produto escalar do vetor % pelo vetor ¥ é o niimero real

a7 =] @ || 7] cosb (1.4)

onde || % || indica a norma (ou comprimento) de @ e 6 € [0, 7] o Angulo entre
@ e U. Se a base b = (€}, €>,€3) for ortonormal entdo

—

UV = Uyv; + UgVs + U3V3 (1.5)
Fazendo « = ¢ em (3) e (4) segue-se que
” U ”= (ﬁ.ﬁ)l/z = (u12 + UQ2 + U32)1/2 (16)

Um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas em E é um par (O, b)
onde O é um ponto de E e b é uma base ortonormal de V. Dado um ponto
X eE,0X €Ve, portanto, OX se escreve como combinagao linear dos €;:

OX = X1€1 + X2€2 + X3€3
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Os escalares X, Xy, X3 s@o chamados coordenadas de X no sistema (O, b)
Uma vez fixado um sistema de coordenadas, podemos identificar cada ponto
X € E com a tripla (X, X3, X3) e pensar E como o espago R3. Neste caso
escrevemos

X = (Xla XZ) X3)
Exzercicio 2. Mostre que se X = (X;, X5, X3) e Y = (¥1,Y5,Y3) entédo XY =
(Y1 — Xy)er + (Yo — Xp)éa + (Y3 — X3)é3 - -
Por causa do resultado enunciado no exercicio acima também se usa a
notacao Y — X para indicar o vetor XY, ou seja, por definicio tem-se

Y -X=XY (1.7)
Fzercicio 8. Sejam A = (X1,X5,X3), ¥ = aé) +béy +cés e B = A+ 7.
Mostre que B = (X1 +a, X3 + b, X5 +¢)

Um operador linear em V é uma aplicacao T : V — V que ¢é linear, ou
seja, '
T(d+ 0) =T () + T(9)
T(A\z) = AT (1)
quaisquer que sejam 4, ¥ € V e A € R. Em Mecénica do Continuo os
operadores lineares de V s@o chamados de tensores (de segunda ordem)

A matriz de T na base b, indicada por [T'],, é definida do seguinte modo:
sendo

T(e1) = Tiér+ T21ér+ T51€5
T(€2) = Tiz€1 + Téy + T3€3 (1.8)
T(es) = Ti3€1 + Tosés + T33€3

entao

Ty Ty Tz
[T]h= | T:x Too Tis (1.9)
Iy T3 I3

A utilidade da matriz de T' na base b estd na seguinte férmula:

[T(@)]s = [Te[¥]s (1.10)



Exemplo 1. Os operadores 1:V — Ve 0:V — V definidos por 1(7) = ¢
e 0(7) = 0 sao lineares e suas matrizes em relagiao a qualquer base b sdo:

100 000
[1,=[0 1 0 [0,={0 00
00 1 000

Exemplo 2. Seja b = (€}, €3,€3) uma base ortonormal orientada segundo
a regra da mao direita. Arotagdo vetorial de 6 radianos em torno de €; no
sentido anti-hordrio é o tensor Q tal que

Q(e1) = cosbe; + senbé,
Q(ey) = —senbe; + cosbeé,
Q(es) = €3

LS

QL) = 6
Qe

< -;'/"’;;m\g“

—de,

Portanto a matriz de Q na base b é

cos —senf 0
Q)= | senf cos® 0O
0 0 1

Ezercicio 4. b = (€}, €, €3) é uma base ortonormal




a) escreva 4,9, u + v na base b

b)calcule u- v, || €|, | 7|, [l @+ V|, £(4,v), £(4, 4+ v).

¢) determine as coordenadas de B = A + (4 + ¥)
Ezercicio 5. Seja b = (€1, €, €3) uma base ortonormal de V e seja 7 € V.
Mostre que 7 = S0 (7 - &)é;
FEzercicio 6. Quais das seguintes aplicagoes T : V — V sao lineares? Para as
que forem, escreva [T'],. b = (€}, €5, €3) é uma base de V e ¥/ = v,€] + 125 +
’0353.

a)T(0) = wvey +v16) — (v1 +v3)e3

b) T'(v) V10281 + U3€3

c)T(W) = é1+é+eé;

d)T(7) = 21 +vséy + (v1 + vy + v3)€s

|

Ezercicio 7. Mostre que se dois operadores lineares coincidem numa base de
V, elas coincidem em todo V. Ou seja, verifique que sendo S e T tensores
e b = (&, ¢é,€3) uma base de V, se S(e;) = T'(e;) para ¢ = 1,2,3, entéo
S(v) = T'(v) para todo ¥

Ezercicio 8. Sejam de beV. O produto tensorial de @ por 5, indicado por
@ ® b é o operador definido por

i®b®) = (- v)a
1. mostre que @ ® b ¢ linear
Seja b = (€1, €, €3) uma base ortonormal de V.
2. sendo @ =30 a:&; e b= 3>, b;&;, determine [@ ® bls.
3. seja T : V= V linear e seja Ti; = €;-T'(€;). Mostreque T' =}, . T;;€®

€;.

1.1.2 Mudanga de base

Sejam b = (€}, €5, €3) e bx = (ﬁ, o, f:;) bases de V. Cada f; se escreve como

combinacao linear dos €;:
3
fi= Z m;jé;

i=1
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A matriz
mui My M3

Mo M2 Mag
Mgy Mgz M3z

é chamada matriz de mudanca da base b para a base bx e é indicada por My,
Seja M = My, Mé invertivel e

[0l = Mol [Toe = M7 [T], M (1.11)

Ezercicio 9. Verifique as férmulas (11) acima.

Ezercicio 10. Sejam b = (&}, &, &) uma base ortonormal e bx = (fi, fa, f;)
onde

r — _—o+_—0_‘_——o
fi 61 62 63
= 1 1

= ——=€ + —F=¢€;
f2 21 22

-

fa =

1
+
S~
N2
.+.
-
[

[

1. verifique que b* é ortonormal

2. determine M = My, e M!

3. escreva as matrizes da rotagio RJ® nas bases bx e b.

Ezercicio 11. Sejam b e bx bases de V e seja 7' um operador linear de V.
Mostre que

det[T], = det[T)s. (1.12)
tr(T)y = tr[Tls (1.13)

1.1.3 Analise Vetorial. Curvas

Consideremos uma func¢io definida num intervalo de nimeros reais com va-

lores em V
7. IV

u - 7(u)
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Fixada uma base b em V tem-se
F(u) = z(u)é) + y(u)ey + z(u)és

Por exemplo, 7(u) = cos(u)e; + sen(u)é; + ués

Definicao 1. 1. limy_qy, 7(u) = limy .y, 2(u)e;+Hlimy, .y, y(u)éo+im, ., 2(u)és
2' %Elu() = %l’uo gl + %luo 52 + %f:luo é?}

O limite e a derivada acima ndo dependem da base b usada para defini-los.

=~ dr 1 () —7{ug
Proposigao 1. £y, = limy_sy, —(—3_—}0——2
Proof. A demonstragdo fica como exercicio. g

Uma curva em E é uma fungio definida num intervalo de nimeros reais

com valores em E:
u€l— Plu)eE

O conjunto dos pontos P(u),u € I, é o traco da curva. Fixado O em E, a
cada curva estd associada uma fun¢ao vetorial

u € I — 7(u) = OP(u)
Fixado um sistema de coordenadas em E, (O, €1, €3, €3),
P(u) = (z(v),y(u), 2(u)) < 7(u) = s(u)éi + y(u)é; + z(v)é
W)=l P

R | N

— 4 )‘\,(n')

| OSSR, L5 3
XL\;L/ -

P
D
P
//
J'é'/
~
z

AT dr do a2
YR EZ'“" quando u — Uy D

Quando o parimetro u é o tempo, u = t, a curva t +— P(t) é o movimento
de um ponto e £|,, é a sua velocidade no instante to.
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Ezercicio 12. Desenhe o traco do movimento ¢t — P(t) = (cost, sent, t) e
calcule a sua velocidade quando t = 7/2.

FEzercicio 13. A cicléide é a curva descrita por um ponto de uma circun-
feréncia que rola sem escorregar sobre uma reta fixa. Parametrize a cicléide,
ou seja, determine uma fungdo u — P(u) cujo traco seja a cicléide. (Sug-
estdo: use como pardmetro u o angulo que a circunferéncia rolou a partir da
posigdo original).

1.1.4 Regra da Cadeia

Em uma varidvel
Se y =y(z) e z = z(t), (t = =+ y), entdo

dy

dy, dz
Splto = s gl (t0) = 2o (1.14)

desde que:

a composicao y = y(z(t)) seja possivel e

&) e, existam.

Em vdrias varidveis
Se y = y(z1,...,z,) € T; = z;(t),i = 1, ..., m, (¢ —> (21, ..., ) —> y) entéo
Oy dz,

dy 6'y dz, oo
a (xl 3 1mn) dt

dtl 6(1: I(zl, w2 T dt |t0 (115)

P S e

onde z{ = x;(tp), desde que:
a composicdo y = y(z1(t), ..., Tn(t)) seja possivel
as derivadas %[, existam, i =1,.

y = y(z, - ,zn) seja d1ferenc1avel em (zl, 79). (Isso ocorre se
as derivadas parciais 3 -l forem continuas em (:nl, 0 TY)).

A férmula (1.15) pode ser escrita na forma

dy

'd—tlto = Vy(a:?, ,:L‘g) ' "7(t0)



onde 5
Y -
Vy(a:‘l), ey Ty ) |(x1’ ,29) e1+ ...+ — oz, I(I“ .,z0) €n

\ i
Ly e
t x (8 _,..J“ww"”:“’*;"’*‘é Y

Ezercicio 14. A temperatura num ponto (z,y,z) é dada por T(z,y,z) =
7% + y? + 22. Num certo instante, um inseto passa pelo ponto (1,1,2) com
velocidade v = 2€; + €3 + €3. Determine a taxa de variagdo da temperatura
do inseto no instante considerado.

Ezercicio 15. A partir da Regra da Cadeia formulada acima, escreva a formula
para calcular % e g% sendo y = y(z1, ..., Zn), Ti = Zi(y,v), 1 = l...,n. Em
que pontos sao calculadas cada derivada parcial que ocorre na férmula?

Ezercicio 16.
Y(Xl’ XQ, X3) = y(xla Z2, 333)
onde z; = X; +vXs, T3 = X5 +vX3, 3 = X3. Mostre que
Oy & oy Oy Oy
VY = —= == 4+ == =9 4 29
5.0 T 05 Y a5 F ( +a3 &

Em que pontos estio calculados o primeiro membro e cada derivada parcial
da igualdade acima?

Ezercicio 17. y = y(z1, T2, T3), T3 = rcosh, T, = rsend, 3 = z. Mostre que

Byq 18.?,1~ Byq

Vy = + =
onde
e, = cosbe] + senfé;
€g = —senbe; + cosbe;
e, = €3



1.2 Descricao do movimento de um corpo

Consideremos um corpo em movimento e indiquemos por B; sua configuracao

no instante t.

E>‘L‘o Bt
| )

-
7

Um ponto que ocupa a posi¢ao X no instante ¢, passa a ocupar a posigao
x no instante t. Descreve-se matematicamente o movimento dando a fungéo

que permite calcular x em fungao de X e de ¢:

z = f(X,1t) (1.16)

E habitual em Mecainica também se escrever

z = (X, 1) (1.17)

Ea fungao f que se d4 o nome de movimento. By, é a chamada confuguragdo
de referéncia do movimento e passard a ser indicada nestas notas por B, sem
indice. t, é chamado instante de referéncia. Fixado um sistema cartesiano
de coordenadas em E e sendo X = X, Xs, X3), z = (21, Z2, Z3), (1.17) se

escreve:
T1 = 21(X1, X2, X3, t)
T2 = To(X1, X2, X3, 1)
T3 = o3(X1, Xo, X3, 1)

(1.18)

Exemplo 3. Dado o movimento

21=X1 o=Xo+kt z3=2X5 (tZO,k>O)

10



sendo B o cubo unitdrio 0 < X; <1, 0 < X5 <1, 0 < X,
configuracao B; é o cubo 0 < 27 < 1, kt <z < 1+kt, 0 < 4
instante de referéncia é ¢, = 0 (por qué?)

o »

S

O deslocamento do ponto X é, por defini¢do, o vetor

U=z —X.

Neste exemplo,
T =kteé;

Exemplo 4. Dado o movimento
T =X, Ty = Xg + ktX3 z3 = X3 (k>0,t20)

sendo B o cubo unitério como no exemplo 1, desenhando com trago ponti-
lhado, B; é o paralelepipedo desenhado com trago continuo.

O desenho anterior se-justifica com o célculo do deslocamento
ﬁ=$—X=ktX36-é

o

L'_ — B



FEzercicio 18. Dado o movimento
=X 19 :Xg—f‘ktXSQ z3 = X3 (k>0,t20)
e sendo B ocubo unitédrio dos exemplos 1 e 2, desenhe B;.

FEzercicio 19. Seja (O,b) um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas em
E. Considere o movimento

r=0+Q@#)(X —-0)
, onde @ ¢ o operador de V cuja matriz na base b é

cost —sent 0
[Q@), = sent cost O
0 0 1

1. Descreva o movimento de um corpo cuja configuracao de referéncia é
um cilindro de eixo no eixo3

2. Qual € o instante de referéncia?

3. Escreva o movimento em coordenadas.

Considere agora = = q(t) + Q(t)(X — O) onde q(t) = (t,t,0). Refaca para
este movimento os itens 1) a 3) acima.

1.3 Gradiente de Deformacao
Consideremos um movimento descrito num sistema cartesiano (O,b) por
(1.18). Fixado um instante t, a fungio

Xr—z
é chamada deformacdo no instante t. B, passa a ser chamada configuracao
deformada no instante t.

Definigao 2. O tensor FI(X,t): VoV cuja matriz na base b é

8y Oz 9z
09X, 0X: 0Xs

Oz Ji [i23
FXL D= | 5% 2% %

Oz3 Oz3 Oz3
8X:1 0X2 0X3



é chamado gradiente de deformagdo no ponto X no instante t. O deter-
minante J(X,t) = det[F(X,t)], é chamado Jacobiano da deformacio no

instante ¢

Exemplo 5. O gradiente de deformagao no instante t do movimento z; =
X1, 19 =X, + ktX3, z3 = X3 é dado por

0

10
[F(X, )] = (0 1 kt); J(X,t) =1
00 1

Ezercicio 20. Calcule os gradientes e os jacobianos dos movimentos do ex-
emplo e dos exercicios da segao anterior.

Consideremos uma curva
X (s) = (X1(s), Xa(s), Xa(s)), s eI (IintervalodeR)

cujo trago estd contido em B. Na configuracao B; a deformada dessa curva
é dada por

z(8) = (z1(s), z2(8),z3(s)) sel
onde

zi(s) = z;(X1(s), Xa(s), X3(s),t) i=1,2,3 (1.19)

X dA

Sejam R = OX e 7= Oz. Entéo:
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dR dX, . dX, . dXs._

ds - dsel+ds(32+ d363
ar dxle_, ) dzo Gt dzs
ds  ds ' ds ds ¢

sa0 os vetores tangentes & primeira curva em X e a segunda em z, respec-
tivamente.(Mais precisamente, sendo Xy = X (s0) € :co = z(so), entdo os
vetores tangentes as curvas nesses pontos sao deso ds 501 OU S€ja, todas as
derivadas sdo calculadas em ;). Usando a regra da cadeia em (1.19) temos:

d.’l),; _ 8.’17,; Xm n aZE,; dXQ + 0$i ng
ds - 6X1 ds 6X2 ds 6X3 ds

i=1,2,3

onde as derivadas ordinarias sdo calculadas em s e as parciais em (X, t).

Logo
r dzy ] [ 921 Oz Oz, 7 dXp 7]
& 9X; 0X; 0Xs s
dza | _ | Oz2 Ozp Oz [:2.01
ds - 0X1 08Xy 08Xz ds
@aj Oz3 Oz3 Ozz [:2.€)
L. ds L 80X, 06X: 06Xz 4 L ds J
ou seja,
ar ] dR
[£),=[Fxt ][ £]
Portanto
ar
2= = F(Xo,t)

Em palavras: enquanto a deformaio transforma. ponto em ponto (X em ),

o gradiente transforma vetor tangente em vetor tangente dR em - ds

Ezercicio 21. Dado o movimento
.’121=X1 $2=X2+th $3=X3

considere uma curva com traco na configuracdo de referéncia e que passa

por Xp = (1,2,3) tendo nesse ponto vetor tangente % = ¢€3. Considere a
deformada dessa curva no instante t = 2, e calcule seu vetor tangente em

zo = z(Xo, 2).
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1.4 Estiramento e distorcao

Sejam X em B e V o vetor tangente em X a uma curva cujo trago estd
contido em B. Como sabemos, o vetor tangente a curva deformada no ponto
r = z(X,t) é F(X,t)(V). Definimos o estiramento em X na direcdo de V

no instante t por
_ I P

IVl
B f4cil verificar que se 171 = a172, entao
/\‘71 (X,t) = ’\V}(X’ t)
(verifiqgue como ezercicio), ou seja, num dado instante, o estiramento s6 de-
pende do ponto e da diregao escolhida, nao do particular V' que a representa.

Ezercicio 22. Dado o movimento
.'L‘1:(1+t)X12 To =X xz3=X3
calcule o estiramento no instante ¢ = 4, no ponto X = (1,1,1), na diregao
V =é1 + é€.(Resposta: A ~ 7.1)
Sejam UeV ortogonais e seja 6 a medida em radianos do dngulo entre
F(X,t)(U) e F(X,t)(V). Chama-se distor¢do em X, no instante t, relativa
a U eV ao nimero

F(X,t)U - F(X,t)V
seny = cos = = =
IF(X, U] | F(X, V]|
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Exemplo 6. Seja z; = X1, 2o = Xo+ (1 +t)X2, 123 = X3 0 movi-
mento do cubo 0 < X; <1, 0< X, <1, 0< X3 <1. Vamos calcular a
distor¢ao no ponto Xy = (0,0, 1) no instante ¢t = 1 relativa as direcoes &, € é;.

1 0 0 100
[F(X,t) ]=]0 1 21+t)X; [ F(Xo,1) ]=]0 1 4
00 1 001

Sendo F' = F (X, 1), temos F(€;) = & e F(&) = 46, + &3, logo

oy = (8 +E) 4
leall - |[4ex + &s]] /17
&)

S N e oy 2w

Ezercicio 23. Calcule a distor¢do no ponto Xy = (1,1,1) no instante ¢ = 4
relativa a U = €] + €3; V = —€] + €, causada pelo movimento

I = (1 + t)Xlz, Ty = XQ, Ty = X3

Interprete graficamente.(Resp.: v ~ —78.6°)

1.5 O Jacobiano como quociente de volumes

Lembremos as definigdes e algumas propriedades do produto vetorial e do
produto misto.

Definigao 3. O produto vetorial de @ por v é indicado por @ X ¥ e definido
por:

—

1. Se i é paralelo a9, t x =0
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2. Se i nao é paralelo a v,

e a direcao de @ x ¥ € ortogonal a % e ortogonal a v

e 0 sentido de @ x ¥ é dado pela "regra da mao direita”
@ x ¥ ||=| @ ||| 7| sené sendo 6 o angulo

e anormade u X v é
entre ¢ e v.

Observagdo 1. A drea do paralelogramo de lados @ e U é

fall k=@l o] senf =] & x 7|

Definigao 4. O produto
UXT-w

é chamado produto misto de #, ¥, W (nesta ordem).
Observagdo 2. Se (@, v, w) for uma base positiva, ou seja, & x - > 0, entdo
o volume do paralelepipedo pontilhado = 4rea da base . altura

=|ax V||| D | cosd =ux V- w
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Proposicao 2. Seja b = (€),€,,€3) uma base ortonormal positiva e sejam
hd 3 pnd — 3 — - 3 — ~
U=) W€ 1 T=7) 7 vé€ el= Y, wi€ . Entdo

€1 U v Uy V1 w
U X U =det 52 Ug Vg UXT-wW=det Uy Vo Wy (120)
€5 U3 U3 Uz V3 w3

Sejam 7" : V — V linear, U , V, W linearmente independentes e 4 =

— — -

T(U),7=T(V),@w = T(W).Seja b = (€1, €,,3) uma base ortonormal posi-
tiva e consideremos a matriz cujas colunas sdo [, [@]s, [W]s:

Uy vy w
[[@s, [T, [W]s] = | uo vo wy
Uz V3 W3
E facil ver que
[[@s, (@, [ ] = [T [ [T, [V]o, [W]el]
logo, L. .
det[ [dly, [0]s, [y | = det[T]y det( [Uls, (V1o , [W]s ]
O primeiro e o terceiro determinantes acima sio os produtos mistos
TO)xT(V)-TW) e UxV-W
respectivamente. Portanto,
T(U) x T(V) - T(W)
UxV-W
Consideremos agora um movimento z = z(X, t) e apliquemos (1.21) ao gradi-
ente de deformagio F' = F(X,t). Consideremos o paralelepipedo de vértices

X,X+U,X+V,X +W. Entio F(U), F(V), F(W) sio tangentes, em z, as
curvas deformadas dessas arestas no ins_&afnte t.

det[T1, = (1.21)

T ﬁ(&;)
wio
_.// - ’ x - £, -
P i vy
X )
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Um dos axiomas da Mecéanica do Continuo é que
J(X,t) >0 (1.22)

Logo, de acordo com (1.21),se U x V-W > 0, entdo F(U) x F(V)-F(W) > 0
e J(X,t) é o quociente de volumes
F(U) x F(V) - F(W)

UxV-W

J(X,t) =

Diz-se que um movimento é isocdrico ou que preserva volumes
J(X,t)=1 (1.23)

para todo X e todo t. !
Uma outra condigdo postulada sobre os movimentos é que ndo haja in-
terpenetracao do corpo, ou seja, sendo z = f(X,t) o movimento, entdo

X #Y = f(X,t) # f(¥1)

Portanto, para cada t fixo, a deformagdo X € B — z € B; tem inversa
X = X(z,t).
FEzercicio 24. Para t fixo, determine a inversa da deformacio determinada
pelo movimento

1. z; = Xjcost — Xgsent, x5 = Xisent + Xocost, T3 = X3

2. Ty =X1+tX2, (L‘2=X2+tX1, $3=X3

Qual movimento é isocérico? Em que intervalo de tempo estd definido o
segundo movimento? Quais sio as trajetérias de cada ponto X, em cada um
dos movimentos?

1A partir da férmula de mudanga de varidvel para a integral tripla, demonstra-se que
esta propriedade implica que cada parte do corpo mantm seu volume durante o movimento.
Faremos isso adiante.
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1.6 Velocidade e Aceleragao

Seja z = z(X,t) um movimento. A velocidade e a aceleracio de um ponto
X no instante ¢ sdo definidos por
0%z

@(Xa t)

Wxn:%am Ax,t) =

Exemplo 7. Consideremos o movimento

I = C_tXl Io = e_th I3 = X3

entao
- : Ozy. Oxy., Ozz. o o o o
V(X1 Xo, X3,t) = 6tlel + 8t262 + 6t363 = —e7' X161 — e X,8)
— 52 52 . 9?2 . - .
A(Xl,Xz,Xg,t) 6:2:1 e + 6;262 + 6;363 = e“tXlel + e—tXQEQ _

VedA, para cada t fixo, sdo fungdes do ponto X da configuracio de
referéncia. Por isso sdo chamados campos materiais. Também podemos
escrever a velocidade e a aceleragdo em fungéo de ¢ e da posicdo = ocupada
pela particula no instante t. Definimos

i(z,t) =V(X,t)  a&=t) = AX,t) (1.24)

onde X é a particula da configuracio de referéncia que no instante ¢ estd
na posigio z, ou seja, z = (X, t).U e @ sdo chamadas descrigdo espacial da
velocidade e da aceleracio, respectivamente.

No exemplo anterior, temos

U(z1, T2, 23,8) = —116] — T8

@(71,22,23,t) = 18 + 226,

No exemplo acima, V varia com o tempo enquanto v né.o_‘depende do
tempo. Isso nao deve espantar. Fixando X e variando t em V(X,t) obte-
mos as diferentes velocidades que uma mesma particula assume ao longo do
tempo enquanto que fixando z e variando t em ¥(z, t) obtemos as velocidades
das diferentes particulas quando passam pela posicdo z (No caso, todas as
particulas, ao passarem por z, estdo com a mesma velocidade).
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Para cada t fixo, ¥( ,t) é um campo vetorial definido em B, ou seja, a
cada z € B; associa o vetor ¥(z,t) (representado como um vetor aplicado em

, N e
— _{‘,____y~ pe A= :
:_\ N 7
"
/ ;\——s
¢ > — -l—o —
No exemplo anterior, ¥ = ~ZT1€1—T9€ey, temos:

o ||7]] = \/z? + %, ou seja, [|9]| é constante nas circunferéncias de centro
na origem

.U = —7 onde 7 = ;€] + T,6,.

O campo de velocidades de um fluido escoando pelo ralo tem o aspecto

Ezercicio 25. Determine as expressbes espaciais da velocidade e da acel-
eragao:

1. 2y = Xjcoswt — Xosinwt 5 = X;sinwt + Xpcoswt 3 = X;3
Que movimento é esse? (resp:v = —w(z2€) — 2163); @ = —w?(T,16; +
11:262))

2. z; = X;+atX?; z, = (1+bt) Xo; 73 = X3 (a, b constantes) (resposta:i =
2 — — ~
(112)2 e+ 1bj§t62’ i =0)

Ezercicio 26. Represente graficamente as campos vetoriais #(z,t) num in-
stante t fixo
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1. ¥ do exercicio 25.1
2. 17(:121,132,933,t) = t$1€1

3. ¥ =& x 0% onde @ =wes, 0 = (0,0,0), z = (z1,Zy, z3)

1.7 Descrigao material e descricao espacial.
Derivada material

Grandezas associadas a um corpo em movimento, £ = z(X,t), podem ser
descritas por fungdes que dependem de (X, t) ou de (z,t). No primeiro caso
fala-se em campo material ou lagrangiano e no segundo, campo espactal ou
euleriano. J4 fizemos uso dessa nomenclatura ao definir velocidade e ace-
leragdo. V/(X,t) é um campo material e ¥(z,t) é sua descricao espacial.
Dado um campo material G = G(X,t) (com valores escalares, vetoriais
ou tensoriais), sua descricdo espacial é o campo G, = G,(z,t) definido por

G,(z,t) = G(X, 1)

onde X = X(z,t). E dado um campo espacial g = g(z,t) (com valores
escalares, vetoriais ou tensoriais), sua descrigdo material é a funcéo g,, =

gm(X,t) definida por
gm(Xa t) = g(a:, t)

onde z = z(X,t). Logo
Gs(z,t) = G(X(z,t),t) e gn(X,t) =g(z(X,1),1) (1.25)
Exemplo 8. Consideremos o movimento
T =X1; To=Xo+kt; z3=X;3

e seja
B(X1, X2, X3,t) = Xo + kt

a descricao material da temperatura. Entdo sua descricio espacial é

O,(z1, T2, T3,1) = T
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Temos:
00

Pe(at) = 0

Como interpretar esses resultados? Na primeira derivada, mantivemos X
fixo e variamos ¢. Portanto, calculamos a taxa de variagio da temperatura.
de uma mesma particula X. Na segunda derivada, mantivemos z fixo e vari-
amos t, ou seja, calculamos a taxa de variagdo da temperatura das diferentes
particulas ao passarem pela posi¢io z. Um termémetro que acompanhe a
particula X mede uma variagio de temperatura de taxa k. Um termémetro-
parado na posicio  indica temperatura constante:

Seja G = G(X,t) um campo material, chamamos de derivada material.
de G a derivada ~

DG oG
o Kt =5 (X, 1) (1.26)
Também definimos a derivada material do campo espacial g = g(z,t) por
Dg _ Ogn(X,1) .
D (1) = (") (1.27)

onde z = z(X,t) ou seja, a derivada material é a derivada no tempo man-
tendo a particula X fixa, quer o campo seja material, quer seja espacial.
Assim .

Dz . DV Dy

V:— T= em— a:

Dt Dt Dt

Exemplo 9.
$1=X1 $2=X2+tX3 $3=.X3

Vamos calcular a derivada material do campo espacial § = tz,

D0 _ O0m,
Dt ‘ot

o O =1t(Xo+ tXs)
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0-’%”1 =X +tX3+1tX;
Como X1 =T, Xg =Ty — thg, X3 = I3, entao
L (B_gtm)s =Ty +t$3

Portanto

-l—)? =1T9+ {3

Egzercicio 27. =, = X1 + kX212, 1o =X, +kXot, 3= X, a(z,t) =
1 + 7. Calcule %;1

Ezercicio 28. 11 = X coswt — Xysinwt, zo = X;sinwt + X, coswt, T3 =
X3 U(z,t) = (z? + z2)éy + 716, + £365. Calcule ba

Proposicao 3. Seja ¢ = p(z,t) um campo espacial escalar. Entdo

Dy _9p o
Dt~ o +grad @ -9 (1.28)

onde 5 5 5
dop=
graa ¢ o, e; + (%262 + B3 es

2

Proof. 2e() (1.23) (2emlX), (120)1.21 (2eaX0n) _ (dpmXdnXasXnn) -

— (69;5:1,0 . B:tl‘th,t) + B%L:;t) . Bzgzgtx,t) + bgggzs,t) i 3x3§tX,t) + szg:,t) )s —

= (grad ¢(z,t) - V(X,t) + %ﬁﬁ)g = grad ¢(z,t) - ¥(z,t) + 9#‘%?2 O
Exemplo 10. Vamos refazer o exemplo anterior usando a férmula 1.24
=X, Z=Xo+1tX; z3=X3 0=tz
o-grad 0(z,t) =t &
o V(X,t) = Xafs .. #(z,t) = 138,
o BE0) _ g,

*todas as fungdes acima sdo calculadas em (z,t) = (21, T3, T3,1)
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Logo
~D—0—%+ rad@-U=zy+tzx
Dt ot g = T2 3-

Ezercicio 29. Calcule %fi pela definicdo e usando a férmula 1.24:
Laoy=X1+atX] z=01+4+bt)Xs z3=X3 ¢(z,t) =1, +t 1z,

2. 1 = Xycost — Xosint, zp = X;sint+ Xycost, z3=elX;
o(z,t) =z1 + T2 + 23
Ezercicio 80. 21 =X, 2, =Xo +t X233 =X3 0= (21 + x5+ 23)(t + 1)% é
a descrigao espacial da temperatura. Determine:
1. A temperatura, no instante t = 1, do ponto que nesse instante estd.em:
(0,1,1).
2. A temperatura, no instante ¢ = 1, da particula que no instante inicial
estd em (0,1, 1).
3. A taxa de variagdo da temperatura em relagdo ao tempo, no instante

t =1, da particula que no instante inicial estd em (0, 1,1).

4. A taxa de variacdo da temperatura em relagdo ao tempo, no instante
t =1, de um termémetro fixado em (0, 1,1).

Consideremos agora um campo vetorial espacial @ = 4(z,t). Vamos esta-
belecer a relagdo entre % e %. Para isso, precisamos introduzir o gradiente
de 4. Seja (O, €1, €, €3) um sistema cartesiano ortogonal em E. Entdo

U(zy, T, T3, t) = u1 (21, T2, T3, £)€) + (1, T2, T3, t)€2 + us(T1, To, T3, t)E3

O gradiente de i em (z,t) é o tensor indicado por grad u(z,t) cuja matriz
na base b = (&), €, €;) é:

oy

Buy
dx1 Oxry Oz3
T — | Sua Buy Buz |3
grad (e, o) = | 2 u
OQuz Ouz Oug
O0r1 Oxy O3

343 derivadas calculadas em (z,t)
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Proposigao 4. Seja i = 1i(z,t) um campo espacial vetorial. Entdo

Di ou Ly
i 5t + grad (V) (1.29)
Proof.
Du . Dulé, n DUQé, + DU34
Dt Dt T Dt Dt ®
Por (1.29),
Du; . 6’&,’ n d -
r — ¢ Toradui- v
logo,

3

Di =, 0u.. < =
Dt E,,(g)ei + D (grad u; - 9)&;
i 1=1

=1

Desta igualdade decorre a tese pois,

T
at’% " Bt

i=1

3
Z(gradui - ¥)€; = gradi(v) *

t=1

a
Portanto, fazendo # = ¥ em (1.29) obtemos:
. Di 8% L
i=7 =% + grad 9(?) : (1.30)

Consideremos o campo de velocidades

6 = -—xzé'l + .’L‘1€2
Entao
87 - 0 -1 0 —T9
?0?:0 e [gradv]=11 0 O0|; [g]l=] =
0 0 0 0

4veja o exercicio 36
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Logo

[ B¢ ] =lgradd]-[3] = —gzz
ou seja
a= Dt = —I1€; To€o

Ezercicio 31. ¥ = z,€; + £,73€; + té3. Calcule @

Ezercicio 82. Refaga o exercicio 28 usando a férmula (1.30).

Ezercicio 83. 7= :%%:%%@2 é a velocidade e 6 = k(z? +22) a temperatura.
Calcule %, desenhe o campo de velocidades e os isotermas. Interprete.

1.8 Gradiente de um campo escalar e gradi-
ente de um campo vetorial

Um campo escalar em E é uma fungéo ¢ : D C E — R e um campo vetorial
em E é uma fungio@: DcE — V.

Seja ¢ um campo escalar. Fixado um sistema cartesiano de coordenadas
(O, &1, €3,€3),  pode ser entendido como uma funcéo real de trés varidveis
reais ¢(p) = ¢(p1, a2, p3) onde p;, p2, ps 530 as coordenadas de p. O gradiente
de ¢, indicado por Vi, é o campo vetorial definido por

Exemplo 11. ¢(py,ps, p3) = p1 + ps p3

Vi = & + 2psps €2 + P &3
Ezercicio 34. o(p1,p2,p3) = arcta.n(%). Calcule V.

Proposicao 5. Sejap: D CE — R (D aberto em E) um campo escalar
de classe C' numa vizinhanca de um ponto p € D. Entdo

o(p +h) — o(p) = Vop(p) - A+ o(h)
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ou seja,

o(p+h) — p(p) = Vo (p) - h +r(k)
r(R)

onde lim 5, T

Seja ¢ = ¢(=z,t) um campo espacial escalar associado a um movimento
z = z(X,t). Para cada t fixo, o gradiente da funcdo z — ¢(z,t) é indicado
por grad ¢. Se o campo for material, ¢ = ¢(X,t), para cada t fixo, o
gradiente da funcdo X — (X, t) é indicado por Grad ¢, ou seja,
1 dp.  Op. Oy

7Le = 50,0V 52,2 oy

0p o Op . v
dyp = ——
Grade = Zxeitaxe+ax,%
Exemplo 12. 6(z,, 2, z3,t) = z2¢®2*3 ¢ a descrigio espacial da tempe-
ratura. Calcule, aproximadamente, a variagdo da temperatura entre os pon-
tos (1,0,1) e (1.1,0.1,0.9).
Pela proposigio anterior temos

Af =6(1.1,0.1,0.9) — 6(1,0,1) = grad 6(1,0,1) - &,

onde k = 0.1 €1 +0.1e3—0.1¢5.
Mas

grad 0 = (21,€™%€) + T1T3™7€) + TT2€™3E3) (3121, 2520, z5=1)= 261 + &

Logo
Af~2-014+01=03

Seja i : D C E — V um campo vetorial e seja (O, €}, €, €3) um sistema
cartesiano de coordenadas de E

U(p1, P2, P3) = u1(D1, P2, P3)€1 + u2(P1, P2, P3)€2 + us(p1, P2, P3)€s
O gradiente de i, indicado por Vi, é o campo tensorial definido por

-

[ du Ow By

Op1  Op2  Ops
. (As derivadas parciais séo calcu-
— . .
[ vu(p) ]b = .5;)? 5;3 555 ladas em p= (plameS))

Guz Ous Oug
Opy  Op2 Ops
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Proposigao 6. Sed for de classe C* numa vizinhanga de um ponto p, entdo
i(p +h) — ii(p) = Vil(p)[h] + o(h)
ou seja, .
U(p + h) — t(p) = Vii(p)[h] + (k)
. (R
Se @ = i(z,t)for um campo vetorial espacial, entdo para cada ¢ fixo,
o gradiente da funcdo z + (z,t) é indicado por grad 4. Se o campo
@ = (X, t) for material, para cada t fixo, o gradiente da funcio X + (X, t)
é indicado por Grad i. Assim

- du Su Oy ) [ Ou Su Sy 7

Oy Ozy Oz3 8X; 8X: 06X;3
27— | Ouz Oup Bup > | Ouz Sup Ouy
grad u= 31:1 6.’112 6&33 € Grad U= 3X1 8X2 3X3
Ouz Ouz OBug Buz  Buz  Ouz
81:1 Oz Ozz A L. 9X; OXQ 60Xz 4

7 = 9(z, t) é um campo espac1a1 De acordo com a proposu;ao anterior,
grad ¥(z, t)|h] aproxima a diferenca #(z + h, t) — #(z, t) para ||h|| préxima de
Zero. B .

U(z + h,t) ~ 9(z,t) + grad ¥(z, t)[h)]

Exemplo 13. Consideremos o campo de velocidades
7z, t) = (23 — 22)é1 + (71 + 73)&)
Vamos desenhar uma aproximacao linear deste campo em torno da origem
(0 + h) = %(0) + grad #(0)[R]

(omitimos o t j& que ¥ ndo depende do tempo).
Mas #(0,0,0) = 0

2ry, -1 0 [0 -1 0
[gradd(z) ]=| 1 3z3 0 o[ grad #0,0,0) =11 0 O
0 0 0 (0 0 0
Portanto,
0 -1 0 hy —hy |
[grad (0,0, 0)(h) ] =11 0 0 hy | =] h
0 0 0]/ hs 0 |




ou seja, .
grad ”U(O, O, O)(h) = ~h2€1 + hlgg

Logo,

T(R) = —hoéy + by

Ezercicio 35. (21,29, 23) = (z1+23)é; +72€, +z3€3 Desenhe a aproximagao
linear de ¥’ na origem.
Ezercicio 36. Mostre que grad (k) = S (gradv; - h)E

Uma deformagdo f : E — E pode ser estudada como uma fungio de E
emV: X—z-—0,O0 fixo em E. Aplicando a proposi¢iao anterior temos

f(X +h) = £(X) = F(X)(R) + o(R)

/ R Q FOOtR)

B A e, -
Y T K4 !;z \ X = . ,”%5“ T ol
\/ X 9\,}__ N ) L7 ")
T L Fe
~v~.‘\'«%k¥ \"
Como i )

F(X)(sh) = f(X + sh) — f(X) — r(sk)

e como F(X) é linear, entdo

PO = T+ sf”;) - f(X) _ r(zfz).

Fazendo s — 0 concluimos que

FOO) = ti T+ 5R) = 1(X)

s—0 S
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0 que mostra que o operador linear F(X) nio depende do sistema de coorde-
nadas cartesiano usado para defini-lo. Do mesmo modo se mostra que nem
o gradiente de campo vetorial, nem gradiente de campo escalar, dependem
do particular sistema de coordenadas usado para defini-los.

1.9 Elementos de Algebra Linear
1.9.1 Multiplicagdo por escalar, adigdo e composicao
de operadores lineares

Definigao 5. Sejam T e T, operadores lineares de V. Definimos os oper-
adores ATy, T} + T3, TiT; por

(AT1)(¥) = ATy(%)
(M + o)) = Ti(V)+ Ta(9)
(MiT)(0) = Ti(Tx(9))

Ezercicio 37. Verifique que ATy, T) +T», TiT5 séo lineares e que

(AT1)y = AMTi)s
(M +Ta)y = (Th)s + (T2)s
(MiT2)y = (T1)o(T2)s

qualquer que seja a base b de V

1.9.2 O transposto de um operador linear

Proposicao 7. Seja T um operador linear de V. Etiste um tnico operador
linear de V, indicado por T* e chamado transposto de T, tal que

Tw)-v=4-T(v) Vi, 7€V (1.31)
Proposicao 8. Se b ¢ uma base ortonormal de V entdo
T4, = [T (1.32)
onde o sobrescrito t do seqgundo membro indica transposta de matriz.

Ezercicio 38. Verifique que
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Exzercicio 39. Seja b= (é’l, €, €3) uma base ortonormal e seja
T(V) = v1€x + (v — 13)81 + v283, U= Z Vi€
Determine T%(%).

1.9.3 Operadores simétricos e anti-simétricos

Definigao 6. Seja T um operador linear de V. Dizemos que

T ésimétricose T* =T
T & anti-simétrico se 1% = —T (1.33)

Segue da Proposigao (8) que:

Proposicao 9. o T € simétrico se e s6 se a matriz de T em qualquer
base ortonormal € simétrica.

o T ¢ anti-simétrico se e s6 se a matriz T em qualquer base ortonormal
€ anti-simétrica.
Ezercicio 40. Seja T anti-simétrico. Mostre que T'(7) -7 =0

Ezercicio 41. Seja A : V — V definido por A(9) = & X ¥ onde & é um vetor
fixo de V. Verifique que A é um operador linear anti-simétrico.
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Seja T' um operador linear de V. Entéo:

1
T, = §(T+Tt) é simétrico
(1.34)

T. = =(T—T") é anti-simétrico e

5(
T = I5+ 7T,

FEzercicio 42. Verifique as trés dltimas afirmagdes.

T, é chamada parte simétrica de T e T, parte anti-simétrica de T.

Exemplo 14. Seja T o operador linear de V cuja matriz numa base orto-
normal é:

Entao

, 1 1 1 2
[T ]=[3T+T) ]| =5((THI) =5(] 2 1 0 |+] 0 é

1 0 -1 -1
[T]=[30-T)]=5(T]-1TH=|1 0 0
1 0 0
Seja W um operador anti-simétrico de V e seja b = (€}, €5, €3) uma base
ortonormal positiva (ou seja, €3 = €] X €3) de V. A matriz de W nessa base

é anti-simetrica

0 a b
Wh=|-a 0 ¢
b — 0
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Seja W = —ce; + béy — aez. Entao

avy + b'l)g
[(3 X 17]1, = —av; + cus = [W]b [f)‘]b
—cvy — buy

Portanto
W@) = xv _ (1.35)

O vetor & que verifica (i.35) é dnico e é chamado vetor azial de W.

Ezercicio 43. b = (€},&,€3) é uma base ortonormal positiva. W(#) =
(—21)3 — ’02)61 + (’U1 =+ 3’02)52 — (21)1 + 3’02)63; U= Z’Uié;'. Determine
o vetor axial da parte anti-simtrica de W

1.10 Os tensores “velocidade de deformacao”
e “velocidade de rotacao”

Defini¢ao 7. Dado um movimento z = (X, t), a parte simétrica do grad (z, t),
indicada por D(z,t), é chamada tensor velocidade de deformagdo e a parte
anti-simétrica do grad ¥(z,t), indicada por W(z,t), é chamada tensor ve-
locidade de rotagdo, ou seja,

D(z,t) = %(gmd U(z,t) + grad v(z, t)")

W(z,t) = %(gmd U(z,t) — grad 9(z, t)")

Num sistema cartesiano ortogonal (0,b) temos:

) 1(8v, | Buz\ 1(Bv , v
oo 2(om +52) (52 +52)
D =| 1,60, , o0 B 1/8vy | B
(Ph=lieurom) = i@maem
1/Bvy | Bug\ 1(0vy | O B
| 3(5m +52) 5(52 +52) o -
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l
5

(\/DL’:‘
&
|
&

Ozo dzy 03 8z
Wi = 100 o Sug O
L=l a@om 0 y@m-om
_1(@1 _ @a) _l(@z _ 0w 0
L 2\ 9z3 0z, 2\9z3 Oza J

Chama-se rotacional de v o dobro do vetor axial de W
o 0 0
rot o= (28 - Pz g (P Dsyg (B Doy,
O0zs 0:33 Ors 0O 0r, Oz,
Exemplo 15. Consideremos a descrigao espacial da velocidade de um movi-

mento rigido

¥(z,t) = (o, t) + &(t) x oF (1.36)
(& = @(t) é chamado vetor de rotagdo do movimento). |
Substituindo
3 3
o = Z —0;)€; () = Zw;(t)é}; 9(o,t) = Zaié‘i

i=1 i=1
em (1.36), chegamos a

0 —wg(t) wg(t)

[ grad ¥(z,t) | = wi®) 0 —w(t)

—wa(t)  wi(t) 0

L.

Portanto
W=gradv, D=0, 2rotv=04d

Ou seja, no que concerne aos movimentos rigidos, os nomes “tensor ve-
locidade de rotacao”, “tensor velocidade de deformacao” e “rotacional” estdo

plenamente justificados.
Seja ¥ = ¥(z,t) o campo de velocidades de um movimento qualquer.

Sabemos que
5(z + b, t) = #(z, 1) + grad v(z, t)(R) + o(R).
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Lembrando que grad ¥ = W + D e que W(k) = sTot U X R,

- 1 — — -
O(z + h,t) = v(z,t) + Erot v(z,t) x h + D(z,t)(h) + o(h)

—

ou seja, a menos da parcela o(h), o campo de velocidades é aproximado numa
vizinhanga de z pela soma de

o uma parcela de velocidade de um movimento rigido
3(z,t) + &(z,t) x h
onde o vetor de rot‘agé.o é d(z,t) = 3rot U(z, t),
e uma parcela D(z,t)(h) que é nula se 0 movimento for rigido.

Uma forma de visualizar a faceta do movimento captada pelo rotacional
é a seguinte. Considere, num dado instante ¢, o campo de velocidades de um
movimento plano e considere uma rolha colocada na posigao z.

o,
o
/.___————\w —
e,
T L i o

e

S e
/_,.——-——w H&.‘..,_m“\ -
/ @ ’ ::;%“”""“"""“""""

d
Se rot #(z,t) = 0, a rolha néo est4 girando no instante ¢ e se rot ¥(z, t) #
0, ela estard girando no sentido indicado por rot %(z,t) segundo a “regra da
m3o direita” (ou “regra do saca-rolhas”). Movimentos nos quais rot 7 = 0
sdo chamados irrotacionais

Exemplo 16. Sendo #(z,t) = (1 — z2)é;, —1 < z, < 1, entdo rot 9(z,t) =
2 z9e3. Observe o campo 7, o sentido do 7ot ¥ e 0 movimento da rolha.

@

=

. (o
— e KT e ROTV @
Yoo
T e ~ O .
-——"“—-—‘-—-—‘:b T i ')(_‘2 <Q e JLO{"U’ @
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Ezercicio 44. T = -1 (—12€) + £163). Calcule rot 7, desenhe o campo 7 e
1 2
Interprete.

Ezercicio 45. Seja v = grad ¢ onde ¢ = ¢(z,t) é um campo escalar de classe
C?. Mostre que rot 7 = 0.

1.11 Justificagcao do nome ”tensor velocidade
de deformacgao”

Mostraremos nesta se¢io que todos os conceitos que expressam a idéia de
"velocidade de deformagdo de um corpo” ( velocidade de extencéo, veloci-
dade de cisalhamento, velocidade de expancgo do volume) sio calculados por
meio do tensor D. Todos esses conceitos se apéiam na definicdo de ”vetor
transportado pelo movimento”.

1.11.1 Derivada de um vetor transportado pelo movi-
mento

Seja £ = z(X,t) um movimento. Dizemos que @ = #@(t) é um vetor trans-
portado pelo movimento a partir de X € B se

i(t) = F(X,t)U (1.37)

onde U é um vetor fixo.

O nome se justifica pois, como vimos na se¢io 1.3, se U é tangente em
X auma curva de B, i(t) é tangente em z = £(X,t) & curva deformada em
B;. Se o movimento for de deformagao homogénea (F(X,t) ndo depende de
X), o segmento de extremos X, X + U se deforma no segmento de extremos
z,T + U.
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Ezercicio 46. Num movimento de deformacao homogénea tem-se
z(Y,t) —z(X,t) = F@t)(Y - X) VXY

onde F(t) é um operador linear. Usando este fato, demonstre que nesse tipo

de movimento, o segmento de extremos X, X + U se transforma no instante
t no segmento de extremos z,z + 4, ¥ dado por (1.37).

Passaremos a indicar com um ponto as derivadas materiais e as derivadas
de funcgoes que s6 dependem do tempo: F = %g, U= %‘tﬁ, etc.
De (1.37) obtemos

@(t) = F(X, )0 = F(X,t)F~ (X, t)d(t)
Usando a férmula
F(X,t)F7(X,t) = grad ¥(z, t),
que serd demonstrada no final desta segdo, chegamos a

i(t) = grad ¥(z, t)d(t) (1.38)

que é a expressdo euleriana para u(t).

Exercicio 47. Seja 4 = 1i(t) um vetor transportado por um movimento rigido
de vetor de rotagdo & = @(t). Mostre que

U=WX1U

(Férmula de Poisson).

1.11.2 Velocidade de extensao

Sejam @ = 1i(t) e W = 4i(t) vetores transportados pelo movimento a partir
de um mesmo X. Entao

_d(“d't"’) - Gedad- (1.39)



Lembrando que

g = Vi -d
obtemos

gl _ @- Dz, t)a
il ]|

(1.40)

O numero ””%[”L é chamado velocidade de eztensio(ou velocidade especifica de
extensdo) no ponto z € By, na diregdo 4. '
Ezercicio 48. Verifique (1.40)

Ezercicio 49. Verifique que a velocidade de extensao sé depende da diregio
de 4, ou seja, se U; e U sdo transportados pelo movimento a partir do mesmo
X e se num instante £ se tem 4 (f) = «ii(t), a # 0, entdo

(2SI

Il | Nl

Ezercicio 50. =, = X3, T3 = X2 +1X3, z3 = X3. Calcule a velocidade de
extensao num ponto = € B; na dire¢do de €.

t=t

1.11.3 Velocidade de cisalhamento

Sejam # e w transportados pelo movimento a partir de um certo X e tais
que num certo instante ¢ eles sejam unitdrios e ortogonais

o lae)l = o) =1, a)- @) =0 B
)/"’" ’ N
B e o
YON = o <DOe
\ A T
° - - \' \_\ ;L AL k) 1 \\.\\\ LL(Q)
> j TS . \,N e

. - N e
o x v s, e

T e et e T T T

Sendo #(7) a medida em radianos entre 4(r) e w(r) e sendo ¥(1) =
7 —0(7) entéo
u(7) - W(7)

") = Eo e
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Derivando a relacao acima em relacdo a 7 e calculando a derivada em
=t obtemos

Y(t) =24 D(z,t) w(t) (1.41)
O ndmero 4(t) é chamado velocidade de cisalhamento no ponto z € B,
segundo as diregbes @(t) e W(t).
Ezercicio 51. Complete a prova de (1.41).

Exemplo 17. O campo de velocidades de um movimento é dado num sis-
tema ortogonal de coordenadas por

Pz, t)=(1—-2))8, —1<z,<1

Vamos calcular a taxa de cisalhamento segundo as diregoes €; e €&; num ponto
z € B;. Temos

0 -2z O
[ grad ¥(z,t) ]=]0 0 0
0 0 O
Logo
0 —T9 0
[ D(z,t) ]=]| -z 0 O
0 0 O

Entéo, usando (1.41), temos

@ c;
[ v -— R .
. & o N\ ¥<O
e @ R - @
— L & e

e ! .
g

Observe o campo ¥, o movimento do fluido, e os sinais de 7.

Ezercicio 52.
— 2—
U(z1, o, T3,t) = 2t 7€,

Calcule as velocidades de cisalhamento em = = (z1,z5,23) Do instante ¢
segundo as diregOes €] e €, €] € €3 e €, e €3. Interprete.
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Ezercicio 53. Seja (0, €1, €3, €3) um sistema cartesiano ortogonal. Sendo [D}, =
[Dy;], b= (€1, €&, €é3) ortonormal, mostre que

D;; = velocidade de extensao na direcao €;

D;; = velodicade de cisalhamento segundo €; e €;

1.11.4 Velocidade de expansao do volume por unidade
de volume

Sejam 3 (t), Ux(t), Us(t) transportados pelo movimento a partir de uma
mesma particula X. O v“qlume do paralelepipedo de vértices z = z(X,t), z+
U1 (t), =+ U(t), =+ us(t) é dado por

V(t) = J(X, )V, (1.42)
onde V; é o volume do paralelepipedo formado por 1, i,, i3 na configuragio

de referéncia (cf. secéo 1.5). Logo

V()  J(X,t)
V()  J(X,t)

(1.43)

Chamamos o quociente —“; de velocidade de ezpansdo do volume por unidade
de volume ou velocidade especifica de ezpansdo do volume. A férmula (1.43)
nos dd a expressdo lagrangiana dessa velocidade. Para obtermos uma ex-
pressdo euleriana, observamos que o segundo membro de (1.43) néo depende
de 1, Uy, 3. Entao tomemos 4; de modo que, no instante ¢ considerado, se
tenha

@) =& (1.44)
onde (€}, €5, €3) é uma base ortonormal positiva. Sendo 7 um instante genérico,

de
V(T) = ﬁl(T) X ﬁg(T) . ﬁg(’l’)

obtemos

V(1) =t (7) X Gy(r) - ds(7) + 6 (1) X ta(7) - a(r) + T () X o (7) - Ua(7)
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Calculando V' em T = t, e usando as férmulas (1.38) e (1.44) obtemos
V(t) = (grad 9(z,t)€)) x &-&+& X (grad 7(z, 1)&,)-&;+ &, x &;-grad U(z, t)es
ou seja
'g;l(:v t) 0 07 (1 azz(z t) 07

V(t)=det | $2(zt) 1 0| + det| 0 22(z,t) 0|+

| $8(z,t) 0 1 | 0 22(z,t) 1|
10 6z3($ t) ] )
det | 0 1 g—g(m,t) = g—:i(a:,t)-l—g:Z(z t) |
| 0 0 32 uva (g, t) |
(1.45)
6v3

( ,t) =trD(z,1t)

Observagao 3. Lembre-se que o trago é um invariante do operador, ou seja,
tr[D]y = tr[D],., quaisquer que sejam as bases b e b* (exercicio 11). Portanto,
podemos nos referir ao tr(D) sem fazer mencdo & base.
Definigio 8. Chama-se divergente de ¥ ao campo escalar
. - 6’01 61)2 3‘!13
—_ = D
div v 5z, + B2, + 92, tr
Como V(t) = 1, concluimos de (1.43) e (1.46) que

J(X,t)
J(X,t)

div v(z,t) =

(1.46)

Substituindo (1.46) em (1.43), concluimos que qualquer que seja o pa-
ralelepipedo transportado pelo movimento:
V()

div v(z,t) = V)

(1.47)

Ezercicto 54. Mostre que um movimento é isocérico se, e somente se, div ¥ =
0.
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1.11.5 A férmula FF-! = grad v

Precisamente, a férmula que vamos demonstrar é

F(X,t)F~Y(X,t) = grad #(z, t) (1.48)

onde z = (X, t).

Seja (0, b) um sistema cartesiano de coordenadas. O elemento de posicdo

rd

i,j da matriz [F'(X,1)], é %%?(X, t), ou seja,

[F(X,8)], = [ (555 )is ] (1.49)
Mas, admitindo-se as fungdes z; = ;(X, t) de classe C?,

0 6$i 0 69:,- 0

= (X, 1) = ——(X,t) = —Vi(X, 1.
onde V(X,t) = Vi(X, )&, + Va(X, t)& + V3(X, t)é; é a expressio material da
velocidade. Como

Vi(X,t) = vi(z1, 22, 23,1), T = (X, 1)
entao

Ov; 0x; Ov; Oy  Ov; Ozs
6931 BXJ 62)2 GXJ 3.'133 8XJ

0
o) = (151)

Observagdo 4. As derivadas g:—;f sdo calculadas em (z,t) e as derivadas g%
sdo calculadas em (X, 1).

O segundo membro de (1.51) é o produto escalar da i-ésima linha da
matriz [grad 9(z,t)], pela coluna j-ésima da matriz [F(X,t)],. Portanto, de
(1.51), (1.50) e (1.49) concluimos que

[F(X, 8)s = lgrad 7(z, )]y [F(X, )]s

Logo .
F(X,t) = grad ¥(z,t) F(X,t)

Como F(X,t) tem inversa, concluimos (1.48)
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Chapter 2

Massa

2.1 O teorema de mudancga de varidavel na in-
tegral de volume

Sejam
e D* um subconjunto de E, fechado, limitado e com volume.

o f:E — E de classe C', injetora no interior de D* e com Jf(X) # 0
para X no interior de D*.

e D=f(D")

e ¢ : D — R continua.

2 b \'\R

Entao
/ o du = / (0o FIIfIdV
D D*

Nos cursos de Célculo f é chamada “mudanca de varidvel” e as ocorréncias
mais frequentes sdo as seguintes:
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1. mudanga de coordenadas cartesianas para cilindricas
f:(r,0,2)— (z,9,2)

z=rcosd y=rsinl z==2

{
U SR
IR . A

|Jf(r,0,z)| =r

Um caso tipico € aquele em que se quer calcular || b ¢(z,y,2) dz dy dz
onde D é o cilindro z% + y? < R% 0 < z < h. Neste caso, D* é o
paralelepipedo 0 <r <R, 0<60<2m, 0<z<h

Entdo [}, ¢(z,y,2)dz dy dz = [, p(rcos 8,rsin 6, z) r dr df dz
2. mudanca de coordenadas cartesianas para esféricas
fi(e.b,r)— (z,9,2)
T=rsinpcosf, y=rsinpsinb, z=rcosy
0Lp<m 0<0<2, r>0
|Jf(p,0,r)| =rsin 6

O paralelepipedo D* : 0 < ¢
transforma na esfera z2 + y2 + 22 < R?




ﬁ.
\n, D 5 ~. ©
T B T Ll
‘l - ;,,; I _ o . i
[. e - T -~ \v—
/,. - . x

/ o(z,y, z)dzdydz = / o(rsin ¢ cos 8,rsin @ sin 0, rcos ©)r’sin @ drdpdd
D *

Dado um movimento z = z(X,t) e fixado um instante ¢ a deformacéo
X — z(X, 1)

satisfaz as hip6teses sobre a fungdo f do teorema da mudanca de varidvel.
Entéo, dado um campo escalar espacial ¢ = ¢(z, t), tem-se

/ o(z,t)dv = / o(z(X, 1),8)J(X, t)dV
Pe P

ou seja

/P o(z,t)dv = /P om(X,)J(X,t)dV

TR
— Cisoy®

onde P é uma parte de B, ou seja, é um subconjunto do corpo B que também
é um corpo. Fazendo ¢ =1 temos

/

C

volume de P, =/ dv =/J(X,t)dV
P: P
Muitas vezes vamos precisar do seguinte
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Teorema 10. Teorema da localizacdo. Seja ¢ = p(z) um campo escalar
continuo sobre Q,um conjunto aberto de E. Se fQ wdv = 0 para toda esfera
contida no dominio de ¢ entdo ¢ = 0.

Ezercicio 55. Mostre que sao equivalentes:
1. o movimento é isocdrico, ou seja, J(X,t) =1, VX, Vt.
2. a‘itvol (P;) = 0 qualquer que seja a parte P do corpo.
3. divi=0

2.2 O teorema da divergéncia para campos
vetoriais |

Uma regido aberta é um subconjunto de E que é aberto e conexo, e uma.
regido fechada é uma regido aberta unida com sua fronteira. Chamaremos-
de regiGo regular uma regido fechada com “fronteira lisa por partes”[veja

Kellog...].

Teorema 11. Teorema da divergéncia para campos vetoriais Seja R uma
regido regular e limitada e seja G : R — V um campo vetorial de classe C*.

FEntao
/ ﬂI-fidA=/divEdV
8R : R

onde 7t € o campo de vetores unitdrios normais exteriores em OR.

Exercicio 56. Mostre que

7-ndA=0
P,
para toda parte P do corpo B, se e somente se 0 movimento é isocérico.

2.3 Conservacao da massa. Equacao da con-
tinuidade

A nogao de massa num meio continuo é dada através da densidade volumétrica
de massa, ou seja, é dado um campo espacial escalar continuo

pP= p(a:, t)
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A massa de uma parte P do corpo B no instante ¢ é, por definigéo,

m(P;) :/ p(z,t) dv

P;

O principio da conservagdo da massa postula que

7 pdv—O

para toda parte [P do corpo B.
Observagdo 5. Se R é uma regido fixa de E e ¢ = ¢(z,t) é de classe C! em

R, entdo

% | et v - / = o(z, 1)dV

entretanto

d 0
il ez el

porque o dominio de integracio, PP, varia com o tempo.
Uma outra forma de se afirmar a conservagio da massa consiste na igual-
dade d
dV v 7 dA

onde R é uma regido fixa de E - ’chamada volume de- controle em Mecanica
dos Fluidos. Observe que o primeiro membro d4 a variagio da massa em R
por unidade de tempo e é positiva se a massa estiver aumentando em R, e a
integral [, p7- 7 dA é o fluxo de massa (massa por unidade de tempo) que
atravessa a fronteira GR sendo positiva se a massa estiver saindo de R (7 é

a normal exterior em JR).

Teorema 12. Seja B a configuracio de referéncia de um corpo em movi-
mento. Sdo equivalentes:

1. 4 Jo, pdv = 0 para toda parte P de B.
2. 22 4 pdiv 5 =0

3. % 1 div(p7) =0

48




4. & fopdV = — [ pU- 7 dA para toda regiGo R contide em B, para t
variando num certo intervalo de tempo.

Proof. 1 & 2

Do teorema de mudanga de varidveis e da observacio anterior segue-se que
d d

o pdv p / pmd AV = / p —pmddV  (3)

Mas

me »
6t(pm ) = 22T + pd

Como J = div 7 J entdo 3
s D m: . ..

a(pm )= ( p + pm div T)J  (44)

De (i) e (ii) obtemos

o

pdv = /(-— + pm div ¥)J dV
Py

Novamente usando o teorema-da mudanga de varidvel vemos que a intergral
do segundo membro € igual a

D
e -
/Bpt(Dt + p div ¥)dv
Assim d
dt/pdv 0 VP
é equivalente a
Dp+ dividv=0 VP
o, Dt P

que, de acordo com o principio de localizagao, é equivalente a

Dp

Dt +pdivo=0
2&3

Segue-se das férmulas

Dp 0Op

Dt ét--i-gradp-v
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div pv = pdiv v+ grad p- 7
34
Op

at-i—divpﬁ:()

é equivalente a
/—‘ +div pvdV =0
r OF

para toda regido R que, usando o teorema da divergéncia, & equivalente a.

,/%dvﬁh/ PR dA=0
N R dR

para toda regido R. . o

Ezercicio 57. Complete a deducio da equivaléncia 2 < 3.

As equagdes (2) e (3) do iltimo teorema sio chamadas equacées da con-

tinuidade. Os textos de Mecanica dos Fluidos em geral usam (4) como ex:

~ ~ 8p _ .
pressdo da conservagdo de massa. Nos casos em que 32 = 0 (regime esta-

cionério, fluidos incompressiveis, homogéneos, por exemplo), a aplicagio da

férmula (4) se resume ao célculo de vazao de massa através da fronteira de-

: i
Exemplo. 18. Na figura, a ég'ha. flui em regime estaciondrio através do tubo.
O campo de velocidade na entrada circular de raio R é

2
— r -
Ve = (1 -— ﬁ)el

e a velocidade de saida é uniforme %, = vé;. A 4rea da secao de saida é A,.

Determine v.
—
e
o e —
-— s . \ 'U—‘A
e 4 — l L
z \ ! . -
B ]
; t =
) (‘““"‘"“”"T' i s
—y ey b N
Q T }
] ez =2 A’ 'L

A, 50
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Como o regime ¢ estacionério, 22 = 0, entdo pelo item (4) do Teorema
' Bt

11,
/ pv -1 dA = 0.
R

Nas faces laterais o fluxo é nulo, logo

/pi)‘-ﬁdA+/ o7 dA =0
Ay Az

A normal exterior em A; é 7 = —€; e em A, é 7l = &,. Logo,
r2
ve-n=(1——)el-el ='—(1—‘I§2‘) emAl

Uy M =ve]-e1 =v em A,.

Entao, como p = 1 para a dgua, o fluxo de massa por A, é

1”2
ﬁ-fidAz-/ 1-—)dA (1
/Al” [ a-gpaa

Em coordenadas polares A; é descritopor 0 <r <R, 0<6<2n

,1.2 . 2 ,,.2. —1!'R2 B
—Al(l—ﬁ)dA—fo(l—ﬁ)rdrdG— L @)

id
s
#

e o fluxo por A, é
/ vdA =v Ay (ii1)
2 .
De (i), (ii) e (iii) segue-se que
wR?
v=—
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Exemplo 19. Conhecida a densidade no instante de referéncia g = 0, po(X) =
po constante, e dada a descri¢ao espacial da velocidade,

1')"=a:1

vamos determinar p = p(z, t).




Substituindo os dados em

D
——p—i—pdivz')':O

Dt
obtemos a equagao
Dp
= =0
Dt *
que integrada resulta
p= Ae™?

Como p = pp no instante ¢t =0, A = py. Logo

p=poe*

Ezercicio 68. Refaga o exemplo acima supondo

U=

1 T t(a:lé'i + .'Ezéz +$3€3)

(resposta : p = )

Ezercicio 59. v = z,€;. Sabendo que p s6 depende da coordenada z;, plz,t) =
f(z1), determine p = p(z, t).

Ezercicio 60. ¥ = t(z;€; + aigé'g) e a descricdo espacial da densidade sé
depende- do tempo, p = p(t). Determine p(t). No instante de referéncia

2

to =0, p = po. (Resposta: p= poe™).
Ezercicio 61. Mostre que:
(@) Jp, pdv = [; pmJdV pa.raf toda parte P do corpo B.
(b) Conclua de (a) e do principio da conservagio da massa que
po(X) = pm(X, t)J(X, 2)

onde po é a densidade na configuracio de referéncia.

(c) Dado o movimento
1=(14+8)X: zZ=010+t)X; z3=2X;
e a densidade de referéncia
po(X1, X2, X3) = kX2

kx?

calcule a densidade p = p(z1,Zy, x3,t). ( Resposta: p = (ST )
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Chapter 3

Forcas

3.1 Forcas de corpo e forgas de contato. A
hipétese de Cauchy

Num corpo B em movimento h3 interagdes mecénicas entre suas partes assim
como agdes de outros corpos sobre ele. A Mecanica dos Meios Continuos
modela essas agoes e interagbes por meio de dois tipos de forgas:

1. As forgas de corpo, ou de volume, que sdo exercidas por outros corpos
sobre B. Esse tipo de forga é dado por uma “densidade volumétrica de
forca” que é um campo espacial vetorial continuo b = b(z,t) tal que,
sendo P uma parte de B, a forca de corpo que age em P, é dada por

b(z, t)dv
P:
Um exemplo de forga de corpo é a gravitacional cuja densidade volumétrica
é § p onde § é a aceleragdo da gravidade e p = p(z,t) é a densidade de
massa. Entao

pesode P = /

[ e, tao =g / pdv = §m(P)

P

2. As forcas de contato, ou de superficie, que sao exercidas sobre as fron-
teiras de cada parte P, de B;. Elas sdo dadas por uma densidade
superficial de forca que, para cada parte P; de By, é uma fungao

gP, . 6]Pt —V
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de modo que a forga de superficie que age em P, é dada por

/ 5, (z)da
OP:

A Hipétese de Cauchy diz que se OP; e OP, sao tangentes em z com a
mesma normal unitaria exterior 7 entao

5p,(2) = 53,(2)

Portanto, de acordo com essa hipGtese, §'sé depende de t, z e :

g(mxtaﬁ) = gPt(z) = gf’,(z)

Portanto, a forca de superficie que age em P, é dada por

/ §(z,t,n;)da
oP,

onde 7i, é a normal unitéria exterior a 6P no ponto z. Se S é a superficie de
contato entre duas partes P;, e Py, de B; entéo a forca que Py, exerce sobre
Py, é '

/ 5(z,t, ,)da
S

54



onde 71, é a normal unitdria exterior a OP;,.
Se z pertence & fronteira de B; entdo 3(z,t,n;) é a densidade superficial
de forga decorrente da agdo do ambiente sobre B;.

Exemplo 20. Vamos calcular a resultante F da agdo do fluido em repouso
sobre a semi-esfera de raio R da figura. Sabe-se que 3(z,7) = —p 7 onde

p = po + pgh.

—

F=/S—pﬁdAzfg(jéo+pg(H—z2))ﬁdA

Uma parametrizagdo de S é:
z; = R singp cosf
0 =1{ =R cosp 0<p<7/2 0<6<2r
z3 = R sinp sinf

Entao
ndA = g—; x%%dcpd& = R%sin’yp sinf dpdfE;+R2sing cosy dpdfés+R2sin’p cosd dypdes
Logo

w/2 p2m
/ ~(po+pg(H — ) T dA = / / —(po + pg(H — Reosp)R?sin’yp cosf df dy &
s o Jo
n/2 p2m
+ / / —(po + pg(H — Reosyp) R2sing cosp df dy &,
o Jo

w/2 p2m
+ / —(po + pg(H — Rcosgo)stin2cp cosf df dy é3
0 0

As integrais nas diregdes €; e &, tém a forma

w/2 2 :
/ f((p)d(p/ sinf df =0
0 0

/2 2
/ g((p)d(p/ cosf df =0
0 0
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e um célculo simples da integral na diregdo &, resulta

- ImR3
F = (-poR*m — pgHT R + pg W3R )€

Ezercicio 62. Interprete as 3 parcelas da expressao de F acima

Ezercicio 63. Calcule a forga resultante da agéo exercida pelo fluido em re-
pouso sobre a comporta\AB. E dado que 5(z,7) = —p 7@, p=po+ pgh

- i (Resposta:—(pyld +
\ ~ 1 He pgHodl + pg=l)é; onde
a N d e l sio os lados da

Ry S comporta retangular e
!

Hy=H - g)
Vs (D - A
Exemplo 21. (O empuxo) Um sélido estd imerso num fluido em repouso:5(z, ii) =

—p 7, p = po+ pgh. Vamos mostrar que a forga resultante da acdo do fluido
sobre o sélido é igual ao oposto do peso do fluido deslocado pelo sélido.

(i
£
!

Sejam E a forca procurada e 4 um vetor fixo e arbitrario. Entéo:

—

E-ﬂ‘=/ —pﬁdA-a=/ —pi-AdA (3)
oP P

Pelo Teorema da Divergéncia:

/_pg.ﬁdAz—/div(p&')dV (i1)
P P

div (pil) = gradp-u+p div (€) = gradp-u (44i)
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Como p = py + pgz, entdo

gradp=pg & (i)

Substituindo (iv) em (iii) obtemos

—/dz’v(p&')dV:—/pgé‘z-{[de—-/pngé'g-ﬁ (v)
P P P

De (i), (ii) e (v) concluimos que
E-ﬁz—/pngé'g-'&'
P

Como 1 ¢ arbitrario, entdo

E=—- / pgdV €5 = - peso do liquido deslocado
P

3.2 As equagbes do movimento de um sis-
tema material discreto

As equacées do movimento de um meio contfnuo serdo apresentadas como
axiomas. Para motiva-los vamos deduzir as equagbes de movimento de um
sistema material discreto.

Consideremos um sistema material S constituido por um nimero finito de
pontos P, ..., P, de massas my, ..., m,, respectivamente. As acGes mecanicas
externas sao dadas por forgas F}, ...,ﬁn aplicadas em P, ..., P, respectiva-
mente, e as internas sdo dadas por for¢as f;; que representam a agéo de P;
sobre P,.

Sobre as forgas internas é feita a hipétese de que

fii || PF;
(forgas centrais). Decorre do principio da agio e reagio que

- —
fii = —Ffij
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Dai tiramos duas conclusoes:

* a soma de todas as forgas internas é nula
Y fi=0 (3.1)
U]

pois elas se anulam aos pares,

e a soma dos momentos de todas as forgas internas em relacio a um
ponto O arbitrério é nula

Y (0P x > fi) =0 (3.2)

i
porque os momentos também se anulam aos pares, pois

OP. x f;+OF, x f = (OF. - OF}) x f; = P, x f;; =0

Podemos agora deduzir as equagbes do movimento a partir da segunda lei
de Newton que sabemos ser vélida para referenciais inerciais ( por definiggo,
referenciais inerciais sdo aqueles onde vale a segunda lei de Newton) .
Indiquemos por F' a soma das forcas externas

F=)F (3.3)

e por Mj a soma dos momentos em relagdo a O das forgas externas

Mo = 2613; X Fl (3-4)
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Teorema 13. (1% equagdo do movimento) Suponhamos S em movimento em
relagao a um referencial inercial. Entao

F = E mid}
)

onde @; € a aceleracdo de P;.

Proof. Decorre da 2* lei de Newton que
mid; = F; + Z fii
g

logo,
domidi=) Fi+) ) fi
i i i g
levando em conta 3.1 e 3.3 concluimos a tese. O

Teorema 14. (2% equagdo do movimento) Suponhamos S em movimento em
relagdo a um referencial inercial. Entdo

Mo =Z§?: xmiii,-
i

Proof. Decorre da 2¢ lei de Newton que

OF, x mi@; = OB x K, + OB, x ¥_ fi

logo
ZD-F: X m;d; Zzaﬁ XE“‘Z(@ XZf:‘l)

levando-se em conta 3.4 e 3.2 concluimos a tese. O

Observacdo 6. A primeira equagao do movimento afirma que num referencial
inercial vale d
F=—T
dt
onde I = Y., mit; € a quantidade de movimento de S(ou momento linear de
S). A segunda equacgio do movimento afirma que num referencial inercial
vale
Mo =R
0 = 740
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onde I—{O =3y (ﬁi X m;¥; é 0 momento angular de S em relacdo a um ponto
fixo O.

Exercicio 64. Verifique que M, = %I?O é equivalente & segunda equacao do
movimento.(O sendo um ponto fixo do espago E)

FEzercicio 65. O centro de massa do sistema discreto S € o ponto G definido
por

G=0+ %(mlaﬁh - +m0F) ()

ou, equivalentemente, d‘ado por
1
0C = H(mlaﬁ 4. +m.0OP) (i)

onde M = m; + ... + m, e O é um ponto arbitrério. (G ndo depende do
ponto O usado para defini-lo, ou seja, se G' for dado por

G =0+ %(WOTP? +...4+m,O'P,)
entao
G =G

(verifique isso)
Observe que como P, ..., P, estdo em movimento, G também estd em
movimento: G = G(t)).

1. Mostre que
Mig =m0 + ... + MnUy

ou seja, a quantidade de movimento linear de S é igual & de uma
particula de massa M que se movimenta como G (sugestdo: tome O
fixo e derive (ii) em relagdo ao tempo)

2. Mostre que num referencial inercial vale
F = Mag

(sugestdo: derive a igualdade do item (1) acima e use a 1% equagéo do
movimento)
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3. Seja K¢ o momento cinético(ou momento angular) de S em relagdo a

G, ou seja,
Ko =Y GP xm; (iii)

1

Mostre que num referencial inercial vale
Mg = Ko
(sugestdo: derive (iii) em relacdo ao tempo, use o item (1) deste e-

xercicio e a 2% equagio do movimento).

3.3 As equagoes do movimento de um meio
continuo

A primeira e a segunda equagbes do movimento, que no caso discreto foram
deduzidas da segunda lei de Newton, tém suas versoes para um meio continuo
apresentadas como postulados.

3.3.1 Primeira equacao do movimento ou Principio do
Momento linear

Num referencial inercial vale

/ §(R) da + Edv=/ @pdv
OP; P P

qualquer que seja a parte P do corpo B em movimento ou, escrevendo de
modo mais preciso,

/ §(z,t,7,) da+ | blz) dv = / a(z,t)p(z,t) dv
6P, P P,

onde 7i, é a normal unitéria exterior a OP; em z.

Observagdo 7. O momento linear ou quantidade de movimento da parte P
de B no instante ¢ ¢ definid4 por
o

B,) = / 7(z,) plz, ) do
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Verifica-se que
280 = [ a(z,0)pla, ) dv
dt P,

Portanto, a primeira equagao pode ser escrita como

/ §(7) da+ | b(z)dv= ad—f(lpt)
8P, P t

Ezercicio 66. Justifique cada passagem

d - od . d
—d;l(IPt) = Ez% vpdv= dt/'vmpdeV

d OUm
= dt/vmpodV /——-podV

= /Apdeszd'pdv
P P:

Ezercicio 67. Seja ¢ = ¢(z,t) um campo espacial. Verifique que
d Dy
dt/ ppdv= | Dtpd”

3.3.2 Segunda equacdo do movimento ou Principio do
momento angular

Seja O € E. Num referencial inercial vale

/ Fxé‘(fi)da+/f"x5dv:/f’xé'pdv
8P¢ Pt IPt

para qualquer parte P de B, onde ¥ = £ — O. Escrevendo mais precisamente:

(z—0)x5(z, t, ;) dat+ | (z—0)xb(z,t) dv = [ (z—0)xd(z,t) p(z,t) dv
OP; Pe P

Ezercicio 68. Seja S uma superficie que é parte da fronteira de uma parte
P, de B;. Seja

Mp = /(9: _0) x 8(z,1,,) da
S

o momento em relagdo a O das forgas de superficie que agem em S.
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1. Mostre que B . B
MO’ :MO+(O—O") XFS

onde
F, :/§(z,t,ﬁm) da
S
é a resultante das forcas de superficie que agem em S.

2. Calcule Mp das forgas de superficie que agem na comporta AB do
exercicio 62.

FEzercicio 69. O centro de massa de P, é o ponto G definido por
1
G=O+—/ z — 0) p(z,t) dv
(a) verifique que G néo depende do ponto O usado para defini-lo.

(b) seja b = p§ a densidade volumétrica de peso em P,. Mostre que b é
equivalente a uma Wnica forga, o peso de P, aplicada em G, ou seja, verifique
que

o a resultante de b = peso de P; (= P).

e momento de b em relacdo a um ponto O = momento do peso P aplicado
em GG em relagio a O.

3.4 Conseqiiéncias do principio do momento
linear

3.4.1 Lei da agao e reagao para forgas de superficie

Teorema 15. 3(zo,t, —7) = 5(zo,t,7)

Na figura, P; é um cilin-
dro, P, é o cilindro superior
ao plano S e Py, o inferior.
zo € S en é normal a S.




Proof. Aplicando o principio do momento linear a Py, Py, e P,, obtemos:

/am §(z,t,7;) da + /11% b(z,t) dv = /1& d(z,t) p(z,t) dv ()

/ 3o, t,7,) da + / bz, t) dv = / i(s,t) p(z,t) dv (id)
6P1t Plt Plt

/ §(z,t,7,) da + / Bz, t) dv = / i(z.t) plz ) dv (idd)
aPzt Py,

P,

Fazendo (i) - (ii) - (iii) chegamos a

/ 3(z,t, ) da + / §(z,t,—7) da =0
s s _
Multiplicando escalarmente por um vetor fixo ji:/ w

/ (5(s,t,7) + 8(z, t, —)) - T da = 0
S

Pelo teorema da média para integrais ! existe Z € S tal que

w
(8(z,,7) + 83, ¢, —71)) -4 brea de S =0
w
(5‘(:1_:’ t,ﬁ) + .§‘(fz':, t _ﬁ)) ./—v= 0

Fazendo S tender a zy, portanto T — z, segue

Logo

s
(g(ZOa ta ﬁ) + §($07 t: —ﬁ)) .ﬁ/: 0

-

o
Como 77 é genérico, conclufmos a tese

! Admitida a continuidade do integrando, [ ¢ dA = ¢(Z) - rea de S
£
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3.4.2 Existéncia do tensor de Cauchy

Teorema 16. Para cada (z,t) eziste um tensor
T(z,t):V—V
tal que
§(z,t,7) = T(z,t)(A) (3.5)

para todo 7 unitdrio. T(z,t) € o chamado tensor de Cauchy em (z,t) ou
tensor de tensdes de Cauchy e o campo espacial (z,t) — T(z,t) é chamado
campo tensorial de Cauchy ou campo tensdo de Cauchy.

Proof. Seja z, € B, e seja (€}, €, €3) uma base ortonormal de V. Para definir
T'(zo,t) basta fazé-lo na base dada. Para satifazer 3.5, isto s6 pode ser feito
assim

T(zo,t)(&) = 8(z0,t,8) ()

Para que valha 3.5 para todo 7 unitério é necessério e suficiente que 5(zo, t, 7%)
seja uma funcdo linear de 7, isto é,

3
§(zo, t, Zni €)= Zni §(xo,t,€)  (i5)
i=1

sempre que 7 = ) _.n; €; for unitério. E isso que demonstraremos a seguir.
Consideremos z4 no interior de B; e consideremos inicialmente n; > 0,
i =1,2,3 (7 estd no primeiro oitante).
Para cada h > 0, pequeno o suficiente para que isto seja possivel, con-
struamos o tetraedro IP; contido em B; como na figura

! .
S~ e AT
/ y ‘X

(’

a'L
& e
\

'DCQ

_,=-"‘" >

,_}f~ T o &

(S é a face obliqua cuja normal exterior unitdria é 7, S; tem normal
exterior —é&;,h é a distncia de zy a S)
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Apliquemos a P; o principio do momento linear:
3 -
/§(z,t, i) da + Z/ S(z,t,—€;) da +/ b(z,t) — p(z,t) d(z,t) dv =0
S = IS P,

Indiquemos por b*(z,t) a diferenca b(z, t) — p(z, t) @(z, t). Para transfor-
mar os integrandos em funcoes reais e poder aplicar o teorema da média para
integrais reais, multipliquemos todos os membros por W € V.

‘3
/E‘(x,t,ﬁ).vf/’da+2/ s?(z,t,_g,.).v'f/da+/ b(z,t)- W dv =0
S i=1 i ' Py

Aplicando a cada integral o referido teorema da média, existem T €
S, T; € S; e T € P, tais que:

3
§(&,1,7) - W (S| + Y 5@, t,—&) - W |Si| +b(F,t) - W [B| = C (is)
i=1

onde (vide figura abaixo)

|S| = éreade S
IS;| = éreade S;=|9|n;

1
IP;] = volume de P; = -éh|S|

6; = <«(m,m) = <«(€,n).
Como €; e 7t sdo unitérios,
cost; = €; -1 = n;. Sendo
S; a projecao ortogonal de
S em m, entdo |Si| =
|S|cosh; = |Sin;

Substituindo em (iii) e dividindo por |S| obtemos

3
IV e . TN A R
(s(z, t, ) + Z 5(Zi,t, —€)ni + b (m,t)g) W =0

i=1
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Fazendo h — 0 entdo T — o, Z; = To € T — Zo obtemos, admitindo a
continuidade dos integrandos,

3
(5’(:1:0, t, 7_7:) + Zg(.’lio,t, —gz) ’Ri> . W =0

i=1

Como isto vale para todo W, concluimos que o termo entre parénteses é
nulo. Logo,

. 3 .
E(ZOata ﬁ) = - Zni §($0: L, _é;.)

=1
3 .
= Zni §(zo, t; €)
=1

onde, na tltima igualdade usamos a lei de agdo e reagdo. Portanto, vale (i)
sen; >0,1=1,2,3

O caso em que algum n; € estritamente negativo é demonstrado de modo
andlogo. Por continuidade da funcdo 7 — §{z, t, ) conclui-se os outros casos
e por continuidade da fungdo z +— §(z,t,7) conclui-se que 0 mesmo vale se
T estd na fronteira de B;. 4

Exemplo 22. Vamos supor que o campo tensorial de Cauchy num corpo em
movimento seja dado por

0 0 —QIo
[T(z,t)] = 0 0 azy
—ary ar; B+ vz + 0z

(é suposto fixado um sistema cartesiano ortogonal (O, €}, €, €3) e a matriz
de T'(z,t) estd dada na base (€}, &, €;)) onde ¢, 3, 7, 6 s@o constantes.

Seja P; o cilindro circular reto de raio a e altura L da figura. Vamos
calcular a densidade superficial de forca na superficie curva e na tampa z3 = 0
assim como a forca total de superficie que age em z3 = 0.




A normal unitéria exterior a face curva no ponto z = (z;,Z9,z3) é

- 1, . -
Ng = 5(33161 + z963)

Logo
0 0 —QTs &
[§(z, t,7,)] = [T(z,t)][fz] = 0 0 azy Z | =
—azy azi B+ T+ 0Ty 0

ou seja, na superficie curva
' §=0
Na tampa, S dada por z3 = 0, a normal unitéria exterior é

-

’fi=—63

logo
Qa9
[5(z, ¢, —&)] = [T'(z,¢)][—€5] = —0z,
~(B + 21 + bz2)
ou seja, na tampa z3 = 0 temos

§=az, &) — azy € — (B + yz1 + d22) €3

A forga total de superficie que age em S é

F, = / Sda= / oz, da é‘l—/ ar; da 52—/ B+yz1+0T, da €5 = —PBra’ &;
S S S s

Ezercicio 70. Em relacdo ao exemplo acima calcule: a densidade superficial
de forga na tampa z; = L, sua resultante, 0 momento em relagdo & origem
das forcas que agem na tampa z3 = 0. (respostas: § = —azx; €1 + az; €; +

(B + yTy + 0xy) &, F = Bra® &, My = lratde; — imaty & — jmata &)
Ezercicio 71. Suponha que no movimento de cisalhamento
Iy = X1 + kth; Iy = Xz; I3 = Xg
o campo tensorial de Cauchy seja dado por
272 + ,74 ,73 0
T=| ¥ 29 0
0 0 2v°
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onde ¥ = kt. Considere, na configuragéo de referéncia, o cubo P dado por
0< X; <1;i=1,2,3. Calcule a densidade superficial de forca na face de P,
que proveio da face X; = 1 de P. Calcule a resultante das forgas de superficie
nesta face.

(Observe que v = tan § onde o trago continuo indica P; e o pontilhado P.

R 5 o B _ 923 3>
ReSPOSta" s = (1+~2)172 €1 — (1_+_:32)1/2 €3; F= 2’)/ €1 —° 62)‘ .

s e

{

o

!.

A 7

y;
/
-}—-’ B e et

/'\‘%,;{,

A componente de T'(z, t)(7) na diregdo de 7 é chamada tensdo normal(no
ponto z, no instante ¢, segundo 7) e a componente perpendicular a 7 é
chamada tensdo de cisalhamento(no ponto z, no instante ¢, segundo 7)

'U-Mc:é NN W\a,Q

- ! - — \\ — T ( .;;‘ )
. Y
~
o __ -
" - g s . de tigalhaman
/ o~ Ve _/-W\_# . Grne. de tisath
; /’ 'x V" : - ~ . ?
T T = Th)-1

Ezercicio 72. No exercicio anterior, calcule a norma da tensdo normal e a
norma da tensdo de cisalhamento quando v = 1. (Resposta: 3 e 3)

Ezxercicio 79. Num movimento, a tensdo de Cauchy é dada por

QT2 ﬂ 0
[T(z,t))=| B 00
0 00
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onde « e 3 s@o constantes. Seja P; o cubo de vértices (0,1,1) (0,—1,-1) (0,1, -1)
0,-1,1) (-2,1,1) (-2,-1,-1) (-2,1,-1) (-2,-1,1)

1. desenhe o campo densidade superficial de forga na face z; = 0 do cubo.

2. ache a resultante e o0 momento em relagao & origem do campo do item
(1). (Resposta: F' = 40&); My = =5%&)

(todos os dados estao referidos a um sistema ortogonal de coordenadas:(O, €1, €3, €3))

Erercicio 7{. O tensor de Cauchy num dado ponto, num certo instante, é
dado por
2 -1 3 ~
Tj=| -1 4 0 |MPa
3 0 -1

Sabendo que o ponto pertence ao plano z3 + 2z; + 2z, = 0, determine a
norma da tensdo normal e a norma da tens@o de cisalhamento nesse ponto
decorrente da agao sobre o plano da parte do corpo que fica “acima”do plano.

Todos os dados estao referidos a um sistema ortogonal (O, €1, €, €3) onde
és tem a direcao e sentido a vertical ascendente, ou seja, um ponto esta acima
do outro se a coordenada z3 do primeiro for maior do que a coordenada 3
do segundo.(Resposta: T, = 3M Pa; T, = YEMPa)

FEzercicio 75. Num movimento, o tensor de Cauchy é dado por

0 —QaT3 QT
[T(z,t))=| —azs O 0
lo% ) 0 0

P,éocilindrozi+z2<4; 0<z; <1

1. ache a densidade superficial de forca na superficie curva e nas tampas do
cilindro(resposta: 0, aT3€s — aT2€3, —T3€2 + Z2€3, respectivamente)

2. ache a forga resultante na face z; = 1(resposta: 0)

3. ache o momento em relagdo & origem das forgas que agem em
T; = 1(8mae))
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3.4.3 Equacao local do movimento

Dado um movimento, seja T' = T(z,t) um campo tensorial espacial dado
num sistema cartesiano ortogonal (O, €}, €, €3) por

Thw T Tis
T]=| T To Tns
Ty Ty Tis

onde
Ti; = Tij(z1, T2, 23, t)

O divergente do campc; tensorial T é, por definicao, o campo vetorial dado

por 2 :

0Ty, 0T 0T\ .
A .6
Or, O, + 6:1:3) € (36)

ou seja, pensando em cada linha 7 da matriz de T como um campo vetorial
Fi = Ty& + Tiofy + Tisfs (8.7
entao . . .
div T = (div F1)é) + (div Fy)é; + (div F3)és
Exemplo 23. Seja

:L‘% 1Ty T3

[T(z,t)] = | 7132 222 o

T3 T2 x%

entao
div T(z,t) = (2z; + 1 + 1)1 + 2285 + €3

Teorema 17. (da divergéncia para campos tensoriais) Seja T = T'(z,t) um
campo tensorial espacial e seja P uma parte do corpo em movimento. Entdo

/ T(R)da= [ divTdv
OP: P:
onde 7t € o campo de vetores unitdrios exteriores a OP;, isto €,
/ T(z,t)(f;)da = / div T'(z,t)dv
P, P,

2Pode-se demonstrar que o campo vetorial div T independe do sistema cartesiano de
coordenadas usado para defini-lo. Veja exercicio 82.
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Proof. B fécil ver que
3
T() =Y (F.- )&
i=1

sendo F, definido em 3.7. Logo

3
T(7)da = / F,-fida g
~/(9]PT ; 8P

Aplicando o teorema da divergéncia para campos vetoriais,
\

F;-fida = [ div Fidv,
OB, P:

chegamos a
3

3
T(#)da = divf‘,-dvé',-:/ divf}é} dv=/didev
|, Tnda=3 )@= [ (3 div e

i=1 VPt t =1
O

Teorema 18. (Equacdo local do movimento) Seja T = T'(z,t) o campo ten-
sorial de Cauchy num movimento. Entdo

divT+b=pd
ou seja .
div T'(z,t) + b(z, t) = p(z,t)d(z,t)
qualquer que seja (z,t).

Proof. Substituindo &= T'(7) no principio do momento linear temos

T(7)da + / bdv = / p @dv
OP; | 3 P:

Aplicando o teorema da divergéncia na 1° integral e escrevendo todas as
iategrais sob o mesmo sinal de integracdo obtemos

/ divT-l—g—pd‘dv:ﬁ
Pe

Como isto vale para toda parte P do corpo em movimento, segue do teorema
da localizacao que

-

divT+5—-pE=0
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Num sistema cartesiano ortogonal a equacdo local do movimento se es-

creve: oT. T T
11 + 12 + 13

o, Oz, | Bm, TP
0Ty | 0Ty | 0Ty B
oz, T Om T oas TP 39

6T31 6T32 BT33 .
by =
0z, + 0z, + Ozs to=pas
g= blél + b2€2 + b3€3, a= a1€1 + agéz + 0363

Exemplo 24. Num corpo em equilibrio estético, o tensor das tensdes é

0 0 —QT
[T(z,t)] = 0 0 oz,
—ary; az, B+9z1+ 0z

Vamos calc_glar a forca de corpo que age no corpo.
Como @ = 0, a equagdo de movimento fica

divT +b=0

Logo, .
b=—divT =0.

Erzercicio 76. A tinica forca de corpo que age num corpo é seu peso € a tenséo
de Cauchy é dada por

0 0 -z
Tet=| 0 0 %
~#¢ w0

Determine o campo de acelerages. (Resposta: §)
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Ezercicio 77. No movimento
T, = X1 +7Xe, T2=Xo, z3=X;, Y=kt
0 campo tensorial de Cauchy é dado por

272+t ¥ 0
[T(z,t)] = ¥ 29 0
0 0 2v*

Calcule a forga que age rfo corpo. (resposta: b= 6)

Ezercicio 78. O corpo —a < 73 < a, —a <29 <a, —h < z3 < hestd em
equilibrio e o tensor das tensoes é dado por

i _p(zzla—zzzz) 23)%:252 0 ]

[T(z,t)] = 2p*L32 p(—xga%xa 0
0 0 0

1. calcule a forca de corpo. (resposta: b=10)
2. ache a forga superficial na face z; = a. (resposta: —3pah &)

Ezercicio 79. Num corpo em repouso, o tensor de Cauchy é dado por

3 2z 0
[T(z,t)] =k | 2z172 T3 0

0 0 2(z?+zi)
k constante.
1. Determine a forga de corpo. (resposta: b = —4k(z1€) + 2€3))

2. Supondo que o corpo é o tetraedro de vértices (0, 0,0), (a,0,0), (0,4,0), (0,0, a),
ache a forca superficial que age na face inclinada (n#o contida nos planos
coordenados)

(resposta: Elséa“(é'l + € + 2€3))
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Ezercicio 80. Num corpo em repouso tem-se
T = —(po + pgz3)l

onde I é o tensor identidade, ou seja,

—(po + pgz3) 0 0
[T(z,t)] = 0 —(po + pgz3) 0
0 0 “(Po + pgzs)

po € a densidade p sdo constantes e € tem o sentido da aceleragao da gravi-
dade g. Determine a forga de corpo. (resposta: pg') o

Ezercicio 81. T = —pl onde p = p(z1,Z2,Z3,t) € I é o tensor identidade.
Calcule div T. (resposta: —grad p)

Erercicio 82. Um corpo na forma de um paralelepipedo de arestas parale-
las aos eixos tem densidade constante (com x e com t) e T = —pl, p =
p(z1, T2, z3). O corpo estd em repouso sob a agdo do préprio peso e na face
superior age a pressao atmosférica p,. Determine T'.

Ezercicio 83. 1. Verifique que para todo campo vetorial cosntante W vale
div T - @ = div (T*(@))
2. Mostre que se um campo vetorial @ verifica
= div (T*(%))

para todo campo constante W, entdo div T = 4.
(Este exercicio mostra que a definicdo de div T dada nesta sec@o inde-
pende do sistema de coordenadas adotado)

3.5 Conseqiiéncia do principio do momento
angular: a simetria do tensor de Cauchy

Teorema 19. O campo tensorial de Cauchy T = T'(z,t) € simétrico.

Proof. Substituindo §= T'(7) no principio do momento angular temos

(z - 0) x T(i)da +/ (5—0)xFdv=0 (i)
8P, P;
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Seja (O, €1, €,, €3) um sistema csrtesiano ortogonal de coordenadas. Entao

-0 = }:xi&
b—pa=b = > b

T@) = Y (F-n)g

onde F, estd definida eﬁ; 3.7. Substituindo em (i) e projetando todos os
termos na diregao €; obtemos

/ (xgﬁg - $3F2) -nda +/ Egbg - $3b;d’l) =0
OP: P:

Aplicando o teorema da divergéncia na 2a integral chegamos a

0Ty, 0T OTs3 | ., 0Ty 0T OTes B
o Bzy T Bas T om0 " G0 ey O +b5)+(T2—Tha)dv = 0

Pelas equagtes de movimento 3.8 vemos que o 1° e o 2° parénteses sdo nulos.
Logo,

/ T32—T23 dv=20
P,

Como esta igualdade vale para toda parte Py, segue do teorema da localizacao
que
I3 - T3 =0

De modo anélogo, projetando a equagdo (i) na diregfo €, e na direcio €;
obtemos
T3 —Tizs=0 e Tip—T5n=0

Como a base (O, €1, &, €3) é ortonormal, conclu’mos que T é simétrico. [

Ezercicio 84. Suponha que 5(z,t,7) = 0 para todo z € OB; e i, normal
exterior a 0B;. Mostre que a tensdao em qualquer ponto z € 6B; em qualquer
plano normal a 0B; é tangente & fronteira.
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3.6 Autovalores e autovetores

Seja T : V — V linear. Diz-se que A € R é um autovalor de T se existir um

vetor nao nulo w tal que
T(w) = M.

Um tal @ # 0 é dito autovetor de T associado ao autovalor A.

ST rew)

X
\ S

—
wJ

Exemplo 25. Seja T = ol. Qualquer vetor W # 0 é um autovetor associado

ao autovalor a pois .
T(W) = ol(W) = a W@

Exemplo 26. Seja T o operador linear cuja matriz na base b = (€}, €, €3) é

A 0O
T]=] 0 X 0
0 0 X

cada €; é um autovetor de T" pois T'(€;) = As€;.
Exemplo 27. Seja T : V — V dado por
T(z1€1 + 2263 + T3€3) = 161 + T262
onde (€}, €, €3) é uma base de V. (T é a projecéo no plano €, €)

e todo vetor W = w;€; + wy€>, nao nulo, é autovetor associado ao auto-
valor 1. De fato,

T(w1€1 + wzgz) = 1(w1€1 + W2€2)

7

}
)
|




e todo vetor ndo nulo da forma W = ws€; é autovetor associado ao auto-
valor 0. De fato,
T(’Ll)gég) =0=0 w3€3

Seja A um autovalor de T'. Entdo existe um vetor @ # 0 tal que

(T - AD)(w) =0,

ou seja, o sistema linear

[T - MJX =0

tem solugo ndo trivial (qual seja, X = [i7]). Mas isto é equivalente a dizer
que : e
det [T — M} =0

Em resumo, os autovalores de T s@o as raizes do polinémio caracteristico
p(\) = det [T — Al

Ezercicio 85. E dada a matriz de T' numa base ortonormal (€}, €3, €3). De-
termine os autovalores e os correspondentes autovetores.

1. '
5 4 0
Tj=14 -1 0
60 0 3
(resposta:
/\1 = -3 ’ ’l71 = 0(282 - 61),
/\2 =3 s 172 = aé:g
=T, 3= a(2é'1 + 62))
2.
110
T]=1110
0 0 2
(resposta:

M=0 , 7 =aE —é)
Xa=2 , ¥ =cf;+ P& + &)
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Teorema 20. (espectral para operadores simétricos) Seja T um operador
simétrico de V. Entdo eziste uma base ortonormal de V cosntituida por au-
tovetores de T'.

Ezercicio 86. Determine a base ortonormal referida no teorema espectral no
caso dos dois operadores do exercicio anterior. Escreva a matriz do operador
na base encontrada.

3.7 Tensoes e direcoes principais

1 e

Fixemos (z,t). J4 sabemos que o tensor de Cauchy T' = T'(z,t) é simétrico.
Portanto existe uma base ortonormal b = (7i;, iz, 7i3) tal que

T(ﬁt) = Uiﬁi

Os autovalores oy, 09,03 sdo chamados tensées principais em (z,t) e as
diregdes de 7y, iy, i3 s30 chamadas diregées principais em (z,t). Assim, no
instante ¢, no ponto z, no plano de normal 7i; s6 hé tensdo normal e essa
tensdo é o;

AR
{
e A MW/
- M
e g \o ‘ /
Na base b, a matriz de T é
o1 0 0
T)=10 oo 0
0 0 o 3
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Chapter 4
Fluidos o

4.1 Hipoteses Constitutivas

Diferentes corpos, submetidos a esforgos idénticos, reagem diferentemente. E
o que se percebe quando se submete um fio de ago ou um fio de borracha
a um mesmo esfor¢o de tragio. Essa constatagdo experimental se reflete na
teoria através da indeterminagéo que ocorre quando se quer achar o campo
de tensdes num corpo em repouso, conhecidos b e as condigbes de contorno
sobre a fronteira, usando exclusivamente as equagdes

divT+b=0 e T =T.

Como temos um sistema de trés equagdes escalares (as equagbes 3.8) e seis
incégnitas (os T};), estd af a indeterminacdo. Para superé-la sdo necessdrias
mais informacdes: as hipdteses constitutivas do material, ou seja, afirmagoes
que traduzem propriedades especificas do material que se estuda.

As hipéteses constitutivas podem se referir:

1. aos movimentos que o corpo pode realizar. Rigidez e incompressibili-
dade sdo exemplos desse tipo de hipdtese. No primeiro caso admite-se
que os tinicos movimentos que o corpo pode realizar sio os rigidos. No
segundo, os tnicos movimentos admissiveis sdo os isocricos.

2. ao Tensor de Cauchy. Um exemplo é o dos fluidos invicidos para os
quais se admite que a tensdo superficial em qualquer ponto, em qualquer
plano, ndo tem componente de cisalhamento, ou seja, admite-se que o
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tensor de Cauchy tem a forma

T = —pl

Corpos elasticos é outra classe de exemplos. Para esses corpos a hipdtese
constitutiva consiste em dar o tensor das tensées como fun¢ao do gradiente

das deformacdes
T = f(F).

\
\

4.2 Fluido ideal

Um fluido ideal é um corpo caracterizado pelas seguintes hipdteses constitu-
tivas

1. é incompressivel, ou seja, os inicos movimentos admissiveis sao os que
preservam volume (movimentos isocéricos) o que equivale a dizer que

divv=0

2. é homogéneo, isto é,
po ndo depende da posicao
Logo, por ser incompressivel e homogéneo,

p = po = constante

3. a tensao de Cauchy é da forma
T =—pl

onde p = p(z, t).

A condigio (3) informa que os fuidos ideais séo invicidos (incapazes de exercer
tensdo de cisalhamento) e que a pressdo p é fungéo de (z,1).

Exemplo 28. (Hidrostética) Consideremos um fluido ideal em repouso em
relacio & Terra e sujeito & acdo do préprio peso. Vamos determinar a ex-
pressao da pressdo p e concluir que as superficies de igual pressao e, em
particular, a superficie livre, sdo planos horizontais.
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Seja (O, €1, €3, €3) um sistema cartesiano ortogonal com €3 com 0 mesmo
sentido que g.

Substituindo T' = —pl, @ =0 e b= pgés na equacdo local do movimento,
div T + b = 0, chegamos a

Op -
£ _ 9
6.’121
Op
6232 =0
o _
ama = P9
~ Portanto, N
D= pgr3+c

Admitindo-se que a origem do sistema de coordenadas esteja na superficie
livre, ou seja, p = p, para z3 = 0, concluimos que ¢ = p,. Logo

P = pgT3 + Pa
Logo, a superficie de pressdo constante py é o plano horizontal

— Do — Pa
pg

Em particular, a superficie livre é o plano z3 = 0.

I3

Exemplo 29. (Hidrostdtica num referencial ndo inercial) Um fluido ideal
sujeito ao préprio peso estd em repouso em relagdo a um balde que gira
com velocidade angular w constante em torno de um eixo vertical. Vamos
determinar a férmula da pressdo e a equagéo da superficie livre.
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Precisamos de uma equagao de movimento para um referencial néo iner-
cial (o balde é ndo inercial se supusermos que a Terra o seja, como é comum
nos problemas de engenharia). Esta equagao é

div T + b* = pad (4.1)

onde b* é a soma das forgas de corpo oriundas da agio de outros corpos sobre
o fluido (como o peso, por exemplo), com as forcas de inércia (as forgas de
arrastamento e de Coriolis). No caso, usando um sistema cartesiano ortogonal
(0, &, €, €;) com €; no sentido oposto a §,

n -
(A nL
-y b-’: = - e: + 27”2‘
~0% <= 7 onde
[ / ?"; = $1€1 +£L‘2€2
,/
ou seja

b* = —pgés + pwz1€] + puwataly
 Levando na equagao 4.1 esta expressdo de b-‘;, T = —pl, e @ =0 (o fluido
est4 em repouso em relagdo ao balde) temos

6271 1
Op 9
axz - pUJ )
Op

62}3 = 7

Logo
2
= 2 2y
p=p (21 +23) — pgzs +c

Supondo a origem na superficie livre, z,; = T = z3 = 0 e p = p, concluimos
que ¢ = p,. Logo,

2
()
P=Dps+ p-z—(w? + 23) — pgezs
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Portanto, a superficie livre, p = p,, tem equagao

2

w
T3 = E(ﬁ +z3)

que é um paraboldide de eixo vertical.

Observagao 8. Os resultados dos dois 1ltimos exemplos valem para qualquer
fluido, conforme veremos adiante.

Ezercicio 87. Um tanque contendo um fluido ideal move-se horizontalmente
com aceleragdo constante @ = @] que também é a aceleracdo de cada

particula do fluido.
Mostre que a superficie livre é um plano e calcule o dngulo § que este plano

forma com a vertical.

N
Lz
—%—- L ,6 ] ‘ (resposta: tgd = §)
R
- | .

4.3 Equacao de Bernoulli para fluidos ideais

Vamos introduzir alguma nomenclatura. O termo escoamento é comumente
usado como sin6nimo de movimento de um fluido. Fluzo designa a tripla
(7, p, T'). Diz-se que o escoamento ou o fluxo é permanente ou estaciondrio

se
B,=B paratodot
(4.2)
op _ 07 or

_o0. Y _j5 or _ 43
=% =0 e FH T (43)

A condigdo (4.2) ndo significa que o fluido estd em repouso, claro, mas
que o escoamento se d4 sempre na mesma regido do espago. Diz-se que o
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escoé.mento é irrotacional no instante t se
rot #(z,t) = 0

para todo z. Diz-se que ele é irrotacional (sempre) se
rot 9(z,t) =0

para todo z e todo t.
Diz-se que a forga de corpo b é conservativa com potencial § = 3(z, t) se

= —grad

oy

Um exemplo é o peso
b
p

= —g€3 = —grad (gz3)

(estamos supondo o sistema de coordenadas cartesianas (O, €1, €3, €3) com €3

de sentido oposto a g).
Diz-se que o escoamento € potencial se

U=grad ¢

para algum campo espacial ¢. Se ¢ for de classe C2, o escoamento potencial
é irrotacional.
FEzercicio 88. Verifique a ultima afirmacao acima.

Consideremos agora um fluido ideal. Substituindo div T' = —grad p na
equagio local do movimento obtemos

—gradp+b=pa (4.4)
Mas
d = %:— + grad v(?)
ot "6“2 o —
grad 9(v) = grad — -t Tot U X U (4.5)

Ezercicio 89. Verifique a férmula 4.5.
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Assim temos as seguintes equacgoes equivalentes para o movimento de um
fluido ideal, todas chamadas egquagdo de Euler

Dy
"Dt
- ov e
—gradp+b = p (E + grad v(v))

——gradp-i—g =

Tt s i
—gradp+b = p(at-{—grad " I +rot?')'><1')‘) (4.6)

que é uma equacdo vetorial (ou seja, trés equagdes escalares) com quatro
inc6gnitas escalares: p, v}, v2 e v3. A quarta equacdo é dada pela equagéo
da continuidade que, como o fluido é ideal, se reduz & condigdo de incom-
pressibilidade

divi=0
Em escoamentos permanentes, irrotacionais e sob a agao de forcas de corpo
conservativas com potencial 3

= —grad

oy

! equacgdo de Euler se reduz a
” _'“2
gra d + + 8

ou seja, ” ”
U

2
(Por ser um escoamento permanente conclui-se que também é constante com

o tempo). Esta é a equacdo de Bernoulli para fluidos ideais, em escoamento
permancnte, irrotacional e sob a ag8o de forga de corpo conservativa.

+ P + 8 = constante com a posi¢ao

Exemplo 30. (A férmula de Torricelli) Um fluido ideal contido num reser-
vatério escoa por um orificio de pequenas dimensGes. Vamos calcular a ve-
locidade de saida do fluido em fungdo da altura h.
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O escoamento nio é rigorosamente estaciondrio, mas vamos considera-
lo assim supondo as dimensdes do reservatério muito maiores do que a do
orificio. Também admitiremos o escoamento irrotacional. QOutra hipétese
também devida & desproporcdo entre as dimensdes do reservatério e do
orificio, é que a velocidade na superficie livre é nula.

A forga de corpo é o peso e é conservativa

© oYy

= g€3 = —grad (—gzs)
Entao aplicando Bernoulli
o+ —gm) = (J+ 2 gmo)
(2 P em A 2 p em B

Masem A: ||7]| =0, p=p.ez3=0eem B: p=p,, 3 =h. Logo
Da 1 2, DPa
— ="+ =—gh
2 = Sl + 2

Portanto,

Il = v2gh

Exemplo 31. (O principio de Venturi) Escoamento estaciondrio, irrotacional
sob forca de corpo desprezivel de um fluido ideal num conduto esquematizado

na figura.
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Admitamos que em S; a pressio e velocidade ndo variam com a posi¢ao
e 0 mesmo em S,. Pretendemos calcular v; e v, (as velocidades em S; e Sy,
respectivamente), conhecida a diferenca de pressao p; —p, e as 4reas S; e Sa.
Alicando o principio da conservagio da massa no volume de controle entre
S; e S, temos
Sl'vl = Sé’!)z
e da equagdo de Bernoulli temos

1, m

P2
T, T

1

Logo,
| Sa 2(p1 — p2)
V5% — 52 P
Ezercicio 90. O escoamento permanente, irrotacional e sob forga de corpo
nula de um fluido ideal, tem em seu percurso um obstéculo representado por
uma regiao R fixa no espago.

V=

I "
Wi,

B



Mostre que a forga total exercida pelo fluido sobre R é

2 [ o da

Ezercicio 91. Mostre que se ¥ = grad ¢, ¢ de classe C?, entdo

ov 0

E’U = grad 6():
Ezercicio 92. Considere um escoménto de um fluido ideal sob forga de corpo
conservativa com potencial 3 (’—’; = —grad ﬂ)

1. Mostre que se o escoamento for potencial com v = grad ¢, entao

IIvH2
grad <6t

2. Se o fluxo for permanente
92
Dt 2 p

(Sugestdo: Faca a = H%UE + % + 3. Conclua da equacédo de Euler que grad a =

- — Da__a_a )y s
rot ¥ x ¥. Use 33 = & + grad o - 9.)

+= +ﬂ)
p

4.4 Escoamentos irrotacionais

Vamos mostrar que se o fluido for ideal, e for irrotacional em algum instante,
serd irrotacional sempre.

Teorema 21. (de Lagrange-Cauchy) Um escoamento com aceleragdo gradi-
ente de potencial é irrotacional se for irrotacional em algum instante.

Proof. Indiquemos com um ponto a derivada material:
DF

F=Tr
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De

‘ 1
W = E(grad v+ grad ')

FF' = grad @

concluimos que C e E
. - y . . 1 . .
F'W,.F = E(FtF — F'F)
Logo - N '
- D, 1., P e R
E(FWmF)z—Z-FF+FF—FF—FF=FF—~FF
Mas )
F=grada F
(a demonstracao é andloga a de F = grad v F e fica como ezercicio)
Logo
D

E(FthF) = F'(grad @ — grad @ *)F

Como & = gradp e

(grad (grad o)) = grad (grad @)

entdo
t
D W.. F) =

Portanto, F*W,,,F(X,t) é constante com o tempo para cada X.
Como F'W,,,F(X,f) = 0 em algum instante £, qualquer que seja X, entéo

F'W,F(X,t)=0 VX, V¥t

Como F tem inversa F~! entdo

ou seja,
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Consideremos um fluido ideal sob a a¢ao de forga de corpo conservativa.
Entao, a equacao de movimento se escreve

—grad % —gradB=a

ou seja,
d= —grad (£ +ﬁ>
Po
Pelo Teorema de Lagrange-Cauchy ¢oncluimos o

Corollary 22. Se o escoamento de um fluido ideal sob a agdo de forca de
corpo conservativa € irrotacional num instante, é irrotacional sempre.

FEzercicio 93. Demonstre a férmula

ﬁ'zgrad(iF

(Sugestdo: veja p. 41)

Ezercicio 94. Mostre que (grad (grad ¢))! = grad (grad ) se ¢ for de classe
c:

4.5 Fluidos Newtonianos

Consideraremos agora fluidos viscosos, ou seja, fluidos que exercem tenséo
de cisalhamento. A forma que se admite para o tensor de Cauchy parte das
seguintes hipdteses:

1. A tenséo de cisalhamento s ocorre quando o fluido estd em movimento.

2. A tensao de cisalhamento depende das diferengas de velocidades entre
as vérias particulas.

Consideremos, por exemplo, um fluido onde

’17 = (1122)61
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@

’ | -

v "t =

6 —

. e e e e —

\
\

A parte do fluido acima de 5 exerce sobre S uma presséo —pfi e um
cisalhamento 77" (T": tangente unitiria a S). E razodvel se supor que

d’Ul
T € fungdo de —
¢ dz,
E se se pretende um modelo matemaético simples, se admite que
d’U1
T é funcao linear de —
G dz,
ou seja,
= d’Ul
- ”d:m .

Num escoamento genérico, o tensor que mede o movimento relativo das
particulas é o grad v. Entdo toma-se como hipétese constitutiva que

T = —pl + f(grad v)

Para que “T nao seja essencialmente afetada pela sobreposigdo de movi-
mentos rigidos” (o conceito preciso é “T" satisfaz o principio da independéncia
em relacdo a mudanga de observador” ou T é objetiva) prova-se que f nao
pode depender de W (o tensor velocidade de rotaggo), mas sé de D (o tensor
velocidade de deformagao)

T = —pl+ f(D)

Impondo-se que o fluido seja incompressivel e que f seja linear, prova-se
que f é determinada por um tnico coeficiente escalar:

f(D) =2uD
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Definicao 9. Um fluido newtoniano é um corpo caracterizado pelas seguintes
hipéteses constitutivas:

1. é incompressivel e homogéneo.
2. o tensor de Cauchy é da forma
T =—pl+2uD

onde D = }(grad ¥+ grad 7 %), p = p(z,t) e p é um escalar chamado
coeficiente de viscosidade

Consideremos o escoamento com
U= (41 (22)62

Facamos v1(z2) = azs.
Entao

-p 0 0 0 a/2 0
M=) 0 —p 0 |+2u|la/2 0 0
0 0 -p 0 0 0
SENBE T
e B s :
ez_ft 3/? o
R S i }‘m,
(’)' S
donde,
T(IB, t)(€2) = —p€2 + p,a,é'l
d’Ul
Ty, = pa= e
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4.6 A equacgao de Navier Stokes

Sendo
T = —pl+2uD = —pl + p(grad v+ grad 7'%)
entao /
CdivT = Q-grad p+ pdiv (gra;iﬁ"‘i")') + pdw (grad 7 Y) (4.7)
Mas \ '
| div igrad 7)) = A7 : (4.8)

onde A% é o laplaciano de ¥ que num sistema cartesiano ortogonal de coor-
denadas é dado por

ATV = Avie) + A€ + Avszés
sendo k_
N 62’Ui + 62’1),' 02’0.;
~ 0x2 0z ' 0z}

Fxercicio 95. Prove a féormula 4.8.

A'U,;

E, quando o fluido é incompressivel,
div (grad v*) = 0 ... (4.9)
Ezercicio 96. Prove 4.9.

Levando-se 4.9 e 4.8 em 4.7 e o resultado na equagdo local do movimento
obtemos:

a_‘ -
po(-a—: + grad 9(v)) = —grad p + pAv+ b (4.10)
ou, equivalentemente,
0 1 12 . ST
po(—a—t— + —2-grad |51 + rot ¥ x v) = —grad p + pAT+ b (4.11)

Essas equagoes sdo chamadas equacées de Navier Stokes e, junto com a
condigdo de incompressibilidade

divi=0

fornecem um sistema de quatro equacoes e quatro incégnitas escalares: p, vy, v, V3.
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4.7 Condicoes de Contorno

Retomemos as equacoes de Euler para um fluido ideal

Dy

P = —gradp+b

dive = 0

Essas equagoes sdo complementadas pelas condigoes de contorno

v-n=0
na fronteira do dominio D onde se d4 o escoamento, se D estiver em repouso
ou,

v-n=V-n
se V for a velocidade da fronteira de D. Essas condigGes exprimem o fato que
o fluido n&o cruza a fronteira de D embora possa ter velocidade tangencial a
oD

A A A e ol

.
RS, .

b e e e A e P e e

—. s O - m o S e e .
ey T e S pemn L

J& para um fluido viscoso Newtoniano, as equagoes de Navier Stokes

Dy -
pOF: = —gradp+ pAv+b
divi = 0
sao complementadas pela condigdo de contorno

=0
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na fronteira de D, se D estiver em repouso, ou

7=V

se D estiver em movimento e V for a velocidade da fronteira. Essa condiggo
exprime o fato observado experimentalmente que fluidos viscosos ndo escor-
regam no contato com D. o :

Exemplo 32. Consideremos um escoamento estacionério de um fluido new-
toniano no canal 0 < z, < h na auséncia de forca de corpo, supondo p = p(z1)
ep(0)=p1, p(L)=p2 e -

E ‘ ¥ = v1(21,22)€1

Vamos determinar ¢ e p.

i - O
I Ay PR e P e z‘\tr !

Da incompressibilidade, div v = 0, obtemos

0

oz,

Logo, v; = vi(z2).
Levando-se em conta que % =0eb=0, a equagio de Navier Stokes fica

grad 9(V) = —grad p+ pAv  (3)
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Mas

0 2 07w 0
[grad v(¥)] = |0 0 0 0 =10
0 0 0 0 0
grad 5(%) = 0
. =gradp = _@igl
81‘1
82'01 ; 62’01 62'01 62111
AT = e = —— €
v (Bm% + oz3 + dz? ) “ dz3 “
Substituindo em (i) obtemos:
_op  Ou_
oz, #B:B% B

20, 2 ~ , . - , .
Como ZY4 é funcdo sé de zo e 22 é funcdo sé de z;, concluimos que
0z3 oz ?

ambos 830 constantes

82’!)1 6;0 ..
Mgg‘ =Cc= 53;—1 ()

Logo, p = cz; + b. Das condigtes p(0) = c; e p(L) = p, concluimos que

_ Pb2—Dn
L
p = p1+p2;plx1
Voltando a (i) obtemos
0%v; c
0z3 p

donde c
v = 5;3:% 4+ c129 + 9
Como v;(0) = 0 e v1(h) = 0 concluimos que

v = —iﬂ?z(h — $2)
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Logo, de T' = —pl + 2u.D concluimos que

—» 00 0 —£(5—2) O
Tl=1 0 =p 0 |4+ | 2G-2) 0 0
Ezercicio 97. Um fluido ideal percorre o canal da figura nas condigbes de
pressao dadas
@
T \ | | v by
e, P
“z
B

\

Supondo ¥ = vy(z1, Z2,t)€) € p = p(z;), determine 7 e p.

(resposta: p(z) = p1 — BjP2z,, 7= (B2t + constante)é;)

Ezercicio 98. Um fluido newtoniano desce em escoamento permanente pelo
canal inclinado da figura.
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q lr X

=

Tem-se b = pog(sence; — cosaéy) e zo = h é a superficie livre, ou seja,
sujeita & pressdo atmosférica p,. Supondo

U= 01(51?1, $2)€1

determine v e 7.

Exercicio 99. Um fluido viscoso Newtoniano escoa em regime permanente
pelo canal 0 < 2o < h. O plano z; = 0 é fixo e o plano 5 = h move-se com
velocidade constante V'

A

Sendo ¥ = v;(z1,22)€) € p = constante, determine ¥ e a tens@o de cisa-
lhamento T7,. :

(resposta: ¥ = V—,fz"l, Tio = "h—v)
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4.8 Circulacao e rotacionalidade

Consideremos uma curva ¢ na configuracio de referéncia, chamada curva
material, e ¢; sua deformada no instante ¢

c: s—rc(s) a<s<b

et s — cis) = z(c(s), t)
A parametrizagio c (e, portanto, ct) é suposta simples: ndo h4 autoint-
ersecgoes exceto c(a) = ¢(b), no caso em que a curva é fechada

1S3
O
~~. /
\\,_/ 4

Se ¢ for fechada, c; também o é e, nesse caso, a integral de linha

[ re [ e sy (412)

é chamada circulagdo de U em torno de c;.

Ezercicio 100. Calcule a circulagio de ¥ em torno de ¢; sendo ¢; a circun-
feréncia z2 + y? = r? orientada no sentido anti-horério e

(a) U =1zeé, + yég
(b) v = —ye, + ez
(c) 7= zya(-—yéL +28)
Para perceber o significado fisico da circulagdo vamos considerar alguns
€asos
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e 7(c(s),t) com mesma diregdo e sentido de cj(s)

i

|
G s

v A"”"‘/’\ ,
A Q ¢ [, 77 >0
\m«“’;’

"’-%w-ptﬁ-
' v

Ct
e ¥(ci(s),t) com mesma dire¢io e sentido oposto a c}(s)

”"‘

s . e

Entao, fc ) 7 - dF é uma medida do giro do fluido em torno de ¢;. Por
exemplo, nos escoamentos da figura
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a circulacdo em torno de c¢; é nula no primeiro caso e positiva no segundo.

Ezercicio 101. Desenhe os campos ¥ e interprete os resultados obtidos no
exercicio anterior.

Quando ¥ é gradiente de um potencial, v = grad ¢,

/ v-dr = / grad ¢ - dF = ¢(B) — ¢(A) (4.13)

Ct

onde A = c;(a) é o ponto inicial e B = ¢;(b) é o ponto final da curva. Se a
curva for fechada (A = B), a circulagdo é nula. Portanto,

Teorema 23. E nula a circulagdo de um escoamento potencial em torno de
qualquer curva fechada.

' Teorema 24. (transporte da circulagdo) Seja c uma curva material fechada.

Ct Ct

(Veja a demonstragdo em Gurtin(1981),p. 82)
Diz-se que um escoamento preserva a circulagcdo se

d
— / v-drr=0
dat J.,
para toda curva fechada c.
Consideremos um fluido ideal sob a agdo de forga de corpo conservativa.
Entao a equacio de Euler fica

a= —grad <£ +ﬁ>
Po
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Logo
/d’-di"=/—grad( ,8) dr=20
Ct Ct p
porque ct é fechada. Isto, junto com 4.14, nos permite concluir o seguinte

Teorema 25. O escoamento de um ﬂmdo zdeal sob a a;ao de for¢a de corpo
conservatwa preserva a czrculag:ao . -

Os conceitos de circulago e de rotamonal sao duas medidas do “quanto
gira” um escoamento. Esses conceltos se relacionam no Teorema de Stokes

/ ﬁ-szfrotﬁvfida
as S

( )

T — v v
'aw""”’"-ro
Sy o
B et

Olhando para a férmula de Stokes somos levados, precipitadamente, a
afirmar que

a circulagcdo é nula em torno de qualquer curva fechada

se, e somente se,

o rotacional é nulo sempre.
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Acontece que nem sempre se pode aplicar essa férmula. Ela ndo se aplica
se, por exemplo, dada uma curva fechada, ndo existir uma superficie S con-
tida no dominio de ¥' cuja fronteira seja a curva dada. Considere, por exem-
plo, os seguintes dominios D de v

Figure 4.1: D = toro Figure 4.2: D = plano com buraco

Nos dois exemplos nao existe superficie contida em D (no toro ou no plano
com buraco) que tenha ¢; como fronteira. Esses dominios ndo sio simples-
mente conexos. Um conjunto é simplesmente conezo se toda curva fechada
contida nele puder ser contraida a um ponto e essa contragao ocorrer sempre
dentro do conjunto. O espago sem uma esfera, por exemplo, é simplesmente

Conexo.
Pois bem, se o dominio de ¥ for simplesmente conexo, vale o seguinte

" resultado (e
roti=6(=ﬂ7=gmdcp¢>/6-df=0 Ve; fechada

Ezercicio 102. Seja 7 = Fi—yz(—yé} + z&,). Verifique que rot v’ = 0 mas a
circulacio de 7' em torno da circunferéncia z2 + y? = 1 néo é nula. O que
acontece?

Ezercicio 103. Seja ¥ o campo de velocidades de um escoamento plano, ir-
rotacional, num domfnio D como o da figura (nfo simplesmente conexo)
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Mostre que a circulagio em torno de ¢; é igual & circulagio em torno de
Ca.

4.9 Escoamento plano, permanente, irrota-
cional de um fluido perfeito em torno de
um perfil

Um dos principais problemas da aerodinimica consiste em estudar, em torno
de um perfil, escoamentos estaciondrios e que longe do perfil sio uniformes

Entendendo-se o perfil como uma se¢do R de um cilindro ortogonal ao
plano da secdo, um ponto importante é calcular a forga exercida pelo fuido

sobre o cilindro.
Vamos considerar um fluido ideal em escoamento permanente e irrota-
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cional. Sendo c a fronteira de R, o vetor

/—pﬁdl

é a for¢ca por unidade de comprimento do eixo do cilindro, exercida pelo

fluido.
- Supondo a for¢a de corpo nula, decorre da férmula de Bernoulli (veja

exercicio 89) que
[-pra=2 [lapaa

Vamos calcular esta forga num exemplo muito signiﬁcatiw)o, o do fluxo
dado em coordenadas polares por

U= 'Uré;‘ + UBEO

2
v, = V cosf (1 —%)
T

2 r1
vp = —Vsend (1 + %) + —-
T 2rr

sendo

Este fluxo tem as seguintes propriedades:

e ¢ irrotacional pois
v = grad ¢

sendo ¢ = Vrcosf + V% cosh + =0
e divv=0
e quando r — oo, v, — Vcosh, vy — —V senf Logo

v — Vcosfe, — Vsenbéyg = Ve

e quando r =a, v, =0.
Logo, ¥ satisfaz a condigéo

<
St
li

o

na circunferéncia r = a.
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Ezercicio 104. Complete a veriricagido das quatro propriedades de v citadas
acima.

- _Tﬁv,‘_ﬂ,w«.._:.‘w;..‘_\‘

i e
NP S

g SRt . P e S e

Seja c a circunferéncia de raio a:

c(d) = (acosb,asenf) 0<0<2rm
cd(0) = -—asenbe, + acosbé; = aéy
i) = &

Na circunferéncia r = a temos:

ri1y
ol = (vf+v3>|,=a=v3|,=a=(-vsene.z+—-)

2w a
I? 'l
= 4V?%sen’d + ——5—-15 —2Vsenf ——
41 a Ta

o 71 = €, = cosbE; + senbeé,,
o dl=|c(6)] df = a db,

logo, apés célculos simples(todas as integrais, exceto uma, sdo nulas), obte-
IMos:

2 / |61 7 dl = —poVT &

Portanto, a componente da forca na diregio de V (diregdo €;), chamada
forga de arrasto, é nula! (paradoxo de D’Alembert) e a componente na
diregdo ortogonal a V', chamada for¢a de sustentacdo é poI'V.
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Vamos verificar que I' é a circulagdo de ' em torno de c. De fato

2T
/ §di = / (0,8 + v50) - £(0) dB
c 0

2
= / (v, + vp€y) - al db
0

2r
= / a‘Ugd9
0
27|' \ . 2
- =/ —Vsent 1+a_ a.—l-—I; do
0 r2 2w
= T

O que acabamos de verificar para este particular escoamento vale mais
geralmente: ’

Teorema 26. (Blasius - Kutta - Joukowski) Consideremos um fluido ideal
em escoamento plano, permanente e irrotacional num dominio erterior a
uma regido limitada R com fronteira c. Se

§—V quando |z —O| — o

~entdo a forca de arrasto € nula e a forca de sustentagdo tem norma ]pol-/"l"l
onde T’ € a circulagdo em torno de c Cores

A demonstracio deste teorema depende de conhecimentos de fungao de
varidvel complexa e pode ser vista em (Gurbin, 1981, p.124).
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Chapter 5

Elasticidade Linear

5.1 O tensor das deformacoes infinitesimais

Embora a Cinem4tica (mais geralmente, a Mecanica) dos Meios Continuos
seja uma teoria tinica tanto para fluidos quanto para sélidos, seus conceitos
desempenham papéis de diferente importincia num ou noutro caso. Nos
fluidos, os protagonistas sio os campos de velocidades e os tensores velocidade
de deformagdo e velocidade de rotagdo. J4 nos sélidos, o foco estd no campo
de deslocamentos e nos tensores de deformacio.

Na Elasticidade Linear, que estuda o comportamento mecénico de sélidos
sujeitos a “pequenas deformacGes” (as barras e as placas da Engenharia Civil,
por exemplo), o tensor usado para caracterizé-las é o “tensor das deformagées
infinitesimais” .

Dado um movimento z = z(X,t), o deslocamento é o campo material
vetorial

X, t) =z —-X (5.1)

Fixado ¢, ele é omitido da notagéo e se escreve %(X) em lugar de @(X, ).
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v - v e & F w

Num sistema cartesiano ortogonal (0, &), &, &),
U= ’11,151 + UQ€2 + Ugé},

O gradiente de 4 serd indicado por V. Como sabemos, sua matriz na
base (éi, 52, 63) é

Ouy Ouy  Buy -
’-BXl 0X2 0X;

__ dug Ouy  Bug
[Vid] = X1 0X, 0Xs

Ouz  Ouz  Buy
- 0X1 0X2 06Xz

De 5.1 concluirpos que
Vi=F-1 (5.2)
O gradiente d4 uma aproximacao linear em 4 da diferenca 4(X + i_i) —
w(X) : ‘
(X + h) — @(X) = Va(X)(h) + o(h)

- —lp
Twex) (f)

-y o
o(k)
—_— —
L (X) y wx<h ;
7 /
/ /
/‘ g
g s
—
IS R+ 6
Exemplo 33.
U= k:X32é'2



Vi(R) = 2kXshst) gw ()
o 2z ' \ ] ’ e
v Afk« : . ,.;"F";’
o
'L PUSTEERUUIREES PR -

A parte simétrica do V# é indicada por E e chamada tensor das de-
formagées infinitesimais:

E= %(vm vi?) (5.3)

5.2 Interpretacao geométrica de F

Vamos mostrar que para deslocamentos % de “pequeno gradiente”, isto &,
ui
0X;
os elementos de E(X) sio boas aproximagoes dos niimeros que expressam as
deformacgdes sofridas pelo corpo em X: os alongamentos, as distorc¢des e as
variacoes de volume. . .
Sejam F' = F(X), t=F(V) ew = F(W), entdo
§-0 = F(V)-F(W)=(Vi+D(V)- (Vi+I)(W)
= V.-W+(Vi+ V@) (V) W+ V@ 'VaV) - w

~0

(X)

ou seja,

7=V -W+QE+ Vi 'Va) (V) - W
Como estamos admitindo V4 “pequeno”, desprezamos Vi *V# que contém

termos
Ozy, Oz,
k 0X; 0X 7
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que sdo o(e?) se -‘9—”“1 for o(e). Logo,
T-W=V-W+2BV) W (5.4)
O alongamento em X na dire¢io de W é o niimero

@] ~ W]

W=

Omitindo 0 X e o W da notacéo, temos ¢ = H 1. Entéo

1P — ) _ Htfll_l)( (] ):5 ) _.
Tk (uwu Py ) e 69

Por outro lado, usando 5.4, temos

[l — W _ 2B(W)-W

- ~ = __ —9E(N)-N 5.6
Wi wiwil ) (56)

onde N = ]W” De 5.5 e 5.6:

g? -
E-i—ezE(N)-N

Sendo V4 “pequeno”, w = (Vi + I)(W) ~ W e portanto, € ~ 0. De-
sprezamos ent&o a parcela £€2/2 (¢2/2 < ¢ para € ~ 0). Donde

e~ E(N).-N
ou seja,

eq(X) = E(X)(N)- N (5.7)

onde N é umtarlo
Sejam V e W ortogonais, o nimero vy tal que

&

(5.8)

seny=

IWM
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a distorcio em X segundo V e W. Se necessdrio, usamos a notacdo

Vo i (X)-
//-‘ - { ;3 -
/ N\
% / \
\
\ e e }
N w Yo
\\\
\\_N_M_‘___ﬂ -
Como V - =0, de 5.4 obtemos

7w~ 2E(V) - W
sendo V = ||V||N; e W = ||W||N,, entdio
7.0 = 2|V |WE(H,) - N
Logo, levando esta tltima aproximacio em 5.8,

Vi I
EREN ol

Novamente usando que Vi é pequeno, temos H ~1

sen v =~ 2E(Ny) - Nyt

sen vy

5 ~ E(N;) - N,

Exercicio 105.

T=kX2; k=10"% X,=(0,

L 1, e, portanto,

G (7

1,0)

Be )
;\é"-: .
g<,,
— ) x S Y Z_;‘
“\\\h “““““ .

(5.9)

1. Calcule exatamente, e usando o tensor E, os alongamentos em X, nas
diregoes €] e é. (Resposta: 17 = 0, &y = (1+4k*)Y2 -1, Ey; =

0, By =0)

2. Calcule exatamente, e usando o tensor E, a distorgiao em X, segundo

as diregdes € e €, (Resposta: sen y = W,
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a

O A A I A A A A A

S A A A A A A AN N N N B N

Y ww v ww

Sejam w; = F(W,), 1 =1,2,3. Sendo Vj o volume do paralelepipedo de
vértices . . .
Xo, Xo+ Wy, Xo+ Wy, Xo+Ws

e V o volume do paralelepipedo de vértices
zo = T(Xo,t), To+ Wi, Lo + W, T+ Ws

entao
V-V
Vo
(veja(1.42)) néo depende dos particulares vetores linearmente independentes
Wl, Wg, W3 e é chamado variacdo especifica de volume em Xj.

=J-1

[ Dul 1 Sw Su 7
7). ¢} 0X2 0X3

J = det(Vi+ID)=det| Z¢ 2241 22

Bus Bus  Bug
L X, axs oaxo T1 J
Ouy Ouy Oug
= 1
tox, Tox, Tax, t

onde as parcelas subsumidas pelos trés pontos sdo todas o(e?) se —a@}% for o(e).
Desprezando essas parcelas obtemos

6’11-1 61.1.2 a’ll,3

Tl Tax, T ox,

=divid (5.10)

Qbservagdo 9. Pode-se perguntar por uma avaliagio das aproximacdes feitas
nesta se¢do. Demonstra-se que se

o\ 1/2

) <é Vi, j

>

Y

u
0X;

(X)

entao
® ISN(X)I <é

¢ leg(X) — E(X)N - N| < 82
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o [sen vy 5. (X) = 2E(X)N; - Ny| < ﬁ@(—‘iz:t&@’)

onded <1leN, Ny, N, séo unitdrios.(P. Boulos - Introducio & Mecanica dos
Sélidos Deforméveis - notas de aula de 1989).

Ezxercicio 106.
ki1.Xo 0 0
[E] = 0  —k X5 0
0 0 —ko X,

(a) Quais sdo os pontos onde nio h4 variagio de volume?

(b) Qual deve ser a relagio entre k; e k, para que ndo haja variacio de
volume em nenhum ponto?

Ezercicio 107. Sendo (O, €1, €,,€3) um sistema cartesiano ortogonal, inter-
prete em termos de alongamento e distorcdes, os elementos E;;.

Ezercicio 108. Os alongamentos num dado ponto nas direcdes é7, %(é’l +
V38), e 5(—€14+/38,) sdo a, b, ¢, respectivametne. Determine Ey, Ey, Ey.
(Resposta: By = a, By = 1(2b+ 2 — a), By = b;\/g)

Ezercicio 109. Justifique a aproximacéo
p =2 po(l — By — Eyy — E33)

para deformacdes de “pequeno” gradiente.

5.3 Sdlido elastico-linear isotrépico

Em Elasticidade Linear consideram-se movimentos cujos deslocamentos

1. sdo pequenos,

|[E(X,t)]| ~0 VX, Vt
ou seja, r ~ X.
2. tém gradientes pequenos

6’&,;
0X;

(X)' ~0 VX,Vi,j
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Assim, confunde-se a configuragao deformada com a de referéncia, toma-

se T'(X) em lugar de T(z), gg; em lugar de El etc.

A fim de motivar a hipétese constitutiva que caracterlza os solidos eléstico-

lineares, lembremos da lei de Hooke.

Consideremos uma barra cilindrica de segio A constante e comprimento

[, sujeita a forca P nas extremidades

Sendo Al o aumento no comprimento a experiéncia mostra que para

«
pequeno” Al a relacio entre £ i e 2! é linear

P \ -7

—— 1 i /, -

A ¢

| N 4
e
LS
VAR
ou seja,

P Al
T =BT para “Al pequeno”

onde Ey é chamado mddulo de Young. No aco, por exemplo, Fy

o~y

ax
e

207 GPa (Pa = LN/m?, Giga=10°). Sendo o = £ e & = 4, entdo

U=Ey€

A lei de Hooke generalizada, hipGtese constitutiva que caracteriza os

chamados sdlidos eldstico-lineares, estabelece que

T ¢é funcao linear de E
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Em um sistema cartesiano ortogonal,

3
Tij = Z Cijki Ext (5.11)
kl=1

Portanto, a principio sfo necessdrias 81 constantes (05 cijr = cijr(X),
chamadas elasticidades em X) para caracterizar um sélido elstico-linear.
Como E e T sdo simétricos, o niimero de elasticidades cai para 6z6 = 36.
Admitindo-se a existéncia de uma funcéio “energia armazenada®, demonstra-
se que

Cijkl = Cglij
o que reduz o nimero de elasticidades a 21.

O sélido se diz homogéneo se p, for constante e as elasticidades Cijk; DAO
dependerem de X.

A relacao entre ¢ e € pode variar conforme muda a direcédo. Por exemplo,
a madeira tem rigidez (médulo de Young) na direcéo das fibras diferente da
que tem na direg@o ortogonal a elas. Sélidos assim sdo ditos anisotrdpicos.
Se a relagdo € — o néo muda com a direcéo, diz-se que o sélido é isotrépico.

Precisamente: o séligo é isotrdpico em X se dadas duas bases ortonormais
quaiquer (&, &, €3) e (ey, €, €3) e sendo

T; = E Cijki Bt

k,l
4 — / i’
Tij = E :cijklEkl

k,l

entao
/
Cijkt = Cijkl
Teorema 27. Um corpo eldstico-linear € isotrdpico em X se e somente se

T'=2uE+ Atr(E)I (5.12)

onde T' = T(X), E = E(X). Os nimeros A = MNX) e p = u(X) sdo
chamados coeficientes de Lamé em X.

Como E é adimensional, ) e p tém a dimensao de 7.
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Exemplo 34. Num corpo de ago (A = 119.2 GPa, y = 79.2 GPa), num
certo ponto, num certo instante,

10 10 5
[E]=k | 10 20 0©
5 0 30

Entéo, nesse ponto e nesse instante,

[T] = Atr(E)I] + 2u(E]

100 (10 10 5
= 60Xk [0 1 0 [+2uk|10 20 0
00 1 | 5 0 30

8836 1584 792
= k| 1584 10320 0 |GPa
792 0 11904 |

FEzercicio 110. Mostre que num material eldstico-linear isotrépico, as diregoes
principais de tensao (autovetores de T') coincidem com as dire¢ées principais
de deformagdo (os autovetores de E). Encontre a relagio entre as tensdes e
os alongamentos principais (autovalores de T' e de E, respectivamente).

5.4 Os médulos de Young, de rigidez & com-

pressao (bulk modulus) e o quociente de
Poisson

A relagio 5.12 que caracteriza um corpo eldstico-linear isotrépico pode ser
invertida para se obter £ em fungéo de 7. Inicialmente tomamos o traco dos
dois membros de 5.12

trT = (2u+ 3\)trE
ou seja,

trkE = trT

2143
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Substituindo esta dltima expressao em 5.12 e isolando E obtemos a relagao
desejada

1 A
E=—|(T- TT .
o <T TR ) (5.13)

A fim de introduzir os coeficientes do titulo desta se¢ao e conhecer seus
significados fisicos vamos estudar as relagdes 5.12 e 5.13 em alguns casos
particulares.

1. Tensdo uniazial. T é dado numa base ortonormal por

Entao, por (5.13),

m 0 0
[E}]=Tu| 0 3 O (5.14)
0 0.
onde Ey e v sdo definidos por
Lo _Ae
Ey 1(2p + 3A)
v o= 2(’“—/_\*_:\7 (5.15)

Ezxercicio 111. Verifique 5.14

Portanto,
Eiy=E;3=FEx3=10

1
By =—=T 5.16
=g (5.16)
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Ezg = E33 = —~VE11 (517)

Como se espera que havendo tragdo (73; > 0) deve haver alongamento
positivo na dire¢éio 1 (Fy; > 0), 5.16 nos diz que
Ey >0

Também se espera que havendo aumento de comprimento na direggo 1
(E11 > 0) deve haver contracio nas diregoes 2 e 3, concluimos de 5.17
que

v>0

Ey é chamado mddulo de Young e v quociente de Poisson.

2. Cisalhamento puro E dado o campo

U =vX2€
pa
L/ 40 = i
i ) .
1 ({070
[E] = 3 v 0 0
10 00
Usando 5.12 obtemos
00
0 0O
onde
T =y

O coeficiente de Lamé p é chamado mddulo de cisalhamento.
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3. Tensdo puramente normal. T é dado por

T=III
Usando 5.13 obtemos
E=c¢l
onde
II = 3ke
sendo 5

chamado mddulo de rigidez & compressdo (bulk modulus) porque para
um dado valor de II, £ é tdo0 menor quanto maior for .

Os coeficientes Ey, v, & estdo relacionados por

'Ey
Sr = 1-2v

Como & > 0 (devemos esperar & > 0 para II > 0) e Ey > 0 entdo

1/<l
2

Alguns valores paraj Ey ev:
ferro: By =2.1x 10! N/m? v=10.29
cobre: Ey = 10" N/m? v =0.33

vidro: Ey =0.55 x 10* N/m? v =0.25
(Gurtia p.204)

Ezercicio 112. Verifique qﬁe

E= El;[a + V)T — vt T
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Ezercicio 113. Mostre que

. Ey__ . Ey \ = l/Ey
T31-w) “Tanwy) T arna—v

K

Ezercicio 114. Num corpo homogéneo e isotrépico com Ey = 207 GPa, v=
0, 30,0 tensor T" é constante

6 2.0
[T]=]2 -3 0| MPa
0 0 0]

o= Determine E

e=Suponha que o Corpo é uma esfera de 5cm de raio. Qual é sua variagio
de volume? (resposta Ey; = 3,33 107°%, Ejp = 1,26 10~5, Ej3 =
0, By =-1,97 10_5, By =0, B33 = -0,43 1075AV = 4, 8710—3Cﬂ’l3)
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