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RESUMO

TEIXEIRA, Bruno Fernando Inchausp. Dualidade na teoria de Landau-Ginzburg da su-
percondutividade. 2010. 93f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica)-Instituto de Fisica Ar-
mando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

Neste trabalho abordamos a teoria de Ginzburg-Landau da supercondutividade
(teoria GL). Apresentamos suas origens, caracteristicas e resultados mais importantes. A
idéia fundamental desta teoria é descrever a transicao de fase que sofrem alguns metais
de uma fase normal para uma fase supercondutora. Durante uma transicao de fase em
supercondutores do tipo II é caracteristico o surgimento de linhas de fluxo magnético em
determinadas regioes de tamanho finito chamadas comumente de vértices. A dinamica
destas estruturas topologicas é de grande interesse na comunidade cientifica atual e im-
pulsiona incontaveis nicleos de pesquisa na area da supercondutividade. Baseado nisto
estudamos como essas estruturas topoldgicas influenciam em uma transicao de fase em
um modelo bidimensional conhecido como modelo XY. No modelo XY vemos que os
principais responséveis pela transicao de fase sdo os vértices (na verdade pares de vértice-
antivortice). Villain, observando este fato, percebeu que poderia tornar explicita a con-
tribuicao desses defeitos topoldgicos na funcao de particao do modelo XY realizando uma
transformacao de dualidade. Este modelo serve como inspiracao para a proposta deste
trabalho. Apresentamos aqui um modelo baseado em consideracoes fisicas sobre siste-
mas de matéria condensada e ao mesmo tempo utilizamos um formalismo desenvolvido
recentemente na referéncia [29] que possibilita tornar explicita a contribui¢ao dos defeitos
topoldgicos na agao original proposta em nossa teoria. Apds isso analisamos alguns limites
classicos e finalmente realizamos as flutuagoes quanticas visando obter a expressao com-
pleta da funcgao correlacao dos vértices o que pode ser muito 1til em teorias de vortices

interagentes (dinamica de vértices).

Palavras-chave: Teoria GL. Transicoes de fase. Dinamica de vértices. Dualidade. Modelo

de Schrodinger-Ginzburg-Landau.



ABSTRACT

In this work we introduced the Ginzburg-Landau theory of superconductivity (GL
theory). We have shown your foundations, features and more important results. The fun-
damental idea of this theory is to describe the phase transition that some metals undergoes
from a normal to a superconductor phase. During a phase transition in superconductors
of type II is common the appearance of magnetic flux lines in given regions of finite size
called of vortices. The knowledge of the dynamics of these vortices is of great importance
in the current cientific community and drives many research centers to study the super-
conductivity. In view of this we study how these vortices changes a phase transition in
a bidimensional model known as XY model. In XY model one can show that the main
responsible for the phase transition are the vortices (or still, vortice-antivortice pairs).
Villain, noting this fact, realized that could to turn explicit the contribution of theses to-
pological defects in the partition function of XY model making a duality transformation.
This model inspired us to study the subject of this master thesis. We presented here a
model based in physical considerations about systems of condensed matter. At the same
time we used a formalism developed in reference [29] that permits to turn explicit the
contribution of these vortices in the original action proposed in our theory. Finally we
analysed some classical limits and we looked for the quantum fluctuations to obtain the
complete expression of the correlation function of vortices, whose utility is in the study

of interacting vortices is wide (vortex dynamics).

Keywords: GL theory. Phase Transitions. Vortex Dynamics. Duality. Schrodinger-
Ginzburg-Landau Model.
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INTRODUCAO

O interesse cientifico sobre a compreensao da estrutura da matéria sempre foi
enorme. FEle existia desde os tempos da Grécia Antiga. Porém, com o sucesso da teoria
cinética dos gases, a idéia de um constituinte fundamental da matéria era algo inevitavel.
A teoria e os resultados experimentais estavam em perfeita concordancia, e entao assumir
que as particulas idealizadas do modelo existiam nao era mais considerado um problema
grave. Neste contexto, o fisico J. J. Thomson realizou um experimento que provocaria
alteracoes profundas em toda a fisica, mais especificamente na compreensao da estrutura
da matéria. A descoberta do elétron, em 1897, proporcionou um aumento assustador na

busca da explicacao dos fenomenos microscépicos da matéria.

Com esta descoberta revolucionaria, véarias areas da fisica puderam se desenvolver
de forma robusta. Uma das areas favorecidas foi o estudo da condugao elétrica e térmica
em metais, muito mal compreendida até entao. Trés anos depois do experimento de
Thomson (1900), o fisico P. Drude desenvolveu um mecanismo légico para a condugao em
metais. O modelo de Drude considerava basicamente que dentro de um metal existia um
"gas de elétrons”, responsavel pelos fenomenos de conducao elétrica e térmica no metal.
Claramente, Drude estava sob influéncia da teoria cinética dos gases que ja estava muito

bem fundamentada.

As previsoes do modelo de Drude estavam sendo confirmadas pelos experimentos
muito rapidamente. Uma destas previsoes consistia na idéia de que a resistividade de um
metal cairia com o decréscimo da temperatura, mas que ela se aproximava de um valor
constante devido as impurezas dos metais. A resistividade podia até ser nula quando a
temperatura também o fosse. Na época (1900 a 1908), as temperaturas préximas de zero
nao eram faceis de serem obtidas como nos dias de hoje (que continuam demandando
muito dinheiro para a sua producdo), o que atrapalhava a verificagdo desta previsao

tedrica.

Em 1911, buscando verificar a previsao tedrica de Drude sobre a resistividade, o
fisico Heike Kamerlingh Onnes[1] mediu a resistividade a baixas temperaturas de alguns
metais. Para a platina e para o ouro os resultados experimentais estavam de acordo
com os tedricos, porém para o mercirio um resultado inesperado ocorreu. Kamerlingh
Onnes optou pelo merctrio devido ao seu alto grau de pureza, esperando obter a baixas
temperaturas uma curva de resistividade perto de zero quando a temperatura fosse nula.
Porém, ele obteve que a resistividade do mercirio a uma temperatura de 4K caia a
zero abruptamente. Baseado neste comportamento do mercirio, ele propoés um nome
apropriado para este novo estado da matéria, que abriria portas para uma imensa area

intensa e produtiva: a supercondutividade.
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A partir do ano de 1911, as pesquisas sobre a supercondutividade nao pararam
de crescer, ja que elas proporcionavam uma gama enorme de descobertas. Em 1933, os
fisicos Fritz Meissner e Robert Ochsenfeld demonstraram experimentalmente que um su-
percondutor, além de possuir um campo elétrico nulo em seu interior, também apresentava
campo magnético nulo quando sujeito a um campo magnético externo. Em outras pala-
vras, um supercondutor era um condutor perfeito e também um diamagnético perfeito.

Este efeito ficou conhecido como efeito Meissner-Ochsenfeld|2].

Desde 1911 os pesquisadores procuravam uma teoria que descrevesse o fenéomeno
da supercondutividade, mas nao a encontravam. Em 1935, os irmaos F. London e H.
London[3] finalmente conseguiram mostrar a primeira teoria capaz de explicar a super-
condutividade. Esta teoria era descrita por duas equagoes, hoje conhecidas como primeira

e segunda equagoes de London (ver apéndice A).

Embora a teoria de London da supercondutividade fosse ttil, ela nao descrevia
o comportamento do sistema de um ponto de vista microscépico nem das transicoes de
fase. Em 1950, os fisicos V. L. Ginzburg e L. D. Landau publicaram em russo um artigo[4]
descrevendo a supercondutividade do ponto de vista fenomenolégico, ou seja, este modelo
¢ baseado sobre as caracteristicas gerais observadas da supercondutividade e nao sobre
algum modelo microscépico particular. Infelizmente, a traducao desta publicagao para o
inglés atrasou a difusao deste modelo para o ocidente. A teoria microscopica de Bardeen-
Cooper-Schrieffer[5] (teoria BCS) foi langada em 1957, sete anos apds a publica¢ao da obra
de Landau e Ginzburg, e descreve muito bem a supercondutividade (tanto que foi estudada
antes mesmo da teoria de Landau), mas por ser muito complicada em determinadas

situagoes, a teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau (GL) é muito mais geral.

A teoria GL da supercondutividade s6 passou mesmo a ser entendida quando
Gor’kov publicou um artigo[6] mostrando que ela podia ser derivada da teoria BCS num
limite conveniente. O trabalho de 1959 de Gor’kov ajudou a teoria GL a ganhar um
maior status diante das teorias de supercondutividade existentes, colocando-a como uma

teoria-referéncia até os dias de hoje.

Antes de falarmos na teoria GL, precisamos identificar o que significa uma transicao
de fase e mostrar o que vem a ser um parametro de ordem. A teoria GL é baseada intei-
ramente na idéia de um parametro de ordem (complexo) para poder explicar a transigao
de fase normal/supercondutora. A beleza desta teoria é que ela consegue determinar o

comportamento dos supercondutores perfeitamente e nas palavras de M. Tinkham|7]:
”(...) a teoria de Landau-Ginzburg com certeza foi um dos maiores triunfos da
intuicao fisica.”
Nao ha mais dividas nos dias de hoje de que a teoria GL é a teoria que nos fornece a

matematica mais facil para efetuarmos calculos em modelos de supercondutores. A teoria



12

BCS é a base fisica microscopica da supercondutividade, mas o seu aparato matematico
¢ absurdamente mais complicado que o da teoria GL, projetando a tultima como uma

melhor teoria pra descrever e prever o comportamento supercondutor.

O ano de 1957 foi um ano impar para a teoria dos supercondutores. Em um
lado do mundo surgia a famosa teoria BCS que descrevia as caracteristicas microscopicas
da supercondutividade, e do outro lado nasciam os supercondutores do tipo II através
do trabalho de Abrikosov[12]. A partir destes dois trabalhos em 1957, as pesquisas em
supercondutividade aumentaram de forma impressionante. Em particular, a rede de fluxo
de Abrikosov permitiu o desenvolvimento da dinamica de vdrtices, tema estruturador

deste trabalho de fim de mestrado.

Supercondutores do tipo II possuem uma caracteristica peculiar; eles se comportam
como supercondutores do tipo I até um campo critico Hoy, mas quando aumentamos
o campo magnético para valores Hoqy < H < Hgo algumas regioes de tamanho finito
comecam a se formar onde existe passagem de fluxo magnético (os chamados vértices).
Estas regioes se comportam com as mesmas caracteristicas de um metal normal. Quando
aumentamos o campo magnético para valores maiores do que H¢o, a supercondutividade

¢é destruida, assim como acontece com os supercondutores tradicionais ou do tipo 1.

Uma das formas de se estudar a dinamica de vértices é buscar entender o porqué
da supercondutividade ser destruida quando elevamos a temperatura ou o valor do campo
magnético aplicado sobre o sistema. Qual seria a influéncia desses vértices nesta transicao
de fase supercondutora/normal? Serd que eles interagem entre si, e se sim, qual seria a

expressao desta interagao?

A resposta exata a essas perguntas ainda nao existe e isso nos motivou a realizar
um estudo sobre a possivel interagao entre vortices. Sabemos que para tal devemos
obter uma funcao correlagao de vortices para dela extrairmos o comportamento desta
interacao. Um dos modelos mais famosos de matéria condensada é o modelo de Villain.
Este modelo tenta entender o comportamento dos vortices em um modelo de rede de
spins planares conhecido pelo nome de modelo XY. Uma explicacao para a quebra da
supercondutividade neste modelo é dada pela transicao de fase de Kosterlitz- Thouless,

que depende exclusivamente da densidade de vortices na amostra supercondutora.

A partir destes desenvolvimentos nos anos de 1950 (Landau), 1957 (BCS e Abri-
kosov) e 1959 (Gor’kov), éramos capazes de pensar que a teoria da supercondutividade
nao apresentaria resultados muito diferentes do que ja se tinham obtido. Mas, no ano
de 1986, os pesquisadores Karl Miiller e Johannes Bednorz descobriram algo incrivel: o
primeiro supercondutor a altas temperaturas[13]. Aqui, entendemos por altas tempera-
turas supercondutores com temperatura critica acima de 30K, pois acreditava-se que nao
poderiamos obter temperaturas mais altas do que a encontrada pelo artigo de Gavaler em

1973 para filmes de Nb-Ge[14]. Mas ainda bem que essa estimativa estava errada, pois
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o campo da supercondutividade a alta temperatura é extremamente promissor e atual-
mente recebe destaque no cenario econéomico mundial diante de outras areas da fisica por
sua aplicabilidade no desenvolvimento tecnolégico e social. Uma observacao que deve ser
feita é a de que todos os supercondutores a altas temperaturas sao supercondutores que
possuem caracteristicas do tipo II. Uma consequéncia extremamente importante para nos,
nesse trabalho, é que por isso, o estudo da dinamica de vortices é fundamental para o en-

tendimento, dominio tedrico e pratico, e implementacao desses tipos de supercondutores.

Existem alguns efeitos muito conhecidos na literatura de dinamica de vortices em
supercondutores, como o termo ”pinning”, que consiste em ”fixar’um vortice em uma
determinada regiao ja que sua movimentacao no supercondutor gera resisténcia elétrica.
Esses assuntos podem ser encontrados na area matéria de vortice ou ainda, o termo em
inglés vortex matter. Neste trabalho nao estaremos interessados em explicar tais efeitos,

nosso objetivo aqui serad outro.

Nesta dissertacao apresentaremos o modelo GL bidimensional na sua versao rela-
tivistica com uma pequena modificacao no termo de Klein-Gordon; trocaremos esse termo
por um termo de Schrodinger utilizando uma justificativa de que nos modelos de matéria
condensada os constituintes do sistema se movem em velocidades nao-relativisticas. Tra-
balhamos com uma teoria dual a teoria original na qual tornamos explicitas a contribuicao
dos vortices do modelo, de forma muito semelhante ao modelo de Villain. Depois disso,
fomos capazes de derivar a funcao correlacao dos vértices e determinar o comportamento

do pdlo desta interagao.

As aplicagoes praticas dos supercondutores sao interminaveis e impressionantes. O
maior experimento do mundo atualmente, o LHC (Large Hadron Collider), se utiliza de
placas supercondutoras para a realizacao de suas experiéncias. Nao é nosso objetivo aqui

mostrar as aplicagoes tecnologicas destes incriveis materiais.
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1 A TEORIA DE GINZBURG-LANDAU DA SUPERCONDUTIVIDADE

A supercondutividade, descoberta pelo fisico Kamerlingh Onnes em 1911[1], repre-
senta um fendmeno quantico em escala macroscdpica e sempre trouxe amplas questoes
nao so para a area de matéria condensada, mas também para varias outras, como a teo-
ria quantica de campos. Como ja foi dito na introducao, existiram algumas teorias que
buscaram explicar este novo fenomeno. Estamos interessados na teoria desenvolvida por
V. L. Ginzburg e L. D. Landau em 1950[4], que buscava explicar a supercondutividade

de um ponto de vista da teoria de transicoes de fase de segunda ordem.

A contribui¢ao destes estudos de Ginzburg e Landau para a teoria das transigoes
de fase é sem precedentes. Hoje em dia, uma teoria que queira descrever algum fenomeno
com quebra de simetria necessariamente deve-se basear nos trabalhos de Landau. Por essa
razao, devemos definir alguns conceitos de transicoes de fase que nos ajudarao a entender
por completo esta teoria de Landau da supercondutividade. Deve ser observado aqui que
Ginzburg fez algumas corregoes a esta teoria e por isso ela leva o nome hoje de teoria de
Ginzburg-Landau (GL).

A idéia da teoria GL é simples: a expansao da expressao da energia livre de um
supercondutor em termos do parametro de ordem, responséavel por identificar a transigao
de fase, em poténcias pares (cuja razao serd mostrada mais tarde). Fazendo isso, Landau
conseguiu rederivar a famosa equagao de campo médio. Para compreendermos bem a teo-
ria supercondutora GL, optamos por definir o que sao transicoes de fase de segunda ordem,

e aplicd-las a um caso mais simples do magnetismo, a transi¢ao para/ferromagnética.

Um sistema termodinamico pode existir em um nimero de fases diferentes cujos
comportamentos macroscopicos podem diferir drasticamente. Em geral, sistemas tornam-
se mais ordenados quando reduzimos sua temperatura, desde que as forcas de coesao
comegam a se sobrepor em relacao ao movimento térmico e os d&tomos podem se rearranjar

em estados mais ordenados.

Dividimos as transigcoes de fase em dois tipos de acordo com o comportamento
das derivadas da energia livre de Gibbs. Identificamos uma transicao de fase de primeira
ordem quando ocorre alguma mudanga descontinua de estado (derivadas primeiras da
energia livre de Gibbs em relacdo a temperatura). Temos uma transigdo de fase de
segunda ordem quando ocorre uma mudanga continua de estado do sistema (primeira
derivada da energia livre de Gibbs em relacao a temperatura é analitica, mas a derivada
segunda é descontinua). Costumamos chamar as transi¢oes de fase de segunda ordem
de transicoes de fase continuas. Segundo a termodinamica das transicoes de fase este
comportamento se manifesta nas funcoes resposta do sistema, como o calor especifico no

caso de fluidos ou com a magnetizacao no caso de magnetos.
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Existem iniimeros exemplos destes dois tipos de transicao de fase, desde a transicao
liquido-vapor d’agua (transigao de primeira ordem) até a transicao de fase normal /supercondutora
em metais (cujo comportamento mostra as duas transigoes de fase, o que torna a teoria

supercondutora fascinante).

A maior parte das transigoes de fase associam a elas um ponto critico (a transigao
liquido-sélido nao, por exemplo). Existe alguma temperatura bem definida acima da qual
uma determinada fase existe, e quando reduzimos a temperatura, uma nova fase surge.
Quando uma nova fase aparece, ela possui propriedades de simetria diferentes e uma nova
variavel termodinamica, o parametro de ordem, surge para caracterizar a nova fase. Para
transicoes de fase de primeira ordem nao precisa existir uma conexao entre as simetrias da
fase a alta temperatura e a fase a baixa temperatura. Para transi¢coes de fase continuas,

sempre existe uma conexao bem definida entre as propriedades de simetria das duas fases.

A teoria de Landau-Ginzburg é inteiramente baseada na teoria geral de quebra de
simetria em transicoes de fase continuas. Ela envolve uma expansao analitica da energia
livre em termos do parametro de ordem, que no caso do magnetismo é a magnetizacao M

do sistema.

Neste capitulo discutiremos a transicao de fase paramagnética/ferromagnética a luz
do modelo de Lenz-Ising para materiais magnéticos. Definiremos o chamado comprimento
de correlagao &(T') e chegaremos a equacao de campo médio, cuja estrutura nos trard
motivagoes fundamentais para escrevermos a Hamiltoniana de Landau-Ginzburg. Este
modelo do magnetismo servird como base para compreendermos o modelo de Landau-
Ginzburg da supercondutividade. A diferenca crucial entre esses dois modelos consiste na
simetria de gauge que existe em cada um deles; no magnetismo temos uma simetria do tipo
discreta ¢ — — enquanto que na supercondutividade, devido ao parametro de ordem
ser complexo, ao contrario do magnetismo, temos uma simetria do tipo ¢ — |ple?. Isso
gera algumas consequéncias extremamente importantes para a compreensao dos defeitos

topoldgicos, o que sera visto no capitulo 2.

1.1 O modelo de Lenz-Ising unidimensional

A transigao de fase paramagnética/ferromagnética sempre foi um fenémeno curioso
na fisica. O fenémeno ferromagnético foi estudado por Pierre Curie (1859-1906) e nunca
deixou de trazer novas conseqiiéncias e implicagoes fisicas importantissimas. Uma dessas
questoes é a quebra de simetria proporcionada pela magnetizacao de um material com

propriedades magnéticas.

Suponha uma cadeia de spins linear. Sabemos que, a altas temperaturas, os spins
deverao estar todos desalinhados e sem nenhuma direcao privilegiada para orientacao.

Mas se resolvermos ir dimunindo a temperatura aos poucos e observarmos o comporta-
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Figura 1: Vizinhos préximos (bolas brancas) do spin i (bola preta) em uma cadeia linear.
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Figura 2: Vizinhos préximos (bolas brancas) do spin i (bola preta) em uma cadeia bidi-
mensional.

mento destes spins seriamos tentados a pensar que eles tenderiam a se alinhar cada vez
mais, devido a configuragao de energia minima do sistema (todos alinhados). Quando
comeca a aparecer uma magnetizacao “liquida” no sistema, dizemos que ele sofreu uma
transicao de fase do estado paramagnético para o estado ferromagnético. Esse fenomeno
de alinhamento que ocorre com os spins também é conhecido como quebra espontanea
de simetria (o que antes estava orientado isotropicamente, fica alinhado em uma unica

direcao).

Visando estudar as propriedades deste tipo de materiais, Ernst Ising (1900-1998),
fisico alemao, sob a orientagdo de Wilhelm Lenz (1888-1957) também alemao, trabalhou
com um modelo de ferromagnetismo idealizado por Lenz desde 1920[17]. Seus estudos
sobre este modelo comecgaram no ano de 1922 e culminaram na apresentacao de sua tese
de doutorado[18] no ano de 1925, onde mostrou seus resultados. O modelo proposto por
Lenz e estudado por Ising é chamado hoje de modelo de Lenz-Ising, embora a maior parte

dos pesquisadores omitem até hoje o nome do idealizador deste modelo.

Este modelo se baseava em duas simplificagoes. A primeira delas considerava uma
cadeia de spins que possufam apenas dois graus de liberdade possiveis (duas diregoes de
orientagao); spin "up”e spin "down”, cuja notagao tradicional e adotada a partir de agora

sera +1 e -1, respectivamente.

A segunda simplificacao consistia em considerar que as interagoes entre os spins
eram de curto alcance, ou seja, apenas vizinhos préximos a um determinado spin da rede

podem interagir com este spin (ver figuras 1.1 e 1.2).

Com essas consideracoes, escrevemos a hamiltoniana H para o modelo de Lenz-
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Ising como:

HLenz—Ising =—J Z Sisjv (11)

<i,j>
com S; = +1, J uma constante de acoplamento entre os spins e < i,j > representa a
interacao apenas entre os vizinhos préximos. Com esta hamiltoniana podemos escrever a

funcao de particao

+J/kgT Z SiSj

ZLenz—Ising: Z Z Z € <> ) (12)

S1==%1 So==%1 Sn==%1

ou numa notacao mais compacta e conveniente

+J/kpT Z SiS;
ZLenszsing = Z € <> ) (13)
[S:]

onde representamos todos os somatérios por um unico a fim de melhorar a notacao.

Devemos enfatizar o fato de que nao especificamos o tipo de geometria disposta
para a organizacao dos sitios de spins. Ela pode ser uma rede cubica, quadrada ou linear
(na verdade ela pode ter qualquer forma poligonal de arranjo). Nos estudos de Ising, ele
se deteve na configuragao de rede linear, tema da préxima secao, onde faremos os calculos

do modelo sem a presenca de um campo magnético externo B.

1.2 Solucao do modelo de Lenz-Ising unidimensional

Se observarmos novamente a figura 1.1, veremos que no caso de cadeia linear,
um determinado spin s6 possui interacao com seus dois vizinhos e nenhum mais pela

simplificacao mencionada acima. A hamiltoniana ganha uma forma mais simples,

N-1
HLenz—Ising =—J Z SlSl-‘rla (14)
=1
e a funcao de particao fica
N-1
ZL@TLZ*ISZ’TLQ — Z e_(HLenz—Ising)/kBT — Z H eKS[S]+1’ (15)

[Si] [Si] 1=1
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onde definimos K = J/kgT, com kg sendo a constante de Boltzmann.

Abrindo a expressao acima, teremos N vezes o fator eX +e ¥ e entdo teremos uma

funcao de partigao do tipo

Zr_1 = 2¥[cosh(K)]V. (1.6)

Tendo a funcao de particao em maos, podemos dizer que resolvemos o modelo
de Lenz-Ising exatamente (analiticamente). Através dela podemos determinar a energia
livre de Helmholtz, que nos dira se o sistema apresenta ou nao uma transicao de fase.

Calculamos a energia livre no limite termodinamico:

1 _ kT
I= NETOONF—NETOO<—N1“Z>
J
— —kTin(2cosh |-=| ). 1.
n( cos lkTD (1.7)

Vemos que f é uma funcao analitica de T, exceto em 7" = 0. Isso nos mostra
que o modelo de Lenz-Ising nao possui transicao de fase em uma dimensao. Analisando
sistemas unidimensionais, Peierls[19] conseguiu generalizar este resultado para o seguinte

teoremas:

"Na auséncia de interagoes a longo alcance, nenhum sistema unidimensional pode

apresentar uma transicao de fase.”

Através da funcao de particao podemos ainda determinar a funcao de correlacao
que descreve o comportamento de interacoes do sistema. A funcao de correlagao dos spins

é definida por

! 3 8,5 e Hmt/ke T, (1.8)

L=1I 15

< 515] >=

Para temperaturas elevadas, esperamos que a correlagao entre os spins decaia com
a distancia entre eles. Pode-se mostrar que a funcao de correlagao entre dois spins S; e

S; possui uma dependéncia da forma

< 8;S; >rz e MilE (1.9)

onde & ¢ chamado de comprimento de correlacao e r;; representa a distancia entre os dois

spins 7 e 7. A forma explicita do comprimento de correlagao é



19

a

&= | In(tanh K)|’

(1.10)

onde a é o espacamento de rede.

Para sistemas de dimensoes maiores (D > 2), proximo a temperatura critica, a
funcao correlacao possui um comportamento de interacao a distancia entre os spins dada

por

< 8;S; >o= |r| @2, (1.11)

onde d é a dimensionalidade do parametro de ordem e 7 é o que chamamos de dimensao

anomala.

1.3 A aproximagao de campo médio e a transi¢ao para/ferromagnética

A aproximacgao de campo médio permite que tenhamos uma solucao aproximada
do modelo de Lenz-Ising sob a aplicacao de um campo magnético e foi proposta por Weiss
no ano de 1907[20] (devemos frisar que anteriormente obtivemos a solugao exata de Lenz-
Ising unidimensional, mas sem a presenca de campos magnéticos externos). A abordagem
dada aqui sera a mais simples. Existem abordagens mais sofisticadas sobre o método de

campo médio que nao abordaremos aqui.

O método de campo médio se baseia na possibilidade de assumir que existe uma
interacao média de um spin com todos os outros spins vizinhos a ele na rede. Em outras
palavras, significa que a energia deste spin ¢é afetada apenas pela interacao média dos spins
vizinhos restantes. Hoje em dia sabemos que esta aproximagao nao ¢ a melhor porque
supoe que os spins distantes interagem da mesma forma que os spins vizinhos ao spin

considerado na rede.

Dito isto, podemos escrever a hamiltoniana para o modelo de Lenz-Ising sujeita a

uma interagao magnética como

Hy1=-J Y 85 —pB> S, (1.12)

<inj> i
justamente porque tomamos o campo magnético numa direcao especifica, alinhado com o
momento magnético dos spins. Se quisermos a energia do i-ésimo spin, devemos tomar na
equagao acima o valor médio de interagao dos j-ésimos spins (estes spins sao os vizinhos

proximos ao spin ¢) com o spin i. Assim, obtemos
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B, = _JSzZ < Sj > —/ULBSI (113)

J

Mas podemos dizer que o somatério da média dos spins corresponde a magnetizacao

do sistema. Assim, temos duas possiblidades de energia devido aos casos S; = +1 e

S; = —1 que serao dadas por:
Ef =-J> <8;>—uB=—qJM — B, (1.14)
J
E =JY <8;>+uB=qJM+ uB, (1.15)
J

onde ¢ é o nimero de vizinhos préximos ao spin i (o que depende unicamente da confi-
guracgao de rede, ou seja, se é quadrada, triangular, ctbica e etc). Realizando o célculo

“classico” da média < .S; >, obtemos o seguinte resultado

< S; >=

M B
Z Sie_(HLfl)/kBT — tanh <M) ) (1.16)

Zi1 & knT

Mas < S; >= M e obtemos imediatamente uma equacao auto consistente dada

por:

qJM + uB)
M = tanh | ———— 1.17
ou que ainda pode ser escrita na forma
_ qJ uB
tanh™' M = M : 1.1
an T kT (1.18)

Esta equacao ¢ muito famosa e conhecida como a equacao basica de aproximacao
de campo médio. Ela é uma equacao transcedental da magnetizacao M e portanto apenas
solucoes numéricas da mesma podem ser obtidas. Mas, ao invés de resolvermos exata-

mente essa equagao, tentamos estuda-la do ponto de vista qualitativo.

Sabemos que a solucao da equacao de campo médio é obtida quando calculamos os
pontos de intersecao entre a reta (qJ/kgT)M + uB/kgT com a curva tgh~'M. O grafico

acima representa estas intercessoes entre as curvas(ver figura 1.3).



21

tanh~ ! Af 4

I

9l 5y, mB
kT kT I
i
(r=T)) :
|
1
I
t
a’ "
kTM :
1
I
]
I
{
tanh~ ! A :
¥
i

— M, / VoM
‘-“Mu".‘" 1

»: phystcal solution
: unphysical solutions,

unstable or

metastable

Figura 3: Solugao gréfica da equacao de campo médio [16].
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Pelo gréfico, vemos que para ¢J/kgT > 1 (baixas temperaturas) ocorre um valor
positivo para My # 0 quando B — 07 (ou —M, para B — 07). Para ¢J/kgT < 1 (altas
temperaturas), quando B — 07 ou B — 0~, a magnetizacao serd My = 0. Acabamos de
nos deparar com o fendomeno de quebra espontanea de simetria: as duas orientacoes de spin
sao equivalentes, mas em baixas temperaturas a magnetizacao espontanea escolhe uma
ou outra orientacao. Uma mudanga infinitesimal no campo B ¢ suficiente para produzir

— M, ao invés de +M,.

Das andlises acima, podemos sumarizar que a aproximacao de campo médio preve
uma magnetizagao nao-nula se T' < Te = ¢J/kp e uma magnetizagao espontanea nula se

T > Te. Logo definimos a temperatura critica de transicao de fase como:

J

To =17 (1.19)
kp
Este comportamento da magnetizagao é chamado de transigao para/ferromagnética.
Podemos ir um pouco mais a fundo e tentarmos analisar o comportamento da magne-
tizagdo perto da transigao de fase. Sob estas condigdes, a magnetizacao é fraca (M < 1)

e nés expandimos a tangente hiperbdlica em série de Taylor:

1
tanh ™' M = M + §M3 + O(M?). (1.20)

Assim, definindo uma temperatura que chamamos de temperatura reduzida t =

T-T,
Tc

, podemos reescrever a equacao de campo médio como

M~ (14t)(M + ;M3). (1.21)

Logo, conseguimos determinar a dependéncia da magnetizacao como sendo

My ~ /=3¢, (1.22)

e, portanto,

My ~ (T, — T)V2. (1.23)

Estes resultados encontrados para a aproximacao da equacao de campo médio sao

a fonte da intuigao fisica empregada por Landau em sua teoria fenomenoldgica sobre
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a transigdo de fase para/ferromagnética. Deles extraimos a idéia chave da teoria de

Ginzburg-Landau que serd apresentada nas préximas segoes com muito mais detalhes.

1.4 A teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau

Vimos na secao anterior a equacao de campo médio e uma de suas aproximacoes
tomadas. Fizemos esta aproximacao a campo magnético nulo ou muito pequeno porque

estdvamos proximos a temperatura critica do sistema (na transicao de fase).

Com essas consideragoes reescrevemos a equacao de campo médio como:

uB

T -T. 1
kgT

T )+ = M>. (1.24)

M( 3

A idéia de Landau é simples. Ela consiste em escrever um hamiltoniano que possa
reproduzir através de uma funcao de particao a tao famosa equacao de campo médio que
conserve as suas caracteristicas. As duas caracteristicas fundamentais da estrutura da

equacao de campo médio podem ser resumidas a

i. O coeficiente de M ¢é maior que zero para T" > T, e menor que zero para T < T;

ii. O coeficiente de M? ¢ positivo.

Impomos um hamiltoniano H(y) onde < ¢ >= M ¢é uma variavel aleatdria assu-
mindo valores reais. Devemos notar que este modelo proposto deve apresentar as mesmas
simetrias e propriedades do modelo de Lenz-Ising usado para explicar e derivar a equacao
de campo médio. Assim, a simetria S; — —S; na auséncia de campo externo sem alterar o
hamiltoniano, deve continuar sendo verificada (logo, H(p) = H(—¢)). Com isso podemos
afirmar que nosso Hamiltoniano deve ser de poténcia par; além disso, devemos ter uma
expansao em poténcias de < ¢ >= M de ordens pares. Escrevemos um hamiltoniano

entao, da forma

1

_ 1 4
-2l ’

rop® + —ugp

i (1.25)

H(p)

e, como tinhamos visto antes, as constantes ry e ug obedecem algumas caracteristicas. A
constante uy deve ser sempre positiva (isto estd intimamente relacionado com a estabi-
lidade do vacuo quantico que qualquer teoria deve possuir). J4 a constante 1o pode ser
tanto positiva quanto negativa; quando positiva ela gera um unico minimo no potencial;
quando negativa, gera dois minimos (vacuo degenerado) possibilitando uma quebra de

simetria, peca-chave para a transi¢ao de fase.
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Como fizemos antes, podemos colocar uma interagao dos campos com alguma fonte

externa do tipo —Bp. Com isso, podemos escrever a funcao de particao do sistema como

Z = /dgpe’H(“’)*B*". (1.26)

Omitimos o fator 1/kgT porque estamos perto do ponto critico e neste ponto
prevalece a temperatura 7. que pode ser tratada de forma constante. Vemos que H(p) —

B¢ tem um minimo absoluto no ponto ¢ = ¢y que satisfaz a condicao

H'(po) = B, (1.27)

e entao a exponencial tem um maximo em ¢ = ¢y. A aproximagao de Landau consiste

em trocar a integral da fun¢ao de particao pelo valor de seu integrando em ¢ = @q:

7 ~ e Hle0)=Byo, (1.28)

Uma melhor explicacao desta aproximacao utilizada por Landau é bem simples.
A integral nada mais é que a soma sobre todos os valores do campo ¢. Como o minimo
absoluto do Hamiltoniano faz com que a exponencial seja maxima nesse ponto, assumimos
que a influéncia dos outros pontos e dos outros minimos que nao sejam absolutos seja
desprezivel. Uma observacao deve ser feita para o caso ryp < 0 e B pequeno; neste caso
temos dois minimos absolutos e os dois contribuem significativamente para o resultado
da integral da fungao de particao. Preferimos deixar esse caso para responder um pouco
mais a frente e continuar com esses cédlculos porque eles ajudam muito didaticamente o

leitor. Mais tarde retornaremos a este problema.

A energia livre de Helmholtz fica entao

F=InZ = —H(py) + Byo. (1.29)

Ja que < p >= M =~ g, temos que

_OF O 90 _

Com essas grandezas termodinamicas, podemos determinar a energia livre de Gibbs
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G =MB —F = @B+ H(py) — By = H(M), (1.31)

que entao, é dada por

1 1
G(M) = WOM? + EuOM‘l. (1.32)

Logo, obtemos o campo magnético como sendo

oG 1
B=— =1roM + —uoM?>. 1.33
M oM + 340 (1.33)
Podemos ver que a equacao acima possui as mesmas propriedades requeridas para

a equacao de campo médio. A constante ry deve respeitar a seguinte propriedade:

ro = 7o(T — 1), (1.34)

ou seja, deve depender da temperatura critica de transicao de fase do sistema. Devemos
dizer que esta aproximagao de Landau consiste portanto em assumir < ¢ >= g, 0 que
pode ser melhorado com o critério de Ginzburg, como explicaremos, mas nao entraremos

em detalhes, nas se¢oes seguintes.

Podemos generalizar estes resultados para N sitios, ou seja, N campos escala-
res ; que acabam acrescentando uma interagao entre os sitios vizinhos resultando num

“oradiente discretizado” definido por:

Opo() = [ + ) — o) (1.35)

que, ao quadrado e somado sobre todas as direcoes possiveis, representa a interacao entre

0s sitios;

3@+ i) — ()] = D _[Ve(ai)]". (1.36)

E como antes, tentamos escrever um Hamiltoniano que seja capaz de gerar uma
propriedade do tipo G(M;) = H(M;). Dessa forma, o Hamiltoniano mais apropriado

seria:
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1

N 1 1
Heilpil Z 5 C+ 27“0(T)<Pz2 + EUOSO?L (1.37)

onde a soma sobre i se extende por todo o nimero de sitios V.

Quando introduzimos alguma interacao com um campo magnético externo, gene-

ralizamos nossa funcao de particao para

Z = /1:[ dip; exp(—H ;] + ZBi%’)a (1.38)

e o maximo da exponencial ocorre quando

oH
(3901- Pi=pio

B; = (1.39)

Utilizando a aproximagao de Landau, encontramos para a energia livre de Helmholtz

F=InZ~ —H[QDZ'(]] + ZBiQOio, (140)

e a magnetizagao serd

3903'0 dpjo
1 B &= i0- 141
e 0B, P07 Z ToB, 7 (141)

F oH
Mi —= = — _

0 que nos permite chegar a conclusao de que

G(M;) = H(M,). (1.42)

O nosso préximo passo serd apresentar a formulagao continua da teoria de Landau,
visando chegar aos pilares da notagao e do formalismo de teoria quantica de campos. Mas
antes de prosseguirmos devemos retornar ao problema mencionado para o casorg < 0e B
pequeno de dois minimos absolutos que contribuiam igualmente para a integral da funcao

de particao quando aplicamos a aproximacao de Landau.

Na verdade, este assunto demandaria no minimo mais uma se¢ao inteira de ex-

plicacao. Tentaremos esclarecer os pontos principais aqui e o leitor que estiver mais
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Figura 4: O estado de vacuo verdadeiro é correspondente a ¢;. O estado ¢- é instavel. O
estado ¢3 é metaestavel, mas pode decair no ¢; por tunelamento quantico[32].

AV

Figura 5: Tracamos uma linha reta entre os dois minimos e tomamos um valor médio do
potencial entre ¢, e ¢3[32].

interessado neste problema podera procurar algumas referéncias que estarao listadas no
fim deste trabalho.

Quando possuimos dois ou mais minimos no potencial, podendo ser tanto absolutos
ou relativos, devemos tomar apenas a parte “convexa” do potencial como mostram as
figuras 1.4 e 1.5.

Esta aproximagao por potencial convexo possui raizes solidas na mecanica es-
tatistica com o que chamamos de construcao de Maxwell. Devido ao critério de esta-
bilidade termodinamico a energia livre de Helmholtz deve ser uma fungao convexa global-
mente. A construgao de Maxwell elimina o trecho onde a energia livre de Helmholtz fica
concava, tornando-a convexa e portanto devolvendo-lhe a estabilidade termodinamica do

sistema. Para maiores detalhes do assunto, ver o livro de Stanley [21].



28

1.4.1 A formulacao continua da teoria de Landau

Quando estamos trabalhando no formalismo de espacgo-tempo discretizado, per-
demos muito tempo nas contas e com isso precisamos criar uma forma de agilizar este
processo. Um procedimento adotado consiste em uma formulacao continua do problema.
Adotando esse formalismo, algumas coisas precisam ser verificadas e alteradas, como por

exemplo,

T; — @, (1.43)

e ainda

p(1) = (7). (1.44)

Neste limite continuo, o hamiltoniano de Ginzburg-Landau torna-se

1

4|uoga (1.45)

1
HG’L = /dD [ V(,O) + 57"0(T)(,02 +

onde tomamos o limite continuo daquele “gradiente discretizado” que tinhamos definido
anteriormente e transformamos o somatério em uma integral. Assim, a funcao de particao

passa a ser escrita como

1

1
7 = l1mN H dy; exp ( /dD [ 24 §r0g02 + 4!“090 — Bch (1.46)

Definimos por simplicidade de notacao a quantidade

Dp(z) —th Hdgpz (1.47)
eSCrevernos
p,. [Lig o, 1 2 1
Z:/Dw(x) exp (—/d x [2(V90) +§r0<p + o Uo¢ —ngD (1.48)

onde o fator N(a) garante que o limite de a — 0 exista (pelo menos em casos mais

simples).
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Isto é o que chamamos de integral de Feymann em teoria de campos. Ela representa
uma soma sobre todas as configuragdes possiveis do campo ¢(x), sendo que a maior
contribuicao vem da aproximacao classica de Landau. As flutuagoes em torno desta
aproximagao serao conhecidas como corre¢oes de Ginzburg (nao entraremos em maiores
detalhes sobre estas correcoes, mas a idéia principal consiste em realizar um pequeno
desvio do valor do ponto critico e expandir a exponencial da fun¢ao de particao em torno

deste pequeno desvio).

Pode-se mostrar, realizando a mesma sequéncia de passos anteriores, que o funci-

onal de Gibbs pode ser escrito como antes (mas na notagao continua)

1= 1 1
GM) = [ s <2(VM)2 +orM? + 4|qu4) . (1.49)

Como sabemos, uma teoria fisica demonstra os seus aspectos e comportamentos
quando nos fornece uma funcao de correlagao ou o que também chamamos em teoria
quantica de campos de funcdao de Green. Através da funcao de Green podemos determinar

o comportamento e a evolucao do sistema de maneira eficaz.

A funcao de correlacao é definida por

Wz OM(x)
Ce9) = 3BenG) ~ 9By (1.50)

Sabemos que

— —VEM (@) + ro(T)M(x) + 2 M (). (1.51)

Diferenciando em respeito a B(y) a expressao acima, obtemos

—V:% +7ro(T) + ;U()MZ(.%) G(z,y) =d(z —y). (1.52)

Se temos a aplicagao de um campo B uniforme, possuimos invariancia de translagao

e tomando a transformada de Fourier da equacao acima, obtemos

<(IQ +1ro(T) + ;UOM2> G(q) =1, (1.53)

ou ainda
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~ 1

G(7) = , 1.54
(@ @+ 7o(T) + 3uoM? (154)

0 que no espago de configuragoes produz

qu—» efiq'-x*

§0) = | oy 7 ) 1 S

(1.55)

Agora temos duas situacoes; a primeira corresponde a 1" > Ty, onde M = 0; a

segunda corresponde a T' < Tp, e com isso M? = —6ry/ug (minimo do potencial).

Na primeira obtemos:

~ 1 1
- = : 1.
¢ P +ro(T—To) @ (1 I W) (1.56)

Sabemos, da teoria das transi¢oes de fase, que uma andlise puramente qualitativa da

funcao correlacao préxima ao ponto critico nos produz a seguinte dependéncia:

/€
G(r) = f,§+{,_>2, (1.57)

e que, quando r — 00, a fungao g(7/€) varia exponencialmente como

9(7/€) = exp(—7/¢), (1.58)

onde o comprimento de correlagao possui uma dependéncia do tipo:

€ [T =T ™ ~ Jt] . (1.59)

Identificamos aqui dois expoentes criticos: os expoentes n e v. Com essas definicoes,
extraimos da func@o correlagdo G(§) os expoentes criticos n = 0 e v = 1/2 (onde £ =
[7o(T — T¢)]7Y?). A dependéncia do comprimento de correlagio com a temperatura serd
extremamente relevante para os calculos do capitulo 3 onde seremos capazes de mostrar
que o comprimento de correlacao do nosso modelo reproduz exatamente a dependéncia

com a temperatura apresentada aqui.

Na segunda situacao obtemos
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~ 1

G(q) = T (1.60)

E os expoentes criticos continuam sendo os mesmos! Dizemos entao que o modelo
de Ginzburg-Landau estd na mesma classe de universalidade que o modelo de Lenz-Ising
unidimensional estudado nas segdes anteriores (os expoentes criticos dos dois modelos sao
os mesmos). Agora estamos prontos para justificar a forma da hamiltoniana do modelo
GL da supercondutividade nos baseando nos resultados apresentados para o magnetismo

e na equacao de campo médio.

Antes, podemos determinar a funcao de correlagao no espago de configuragao, ou

seja, em fungao das coordenadas, e vemos que sua dependéncia serd [16]

GF) = ——e /%, (1.61)

Esse resultado serd muito importante no capitulo 3 quando mostrarmos um caso

limite do nosso modelo para a supercondutividade.

1.5 O modelo supercondutor de Ginzburg-Landau

Assim como na transi¢ao para/ferromagnética, um supercondutor sofre uma transi¢ao
de fase normal/supercondutora. Toda a teoria que estudamos nas se¢oes anteriores sobre
transicoes de fase de segunda ordem pode ser reaproveitada neste caso. A tnica dife-
renca, que se torna crucial na separagao das caracteristicas do magnetismo com as da

supercondutividade, é a simetria presente na energia livre de Gibbs (hamiltoniana).

Supercondutores sao compostos por elétrons fortemente correlacionados. Uma das
principais afirmagoes da teoria BCS é que a interacao elétron-fonon pode produzir, sob
determinadas condigoes, uma interacao atrativa entre elétrons ao invés da repulsao cou-
lombiana. Este comportamento foi sugerido primeiramente por Fréhlich em 1950 [22].
Esta caracteristica peculiar da teoria BCS mostra que o parametro de ordem da teoria
GL nada mais é do que uma espécie de funcao de onda efetiva da ligacao formada entre
os dois elétrons, os famosos pares de Cooper. Por ser uma funcao de onda, o parametro
de ordem deve ser um campo escalar indicando que a interacao fortemente correlacionada
entre os elétrons nos permite descrevé-los como bésons. Um ramo muito interessante da
matéria condensada atual é a bosonizacao fermionica que trata justamente desta simila-

ridade entre férmions e bdsons nas teorias de supercondutividade e de superfluidez.

Em uma teoria de campos que queira acoplar com a matéria bosonica algum tipo de

carga, consideramos campos escalares, porém complexos (uma espécie de campo de Klein-
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Gordon generalizado). A estrutura do Hamiltoniano da equagao (1.45) serd alterada para

(em 3 dimensoes):

How = [ s 196l + (DI + Fue(l] (162

onde o novo parametro m determina o custo de energia associado com o gradiente em
©(7). Ele possui dimensoes de massa e tem o papel importante de uma massa efetiva para

o sistema quantico com uma fungao de onda macroscépica (7).

Em termos da energia livre de Gibbs, podemos escrever

RD) = B0 + [ (9507 + @R + kel ) . (169

onde F'(S) e F(n) representam as energias livres do sistema nos estados supercondutor e

normal, respectivamente.

Escolhemos as 3 dimensoes agora por dois motivos: é uma excelente forma de
introduzirmos nocoes de dimensao de campos, gradientes e constantes; o segundo motivo,
mais importante e fundamental, é que no capitulo 3 usaremos amplamente a teoria GL
bidimensional (241-D) quando estudarmos o nosso modelo proposto para supercondutores

bidimensionais.

—

Explicitando os campos ¢(7) e ¢*(7) na energia livre acima, ficamos com

2

R(T) = RO+ [ (G (970 +

Lo <w@»+m<%ﬁfw&wﬁfn (1.64)

2!

e, tomando as duas equacoes de Euler-Lagrange da expressao acima, que sao dadas por

an[ M _ . 9Fs[ip(7)]
oo . (1.65)
obtemos
OF, [SD(F)] _hQ =9 1 . 1 2
afp*(F) = 5,V e(r) + 51o(T) () + gruop(r) e (r)]; (1.66)
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OFs[p(7)]
(7

o que nos fornece uma equagao tipo-Schrodinger para ¢(7):

(;fnﬁ%om + 5raT)e() + luosomw(fn?) (167)

() + 5 (lT) + ol ) () =0, (1.68)

O segundo termo entre parénteses mostra que esta equacao é nao-linear. Por
causa desta nao-linearidade, o principio da superposicao da mecanica quantica nao pode

ser aplicado, e a normalizacao de ¢(7) é diferente da usual em mecéanica quantica.

Apesar de termos calculado as expressoes acima para boséns carregados, ainda
nao estamos verdadeiramente estudando um supercondutor. Para completar nosso estudo
temos que incluir um tultimo efeito: o de um campo magnético. A adicao deste termo
torna a teoria da supercondutividade de Ginzburg-Landau completa, com efeito Meissner-

Ochsenfeld, equacao de London e assim por diante.

Como podemos incluir os efeitos de campos magnéticos na energia livre? Landau e
Ginzburg sugeriram que o campo magnético entra como se ¢(7) fosse uma fungao de onda
para particulas carregadas, isto é, com a troca usual em mecanica quantica do operador

de momentum linear:

V-

= | St
N\D*

"V — ¢4, (1.69)

onde g é a carga e A é o potencial vetor magnético. Para todos os supercondutores
conhecidos sabe-se que a carga apropriada de g é —2e (nao é dificil perceber que isso

corresponde a uma carga “efetiva” dos pares de Cooper).

Com esta mudanga, a densidade de energia livre de Ginzburg-Landau de um su-

percondutor torna-se

2

1D = 1)+ g | (49 4 204 o]

*7”0( (M + !uOIsO(f“)I“- (1.70)

Devemos integrar esta expressao para obtermos a energia livre total, mas nao
podemos deixar de incluir um termo adicional correspondente a energia do campo eletro-

magnético B(F) = V x A em cada ponto 7. Logo,
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2

Fo(T) = Fn(T)+/(2hm

B - . 2 1 . 1 —
(59 +2e) ot + (Dol + 4,uo|90(7“)|4) o

1
+ 7/32 Adr, 1.71
o [ B0 (1.7)

onde a primeira integral é feita sobre o supercondutor e a segunda sobre todo o espago.

Minimizando a energia livre acima, obtemos novamente uma equagao de Schrodin-

ger nao-linear, mas agora com um termo contendo o potencial vetor magnético,

(94 20A) )+ 5 (o) + Sl 09 = 0 (1.72)

Js(r) = ——— (1.73)

O que nos fornece uma supercorrente

Js = (2e)

m

(¢"(F)Ve(7) = oMV (7)) - ()P4, (1.74)

2m

onde notamos que a presenga do ultimo termo é devida unicamente ao potencial vetor A.

1.5.1 Simetria de gauge no modelo GL da supercondutividade

Como haviamos dito no inicio deste capitulo, a principal diferenca entre os modelos
de Ising e de Ginzburg-Landau supercondutor se encontra na simetria empregada. No
modelo de Ising, vimos que se fizermos a mudanca discreta ¢(7) — —¢(7), a Hamiltoniana

continuava a mesma. Isto representa uma simetria, porém discreta.

No modelo de Ginzburg-Landau supercondutor o parametro de ordem é complexo

e por isso ele possui amplitude e uma fase complexa,

(1) = | (7). (1.75)

Se fizermos uma transformacao de gauge do potencial vetor magnético
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(1.76)

devemos realizar uma mudanca na fase do parametro de ordem. Analisando o termo

contendo o operador momentum

h

1

Realizando uma transformagao do grupo U(1) no parametro de ordem

() = p()e,

obtemos

) . h = . . >
ﬁwmwm:awwgv+%ﬂymm+wmwmmmm,

ou

po(F)e?) = i) <}Z§ + 2e <g+ 27169)) (7).

Logo, vemos que a energia livre é imutavel sob as transformacoes

P(7) = (1)

AR = A7) + ;je(f).

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

Isto mostra que a teoria de Ginzburg-Landau supercondutora satisfaz invariancia

de gauge local. Tanto a fase do parametro de ordem e o potencial vetor magnético de-

pendem da escolha de gauge, mas todos os observaveis fisicos tais como a energia livre, o

campo magnético B entre outros, sao invariantes de gauge.

Do resultado (1.82), podemos escrever uma nova energia livre com os termos de

gauge, da forma
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Fs = P2+ ps [ o (907 + 27:,5(7?)) | (1.83)

onde definimos acima a rigidez do supercondutor por

h?
ps = 5l (1.84)
e FQ é a energia livre total no estado fundamental (0 = const., A= 0). A corrente pode

ser calculada de uma derivada funcional da energia livre como vimos na sessao anterior:

-

- dFs[A] 2e 2e -
Js(r) = — AT — S Ps (hA(F)> : (1.85)

Mas no estado fundamental, onde = cte., encontramos que para valores pequenos

do potencial vetor magnético externo, a corrente sera

— 2e
Js = —pPs ( h2>

Q/T(F), (1.86)

que é a mesma da equacgao de London. A “rigidez” pg é essencialmente a densidade ng
de elétrons supercondutores na teoria de London (ver apéndice A para maiores detalhes

sobre o assunto).

Uma das consequéncias mais importantes da simetria U(1) serd vista no préximo
capitulo em detalhes, quando apresentarmos e estudarmos as linhas de vortice em super-

condutores.
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2 DUALIDADE EM TEORIA DE CAMPOS E MATERIA CONDENSADA

No capitulo anterior, estudamos sistemas que sofrem transicoes de fase. Durante as
transicoes de fase, um sistema fisico pode gerar alguns objetos que chamamos de defeitos
topolégicos. Eles sao produzidos através dos mecanismos de quebra espontanea de simetria
e por isso nao ¢ uma surpresa que varias transicoes de fase possam ser compreendidas em

termos destes defeitos.

Uma das maiores areas onde podemos aplicar defeitos topoldgicos é a matéria
condensada. Em baixas temperaturas, existem linhas de fluxo magnético em supercondu-
tores do tipo II, as linhas de vértice em He?* superfluido e ainda a estrutura de dominios
magnéticos em materiais ferromagnéticos. Defeitos topoldgicos estao intimamente associ-
ados com algum tipo de quebra de simetria que da surgimento a um conjunto nao-trivial
de estados fundamentais degenerados, tais como as orientagoes de dipolos magnéticos
discretos em um ferromagneto. Eles aparecem em sistemas de matéria condensada tanto

dentro e tanto fora do equilibrio.

Defeitos topoldgicos recebem nomes diferentes dependendo da simetria quebrada e
da simetria particular em questao. No magnetismo, eles sao chamados de “domain walls”
(paredes de dominio); em hélio superfluido e modelo XY, sdo chamados de “vértices”
; em cristais periddicos, sao conhecidos como deslocamentos; e em teorias de campo de
gauge nao-abelianas sao chamados de monopdlos. Eles sao vistos hoje na fisica como um
novo ramo e acredita-se que eles possam resolver o problema do confinamento de quarks
em fisica de particulas (sendo os monopélos um dos objetos mais relevantes neste caso

justamente pelas suas simetrias ndo-abelianas).

Muitas vezes, num modelo de teoria de campos ou de matéria condensada, os
defeitos topolégicos que sao gerados durante uma transigao de fase (uma quebra de sime-
tria) ndo aparecem de forma explicita na teoria. Uma teoria dual em teoria de campos
e em matéria condensada é aquela que consegue tornar estas contribuicoes dos defeitos
topoldgicos, explicitas na fun¢ao de particao de forma tal que os observaveis fisicos sejam

correspondentes (entre a teoria original e a teoria dual).

Neste capitulo comecaremos descrevendo o modelo de sine-Gordon visando clarear
e definir alguns conceitos em topologia. Depois veremos a teoria de linhas de vértice em
detalhes, ja que ela serd essencial daqui por diante. Estudaremos o modelo XY em baixas
e em altas temperaturas para podermos apresentar o modelo de Villain, cuja importancia
¢ a de estudar um modelo dual em matéria condensada e além disso nos ajudara a entender
0 nosso proximo capitulo onde propomos um modelo de supercondutividade bidimensional

baseado na teoria de Ginzburg-Landau apresentado no capitulo anterior.
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o
dx

Figura 6: Uma onda ”solitaria” (s6liton)[31].

2.1 Sélitons e vértices em matéria condensada

2.1.1 O modelo de sine-Gordon

O modelo de sine-Gordon é muito simples; basta analisarmos as solugoes para a

equacao

2 92 + 1 sin(bg) = 0, (2.1)

sendo que esta equagao possui solugoes estacionarias, mas também equagoes dinamicas.

Para encontrarmos solucoes dinamicas, tomamos um campo da forma

o(x,t) = flx—vt) = f(£), (2.2)

e é facil ver que

F6) = ;ltan_l {eXp [ﬂ: QE) 4 } (2.3)

¢ uma solugao da equagao de sine-Gordon, onde v = (1 — ?JQ)_%. A figura 2.1 mostra a

forma desta onda.

Ela é uma onda solitaria (um séliton), que se move sem alterar sua forma ou

tamanho (mesmo quando se choca com outra onda onda solitdria), e portanto ela nao
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possui dissipacao de energia, ao contrario das ondas produzidas quando uma pedra é
lancada num lago (estas ondas perdem energia por dissipacdo, ao passo que os sélitons

nao).

Claramente vemos que a equacao de sine-Gordon possui um nimero infinito de

solugbes constantes do tipo (todas com energia nula)

o= 1" n=0,+1,+2 - (2.4)

isto é, a equacao de sine-Gordon possui um véacuo degenerado. A lagrangiana para

o modelo de sine-Gordon ¢é dada por:

ORI R

co1m

V() = 55[1— cos(bo)], (2.6

onde escolhemos as constantes tais que as solugoes do campo ¢ = 2”7" tenham V =0. E

vemos que elas possuem energia zero, ja que a densidade hamiltoniana da configuragao

de campo é

M=, (f;f)z s (gi) V(). (2.7)

Realizando uma expansao em série de Taylor no potencial V' (¢), obtemos

V(9) = 56" — 70"+ (2.8)

ou, ainda com A\ = b? e uma constante m com unidade de massa,

V(g) = gym*d” — i!Aqb‘" to (2.9)

que é exatamente o potencial visto na teoria de Ginzburg-Landau (tomando as corres-

pondéncias entre as constantes corretamente).
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Pensamos agora na seguinte configuragao. Suponha que ¢ aproxima-se de um dos
zeros de V(como n = 0) quando z — —o0, mas quando = — oo ele se aproxima de um
outro zero de V(como n = 1). Entre estes dois minimos existe claramente uma regiao

onde

2mn 0¢p
¢F o 70 (2.10)

e portanto, da hamiltoniana, existe um densidade de energia positiva. Além disso, assu-

mimos que a configuragao é estatica, logo

06

5 =0 (2.11)

Esperamos encontrar uma energia total finita, pois impomos condi¢oes de contorno

sobre o campo ¢. Com a configuracao estatica, temos que

o9 oV

57 = B9 (2.12)

0 que, sob integracao, nos fornece

2<&Jzsz) (2.13)

Assim, a energia total sera

E:/Hw, (2.14)

o=/ () +vo

dx:i/2vx¢ym; (2.15)

ou

B= [ evie) e (2.16)

Substituindo o valor de V(¢) e integrando sobre o campo ¢, obtemos
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F = 8 _ - (2.17)

Vemos que a energia é inversamente proporcional a constante de acoplamento e
finita, o que pode se tornar interessante para os fisicos de particulas elementares. Damos
o nome desta configuracao de “kink” de Gordon. Isto vem do fato que de um lado
do eixo real (r — —o0) temos uma solugdo com n = 0 e do outro lado (z — ©0),
n = 1, ambos com a mesma energia nula. Esta solu¢ao tem n = 0 en = 1 e nao é
continuamente deformédvel em n = 0 e n = 0 (pontos extremos do eixo real segundo a
nossa configuragao), que representa o estado fundamental. O “kink” | entdo, é um objeto
topoldgico. A existéncia do “kink” deve-se apenas as propriedades topoldgicas do espago
(em particular, sua fronteira, que neste caso é discreta). A estabilidade das solugdes de

soliton em teorias de campo nao-lineares é uma consequéncia da topologia.

Esta estabilidade do séliton mostra obviamente uma lei de conservagao; deve existir

uma carga conservada () igual a um inteiro N, e uma corrente j, sem divergencia da forma

b
=500, (2.18)
™

de onde tiramos d,j* = 0, e portanto a carga sera

Q = /+OoJodx— b /+Ooa¢dx

0 D
= o 16(00) — 6(—00)]
= N. (2.19)

A corrente conservada j* nao é uma corrente de Noether, porque ela nao segue de
uma invariancia da lagrangiana por algum tipo de simetria. Ela é uma corrente topolégica

devida exclusivamente a topologia do problema.

2.1.2 Linhas de vértice

As linhas de vortex sao os defeitos topoldgicos mais interessantes fisicamente. Exis-
tem intimeras aplicagoes em toda fisica destes objetos e seu estudo nos fornece ferramentas
para compreender fenomenos fisicos importantissimos. Um desses exemplos sao os super-
condutores do tipo II (vide apéndice A), cuja estrutura apresenta o que chamamos de
linhas de vortex ou wvortices. Seu estudo com certeza traz intimeras vantagens na busca

por explicacoes do comportamento supercondutor.
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Os solitons que estudamos na secao anterior eram unidimensionais. Considere
agora um campo escalar num espaco bidimensional. A “fronteira” é um circulo no infinito
(denotaremos por S'). Em analogia com o modelo de sine-Gordon, construimos um campo

cujo valor na fronteira seja

© = ae™ (r = 00), (2.20)
onde n é um inteiro para mantermos um unico valor para ¢. Logo,
(inae™?) »

_ \nae ), 92.91
© . 0 (2.21)

<

De forma andloga aos sélitons, a hamiltoniana para um campo escalar bidimensi-

onal sera dada por

1 (0p 1
e e S LvINE:
H= 5 (825) + Q\Vgol + V(p). (2.22)

Consideramos um potencial com a mesma estrutura de antes:

V(p) = [a® — ¢"¢]?, (2.23)

tal que V = 0 sobre a fronteira S*. Entao, numa configuracao estatica e quando r — oo

teremos

n?a*

1=
= — = 2.24
M= Tl =T (2.24)
e a energia da configuracao estatica é
] 9 9 oo 1
E :/ Hrdrdf = mna / —dr, (2.25)
r

que é logaritmicamente divergente, o que nos permite dizer que nao podemos generalizar

os solitons para dimensoes maiores, pois a energia diverge.

Para “solucionar” este problema, adicionamos um campo de gauge na derivada (a

derivada covariante)
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Oup — D,y =0,p+ieA,p. (2.26)

Supomos uma lagrangiana do tipo (este modelo é conhecido como modelo de Higgs
Abeliano e é andlogo ao modelo GL da supercondutividade, mas sendo mais utilizado este

nome na area de teoria de campos; para maiores detalhes deste modelo, veja o apéndice
B)

1 17
L=~ 1FuF" + Dl = V(). (2.27)

que, para uma configuracao estatica, temos £ = —H. Queremos que a energia desta

configuragao de campo seja finita. Para tal, escolhemos um A, da forma

— 1 —
A= —EV(nG) (r = 00), (2.28)
ou seja,
A, — 0; e Ay— —63 (r = 00). (2.29)
r

Assim, em r — 00

= ~(ian)p — Lo =0; 2.30
~(ian)p — == =0; (2.30)
e
Dy = 0. (2.31)
Logo,
D, —0 (r — 00). (2.32)

Vemos que podemos escrever para A,
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A, — dux (r — o0), (2.33)

com Y sendo uma fase adimensional. Imediatamente vemos que

F, = 0,4, — 8,4, = 0,0,x — 0,0,x = 0. (2.34)

Com todas estas consideragoes, observamos que

H—0 quando r — 00, (2.35)

o que torna possivel uma configuracao de energia finita. Considere agora a integral

ﬁﬁ-di:/é-dﬁ:/(ﬁxff)-d§:c1>m, (2.36)

onde usamos o teorema de Stokes, ®,, é o fluxo magnético e C' representa a fronteira do

vortice. No infinito, teremos

@mzfﬁ-df:y(/lgrde: —27;", (2.37)
e o fluxo magnético é quantizado. Construimos uma configuracao de campo que transporta
fluxo magnético, e desde que D,p — 0 e F,, — 0 na fronteira (r — o00), ela possui
uma energia finita. Se adicionarmos uma terceira dimensao espacial (o eixo z) onde
os campos nao possuem dependéncia, esta configuracao da origem as famosas "linhas
de vortice”. Voltando a hamiltoniana (2.28), somos capazes de escrever as equagoes de

movimento desta teoria como (devemos ressaltar que o potencial de Landau possui a

forma V(¢) = m2¢*¢ + M¢*¢)?):

D*(D,u) = —m2p — 2006[%, (2.38)

ie(¢p0, 0" — ¢*0,0) + 2e*A,|d]> = 0" F,,. (2.39)

Embora nao entremos em maiores detalhes neste trabalho sobre este assunto, em

1973, os fisicos H. B. Nielsen e P. Olesen [28] conseguiram determinar uma solugao para es-



45

tas equagoes de campo acopladas e seus resultados foram chamados de vortice de Nielsen-

Olesen.

Neste exemplo, vemos novamente que a topologia dé ao vértice sua estabilidade de
energia finita. A topologia que acabamos de descrever refere-se ao grupo U(1). Podemos
notar que a lagrangiana (2.28) é a versao relativistica da lagrangiana GL, que descreve a
supercondutividade. Logo, ela se torna fundamental para as linhas de fluxo de Abrikosov
em supercondutores do tipo II. O campo escalar é responséavel pelo condensado da BCS

(densidade de pares de Cooper num supercondutor).

2.2 Motivagoes para se estudar modelos bidimensionais

Quando a dimensao do espaco é igual a dois ocorrem alguns problemas com os
calculos feitos na aproximacao de campo médio. E possivel mostrar, utilizando o critério
de Ginzburg, que a dependéncia do parametro r4(7") com a dimensionalidade do parametro

de ordem pode ser escrita como [16]

_UQSDAD72

T = 5enpD -

(2.40)

onde Sp é a area da superficie de uma esfera em um espago de D dimensoes e A representa
um “cut-off” do momento linear. Ou seja, r(T") possui uma divergéncia em D = 2, mas
experimentalmente obtemos valores finitos do parametro (7"). A resposta a este problema
pode ser dada mostrando que as flutuacoes em D = 2 de algum sistema fisico no ponto

critico se tornam dominantes, e por isso devem ser abordadas de outra maneira.

Para mostrar a dominancia destas flutuacoes, considere um sistema de spins S, ;,
a=1,2,...,n (dimensionalidade do parametro de ordem), localizados nos sitios i de uma

rede quadrada bidimensional, e sujeitos a condicao

Y Sii=1 (2.41)
a=1

Suponha que exista magnetizacao espontanea proxima de 7' = 0, com todos os

spins paralelos a uma direcao n:

Sl,z’ = S2,i = .. = Pn-14 — 0 Sn,i = 17 (242)

e estudamos entao as pequenas flutuagoes ao redor deste estado. Suponha que estas

flutuagoes sejam tao pequenas que nos permitam considerd-las apenas em um hiperplano
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normal a n, e assim podemos esquecer da limitagao (2.43) sobre os spins. A hamiltoniana

das flutuagoes sera

n—1
H= 0T 3 3 (Su— Su) (2.43)

<ij>a=1

onde < 7,7 > representa, assim como antes, vizinhos proximos. Tomando o limite continuo

para baixas temperaturas

n—1
H— ;J/d% S (Va2 (2.44)
a=1

Vemos imediatamente que

G = 57 (2.45)
e entao
A= S = =gl = 2T [ (2.46

onde a é o espacamento de rede e L é o comprimento da rede.

Para D > 2, a integral acima é convergente no infravermelho, e nessa suposicao de

pequenas flutuagoes quando 1" — 0, é autoconsistente. Mas para D = 2 tém-se

(n—1)T L
A~ ~—1In— 2.4
o) (247)

e quando L — oo, A — oo (limite termodinamico). Por ser uma divergéncia logaritmica,

pode ser resolvida com outros métodos.

Concluimos que em D = 2, a suposicao de pequenas flutuacoes nao é autoconsis-
tente. Buscaremos entao uma maneira diferente de realizar os cdlculos em duas dimensoes

e comecgaremos estudando o modelo XY da matéria condensada.



47

2.3 O modelo XY

2.3.1 Estudo qualitativo

Quando n = 2 (D = 2) observamos uma transi¢do de fase sem magnetizacao
espontanea [23]. No modelo XY, o spin no sitio ¢ é um vetor de duas componentes S ,
que pode ser considerado no plano da rede. A hamiltoniana é invariante sob rotacoes no

plano; em outras palavras, tem simetria O(2), sendo dada por

H=-J > S - 57; =—J ) cos(b; — 0). (2.48)

<inj> <i,j>
onde os angulos 6; e 6; representam a inclina¢ao dos spins ¢ e j em relacao a algum eixo

de referéncia.

A funcao de particao sera

Z = > exp (; > cos(b; —Hj))

[61] <i,j>

_ /027r Hdgl exp (; Z cos(6; — Qj)) ) (2.49)
l

<ij>
e A expansao de Z em altas temperaturas

Quando T' — oo, expandimos a exponencial em poténcias de (J/T') e ficamos apenas
com os termos de ordem mais baixa. Somos capazes de estimar utilizando este

método a funcao de correlacao entre os dois spins, um no sitio 0 e outro no sitio p:

(Sy- S,) = {cos(By — 6,)) = (@), (2.50)

Assim, devemos calcular

<ei(90*9p)> _ é/()%l:[del expli(fy — 6,)] exp (; Z cos(0; — Hj)) , (2.51)

<>

de onde podemos chegar a

. J o .
(el00=0n)y — CiT/o [ d6 exp {1 > (6o — 0, +6; — 93')] ; (2.52)
1

<i,j>
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Figura 7: Um possivel caminho de 0 a p [16].

onde C' = (27m)". Mas sabemos que

2 2T 0

d6 = 2r; / dbe’® = 0. (2.53)
0 0
Isso nos permite imaginar “um possivel caminho” sobre a rede que podemos tomar,
pois para a fungao de correlagao nao ser nula (resultado trivial) devemos ter integrais
de df e nio €?df como mostramos acima, desde que elas ndo contribuem para o
resultado da funcao de partigdo. Assim, escolhemos um caminho tal que (ver Fig.
2.2)

e (71000 g=i0a . . . g1 (g~ ci0p) o= (2.54)

Como existem muitos caminhos possiveis, podemos escolher como um “caminho
b
médio” o caminho classicamente favoravel e entao a contribuicao “média” do termo
J/T)" serd aproximadamente (J/T)"/%. Reunindo estas suposicoes, chegamos ao
3 )

seguinte resultado:

r/a
(OO0 _ ( ; ) — o~ (/) (1)) (2.55)

de onde extraimos o comprimento de correlagao
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§= (T )’ (2.56)

que corresponde exatamente ao comprimento de correlagao classico.

A expansao de Z em baixas temperaturas

Quanto 7" — 0, é razoavel supor que as flutuagoes dominantes sejam aquelas com

grande comprimento de onda, e entao

1
H— Ho+=J Y (6; —0,) (2.57)

<i,7>

onde expandimos cos(6;—6;) em poténcias de (6;—0;) e Hy é uma constante que surge
da expansao da funcao cosseno e nao contribui para a fisica do sistema. Podemos

introduzir uma notacao mais conveniente

Qﬁi - 9i+u - 91', (258)

assim, reescrevemos a hamiltoniana como

H= ;JZ S (0,6,)2, (2.59)

ou, no limite continuo,

1 —
H=3 / P2 (V0)?. (2.60)
Entao, a correlacao entre os spins 0 e p fica

<ei(90—9p)> — ;/O:o I_Idﬂ1 exp (1(90 — Hp) — 2:]_[1 Z(@,ﬂlﬂ) , (261)

ip

sendo

%0 J
Z = dfiexp | —— 0,0, 2. )
L. p( 57 2 >) (2:62)

(N
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Primeiramente, podemos calcular a funcao correlacao do modelo para dois spins
proximos ¢ e j. Seu calculo requer paciéncia e por isso apenas mostramos o resultado

bem conhecido na literatura [16]

GZ(JZ_'; . x—{) — Cl2/ dzl{j eik'(fi_ij) '
! ! (27)24 — 2cos(kia) — 2 cos(kqa)

(2.63)

Vemos que a fungao de correlacdo apresenta uma divergéncia infravermelha (k;a ~
0 — G;; — 00). Baseado nisso, regularizamos G;; subtraindo 1 da exponencial e

definindo uma funcao

- %k ¥ 1
Lo 2.64
G@)=a / (27)2 4 — 2 cos(kia) — 2 cos(kqa)’ (2:64)

também é possivel mostrar que

pois

Goo + Gpp — 2Gop = 2Gog — 2Gop, = —G(). (2.66)

Pela versao continua teriamos o resultado

—V2G(Z) = (), (2.67)

cuja solugao é muito conhecida (equagao de Poisson):

~ 1 T
G(Z) = —— In — + cte. 2.68
(%) 5 I + cte (2.68)

Logo,
T/2m] T
(cl00=00)) — o=k In(e/a) _ <a> i _ (a)"( ) (2.69)
r r ’

onde n(T) = % Esta expressao mostra que o modelo XY nao gera magnetizacao

espontanea:
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—

. i(60—0 . U

Tim (' ®~%)) = lim (So - S,) = 0, (2.70)
Se estes argumentos heuristicos estiverem certos (o que é razoavel), deve existir um
determinado ponto da transicao de fase onde o comportamento da funcao de cor-
relagdo muda de uma lei de poténcias (baixas temperaturas) para uma exponencial
(altas temperaturas). Concluimos que acima de algum ponto da transigdo, o argu-
mento de baixas temperaturas comega a falhar. No célculo da funcao de correlagao
entre os spins 0 e p em baixas temperaturas consideramos, assim como no de al-
tas temperaturas, a periodicidade de #. Integramos 6 de —oo a +oo, e portanto
poderiamos nos perguntar se a periodicidade de € torna-se importante, uma vez
que as flutuagoes tornam-se grandes. E exatamente isso que ocorre; a quase-ordem
obtida em baixas temperaturas é naturalmente destruida por excitacoes topoldgicas
(o mesmo que defeitos topolégicos), que dependem da periodicidade de . J& estu-
damos estes defeitos nas secoes anteriores, mais especificamente os definimos como

vortices.

O papel dos vortices na transicao de fase

O gradiente em coordenadas polares é dado por

00, 100 .

mas obviamente % = 0, e entao temos

L 1
V0= 0 — (o, ) . (2.72)

T T

Se C for uma curva fechada em torno de uma origem O sobre o plano dos spins,

entao

= N 1 2
éve-dz :fb (0, r) (dr, rdf) :/0 do = 2. (2.73)

Geralmente, devido a periodicidade de @, tem-se

fﬁe-df: omq, q—=0,41,42, - (2.74)
C
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onde ¢ é a vorticidade, que nada mais é que a “intensidade” do vortex (compare
estas expressoes com as equagoes (2.29) e (2.38)). Notamos que os sinais positivos
e negativos nos fornecem uma informacao extremamente importante; os vértices
(¢ > 0) podem ser acompanhados por antivértices (¢ < 0) para o mesmo |g|. Isto

nos ajudara a entender a transicao de fase que ocorre no modelo XY mais tarde.

A energia associada com o vértice pode ser posta como

E =~ /Hde = g/(ﬁG)Qde

7r/a ) L

/ OF o —egm™. (275)
2 Ja/L 7’2 a

A entropia associada com a criagdo de um vértice é (podemos escolher o centro do

vortex em qualquer lugar da rede)

S—1n (5)2 (2.76)

ja que existem (L/a)? sitios. Com isso, a energia livre correspondente serd

F—FE—ST = (n]—2T)in". (2.77)

a

e conseguimos notar que os vértices desestabilizarao a quase-ordem quando T >
TC =mnJ / 2.

Com estes fatos e resultados, ja somos capazes de sumarizar a descricao proposta
por Kosterlitz e Thouless para as fases do sistema no ano de 1973[24]. Em baixas
temperaturas, somente flutuacoes de grandes comprimentos de onda contribuem
(também conhecidas como “ondas de spin”); a fungao de correlagao entre os spins
decresce de acordo com leis de poténcia, e o sistema é quase ordenado com ilhas
de magnetizacao de todos os tamanhos. Nessa fase nao existem vortices “livres”
mas encontramos pares de vértices (um vértice e um antivértice de vorticidades
opostas) , cuja influéncia sobre o sistema esta confinada a pequenas distancias. A
medida que aumentamos a temperatura, o tamanho destes pares vortice-antivortice
aumenta também e ele diverge em T = T, onde os vértices livres comecam a
aparecer. Estes vértices desestabilizam o quase ordenamento das ondas de spin,
e a funcao de correlacao decresce exponencialmente. Essa teoria de influéncia dos
defeitos topoldgicos sobre a correlagao entre os spins e a transicao de fase deste

modelo foi a chave para o desenvolvimento do modelo dual de Villain e é a motivacao
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fundamental deste trabalho.

2.3.2 O modelo de Villain

O peso estatistico (o integrando da funcdo de particdo) do modelo XY é e~#(1—cos6),

Podemos expandir esta funcao em série de Fourier. Sabemos que a representacao de

Fourier para uma funcao generérica f(x) é

flx) = i Cre™, (2.78)

n=—oo

onde os coeficientes ), sao determinados pela expressao

]_ 2T .
Co= o [T fwpemax, v (279)
2w Jo
Logo,
e—ﬁ(l—cos@): Z eiHQIn(ﬁ)e—5’ (280)
onde
27 . ,df
[n :/ Bcosf 1n97. 2.81
(8) = | Pt (2.81)

Quando f — oo (T' — 0) podemos expandir a func¢ao cosseno em série de Taylor,

e ficamos com

2w 802 . dé
lim I, :/ Ba— 5 1n077 2.82
Jim 1,(8) = | eeT e (2.82)
temos entao uma integral gaussiana em 6
B n B T
p= / a5 g9 — & / T B/ =2000/8) g (2.83)
2m Jo 21 Jo

Completando quadrados,
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2ind in\>  2ind in\> in\> in\>
g :92+<> B _<> :<9_> _<> , 2.84
5 g g g g g (284
obtemos
eB 21 in\2 in )2
pP= 27/ 12(%) o=6/2(0-%) g9, (2.85)
7w Jo
ou ainda, fazendo a mudanca de variaveis 6/ = 6 — %‘,
= 2/28
e 267 5’2 e "
Pe B — / —2 40 ~ 2.86

e finalmente

—B(1—cos6)

inf —n /2,8 (287)

H*—OO

Lembrando que ¢ = 0; — 0;, generalizamos este resultado para

ny (x)—+oo

exp[—B(1 — cos(9,8(x)))] — Z exp(in,d,8(z))exp(—n;, /28), (2.88)

ny(x)——o0

ou ainda, escrevemos a funcao de particao do modelo de Villain como

7z = / I EZEN Z exp(in,0,0(x)) exp(—n2(x)/28). (2.89)

.1 ny, () ——o0

Realizando uma integracao por partes na primeira exponencial, vemos que anula-

mos a integral em 6(x) se e somente se

> 0uny(z) =0, (2.90)

ou seja, podemos escolher n,(x) na forma

=Y e,,0.p(2), (2.91)
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onde p(x) é um campo escalar assumindo valores inteiros. A menos de uma constante, Z

fica

Z= 3 exp (21/3 Z[@Hp(x)P) . (2.92)

p(z)——o00 T,u

Agora precisaremos da férmula de soma de Poisson que é dada por

> gm= Y [ deglp)er. (299)

n=—oo m=—0oQ

Considerando isso reescrevemos Z como

7 = / [Tde(z) > exp (—25 > (Oup) +2imy m(x)go(x)) ) (2.94)
=z m(z)——o0 Ty T
onde m(x) é um campo escalar assumindo valores inteiros. Integrando no campo ¢ obte-

mos

o

Z=Zsw Y, exp (—2%262m($)G(x - x')m(:v')) : (2.95)

m(x)——o0

Devemos notar que se m = 0 recuperamos o modelo XY, mostrando que os dois
modelos sao duais. No modelo de Villain conseguimos isolar a hamiltoniana de ondas de
spin da hamiltoniana de vértices (exclusivamente). Esse fato de conseguirmos evidenciar
a contribuicao dos defeitos topoldgicos na funcao de particao original é uma caracteristica
que sera extremamente explorada no capitulo subsequente quando tratarmos do modelo

proposto para supercondutividade. Assim,

H = Hgy + H,, (2.96)

e entao

7 = Zew Zy. (2.97)

Depois de mais alguns célculos, é possivel mostrar que
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x—a

a

Z = Zsw ; exp (—WQBZmQ(x) + 78> m(z)n

m(z)’ xF#z!

m(x’)) : (2.98)

onde o termo exp (—”276 > ow m2(1:)) pode ser pensado como vindo de um potencial quimico

723/2 e 0 escrevemos como

exp(lny > m*(x)), (2.99)

tal que y = yo = exp(—7?3/2). Identificamos este termo como sendo um potencial
quimico porque ele monitora a densidade de vértices. Quando y — 0 (T" — 0), o potencial
quimico impede a formacgao de vértices. Quando y aumenta, o nimero de vortices aumenta

também.

A idéia principal desta sessao e crucial para o restante desse trabalho é a dualidade
entre as duas teorias. As duas teorias sao idénticas no que diz respeito as previsoes fisicas
que cada uma faz, mas a diferenca principal consiste no surgimento explicito dos vortices
no modelo de Villain facilitando a visao e interpretagao dos vortices na transicao de fase
do modelo XY (lembre-se que no modelo XY original nao era trivial supor a existéncia
de vértices, mas que na teoria de Villain torna-se extremamente claro). As conclusoes
que podemos extrair destes resultados nos levam a crer que uma teoria cujo objetivo seja
estudar suas transicoes de fase podem esconder na sua topologia um determinado tipo
de defeito topoldgico e que é possivel, sim, explicita-los de forma visivel na funcao de

particao.
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3 DINAMICA DE VORTICES EM SUPERCONDUTORES BIDIMENSIO-
NAIS

Como vimos antes, durante uma transicao de fase é natural o surgimento de algum
tipo de defeito topoldgico. Suas contribuig¢oes podem modificar de alguma forma a tempe-
ratura critica do sistema. O estudo de como esses defeitos topoldgicos podem influenciar
um sistema fisico durante uma transicao de fase é enorme nos dias de hoje e seus resul-
tados cada vez mais importantes para a compreensao de varios fenomenos fisicos atuais,

como por exemplo a supercondutividade a altas temperaturas (H7¢ superconductivity).

Existem muitas areas que exploram estes fenomenos, mas podemos destacar algu-

mas CcOImo exemplo:

e na cosmologia, quando procuramos explicar o surgimento de defeitos topoldgicos no
universo primordial e suas consequéncias sobre a evolucao (transigoes de fase) das

estruturas cosmoldgicas;

e na QCD, quando se busca explicar o mecanismo de confinamento de quarks utili-

zando condensacao de monopdlos magnéticos e vortices;

e na matéria condensada, especialmente na supercondutividade, onde estudam-se as
linhas de vortex e sua influéncia sobre as transicoes de fase dos materiais supercon-

dutores.

Quando tratamos especificamente da supercondutividade, os defeitos topologicos
mais interessantes sao as linhas de vértice. Vimos no modelo de Villain que os vortices
sao determinantes para a transicao de fase no sistema bidimensional do modelo XY. O
modelo de Villain é extremamente motivador para aqueles que querem estudar a influéncia

de linhas de vértice sobre um determinado sistema supercondutor.

Baseado nisso, tentamos analisar neste capitulo a influéncia das linhas de vortice
em um modelo GL bidimensional. Em primeiro lugar, propomos um modelo de densidade
lagrangiana bidimensional derivado do modelo GL relativistico com a diferenca do termo
de Klein-Gordon pelo termo de Schrodinger (justamente para descrever sistemas nos quais
a relatividade ndo vem a ser importante, como nos sistemas de matéria condensada). Em
seguida, usamos campos transformados duais para explicitar a contribuicao das linhas de
vortex no modelo proposto. Os vortices surgem pela contribuigao de uma fase singular na
representacao do campo escalar através de uma corrente topoldgica de vortices. Com a
acao dual somos capazes de determinar a funcao de correlacao dos vortices, o que nos diz
sobre como eles interagem entre si dentro de um supercondutor bidimensional (bi-layers

e multi-layers).
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Devemos enfatizar que o modelo que iremos obter é completamente analogo ao
modelo de Villain que foi estudado no capitulo anterior com a diferenca de que no nosso
caso os vortices poderao interagir e nao serao “diluidos” (nao interagentes) como era em
Villain. Por isso mesmo, devemos analisar alguns limites neste sentido quando tivermos

nossa teoria dual para ratificar tal afirmacao e para validar nossos céalculos.

Uma das maiores aplicagoes deste tipo de estudo é sobre as transicoes de fase que
ocorrem sobre supercondutores a altas temperaturas. Eles apresentam uma estrutura de
linhas de vortex muito peculiar, cuja explicacao tedrica nao foi encontrada até os dias de
hoje. As fases de vortices que surgem nesses tipos de supercondutores sao extremamente
interessantes e nao-triviais, tais como a rede de Abrikosov, liquidos de vértices, vidros de

vortices, etc ( conhecemos este campo de estudos como ”vortex matter”).

3.1 A teoria GL dual

Na teoria GL da supercondutividade tratamos com sistemas relativisticos nos quais
a invariancia de Lorentz nos ajuda a facilitar os cédlculos. O modelo proposto neste
trabalho busca atender mais as necessidades de um sistema de matéria condensada, em
que as velocidades nao sao relativisticas e, portanto, a invariancia de Lorentz nao é mais

relevante.

Ja foi dito anteriormente que o modelo GL da supercondutividade na sua versao
relativistica também é conhecido na literatura, mas na area de teoria de campos, como mo-
delo de Higgs abeliano. Existem intimeros trabalhos que exploram as caracteristicas desse
modelo e no apéndice B é feita uma exposicao motivadora para se estudar a dualidade
existente entre esse modelo e a hidrodinamica de Kalb-Ramond-Nambu (KRN)[26][27].

A idéia principal extraida deste apéndice é a de transformagao dual; um método
muito utilizado nos trabalhos atuais baseado na transformada de Fourier do integrando

de alguma funcao de particao, cujo objetivo é o de “dualizar” a teoria original.

Nesta se¢ao, mostramos um teoria alternativa a teoria GL da supercondutividade.
Propomos uma mudanca no termo de Klein-Gordon na teoria GL original na versao
relativistica por um termo que reproduz a equacao de Schrodinger. Assim, escrevemos a

densidade lagrangiana do nosso modelo como:

L6, 6", A A =~ Fu P o |(=i¥ — A0 +6°(i0, — oo — V(6,6"), (3.1)

47re

com V (¢, ¢*) = —m3|¢|* + 510]*.

A andlise dimensional da densidade lagrangiana, nos mostra que
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A =A==l =[m] =" =m] =o' =t7", (3.2)

parah =c=1.

Assim, a func@o de partigdo (em temperatura finita) pode ser escrita como

=/D%Dﬁwﬂﬂwm4%Mmi¢¢W—%ﬂ, (3.3)

onde Sg representa a agdo euclidiana (t — —iT) em (24 1) — D, cuja estrutura é dada
por
1 -
Sp(Ag, A, 6, &%) / dt/d2 l —F 4 |0V + eA)gf? -
—w%@+wm¢—vwwﬂ. 3.4

e Sgr € a agao de fixagao de calibre.

O préximo passo, seguindo a referéncia [30], serd redefinir os campos escalares
¢ e ¢* com o objetivo de tornar explicita a contribuicao dos vortices. Tomamos sua

representacao polar:

Por causa da transformacao dos campos, ganhamos um jacobiano tal que

= / DAYDADpDY (H p) exp[—Su(4o, A, p, X) — Sar), (3.6)

onde a agao Sg(Ao, A, p, X) se torna

]- ]. = p2 — -
2 - - uv T 2 r - 2_
Se(Ao, A, p, x / / 2z l o Fu P (V) + (V= )
ip? ep?
- L0 - A= V()| (3.7)

m2
onde agora V(p?) = —52p* + 2 p.
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Para obtermos a acao dual, devemos integrar sobre os campos Y, Ag e A. Visto
que existe um termo da agao que possui um acoplamento entre x e A, integramos primei-

ramente em y. Assim,

oy = / DyDp (H p> exp l / Bl — Z;(atx) + j(%)? +
+ Lw-edr-Lavin)] e

Linearizamos o termo quadrético em y realizando uma transformagao de Hubbard-

Stratonovich

0 = /Dxexp[ /d3 VX—eA)]

- /DXDG (H p_3> exrp {—/dgx lZéC’f + Zgz (Oix — eAi)] } , (3.9)

onde definimos outro campo cuja dimensao ¢é [C;] = 272 = [m?]. Logo,

/DXDPDC< )eXpl /d3 { -5 (0 + 47171(50)2 + Z;Cf +
+ Zgi(aiX —eA;) — 7140 - V(PQ)H- (3.10)

A origem dos vértices estd na fase y do modelo, mas podemos considera-la sendo
composta por uma parte singular y, e outra parte regular y,. A parte singular dara

justamente a origem dos vortices em nossa teoria. Logo, fazendo x — x, + xs temos

O = /Dxr eXpl /d3 { (Dexr) + I (@XT)H
= /Dxre:vp {—/d?’x;(@tﬁ - aici)Xr] : (3.11)

ou, lembrando da definicao da funcgao delta,

Or. = 0[0ip° — 0,Ci] = §[0,C,), (3.12)

com C, = (Cp, C;) = (p?, C;). Assim, escrevemos como solugao
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ayou =0; C,u = _Eglulj)\ayw)\ = _5‘/#' (3.13)
A parte singular gera

Oxe = /DX5D00D6<HP3>6 ] exp [ /d3 { : Cuduxs +

xT

+ im (Vgl/z) + (ZL)CE — Z;C#A#H, (3.14)

ou,

Oxe = /DXSDC (HP_3> 8 C exp[ /d3 {ZCMaMXS +

1 - 9 1€
Al 3.15
+ ImCo (VCo)? + COC 5 —C, MH ( )
Mas vemos que
k k= o 1k
2=, = %50VA8VWA —%(v X W)y = —%Bd, (3.16)
1k ik
Ci = —%giMd,WA = _%Ei,d; (317)

onde os campos By e E; 4 sao campos duais. Esta transformacao nos levard a uma mudanca

de jacobiano dada por

(H p3> = (H By 2) , (3.18)

e entao

_ ) k
Oy, = /DXSDCM<HBd 3/2> exp [— /d?’x{ —47r;<— 22>Wuju+

(VBy)? + mh (Eq)* — TV“A”H’ (3.19)

SZde 2ZBd

onde
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. Euv
= 20,05 — a0, (3.20)

é definida como corrente de vértices. Esta corrente é puramente topoldgica e a sua con-
servacao ¢ independente das equagoes de movimento e das simetrias da teoria (reveja o

fim da segao sobre o modelo de sine-Gordon para relembrar).

Devemos integrar agora no campo de gauge A, para obtermos seu campo dual:

o— /DA“ exp [— /d3x {—threr,F“” - GfVuAuH . (3.21)

Linearizamos o termo de Maxwell através da expressao (novamente aplicamos a

transformagao de Hubbard-Stratonovich)

2 TE 1~
3.0 uw 3 2
exp (/d x4 e) = /DG“exp [/d T (4 G# + QGWFW)] , (3.22)

onde definimos o dual de G, como

|
G,uzz = ig,ul/)\G)\- (323)

Com isso, a funcao de particao fica

_ —3/2 3 € ~2 k = D 12
Z[p] = /DWMDXSDG#<1;[BC[ )exp{ —/d :Ul— ZG“+ Smin(VBd) +
mk | m? A ,
+ i, Bal 4 g Ba— (B - Wkw“]“] } §
3 ek 1~
x [DAyexp] - [da| - TV = 5GP | (3.24)

e entao

O4, = /DAM exp {—/dsx [—erMAM - ; (;ENVAG)\(aMAV - &,Au)ﬂ } , o (3.25)

de onde tiramos o resultado
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k 1
@Au =0 _%VM + §€MVA8VG>\ . (326)
Ajustando ek = 2, obtemos:
1
€#V,\8,,[W)\ — G)\] =0 = GM = WM — E((%AD) (327)
A fungao de particao no formalismo dual serd
Z1B) = / DW, Dy, Dy (H Bf”) exp {—Sa[Wy, ¢, Xs] — Sar}, (3.28)
onde definimos a acao dual como
S W] = [ | 7= (VB2 + () -
d oy A dmei By d eiBy "
2 2
s 1 myg, Aoy 2m
T <Wu - 6(6u90)> + ?Bd - a(Bd) - ?Wu]u ; (3.29)

e Sgr ¢ a agao de fixacao de calibre. Através de uma simples fixagao de gauge fazendo

© = 0, escrevemos S, como

1= [ 5 B)2 m_ (B2
Sa [WH’X ) / xleein (VBa)™ + ein( 2
TE m2 )\ 2w .
— ZWi + 2—!¢Bd - I(Bj) — —Wuju|- (3.30)

O modelo descrito por Sy é completamente equivalente ao modelo proposto ori-
ginalmente, obtido na representacao polar, e deve levar aos mesmos resultados que ob-
terfamos se utilizdssemos a acgao original. A maior vantagem de usarmos o formalismo
dual é que exibimos explicitamente a dependéncia da configuracao singular ao campo de
Landau, tornando este método adequado para se estudar transicoes de fase através de

defeitos topoldgicos [30].

Esse resultado é de extrema importancia no nosso trabalho, ja que na acao dual
temos toda a fisica que precisamos. Esta agao nos permite estudar as fases de vortices que
existem em supercondutores mais complexos por possuir as interagoes entre esses vortices.

Se considerarmos vortices nao-interagentes, devemos recair na teoria de Villain.
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Calcularemos nas proximas secoes as funcgoes de correlacao tanto a nivel classico

quanto a nivel das flutuacoes quanticas.

3.2 Funcoes de correlagao classica e quantica

Para verificar se o modelo proposto prevé alguns resultados conhecidos na lite-
ratura corrente, realizamos a aproximacao de Landau, que nada mais é do que uma
aproximacao a nivel classico. Nesta aproximacao, como vimos antes, calculamos o ponto
de minimo correspondente ao potencial dual de Landau (agora escrito em termos de By)
e substituimos na acao dual de nosso modelo visando obter a contribuicao maxima do

integrando. Assim,

m? A dV (By)
V( d) 9] d+4!< d) = 4B, 0; (33 )
ou seja,
m2 A\ 6m?
[ l [
——2 4+ —B; = B, = —*%. .32
5 + 155 0 = b 3 (3.32)

Podemos e devemos buscar uma interpretacao fisica dessa aproximacao. Basta

lembrarmos que By o< p?, onde p é o raio do vértice que é varidvel na teoria sem apro-

2
ximagoes. Porém, na aproximagao de Landau B} = 6mT¢ = cte, logo os vértices sao
estaticos (raio constante) e nao-interagentes.
Substituindo B} na agao dual, obtemos
SYBY] = /d3:c MA_ (G2 Tz Py (3.33)
did 6rm; e N '
Mas reescrevemos o termo com Ey como
Eia=cemn0,Wr=  (Eq)?®=W_u0,0, — 1u0*]W,. (3.34)

onde 7, é a métrica de Minkowski em (2 + 1) — D.

Logo,

Sh = / dla(Ey)? + bW + W)
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a / Br(Ea)? + 2M2W2 4 W, 5], (3.35)
onde definimos as quantidades M? = JM§ = £ e ji, = £j,. Entdo
Sd[ /qu - /d3 { -3 8 a + nlwag Mgnuu)Wy}
+oa / &W, i, (3.36)

O operador entre chaves deve ser invertido para obtermos a funcao de correlagao

na aproximacgao de Landau. Para tal, isolamos este operador:

S = N0 — 0,0, — Mn,,,. (3.37)

Os projetores em 3 dimensoes sao dados por

0,0, MO

or = v

Eles sao escolhidos de forma a respeitarem a relagao n** = 0" + w*” justamente

com o intuito de preencher todo o espaco. As relacoes de ortogonalizacao sao dadas por

0,07 = 92; W = w; W0 = 0. (3.39)
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No espaco de Fourier, o operador ¥, fica

E;w = kuku - Mgn/w - k277;u/7 (340)

ou, em termos dos projetores transverso e longitudinal,

S (k) = —(k* + M§)0,, — Miw,,. (3.41)

Mas sabemos que

¥,,G =n. (3.42)
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Supomos entao, alguma solucao do tipo

G = by + bwyy, (3.43)

de onde conseguimos extrair os coeficientes a e b como sendo

1 1
_ he — . 3.44
k2 4+ M2 M (3:44)

Logo, a funcao de correlagao seréd

kk, Ny kK,

v k pu— - - . -4
G () k2(k? 4+ Mg) k> + Mg M3k? (3.45)
Retornando ao espago de configuracao, através da integral de Fourier
Golr) = / d3k k. k., . / *k k.k, ok
A ] (2m)3 k(K2 4 M) (2)3 M3k2
A3k Nuw K
T 3.46
/(2@3 M ++2)° (3.46)
Identificando as integrais acima como
dSk e—ik~r dgk e—ik~r
1 = / : I = / —
1(r) (27)3 k2(k2 + MP) 2(") = | Gay a2
d3k‘ efik-r
Iy(r) = / 4
3(T) (277')3 l{?2 + MO27 (3 7)
reescrevemos a funcao de correlagao como
G (1) = 0,0,11(r) — 0,0, 12(r) — Ny I5(r). (3.48)

Depois de alguns cédlculos chegamos aos seguintes resultados para as integracoes

(3.49)
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Logo,
(2 - e_MOT) 1 Nuv M
Gu(r)=0,0,8 —————= ¢ — 0,0, - £ or, 3.50
(1) = Oy { 4t Mér B 2 M@ drr° (3:50)
Apos realizar todas as derivagoes, obtemos finalmente
Nuw —Mor N —Mpor N —Mor
G J(r _  m or __ or __ 0
pT) 4mr 4t Mgr? 4t Mgr3 *
+ :CN:UV —Mor + 3xﬂxV —Mor xl‘«x'j —Mpopr
473 47t M@r® At M@r*
_ e~ Mor Ty — ymy . umy
4ur | MEr M@r?
TuTy,  3T,T, T,y
3.51
* r? M@rt M3T3‘| ’ (3.51)

que ¢ a funcao de correlagao do nosso modelo na aproximacao de Landau. Relembrando
a equacao (1.61), podemos notar que neste caso, no limite em que r — 0o, recuperamos
exatamente a funcao de correlacao do modelo GL. Dela extraimos o comprimento de

correlagao caracteristico &, que sera

£ = 1\20 = W = (Z)W, (3.52)

ou, em termos dos parametros da nossa teoria,

SEERCN

2 2
6m¢ez TE mg

mas sabemos da teoria GL que mj = ro(T) o< (T — T¢), logo

(T —Te) o< (T — Te) Y2 (3.54)

Este resultado aproximado reproduz exatamente a dependéncia de £ na teoria GL
que desenvolvemos no primeiro capitulo. Isso mostra que podemos confiar nos métodos e
no formalismo utilizado em nosso modelo sem preocupacao. Mas uma teoria fisica s6 passa
a ser importante quando tem algo de novo, coisa que até agora o modelo nao mostrou. Para
vermos um novo comportamento do sistema, precisamos calcular as flutuagoes quanticas

em torno do ponto critico de Landau (critério de Ginzburg). Ou seja,
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B;— BY+ By  By< 1. (3.55)

Lembrando da nossa acao dual (3.34), podemos fazer as seguintes aproximagoes de

acordo com (3.60):

1 1 B, (Ba)®
o~ 4 o\Zd) (3.56)
(B,+By) By (By)? (By)?
. 2By (By)?
l ~ l d d

onde este logaritmo foi colocado no momento que exponenciamos o jacobiano de trans-

formagao. A agdo dual com as flutuagoes (3.60) torna-se

S = N/d%{24nfLAm356¢(ﬁ?d)2 + 67);2;@ (Ba)* %Wi * w;!iéd

- i!@d)z _ ”jgd - 2393 (2@2 - 2(2)2) _ ?Wuju}

- N/d%{W(ﬁBd)? + 6;%1@ (Bay” - %Wi

_ 2<§d)2 ~ zeimiéd + 48232%(@01)2 _ 2:147”#}, (3.58)

onde Wu ¢ a flutuacao do campo de calibre dual W, e By e Ed sao as flutuagoes corres-

pondentes aos campos By e E,, respectivamente.

Mas como temos

-

(VBy)® = WAV?[0:0; — Vi }We:  (Ea)® = Wu{0,0, — 0°n}W,,  (3.59)

Bd = 813(91“/], B; = —‘/T/]ﬁ?w], W2 = W,un/WWl/' (360)

A acgao dual livre serd escrita como
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A -
Slwre — /dS 2 VQ ; W
N [ ol 00, ~ P
Am
W, {0,0, — 0P YW,
+ 6m¢ i 77u }
D U A2 Te ~ 8
+ ZWjVQWj 50 WVQW 1 WWWW,,}. (3.61)

A constante 6% colocada no termo do jacobiano ajuda a manter as dimensoes cor-
retas e ela mesmo tem dimensoes de [071] = [m] = [x7!] = [t7!]. A estrutura matricial da

acao pode ser posta na forma

OOO OO]. 002 WO
W,LLO,LLI/WZI: Wy Wi W2} 010 On 012 Wi . (362)
020 021 022 W2

Com isto, montamos o operador O,

O, = (3.63)

QW=
SRR
o Q

onde definimos os termos A, B, C, D, E e I, ap6s uma transformada de Fourier aplicada

a cada termo da acdo dual S;, como:

A - A Am
A= TR B=— Tl kk C= = koky; (3.64)
mgei 4 6m¢ez 6m¢e
A - - m Ao A2 e
D=—"_"kKk>+k] - k2 k% — fk2 k2 4+ —: 3.65
24mm356i [k + K] 6m¢ez[ + k] 41 48(93m§) + 4’ ( )
E= #mlk? AT erko; (3.66)
24mm¢ez 6m¢ez
A - - A - 2
F= " R4 — o K24+ kY] — 2k + + = (3.67)

24mmiez’ 6m§)ei 2 4! 4893mé 4
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onde k? representa o quadrivetor momentum dado por

K=k — k. (3.68)

Neste trabalho, estamos interessados em obter a funcao de correlacao de nosso
modelo. Nos limitaremos & componente Oy, por enquanto. A componente Opy é dada

pela expressao

. DF — E?
-1 k) = .
O (k) A(DF — E?) — DC? — B2F + 2BEC’ (369)
ou ainda, utilizando uma linguagem mais compacta
i N (k)
k) = ==, .

Depois de alguns cdlculos, descobrimos que o numerador N (k) e o denominador
D(k) sao dados por

2)2 - 3\ A2 3\ =

k)= — i Kik? kS — 6
N (k) (24)2m?mije? i 144m;ge? * T2me? (24)2mm?Zei i
33 - 3A\me - Nm? A2m?
k° Kt — k2K — k!
* 2(24)2mmG03ei * 96mmyei 36m;e? 36me? N
3Nm -, 3Nm Sy AMTE -y AMTE
T Tdmle” T 2140PmGer | 2amdeit | 12mlei
P A3 oy ATE - 4 -
— k' — K — K k!
ot T At T as Y aaremy”
Ne o, mre?
— 3.71
* 9663m * 16’ (8:71)
A3 - A3m - Nm - 2X3m?
D(k) = kO — KSk? — K® kS
() 3(24)?mmGedi 3(144)mfedi 4(144)mgedi - 3(144)mge? *
\3m2 o /\4 2 . )\4 2 . 23 .
+ m4 2k4k2_ ﬂ; 8 2]{56+ 277; 8 2k4k2_ 2,74 ka_
6(144)mge 6(144)03m3e 3(24)20°m3e 2(24)*mge
A4 - Nme o Xmo o Aim -
T e’ T Gpmie” " smia’ T o@ipenia”
(24)203mge (24)*mge (144)mgei (24)203mgei
Nmme -, Nm S N 2m\%e g

4(144)m3ei (24)20%mOei 203mei * 4(24)?m?myje?
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_ 3)\271'2 RIEn 3IN3Te i i )\2m2fe . /\m7r22€2. B2
(24)2m e 8(24)*mo3myei 144mge? 48m7ei
Nme i \3e P Ar?e? 72 e 4
(202" T a@apemi T aas)” T 16(24)265m3
Nr2e? o, miéd
— k- —. 72
S8yt 6 (372)

Nao podemos trabalhar de forma exata com esse denominador D(k) e por causa
disso, precisamos nos limitar a alguns casos mais simples. Vemos que se tomarmos os
limites k2 — 0 (grandes distancias) e k2 — 0 (baixas energias), mantendo os termos de
k2 e k% que restam depois dessa aproximagao, obtemos a relacio de dispersdao da teoria

sob flutuagoes quanticas

- M2m2e Am2e? e A2m2e? L €3
li DK? k) = 4 k2 E? — k2 — - (3.73
B o0(?) (K, ko) 144me? ot 48m2ei 0 J(aw) 8(48)6%m, 61 373)
Am2e? Am2e? 222 w33
li D(k?) = 2 k? — 2_ 3.74
i, Dlko) 18m2ei 0 T A(48)" T S(a8)0Pm} 64 (8:74)

onde a notagao do limite significa que permanecem os termos quadraticos em k e em k.

Este pdlo possui uma dependéncia do tipo:

2 7.2 2
w” — Bk* — CMWH = 0. (3.75)
Definimos aqui a quantidade MI%VH = ’TSZS como sendo a massa do campo de gauge

dual W, e as constantes B e C sao dependentes exclusivamente dos parametros da teoria. A
massa M%Vu é responsavel pela nao singularidade da funcao de correlacao quando tomamos
os limites de k% e k2 indo pra zero, tudo isso gragas a fixagao de calibre que fizemos na

acao dual (3.29).

Essa massa é responsavel pela existéncia de um “gap” no diagrama de dispersao
(espectro) do tipo w x k?. Com ela somos capazes de determinar a quantidade de energia
necessaria para excitar uma certa densidade de vértices em funcao de k2. A equacao

(3.75) é a relagao de dispersao das excitagoes.

A riqueza de informagoes que podem ser extraidas da ac¢ao dual (3.30) é enorme.
Aqui nos restringimos ao calculo da relacao de dispersao da densidade de vortices consi-

derando as flutuagoes quanticas em torno do minimo do potencial GL.
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4 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho fomos capazes de mostrar o desenvolvimento de um ramo
da matéria condensada conhecido como dinamica de vortices. Atualmente existem muitos
problemas em aberto no que diz respeito a compreensao de como os vortices influenciam
uma transicao de fase, nao sé em supercondutores, como foi estudado aqui, mas também
em cosmologia, confinamento de quarks e muitas outras aplicagoes. Indiscutivelmente,
os estudos sobre estes defeitos topoldgicos em uma transicao de fase sao extremamente

importantes na fisica desenvolvida recentemente.

No capitulo 1, revisamos alguns conceitos relevantes como transicoes de fase e
a teoria de Ginzburg-Landau(GL), e apresentamos o formalismo utilizado ao longo do
restante do texto. Este capitulo serviu como uma introdugao ao modelo proposto desen-
volvido no capitulo 3. Discutimos sobre a expressao do comprimento de correlagao, sobre
as fungoes de correlacao do modelo GL e mostramos o conceito de classe de universalidade,

extremamente importante para o capitulo 2.

No capitulo 2, estudamos os vortices, um dos objetos mais importantes na fisica da
matéria condensada atualmente, com o intuito de explorar sua contribuicao nas transicoes
de fase do modelo XY. Apods essa analise, estudamos o modelo dual de Villain, cuja im-
portancia é enorme para este trabalho. Sua motivacao nos permite introduzir no capitulo
3 um modelo dual desenvolvido na referéncia [30] e a partir disso expomos nosso modelo

bidimensional.

A riqueza de informacgoes no modelo XY sobre dinamica de vortices é impressi-
onante. A transicao de fase de Kosterlitz-Thouless é um exemplo relevante de como os
vortices podem modificar a estrutura de transicao de fase em supercondutores. Pudemos
notar que nela ganhavamos a idéia de pares vértice-antivértice que eram responséaveis

pela quase-ordem do sistema.

Com este arcabouco tedrico, introduzimos no capitulo 3 o nosso modelo de super-
condutividade dual. Vimos que uma transformacao de dualidade geralmente pode ser
pensada como uma transformada de Fourier aplicada ao integrando de alguma funcao de
particao. Utilizamos esta afirmacao para estudar um modelo GL bidimensional com um
termo de Schrédinger ao invés do termo de Klein-Gordon, como é natural no modelo de

Higgs abeliano.

Mostramos em detalhes o formalismo da transformacao dual aplicada ao nosso
modelo bidimensional. Obtivemos uma agao dual da qual pudemos extrair uma fungao
de Green na aproximacao de Landau e nas flutuagoes quanticas de Ginzburg. Na apro-
ximacgao de Landau, conseguimos verificar a dependéncia do comprimento de correlagao

com a temperatura e nao foi por coincidéncia que obtivemos a mesma dependéncia que
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no modelo GL descrito no capitulo 1, j4 que isso mostra que o nosso modelo se encontra

na mesma classe de universalidade do modelo GL.

Quando realizamos as flutuacgoes quanticas, determinamos a sua funcao de Green
(apenas a componente Gog, ja que o pélo que nos diz o comportamento geral) e fizemos
uma aproximacao para k2~ 0 (grandes distancias). Nesta ocasidao achamos os pdlos
da funcao e determinamos a relacao de dispersao da densidade de vértices com o “gap”
de energia necessario para realizarmos as excitagoes de vortices. Este resultado é muito

importante, ja que pode e deve ser medido em experimentos de supercondutores.

Com a funcao de correlagao quantica, podemos extrair diversos tipos de compor-
tamentos e limites relevantes do ponto de vista tedrico e pratico. Uma outra linha de
pensamento baseada mais no artigo de Sugamoto [25] seria estudar as equagdes de mo-
vimento da teoria apresentada aqui visando obter quais as relagoes duais entre o nosso
modelo e a teoria original, como a relagao dual entre as fungoes de correlagao dos dois

modelos.
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7

APENDICE A- Equagoes de London

Podemos afirmar que a estrutura da matéria ganhou muito ”folego” apds a desco-
berta do elétron por J. J. Thomson em 1897. Com isto o estudo da condugao elétrica e

térmica em metais foi desenvolvido por Drude trés anos apods a descoberta de Thomson.

O modelo de Drude considerava um metal como sendo composto por um ”géas de
elétrons”. Segundo a teoria cinética dos gases, as particulas de gés seriam esferas sélidas
perfeitas que movem-se livremente em linhas retas até colidirem umas com as outras. O
tempo de duragao de uma tunica colisao é considerado desprezivel e nenhuma forca de
atracdo ou repulsao é assumida entre as particulas. Apenas a forca do momento que

ocorre a colisdo é considerada.

Contudo, um metal é um corpo neutro. Se supormos a presenca de um gas de
elétrons, também teremos que supor a presenca de particulas positivas para contrabalancgar
as negativas. Drude pensou que estas ” particulas positivas” eram muito mais pesadas que
o elétron e portanto permaneciam imoveis. Hoje em dia, estas ”"particulas positivas”sao

os ions correspondentes ao elementro neutro.

Drude também idealizou um parametro chamado tempo de relaxagao. Este parametro
(1) corresponde ao tempo que o elétron demora entre duas colisoes sucessivas. Baseado
nisso dizemos que a probabilidade do elétron sofrer uma colisao num tempo infinitesimal

dt é dt/T, onde T é o tempo de relaxagao.

Condutividade elétrica em metais sob corrente continua (DC)

Suponha um elemento de fio infinitesimal de comprimento dl e area seccional A.
Se ele possui n elétrons por unidade de volume, podemos escrever a densidade de corrente

j como

T neAdl
A S T @
j: —ned. (2)

Na expressao (2) ¢ é a velocidade média dos elétrons no metal e o sinal negativo
deve-se a carga do elétron. Para acharmos ¢ = Uj,cq;, devemos lembrar do impulso recebido

pelos elétrons, e entao
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mAv = Ft, (3)
tirando a média de (3), obtemos
mﬁmedia = ﬁ<t>col_> (4)
mas F = —¢FE ¢ (t),,, =T, entdo
—cE
U= : )
U T (5)

Substituindo (5) em (2) obtemos

- neT =
) = E, 6
= (6)
mas da relagao constitutiva
j=oE, (7)
vemos que
2
ne“t
Opc = ) (8)
m

é a condutividade elétrica do metal. A resistividade p é definida pelo inverso da conduti-

vidade, assim

mo__
PDC:@T . (9)

As expressoes (8) e (9) foram muito importantes para a descoberta da supercon-
dutividade, como veremos mais tarde. Os subindices DC referem-se a corrente continua

(DC).
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Condutividade elétrica em metais sob corrente alternada (AC)

Drude esperava uma modificagao na expressao da segunda lei de Newton para cada
elétron devido ao processo de colisoes entre os mesmos. Entao, além da forca elétrica de

repulsao entre eles, existia uma ”forca de colisao”dada por

(10)

O sinal negativo deve-se a questao da colisao ser considerada uma forca de re-

sisténcia ao movimento. Com isso, a equacao de movimento para um tnico elétron sera

ORI
P =P f), (1)

— —

onde f(t) é a forga elétrica entre os elétrons. A forga f(t) é do tipo

flt) = —eE(®), (12)

onde

E(t) = R(E(w)e™™). (13)

Se supormos uma solucao estacionaria do tipo

pt) = R(plw)e ™), (14)

obteremos de (11)
—iwp(w) = —ﬁiw) — eE(w), (15)
J(t) = R(j(w)e ™), (16)

e entao
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J(w) = —net(w) = ——plw), (17)

nos dando de (15) que

= o(w)E(w), (18)

onde

o1y ne
W= T T 19

sao as condutividades geradas pelas correntes AC e DC, respectivamente.

A Descoberta da Supercondutividade

Como ja foi dito anteriormente, a dificuldade de se obter temperaturas cada vez
menores era muito grande. Para o modelo de Drude ficar mais completo devemos colocar
dois termos adicionais na resistividade p na expressao (9); um termo correspondente a

interacao elétron-elétron e outro do tipo elétron-fonon. Com estas correcoes ficamos com

m
_ -1 ~1 -1
p= 2 (Tel.—imp. + Tel.—el. + Tel.—ph.)? (20)
ne

onde os subscritos correspondem, respectivamente, a interacao elétron-impurezas, elétron-

elétron e elétron-fénon.

Da termodinamica, ja se sabia que as interacoes elétron-impurezas nao dependiam
da temperatura; que as interacoes elétron-elétron dependiam de T2 e que as interacoes
elétron-féonon dependiam de 7°. Portanto, quando reduzia-se a temperatura esperava-se

obter um valor cada vez mais constante para a resistividade (20). Em outras palavras,

p(T = 0) = py = cte. (21)

Procurando mostrar o resultado tedrico da equagao (21), H. Kamerling Onnes
em Leiden conseguiu alcancar temperaturas de alguns graus Kelvin, suficientes para se
obter Hélio liquefeito. Ele mediu a resistividade para a platina e para o ouro a baixas
temperaturas. O resultado obtido correspondia ao previsto. Mas, Onnes resolveu medir

a resistividade do mercirio e entdao obteve uma surpresa (ver figura 1).
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Figura 8: Resultado obtido por Onnes para o mercurio.

A andlise da figura 1 é simples: a resistividade se comporta como o esperado até
uma temperatura Ty, mas abaixo desta temperatura a resistividade vai a zero abrupta-
mente. O qué poderia explicar este resultado? Se pensarmos que a resistividade é nula
vemos que o metal abaixo de T se torna um condutor perfeito. Baseado nisto, Onnes

chamou este novo estado da matéria de supercondutividade.

Algumas conseqiiéncias da resistividade nula

Se a resistividade ¢é nula temos que ter uma condutividade infinita abaixo de T¢.
Mas como poderiamos medir densidades de correntes finitas se a condutividade é infinita?

A tnica forma de resolver este problema é supor que

E=0, (22)

para todos os pontos dentro do supercondutor. Com isso temos fluxo de corrente sem

campo elétrico. A lei de Faraday nos diz que

dd o
—— = ¢ E-dF 2
- ;4 7, (23)

e de (22) vemos que
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dd
— 24
dt 0, (24)

e portanto o fluxo magnético deve ser constante em funcao do tempo no interior de um

supercondutor.

Suponha agora entao um anel metalico constituido de um material supercondutor.
Quando T > T o anel encontra-se no estado normal do metal; abaixo de Ty ele estara
no estado supercondutor. Entao aplicamos um campo magnético externo H sobre o anel
no estado normal. Este campo passa facilmente através do metal normal. Resfriamos o

anel até uma temperatura abaixo de T. Desde que

o — / A-ds, (25)
a Unica forma do fluxo magnético permanecer constante quando desligamos o campo H
é se o anel gerar um préprio campo magnético. Isto daria surgimento a uma corrente
i circulando no anel. Desde que a resistividade é nula para um supercondutor, esta
corrente permaneceria por um longo periodo de tempo. Chamaremos estas correntes de
correntes persistentes. Experimentos comprovam esta previsao de forma surpreendente;

estas correntes duram anos.

O Efeito Meissner-Ochsenfeld

Logo a descoberta da supercondutividade, Onnes mostrou por experimentos que
um supercondutor quando exposto a um certo campo magnético externo critico, ele
deixa de ser supercondutor. Este fenomeno sugeria um mecanismo ébvio para o campo

magnético dentro do supercondutor.

De (24) vemos que devemos ter B independente do tempo no interior do supercon-
dutor. Em outras palavras, o valor de B é o mesmo que aquele no momento em que ele
se torna supercondutor. Se aplicarmos um campo magnético externo ao material que se

torna supercondutor, deveriamos ter uma curva do tipo mostrado na figura 2 logo abaixo.

Este gréfico nos mostra que B = 0 para todo |H| < |H¢| e o material é super-
condutor, mas se |H| > |H¢| o material torna-se um condutor normal. Assim B = H,
se nés desprezarmos os efeitos dia e paramagnéticos. Se ao contrario, reduzirmos agora
0 campo magnético aplicado, entdo o metal é um condutor normal quando |H| > |Hg|.
Para |H| < |H¢|, B = He. Contudo, B # 0 até mesmo quando H = 0.

Esta irreversibilidade pode ser vista na figura 3.
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Figura 9: Curva de magnetizacao de um supercondutor.

Até o ano de 1933 acreditava-se que esta irreversibilidade existia. Era uma pre-
visao coerente da teoria. Porém, neste ano, um experimento revolucionou a teoria dos

supercondutores.

Efeito Meissner-Ochsenfeld

Como ja foi dito antes, W. Meissner e R. Ochsenfeld realizaram um experimento
buscando comprovar a previsao acima, mas eles nao encontraram os resultados teoricos
previstos. Meissner e Ochsenfeld perceberam que o fenomeno da reversibilidade ocorria

nos supercondutores. A figura 3.4 representa esta reversibilidade.

A figura 4 mostra que quando eles resfriaram o metal até T' < Tz o campo

magnético H era ”expulso”’do supercondutor, contrariando os resultados tedricos teodricos.

O mais surpreendente é que agora um supercondutor deveria possuir no seu in-
terior um campo elétrico e magnético nulos. Isto o classifica como condutor perfeito e
diamagnético perfeito. O fato dele ser diamagnético vem da equacao do eletromagnetismo

dada por

B = po(H + M), (26)

— —

mas B = 0 (supercondutor), entao
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Figura 10: Irreversibilidade prevista para um supercondutor.Nas primeiras duas figuras,
o metal estd com uma temperatura abaixo da critica. Nas outras duas, primeiramente
ele se encontra numa temperatura 1" > T e posteriormente numa temperatura T' < T,
onde mantemos o campo externo H ligado.
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Figura 11: Reversibilidade encontrada no efeito Meissner-Ochsenfeld. Nas duas primeiras
figuras T' > T, enquanto na ultima T' < T¢.

—

M=-H, (27)

e lembrando que a susceptibilidade magnética é definida por

dM

X = d7H|H=07

temos de (26) que

x = —1, (29)

que caracteriza um diamagnético perfeito.

Este efeito de reversibilidade é exclusivo de supercondutores e agora é chamado
de efeito Meissner-Ochsenfeld. Logo um supercondutor é aquele que apresenta o efeito
Meissner-Ochsenfeld.

Tipos de Supercondutores

A natureza possui dois tipos de supercondutores: do tipo I e do tipo II. A diferenca

entre os dois tipos reside no comportamento de cada tipo sob campos externos.

Um supercondutor do tipo I apresenta uma curva de magnetizacao M em funcao

de H como mostra a figura 5.
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Figura 12: Magnetizagao M em funcao de H (supercondutores do tipo I).

A figura 5 mostra que quando um supercondutor do tipo I esta sujeito a um campo
externo He ele deixa de ser supercondutor e M = 0, mas para H < He ele se comporta

como visto na expressao (27).

J& num supercondutor do tipo IT temos uma curva M (ﬁ ) bem diferente (ver figura

6).

A andlise da figura 6 nos diz que para campos H < H?;l o supercondutor se
comporta como a expressao (27); para campos ﬁm < H < ﬁcg algum fluxo magnético

atravessa o supercondutor; e para campos H > Hgo a supercondutividade é destruida.

A comparacao de um supercondutor do tipo I com um do tipo II nos mostra a
presenca de vértices no segundo tipo (ver figura 7). Veremos mais adiante a influéncia

deste resultado experimental na teoria dos irmaos London.

Um resultado experimental muito importante foi que estes vortices possuiam uma
caracteristica muito peculiar; apenas quantidades multiplas de h/2e (ver também capitulo

2 desta dissertagao para um aprofundamento maior) conseguiam atravessar estes vortices.

As Equacgoes de London-London

Em 1939, dois irmaos fisicos chamados de Fritz London e Heinz London, criaram a
primeira teoria capaz de descrever a supercondutividade de forma satisfatéria. O resultado
que a teoria da superfluidez estava obtendo com a idéia que existiam ”elétrons normais”e

"elétrons supercondutores” influenciou muito nessa descoberta.
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Figura 13: Magnetizacao M em funcao de H (supercondutores do tipo II).
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Figura 14: Vértices num supercondutor do tipo II.
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Utilizando a segunda lei de Newton para um elétron se movendo sob um campo

eletromagnético e a equagao (2), obtemos

d(muv) _
= —¢F
dt <
m 0j -
-~ = —¢F
ne ot €5
ou ainda
oj _E
ot N\
com

m \1/2
A= |—
<n62> ’

(30)

(31)

(32)

(33)

sendo o parametro de London. A equagao (3.32) é conhecida como primeira equagao de

London-London. Ela representa claramente uma equagao de aceleracao: isto implica que

depois de um pulso curto de campo elétrico, o sistema tera uma corrente que nao decaira,

que é uma propriedade da supercondutividade.

Para chegarmos na segunda equagao de London-London, tomamos o rotacional de

(32), para entdao

- 9j V xE
an_ SCR

—

mas V x E = —%?(Lei de Faraday), dai

9( VY *') — _i@
ot Y X ot
ou finalmente
- B
VXxj=

(34)

(35)

(36)
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que é a segunda equacao de London-London. Esta equagao mostra que mais que o campo

elétrico, a supercorrente depende do campo magnético.

Estas duas equagoes também podem ser condensadas em uma equagao com o po-
tencial vetor magnético A. Notando que o momento canonico p = mu —1—% e argumentando
que na auséncia de um campo aplicado deveriamos esperar um estado fundamental com

momento total nulo, obtemos

eA
7= — = 37
(= -, (37
e entao a corrente sera
j: TL6<17>, (38)
2
— ne —
= —— 39
j A (39)
ou ainda
- A
= ———. 40
j 2o (40)

A equagao (40) é chamada por alguns autores por equacao de London pura e sim-
plesmente, desde que tomando derivadas temporais de (40) obtemos a primeira equagao

de London e tirando o rotacional de (40) obtemos a segunda equacao de London.

Os irmaos London sofreram algumas criticas na época a respeito da equacao (40),
porque o potencial vetor nao tinha sentido fisico muito claro. Hoje sabemos que o potencial

vetor é o elemento principal para qualquer teoria eletromagnética.
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APENDICE B- Dualidade entre Higgs abeliano e a hidrodinamica de Kalb-Ramond-
Nambu

A densidade Lagrangeana do modelo de Higgs Abeliano é definida como

1
L= _ZFWFW + |Du¢|2 - V(¢)7 (1)

onde as quantidades F,, = 9,4, — 0,A, e D,, = 0, — ieA, ja haviam sido apresentadas
nos capitulos anteriores. O potencial V' (¢) é conhecido como potencial de Higgs (ou de

Landau) e é dado por

V(o) = —m3lol + 5 (19P)", )

onde os parametros mi e A sao da mesma forma que os definimos na teoria supercondutora
de Ginzburg-Landau, ou seja, mi x (T—T¢) e A > 0. Este modelo foi um pouco estudado

na sessao 2.1.2 sobre linhas de vortex e por isso é crucial neste capitulo.

O estudo sobre as condensacoes de defeitos topoldgicos é extenso. Uma das rami-
ficagoes destes estudos consiste justamente em entender o modelo de Higgs Abeliano em
termos de teorias duais. No artigo de Sugamoto [25] é mostrado, por exemplo, que depois
de algumas transformagcoes duais o modelo de Higgs Abeliano fornece a mesma funcao
de parti¢do da hidrodinamica de Kalb-Ramond-Nambu (KRN) [26][27] acoplada com o

potencial de Higgs e que estas teorias possuem varias relagoes duais.

Quando estudamos o modelo de Villain vimos que uma transformada de Fourier
(equagao 2.83) era a responsavel pela separagao da Hamiltonina de ondas de spin da
Hamiltoniana de vértices (2.101). Em vérias situagdes nas teorias duais em matéria con-

densada o uso de uma transformada de Fourier é essencial. Segundo o préprio Sugamoto:

7(...) Assim, nao € exagero dizer que a transformagcao dual € um tipo de transfor-

mada de Fourier realizada no integrando da funcao particdo.”

Ou seja, um dos métodos para se obter teorias duais é aplicar uma espécie de

transformada de Fourier no integrando de uma funcao particao.

Neste artigo, Sugamoto consegue mostrar a dualidade existente entre a hidro-
dinamica KRN e o modelo de Higgs Abeliano se utilizando do método de transformada
de Fourier empregado também no artigo de José et al. [28] onde mostram como o modelo

XY ¢é transformado em uma teoria de ondas de spin com excitacoes de vortices.

Baseado nos fundamentos do artigo de Sugamoto, os autores Ramos et al. [30]estudaram
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mais a fundo a dualidade existente entre Higgs Abeliano e a hidrodinamica KRN. Eles
calcularam o potencial efetivo do modelo dual e foram capazes de mostrar, a temperatura
finita, que ocorre transicoes de fase no modelo devido ao processo de condensacao de

vortices. Mais ainda, determinaram a temperatura em que ocorre esta transicao de fase.

Uma das maiores dificuldades da fisica atual é justamente como integrar sobre um
ensemble de defeitos topoldgicos. No artigo [30] é elaborado uma maneira de superar este
problema, mas o método apresentado é extremamente complicado e nao nos deteremos
nele a partir de agora. Nesta dissertagao preferimos nos manter nos aspectos da fungao
de Green do modelo sem nos preocupar como resolvemos a integracao do ensemble de

vortices.

Em [30] faz-se uso também desta dualidade para se obter caracteristicas da transi¢ao
de fase do modelo de Higgs Abeliano através da hidrodinamica KRN. A acao dual obtida

naquela situacao, sem a fixacao de gauge, (em 3+1-D) é dada por:

2 1 1
Sdual = /d4$ [252%2 VMQ + Z(ﬂWWHV - 8MBV + aVBM)Z + i(aﬂp)Q -
m? A . MEw
—7¢p2 -+ Ele + Z’/T?W/u/wwj s (3)
onde wy,, = 6“4”;“ (040, — 0,0,,) X sing.(x) € W, é um campo antisimétrico auxiliar devido ao

processo de ”dualizacao”da teoria. O termo W, w,, evidentemente mostra a contribuigao
dos vortices no modelo de Higgs abeliano e também ¢ o termo responsavel pela dualidade

entre Higgs Abeliano e a hidrodinamica KRN.



