HORVATH JENONE DR.!

A Bayes-statisztika és alkalmazasa

,Ha nem tudsz mas megoldast,
vedd elé a bayesi modszert!”

Bevezetés

A klasszikus valészinliség-szamitas altalunk jol ismert BAYES-tételén alapulo,
ma BAYES-statisztikanak nevezett statisztikai megkozelités a XX. szazad kozepén
szinte megrengette a statisztika vilagat. Teljesen Ujszerd szemlélete sok wvitat
valtott ki a klasszikus statisztika kovetdi kozott. A biralok elsGsorban a kiilsé
informacidok felhasznalasat, és a szubjektiv valészinliségek megjelenését kifoga-
soltak. Ma mar a kutatasokban és a gyakorlatban is egyre népszer(ibbé valik ez az
1) médszer. Ugyanakkor Magyarorszagon még mindig kilonlegességnek szamit
az alkalmazasa. ElGadasomban el6szér a BAYES-statisztika lényegét szeretném
ismertetni, majd annak egy valtozatat a hierarchikus BAYES-médszert mutatom
be. Végiil a fogyasztoi preferenciak vizsgalata soran felmerilt olyan problémanak
a megoldasat szeretném megmutatni a hierarchikus BAYES-mddszer segitségével,
amire a hagyomanyos statisztika nem alkalmazhatd.

1 BGF Kilkereskedelmi Fdiskolai Kar Matematika—Statisztika Tanszék, fGiskolai docens.

218



HORVATH JENONE: A BAYES-STATISZTIKA ES ALKALMAZASA

A BAYES-moédszer lényege

A bayesi megkozelités alapja BAYES tétele, ami folytonos valdszinlségi valto-
zbkra a kovetkezGképpen fogalmazhat6 meg:

CRRLES
flx
ahol:
x: a megfigyelések véletlen vektora;
O©: a valdszinliségi valtozdnak tartott paramétervektor;
f(Ok), f(x0O): feltételes sliriségfiiggvények.
Mindezt atirva:
flelx) o f[xjo)x(e),
ahol:

1 [ (e "
ﬂ—) : az aranyossagl tényezo;
x

Df(@): © a priori slrlségfiiggvénye, a modellink paramétereire vonatkozo elGze-

tes ismereteinket tartalmazza. Ez lehet szubjektiv és objektiv, vagyis korabban
végzett elemzésekbll szarmazd, adatokon nyugvé informacié vagy szubjektiv fel-
tételezésekbdl, megérzésekbll szarmazd, nem adatokon alapulé informacié. Leg-
tobbszor nem is kilénboztetjiik meg Gket.

£(x|©): a mintavételi statisztikébol jol ismert likelihood fiiggvény. Ez hordozza a

mintabdl szarmazo6 informacidkat. Azt mutatja meg, hogy adott eloszlas és kiilon-
b6z8 paraméterek esetén mennyire hihetd (valészer®), hogy éppen a széban forgd
minta adédik a mintavétel soran.

f (O|x): az a posteriori slrlségfliggvény.

Ebbdél az alakbdl j6l kiolvashaté a bayesi felfogas 1ényege: az a posteriori elosz-
las sirdségfuggvénye aranyos az a priori slrlségfliiggvény és a likelihood flugg-
vény szorzataval, vagyis az a posteriori szamara a mintan kivili el§zetes informa-
ciét az a priori slrlségfiiggvény, a mintdb6l szarmazdé informaciét pedig a
likelihood fiiggvény kozvetiti.

Az aranyossagi tényezdt pedig ugy kell megvélasztani, hogy az

j f(®|x) =1
legyen. ’

A klasszikus és a bayesi szemlélet kozotti kiilonbségek

A bayesi szemléletd statisztikus minden lehetséges, fellelhet§ informéciét fel-
hasznal és ezeket kombindlja a mintavétel eredményével.
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A bayesi statisztikaban lehetdvé valik a szubjektiv vélemények egzakt kezelése
a szubjektiv valészinlségek hasznalataval.

A bayesi becslésben a becsiilni kivant paraméter nem egy rogzitett érték, ha-
nem valdszinlségi valtozo.

A bayesi statisztika tartalmazza specialis esetként (a kiilsé informacidk teljes
hidnya) a klasszikus elméletet. Ma mar tudjuk, hogy a BAYES-tételnek ez az atfo-
galmazott formaja mindenféle statisztikai modellnél alkalmazhaté, az 6sszefiliggés
ugyanakkor igen egyszeriinek tlnik. Eppen ezen tulajdonsagok (egyszeriliség és
az egységesség) miatt varhaté egyre szélesebb kord alkalmazasa.

Hierarchikus BAYES-moOdszer

Tegyiik fel, hogy a megfigyelések alapjan ismerjik az f(x|0) strlségfiggvényt,
amir db 6 = (61, 62,...6:) ismeretlen paramétertdl fligg, amire vonatkozéan van
egy f(0) prior slirlségfiiggvényiink. Tegyik fel, hogy 6i—k fliggetlen azonos elosz-
lastak és egytittes eloszlasuk fiigg egy djabb paramétertdl, amit hiperparaméter-
nek hivunk. Ha ez a hiperparaméter nem ismert, egy Ujabb prior (hyperprior)
ismeretre van szikségink, ami kifejezi a paraméter lehetséges értékére vonatko-
z6 hitiinket. Ebben az esetben hierarchikus priorrdl beszéliink.

Hierarchikus BAYES-modszer alkalmazasa a fogyasztoi pre-
ferenciak vizsgalatanal

A conjoint analizis ma mar j6l ismert technika a tébb-attribdtumu alternativak
kozotti fogyasztol preferenciak vizsgalatara. Az eddig alkalmazott eljarasok azon-
ban feltételezik, hogy a megkérdezettek a profilok teljes halmazara valaszolnak.
A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy az emberek nem mindig képesek vagy
nem hajlandoék a profilok teljes halmazara reagalni. A felmeril§ probléma megol-
déasa lehetségessé valik a hierarchikus BAYES-mdédszer alkalmazasaval.

Mi a full profile eljarast alkalmazzuk, vagyis a amikor a valaszadé a teljes ter-
mékrdl mond véleményt.

Az adott termék vagy szolgaltatas — a tovabbiakban egységesen profil- értéke-
lését meghatarozé tulajdonsdgokat attributumoknak vagy faktoroknak, konkrét
értékeit pedig szinteknek nevezziik. A nagyszamu faktorkombinacié helyett an-
nak megfelel6 részhalmazaval dolgozunk (,fractional factorial design”). Csak a
féhatasokat vesszuk figyelembe (,orthogonal array”), az egyes faktorokhoz ,,fon-
tossagokat” (,importance”), azok szintjeihez ,részhasznossagokat”, részértékeket
G,utility”) rendelink.

A preferencidk és a faktorszintek kozott linearis kapesolatot feltételezve vélet-
len hatéasu linearis modellt alkalmazunk.

Az egyéni szintl részértékek és heterogenitasuk fligg az egyénenkénti profilok
szamatél és a vizsgalatban résztvevd személyek szamatél.

Tételezziik fel, hogy n személy valaszol a profilok halmazara és az i-edik sze-
mély oJ; profilrél mond véleményt. Induljunk ki a kévetkezd véletlen hatasu linea-
ris modellbdl:
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Y =XiB t¢

Bi =0z + 9

Yi: az i-edik személy metrikus valaszanak a Ji; dimenzids vektora

Xi : a tervmatrix

Bi: azi-edik valaszadd részértékeit tartalmazo vektor

Az egyedi szinti részérték heterogenitast a masodik egyenlet irja le, ahol

0: a hiperparaméter
Célunk a részértékek meghatarozdsa, amibdl a fogyasztéi preferencidkra tu-
dunk kovetkeztetni. A modellink a G-t mint valdészinlségi valtozot kezeli. Igy
csak a BAYES-becslés johet szamitasba. Mivel van egy hiperparaméteriink, a hie-
rarchikus BAYES-médszert fogjuk alkalmazni.

A hierarchikus BAYES-moédszer alkalmazasa
egy konkrét probléma megoldasaban

Az Egészséges Alom Tejlizem” menedzsmentje elhatarozta, hogy 4j terméket
jelentet meg a piacon. A conjoint analizis végrehajtasara cégliinket kérték fel. Az
elGzetes tajékozddas alapjan az 1. tabldzat szerinti attributumokat talaltuk a
vizsgalatra megfelelének.

1. tabldzat
Vizsgadlati szempontok

Jel |Megnevezés -1 1
A |zsirtartalom 1,5 % 2,8 %

B |csomagolés zacskos dobozos

C |tomeg 0,5 liter 1 liter

D |tartbssag féltartos friss

E |Energiatartalom 100 grammban 265 kd alacsonyabb
F | Fehérjetartalom 100 grammban 3,3¢g alacsonyabb
G |szénhidrat 100 grammban 46¢g alacsonyabb
H |kalcium 100 grammban 115 mg alacsonyabb
I Jar 150 Ft/l alacsonyabb
J | pasztlrozottség pasztbrozott ultra pasztdrozott
K | Tartésitészert tartalmaz igen nem

L |izesitett nem igen

Ez 6sszesen 4096 kombindacidt jelentene, de az orthogonal array 16 megfelelGen

kivalasztott kombinacié alapjan megbizhaté eredményt nyajt (2. tdbldzat).
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2a. tablazat

Profilok
Profil | A B C D E F G H 1 J K L
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
2 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1
3 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
4 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1
5 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 1
6 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1
7 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1
8 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1
9 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1
10 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1
11 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
12 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
13 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
14 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
15 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
16 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
2b. tabldzat
Ellendrzési profilok
Profil | A B C D E F G H 1 J K L
1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1
2 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1
3 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1
4 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
A megkérdezettek SZAMA: ........ccceiiiiiiiii i 110 f6
Az egy megkérdezettre jutd profilok SZAMAa: .........ccceevviiveieiieiiiiiiee e, 16
Az egy megkérdezettre jutd ellenérzési profilok szama:.........ccccveeeeeeeeiinnnnnennn. 4

Az ellendrzési profilok (holdout) megitélésre keriilnek, de a szamitasok soran
nem hasznaljuk Gket.

Tekintsiik azt az esetet, amikor minden valaszol6 a tervmaAatrixban szerepld
Osszes profilt értékeli. A 3. tdbldzat az egyesitett minta (110 f6) aggregalt ered-
ményeit mutatja az OLS legkisebb négyzetek becslés alapjan, ami a fogyasztoi
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heterogenitast nem veszi figyelembe (fix hatast linearis modell), ezért az STD

(standard eltérés) hibak a mintabdl térténd becslésben levé bizonytalansagot mé-

rik. A tablazatbdl az alabbi kévetkeztetések allapithatok meg:

» A fogyasztok a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezé tejet preferaljak: 1,5%
zsirtartalm, zacskos, literes, féltartds, 260 kd energiatartalmu, 3,3 grammnal
alacsonyabb fehérjetartalmi, 4,6 g szénhidrattartalmi, 115 mg kalcium tar-
talmu, 150 Ft/I-nél alacsonyabb aru, tartésitészert nem tartalmazo, izesitett.

» A legfontosabb attributumok: 150 Ft/liternél alacsonyabb ar, pasztérézott le-
gyen és 1,5% zsirtartalmu.

o A legkisebb mértékben preferalt attributumok: témeg, kalciumtartalom, tarté-
sitészer tartalom.

3. tabldzat
Az egyesitett minta aggregdlt eredményei
Estimated Coefficients

Variable | Co¢ffi-| STD 1 T Variable | Coeffi- | STD T
cient Error | Value cient Error | Value

Intercept | 0,4809| 0,0061|78,9051 G |-0,0210| 0,0061|-34425
A |-0,0381| 0,0061|-6,2576 H  |-0,0027| 0,0061|-0,4502
B |-0,0175| 0,0061|-2,8683 I 0,1219] 0,0061 20,0015
C 0,0017| 0,0061| 0,2824 J  |-0,0515| 0,0061|-8,4482
D |-0,1100| 0,0061|—1,8019 K 0,0093| 0,0061| 1,5316
E  |-0,0161] 0,0061|-2,6352 L 0,0191| 0,0061| 3,1349
F 0,0212| 0,0061| 3,4835

R-Squared: 0,2445 gdSJZLSl?r(ied: 0,2393 fgi‘ﬁgﬁigzig 0,2557

A valddi preferenciak és a becsilt preferenciak kozotti korrelacids egytitthatd a
négy ellen6rzd profilra vonatkozoban: 0,616, ami kézepesnek mondhaté.

Az el6z6ekben nem vettiik figyelembe a fogyasztéi heterogenitast. A mi ese-
tinkben azonban a valaszaddk csak 14 profilt valasztottak a tervmatrixban sze-
replé 16 helyett. A kérdés az, hogy tudunk-e olyan médszert talalni, amellyel a
preferalt termékhez eljuthatunk ebben az esetben is. A hierarchikus Bayes-
becslés segitségével probaljuk lefedni ezt a heterogenitast ugy, hogy két véletlen-
szerlen kivalasztott profillal csokkentjik az egy fogyasztora jutd profilok szamat
az el6z0 tervmatrixhoz képest.

A 4. tabldzat egyértelmilien mutatja, hogy a preferenciak valtozatlanok maradtak.

Csokkentsiik tovabb kettesével a profilok szamat és ismételjik addig, amig 6sz-
szesen két profil marad. A 4. tdbldzat eredményei azt mutatjak, hogy a gyengén
preferalt attributumok esetén a preferalt attributum szint is felecserélédott a pro-
filok szamanak cs6kkenésével. A tobbinél csak a sorrendben tortént valtas.
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Ebben az esetben a standard eltérések az egyéni szintl becslések kozotti meg-
figyelt standard eltéréseket jelentik (STD). Az egyéni szintl becslések szérddasa
jelent8sen meghaladja az egyesitett minta bizonytalansagat, amit az emlitett fix
hatast modellben kaptunk. Az atlagokra és standard eltérésekre vonatkozé OLS
és hierarchikus BAYES-becslés becslés a teljes tervmatrixra kozel azonos, ha csok-
kentjik a profilok szamat pedig kozelitenek a teljes tervmatrix esetén kapotthoz.

A korrelacio er8ssége a kétféle becslés esetén, a hierarchikus BAYES-becslésnél
csokkentve az egy fogyasztora jutd profilok szamat. A profilok csokkenésével a
korrelaciés egyuitthato értéke is csokken. A profilok szamat felére csokkentve még
viszonylag elfogadhat6 eredményeket kapunk a korrelaciéra. Az utolsé két tabla-
zat azt mutatja, hogy a hierarchikus BAYES-becslés modell alkalmas lehet a rész-
érték heterogenitas becslésére hat vagy tobb profil esetén.

Kovetkeztetés

A példa is mutatja, hogy a hierarchikus BAYES-mddszerrel is lehet az OLS-hez
hasonlé szintd pontossagot elérni a részhasznossagokban (részértékekben), ha a
fogyasztok kulonboz6 csoportjai a profilok kiilonb6zd részhalmazaira valaszolnak
és minden részhalmazba kevesebb profil tartozik, mint, amennyit a teljes terv-
matrix tartalmaz. Mindez lehet6vé teszi, hogy a marketing kutaték abban az
esetben is viszonylag pontos eredményekhez jussanak a fogyasztéi preferenciak
vizsgalata esetén, ha a megkérdezettek nem akarnak vagy nem tudnak minden
terméket értékelni. A tovabbi vizsgdlédas utja igen széles lehetéségeket rejt ma-
gaban. Erdemes lenne gyakorlati alkalmazasokkal még alatamasztani a hierarc-
hikus BAYES-becslés conjoint analizis elényeit, esetleg az apriori feltevéseken
valtoztatva tovabb 1épni vagy mas még megoldatlan problémaknal prébalkozni a
BAYES-médszer alkalmazasaval is, hatha segit.
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4. tablazat

Heterogenitas vizsgalata

1:3“" Inter-1 B C D E F G H I J K | Brror
ils cept Var.
Ordinary Least Squares
16 [Mean | 0,4810|-0,0381|-0,0175 0,0017|-0,0110(-0,0161| 0,0212|-0,0210| -0,0027 0,1220]-0,0515 0,0093 0,0191| 2,1037

STD 0,1307| 0,0560 0,0423| 0,0366] 0,0368 0,0507 0,0523] 0,0543 0,0365 0,1329 0,0761] 0,0393 0,0472] 2,6400,
Hierarchical Bayes
16|Mean| 0,4811|-0,0384|-0,0175 0,0017-0,0111(-0,0159| 0,0210|-0,0213|-0,0029 0,1224{-0,0515 0,0094] 0,0196) 1,6185
STD | 0,1264] 0,0522| 0,0388 0,0331| 0,0335| 0,0473 0,0466| 0,0495 0,0326| 0,1285 0,0718 0,0354] 0,0431]| 0,8245
14|Mean| 0,4838/-0,0371|-0,0181| 0,0020|-0,0100(-0,0138 0,0236|-0,0246| -0,0029 0,1227|-0,0499 0,0112/ 0,0213 1,2577
STD | 0,1258 0,0556| 0,0435 0,0369 0,0422| 0,0522| 0,0473| 0,0535 0,0386| 0,1326] 0,0728| 0,0437 0,0475| 0,8462
12|Mean| 0,4824-0,0349|-0,0178 0,0014{-0,0121(-0,0170| 0,0238 -0,0208| -0,0012 0,1229|-0,0464| 0,0136| 0,0178 0,7781
STD | 0,1245 0,0593| 0,0488 0,0436| 0,0494] 0,0537 0,0478 0,0581] 0,0404] 0,1263 0,0699| 0,0475 0,0530] 1,1359
10|Mean| 0,4810|-0,0368| -0,0194| -0,0020| -0,0111(-0,0162| 0,0208| -0,0154] 0,0037 0,1230|-0,0509 0,0106| 0,0192 0,1144
STD | 0,1121] 0,0608 0,0463| 0,0416/ 0,0500/ 0,0581] 0,0551| 0,0637 0,0450/ 0,1181] 0,0648 0,0491 0,0592| 0,0459
8/Mean | 0,4867|-0,0364|-0,0243 -0,0131|-0,0136| -0,0105 0,0270| -0,0264| 0,0082| 0,1281|-0,0393| 0,0024 0,0190| 0,0531
STD | 0,0914] 0,0494] 0,0384] 0,0408 0,0441| 0,0558 0,0480| 0,0542] 0,0394] 0,0962 0,0590| 0,0459 0,0473| 0,0041
6/Mean | 0,4871|-0,0445|-0,0223| -0,0126| -0,0140| -0,0225 0,0199|-0,0193 0,0076| 0,1297|-0,0352( -0,0004| 0,0170{ 0,0598
STD | 0,0708 0,0432| 0,0368 0,0402| 0,0437 0,0507 0,0392| 0,0453| 0,0363| 0,0778 0,0533| 0,0423] 0,0443| 0,0024
4|Mean | 0,4817-0,0345(-0,0318 -0,0126|-0,0177|-0,0144{ 0,0261|-0,0230|-0,0008 0,1265|-0,0362|-0,0153 0,0226/ 0,2761
STD | 0,0456] 0,0384] 0,0315 0,0375| 0,0388 0,0364] 0,0318 0,0367 0,0311] 0,0557 0,0464] 0,0387 0,0376/ 0,0032
2|Mean | 0,5142-0,0328|-0,0176|-0,0138/-0,0157|-0,0221| 0,0213|-0,0493 0,0196| 0,1263|-0,0353|-0,0126/ 0,0259 0,4356
STD | 0,0275 0,0268 0,0252 0,0281] 0,0252| 0,0275| 0,0254] 0,0288 0,0260| 0,0323| 0,0296| 0,0301] 0,0268 0,0054




