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Bevezetés

A parcidlis differencidlegyenletek a természettudomanyok altal vizsgalt folyamatok mate-
matikai leirdsdban az egyik legalapvetébb modellt jelentik. Néhény specidlis esettdl el-
tekintve ezek explicit képlettel valé megoldasa nem lehetséges, ezért kozelitd, vagyis
numerikus modszert kell alkalmaznunk. Ebben a jegyzetben attekintiink néhany gyakran
hasznalatos ilyen eljarast.

Jegyzetiinket elsésorban az ELTE, SZTE, DE, PTE és BME matematikus és alkalma-
zott matematikus mesterszakos hallgatéi szamara irtuk, akik tantervének része ez a té-
makor.

Erdemesnek latjuk konkretizalni a jegyzet megjelentetésének céljat annak tiikrében,
hogy a témakorhoz kapcsoloddan természetesen létezik elérheté méas magyar nyelvi
anyag, els6sorban az igen tag teriiletet atoleld, kézikonyvként is hasznédlatos [27] szak-
konyv. Fo torekvéseink a kovetkezok voltak:

e Célzottan a mesterképzés anyagat Osszefoglalni, hogy a felkésziiléshez kozvetleniil
hasznalhassak a hallgatok. A jegyzet felépitése megegyezik az ELTE alkalmazott
matematikus mesterszakan a két ide tartozo targy tematikajaval.

o Az érthetoség kedvéért tobb helyen részletesebben targyalni egy-egy konkrétabb
esetet és rovidebben foglalkozni az altaldnosabb helyzetekkel, ezt azonban oly mé-
don, hogy a hallgatok megismerkedhessenek a mélyebb elméleti megalapozassal is.

e Az elektronikus megjelenéshez kapcsoloddéan animaciokkal is szemléltetni egyes
modszerek viselkedését.

A vizsgélt feladattipusok elsésorban linedris parcidlis differencidlegyenletek, réoviden
érintjiik csak nemlinedris egyenletek néhany esetét. A jegyzet elliptikus részét Karat-
son Jénos, id6fiiggd részét Izsdk Ferenc irta (ELTE, Matematikai Intézet), az abrakat
és a szamitégépes alkalmazdsokat pedig Horvath Rébert (BME, Matematikai Intézet)
készitette. Az elliptikus részben a végeselem-moédszer, az id6fiiggo részben pedig a véges
differenciak modszere kap nagyobb hangsilyt.



I. rész

Elliptikus parcialis
differencialegyenletek numerikus
modszerei



1. fejezet

Linearis elliptikus feladatok hattere

1.1. Elliptikus feladatok eredete

Linearis elliptikus feladatok szamos fizikai jelenség matematikai leirasaban megjelennek
alapveté modellként. Roviden felvazolunk néhany alapveté osszefiiggést, amely gyakran
ilyen tipust parcidlis differencidlegyenletekre (PDE-kre) vezet.

Tekintsiink el6szor egy olyan funkcionalt, amely energia tipusi mennyiséget ir le:

E(h) := /Q ( %m|Vh|2 + mgh) ,

ahol h egy 2 C R”™ korldtos tartoményon értelmezett, a peremen eldre ismert értékkel
rendelkez6 fiiggvény lehet. (Ilyen fliggvény leirhat homérsékletet, elmozdulési vagy mag-
neses potencialt stb.) Tegyiik fel el6szor, hogy h sima fliggvények kérében mozoghat:
ekkor tehat

h e Cl(ﬁ), h|3Q =,

ahol ¢ € C(99Q) adott fiiggvény, és m,g € C(Q) is adott, pozitiv fiiggvények vagy
specidlisan konstansok. Vezessiik be az f := —mg jelolést:

E(h)z/ﬂ(%mWhF—fh).

Az ilyen modellekben a fizikai allapotot az a h irja le, amelyen az FE/(h) energia-
funkciondl értéke minimélis. Ez azt jelenti, hogy ha h € C 1(Q2) masik olyan fiiggvény,
melyre ;L‘aﬂ = ¢, akkor E(h) < E(ﬁ) Ekkor h és h eltérése a peremen 0, tehdt a h
fiiggvényt homogén peremfeltételli perturbécidival kell 6sszehasonlitanunk. Legyen

v e Cl(ﬁ), Vg = 0



tetszoleges, és t € R. Ekkor
1 2 2
0< E(h+tv) — E(h) = <§m( Vh + Vo2 = [VA[?) — f(h+tv) +fh>
Q

t2
:t/(th~Vv—fv)—|——/m|Vv|2.
Q 2 Ja

Ut6bbi (rogzitett v esetén) t-nek mésodfok fiiggvénye, amely csak akkor lehet nemnega-
tiv barmely t-re, ha annak egyiitthatéja 0. Igy azt kaptuk, hogy az energidt minimalizald
h fiiggvényre

/th Vv = / fo (Vo € CH(Q2), vjga = 0). (1.1)
Q Q

Ha itt m és h elég sima, azaz m Vh € C'(Q), és a perem is szakaszonként sima, akkor a
Green-formula alapjan h teljesiti a

{—div(m Vh) = f, 19

hjoq = ¢

peremérték-feladatot. (Ha h vagy m nem elég sima, akkor az integralegyenlség lényegé-
ben ennek gyenge megoldasat jelentil, ezt pontosabban a kovetkezd szakaszban idézziik
fel.) Specidlisan, konstans m > 0 és f := f/m esetén ez a Poisson-egyenlet:

—Ah = f7

hjaq = .
Olyan fizikai torvényszeriiségek is elliptikus egyenletre vezethetnek, amelyeket nem
energiaval fogalmaztak meg. Gyakran modellezheték egyes mennyiségek (pl. dramldsok

vagy eréterek) valamely
W e CY(R", R")

vektormezével. Ha az f € C'(R") szamértéki fiiggvény stiriiség tipusi mennyiséget ir le,
akkor a megfelel6 megmaraddsi torvény alakja

diviV = f. (1.3)

Ekkor a Gauss—Osztrogradszkij-tétel szerint tetszoleges sima peremtt D C R" korlatos

tartomanyon
W-v= / f7
oD D

ahol a bal oldal a W mez6 fluxusat, a jobb oldal az f stirliségnek megfelel6 D-re es6
osszmennyiséget (tomeg, toltés stb.) irja le. Az f = 0 esetben faD W.v =0, azaz a ki- és



belépo fluxus kiegyenliti egymast: ez a modellnek megfeleloen jelenthet Gsszenyomhatat-
lansagot, forrasmentességet stb., és a div W = 0 egyenlethez vezet.

A W mezore vonatkozd masik alapveto Osszefiiggés a Fick-torvény, amely szerint a
mez6 ardnyos egy alkalmas skaldrmennyiség (un. skalarpotencial) véltozasaval. (Pl. az
anyagaramlds a stirtiségkiilonbséggel, a h6aram a hémérséklet valtozasaval stb.) Ilyenkor
a W mezo a skalarpotencial valtozasa altal létrehozott diffizidt jelenti. Ezt a torvényt a

W =—-kVu (1.4)
egyenloség irja le, ahol a k > 0 fliggvény vagy allandd az aranyossagi tényezo és u €
C'(R™) a skalarpotencial. Ha k allandé, akkor W potencidlos mez8, azaz rot W = 0.

Az (1.3) és az (1.4) egyenldségek is végiil a
—div(kVu) = f
elliptikus egyenletre vezetnek.

A fenti divIWW = f és W = —k Vu helyett néha mas kiindulasi egyenléséghdl kapjuk
ugyanazt az elliptikus egyenletet. Példaul a Maxwell-egyenletek specialis stacionarius

esete a sikbeli

rot H = p

divB=0
rendszer, ahol H a magneses mez6 és B a magneses indukcid, valamint a ketto egymassal
egyenesen aranyos, azaz van olyan k > 0, hogy

H=kB. (1.5)

Ekkor a masodik egyenletben div B = 0By + 05 B> = 0 atirhaté —0y B, = 0, B; alakba,
igy a

W .= (Wl, WQ) = (—Bg,Bl)
mezére rot W = 0, azaz W = —Vu alkalmas u potencidl mellett, vagyis (1.4) teljestil.
Emellett (1.5)-b6l

rot H = 82]-]1 - (91H2 =k (8231 — (91B2) =k ((92W2 + (91W1) =kdiviW = —le(/{Z VU),

vagyis a rot H = p egyenletbol
—div(k Vu) = p.

A fenti példék linedris és csak forészbdl allé6 méasodrendl egyenletre vezettek. Nem-
linedris elliptikus egyenletek adédhatnak a fenti modellek altaldnosabb eseteibél (ilyen
feladatokra a 7.1. szakaszban tériink ki, ahol pl. latni fogjuk (1.5) egy nemlinedris megfele-
16jét), nemlinedris kémiai vagy bioldgiai reakciékbdl, melyek nulladrendii (azaz derivaltat
nem tartalmazd) tagokkal irhatdk le, stb. (lasd pl. a [12] konyv példait). Egyéb lineris
esetek szarmazhatnak pl. a nemlinearis modellek linearizaltjabdl, ill. elsérendli tagokat
kapunk konvekcié tipustu jelenségek modellezésébdl, ilyen egyenletekkel a 3.7. fejezetben
foglalkozunk, akarcsak a negyedrendii esettel. Nemlinearis negyedrendii egyenletekre, ill.
elliptikus rendszerekre e jegyzet nem tér ki, errdl is pl. a [12] kényvben olvashatunk.
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Megoldhatésag

1.2.1. Szoboljev-terek

A tovabbiakban gyakran hasznalunk majd Szoboljev-tereket, els6sorban a végeselem-
modszer esetén tamaszkodunk a gyenge megoldas fogalmara és Szoboljev-térbeli becslé-
sekre. A Szoboljev-terek fogalmardl és tulajdonsagairdl a [25] konyvben olvashatunk rész-
letesen. Itt csak az alkalmazott jeloléseket és felhasznalt allitasokat foglaljuk Gssze.

1.1. Definicié. Legyen €2 C R” korlatos tartomany. Azt mondjuk, hogy 2 pereme szaka-
szonként sima, ha 0€) el6all véges sok folytonosan differencidlhaté feliilet egyesitéseként
és az egész 0S) Lipschitz-folytonos. &

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy () korlatos tartomany szakaszonként sima pe-
remmel. Azokat a Szoboljev-tereket hasznédljuk majd, amelyek Hilbert-terek is, és ezeket
valdsnak értelmezziik: ha k € NT, akkor

Q) == {u € LX(Q) : 8°u € L*(Q) (V|o| < )},

ahol 9%u éltaldnositott derivdltakat jelent disztribicié-értelemben. A H*(Q) tér skaldr-
szorzata és az indukdlt norma

(u, v) i) _/ > (0%u) (") w70 /Z (0°u)
| <k lo| <k

Ha nem félreérthetd, hogy nem tiintetjiik fel az () tartomanyt, akkor az
[ulls == lull g
jelolést irjuk. Gyakran hasznaljuk a csak legmagasabbrendii derivaltakat tartalmazo fél-

normat:
ey = [ 3 (0

|al=Fk

ill. Q feltiintetése nélkiil
|ulk = [u| g0

A 6 specidlis eset k = 1, ekkor
HY Q) :={ue L*(Q): oue L*Q) (Vi=1,...,n)},

ahol O;u altalanositott derivaltakat jelent disztribucié-értelemben. Itt is, ha nem félre-
értheto, hogy nem tiintetjiik fel az () tartomanyt, akkor

[l == l[ullmq)

11



A H'(Q) tér fontos altere a megfeleld homogén peremfeltételt teljesitd fliiggvényekbdl
allé

Hy(Q):={ue H(Q): wupq =0}

tér, ahol ujpq nyom-értelemben tekintendd. Ennek szokdsos skaldrszorzata és az indukélt
norma megegyezik a csak elsérendii derivaltakat tartalmazoé kifejezéssel, amely a norma
esetén éppen a H'-félnorma, igy ott megtartjuk a korabbi jelolést:

(u, V) 1) ::/QZ(ﬁiu)(&-v), ]u\ip(m :/QZ(@U)?.

A peremfeltétel miatt a H}(2) téren ez mar norma. Most € feltiintetése nélkiil az
(u,v)1.0 = (u, U>H§(Q)a ufy = |U’H1(Q)
jeloléseket haszndljuk. A H'(2) tér tovabbi fontos altere egyrészt a
H(Q) = {ue H'(Q): up, =0} (1.6)

tér, ahol a I'p C 0N un. Dirichlet-perem a perem pozitiv mértékii és un. szakaszon-
ként sima részfeliilete (utébbin azt értjiik, hogy relative — azaz a peremre nézve — nyilt
halmaz szakaszonként sima hatédrral) és wir, nyom-értelemben tekintendd, valamint a
konstansfiiggvények meroleges kiegészitoje, azaz a nulla atlagu fiiggvényekbdl allo

Q) = {u e H'(Q) / w=0} (1.7)
Q
tér. Végiil, a k = 0 esetben a H*(Q) tér megfelel az L3(Q) térnek, ezért szokdsos az
[ullo := llull 220
jelolés, ill. ha kell, a tartomanyt gyakran az

[ullo.e == l[ull @)

modon tiintetjiik fel.

A Szoboljev-terek egyik alapvetd becslése a Poincaré—Friedrichs-egyenldtlenség: van
olyan Cq > 0 konstans, hogy

lulloe < Caluly  (Yu € Hp(Q)), (1.8)

azaz

/u2 < 05/ Vul*>  (Yu € HH(Q)).
Q Q
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(A konstans értékének jol hasznalhat6 becslését lasd a 3.3. szakaszban.) Ebbol kovetkezik
tobbek kozt a || .||y és | .|, normdk ekvivalencidja a H}(Q) téren, hisz ez egyik irdnyban
trivialis, a masikban a Poincaré—Friedrichs-egyenlotlenség révén

lull < (1+C3) [ [VuP (Ve H@)
(A fentieket gyakran Hj({)) esetén hasznéljuk, de T'p pozitiv mértéke miatt igazak

H},(Q)-ben is, lasd [31].) Az egész H'(Q) téren a Poincaré—Friedrichs-egyenl6tlenség
megfeleléje a Poincaré—Neumann-egyenlotlenség:

2 2 2 2 2 1
lull < Co( [ IVul+| [ w] ) =Co(jut+| [ u] ) (wem@) 9
Q Q Q
ebbél kovetkezik, hogy a H'(Q) téren
Julfy < Co [ [Vaf (Vue H()
Q

és igy ||.[[1 és |.]1 itt is ekvivalens normdak. Az (1.8) magasabbrendi megfelel6je az
r-edrendid Poincaré—Neumann-egyenlotlenség:

i < (ju+ 3 | [ o

jaf<r—1

Y (e H(@) (1.10)

Végiil egy v € H'Y(Q) fiiggvénynek a perem valamely I' C 9Q (pozitiv mértékii és
szakaszonként sima) részfeliilletén valé ur nyoménak az ||ullor := |lu||r2(r) norméjara
is érvényes hasonld becslés, ami épp a nyom-operator folytonossagat jelenti: van olyan
Cr >0 konstans, hogy

lullor < Crllull  (Vu € H'(Q)), (1.11)
A H},(Q) téren az ekvivalencia miatt a |.|; norma is frhato:

lullor < Crluly  (Yu € Hp()), (1.12)

1.2.2. Lax—Milgram-elmélet, gyenge és regularis megoldas

Roviden 6sszefoglaljuk a peremérték-feladatok gyenge megoldasarol tudnivaldkat, a rész-
leteket lasd pl. a [16, 25] kényvekben.

Tekintsiink el6szor egy

{Lu = —div(pVu) = f, (1.13)

U|aQ =0
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peremérték-feladatot, ahol 2 C RY korldtos tartomény, és alkalmas m > 0 esetén p(x) >
m >0 (Vo € Q). A fenti feladatot homogén peremfeltétellel nézziik, az inhomogén eset
konnyen visszavezetheto erre, lasd majd az 1.6. megjegyzést.

Az (1.13) feladat megoldasatdl a klasszikus esetben az u € C?(£2) simasdgot vérjuk;
ha p € CY(Q), akkor ez esetben az Lu kifejezés valoban értelmes, és f € C(Q) mellett
lehet egyenlség. Ha azonban a p és f adatok nem ilyen simak (pl. p lehet szakaszonként
konstans anyagallandé), akkor altaldban csak a gyenge megoldas fogalma értelmezhetd.

A gyenge megoldés fogalmahoz az (1.13) egyenletet a Green-formula segitségével at-
alakitjuk, éppen ellenkezé irdnyban, mint ahogy (1.1)-bél kaptuk (1.2)-t, valamint észre-
vessziik, hogy ez értelmes akkor is, ha u is csak HJ(2)-bdl vald. Az (1.13) feladat gyenge
megolddsa tehdt olyan u € Hi () fiiggvény, melyre

/p Vu- Vv = / fu (Vv € Hy(Q)). (1.14)
Q Q

A gyenge megoldas létezése és egyértelmiisége a Lax—Milgram-elmélet alapjan Hilbert-
térbeli bilinedris formak segitségével igazolhato, a részleteket 1lasd pl. a [16, I1.7.2] kényv-

ben. Esetiinkben ennek leginkabb hasznélt valtozatat, a koerciv esetet alkalmazhatjuk:

1.2. Tétel. (Lax—Milgram-lemma) Legyen H valds Hilbert-tér, a : H x H — R kor-
latos, koerciv bilinedris forma, azaz

(i) létezik M > 0, hogy
|a(u, v)] < M[ul[lo]]  (Vu,v € H); (1.15)

(i) létezik m > 0, hogy
a(u,u) > mlul? (Vu € H). (1.16)

Ekkor barmely ¢ : H — R korldtos linedris funkciondlhoz létezik egyetlen olyan u € H,
melyre
a(u,v) = v (Vv € H). (1.17)

Az (1.17) egyenléséget szokas variacids feladatnak hivni. Az (1.14) gyenge alaki fel-
adat az (1.17) egyenl6ség specidlis esete. A p fiiggvény pozitiv alsé hatéra és korldtossiga
révén addédik az

a(u,v) = /Qp Vu - Vv (Yu,v € HY(Q)) (1.18)

forma koercivitdsa és korldtossdga a H := H}(Q) Szoboljev-térben, itt a korldtossédghoz
elég p € L>(Q) is: M := ||p||~ mellett barmely u,v € H}(Q) esetén

|au, V)| < [lpll=Vull 2 [|Voll 2 = M uly o], (1.19)
a(u,u) > m||VulFz = m|uli. (1.20)

Emellett f € L*(Q) esetén (1.13) jobboldala korldtos linedris funkcionélja v-nek.
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1.3. Kovetkezmény. Ha p € L™(Q2) és alkalmas m > 0 esetén p(x) > m > 0 (m-m.
Vo € Q), akkor bdarmely f € L*(Q) esetén az (1.13) feladatnak létezik egyetlen gyenge
megolddsa.

A gyenge megoldas gondolatmenete ugyanigy alkalmazhaté akkor is, ha az egyenlet-
ben nulladrendii tag szerepel, és/vagy vegyes a peremfeltétel:

{—div(qu) +qu = f, (1.21)

Urp = 07 (pauu + Su)\FN =7

ahol s,q >0, g€ L>(Q), s € L>(Ty), v € L*(Ty), ill. T'p és 'y a perem szakaszonként
sima részfeliiletekre valé felbontdsét alkotjédk az (1.6) utdn definiélt értelemben, és I'p
pozitiv mértékll. Ekkor a gyenge alak a H}(Q) Szoboljev-térben

/(p Vu - Vv + quo) +/ suv = / fo +/ YU (Vv € Hp (). (1.22)
Q FN Q FN
Hasonléan kezelhetok a Neumann-feladatok is, ekkor azonban a

{ div(p Vu) = f, (1.23)
&,um =0

feladatban a megoldés additiv konstans erejéig nem egyértelmi, ha a teljes H'(2) térben

nézziik, ezért itt a megolddst a H 1(Q) Szoboljev-térben keressiik. A gyenge alak meg-

egyezik az (1.14) egyenl6séggel, és a H'(Q) térben a bal oldal mér koerciv bilinedris

forma, igy az elmélet alkalmazhaté.

1.4. Megjegyzés. Az (1.18) bilinedris forma, ill. ennek az (1.22) bal oldalan all6 médo-
sitdasa szimmetrikus is. A Lax—Milgram-lemma ezt nem koveteli meg; a 3.7. szakaszban
nem szimmetrikus (elsérendii tagot is tartalmazd) elliptikus feladatra latni fogjuk ezen
altaldnosabb eset alkalmazdsat is. &

A késo6bbiekben gyakran fontos szerepe van a megoldas regularitdasanak, azaz az u €
H'(Q)-nél tobbszori derivdlhatésdgnak.

Az egész zart tartomanyon valé u € C2(1) klasszikus simasig mar egyszerii esetben
sem teljesiilhet: konnyen lathato, hogy ha €2 az egységnégyzet, akkor a homogén perem-
feltétel miatt az (1.13) feladat megolddsara Au(0,0) = 0 kell fennalljon. Ha péld4ul
f =1, akkor u € C?(Q) esetén Au(0,0) = 1 lenne, igy ez nem teljesiilhet. A gondot itt
a sarok okozza. Ha f(0,0) = 0, akkor lehet barmilyen sima megoldas is, pl. u(z,y) =
sin 7w sin Y.

A H?-beliség viszont elég tdg esetben igaz Dirichlet-feladatok esetén:
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1.5. Tétel. (Kadlec, [15]) Ha az$ tartomdny C?-diffeomorf eqy konvex tartomdnnyal,
ésp € Lip(Q) (pl. p € CY(Q)), akkor az (1.13) feladat megolddsdra v € H*(Q). Sét, van
olyan ¢ > 0 dllando, hogy

Jullae < ellfll (1.2

Ha 0Q szakaszonként sima, akkor a C2-diffeomorfizmus feltétele azt jelenti, hogy €
lokalisan konvex a perem toréspontjaiban.

Ha ez nem 4&ll fenn, akkor lehet u ¢ H?(Q), és a gondot a konkdv sarok okozza: 14sd
pl. a [27] kényv IT1. 15.2. fejezetét, ha  egy egységkorbél kivagott negyedkor.

1.6. Megjegyzés. A fentiekben homogén peremfeltétellel tekintettiik az elliptikus fel-
adatokat. Az inhomogén eset konnyen visszavezetheto erre az ismert moédszerrel. Te-

kintsiink egy
L p—
{ u=1 (1.25)

Upn = 9

Dirichlet-feladatot és legyen g € D(L), melyre gjpq = g. Ha megoldjuk az

1.26
2190 = 0 (1.26)

{Lzzf—La,

homogén peremfeltételti segédfeladatot, akkor u := z + ¢ az eredeti feladat megoldasa.
Utdbbi gyenge alakban is felithaté (ekkor az g € D(L) feltétel helyett elég g € H'(Q),
melyre gipo = g nyom-értelemben, ez az in. Dirichlet-beterjesztés):

/Qp Vz-Vv:/Q(fv—pVQ'-Vv) (Vv € Hy(Q)).

Ha ebben a jobboldali g-os tagot balra rendezziik és felhasznaljuk, hogy u = z + ¢,
akkor megkapjuk az inhomogén Dirichlet-feladat szokésos gyenge alakjat: az v € H'(Q)
megoldas olyan fiiggvény, melyre

/Qqu-Vv:/va (Vv € Hy(Q))

(azaz a tesztfiiggvények csak homogén peremfeltételiiek), és
ujpn = g nyom-értelemben (& u—ge€ HyN)).

(Mindez értelemszertien atviheté Neumann-, ill. vegyes peremfeltételre is, lasd [25].) <&
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2. fejezet

A véges differenciak mdédszere
(FDM)

A véges differencidk mddszere (angolul ,finite difference method”, betiiszéként az ennek
megfelel6 FDM-et fogjuk haszndlni) arra alapul, hogy az egyenletben szerepl$ derivalta-
kat alkalmas kiilonbségi hanyadosokkal (véges differencidkkal) kozelitjiik. Ezt véges sok
kivélasztott pontban (iin. csomépontban) tessziik, és a megoldést is csak ezekben a pon-
tokban keressiik. Ezzel a PDE kozelité megoldasat linedris algebrai egyenletrendszerre
vezetjiik vissza.

Részletesen megvizsgaljuk a téglalap-tartomany esetét, ahol egyszerti a médszer konst-
rukcidja, a tovabbiakban emellett homogén Dirichlet-peremfeltétellel tekintjiik az ellip-
tikus feladatokat. Az inhomogén és mds peremfeltételeket, ill. altalanosabb tartomény
esetét a szakasz végén a 2.5. pontban érintjiik.

2.1. Néhany elméleti segédeszkoz

2.1.1. Alapveto diszkretizaciés sémak

Idézziik fel az alapveto egydimenzids diszkretizacios sémakat a kozonséges differencial-
egyenletek véges differencias megoldasanak elméletébol.

e jobb oldali differencia :
Div(z) =v(z+ h) —v(x)

e bal oldali differencia :

D_v(z) =v(z) —v(x — h)
e centralis differencia :

Dqv(z) = %(U(ZB + h) —v(x — h)).
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Az els6 derivalt kozelitését ezek alapjan a kovetkezoképp irhatjuk fel adott racspontok-
ban. Tekintsiink egy I = [0, a] intervallumot és abban az

x; :=1ih (i=0,....,n+1)
pontokat, ahol n € N* és h:=a/(n+1). Ha u € C(I), akkor legyen
w; = u(x;) (i=0,....,n+1).
Mivel homogén peremfeltételii fliiggvényekkel foglalkozunk, itt ekkor ug = u,;1 = 0 lesz.

Ekkor u/(z;) kozelitését a belsé pontokban a fenti differencidk h-adrészével értelmez-
hetjiik: ha 7 =1,...,n, akkor legyen

e halado differenciaséma:

o Uib1 — U
u:c,i T h )
e retrograd differenciaséma:
Ui — Uj—1
uf,z h )
e centralis differenciaséma:
o Uip1 — Ui

Az " (x;) masodik derivaltakra adédik ebbdl:

e mdsodrendi; centrdlis differenciaséma:

Uip1 — 2U; + Uiy .
Upii = Ugzy = — h; . (1=1,...,n).
Megjegyzendd, hogy az wu;;, kétszeres elsérendii centrdlis séma viszont nem ezt adja,
hanem a 2h racstavolsaghoz tartozé megfelel6 kozelitést. Ha azonban bevezetjitk a h/2

racstavolsaghoz tartozé centralis sémat:

o Uiry2 — Ui—1/2
Uz, = h )
akkor ennek kétszeres alkalmazdsa mar visszaadja a masodrendi centralis differenciasé-
mat:

C Ugpr — 22U+ U 1
Uzz,i = 72 (i=1,...,n).

2.1. Megjegyzés. A fenti sémak rendje az u fliggvény kell6 simasaga esetén a kovetkezo:
az elsérendi haladd, retrograd és centralis differenciasémakra

Uy — U (2;) = O(h),  uz; —u(z;) =O(h),  wz;—u(z;) = O(h?),
a masodrendii centralis differenciasémaéra
Uzp; — U (2;) = O(R?).

Konkrétabb megfogalmazésra az utébbi esetén lesz sziikségiink, lasd (2.5). &
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2.1.2. M-matrixok és alaptulajdonsagaik

A késobbiekben sziikségiink lesz e fontos matrixosztaly fogalmara és néhany tulajdonsa-
gara.

2.2. Definicié. Egy A € RY*Y matrix M-mdtriz, ha
(i) ai; <0, ha i#j;
(ii) wvan olyan
g > 0 vektor, melyre Ag > 0,

ahol az egyenlotlenségeket koordinatanként értjiik. &

2.3. Definicié. Egy A € RY*YN matrix diagondlisan domindns, ha
N
> la| < lau| (vi=1,...,N).
j=1

2

J#i <>

2.4. Definicié. Egy A € RY*Y matrix megengedett eldjeleloszldsi, ha
i) a; >0 (Mi=1,...,N);
(i) ay; <0,  ha i#j. ¢
A kovetkezo harom allitas bizonyitasahoz lasd a 9.1.-9.6. feladatokat.

2.5. Allitas. Egy A € RY*N megengedett elbjeleloszldsi mdtriz pontosan akkor dia-
gondlisan domindns, ha M-mdtriz a g := e vektor mellett, ahol e a csupa 1-esbél dallo
oszlopvektor.

2.6. Allitas.

(1) Ha az A megengedett eldjeleloszlisi matriz diagondlisan domindns, akkor A regu-
laris és A=1 > 0.

(2) Ha A M-mdtriz, akkor A reguldris és A~ > 0.
(Itt az egyenldtlenségeket elemenként értjiik.)

2.7. Kévetkezmény. Ha A M-mdtriz, akkor A~' monoton mdtriz, azaz ha x < vy, akkor
A7le < A7 Yy,

2.8. Allitas. Legyen A M-mdtriz eqy g > 0 vektorral. Ekkor ||A™!|s < minAg: @hol
max és min koordindtdnként értendo.
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2.2. Az FDM konstrukciéja Poisson-egyenletre tégla-
lapon

A feladat.

Tekintsiik a Poisson-egyenletet az  :=]0, a[x]0, b[ téglalapon homogén Dirichlet-perem-

feltételel, vagyis a
Ay =
{ u=/ (2.1)

upn =0

peremérték-feladatot.
Fedjiik koordindtairanyonként ekvidisztans raccsal €2 belsejét, azaz tekintsiik az alab-
bi racsot:
wp = {(th1, jhe): i=1,...,n, 7=1,...,m},
ahol hy,hy > 0 és n,m € N adott szdmok, hy := a/(n + 1) és hy := b/(m + 1), 14sd
2.1. dbra. (A homogén peremfeltétel miatt a rdcsba nem vessziink bele perempontokat.)

@ O O O 0O O 1o}
O o}
(0] O
e 0}
O \ 4 o}
h,
e} h O O O O O O—>
1

2.1. dbra. Racspontok {2-ban.

2.9. Definicié. Az (ihy, jhe) pontokat az wy racs csomdpontjainak hivjuk. A récs fi-
nomsdga a h = max{hy, hy} szém. $

(Megjegyezziik, hogy h = (hq, hy) jeloléssel precizebb lenne az wy, jelolés, mint a csak a
racsfinomsagra utalé fenti wy,, ez azonban nem okoz majd félreértést.)

Az u megoldast a racs csomdpontjaiban szeretnénk kozeliteni. A racs

N :=nm
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csomopontbdl all, melyeket a helyzettdl fiiggden kétféleképp fogunk indexelni. Ha a fenti
koordinatéankénti elhelyezkedés is szamit, akkor az (i, j) indexpdrral indexeljiik. Emellett
sorbarendezziik a csomopontokat a bal als6tol soronként rendre jobbra haladva a jobb
felsoig, és erre az

xy = (ihq, jho) (k=1,...,N)
indexeket hasznaljuk. Ezzel a csomoépontok egy N-dimenzids vektorba irhatok.

A fentieknek megfelel6en értelmezziik Q2-n értelmezett fiiggvények csomdponti értékeit
is:

2.10. Definicié. Ha z € C(f), akkor
2zij = 2(ihy, jhe) (it=1,...,n, j=1,...,m),
vagyis az egyindexii frasmoddal
zij = z(xy) (k=1,...,N).
A z fiiggvény csoméponti értékeibdl alo vektor:
DERYN, (M) = 2(mp) (k=1,...,N). O

A 2" vektor tehat a z fiiggvénynek az wy, racsra valé lesziikitésével, azaz 2|y, -val azonosit-
haté, ha az RV-beli koordinatédkat a csoméponti értékeknek feleltetjiik meg.

A (2.1) egyenlet csoméponti kizelitése e definicié szerint azt jelenti, hogy az u” vektort
szeretnénk kozelitoleg kiszamitani.

A Laplace-operator kozelitése differenciasémaval

Az egyvaltozds masodrendi differenciaséma alapjan értelemszertien kozelithet6 a Laplace-
operator a csomépontokban a
AU R Uy, 7, + Uz,

sémaval. Azaz, mivel

Ui — 2Uij + Uiy,

a%u<xk) ~ h2 (2 = 17 : ,TL),
Otuley) m ST (=1, m),
2
igy Au(zy) kozelitése
i+1,5 — 2Uij i—1,j i+l — 2Uij i\j—
(Ahuh)k — Ui1,5 Uj +u 1,5 i Us j+1 Uj 5 +u -1 (23)

hi h3
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minden k = 1,...,N, azaz i = 1,...,n és j = 1,...,m esetén (vagyis minden z; =
(thy, jhe) pontban). Speciélisan, ha hy = hy =: h, akkor

Uigrj + U1y + Ui + Uija — 4

(Ahuh)k = h2

A felhasznalt pontokat a 2.2. dbra mutatja, ez az elrendezés a séma un. differencia-
csillagja vagy stencilje.

* ¢
(ij+1)
h, (i)
(i-1j) (i+1j)
. i
(ij-1)
PN P A
h,

2.2. abra. Az 5-pontos differenciacsillag.

Vegyiik észre, hogy a Ay, leképezés csak az u fiiggvény csoméponti értékeit hasznalja

fel, igy értelmes mint
Ah : RN — RN, uh — Ahuh (24)

leképezés.

A Au(zy) = (Apu)y kozelitésekbdl mér akkor is szarmazna minden csomépontban
egy kiindulasi hiba, ha u a pontos megoldas lenne. Ezért eloszor ezzel a hibaval foglalko-
zunk altalanos fiiggvényre.

2.11. Definicié. Legyen u € C?(Q) adott fiiggvény. A (2.3) differenciaséma képlethibd-
Jjan a

Y= (Au)" — Apu”
vektort értjiik. &

Itt AuP az u fiiggvény csoméponti értékeibdl alkotott vektor, és 1" egy hibavektor,
melynek koordinatai

U= Aulay) — (M) (k=1,...,N).

altaldban 9" maximum-norméjit szeretnénk feliilrél becsiilni.
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2.12. Allitas. Ha u € C*(Q), akkor a képlethibdra
h 1 2
19" loe < clulea h

teljesiil, ahol h := max{hy, ho} és |u|cs := ‘mzz; |0%U|| o -

Bizonyitds. A kozonséges differencidalegyenleteknél ismert analdg allitas nyoman kovet-
kezik: ha y € C*(I) egyvéltozds fiiggvény, akkor Taylor-sorfejtéssel

1
y(x 4+ h) +y(z —h) — 2y(z) = 9" (2)h? + R(x), ahol |R(x)| < 5 max |y(4)| ht,

igy

y(@+h) +y(=z — h) — 2y(x)
12
Ezt valtozénként alkalmazva, xy = (ihy, jhy) esetén
] = [(Anu")e — Au(zy)]

Uigrj + Uio1j — 2Ui

hi

1
—y'(@)] < 75 max [y @] p. (2.5)

i1 + Uij1 — 2Ui

<

— 312u(xk)’ +

- agu(xk) 0

1 1
< (mae 28"+ e 07 ) < G o 9o

2.13. Megjegyzés.

(i) Ha u csak kevesebbszer differencidlhaté: u € C3(€2) esetén a Taylor-sorban |R(z)|
csak harmadrendben becsiilhetd, igy a (2.3) differenciaséma csak O(h) rendd, ill.
u € C*(Q) esetén a (2.5)-beli kiilonbség |y (€)—y” (x)| alaki lesz, amely [£] < h — 0
miatt 0-hoz tart, igy a séma konvergens, de rend nem adhaté meg.

(ii) Ha u tobbszor differencidlhaté, akkor magasabbrendii differenciasémadk is felirha-
tok, a kozelitések magasabb rendjét a Taylor-sor tobb tagjanak figyelembevételével
igazolhatjuk. Pl. tobbféle negyedrendii séma konstrudlhaté 9-pontos differencia-
csillaggal, ha a (2.3)-ben szereplé 6t fiiggvényérték mellett az ;41 j11 értékeket is
figyelembe vessziik valamely sulyokkal, lasd pl. [23] és [27, 15.3.2. fejezet]. (A (2.3)
differenciaséma rendje viszont t6bbszor differencidlhaté u esetén is csak O(h?).)
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A csoméponti értékek kozelité meghatarozasa.

Tekintsiik a (2.3) differenciasémaval kozelitett Poisson-egyenletet, és jeldljiik u"-sal az
ebbol kapott kozelité csomdéponti megoldasvektort. Ekkor tehat a

—Au(zg) = f(xy), azaz  — (Au)f = (f")e (k=1,...,N)
pontos csoméponti egyenloségek helyett a
- (Ahah)k = (fh)k (k =1,... >N) (26)

egyenloségeket oldjuk meg.

— u(x ) () =?

Info:
7 (A "), =(f"),
2

h,

2.3. abra. A csoméponti értékek keresése.

Mivel (A,u"),, az u" vektor koordinatainak linedris kombinacidja, ezért a (2.6) egyen-
16ségek egy linedris algebrai egyenletrendszert hataroznak meg. Jeldljiik ennek matrixat
(vagyis a (2.4) leképezés matrixat) Ap-val, azaz

Ayt = — AT
Ezzel a (2.6) egyenl6ségek az
Ahﬂh — fh
linedris algebrai egyenletrendszer alakjaban irhatok.

Vizsgaljuk meg, milyen alaku az A; matrix! Tekintsiink el6szor példaként egy 3 x 2
belsé pontbdl all6, a két iranyban egyforma 1épéskozii racsot, azaz wy, := {(ih, jh): i =
1,2,3, j = 1,2}, lasd 2.4. dbra. Kénnyen lathaté (lasd 9.8. feladat), hogy ekkor

4 —1 -1
1 4 -1 -1

1 1 4 -1
Ah“%ﬁ 1 4 -1

-1 1 4 -1

-1 ~1 4
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( )

K

h \o,

2.4. abra. Példa: 3 x 2 bels6 pontos négyzetracs.

A fentihez hasonléan igazolhatd, hogy altalaban n x m bels6 pontbdl allé, a két
irdnyban egyforma h 1épéskozli racs esetén az

B -1
-1 B I
1 -1 B I
Ah — ﬁ ‘ ) c RNXN — anxnm
-1 B I

blokk-tridiagonalis matrixhoz jutunk, ahol I az n x n-es identitdsmatrix és

4
-1

-1
4
-1

-1 B

—1
4

-1 4
-1

-1
4

E RTLXTL

tridiagonalis matrix, melybol m db szerepel. Ha az n x m belsé pontbdl allo racs a két
iranyban kiilonb6zo h; és hy 1épéskozii, akkor nem emelhetd ki az #—hez hasonlé tényezo,

ekkor a matrix a fenti helyett

1
B gl
1 1
gl B gl
—11 B —LI
Ap = s s (2.7)
~ L7 B —Lr
n3 "3
1
-5l B
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lesz, ahol

2 2 1

2R h2
1 242
h? h2 h2 h2

1. blokk n

m-edik blokk

2.5. dbra. Az Aj matrix szerkezete. Zold: 2/h? + 2/h3, piros: —1/h?, narancs: —1/h3.
Az 0" kozelité megoldés elballitdsahoz tehat feladatunk az

Ay = " (2.8)

linedris algebrai egyenletrendszer megoldasa.

Az A,u" = f" lineéaris algebrai egyenletrendszer

Ennek vizsgdlatdhoz felhasznaljuk a 2.1.2. szakaszbdl az M-matrixok fogalmat és néhany
tulajdonsagat.

2.14. Allités. Az Ay, madtriz M-mdtrix.

Bizonyitds. (1) Az a;; <0 (i # j) el6jelfeltétel teljestl.
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(ii) Tekintsiik a w(z1,22) := x1(a — 1) + 22(b — z2) (ha (21, 22) € Q) fiiggvényt, és
legyen g := w" (a w csoméponti értékeinek vektora). Ekkor g > 0, mert w(zy, z5) >
0 minden (x1,x2) € 2 esetén. Masrészt —Aw = 4, és igy

(Ahg)k = —(Ahwh)k = —Aw(xk) =4>0 (\V/k? =1,..., N),

mivel a Ay-ban szereplé masodrendu differenciaséma pontos a w masodrendili po-
linomon. (Utébbi kévetkezik az egy dimenziéban ismert analég tulajdonsdghdl, de
kozvetleniil lathato a 2.12. allitasbol is, hiszen |w|c4 = max|q|=4 |0%w||s = 0, igy
a képlethiba 0.) O

2.15. Kévetkezmény. A, requldris, igy az Apu" = f" linedris algebrai egyenletrend-
szernek egyértelmiien létezik megoldasa.

2.16. Megjegyzés. Tovabbi kovetkezmények:

(i) Az M-maétrix-tulajdonsag a linedris algebrai egyenletrendszer hatékony iterdcids
megoldasa szempontjabdl is kedvezo, lasd a 4.3. fejezetben.

(ii) A;' > 0 (elemenként). Itt A, a —A operdtor kozelitése, fgy A, a —A inver-
266. Utébbi felithaté a Green-fiiggvénnyel vald szorzdssal és integréldssal, {gy A, ' kons-
tans szorzé erejéig a G > 0 Green-fiiggvény kozelitése: a (hihaAy) ™! métrixot szokds is
diszkrét Green-fiiggvénynek hivni. Az A;' elemenkénti nemnegativitdsa tehdt az dltala
kozelitett Green-fiiggvény nemnegativitasanak felel meg. &

2.17. Allitas. Az Ay, mdtrizra ||A; s < “21+6b2. (A becslés nem fiigg h-tol.)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.8. allitdst a 2.14. tétel bizonyitdsaban szereplé g = w"
vektorral! Ekkor
maX(wh)k 1 1 2 b2
14, oo < maxg =" = - maxw(zg) < - maxw(zx) = a+ _
min Ayg mkm(—Ahwh)k 4 k& 4 zeq 16 -

2.3. Stabilitas és konvergencia

A kozelité megoldas stabilitasa.

Maximum-normabeli stabilitast vizsgalunk, azaz a megoldas maximum-normajat becsiil-
jiik feliilrél a jobboldal maximum-normajaval.

2.18. Allitas. Tekintsik az Ayu" = f" linedris algebrai egyenletrendszert. Ekkor

a’® + b?

1" lloo-
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Bizonyitds. Mivel " = A, ' f, a 2.17. 4llitds alapjan

a’® + b?
16

7" loe < 147 oo 1" loe < 17" loc-
O

A stabilitas szemléletesen azt fejezi ki, hogy a jobboldal hibaja korldatos mértékben
oroklédik a megoldas hibdjara, igy ha elobbi kicsi, akkor az utébbi is. Valoban:

2.19. Allitas. Legyen az Apyu" = f" linedris algebrai eqyenletrendszer f! és f2 jobbolda-
lakhoz tartozé megolddsa rendre u és ul. Ekkor

2 b2
@ — ]l < £

< XL = e

Bizonyitds. A linearitas miatt Ay, (u? —ul) = fI — f2, igy alkalmazhat6 az el6z6 allitas
a kiilonbségekre. O]
Az FDM konvergencidja maximum-normaban.

Legyen u € C?(Q) a Poisson-egyenlet megoldésa és u" az FDM-es kozelité megoldés. A

konvergenciavizsgalat soran az

e =t — "

hibavektort becsiiljiikk valamilyen normaban. Ez a csomépontokbeli eltérést méri, igy
csomoponti hibavektornak hivjuk.

A becslések alapja a kovetkez6 Osszefiiggés.

2.20. Allitas. érvényes az aldbbi un. hibaegyenlet, amely szerint az A, mdtrixz a csomo-
ponti hibavektort a képlethibavektorba viszi:

Apel = . (2.9)

Bizonyitds. Mivel Ayv = —Apv barmely vektorra, igy a pontos megoldés u” csoméponti
vektorara is. Ebbdl és az A,u" = f* egyenletbdl

Aheh = Ahuh - Ahﬂh = —Ahuh - fh.

Masrészt a pontos megoldésra fennalld f = —Awu egyenléséget a csomopontokban felirva
az f" = —(Au)" vektoregyenldséget kapjuk, igy

Apel = —Apul + (Au)h =: " 0

A hibaegyenlet f6 haszna, hogy a képlethibara mar meglévé becslésiinket érvényesit-
hetjiik.
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2.21. Tétel. Ha u € C*(Q), akkor a (2.3) differenciasémdval az FDM mdsodrendben

konvergdl:
a? + b

le*lloo < [ules h?.

Bizonyitds. A hibaegyenlet, a 2.12. és a 2.17. allitasok révén

a? + b?

" ae < 147 o9 e < o

‘u’c‘l h2. D

2.22. Megjegyzés. A fentiek és a 2.13. megjegyzések szerint a (2.3) differenciaséméra
az u simasaganak fiiggvényében az alabbiak mondhatdk:

ueCHQ) = "]l = O(h?);
ue Q) = el = O(h);
ueC?*(Q) = le"|loo — 0,

masrészt magasabbrend konvergencia is elérheté magasabbrend differenciasémak és u
nagyobb simasdga esetén. &

Egy modellfeladat véges differencias megoldasat Poisson-egyenlet és homogén Dirichlet-
peremfeltétel esetén a 8.2.1. animdcio mutatja be.

2.4. Stabilitas és hibabecslések diszkrét L*- és H-nor-
maban

Alapvet6 fogalmak és becslések

A récsfiiggvényeket mérhetjiik az L2norma diszkrét megfelelSjével is. Mivel u € C(Q)

esetén
N

Julf = s = [ utedoides = 3 uanfPhahe

k=1
ahol az x;, pontok a 2.2. szakaszban definidlt racspontok, igy értelemszerii az alabbi
fogalom:

2.23. Definicié. Egy v : RV — RY fiiggvénynek az wj, récshoz tartozé diszkrét L2-

normdaja:
N

||U||(2),h = Z vi hihs.
k=1
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Ezt a normat a
N

(v, 2)op = Z Uk 25 hiho
k=1

skalarszorzat indukélja. O

Itt
(v, 2)on = h1hov - 2, ||v||(2)7,Z = hiho |v|?,

vagyis az euklideszi skalarszorzat és hossz konstansszorosarél van szé. Megjegyezziik,
hogy a diszkrét L2 -norma egy Riemann-osszeg, amely folytonos fiiggvény esetén a récs
finomitdsaval tart a fiiggvény L?-norméajahoz. (Ez LP-re is igaz, lasd a 10.20. lemmat.)

Az FDM (2.7)-beli A;, matrixdval indukdlva értelmezziik a Hj-norma diszkrét meg-
felelojét:

2.24. Definicié. Egy v : RY — RY fiiggvénynek az wj, rdcshoz tartozé diszkrét Hp-
normdja:
‘Uﬁ,h = (Apv, v)o p-

Ezt a normat a
(v, 2)10n = (Anv, 2)o.n
skaldrszorzat indukélja. O

2.25. Megjegyzés. A fenti definici6 az |ul? ), = [, [Vu]* = — [(Au)u (Yu € H())
Green-formuldt imitalja. Valéban igazolhatd, hogy

i h = vz o + lvzllo s (2.10)
azaz hogy a fent definidlt diszkrét Hj-norma a véltozénkénti retrogrdd elsé differencia-
hanyadosok diszkrét L:-normdjénak &sszege, lasd 9.9. feladat. A (2.10) képletet szokds
diszkrét Green-formulédnak is hivni. Nyilvdnvals, hogy a diszkrét Hi-normdt a (2.10)
jobboldalaval is értelmezhettiik volna, sét ez lehetett volna a természetes definicié. A
tovabbiakban azonban a diszkrét Hg-normdra az Aj, madtrixszal val6 dsszefiiggésekben
lesz sziikség, ezért vezettiik be a fenti médon. &

Célunk a 2.18. stabilitasi allitas megfelel6jének levezetése a fenti normakkal.
2.26. Allitas. Az A, mdtriz szimmetrikus és pozitiv definit.
Bizonyitds. A szimmetria lathat6 (2.7)-ben, és az is, hogy Ay, sor- és oszloposszegei nem-
negativak, azaz Ay, gyengén diagonélisan domindns. Ismeretes (lasd 9.7. feladat), hogy az

utobbibdl kovetkezik a pozitiv szemidefinitség. Mivel a 2.15. allitas szerint Aj, reguléris,
igy csak pozitiv definit lehet. m
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2.27. Allitas. Tekintsik az Ayu" = f linedris algebrai egyenletrendszert. Ekkor

@]y <

\/—||fh||0h>

ahol \g az Ay, matriz legkisebb sajatértéke.

Bizonyitds. Mivel A;, szimmetrikus és pozitiv definit, igy minden v-re Apv - v > Ao|v|?,
amit hyhy-vel szorozva (Apv,v)on > Aol|vl[§ 1, igy

HUHO,h /—|U‘1h

(ez a diszkrét Poincaré—Friedrichs-egyenlotlenség). Ebbél

_ _ lon
TR, = (AT T Yon = (800 < | on @ lon < L0 G0,

VAo

amibdl az allitdas kovetkezik. O

A fenti becslés alapjan tehat sziikségiink van az A, métrix (azaz a diszkrét Laplace-
operator) legkisebb sajatértékére, vagy legaldbbis alkalmas alsé becslésére. A téglalap-
tartomany révén pontosan meghatarozhaté az Osszes sajatérték és sajatvektor; mivel
ezeket a késobb mésutt is felhasznaljuk, most kiilon foglalkozunk veliik.

A diszkrét Laplace-operator sajatértékei és sajatvektorai téglalapon.

Kiindulasként idézziik fel az egydimenzios esetet, azaz kozonséges differencidlegyenletek

peremérték- feladatalnal FDM-es esetben felmerulo sajatértékeket és sajatvektorokat. Le-

gyen tehat Ah az egydimenzids diszkrét Laplace-operator, azaz egy [0, a] intervallum
:=1th (i=1,...,n,ahol h =1/(n+ 1)) belsé csomdépontjaiban

(A;Ll)uh)i = —Ugg, (i=1,....n)

Mint ismeretes (14sd pl. [27]), ennek normélt sajatvektorai éppen az u — —u” operdtor
els6 n normalt sajatfiiggvényének csomopontokra vett megszoritasaibol képzett vektorok,

azaz a
2 Irx;
’Ug:{\/jSil’l Wx} eR" (t=1,...,n)
a a Ji=1,.n

3oy

vektorok. Valéban, konnyen lathat6 (1dsd 9.10. feladat), hogy ezekre

4, lrh
AWy, = Ao, ahol M= o sin’ ;—a (t=1,...,n). (2.11)
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2.28. Megjegyzés. Erdemes dsszevetni a fenti A sajatértékeket a differencidloperdtor
Ao = (%)2 Lfolytonos” sajatértékekeivel: kénnyen ldthatd, hogy \b <\, (V0 =1,...,n).
Emellett a kovetkezok is fennallnak: amig a ,,folytonos” sajatértékek a

2

T nm 2 n \?> 72 2
a? A A S (a) (n—i—l) h?  h?

tartomanyban, addig a diszkrét sajatértékek a

> = (2.12)
a
becslést hasznaljuk majd. &
A
¥ h+ .
;“k
4/h? + . ) o
- ° Xlk (] ¢
maz| : e s ° °
8la>T
T I

2.6. abra. Folytonos és diszkrét sajatértékek 1D-ben.
Az egydimenziosrol a kétdimenzios esetre vald attérés teljesen analég a ,folytonos”
esettel: az egydimenzios sajatértékek osszeadodnak, a sajatvektorok szorzédnak. Ez ami-
att igaz, mivel a diszkrét Laplace-operator az eredetihez hasonléan az egyvaltozos tagok
osszege. Ebbdl a kétdimenzids —A, operator sajatértékei
4 rmh 4 smh
M= = sin? —— 4 — sin? 2

h% 2a h% 2 (T’:l,...,n, s:l,...,m) (2]_3)
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és normalt sajatvektorai

2 i ;
Um:{ sin 2% 811187m]} e RY (r=1,...,n, s=1,...,m),
v ab a b Ji=1,..n, j=1,..m
ahol a v,s N-dimenziés vektorok (N = nm) koordinatait a fenti nm szdmnak a kiindulas-
kor a racson vett sorfolytonos rendezésébdl kapjuk.
Az aldbbiakban sziikséges alsé becslést (2.12) kétszeri alkalmazasabol kapjuk: a leg-

kisebb sajatértékre

8 8 8(aZ+0b?)
.\ _

Ebbdl a 2.27. allitas alapjan adodik a stabilitasi becslés:

2.29. Allitas. Tekintsik az Ay = f linedris algebrai eqyenletrendszert. Ekkor
ab

" < — || fh .
i < o

2.30. Megjegyzés.

(i) A maximum-normabeli becsléssel val6 Gsszevetés az a = b esetben a legszemlélete-
sebb. Ekkor a 2.18. és 2.29. éllitasokbdl

_ a? , a
17" (|0 < §||fh||oo és  |ulip < Z||fh||0,h~

Lathatd, hogy a most kapott diszkrét Szoboljev-normabecslés kevésbé né (azaz
a stabilitdsi konstans kevésbé romlik el), amikor az a paramétert noveljiik, tehat
kevéshé érzékeny a tartomany méretére.

(ii) Ugyanezt a becslést (a maximum-normabeli esettel azonos médon) hasznalhatjuk
a konvergencia becslésére is, ha az A,u" = f" egyenlet helyett az Ape = "
hibaegyenletre alkalmazzuk: ekkor

Lo
= R@E 1 )

és itt is igaz, hogy a konstans kevésbé érzékeny a tartomany méretére. A ||4"]|o.n
hibanorma becsiilhetd a ||"||o, norma konstansszorosdval, igy szintén O(h?) rendi,
ha u € C*(Q): ekkor tehdt

e

lp"

0,h>

"1 = O(h?).
A Taylor-sorfejtés integrél-maradéktaggal valé médositdsaval itt az u € C4(Q)
kikotés az u € H*(Q) feltételre enyhithetd. &
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2.5. Az FDM altalanosabb feladatokra

Ebben a szakaszban emlités szintjén utalunk arra, hogyan moédosithaté az el6zéekben
bemutatott modszer dltaldnosabb feladatokra.
Altalanos tartomany. Legyen Q C R? szakaszonként sima peremti korlatos tartomény,
és tekintsiik ezen a (2.1) Poisson-egyenletet.

Kiinduldsképpen készithetiink egy olyan récsot, amely egy koordinatairanyonként
ekvidisztans sikbeli rdcs azon csomépontjaibdl all, amelyek (-ban vannak, azaz

O = {(Zhl,jhg) EE 1,] € Z}, (215)

ahol hq, hy > 0 adott szamok. Ekkor azonban altalaban a perem nem tartalmaz csomé-
pontokat, igy a peremfeltételt mas modon kell érvényesiteni. A két leginkabb kézen-
fekvo lehetGség az alabbi. Rendelhetiink a peremhez legkozelebb esé csomdpontokhoz
0 (perem)értéket (2.7. dbra), ekkor azonban elvész a masodrendii pontossiag. Mésrészt

/'_(_\\

\/v‘ *
- ¢ ¢

2.7. abra. Peremértékek atvitele a racspontokba.

hozzévehetjiik a rédcshoz a perem és a réics egyeneseinek metszéspontjat (2.8. abra). Itt
ez utobbival foglalkozunk. Legyen tehat

W =WmU{(&n) €N FieZ, & =ihy vagy 3j € Z, n = jha}.

A peremmel nem szomszédos zy, = (ihy, jhe) csomépontokban Au(zy) kozelitésére
most is a (2.3) képlet hasznalhat6, ami a kovetkez6 alakban irhaté:

iy —uig ij — Wi—1, L ofujn —uig i — Wij—
(Apu)y = h_l(““»fhl o Sk h—Q(“J“hZ L Y. @16)

Tekintsiik most a peremmel szomszédos rogzitett racspontot (lasd 2.9. dbra). Itt a racs
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2.8. dabra. Peremértékek hozzavétele a racshoz.

ul |

2.9. abra. A Shortley—Weller-séma differenciacsillagja.

lokalisan nem ekvidisztans; jelolje a rogzitett pont melletti racstavolsagokat rendre hy és
hi,ill. hy és hy. Ezekbdl az  belseje felé es6 racstavolsagok a régiek, az dbran hi = hy
és hy = hy. Ekkor a Au(xy) kozelitésére alkalmas képlet a fenti helyett most

2 Uil — Wiy Uij — Ui—14 2 Wil — Uiy Uij — Ujj—1
Av i), = ( +1,j g Ui J) ( J g Wi J ) ’
Ol = AR Y A Iy

ez az un. Shortley—Weller-approximdcio. Ennek differenciacsillagjat a 2.9. abra mutatja.

A konvergencia becslésénél ekkor az a nehézség meriil fel, hogy a peremkozeli pontok-
nal a Taylor-sorfejtésben nem esnek ki az elsérendi tagok, mivel w; 1 ; és u;—q; (ill. u; j41
és u; ;1) egytitthatéi nem egymas (—1)-szerese. [gy ezekben a pontokban a képlethiba
rendje csak O(h) és nem O(h?). Ez azonban a csomdponti hibdkra mégsem rontja el a
masodrend{l konvergenciat. A (2.9) egyenl6ség révén ugyanis e = A, 'y" ahol A" a
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Green-fiiggvény kozelitésének felel meg (1dsd a 2.16. megjegyzést). Ezért A, ' peremkozeli
pontoknak megfeleld elemei kicsik, és kompenzaljak Y™ nagyobb értékeit; tsszességében
ekkor is igazolhaté az u € C*(2) esetre az O(h?) konvergenciarend.

A fenti Shortley—Weller-séma métrixa nem szimmetrikus. Jelolje pl. zx = (ihy, jho)
a peremmel szomszédos rogzitett racspontot és legyen zy. 1 := ((¢ + 1)k, jho). Ekkor a
MATiX ag g1 €s arp1x elemei kiilonbozoek, ui. w4 ; egylitthatéjat csak a peremkozeli
ponthoz tartozé sémaban modositottuk. Ezért szokas bevezetni az un. szimmetrizalt
Shortley—Weller-sémét:

(Apuh)y, = i(umu‘ N N UHJ) i(ui,ﬂl — Wiy Uij — Um‘%)
= T - - - .

Inhomogén peremfeltétel. Tekintsiik a Poisson-egyenletet inhomogén peremfeltétellel.
Ha nem homogenizaljuk a feladatot az 1.6. megjegyzésben leirt médon, akkor a (2.8)-beli
Apu" = f" linedris algebrai egyenletrendszer helyett egy nagyobb rendszerhez jutunk,
melyben a peremre esé csomépontok is szerepelnek. Rendezziik tigy a csomdpontokat,
hogy elobb a belso, azutan a perempontokat soroljuk fel. Ekkor a kapott linearis algebrai
egyenletrendszer az alabbi alaku lesz:

Ay A [a] [
EIEEE 217)
ahol w" tartalmazza a belsé, u" pedig a peremen 1év6 csoméponti értékeket, azaz a
rendszer -
A+ At =
= gh
Konnyen felirthaté az Aj, métrix, 1ldsd 9.12. feladat. A mésodik egyenléség révén valéjdban
az, )
A" = [ = Ayg"
feladatot kell megoldanunk, ez pedig épp a homogenizalt Poisson-egyenletnek megfelelo
linedris algebrai egyenletrendszer , métrixa a (2.8)-beli A, matrix. A diszkrét feladat igy
tehat természetes modon redukalhaté a homogenizalt esetre.

Vegyes peremfeltétel. Tekintsiik a Poisson-egyenletet az €2 :=]0,a[x]0, ] téglalapon
vegyes (Robin-féle) peremfeltételel, vagyis a

—Au = f7
{5’,,an = o(ug — u) (2.18)

peremérték-feladatot. Ekkor a peremfeltétel normalis iranyu derivéltat is tartalmaz, ezt
is differenciaséméval kozelitjiik. A Dirichlet-peremfeltétel esetén elérheté O(h?) konver-
genciarend megdrzésére a normalis derivalt differenciasémdjit is O(h?) rendiire célszerti
vélasztani. Bizonyitds nélkiil irjuk fel a megfelel6 sémakat (ldsd [27]):
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e ha az (n1hy, jhy) pont a téglalap jobb oldali fiiggbleges élének belsé pontja, akkor
a séma

Uny,j = Uni—1j5 (( ) o N ha _ Uny 41— 2un17j + Uny gy _ ]
= Onq,j\\U0)nq,j unm) b Jnig |

és ennek értelemszeri megfeleldit vessziik a tobbi él belsé pontjaban;

e a (0,b) cstcsban

Uo,ny — UOna—1 Ui ny — UO,ng
(_2 2 +2 B2 H = _Uomz((uO)O,nz - uO,nz) - HfO,nzv
2 1

ahol b = nohy, H := 2(,’;11%2), és ennek értelemszerti megfelel6it vessziik a tébbi
csucsban.

Két modellfeladat véges differencids megoldasat Poisson-egyenlet és vegyes (Robin-féle)
peremfeltétel esetén a 8.2.2. és a 8.2.3. animdciok mutatjak be. Az egyik feladatnal a
pontos megoldast is ismerjiik, igy méginkabb szemléletes a konvergencia.
Figgvényegyiitthatos PDE. Tekintsiik a

—div(pVu) = f

egyenletet homogén Dirichlet-peremfeltétellel, ahol p € C1(Q), p(z) > m > 0 (Vz € Q).
Ismét a Poisson-egyenlet kozelitésébél indulunk ki a (2.16) alakban. Itt a zérdjelekben
1évé négy elsérendil differenciahdnyadost a div(pVu) képlet miatt most silyozni kell p
alkalmas értékeivel, és a cél a Poisson-egyenletre elérheté O(h?) konvergenciarend meg-
6rzése. Tekintsiik a négybdl az elsé, azaz az (ihy, jhe) ponthoz tartozé haladé x; irdnyu
differenciahdnyadost, ez csak elsérendben konvergél az (ihi, jhe) pontban, ha h; — 0.
Ugyanez tekinthet6 viszont az ((i 4+ 1/2)hy, jha) ponthoz tartozd h/2 1épéskozii centrélis
differenciahanyadosnak:

Witl,; — Wiy W(i+1/2)+1/2,5 — W(i+1/2)—1/2,5

hy hy ’
amely az ((¢ + 1/2)hy, jho) pontban mar mésodrendben konvergél, ha h; — 0 (ldsd 2.1.
megjegyzés). Emiatt ezt a differenciahanyadost a p;1/2; := p((141/2)hq, jhe) fiiggvény-
értékkel szokas silyozni. Ugyanez elmondhato a tobbi tagra is. Ezekbél adodik div(pVu)
kozelitésére az

1 (p Uil ~ Yij Uij — Ui—m‘)
S A e A P i Y
h/l i+ / 2] hl ? / 5J h/l
1 Ui j+1 — Wi j Ui j — Uj
7]+1 ,J 2] Za]_l
+—<P‘ i+1/2— 5 — DPij-1 2—>
h2 2,7+ / h2 2y} / h2

differenciaséma. Erre valéban igazolhaté elég sima p és u esetén az O(h?) konvergencia-
rend.

Végiil megemlitjiik, hogy a téglalapra vagy a fentiekben altalanosabb sikbeli tartomany-
ra alkalmazott FDM értelemszerti médositasokkal atviheto a térbeli esetre.
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3. fejezet

A végeselem-modszer (FEM)

A végeselem-moédszer (angolul ,finite element method”, betiiszéként az ennek megfeleld
FEM-et fogjuk hasznélni) 1ényege, hogy a PDE megoldésat ,,szakaszonként” polinommal
kozelitjiik, azaz olyan fliggvénnyel, amely az ) tartomanynak véges sok résztartomany-
ra valo alkalmas felbontdsa mellett a résztartomanyokra lesziikitve egy-egy polinom. A
résztartomanyok altaldban sokszogek/poliéderek (ezen beliil sikon haromszogek vagy tég-
lalapok, ill. térben tetraéderek vagy téglatestek), és a kozelité megoldast folytonosnak
konstrudljuk az egész tartomanyon, azaz a résztartomanyok talalkozasanal is.

Mivel az ilyen kozelito megoldasok nem differencidlhatéak az egész tartomanyon a
trividlis specialis esetektdl eltekintve, igy a gyenge megoldasbdl kiindulva konstrudljuk
meg Oket. Ezért érdemes el6szor absztrakt esetben, bilinearis forméval megadott feladatra
felirni a mddszert, mert ez megvilagitja elvi hatterét. Ezt nevezziik Galjorkin-mddszernek.

A véges differencidkkal ellentétben az elméletben nem sziikséges kiilon vizsgdlnunk a
Poisson-egyenletet, és a tartomany sem kell specidlis (téglalap) legyen. Els6sorban (1.13)
alaku fliggvényegyiitthatos feladatokkal foglalkozunk majd:

{— div(p Vu) = f,

ujpn = 0,

ahol 0 C RY korldtos tartomany, p € L°°(Q) és alkalmas m > 0 esetén p(z) > m > 0
(m-m. Vz € ), valamint f € L*(Q). Kitériink majd emellett dltalanosabb, alsébbrendii
tago(ka)t tartalmazé egyenlet és vegyes, ill. Neumann-peremfeltétel esetére is.

Az egész fejezetben Q C RY korldtos, szakaszonként sima peremi tartomdny (ldsd
1.1. definicid).
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3.1. Az FEM elméleti alapja: a Galjorkin-mdédszer

3.1.1. A Galjorkin-moddszer értelmezése bilinearis formara

Legyen H valés Hilbert-tér, a : H x H — R korlatos, koerciv bilinearis forma, azaz
(i) 1étezik M > 0, hogy

la(u, v)] < M[ul ol (Yu,v € H); (3.1)

(ii) létezik m > 0, hogy
a(u,u) > m|ul? (Vu € H), (3.2)

valamint legyen ¢ : H — R korlatos linearis funkciondal. Tekintsiik az alabbi un. variacids
feladatot:
a(u,v) =l (Vv e H). (3.3)

Ennek a Lax—Milgram-lemma (ldsd 1.2. tétel) szerint 1étezik egyetlen v € H megoldasa.
Tegyiik fel, hogy az a bilinedris forma szimmetrikus is:

a(u,v) = a(v,u) (Vu,v € H).

Az 1.4. megjegyzés szerint ui. az (1.13) és (1.21) egyenletek gyenge alakjahoz tartozoé
bilinedris formék szimmetrikusak is.)

A Galjorkin-médszerben a fenti feladat kozelité megoldasat alkalmasan valasztott
véges dimenzios alterekben keressiik. Ezeket az altereket Vj-val jeloljiik, ahol h > 0
paraméter. (A h érték a végeselem-mddszerben a racs finomsdgat fogja kifejezni. Az
absztrakt szinten rogzitett altér esetén ez egyelore csak egy jelolés, késobb az alterek egy
csaladja esetén azt tessziik majd fel, hogy h — 0 esetén az alterek jol kozelitik az egész
teret, lasd 3.9. allitas.)

Legyen tehat most
Vi, CH

adott véges dimenzids altér, ebben szeretnénk értelmezni a kozelité megoldast.

A kozelito megoldas értelmezése vetiileti egyenlettel. Legyen u;, € V), az az elem,
amelyre (3.3) csak Vj-beli tesztfiiggvények mellett teljesiil, azaz

a(uh,vh) = luy, (VUh € Vh) (34)

A Lax—Milgram-lemma a V}, altérben is alkalmazhaté, mivel a (3.1) és (3.2) egyenlétlen-
ségek specidlisan u := wuy, € V), esetén is fennallnak. Igy a fenti Vj-beli feladatnak, az tn.
vetiileti eqyenletnek is létezik egyetlen u, € V;, megoldasa.
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Az uy, elem konstrukcigjat a Vj, altér egy adott

P15, Pn

bazisa segitségével végezhetjiik el. Ekkor uj-t a baziselemek linedris kombinéaciéjaként

keressiik:
n
Up = E CiPj-
=1

A ¢; egyiitthaték meghatdrozasahoz elészor irjuk fel a (3.4) vetiileti egyenletet tgy, hogy
tesztfiiggvénynek a v, := ¢; (i = 1,...,n) béziselemeket vélasztjuk:

a(uhagpi) ZESOZ (Z: 1,...,7’L).

Ezutén helyettesitsiik be a fenti 6sszeget: itt

n

a(up, pi) = (ZCJSO37S01> Za ‘:037901 Cjs
7=1

igy

n

Zagoj,gol c; = lp; (1=1,...,n).

7j=1
Ez egy linearis algebrai egyenletrendszer. Jelolje

CLij = (Z(QOJ‘,QDZ'), bz = gQDZ (Z,j = 1,...,’)7,)
a megfelelo egyiitthatokat és jobboldalakat, itt az a forma szimmetridja miatt
= a(p;, pi) = alpi, pj) = aj.
A fenti linedris algebrai egyenletrendszer tomoren
Ahc = bh (35)

alakban irhaté, ahol

An = {ai}ijmr,n = {alei9)},,

-----

az un. merevségi matrix (angolul ’stiffness matrix’), és
RS S (S

3.1. Allitds. Az A, mdtriz szimmetrikus és pozitiv definit.
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Bizonyitds. A szimmetridt mar belattuk, hiszen a;; = a;;.
Az A, métrix és az a forma kapcsolatat meghatarozo osszefiiggés a kovetkezo. Legye-

nek
n

thzcj%‘a thzdj%‘
j=1

J=1

tetszdleges elemei Vj,-nak, és legyen c,d € RY rendre a ¢; és d; egyiitthatékbdl alkotott
vektor. Ekkor

a(up,vp) = a(Z CiPj Zdigoz) = Z a(e;, pi)cid; = Z a;;cid; = Ape - d.
=1 i=1 ij=1 ij=1

Ebbdl specialisan
Apc - c = alup,up) >0 (3.6)

az a forma koercivitasa miatt, igy Ay pozitiv definit. m

3.2. Kovetkezmény. A (3.5) linedris algebrai egyenletrendszernek eqyértelmien létezik
c € RY megolddsa.

A szimmetria és pozitiv definitség révén raadasul a linearis algebrai egyenletrend-
szer hatékonyan megoldhato, ezzel a 4. fejezetben foglalkozunk majd. A linedris algebrai
egyenletrendszer egyértelmii megoldhat6sdgabdl is kovetkezik a (3.4) vetiileti egyenlet
egyértelmi megoldhatdsaga, amit annak definicigjandal kozvetleniil is indokoltunk.

A kozelit6 megoldas értelmezése minimalizalé funkcionallal. A V),-beli Galjorkin-
féle kozelito megoldas alternativ médon alkalmas minimalizalé funkcional segitségével is
bevezethet6. Az 1.1. szakaszban definidlt energiafunkciondl mintajara tekintsiik a

1
¢: H— R, O (u) ::§a(u,u)—€u (ue H)
funkcionalt. Ekkor érvényes az
3.3. Allitas. Ha u* € H jeldli a (5.3) varidcids feladat megolddsdt, akkor
min O(u) = d(u”),

és ez szigoriu minimumbhely.
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Bizonyitas. Mivel most

a(u*,v) =tv (Vv e H),
igy barmely u € H esetén

1 1 1 1
O(u)—d(u*) = 3 a(u, u)—ﬂu—§ a(u®,u*)+lu* = 5 a(u,u)—a(u®, u)—§ a(u®,u*)+a(u®, u")

1 1
=5 a(u,u) — a(u*,u) + 5 a(u™,u”).

Felhasznélva az a forma szimmetriajat,

1 1
a(u*,u) = 5 a(u®,u) + 3 a(u,u”),

igy
1 1. 1 1L . )
O(u) —P(u) = zalu,u) — = a(u*,u) — - a(u,u*) + = a(u*,u*) = —a(lu—u*,u—u") >0
2 2 2 2 2
barmely u # u* esetén a koercivitds miatt. m

Azaz a variaciés feladat megoldédsa egyuttal az energiafunkcional szigori minimum-
helye is. Ebbdl természetes modon adodik a V,-beli kzelité megoldas értelmezése: tekint-
sitk V}, azon elemét, amely szigorii minimumbhelye a Vj-ra lesziikitett energiafunkcionélnak.
A H tér minimalis energidju tagjat tehat a V}, altér minimélis energiaji tagjaval kozelit-
jiik.

Konnyen lathato, hogy ez a definicié ugyanazt adja vissza, mint a vetiileti egyenlet:

3.4. Allitas. A (3.4) vetiileti egyenlet megolddsa egyben a @y, leszikitett funkciondl
szigoru minimumhelye.

Bizonyitas. Megegyezik a 3.3. allitas bizonyitasaval, ha u* helyére a vetiileti egyenlet
megoldasat, tetszoleges u € H helyére pedig V}, tetszoleges elemét irjuk. O]

A kozelitéo megoldas hibajanak Galjorkin-ortogonalitasa. A fentiekben értelme-
zett up € V) elem egy tovabbi tulajdonsaggal rendelkezik, amely rdadasul ekvivalens
akar a vetiileti egyenlettel, akar a minimalis energia feltételével. Ez a tulajdonsag az
u* — uy, hibavektor Vj-ra valé a-ortogonalitdsat mondja ki, vagyis itt az ortogonalitast az
a (szimmetrikus és pozitiv definit) bilinedris forma altal definidlt skaldrszorzatra nézve
értjiik, és ezt Galjorkin-ortogonalitasnak hivjuk.

3.5. Allitas. Jelolje u* € H a (3.3) varidcids feladat megolddsit. Az w, € Vi, elem
pontosan akkor a (5.4) vetileti egyenlet megolddsa, ha

a(u® —up,vp) =0 (Vop, € Vi), (3.7)
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Bizonyitds. A (3.3) egyenléség specidlisan minden v := vy, € V}, elemre is fenndll, azaz
a(u*,vy) = Loy, (Yo, € V). (3.8)

Tegyiik fel elészor, hogy uy, € Vj, teljesiti a (3.7) ortogonalitédsi egyenléséget. Ekkor a (3.8)
egyenlet és az ortogonalitasi egyenldség kiilonbsége épp a vetiileti egyenlet, igy u;, annak
is megoldasa. Megforditva, ha wu; a vetiileti egyenlet megoldasa, akkor ezt a (3.8)-bol
kivonva épp az ortogonalitasi egyenlGséget kapjuk. n

A hibavektor Vj,-ra valé a-ortogonalitdsa azt jelenti, hogy uy, a V) altérnek az u*
megoldashoz legkozelebbi eleme az a-skalarszorzatra nézve. Ez a tulajdonsag és a vetiileti
egyenlet egyarant azt tiikkrozi, hogy u;, éppen az u* megoldasnak a Vj, altérre valé vetiilete
az a-skalarszorzatra nézve.

3.6. Megjegyzés. A tovdabbiakban a Galjorkin-modszer értelmezésénél, ill. konstruk-
ciéjanal a vetiileti egyenletet hasznaljuk. Ez a kézenfekvo mod, és a nem szimmetrikus
esetre is ez viheto at.

Megemlitjiik a fentiek egy lehetséges altalanositasat, az in. Petrov-Galjorkin-mddszert,
lasd pl. [2]: a kozelité megoldast és a tesztelemeket mas altérbdl is lehet valasztani, azaz
ha V}, és W), adott alterek, akkor u, € V}, az az elem, amelyre

a(up, vyp) = Loy, (Yo, € Wh). (3.9)
&

3.1.2. Céa-lemma, kvazioptimalitas és konvergencia

Az imént kapott eredmény azt jelenti, hogy uy, teljesiti az
" = wnlle = i [la” = el
optimalitasi tulajdonsagot az |lu|, := a(u,u)'/? norméra nézve, hiszen ebben mérve uy,
a Vj, altérnek az u* megoldashoz legkdzelebbi eleme.
Gyakran azonban ehelyett az eredeti normaban szeretnénk becslést latni a hiba-
vektorra. Erre vonatkozik a Galjorkin-modszer konvergenciavizsgalatanak alaptétele, a

Céa-lemma néven nevezetessé valt allitds (amely szintén a Galjorkin-ortogonalitasbol
kovetkezik).

3.7. Allitas. (»,Céa-lemma”) Az u, € V), Galjorkin-megolddsra

M
[u* —up|l < — inf |lu" —vsl.
m vh€Vh
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Bizonyitds. Legyen vy, € Vj, tetsz6leges. Alkalmazzuk a koercivitést, a (3.7) ortogonalitasi
egyenléséget vy, helyett (uy, — vy)-ra, végiil a korldtossagot:

m|u* — up|)® < a(u* — up, v —up) = a(u* — up, u* —vy)

3.10
< Mlu* = wpllle” — vl (3.10)

Ebbdl [|u* — up| < 2|ju* — v, Ez igaz minden vj,-ra, igy az infimumra is. O

3.8. Megjegyzés. A fenti infimum valéjaban most is minimum, mert véges dimenzios
altértol vett tavolsag. Ezért értelmes a

dist(u*, V) := min ||u* — vy]|
vhEVh

jelolés, és ezzel a Céa-lemma allitasa
M
|u* — up|| < — dist(u*, V).
m

Az eredmény azt jelenti, hogy az eredeti normaban a hibavektor nagysaga a Vj,-tdl valo
tavolsag konstansszorosaval becsiilheto feliilrél. Ezt nevezziik kvazioptimalitasi tulajdon-
sagnak. Ez annyiban altalanosabb is, mint az a-normara vett pontos optimalitas, hogy a
Céa-lemma nem szimmetrikus bilinedris formara is ugyanigy igazolhaté. (A bizonyitasban
csak a koercivitdst és korldtossdgot hasznéltuk, szimmetridt nem.) &

A konvergencidhoz a fentiek alapjan olyan alterekre van sziikség, melyek egyre koze-
lebb vannak barmely elore megadott vektorhoz, tehdt ebben az értelemben jél approxi-
maljak a H teret.

3.9. Allitas. Legyen {V, : h > 0} a H tér véges dimenzids altereibél dll6 csaldd. Ha
fenndll az az approximdcios tulajdonsdg, hogy

Vue H dist(u,Vy) —0 (ha h—0),
akkor a varidacios egyenlet Vy, alterekben vett Galjorkin-megolddsaira
|u* —up|| — 0 (ha h —0).

Bizonyitds. A Céa-lemma és az u*-ra alkalmazott approximécios tulajdonsag kovetkez-
ménye. [
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3.2. Az FEM konstrukcidja

3.2.1. Altaldnos konstrukcié szimmetrikus elliptikus feladatra

Ebben a pontban alkalmazzuk elliptikus feladatra az el6bbiekben ismertetett Galjorkin-
modszert. Lathato lesz, hogy a mddszer tényleges megvaldsitasa attol fiigg, milyen Vj
véges dimenzids altereket (és ezekben ¢, ..., p, bazist) valasztunk. Ennek konkrét le-
hetoségeirdl a kovetkezé pontban lesz szo.

Homogén Dirichlet-feladat. Tekintsiik a

—div(p Vu) = f, (3.11)
Ulpn = 0 .

Dirichlet-feladatot, ahol Q C R korlatos tartomédny, p € L>(Q) és alkalmas m > 0

esetén p(z) > m > 0 (m-m. Vo € Q), valamint f € L*(Q). Az 1.2. szakasz szerint e
feladatnak egyértelmfien létezik gyenge megolddsa: v € Hi(£2), melyre

/Qp Vu- Vo= /va (Vo € H(Q). (3.12)

Ennek hattere a megfelel
a(u,v) == /Qp Vu- Vo (u,v € Hy(Q)) (3.13)
bilinearis forma koercivitasa és korlatossaga a p-re tett feltételeknek koszonhetéen, ill. az
v = /va (v € Hy(Q)) (3.14)

linedris funkcional korlatossaga.

A fentiekben leirt Galjorkin-médszer azt jelenti, hogy tekintiink egy alkalmas
Vi, C H& (Q)

véges dimenzids alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: u, € Vj,, melyre

/p Vuy, - Vo, = / fop (Vv € V). (3.15)
Q Q

Ha 1, ..., p, bazis Vj-ban és a kozelité megoldést
un =Y ¢iep; (3.16)
j=1
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alakban keressiik, akkor a megfelel
AhC = bh

linedris algebrai egyenletrendszerben

Q Q

A linedris algebrai egyenletrendszer egyértelmii megoldhatésagat a 3.2. kovetkezmény-
ben lattuk. A ¢ = (¢y,...,¢,) egyiitthatévektor kiszamitasa utédn (3.16) megadja a Vj,
altérbeli végeselemes megoldast.

Vegyes peremfeltétel. Tekintsiik most az (1.21)-beli vegyes feladatot:

{_ div(p Vu) + qu = f, (3.17)

ur, =0, (pOu+ su)r, =,

az ott tett feltételekkel. A gyenge megoldas (1.22) szerint olyan u € H},(2), melyre

/Q(qu~Vv+quv)+/FNsuv:/szH—/FNm) (Vv € HH(R)).

Ennek létezését és egyértelmiiségét most az

a(u,v) == /Q(p Vu - Vv + quv) +/F suv (Vu,v € HH(Q)) (3.18)

N

bilinearis forma koercivitasa és korlatossaga biztositja, amely a feltételekbdl kovetkezik.

A megfelel6 Apc = by linedris algebrai egyenletrendszerben most

a;; = /Q(p Vsoi-Vs0j+qs0ist)+/

'y

Spip;) és b = / foi (i,7=1,...,n).
Q

Neumann-feladat. Az (1.23) feladat esetén, mint ott lattuk, a gyenge alak és egyben
a bilinedris forma megegyezik a (3.12) egyenléséggel, igy az Aj métrix elemei is: a kii-
16nbség, hogy az ebben szerepld alteret, ill. bazisfiiggvényeket a H'(2) faktorizalt térben
vessziik.

Inhomogén Dirichlet-feladat. Ennek gyenge alakjat az 1.6. megjegyzésben lattuk: az
u € H'(Q) megoldés olyan fiiggvény, melyre

/Qp Vu-Vv:/va (Vv € H}(Q))
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(azaz a tesztfiiggvények csak homogén peremfeltételiiek), és
ujpo = g nyom-értelemben (& u—ge€ HyN)).

Ekkor a Vj, altérhez olyan bazist kell venniink, mely homogén és inhomogén perem-
feltételli tagokbdl &ll, azaz (a kordbbi ¢, ..., p, jelolést megtartva a Hj(2)-beli bézis-
fiiggvényekre) most tovabbi ¢,11,..., ¢, 0 bazisfiiggvényeket is bevesziink a perem
kozelitésre. fgy a bazis most

P55 Pns Pntls - Pnynd-
Ekkor a végeselemes megoldast

n—l—na

Up = ZCJ'QD]‘ + Z CiP;
j=1

j=n+1

alakban keressiik, ahol a két tag megfelel az 1.6. megjegyzésbeli z és g fiiggvényeknek,
vagyis itt az u = z + g eldallitast kozelitjik. Itt tipikusan a @ni1,..., Qe fliggvé-
nyek nulldk alkalmas perempontok egy kornyezetén kiviil, igy a szumma masodik része
lényegében g kozelitésébdl adodik a peremen, amelyhez nincs sziikség egy g beterjesztés
kiszamitasara.

3.2.2. Véges elemek és tipusaik

Mint lattuk, a mddszer tényleges megvaldsitasa attol fiigg, milyen V), véges dimenzids
altereket (és ezekben @1, ..., ¢, bézist) vilasztunk. A végeselem-mddszer lényege, hogy
ezek az alterek ,szakaszonként” polinomokbdl allnak, a résztartomanyok sokszogek ill.
poliéderek, és a kozelité megoldast folytonosnak konstrualjuk az egész tartomanyon.

A tovébbiakban legyen d = 2 vagy 3, és feltessziik, hogy maga az Q C RY adott
korlatos tartomany is sokszog (2D-ben) ill. poliéder (3D-ben). (Ha ez nem &ll fenn, akkor
Q2 kozelithet6 sokszoggel ill. poliéderrel, ami a felbontds finomitasa soran nem rontja el
a konvergenciat.)

A kovetkezoképp értelmezziik a tartoméany felbontésat:

3.10. Definicié. Az Q tartomany trianguldciojdnak nevezziik a
771 = {le---aTM}
halmazt, ahol

(i) minden k =1,..., M esetén T}, C Q sokszog (2D-ben) ill. poliéder (3D-ben);
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(i) T1,...,Ty a tartomany nemadtfedd felbontdsit alkotja, azaz az int Ty halmazok
paronként diszjunktak és UT}, = €Q;

(iii) a felbontas konform, azaz a T, N7, (k # ¢) halmazok csak cstcsokbdl vagy teljes
oldalakbdl (élekbél vagy lapokbdl) dllhatnak. &

(Megjegyezziik, hogy a résztartomédnyok elvben értelmezheték a sokszogeknél/poli-
édereknél édltalanosabban, gorbe hatarral is, lasd 3.13. megjegyzés.)

3.11. Definicié. A T, triangulacio finomsdga a fellépd legnagyobb atmérd:

h:= max diam(T}).

k=1,...M &

AV, altér ,szakaszonként” polinomokbdl all, melyek folytonosak az egész tarto-
manyon, azaz

Vi C{ueC@Q): ug, € P*(Ty) VE=1,..., M},
ahol P (T},) jeloli a legfeljebb ;-adfokd polinomok Tj-ra vald lesziikitésének halmazat.

Altalaban az alabbi tulajdonsagu altereket szokas hasznélni:

e A T} halmazok azonos tipusuak, vagyis egy adott trianguldcié csupa haromszog-
bél/tetraéderbél vagy csupa négyszoghol/téglatestbol dll (rendre a 2D /3D esetben).

e /. = (, vagyis minden résztartomédnyon azonos foku polinomokat tekintiink (leg-
egyszeriibb az ¢ = 1 eset, magasabb fokot a konvergenciarendnek vagy a kozelitd
megoldés simasdganak novelésére haszndlnak).

o Eléfordulhat, hogy Vj-ban wr, nem az Osszes legfeljebb f-adfoku (ill. ¢-edfoki)
polinomot veheti fel, ennek pontositasara hasznaljuk a

P(Ty) =A{wyr, : veVp} (3.19)
jelolést.

e Az (-edfoki polinomokat Tj-ban kijelolt csomdponti értékek hatarozzak meg. Ezek
fiiggvényértékek, és lehetnek még derivaltértékek is. Amikor a csomoéponti érté-
kek csak fiiggvényértékek, akkor a bdzis olyan polinomokbdl all, melyek egy adott
csomépontban 1-et, a tobbiben 0-t vesznek fel, azaz ha x1,...,x, jeloli a csomo-
pontokat, akkor

pi(x;) = 04j.
Ha teljesiil az els6 két tulajdonsag, akkor értelmes az alabbi

3.12. Definicio.
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(i) Tegyiik fel, hogy a T} halmazok azonos tipustak, és ¢, = . Ekkor elemnek nevezziik
a T}, halmaztipus és a hasznalt polinomosztaly egyiittesét. Az elem rendje p, ha ez
a polinomosztaly minden p-edfokid polinomot tartalmaz.

(ii) Ha a haszndlt polinomok meghatarozasara eléirt csoméponti értékek csak fiiggvény-
értékek, akkor Lagrange-elemrol, ha pedig derivaltértékek is lehetnek, akkor Hermite-
elemrdl beszéliink. O

Az alabbiakban példakat mutatunk a leggyakrabban hasznélt elemekre. Az 1-7. ele-
mek Lagrange-tipustak, a 8-10. elemek pedig Hermite-tipusuak.

Az elemek elnevezésére gyakran hasznalt jelolés haromszog vagy tetraéder esetén a Ts-
elem, téglalap vagy téglatest esetén az Rg-elem, ahol s a szabadsagi fokok (Lagrange-elem
esetén egyben a csomdpontok) szama. (Ez az angol , triangle/tetrahedron”, ill. , rectangle”
szavak kezd6betijébol jon.)

A hasznalt polinomok s szabadsagi fokat mindig s adattal fogjuk meghatarozni. Az
s adat fiiggetlensége nem mindig nyilvanvalé a magasabbfoki esetekben, de ennek bizo-
nyitasat itt nem kozoljiik, pl. a [8] konyvben olvashatd.

1. 1D példa.

Bevezetésnek itt a KDE-k (masodrendii peremérték-feladatok) megolddsénal hasz-
nalt legegyszeriibb alteret irjuk fel. Ekkor a résztartoméanyok is intervallumok, a V},
altér a folytonos, szakaszonként linearis fliggvényekbél all (1asd 3.1. abra), melynek
bazisat a ¢;(z;) = §;; feltétel alapjan meghatdarozott ,kalapfiiggvények” alkotjak
(lasd 3.2. dbra).

08¢
0.6¢
04r

0.2¢

0 : 3
0 0.5 1

3.1. dbra. Egy wy, szakaszonként lineéris fiiggvény a [0,1] intervallumon.
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08¢

0.6¢

04r

0.2¢

0 © < & ©

0 0.5 1

3.2. abra. Egy ¢, szakaszonként linedris bazisfiiggvény a [0,1] intervallumon.

. 2D eset, T3-elem vagy Courant-elem.

Ez a legegyszertibb, gyakran haszndalatos elem, amelyben
T} haromszog, wr, linedris fiiggvény

(VE =1,..., M, ahol haromszogon csak a nem elfajuld esetet értjiik). Itt a hagyo-
manyos , linedris fiiggvény” (ill. az altér elemeire a ,;szakaszonként linedris”) széhasz-
nédlat inhomogén linedris fiiggvényt, azaz els6foku polinomot jelol (1dsd 3.5. abra).
Emellett ujq, barmely elséfokd polinom lehet, azaz

P(T}) = P (T}).

Ekkor a csomdpontok a hdaromszogek cstucsai. Nyilvanvald, hogy az itt felvett harom
érték minden haromszégon egyértelmiien meghatdrozza az ug, linedris fiiggvényt,
hiszen az

T,y — ai + bpr + cpy

fiiggvényben harom szabad paraméter van.

Emellett az élek mentén, és igy az egész Q-on is értelmes folytonos fiiggvényt ka-
punk, mivel két szomszédos haromszog kozos élén a két cstcsbeli fliggvényérték
egyértelmiien meghatarozza az élen vett egydimenzios linearis fiiggvényt, igy mind-
két haromszogrol az élre vett lesziikités megegyezik. Ezt a 3.4. dbran szemléltetjiik.

Az altér tehat

Vi={ueC@Q): ugp € P(T}) Vk=1,...,M}.
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3.3. dbra. Ts-elem (Courant-elem).

u, folytonos

3.4. abra. Folytonossag az egész tartomanyon.

0.5 1

0.5 0.5

3.5. dbra. Egy wu), szakaszonként linedris fiiggvény az egységnégyzeten.
AV}, altér bazisat (a sikbeli csomépontokat most (x4, y;)-vel jelolve) a ¢;(x;,y;) =
d;; feltétel alapjan meghatarozott ,sétorfiiggvények” alkotjak (3.6. dbra).

A Courant-elem a 3.3. abran lathatd, rendje 1.
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0.5

- o

0.5
0.5

3.6. abra. Egy ; szakaszonként linedris bazisfiiggvény az egységnégyzeten.

3. 2D eset, Tg-elem.

Legyen most
T}, haromszoég, w7, masodfokd polinom

(Vk =1,..., M), ahol ujg;, barmely masodfoki polinom lehet, azaz
P(Ty) = P*(Ty).

Csomopontoknak a haromszogek csicsait és az élek felez6pontjait véalasztjuk.

3.7. abra. Tg-elem.

Az itt felvett hat érték minden haromszogon egyértelmiien meghataroz egy masod-
foktd polinomot, hiszen az

T,y = ap + bpx + cpy + dpa® + ey + fry? (3.20)

fiiggvényben hat szabad paraméter van. Emellett az élek mentén, és igy az egész -
on is értelmes folytonos fiiggvényt kapunk, mivel két szomszédos haromszog kozos
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élén a harom adott fiiggvényérték (a két csicsbeli és a felez6pontbeli) egyértelmiien
meghatarozza az élen vett egydimenzids masodfoku polinomot, igy mindkét harom-
szogrol az élre vett lesziikités megegyezik.

Az altér tehat
Vi ={ueC®): urg € P(Ty) Vk=1,..., M}.

A V), altér bazisat a ¢;(x;,y;) = 6;; feltétel alapjan meghatérozott fiiggvények
alkotjak. Ezek hat egyiitthatoja egy hatismeretlenes linedris algebrai egyenletrend-
szerbdl kaphat6 meg, amely a (3.20) képletnek a ¢;(z;,y;) = d;; egyenléségbe val6
behelyettesitésébol szarmazik.

A Tg-elem a 3.7. abran lathaté, rendje 2.

. 2D eset, Ry4-elem.

Legyen
T}, téglalap, wg, bilinearis fiiggvény

(Vk =1,..., M, ahol téglalapon csak a nem elfajulé esetet értjiik)), ahol bilinearis
fiiggvénynek egy
r,y — ag + bpx + cpy + di vy

alaku fiiggvényt hivunk. E kifejezés oka, hogy ez mindkét valtozdjara nézve kiilon-
kiilon els6fokt polinom, azaz a fenti szohaszndalattal linearis fiiggvény. A bilinedris
fiiggvények nem egyeznek meg egy rogzitett foku polinomosztallyal, hanem

PYTy) ¢ P(T}) © P*(Ty). (3.21)

Csomépontoknak a téglalapok cstcsait véalasztjuk.

3.8. dbra. R4-elem.

Az itt felvett négy érték minden téglalapon egyértelmiien meghatarozza a négy
szabad paraméterrel megadhatd bilinearis fiiggvényt, emellett az élek mentén is
értelmes folytonos fliggvényt kapunk, mivel két szomszédos téglalap kozos élén
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a két adott fiiggvényérték egyértelmiien meghatarozza az élen vett egydimenzids
els6foki polinomot.

AV, altér bazisat a ¢;(x;,y;) = 0;; feltétel alapjan meghatérozott fiiggvények
alkotjék, és egyiitthatoik az el6z6 ponthoz hasonléan linearis algebrai egyenlet-
rendszerbodl hatarozhatok meg. Ugyanezt a tovabbi Lagrange-elemeknél mar nem
irjuk le.

Az Ry-elem a 3.8. dbran lathaté, rendje (3.21) révén 1.

. 2D eset, Rg-elem.

Legyen T}, téglalap, w7, pedig olyan polinom, amely mindkét valtozdjara nézve
masodfoki, de nincs benne x%y*-es tag: azaz

T,y = ay, + b + ey + dpr? + epry + fry? + gerty + hpay®

Ekkor
PX(Ty) € P(Ti) C P(Th).

Csomopontoknak a téglalapok cstcsait és az élek felezopontjait valasztjuk.

3.9. dbra. Rg-elem.

Az itt felvett nyolc érték ismét minden téglalapon egyértelmiien meghatarozza a
fenti tipust fliggvényt, az élek mentén valé folytonossdg pedig a Tx-elemével azonos
modon adédik.

Az Rg-elem a 3.9. dbran lathato, rendje 2.

. 3D eset, T3-elem.

Els6 3D-s példaként ismét a legegyszeriibb esetet nézziik, amely a 2D-beli T3-elem
kozvetlen megfelelje:

Ty, tetraéder, wp, linedris fiiggvény
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(VE =1,...,M). A tetraéder nem elfajulé volta és a ,linedris fiiggvény” széhasz-
nalat azonos a T3 esetével.

A csomoépontok a tetraéderek csicsai, az itt felvett négy érték minden tetraéderen
egyértelmiien meghatirozza az

T, Y, 2 > ag + bpx + cpy + dz

linearis fiiggvényt.

3.10. dbra. T;-elem.

Emellett a lapok mentén is értelmes folytonos fiiggvényt kapunk, mivel két szom-
szédos tetraéder kozos lapjat alkoté haromszogon a harom cstcsbeli fiiggvényérték
egyértelmiien meghatarozza a lapon vett kétdimenzids lineéris fliggvényt.

Az altér tehat

Vi ={ueC®): ug € P(T}) Vk=1,...,M}.

A T3-elem a 3.10. dbrén lathatd, rendje 1.

. 3D eset, T%,-elem.

Ez a 2D-beli Tg-elem megfeleloje:
Ty, tetraéder, wjq, masodfokd polinom

(VE=1,...,M). A csombépontok a tetraéderek csicsai és az élek felezépontjai, az
itt felvett tiz érték minden tetraéderen egyértelmiien meghatarozza az

T,Y, 2 > ay, + bpx + ey + diz + ex®® + foy® + gr2® + hary + iz + jryz

tiz egyiitthatés masodfoku polinomot.
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3.11. dbra. T} -elem.

Két szomszédos tetraéder kozos lapjat alkoté haromszégén a harom cstcsban és
harom élfelezében vett hat fiiggvényérték egyértelmiien meghatarozza a lapon vett
kétdimenziés masodfoki polinomot.

Az altér tehdt
Vi ={ueC®): urg € P(Ty) Vk=1,...,M}.

A T3,-elem a 3.11. 4brdn 1dthaté, rendje 2.
. 3D eset, R3-elem.
Ez a 2D-beli R4-elem megfelel6je:
Ty, téglatest, wp, trilinearis fiiggvény
(Vk =1,..., M), ahol trilinearis fiiggvénynek egy
XY, 2 — ap + bpx + ey + dipz + exxy + frrz + gryz + hpayz

alaku fiiggvényt hivunk, amely tehat mindharom véltozdjara nézve kiilon-kiilon
els6fokti polinom. Ekkor ismét

PNTi) € P(Tk) & P*(T).

Csomopontoknak a téglalapok csucsait valasztjuk.

Ez a nyolc érték minden téglatesten egyértelmiien meghatarozza a trilinearis fiigg-
vényt, két szomszédos téglatest kozos lapjat alkoto téglalapon pedig a négy adott
fiiggvényérték egyértelmiien meghatarozza a lapon vett kétdimenzids bilinedris
fiiggvényt.

Az Ri-elem a 3.12. dbran lathatd, rendje 1.
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9.

10.

3.12. dbra. R3-elem.

1D kobos Hermite-elem.

Els6 példaként Hermite-elemre ismét az 1D esetet (KDE mésodrendii peremérték-
feladata) idézziik fel, ahol ldthatd, hogy ezzel az Hermite-elemmel az egész szaka-
szon nemcsak a folytonossag, hanem a folytonos derivalhatosag is elérheto. Ezért
szoktak C'-elemnek is hivni.

A résztartomanyok intervallumok, a V}, altér a folytonos, szakaszonként harmadfoku
polinomokbdl &ll. A csomépontok a végpontok, ahol nemcsak a fliiggvényértékeket,
hanem az elsé derivaltakat is felhasznaljuk a polinomok meghatarozasahoz.

Ekkor egy részintervallumon négy szabadsagi fokunk van, melyek egyértelmiien
meghatarozzak a harmadfoki polinomot. Mivel a végpontokban a derivaltak is
megegyeznek, a Vj-beli fliggvények az egész szakaszon folytonosan derivalhatoak.

Az Hermite-elemek szabadsagi fokainak szemléltetéséhez a szokésos jelolés, hogy
a csomoéponti fliggvényértékeket az elézéekhez hasonléan vastag ponttal, az elso
derivéltakat karikaval, a masodik derivaltakat kettos karikaval jeloljiik.

® )

3.13. dbra. Egydimenziés kobos Hermite-elem.

Az egydimenzios kobos Hermite-elemet a 3.13. abra szemlélteti, rendje 3.

2D eset, Hjg-elem (kobos Hermite-elem).

Legyen most
T}, hdromszdg, w7, harmadfokd polinom
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(VE=1,..., M), azaz
T,y = a4+ bpx + ey + dpa® + epxy + oy + g + hex’y + iy + jryt.

Ekkor
P(Ty) = P*(Ty).

Csomopontoknak a hiaromszog csicsait és sulypontjat valasztjuk, a cstcsokban a
polinomok meghatarozasahoz a fiiggvényértékeket és a két els6 parcidlis derivaltat
(tehat 3-3 adatot), a silypontban csak a fiiggvényértéket hasznaljuk. Ez a tiz érték
egyértelmiien meghatdrozza a harmadfokd polinomot.

3.14. dbra. Kétdimenzids kobos Hermite-elem.

Két szomszédos haromszog kozos élén a csicsokban adott két fiiggvényérték és
a (parcialis derivéltak &ltal meghatdrozott) két élirdnytd derivélt az 1D elemnél
latottak alapjan egyértelmiien meghatarozza az élen vett egydimenziés harmad-
fokt polinomot. Ezért az élek mentén, és igy az egész Q-on is értelmes folytonos
fiiggvényt kapunk.

Igazolhat6 azonban, hogy az élek mentén a normadlis irdny1d (tehét az élekre meré-
leges) derivaltak nem feltétleniil egyeznek meg a két szomszédos haromszogre nézve,
igy az 1D esettel ellentétben itt nem koévetkezik a folytonosan derivalhatosdg. Ehhez
a kovetkezd pontbeli magasabb fokra van sziikség, 1dsd [3].

Az altér tehat
Vi={ueC®): ug € P(Ty) Vk=1,...,M}.

AV, altér bazisat olyan harmadfoku polinomok alkotjédk, melyeknél a fenti tiz
szabadséagi fok egyike 1, a tobbi mind 0. Ezek a kordbbiakhoz hasonléan egy (tiz-
ismeretlenes) linedris algebrai egyenletrendszerbdl kaphatok meg.

A kétdimenziés kobos Hermite-elemet a 3.14. abra szemlélteti, rendje 3.
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11. 2D eset, Haj-elem (uin. Argyris-elem).

Legyen most
T} haromszog, wp, 6todfoku polinom,

(Vk=1,..., M), azaz
P(Ty) = P°(Ty).

Ennek 21 egyiitthatoja van. Csomoépontoknak a haromszog csicsait és élfelezoit
valasztjuk, a csicsokban a polinomok meghatarozasahoz a fiiggvényértékeket, a
két els6 és a hdrom mésodik parciélis derivéltat (tehdt 6-6 adatot), az élfelez6kben
a normalis iranyu derivaltat hasznaljuk. Ez a 21 érték egyértelmiien meghatarozza
az O0todfokd polinomot.

3.15. abra. Argyris-elem.

A korébbiakhoz hasonléan lithaté, hogy az élek mentén, és igy az egész Q-on
is értelmes folytonos fiiggvényt kapunk: két szomszédos haromszog kozos élén a
csicsokban adott két fiiggvényértékbél és a (parcidlis derivéltak dltal meghataro-
zott) két-két éliranyi elsé és mésodik derivaltbdl kapott hat adat egyértelmiien
meghatarozza az élen vett egydimenziés 6todfoki polinomot. Most azonban az is
igazolhatd, hogy a teljes élek mentén a normalis irdnyu derivaltak is megegyeznek a
két szomszédos hdromszogre nézve, igy C'(Q)-beli fiiggvényt kapunk. (A definicié
ezt csak az élfelezOkben garantalja. Az &llitast itt nem bizonyitjuk, a szdamoldst
lasd [3]-ban.) Az Argyris-elem tehdt 2-dimenziés C'-elem, az altér pedig

Vi ={ueC'(Q): yn, € P°(Tx) Vk=1,...,M}.
Bazisat az elozoével analog modon hozhatjuk létre.

Az Argyris-elemet a 3.15. abra szemlélteti, rendje 5.

12. 2D eset, Hyg-elem (in. Bell-elem).
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3.13.

(iii)

A Bell-elem az Argyris-elem mddositdsa gy, hogy ujp, nem tetszdleges dtodfoki
polinom lehet, csak olyan, melynek az élekre vald lesziikitése harmadfoki polinom.
Igazolhatd, hogy ez harommal csokkenti a szabadsagi fokok szamat, igy csomo-
pontoknak elég a haromszog cstcsait valasztani az Argyris-elemnél vett 18 adattal,
valamint az is, ezzel nem vész el a C*(Q)-beliség, vagyis a Bell-elem is 2-dimenziés
Cl-elem (lasd szintén [5]-ban). A Bell-elemet a 3.16. dbra szemlélteti, rendje 4.

3.16. dbra. Bell-elem.

Téglalapon, ill. 3D-ben is értelmezhetok alkalmas Hermite-elemek, ezekrol szintén
[8]-ban olvashatunk.

Megjegyzés.

A felsorolt példakban a T} résztartomanyok azonos tipustak, vagyis egy adott tri-
angulci6é csupa haromszogbol/tetraéderbél vagy csupa négyszoghol/téglatestbol
all (rendre a 2D /3D esetben). Ilyenkor célszert a résztartomanyokat és a rajtuk ér-
telmezett megfelel6 polinomokat egyetlen tin. referenciaelem és az azon értelmezett
megfelel6 polinomok transzformaltjaként reprezentdlni. Ez affin (tehdt inhomogén
linedris) transzformécio, igy kezelése egyszerti. Erre a 3.4 (b) szakaszban mutatunk
konkrét példat.

A végeselem-modszer a fentieknél altalanosabb, gorbe hataru elemekkel is értelmez-
het6. Ennek legegyszertibb mddja, ha az elobb emlitett médon referenciaelemet
hasznalunk, és a transzformdciot vessziik affin helyett altalanosabban. Példaul,
referenciaharomszog masodfoku transzformécidival parabolaivekkel hatarolt elemek
nyerhetok, melyekkel a tartomany hatara sziikség esetén jobban kozelithetd, mint
torottvonallal (lasd pl. [27, 15.7.9. szakasz]).

A végeselem-mddszer masik altalanositdsa az in. nem konform vagy DG (,,disconti-
nuous Galerkin”) tipusti mddszer, amikor nem koveteljitk meg a folytonossagot az
egész tartomanyon. Ennek elméletéhez a bevezetobeli Galjorkin-moddszert is dlta-
ldnositani kell (lasd pl. [5]). &
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3.14. Megjegyzés. Konkrét példaként érdemes megemliteni az egyenletes (azaz négy-
zetracs egyiranyu atlds felezéseibdl kapott) haromszogracshoz tartozé Courant-elemek
merevségi matrixat a Poisson-egyenlet esetén Dirichlet-peremfeltétellel. Konnyen lathaté
(lasd 9.18. feladat), hogy n x m bels6 csomdpont esetén

B I
-1 B -1
-1 B -1
Ah: ] ' eanXnm
-1 B -1
-1 B
blokk-tridiagonalis matrix, ahol I az n x n-es identitasmatrix és
4 -1
-1 4 -1
-1 4
B = ‘ _ e R™"
-1 4 -1
-1 4

tridiagonalis matrix, melybdl m db szerepel. Ez a 2.2. szakasszal Gsszevetve azt jelenti,
hogy a fenti végeselemes Aj, = AFFM és az ugyanezen csomépontokhoz tartozé FDM-es
AFPM mgtrixokra

FEM __ 12 AFDM

3.3. Az FEM stabilitasa

A végeselem-médszerrel konstrudlt u, kozelité megoldasra a V), altértél fiiggetlen (un.
racsfiiggetlen) stabilitasi becslés igazolhatd. A récsfiiggetlenség abbdl adédik, hogy a
pontos gyenge megoldasra felirt stabilitdsi becslés egy az egyben atviheto a kozelitd
megoldasra. Itt rogton csak az utébbival foglalkozunk, elészor az absztrakt Galjorkin-
modszer esetén.

3.15. Tétel. Legyen H walos Hilbert-tér, a : H x H — R korldtos, koerciv bilinedris
forma m alsé hatdrral (azaz (3.2) teljesiil), valamint legyen € : H — R korldtos linedris
funkcional. Legyen V, C H adott véges dimenzids altér, és up, € Vi a (3.4) feladat
megoldasa:

a(up,vy) = Loy, (Yo, € V). (3.22)

Ekkor ]
< —e]. 3.23
Junll < — el (323)
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Bizonyitds. Helyettesitsiik a vy, := uy, elemet (3.22)-be:
a(up, up) = luy,.

A koercivitas miatt
mlup|* < (1] [[unll
Ebbdl rogton kovetkezik a kivant becslés. O
A stabilitds szokasos kovetkezménye (a 2.19. allitdshoz hasonléan), hogy a jobboldal

hibdja korldtos mértékben 6roklodik a megoldds hibdjara: ha a (3.22) feladat ¢; és £y
jobboldalakhoz tartozé megolddsa rendre ul és uf, akkor

1
h ki < =110, — 6.
|y u2||_m||1 |

Alkalmazzuk a kapott becslést elészor a (3.11) Dirichlet-feladatra! Legyen tehat

{— div(p Vu) = f,

ujpn = 0,

ahol 0 C RY korldtos tartomany, p € L°°(Q) és alkalmas m > 0 esetén p(z) > m > 0
(m-m. Vz € Q), valamint f € L*(Q). Ttt a(u,v) és fv az (1.14) gyenge alak bal és jobb
oldala, azaz

a(u,v) = /Qp Vu- Vo, v = /va (u,v € Hy(Q)).

Ekkor a bilinearis forma H}(€2)-on vett alsé hatdranak becslésére a p alsé hatdrdra meg-
adott m veheté (ldsd (1.20)), igy csak ||¢]|-et kell becsiilniink. Emlékeztetiink az 1.2.
szakaszban bevezetett fliggvénynorma-jelolésekre. Itt a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenség
és az (1.8) Poincaré-Friedrichs-egyenlStlenség révén

o] < || fllollvllo < Callfllolvly (Vv € Hy(R)), (3.24)
igy
, Ca
1] < Callfllo és  |un|i < Ellfllo (3.25)

A Cq konstans éles értéke ﬁ, ahol A\; > 0 a Laplace-operator legkisebb sajatértéke
az ) tartomanyon homogén Dirichlet-peremfeltétellel (1dsd 9.15. feladat), Aj-re pedig

érvényes a
2
nm
N> —
"= diam(Q)?
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becslés, ahol n a tér dimenzidja és diam(Q2) a tartomédny atmérdje (lasd 9.16. feladat).
Ezekbol diam(©)
iam
< T
uni < m/i 1/ 1lo
amely konnyen kiszamithato és récsfiiggetlen stabilitasi becslés.
Vegyes peremfeltételii feladat esetén a (3.24) becslés értelemszertien médosul. Ekkor
az ¢ funkciondl az (1.22) gyenge alak jobboldala:

v ::/fv+/ yo o (Vv e Hp(Q),
Q I'n

melyre a (3.24) becslést az (1.12) bedgyazds révén egészitjiik ki (az L:-normdkban az
alaphalmaz feltiintetésével):

(o] < | flloellvlloe+ [vlloryllvllory < (Callflloo+ Cryllvllory) [vh (Vv € Hp(9)),
igy
12l < (Call flloo + Cryllvllory) 1 ]o-

(A Cr, konstansra nincs a Cg-hoz hasonldéan egyszerii fenti altalanos becslés, egyes
sokszogl tartomanyokra a [21] kényvben talalhatok ilyen becslések.)

3.4. Az FEM konvergencijja

3.4.1. Bevezetés: konvergencia és interpolacio

Mint lattuk, a Galjorkin-mddszer konvergenciavizsgalatanak alapja a 3.7. Céa-lemma.
Tekintsiik el6szor a (3.11) Dirichlet-feladatot, és a 3.2. szakaszban ismertetett véges-
elemes megoldést. Itt a gyenge megolddst a H} () térben kaptuk, ezért a Céa-lemmat
az |uly = ([, |Vu|2)1/2 Hj-normdban haszndljuk. A 3.8. megjegyzés alapjdn infimum
helyett rogton minimumot frunk, igy

* : *
|u* —uply < — min |u* — vy,
m vpEVh
ahol m = essinfp és M = esssupp = |[|p||r~. A konvergencidhoz tehat az alterekre

vonatkozéan Hj-normabeli approximéciés tulajdonsig kell:
Yue H dist(u, V) = mi‘r/l |u —vply — 0 (ha h —0).
vREVH

A gyakorlatban &ltaldban ennél tobb, éspedig a dist(u,V),) — 0 konvergencia rendje
lesz a kérdés. Vegyes peremfeltétel esetén a Céa-lemmat a fentivel azonos formaban

kapjuk, mivel |u; :== ([, |Vu\2)1/2 a Hp(Q) téren is norma. Mivel ez az dltaldnosabb
feladatosztaly, igy a tovabbiakban erre hivatkozunk:
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3.16. Kovetkezmény. A (3.11) feladat u;, €V}, végeselemes megolddsdra
|u* — uply < — min |u* — vy (3.26)
U U min |u v .
pit S s hl1

ahol M és m a (3.18) bilinedris forma hatdras.
(A hatdrok értékére nézve lasd a 9.14. feladatot).

Hogyan becsiilhet6 feliilrél a min,, ey, |u* — vp|1 érték, ha sem u*-t, sem az optimalis
vy, fiiggvényt nem ismerjiik?

A becslés alapgondolata az, hogy becsiiljiik feliilrél ezt a minimumot az optimalis vy,
helyett vett masik alkalmas fiiggvénnyel. Erre célszerti vélasztas u* megfelel6 interpola-

ciéja a Vj, altérben. Jelolje
Hhu* eV,

ezt az interpoléaciét; ekkor
M .
|u* — uh|1 S E |u* — Hhu |1 . (327)

fgy tehat a jobb oldalon all6 interpolacios hibat kell megbecsiilniink.

A becsléseket tetszdleges u € H} () fiiggvényre végezziik el. Itt a peremfeltételt sem
hasznaljuk, azaz u tetszleges H'(2)-beli is lehet; a peremfeltétel abban szamit, hogy a
becsléseknél megmaradunk |u|;-nél, és ez a végeredményben vizsgdlt u € H},(Q) esetben
normat ad. Azaz, a tovabbiakban a feladat:

lu — Mpul, <7 (u € HH(Q)). (3.28)
Ebben a szakaszban a lineéris (azaz elsérendii) interpolaciét vizsgaljuk meg, a maga-

sabbrendi esettel utdna foglalkozunk. A szamolasokat kétdimenzids esetre végezziik el.

3.4.2. Az FEM els6rendii konvergenciabecslése Courant-elemekre

Részletesen a Courant-elemek, azaz haromszogeken linearis polinomokkal értelmezett
végeselemek esetén vizsgaljuk a konvergenciat, amelyre ekkor elsérendli becslést fogunk
kapni.

Els6rendii interpolaciés becslés. Az |u — T u|; normét elemenként vizsgéljuk: mivel
lu — Thul? =|u — Hhuﬁ{l(m = /Q |V (u — yu)?

M M (3.29)
=3 V=) = Ju—Tul3,,
k=1 Tk k=1
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igy a
| — Tyl gz,
normakra kapott becslésekbdl Gsszerakhato a teljes tartomanyra valé becslés.
Elézetes: az 1D eset. A becslések attekintését segiti az 1D analdgia vizsgalata. Te-
kintsiik az I = [0, 1] intervallumot, és ennek ekvidisztans felosztasat. A részintervallumok

vizsgdlatat elég az elson, az Ij, := [0, h] intervallumon elvégezni, ahol h > 0 allandé6. Ezen
egy u € H'(I}) fiiggvény linedris interpoléltja:

(Iw)(z) = w(0) + M x.

3.17. Allitas. Legyen u € H?(I,). Ekkor
|U — Hhu|H1(1h) S h ||u”||L2(1h).

Bizonyitas. Itt

h h

o (2) — (Tyu) (z) = % /0 " () — / / §) ds dt.

Ebbol a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenség és konstansintegralds tobbszori alkalmazaséval

(M) () = L) — w0 _ L / ()it

igy

9 1 h T 2 h 1 h T 2
W/ (z) — () ()] < —2/ / u”’(s)ds| dt - / 12dt = / / u”’(s)ds| dt
h ¢ hJy 1),
< h/ / " (s) st/ 12 ds dt < - / / " (5)[2ds - / 12ds) dt
= [ [ wsrasar - / ooy dt = A e e,
0 Jo 0
és
lu — Hhuﬁql / |u — (Ihu)'( ‘ dr < h?- HU///HL2 (1)’
ami a kivant becslés négyzete. O]

3.18. Megjegyzés. A kapott eredmény analég a Taylor-sor hibajanak nagysagrend-
jével, ami nem meglepo, hiszen u és a linearis kozelités kiilonbsége a 2. derivalttal allt
els. A fenti szdmolds ugyanigy folytathaté magasabbrendii esetre: ha u € H*"'(I,),
azaz m-m. létezik u**V) és L2(1I;,)-beli, valamint II,u k-adfokd interpolans, akkor a fenti
integralas k-szor folytathaté és becslése mindig egy djabb h-s nagysagrendet produkal,
amibdl alkalmas ¢ > 0 konstans mellett

|u — Hhu‘Hl([h) S Chk |’u(k+l)HL2([h) = Chk‘u’HkH(]h). <>
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A 2-dimenzids eset hdromszig-elemekkel. Tekintsiik el6szor az Ej, specidlis elemet
(h-egységharomszog-elemet), lasd 3.17. dbra.

A

(0,).

(h,0)
3.17. édbra. Az E), specidlis hdromszog-elem.

Ekkor a 3.17. éllitashoz hasonléan igaz, hogy ha u € H?*(E}), akkor van olyan ¢ > 0,
hogy
lu — pulmi (s, < ch||D?ullr2m,)., (3.30)

ahol D?u az u Hesse-matrixa, és
1Dl = [ (Ol +10uuf +10uP)
Ey,

(A hosszabb szdmolés a [7] konyvben taldlhatd.)

A tovabbiakban attériink az E := F; haromszogre. Ez a referenciahdromszog, mely-
nek affin transzforméciéjaval barmely hdromszog elééllithaté (ezt a merevségi matrix
osszedllitasandl is ki szokds haszndlni). A referenciahdromszogon hasznaljuk fel a fenti
becslést a h = 1 esetre:

3.19. Kévetkezmény. Ha u € H?*(E), akkor van olyan ¢ > 0, hogy
|U — Hhu|H1(E) S C ||D2U,||L2(E)

Errél fogjuk atvinni a becslést altalanos haromszogre.

Legyen T}, tetszoleges haromszog egy adott triangulacioban, és csucsait jeloljik P,
P, Ps-mal. Jelolje Ly, : E — T}, az affin transzformaciot, lasd 3.18. abra.
Legyen

P = (l'l,yl), P, = ($2,y2), Py = (953,?/3)-

I (5) _ (331 + (x2 — x1)€ + (23 — xl)n) |

n y1+ (Y2 —y1)§ + (ys — y1)n

Ekkor
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(Oall;"""

N,

0.0) (1.0)

3.18. abra. A referenciaelem leképezése.

o (&) _ (r2—m xz—a1) . (u2 ug
Je = Ly = =: .
n Yo—Y1 Ys— Vo U3

A tovabbi szamolasokhoz felhasznaljuk az aldbbi elemi tulajdonsagokat:

(i) Az a,b € R? vektorok &ltal kifeszitett haromszog teriilete: 1 det (Zl 22). Ebbél
1 02
—
det(Jy,) = det(J}) = det Bls) 2|Ty|,
PPy

ahol |T}| jeloli T}, teriiletét.

(ii) Az inverz matrix képletébol

1 v —u 1 ~
L—l I L/ -1 — 3 3 — J
(L) = (L) det(J},) (—v2 Uy det(J,) "

ahol jk jeloli a fenti szamlalébeli matrixot.

(iii) Barmely n x n-es A mdtrixnak az euklideszi vektorhossz dltal indukalt operdtor-

normajara

1A < [Alle,  abol  [JAIIR = )
ij=1

az A matrix Frobenius-norméja.

3.20. Allitas. Legyen v € H'(T}) és ©:=wvo L, € H'(E). Ekkor
2h2 ~
| ver < 2 [ v
Ty ‘Tk‘ E

ahol hy, = diam(Ty) a Ty hdromszig dtmérdje és |Ty| a Ty, teriilete.
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Bizonyitds. Derivalva a v :=wv o L,;l egyenloséget

SO _ 1 .~
Vo= (Vvo Lkl) . (Lkl)’ = FETOA) (Vvo Lkl) - Jps
igy
2
L .
. |Vul* = det / (Voo Jk|

Az integraltranszformécio képlete szerint

/ 2 —/ (2 0 L) det(L},) = det(Jk)/(zoLk) (Vz € LN(T},).

E

Ezt alkalmazva z := }(V’ﬁo L,;l) . jkf esetén, és mivel jk ol = jk (hiszen ez konstans
matrix),
1

IV Tl < (VB2 | Tll> < VO | T3 < 4]VE2 B2,

\Vvl2

Itt
mivel .J, mind a 4 eleme legfeljebb hy. Mésrészt det(J;) = 2|T}|. Ezekbol

4h? -
Vol < / VP,
T 2Ty JE

vagyis az allitast belattuk. O]

3.21. Megjegyzés. Hasonld szamolassal igazolhatok az alabbi becslések:

(i) az allitdsbeli becslés ugyantigy érvényes visszafelé is, azaz

2h2
/ vt < g [ v

(A két becslés szimmetrikus viszonyarol lasd a 3.27. megjegyzést.)

(ii) A mésodik derivaltméatrix négyzetintegraljdnak becslésében hy kettével nagyobb
rendben szerepel:

/|D2 |2<c|T| D2, (3.31)
&

ahol ¢ > 0 fiiggetlen Tp-t6l. (A megfelel6 norméakra ez a gyokvonds nyomén hy eggyel
nagyobb rendjét jelenti.)
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Ezek alapjan mér kozel jarunk (3.30) megfelelgjéhez Ti-ra. Mig az eddigi becslések-
nek rogzitett rdcs (triangulacid) esetén is volt tartalma, a tovabbiakban triangulacidk
csaladjai esetén vizsgaljuk az interpolacio rendjét.

3.22. Definicié. Triangulacidk csaladjinak nevezziik triangulaciok olyan F halmazat,
melyre minden hg > 0 esetén létezik T, € F, hogy 7T, finomsaga kisebb hg-nal. &

3.23. Allitas. Legyen F hdromszogi trianguldciok eqy csalddja, melyre

h2
ﬁ (Tx € T, Tn € F) korldtos.

Ha Ty, adott hdromszég és v € H*(Ty), akkor
|u — Hhu|H1(Tk) S 5hk ||D2u||L2(Tk), (332)
ahol ¢ > 0 T-tol fiiggetlen.

Bizonyitdas. Alkalmazzuk a 3.20. allitast a v := u — Il,u fiiggvényre, majd a 3.19. kovet-
kezményt u helyett u-ra, végiil a 3.31 becslést v := u esetre:

2h3
|u—Hhu|H1 (T}) IV (u — Hyu)* < / |V (u — TLu)|?
Ty, ‘Tk‘

o ~ W,
— L5 < t.-— | D*u
’T | |U hu|H1(E) > cons ’Tk| || ||L2
2
< t.- ¢ D*u = t-h—i h2 || D?ul|? < t.- hi || D?*ul)?
< const. T |2 | HL2 (T)) const. T il uHB(T,Q < const. - hy || uHLZ(Tk)7
ahol a konstans Tj-tol fiiggetlen. O

Meg kell még vizsgalnunk, mikor teljesul i korlatossaga
3.24. Allitas. Tetszoleges haromszdgben
L h*sinf < A < L h?sin 0
4 - T2 ’
ahol A a hdromszig teriilete, h a hdromszdg leghosszabb oldala és 0 a legkisebb szdge.
Bizonyitdas. A legkisebb 6 szoget a két leghosszabb oldal zarja be, a leghosszabb h, a

masodik leghosszabbat jelolje b. Ekkor h > b > % A h-ra meréleges magassag m = bsin 6,
igy A = %hb sin §. Ebbe beirjuk b elobbi kétoldali becslését. m

69



3.25. Kovetkezmény. Legyen F hdromszégi triangulaciok egy csalddja és ebben Tj,
adott haromszog. Ekkor

2 h? 4 h?

, < R . azaz — = O(
S Qk |Tk| Sin Qk ‘Tk|

1

sin Hk

):

ahol 0y, a Ty, legkisebb szoge.
2

Specidlisan s (Tx € T, Tn € F) pontosan akkor feliilrél korldtos, ha sin 0y pozitiv

» T
korlat folott mamﬁ, azaz ha Oy pozitiv korldt folott marad.

3.26. Definicié. Haromszogi triangulaciok egy F csaladja requldris, ha teljesiti az un.
minimumszog-feltételt:

3(90>02 szeg (VTkGE,’ELEJT")
Roviden gyakran gy mondjuk, hogy ,a triangulacié regularis”. &

3.27. Megjegyzés. A konvergenciabecslés folytatdsa el6tt kitéroként érdemes a regu-
laris triangulacié fogalma alapjan értelmezni a 3.21. megjegyzés eredményeit. E meg-
jegyzés (i) pontja a 3.20. éllitdssal egyiitt ekkor azt mutatja, hogy [, [VU|* és ka |Vol|?
azonos nagysagrendiiek. Ez szemléletesen azért van igy, mert utobbiban az alapteriilet
nagysagrendileg h2-szerese, az integrandus viszont h,;Z—szerese az elébbiben szereplonek.
Reguléris triangulaciéoban tehat

0l = O(|vlmmy)  (ve H'(Tk). (3.33)
A megjegyzés (ii) pontjanak megfelelGen
Ola2m) = b O([vlmzmy) (v e HY(Th)),
és hasonléan adddik barmely r € N esetén, hogy

H"'+1(Tk)) (U e H™! (Tk>> (334)

|5|H7"+1(E) = hz : O( |U

A magasabbrendii becslések hatterében az all, hogy a v := voLj egyenloség derivalasaikor
mindig eggyel tobb Ay rendii tényezdvel jelennek meg a szorzatok: el6szor a 3.20. allitds
bizonyitasdhoz hasonléan Vv = (Vv o Ly) - Ji, azaz (n;;-vel jelolve Lj elemeit)

2

0u(Vo) = (OwoL)me  ((=1,2),

=1

majd
2

Om0e(VV) = Y (0;00 0 L) mig njm~ (£,m = 1,2),

ij=1
és hasonléan r > 2 esetén. Mivel J;, elemei hy nagységrendiiek, azaz n;; = O(hg) (4,) =
1,2), igy r novelésével a nagysdgrendben h kitevdje is mindig eggyel né. &
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A 3.26. definicioval a 3.23. allitasbol és a 3.25. kovetkezménybol adédik tehat, hogy
ha a trianguldcié reguléris és u € H?(T},), akkor teljesiil a kivant (3.32) becslés a Ty
haromszogon. Utolséd 1épésként Osszegezziik a haromszogeken kapott becsléseket, ebbol
adédik:

3.28. Allitds. Hau e H?(Q) és a hdromszdgii trianguldcid reguldris, akkor
lu — puly < crh|ulg,
ahol c; > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Bizonyitds. A szakasz kiindulasi egyenléségébdl
M
lu — Tpul3 = |u — Hhuﬁql(m = Z lu — Hhuﬁp(Tk).
k=1

Itt minden haromszogon wyp, € H?*(Ty), igy teljesiil (3.32). Ebbél és a h, < h :=
max diam(T}) egyenlétlenséghol

M M
lu—Tyulf < & th I1D%ul|72 g,y < &h° Z I D*ull72 7,
k=1 =1
= @h? || D?ul[f2q) = Eh* |ul3,

ami a kivant becslés négyzete. O]

Els6rendii konvergenciabecslés. A 3.28. allitasbol mar rogton adodik a konvergencia-
tétel:

3.29. Tétel. Ha a (5.17) feladat megolddsdira u* € H?*(Q), és a Courant-elemekben
haszndlt hdromszogi trianguldcio reqularis, akkor

|u* — uply < ch|u®|s,
ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Bizonyitds. A 3.28. &llitas és (3.27) révén

M
|u* — uply < o lu* — Tpu*|y < ch|u®ls,
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3.30. Megjegyzés. Specidlisan, az 1.5. tétel feltételei mellett fenndll u* € H?(Q), {gy
tehat ha az Q tartomany C?-diffeomorf egy konvex tartoménnyal és p € Lip(€2), akkor
a (3.11) Dirichlet-feladat regularis triangulacidju végeselemes megoldasara teljesiil, hogy
|u* — uply < chluls. &

Egy modellfeladat végeselemes megoldasat Poisson-egyenlet és homogén Dirichlet-perem-
feltétel esetén a 8.2.5. és a 8.2.6. animdciok mutatjak be. A kozelitdo megoldasok grafi-
konjat, ill. feliilnézetét (fliggvényértékek szerinti szinezését) is szemléltetjiik. Erdemes
egybevetni az eredményt a 8.2.4. animécioban lathato véges differencias megoldassal.

3.31. Megjegyzés. Hasonlo tétel érvényes mas elemek esetén a triangulacio regularita-
sanak értelemszerti atfogalmazasaval:

o téglalap-elemek esetén a regularitason azt értjiik, hogy

h+
h—’j (Tx € Tny, Tn € F) korlétos,
k
, e I N S =
ahol h; és h; a hosszabb ill. révidebb oldalt jeloli Ty-ban. Mivel =k = ‘TL,
k ke k|

teljesiil a 3.23. allitas megfeleloje. Atfogalmazva, van olyan # > 0, hogy % >0
(VT € Tn, Tn € F), ezért az ilyeneket ,nem-keskeny” téglalapoknak hivjuk.

e 3D-ben tetraéderek esetén a 3.26. definicié analdgidjara az él- és lapszogeknek is
pozitiv alsé korlatja kell legyen a regularitashoz.

e 3D-ben téglatestek esetén az egyes elemeken a leghosszabb és az egyéb oldalak
hanyadosai legyenek korlatosak. &

3.4.3. Konvergencia regularitas nélkiil

Az el6bbi becslésben feltettiik, hogy u € H?(Q). Megmutatjuk, hogy enélkiil is igaz a
konvergencia a H},(2) téren, de ekkor nem kapunk nagységrendet a konvergenciéra.

3.32. Tétel. Legyenu* € HL(Q) a (3.17) feladat megolddsa. Ha a trianguldciok csalddja
requldris és hdromszdg/tetraéder vagy téglalap/téglatest elemekbdl dll, akkor

lu* —uply =0 (ha h —0).

Bizonyitds. Mivel H?(Q) N Hp(Q) stirlt Hj(Q)-ben, {gy barmely € > 0 esetén van olyan
w e H*(Q) N HL(Q), melyre [u —wl; < 5. A 3.28. allitds (ill. nem héromszogl triangu-
lacidk esetén a 3.31. megjegyzés) szerint

|w — Mwly < ch|wly,
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ahol ¢; > 0 fiiggetlen a triangulaciotol. Ekkor

€
lu — Tpw|; < |u—w|; + |w—Tw|; < 5 + ch|wl|y < e,

ha h < hy := m, azaz dist(u*, V) < e. gy minden £ > 0 esetén taldltunk olyan

ho > 0 szamot, hogy barmely h < hg esetén dist(u*,V}) < €, vagyis
dist(u*, V) — 0 (ha h —0).

Ebbdl a 3.16. kdvetkezmény szerint kovetkezik a kivant konvergencia. O

3.5. Magasabbrendii interpolacio és konvergencia, Bram-
ble—Hilbert-lemma

3.5.1. Interpolaciés becslések H'!'-normaban

Ennek a pontnak a {6 eredménye a 3.18. megjegyzésben felirt egydimenzios interpolacios
tulajdonsag magasabbrendii megfeleldje. Ezt elészor a 3.4 (b) szakaszban bevezetett Ej,
h-egységharomszog-elemen (3.17. dbra) igazoljuk:

3.33. Tétel. Ha u € H*(E)) és Myu k-adfoki interpoldns, akkor alkalmas ¢ > 0
konstans mellett
u — Tpulm(s,) < ch® |ul s,

A tételt tobb részben igazoljuk, ui. alapja egy altalanos, mas esetekben is hasznos
becslés, az un. Bramble-Hilbert-lemma, valamint ennek véltozata. Legyen mindvégig
Q C RY korldtos, szakaszonként sima peremii tartomény, és jelolje P* a legfeljebb k-
adfoki n-véltozos polinomok halmazat.

3.34. Allitas. (,,Bramble—Hilbert-lemma”) Legyen ¢ : H**1(Q) — R korldtos line-
dris funkciondl, melyre ¢pp = 0 (Vp € P*). Ekkor van olyan ¢ > 0 konstans, hogy

|pu| < clulgrii(q) (Vu € H"1(Q)). (3.35)

Bizonyitds. Legyen u € H**1(Q) adott fiiggvény. Konnyen lathaté, hogy egyértelmiien
létezik olyan p € P* n-véltozés polinom, melyre

/Q 8°p = /Q u  (Ya| < k), (3.36)

ahol « a lehetséges multiindexeket és || ezek rendjét jeloli. (A p polinom egyiitthatéit
az ezek szamaval, |a|-val megegyez6 szamu egyenl6ségbdl rekurzivan kifejezhetjiik. )
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Alkalmazzuk a (k 4 1)-edrendd Poincaré-Neumann-egyenl6tlenséget (1dsd (1.10)) az
u — p fiiggvényre: ekkor (3.36) miatt

2
fu=plis < Conn(lu=plia+ X | [ 0w=0]) = Cunrlu—p I

la|<k

Mivel ¢ : H**1(Q2) — R korlatos linedris funkciondl, igy |¢v| < M||v||ryp1 (Vv € H*L(Q))
alkalmas M > 0 mellett. Ezt, a ¢p = 0 feltételt és a fenti becslést felhasznalva

(¢ul = é(u—p)| < Mlju—plli < MCE|u—pliss = ¢lu—p .
Itt a p k-adfokd polinom (k + 1)-edrendii derivéltjai nulldk, igy
w-ploi= 3 [@u-owr= 3 [ =,
o =k+1 7 & o =k+1 7 <

ezekbol

|pu| < cfulpia,
ahol ¢ > 0 nem fiigg u-tol. O
3.35. Megjegyzés. A Bramble-Hilbert-lemma bizonyos értelemben a Taylor-maradék-
tagos becslés helyét veszi at. Ha p a lemmabeli k-adfokd polinom és r := u — p jeldli
a maradéktagot, akkor az u fliggvényt v = p + r alakban irtuk fel. Ha e felbontas-
ra alkalmazzuk ¢-t, akkor a bal oldal ¢u, a jobb oldal pedig a ¢p tag eltiinése és ¢

korlatossaga miatt az r maradéktag nagysagrendjével ardnyos, amely a lemma szerint
[u|py1 = ||DFul| 2 nagysagrendii. %

3.36. Allitas. (»Bilinedris Bramble—Hilbert-lemma”) Legyen
U HAY Q) x HAYYHQ) - R

korldtos bilinedris forma, melyre W(r,s) = 0, ha r € P* vagy s € P*. Ekkor van olyan
¢ > 0 konstans, hogy

W (u,v)| < clulgrerio)|v|mr@ (Yu,v € H*(Q)). (3.37)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Bramble-Hilbert-lemmét az elsd, majd a mésodik valto-
zéban. O]
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A 3.33. tétel bizonyitdsa. Legyen elészor E a 3.4 (b) szakaszban bevezetett referencia-
haromszog (h = 1 eset), és

(u,v) = (u—Hpu, v— 1) g1 (g (u,v € H*(E)).

Ekkor ¥ : H*(E) x H*'(E) — R korldtos bilinedris forma, és ha p € P, akkor
p = Ip, igy ¥(p,v) = V(v,p) = 0, igy alkalmazhaté a bilinedris Bramble—Hilbert-
lemma. A (3.37) becslésbél u = v esetén

= Tul B gy = W (u, u) < ¢ lulf g,

azaz
lu — Ilpu| g py < const. - [ulgrr(py.

Alkalmazzuk a két oldalra a (3.33) és a (3.34) egyenlGségeket a regularis elem szerepében
Ej-ral Ekkor az ottani hy méretbol most csak h lesz, a kitevé az ottani r helyett a most
k-val jelolt érték. Igy a jobb oldal h¥-os szorzét kap, azaz van olyan ¢ > 0 konstans, hogy

]u—Hhu|H1(Eh) < Chk|u|Hk+1(Eh). 0

Most mar attérhetiink az egyetlen Ej, hdromszogrol altalanos triangulaciok regulé-
ris csaladjaira. A kapott eredmény értelemszeriien atvihetd a trianguldciok tetszoleges
résztartomanyaira, majd ebbdl az egész tartomanyra, igy megkapjuk a 3.28. allitas meg-
felelojét:

3.37. Allitas. Hau € H*(Q), a hdromszégii trianguldcio requldris és T,u elemenként
k-adfoki interpoldns, akkor

lu — Tyl < cph® Julpi,
ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol és |ulpyr = |u|gri(q).

Bizonyitdas. A trianguldcidk résztartomanyaira megismételhetjiik a 3.33. tétel fenti bizo-
nyitasat, az utolsé lépésben az E-rél vald attéréskor felhasznalt a (3.33) és (3.34) egyen-
16ségek reguléris triangulaciok résztartomanyaira is vonatkoztak. Végiil a résztartoma-
nyokrol az egész (d-ra a 3.28. allitas bizonyitasaval azonos modon, egyszerii 6sszegzéssel
és az elematmérok rendjének h-val torténo becslésével jutunk el. O

3.38. Megjegyzés. A Il,u interpolansok k-adfoki volta a (3.19) jeloléssel azt a feltételt
jelenti, hogy P(T) > P*(T) (VT € T, VT, € F). &

3.39. Megjegyzés. A 3.31. megjegyzés mintdjara a fentihez hasonlé tétel érvényes mas
elemek esetén is megfelel6 regularis triangulacié esetén. &
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3.5.2. Az FEM magasabbrendii konvergenciaja

A 3.37. allitas és a Céa-lemmabol szarmaztatott (3.27) becslés révén kozvetleniil adédik
a 3.29. tétel altalanositasa:

3.40. Tétel. Legyen k € NT, és
(i) a (3.17) feladat megolddsdra u* € H*1(Q);
(i) az FEM-ben haszndlt haromszogi trianguldcid reguldris;
(iii) a polinomokra érvényes P(T) D> P¥(T) (T € Ty, VT, € F).

Ekkor
u* — uply < e B U,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Osszefoglalva, k-adrendfi (azaz a k-adfokd polinomokat tartalmazé) elemekre elég
sima megoldds esetén a konvergencia rendje is k, azaz |u* — up|; < O(Rh*). A 3.2 (b)
szakaszban ismertetett elemek esetén érvényes rendeket az aldbbi tablazat irja le:

Elem | rend (elem és konv.) | feltétele u*-ra
T3 1 H?
R4 1 H?
Te 2 H?
Rs 2 H?

Hl() 3 H*
Bell 4 H®
Argyris 5 H*
iy 1 R
R3 1 H?
T3, 2 g

3.5.3. Interpolaciés becslések magasabbrendi{i H’-normakban

A Bramble-Hilbert-lemmébdl az (a) ponthoz hasonlé médon levezethetdk a 3.37. allitas-
hoz hasonléan az interpolaciok rendjei akkor is, ha az u — II,u eltérést nem H'-, hanem
altalanosabban H*norméban (1 < ¢ < k) mérjiik. Az |u—1II,u|, norma értelmes voltdhoz
sziikséges, hogy II,u € H*(Q) legyen (u-ra ezt eleve tudjuk); mivel a T' haromszogeken
II,u a P(T) polinomhalmaz tagja, igy ez a P(T) C H*(2) tartalmazast jelenti az eredeti
P(T) > P*(T) mellett.
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3.41. Allitas. Legyenek k, 0 € NT és 1 < ¥ < k. Tegyiik fel, hogy
(i) u € H*1(Q);
(ii) az FEM-ben haszndlt hdromszogi trianguldcid requldris;
(iii) a polinomokra érvényes P*(T) C P(T) C HYQ) (VT € T, VTi € F).
Ekkor
lu—yule < e u g,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Bizonyitds. Eloszor kovethetjiik a 3.33. tétel bizonyitasat: az E referenciaharomszogon
a
U(u,v) := (u—pu, v—T1L0) e (u,v € H*(E))

bilinedris forméra alkalmazzuk a bilinedris Bramble—Hilbert-lemmaét, amibol szintén v =
v esetén
|u — Hhu|H£(E) < const. - |U|Hk+1(E)~

A két oldalra most a (3.34) egyenldségeket r := £ —1 és r := k mellett alkalmazzuk egy T
reguldris elemen. Ekkor a bal oldal hf~!-es, a jobb oldal h*-os szorzét kap, igy h~!-gyel
egyszerisitve megkapjuk a kivant rendd becslést minden T € T, elemre. Végiil ezeket
a 3.37. allitashoz hasonléan Osszegezziik. [

A H'-norméakban valé interpoldciés becslésekbél a konvergencidra nem kapunk tj
informéaciét, mert a (3.27) alapegyenlStlenséget csak H'-normaban tudjuk. Késébb, a 3.7.
szakaszban fogjuk hasznalni a H2-norméban érvényes interpolaciés becslést.

3.6. Tovabbi tudnivalék a konvergenciarol

3.6.1. Az FEM és FDM konvergenciajanak 6sszehasonlitasa

Hasonlitsuk 6ssze a véges differencidk modszerénél az 5-pontos sémaval kapott konvergen-
ciat (kiilonbozé simasagi megolddsok esetén) a végeselem-mddszer megfelel6 eredményei-
vell Az FDM-nél C*(Q)-beli megoldas esetét értelemszerti az FEM-nél H*(2)-beli gyenge
megoldéssal 6sszemérni.

FDM FEM
feltétel u*-ra | konv. || feltétel u*-ra | konv.
Ct nincs H! — 0
C? — 0 H? O(h)
c? O(h) H3 O(h?)
c* O(h?) H* O(h?)
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Lathaté, hogy adott kK = 1,...,4 rendli simasag esetén az FEM-nél elég kevesebbet
(C* helyett H*-regularitdst) megkovetelni, és igy is eggyel nagyobb a konvergencia rendje.

Az viszont az FDM mellett szol, hogy az O(h?) becslést is a legegyszertibb sém4-
ja nyujtja, mig az FEM-nél a legegyszeriibb Courant-elemekre csak O(h)-t kapunk, a
tdblazatban all6 O(h?) és O(h?) csak magasabbrendii polinomok haszndlatéval érhetd el.
Felmeriil tehat a kérdés, lehetséges-e O(h?) konvergenciat produkédlni Courant-elemekkel.

Mivel a Courant-elemek O(h) konvergenciabecslése H'-normdban értendd, célszerii
az eggyel kisebb rendfi, azaz L*-normét vizsgalni. Ezzel valéban O(h?) konvergenciit
érhetiink el, ezt a kévetkezo szakaszban mutatjuk meg.

3.6.2. Nitsche-triikk, L?-konvergenciabecslés

Az L2-konvergenciabecslésnél az tin. adjungalt feladat segitségével lehet megmutatni,
hogy egy rendet nyerhetiink a H'-konvergencidhoz képest. Ezt hividk Nitsche-triikknek
(vagy Aubin-Nitsche-triikknek).

Ez roviden leirhaté a megszokott absztakt formalizmus hasznédlatdaval. A jobboldali £
funkcional helyett azonban a megfelel6 fiiggvényeket kell feltiintetniink.
Tekintsiink egy
Lu=f

elliptikus feladatot adott f € L?(Q) mellett, és legyen ennek gyenge megolddsa u* € H,
azaz

a(u*,v) = (f,v)o (Vv € H),

ahol (.,.)o az L*-skaldrszorzatot jeloli, és H C H'()) a feladathoz tartozé Szoboljev-tér
(HL(Q), HL(Q) vagy H'()). Az a bilinedris forma teljesiti a szokésos korldtossdgot és
koercivitést, azaz igaz (3.1)—(3.2). Legyen V}, C H végeselemes altér, és ebben uj, € Vj, a
végeselemes megoldas.

Tekintsiik az
Lz=u" —uy,

un. adjungélt feladatot. (Ennek jobboldaldt természetesen nem ismerjiik, a feladat csak
a becslés elméleti céljat szolgalja.)

3.42. Tétel. Tegyiik fel, hogy
(i) u* € H*(Q)
(ii) 2* € H*(Q), és Fcy > 0:  [2%]2 < epflu* — upllo-

Ekkor

lu* = unllo < ch® [u”l,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.
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Bizonyitds. Az adjungalt feladat gyenge megoldédsara
a(z*,v) = (u* —up,v)o (Vv € H).

Legyen v := u* — uy, és hasznéljuk fel az a(u* — up, z;,) = 0 Galjorkin-ortogonalitast (3.5.
allitas), akkor

lu* —upl|2 = a2, u* —up) = a(z* — zp, u* —up) < M|2* — 2|1 |u™ — ups.

Mivel u*, z* € H?(Q), mindkettére érvényes az elsérendii konvergencia, vagyis a 3.29.
tétel. Ezt és a (ii) feltételt hasznalva

M|z — zp||u* — up|y < M PR |2 |au* |y < M Perh? ||u* — up|o|u®|o.
Ezekb6l a ¢ := M c?c; jeloléssel
[u* = unllg < ch® [Ju” —unllofu’,
amibdl kovetkezik a kivant becslés. [

3.43. Megjegyzés. Az (i)-(ii) feltételek teljesiilnek pl. Dirichlet-feladat esetén akkor,
ha Q C?%-diffeomorf egy konvex tartomannyal és p € Lip(Q2), lasd 1.5. tétel. &

3.6.3. A numerikus integralas hatasa

A végeselemes megoldés egyiitthatdinak kiszamitasa az Apc = by, linedris algebrai egyenlet-
rendszer megoldasat igényli, ahol Aj, és by, elemei integralok, ahogy ezt a 3.2. szakaszban
felirtuk. A gyakorlatban azonban ezeket az integralokat csak kozelitéleg, numerikusan
tudjuk kiszamitani (néhany egészen speciélis eset kivételével).

Ebben a pontban megvizsgaljuk, milyen feltételeket kell teljesitenie a hasznalt numeri-
kus integralasi kvadraturaknak ahhoz, hogy a mddszer kivesse az elméletet, ami elso-
sorban azt jelenti, hogy szeretnénk megdrizni a konvergenciara elvileg kapott rendet.

Altaldban véve, egy T elemen vett kvadratira egy

Qj(f)%/ij

kozelitést jelent, ahol

Qj(f) = Z w; f(z;)
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alkalmas z1, ..., s € Tj csomépontok és wy, ..., w, sulyok mellett. Az egyszertiség ked-
véért fel fogjuk tenni, hogy w; > 0 Vi. Az elemeken vett kvadraturakbdl allitjuk Gssze

7 =§Qj<f>w/9f

globdlis kvadraturat.

A kvadraturakra vett els6 sziikséges kritérium, hogy az ezzel val6 kozelités megérizze
a norma-tulajdonsagot, amibol az a nem nyilvanvalé rész, hogy csak trividlisan lehessen
0, azaz

V)~ [ [Vl = funf? >0
Q
miatt legyen
Q(Vup®) >0  (Vup € Vi, up, #0). (3.38)

Ezt az garantalja biztosan, ha Vj, elemeire ez a kozelités elemenként és igy az egész (2-n
is pontos, azaz ha

Q;(|Vun ) /|vuhy2 (Fj=1,.... M) (3.39)

Ha k-adfoku polinomokat hasznalunk Vj-ban, akkor a fenti kifejezésben wy k-adfoku
polinom, Vuy, koordin&tdi (k — 1)-edfoki polinomok és végiil |[Vuy|? (2k — 2)-edfoku
polinom minden T}-n, azaz

Vunly, € PE(T)).

Ebbdl addédik a tovabbiakban feltett un.

Egzaktsagi feltétel: a kvadratira elemenként legyen pontos minden (2k —2)-edfoku
polinomon, azaz

@@:AP (vpe PRXT), j=1,....M).

J

A pontosabb targyaldshoz tekintsiik a (3.11) homogén Dirichlet-feladatot. A véges-
elemes feladat az

a(u,v) = /p Vu - Vv, by = / fv
Q Q
forma ill. funkciondl mellett
a(uh,vh) = fuy, (Vvh € Vh), (340)
Tekintsiik most a kvadratirdkkal modositott feladatot, azaz legyen

ap(u,v) = Q(p Vu - Vv), o = Q(fv),
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és az ezekbdl kapott végeselemes megoldas legyen iy, azaz
ah(ﬂh,vh) =l (V'Uh € Vh), (341)

Célunk, hogy erre is
lu* — |1 < O(RF)

legyen, ha ez uy-ra igaz volt.

A moédositott feladatra az elsé kovetelmény, hogy a; is koerciv legyen Vj-ban. (A
korlatossag a véges dimenzié miatt nyilvanvald.)

3.44. Allitas. Ha w; > 0 (Vi = 1,...,s) és fenndll az egzaktsagi feltétel, akkor ay
koerciv Vi, -ban.

Bizonyitds. A w; > 0 és p(x) > m > 0 feltételekbdl, valamint az egzaktsagi feltételbél
barmely v, € V}, esetén

an(vn, va) = Q(p [Vup|?) = Z i |Vul?) Zzwz i) [ Vo ()]

7j=1 =1

M s
szZwi\Vvh(xi)\z =mQ(|Vup|*) = m |val]}. o
j=1 i=1

3.45. Kovetkezmény. A (3.41) feladatnak eqyértelmien létezik u, € Vi, megolddsa.

A rend becslése az aldbbi tulajdonsagon milik:

3.46. Allitas. Ha w; > 0 (Vi = 1,...,s) és fenndll az egzaktsdgi feltétel, akkor van
olyan ¢ > 0, hogy
un = a1 < c(lla —an] + 1€ = £l).

Bizonyitds. A feltételek miatt az el6z6 éllitas szerint a;, koerciv Vj,-ban. fgy
mlup, — p|T < an(un — Up, up — Up) = ap(up, up — p) — ap(Tn, up — Tp).
Itt a mésodik tagra (3.41) és vy, := up, — up, € V), miatt
ap(Up, up, — up) = Lp(up — °p)-
Az elsé tagra
ap(up, up, — ) = (ap — a)(up, up, — ap) + alup, up — ap),
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ennek mésodik tagjdra (3.40) miatt
a(up, up —ap) = L(up — ap).
Egyiitt
mlup, —Unl? < (an — a)(un, un — ) + (€ — £y) (un — Tp)
< llan — all funl [un —n|y + 1€ = Lol [un — |y
= (llan — all unly + (1€ = €ul]) |wn — @nls-

Itt (3.25) révén |upli < 2| f[lo. Igy

_ Cq
miun =y < max{ 2|, 1} ((lan = all + 1€ = éal).
tehat az allitas teljesiil. O
3.47. Kévetkezmény. Ha |la — ap| + |6 — Ch]] < O(hF), akkor érvényes |u* — |, <
O(Rh¥).
Az ||a — ay]| és ||€ — £1|| normék becslése a kvadraturdk pontossiagéatdl fiigg. A feladat
egyiitthatéinak kell6 simasaga esetén a modszerre eddig tett feltételek elegenddek a ki-

vant rendhez. Az erre vonatkozd, hosszabb szamoldst igénylé eredményt a kvadraturak
elméletébol itt bizonyitas nélkiil mondjuk ki:

3.48. Tétel. (Ciarlet, [8]) Tegyiik fel, hogy
(i) a (3.11) feladatban p € C*(Q), u € H*1(Q), és3qg > 2: f € WFa(Q);

(ii) a hdromszdgi trianguldcid reqularis, és k-adfoki Lagrange-elemeket haszndlunk;

(iii) w; >0 (Vi=1,...,s) és fenndll az egzaktsdagi feltétel.
Ekkor van olyan ¢ > 0, hogy
la — anll + 1€ = all < ¢B* (lullisr + || fllwea)-
3.49. Kovetkezmény. A 3./8. tétel feltételei mellett
lu* — |, < O(hY).

A gyakorlatban a kvadratura vélasztdsanak {6 szempontja tehat az egzaktsagi feltétel
teljesitése. Néhdny egyszerti példa:

2D linedris elemek (T3) esetén k = 1, azaz 2k — 2 = 0, vagyis elég a konstansokat

pontosan integralni. Erre megfelel6 az egypontos silyponti kvadratira.

2D kvadratikus elemek (Tg) esetén k = 2, azaz 2k — 2 = 2, azaz ekkor a legfeljebb
masodfoku polinomokat kell pontosan integralni. Erre megfelel6 az oldalfelezé pontokra
illesztett 3-pontos kvadratira.

3D linedris elemek (T3) esetén k = 1, igy Ts-hoz hasonléan megfelels az egypontos
siulyponti kvadratira.

Tovabbi alkalmas kvadratirak pl. [19]-ben talalhatok.
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3.6.4. Racsfinomitas, adaptiv végeselem-modszer

A végeselem-modszer megvaldsitasaban fontos kérdés, milyen finomsagu rdacsot érdemes
hasznalni és honnan tudjuk, hogy elfogadhaté pontossiagui-e a numerikus megoldasunk,
ill. milyen finomitassal javithaté a pontossag.

Utobbi megallapitasanak eszkozei az un. a posteriori hibabecslések, amelyek egy adott
racson vett u;, numerikus megoldds pontossiagat becslik feliilrol. Egyszertiség kedvéért
ebben a pontban a (3.11) alaku feladatra szoritkozunk:

Lu := —div(pVu) = f,
ujpn = 0,
ahol Q C IR? korlatos tartomany.
Az alapprobléma természetesen az, hogy a valodi
|un — u*|s

hiba nem szdmithaté ki, hiszen nem ismerjiik u*-ot. Ha u* € H*(Q) és uj, € H?(Q) (amit
igen ritkdn konstrudlunk igy, hiszen ehhez, mint lattuk, 5-6dfokd elemek kellenek), akkor
egészen egyszerl becslés adhatd, mert értelmes Lu, — f. Ekkor a Green-formuldbdl

m |uy — u*|f < a(up —u*,up —u*) = /p |V (up, — u*)|2 = /(Luh — Lu*)(up — u¥)
Q Q

= /(Luh = Pun = u*) < |[Lup = fllz@llun = w2 < CallLun = fllr2@lun = u*ly
Q

(ahol a Poincaré-Friedrichs-egyenl6tlenséget hasznaltuk), igy
o o Co
lup, — ufy < EHLuh — fllzz@),

ami kiszédmithatd becslés.

Az dltaldnos uy, € H(Q), up ¢ H?*(Q) esetben a Green-formuldt csak résztarto-
ményonként alkalmazhatjuk és peremtagok is bejonnek. Ilyenkor az |u, —u*|; hiba helyett
az

R(up)v = lv — a(up,v) (v e Hy(Q))

rezidualis hibafunkciondl norméjat szokas vizsgalni. Konnyen lathatd, hogy a koercivitas
miatt

1
—uy < —|IR 3.42
[un = u™ly < — || R(ua)]), (3.42)

lasd 9.21. feladat. Ekkor igazolhaté [1], hogy regularis trianguldcié esetén alkalmas ¢ > 0
allandé mellett

IR@IIE < ¢ (3 hdlLun = Flar + D 2D Bounl 22 ).
T e
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ahol T a trianguldcié résztartomanyait, e az éleket, [pd,uy] pedig a pd,uy, figgvény élen
vett ugrasat jeloli.

A kapott becslést els6sorban arra hasznaljak, hogy megmérje, a tartoméany mely ré-
szén nagyobb a hiba. Ahol a szummaban nagyobb tagok szerepelnek (a ,nagy” pl. azt
jelenti, hogy a legnagyobb tag g-szorosdnal nagyobb, ahol 0 < g < 1 altalunk valasztott
kiiszob), az a rész okozza inkabb a hibat.

Erre alapszik az un. adaptiv végeselem-modszer: a racsot nem egyenletesen finomitjuk,
hanem csak ott, ahol a hiba nagy a fenti értelemben, és ezt ismételjiik. Az adaptiv véges-
elem-moédszer egy ciklusanak lépései tehat: az aktudlis racson megoldjuk a feladatot,
majd a fenti hibabecslés alapjan megjeloljiik azokat az elemeket, ahol a hiba nagy, végiil
ezeken finomitunk. Tomoren:

megoldas — hibabecslés — megjelolés — finomitas.

Egy modellfeladat végeselemes megoldasat Laplace-egyenlet és Dirichlet-peremfeltétel
esetén a 8.2.7. és a 8.2.8. animdciok mutatjak be. Jol lathato, hogy a konkav sarok kor-
nyezetében jobban kell finomitani az elemeket; ez megfelel annak, hogy (amint az 1.2.2.
szakaszban emlitettiik) a konkav sarok csokkenti a megoldas regularitasat.

A finomitds soran fontos, hogy a racsok kapott csaladja regularis legyen, mert a
becslések erre érvényesek. Ennek egy elegans moédja a ,leghosszabb él felezésének madd-
szere”, azaz ha az 1j csomopontok a haromszogek leghosszabb élének felezOpontjai: ez
reguldris csalddot hoz létre [17], és ez a médszer 3D-ben is miikodik.

3.7. Nem szimmetrikus és negyedrendii egyenletek

3.7.1. Nem szimmetrikus masodrendii egyenletek

Az eddig vizsgdlt peremérték-feladatok szimmetrikusak voltak abban az értelemben, hogy
a masod- és nulladrendii derivaltakat tartalmazo operator szimmetrikus, és ennek meg-
felel6en a hozza tartozo bilinearis forma is szimmetrikus. Ha az egyenlet elsérendii tagot
is tartalmaz, ami a gyakorlatban konvekcié tipusi mennyiségeket (pl. szél) fejez ki, akkor
ez a szimmetria mar nem érvényes. Az eddigi elmélet a megoldhatdsag és a végeselem-
modszer konstrukcidja szempontjabol enyhe médositasokkal hasonléan alkalmazhato lesz.

Dirichlet-feladat. Legyen 2 C R™ korldtos tartoméany szakaszonként sima peremmel,
és tekintsiik az alabbi feladatot:

{ —div(pVu) +w-Vu = f,

3.43
Ujp = 0. ( )

3.50. Feltevés.
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(i) pe L>®(Q), p(z) >m >0 (m. m. x € Q);

(ii) w € CHQ, R"), divw = 0 (azaz w divergenciamentes vektormezd). &

A gyenge megoldés fogalmat az el6z6 szakaszhoz hasonléan értelmezziik: olyan u €
Hj () fiiggvényt keresiink, melyre

/(p Vu-Vv+ (w-Vu)v /fv (Vv € Hy(Q)). (3.44)

A Lax-Milgram-lemmat szeretnénk haszndlni. Legyen B : H} () x H}(Q) — R az alabbi
bilinedris forma:

B(u,v) := /Q(p Vu-Vou+ (w- Vu)v).
3.51. Allitas. A 3.50. feltételek mellett a B bilinedris forma korldtos és koerciv.
Bizonyitds. Egyrészt
|B(u,v)| < [[pllzeluly [oly + [IWllzluly [[o]lo < (Il + Callwllze) [uli o)1,

ahol az (1.8) Poincaré—Friedrichs-egyenldtlenséget hasznéltuk, igy B korldtos. A koer-
civitashoz felhasznaljuk az alabbi azonossagokat:

div(wu?) = (divw) u® + w - V(u?) = (divw) u? + 2(w - Vu)u = 2(w - Vu)u

(a divw = 0 feltevésbdl), igy a Gauss-Osztrogradszkij-tételbdl és ujpq = 0 révén

/ 2(w - Vu)u = / div(wu?) = / (wu?)-v =0, (3.45)
Q 0 o0
tehdt [,(w - Vu)u = 0. Ebbél

(B, u) :/Q<p Vuf? + (w - Vu)u) :/Qp Va2 > mlul2 (Vu € HAQ)), (3.46)

igy B koerciv is. Osszességében B hatérai

M = |||z~ + Co||W|| L, m := essinf p. (3.47)
[

Mésrészt ¢v := [, fv korldtos linedris funkciondl a Hj(Q) téren (ugyanigy, mint az
eddigi szimmetrikus feladatokban, hisz ez nem fligg az operatortol). fgy a Lax-Milgram-
lemma alapjan teljesiil a megoldhatosagi eredmény:
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3.52. Kovetkezmény. Ha teljesiilnek a 3.50. feltételek, akkor a (3.43) peremértékfela-
datnak bdarmely f € L*(Q) esetén egyértelmiien létezik u* € H}(Q) gyenge megolddsa.

3.53. Megjegyzés.

(i) A tétel nulladrendii taggal egyiitt is igazolhaté a bizonyités értelemszerti médosité-
saval: egyrészt, ha Lu := —div (pVu) + w - Vu + cu, ahol ¢ € L®(Q) és ¢ > 0;
altalanosabban pedig, ha a divw = 0 és ¢ > 0 feltételek helyett a ¢ — %divw >0
egyenlotlenség teljesiil.

(ii) Ha az 2 tartomény C?-diffeomorf egy konvex tartoménnyal, és p € @Zp(ﬁ) (pl.p €
C1(Q)), akkor u € H*(Q). Ez kivetkezik abbdl, ha az 1.5. tételt az f := f —w-Vu
jobboldallal alkalmazzuk. O

Most mar hozzafoghatunk a végeselem-mddszer alkalmazasahoz. Altalénosségban a
Galjorkin-médszer szerint tekintsiink egy alkalmas

Vi, C H& (Q)
véges dimenzids alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: u, € Vj,, melyre
/ (b Ve Von+ (w - Vg = / fon (Yon € V). (3.48)
Q Q
Ha ¢1,..., ¢, béazis Vj,-ban és a kozelité megoldédst a szokott u;, = 2?21 c;p; alakban

keressiik, akkor a megfelelo
AhC = bh

linedris algebrai egyenletrendszerben

aij:/ﬂ<p v@j'v@i‘i‘(w'v@j)@i) és bi:/QfSOi (i,j=1,...,n).

(A linedris algebrai egyenletrendszer most is egyértelmiien megoldhaté a koercivitas és
a 3.2. kovetkezmény miatt.) Most Aj, nem szimmetrikus, igy a;; masodik tagjaban fontos
©; és ¢; sorrendje.

AV}, altér konkrét konstrukcigjahoz ugyanazokat a végeselem-tipusokat hasznalhat-
juk, mint a szimmetrikus feladatoknél, lasd a 3.2. szakasz (b) pontjdban.

A konvergencia alapja most is (a 3.4. szakasz (a) pontjahoz hasonléan) a B bilinedris
forma korlatos és koerciv voltabol kovetkezd Céa-lemma:

3.54. Kovetkezmény. A (3./3) feladat uj, € V), végeselemes megolddsdra
M
*— < — min |u* — 3.49
o'y < - min [u” = ) (3.49)

ahol M és m a (3.18) bilinedris forma hatdrai (lasd (3.47)).
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Ennek pedig donté kovetkezménye, hogy a konvergencia vizsgdlata innentol fiiggetlenit-
heté a (3.43) feladattdl: a (3.27) mintdjara az

M
|u* — uply < o |u* — Tpu*ly . (3.50)

jobb oldalan &all6 interpolaciés hiba becslésére van sziikségiink. Ez viszont pontosan
ugyanaz, mint amit mar ismeriink a 3.4. szakaszbdl! Azaz, valtozatlan forméban iga-
zak az ottani konvergenciabecslések.

3.55. Kovetkezmény. Tekintsik a (3.17) feladatot a 3.50. feltételekkel, és a (5.48)
FEM-es megoldasat reguldris trianguldacio mellett.

(1) Ha a megolddsra u* € H*(Q), akkor
|u* —up|1 < ch|u®s,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldcidtol. (Ez pl. igaz a 3.53. megjeqyzés (ii) pontjdnak
helyzetében.)

(2) Ha a megolddsra v* € H*™(Q) (ahol k € N*Y), és a polinomokra érvényes
P(T) > PXT) (NT € Ty, VT, € F), akkor

u* — uplt < e B U],

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Vegyes peremfeltétel. Tekintsiik most az alabbi feladatot:

{ —div(pVu) +w-Vu = f, (3.51)

ur, =0, (pdu+su)ry =7,
ahol tovabbra is 2 C R"™ korlatos tartomany szakaszonként sima peremmel, és teljesiil:
3.56. Feltevés.
(i) Teljesiilnek a 3.50. feltételek.
(ii) s€ L*(Ty), s >0 m. m., v € L*(Ty).
(iii) w-v >0 a 'y feliileten, ahol v a kiilsé normalis. &

A gyenge alak ekkor

/Q<p Vu-VU—l-(W-VU)U) +/FNsuv:/va+/FNw (Vv e Hp()). (3.52)
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A bal oldal altal meghatarozott bilinearis forma korlatos és koerciv volta az elébbi
Dirichlet-feladat és a (3.17) szimmetrikus vegyes feladat mintdjara kovetkezik, az egyet-
len 4j tag a w fiiggvény peremen val6 viselkedése miatt 1ép fel: most ui. (3.45) nem lesz
0, hiszen a peremnek u csak a I'p részfeliiletén tlinik el, azaz

/QQ(W-VU)UZ/QCUV(WUZ) :/m(wu?)-y :/FN(w-y)u?. (3.53)

A 3.56. (iii) feltétel alapjan viszont ebbél kovetkezik az, hogy

/Q(W~Vu)u > 0.

Mivel B(u,u) maradék része megegyezik a szimmetrikus vegyes feladatéval, melyre mér
tudjuk a koercivitast, igy a nemnegativ 1j tag ezt nem rontja el, azaz

B(u,u):/p |Vu|2—|—/ su2+/(w-Vu)u2/p \Vu\z—l—/ su® > m|ul;
0 Ty 0 0 Ty
(ha u € H,(Q)).

Innen mar ugyanugy haladunk tovabb, azaz az értelemszertien konstrualt végeselemes
megoldasra ugyanugy érvényes a Céa-lemma és ennek révén a 3.55. kdvetkezménybeli
konvergenciabecslések.

3.57. Megjegyzés. Mit jelent és természetellenes megszoritas-e a 3.56. feltétel (iii)
pontjaban szereplo egyenlotlenség, hogy

w-v >0 aly felileten? (3.54)

Ennek jelentéséhez idézziik fel az elsérendii linedris parcidlis differencidlegyenletekrdl
ismert tulajdonsdgokat. (Elsérend linearis parcidlis differencidlegyenletekrél id6fiiggd
kontextusban a konyv mésodik részében lesz sz6 részletesebben, most staciondrius fel-
adatként vizsgdljuk.) A szemléletesség kedvéért legyen 0 C R?. Tekintsiik a (3.51) egyen-
let diffuziés tag nélkiili részét (2-ban, el6szor peremfeltétel nélkiil:

w-Vu = f.

Ismeretes (lasd pl. [9]), hogy ha bevezetjiik az ehhez tartozé karakterisztikus gorbéket
(vagy mas széval aramvonalakat), azaz a

£(t) = w(E(t))

kozonséges differencialegyenlet-rendszer megoldasait, akkor
(wo &) (t) = Vu(£(t)) - w(&(t)) = f(£(1))
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barmely karakterisztikus gorbe barmely értékére, és igy a karakterisztikus gorbék mentén
meghatarozhatok u értékei a peremmel vett metszéspontokon vett értékekbdl. Espedig7 az
f = 0 homogén esetben v allandé a karakterisztikus gérbék mentén, az f = 0 inhomogén
esetben pedig integralni kell az fo¢ fliggvényt £ mentén a peremmel vett metszésponttol
a kivalasztott pontig.

Ez azt jelenti, hogy u értékeit 2-ban meghatarozzak az ()-ba belép6 karakterisztikus
gorbék perempontjain vett értékei. Legyen

' :={xed: wx)- v(r) <0}, Iy ={xe€d: w(x)- v(zx) >0}

Ha a I'_-on athaladé karakterisztikus gorbék egyrétiien lefedik €2-t, akkor ur_ meghata-
rozza u értékeit 2-ban, azaz egyértelmiien megoldhaté a

{W-Vu:f,

U‘p_ =0

peremérték-feladat, lasd 3.19. abra.

3.19. dbra. Konvekcios peremfeltételek.

Tekintsiik most a (3.51) feladatot! Ekkor (3.54) azt jelenti, hogy
- crp.

A mésodrendii elliptikus feladatban (azaz a — div (p Vu) diffiziés tag hozzavétele utén)
az egész peremen meg kellett adni feltételt az egyértelmii megoldhatésaghoz. A fenti
tartalmazas azt jelenti, hogy ahol az elsérendii feladatban megadtunk fiiggvényértéket
a peremen (azaz a ['_ halmazon), ott az elliptikus esetben is fiiggvényértéket adunk
meg, azaz Dirichlet-peremfeltételt. (A fennmaradé I'; halmazon lehet Dirichlet-féle vagy
vegyes is.) A (3.54) feltétel ebben az értelemben természetes.

Végiil megjegyezziik, hogy ha a diffuziés tag kicsi (in. konvekcié-dominalt feladat),
akkor a karakterisztikus gorbék mentén egy darabig kozel lesz az els6- és masodrendii
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feladat megoldéasa, viszont ha a I'y halmazon is Dirichlet- peremfeltételt adunk meg
(amely fliggetlen a karakterisztikus gorbék mentén vett értéekektol), akkor ott nagy elté-
rés mutatkozhat. Ez hirtelen, nagy derivaltértékekkel is jelentkezhet, azaz itt torzitja el
jelentosen a diffizios tag hozzavétele az elsérendii feladat megoldasat. Errol a kovetkezo
pontban lesz szd. O

Konvekcié-dominalt feladatok. Tekintsiik a (3.43) feladat specidlis esetét:

(3.55)

{ —cAu+w-Vu=f,
ujpn = 0,

ahol € > 0 éllandé. Itt a —eAu tag a diffizidt, a w- Vu tag a konvekcidt irja le. Gyakran
a diffizids tag igen kicsi (¢ = 0), ekkor a feladatot konvekcié-domindltnak hivjuk.

Az € =~ 0 tulajdonsiag a megoldas jellegzetes viselkedéséhez vezet, amelynek kezelése
nem nyilvanvalé. Amint az el6z6 pont végén emlitettiik, ha a diffuziés tag kicsi, akkor
a karakterisztikus gorbék mentén egy darabig kozel lesz az elso- és masodrendii feladat
megoldasa, viszont a ' halmaz kozelében (ahol az el6irt Dirichlet-peremfeltétel fiiggetlen
a karakterisztikus gorbék mentén vett értékektdl) nagy eltérés mutatkozhat. A tartomény
ezen részét hatdrrétegnek hivjuk, ahol nehezen kozelithetd nagy derivaltértékek adddnak.

Ezt jol szemlélteti az alabbi specidlis 1D eset:
—eu” +u =1, u(0) = u(1) = 0.

Ennek megoldéasa
B er/s — 1
u(x) =z — Sy
A megfelel6 elsérendii feladat
7 =1, 2(0)=0

(itt T'_ a 0 pont), melynek megoldasa z(x) = x. Lathato (3.20. dbra), hogy 0-bdl indulva
sokdig u(z) =~ z(x), majd az 1 pont korill az u(1) = 0 peremfeltétel az u megoldast
hirtelen 0-ba vonzza. A feladat 2D analdgidja [10, 3.1.1. példa].

Az e =~ 0 tulajdonsag tovabbi hatranya, hogy most € a bilinearis forma alsé hatara:
(3.46) alapjan, most p = m := ¢ mellett

a(u,u>:/g(eyw?+(w-vu>u) zg/vauy? (Vu € HH(Q)), (3.56)

igy a koercivitds majdnem elvész. Emiatt pl. a (3.23) stabilitdsi becslés most a gyakor-
latilag hasznalhatatlan

1
l|un|| < EWH (3.57)
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3.20. abra. Konvekcio-dominalt 1D feladat megoldasa.

alaku. (Hasonléan, a (3.50) becslésben az M /e konstans lesz nagyon nagy.)

A fenti problémak kezelése nem nyilvanvalé. A hatarrétegen a megoldas kozelitésének
egy médja a racs lokalis finomitasa. A (3.56) becslés problémdja miatt azonban inkdbb
magat az alkalmazott végeselem-moédszert szokas moédositani. Roviden Gsszefoglaljuk az
un. dramvonal-menti diffizids végeselem-maodszert (SDFEM, az angol ,streamline diffu-
sion FEM” névbél), amely stabilizdlja a koercivitasi hatart a bilinedris forma maddosita-
saval, alkalmas 1j tag hozzavételével.

A moédositott bilinearis formahoz a 3.6. megjegyzésben emlitett Petrov—Galjorkin-
modszeren keresztiil és a forma elemenkénti tagokra bontasaval lehet eljutni. Tegyiik fel,
hogy a V}, alteret szakaszonként linearis Courant-elemekkel értelmeztiik, emellett azt is,
hogy w szakaszonként konstans. Mig a standard végeselemes megoldas alakja u, € Vj,
ahol

/ (5 Vuy, - Vo, + (w - Vuh)vh> = / fon (Vv € V), (3.58)
Q Q
ezt most helyettesitsiik a
Z / <€ Vuy, - Vwy, + (W . Vuh)wh) = / fwh (Vvh € Wh) (359)
Tk€7-h Tk Q

alakkal (ahol T, a V}, altérhez tartozé trianguldcid), majd a tesztfiiggvényeket vélasszuk
wy, := v, + 0w - Vuy, alakiaknak, ahol vy, € V}, és 6 > 0 adott paraméter. Ekkor

Z / (5Vuh'v(vh+5w'vvh)+(W-Vuh)(vh+(5w-Vvh)> Z/Qf(vhjtdw-Vvh) (3.60)

Tk€Th

(Vup, € V). Itt a feltevések alapjan w és Vuy, szakaszonként konstans, igy ow - Vuy, is
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konstans minden 7T}, elemen, ezért az integralokban

/ V(Uh + 0w - V'Uh) = Vo, (VTk € E)
Tk

Tk

Emiatt, ill. a k6zépso tag szétbontasdval (3.60) végeredményben a kovetkezd:

Z / (5 Vuh-Vvh+(w-Vuh)vh+5(w-Vuh)(W-Vvh)> = / flop+dw-Vu,) (Yo, € V3).
Ty Q

Ebben a bal oldalt mar visszairhatjuk (2-n vett integralld, ez az lesz 1j bilinearis forma:

asp(up,vy) == / (5 Vuy - Vo, + (w - Vug)vy, + 0(w - V) (w - Vvh)> (up, vy, € V3).
Q

A jobb oldalt jelolje

lspv = / f(Uh + ow - Vvh) (Uh € Vh),
Q

ekkor a feladat
aSD(uh,vh) = lgpv (V?Jh € Vh)

Lathatd, hogy végeredményben megmaradtunk a V}, altérben, viszont az eredeti a(up, vp,)
bilinedris forma (azaz (3.58) bal oldala) kiegésziilt a §(w - Vuy,)(w - Vo) taggal, ami a w
vektormez6hoz (az dramvonalakhoz) tartozé mésodrendi kifejezés gyenge alakja, ezért
hivjak aramvonal-menti diffizids tagnak.

Az 1j tag lényege, hogy a szimmetria miatt a skalarszorzatot is moédosithatjuk vele,
és erre nézve agp(u,v) alsé hatdra mar nem fiigg e-t6l. Espedig, legyen

(up,vp)sp = / (6 Vuy, - Vo, + 6(w - V) (w - Vvh)> (up, v, € V).
Q

Felhaszndlva a (3.46) becslést (az u = uy, € Vi, C HJ () esetre), amelyben most p =
m:=g:

/(e Vup|® + (w - Vuh)uh) > ¢ / (Vuy,|? (Vup, € Vi),
Q Q
adddik, hogy

asp(up, up) = /

(5 |Vun|? + (W - Vug)uy + 6(w - Vuh)2>
Q

> [ (e1Vun + 8w Vun?) = .
Q
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tehat az 1j als6 hatar 1.
Ennek alapjan a stabilitdsi becslés most (3.57) helyett
lunllsp < ||€spl|-

Hasonléan, a (3.50) becslésben sem lesz & nevezd. Osszességében az 1j tag hozzdadasaval
egy un. stabilizalt végeselem-moddszert kaptunk, amely kikiiszoboli a konvekcio-dominalt-
sagbol adodd nehézséget.

3.7.2. Negyedrendii egyenletek
Tekintsiik az in. biharmonikus feladatot:

{AQU =/ (3.61)

uppe = Oyt o =0,

ahol Q C R? korldtos tartomany. Ez egy Q vékony lemez kis deforméciéjat irja le, ahol
f a terhel6 er6. A peremfeltétel azt jelenti, hogy a lemezt mereven rogzitettiik a szélén.

A feladat gyenge alakja: keresendd u € HZ(2), melyre

/ D*u: D*v = / fu (v e H3(Q)) (3.62)
Q Q
(lasd 9.19. feladat), ahol a Hesse-matrixokra az
2
A:B :=> ApBy (A BeR™) (3.63)
ik=1

Frobenius-skalarszorzatot hasznaljuk.
Konnyen lathat6 (14sd 9.20. feladat), hogy az

a(u,v) ::/ D*u : D*v (3.64)
Q
bilinedris forma korldtos és koerciv a HZ () téren a szokdsos

(U, v) g2 = /Q > (0%u) (™) (3.65)

=2

skalarszorzatra nézve M = 2 és m = 1 hatarokkal.

A végeselem-médszer alkalmazasdhoz tekintsiink egy alkalmas

Vi, C Hg(Q)
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véges dimenzids alteret, és ebben keressiik a vetiileti egyenlet megoldasat: u, € Vj,, melyre

/ D?uy, : D*vy, = / fun  (veEW). (3.66)
Q Q

Ha ¢1,..., ¢, bazis Vj,-ban és a kozelito megoldast a szokott u, = Z?:1 c;jp; alakban
keressiik, akkor a megfelel6 A,c = by, linearis algebrai egyenletrendszerben

Qjj = /QDQSDZ' : DQQOj és b, = /Qf(pl (i,j=1,...,n).

A linedris algebrai egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté a koercivitas és a 3.2.
kovetkezmény miatt.

AV, altér konkrét konstrukciéjandl a Vi, C HZ(Q) feltétel szakaszonként polinomok
esetén a

Vi, C Cl (ﬁ)

feltételt jelenti, azaz C'-elemeket kell haszndlni. A 3.2. szakasz (b) pontjéban bevezetett
Argyris- vagy Bell-elemek megfelelnek e célra.

A konvergencia alapja a Céa-lemma és interpolacios kovetkezménye, melyben most
M/m = 2:
|u* — uple <2 min |u* — vple < 2w — pu's. (3.67)
vRLEVR

Az |u* —II,u*|; interpoldcids hiba becsléséhez a 3.41. allitast hasznalhatjuk ¢ = 2 mellett
a k-adfoki polinomok esetére, ha u* elég sima. Itt Argyris-elemek esetén k < 5 lehet: ha
u* € H*(Q) és az FEM-ben haszndlt haromszogii trianguldcié regularis, akkor

lu* — put]s < chF 71 [u*|pyr,

igy
|u* — uply < ch uin (2<k<5),
ahol ¢ > 0 fiiggetlen a triangulaciétol. A minimalis eredmény k = 2 mellett

lu* — upla < ch|u*ls, hau* € H*(Q), (3.68)

de u* € HY(Q) regularitdst megoldds esetén O(h?) is elérhetd. Bell-elemek esetén csak
k < 4, mert utébbiak nem minden 5-6dfoki polinomot tartalmaznak; a (3.68) becslés
ekkor is igaz, az elérhetd legnagyobb rend O(h?).
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4. fejezet

A diszkretizalt elliptikus feladatok
iteracios megoldasa

E szakasz téméaja a véges differenciak mddszere vagy a végeselem-modszer nyoman kelet-
kez6

Ape = fi

linearis algebrai egyenletrendszerek néhany alapveté megoldasi modszere. Ezekben az Ay,
matrixok alapvetd jellemzoje, hogy savos szerkezetiiek, ezért érdemes iteracios modszert
alkalmazni, hiszen az itt fellépo matrix-vektor-szorzasok miivelet- és taroldsigénye a savos
szerkezet miatt nem nagy.

Itt roviden kimondunk néhany f6 eredményt. Iteracios modszerekrol részletesebben
pl. a [3, 16, 27] kényvekben olvashatunk.
A tovabbiakban tekintsiink egy
Az =1 (4.1)

linearis algebrai egyenletrendszert. Csak ott jelezziik, hogy Aj,c = f;, alaku diszkretizalt
elliptikus feladatrdl van szé, ahol ennek van jelentosége.

Ebben a szakaszban jelolje (., .) az euklideszi skalarszorzatot. (Skalarszorzatot az elsé
két pontban hasznalunk. A jeldléssel tiikrozziik, hogy az emlitett modszerek nem hasz-
néljék ki, hogy véges dimenzids feladatrdl van sz6 [16].)

4.1. Egyszeri iteracidk

Az egyszerti iterdciok alapgondolata az, hogy a (4.1) linedris algebrai egyenletrendszer ek-
vivalens az x = v —a(Ax—0b) rendszerrel, ha o # 0 paraméter; ez pedig egy fixpont-tipusi
feladat, melyben az a > 0 valasztas és az A-ra tett egyes feltételek mellett kontrakcid
szerepel.
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4.1. Tétel. Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, melynek sajatértékei az M >
m > 0 szdmok kozé esnek, azaz

m|z|? < (Az,x) < M|z|? (Vz e R"). (4.2)

Hi0<a< 2

s akkor tetszbleges xog € H esetén az

Tpa1 = x, — a(Az, —b) (n € N)

iterdcio linedrisan konvergdl. Az optimdlis eset:

(Az, —b) (n € N),

Tpy1 = Tp —

m+ M
melyre
1 M —m\"
n— x| < — Az — :
fon =] < -z 11 (32
A bizonyitast 1. pl.: [16, 16.1. tétel]. Ez az egyszer(i iteracié az A matrix altal megha-

tarozott ®(x) = 3(Ax,z) — (b, x) kvadratikus funkciondlhoz tartozé gradiens-mddszer.

A fenti iteracié akkor is j6, ha a matrix nem szimmetrikus, de ekkor a konvergencia
lassabb lesz.

4.2. Tétel. Legyen A pozitiv definit matriz, melyre léteznek olyan M > m > 0 szamok,

hogy (4.2) teljesiil. Ha 0 < a < 3% akkor tetszbleges xo € H esetén az
Tpy1 = Ty — a (Az, — D) (n € N)

iterdcio linedrisan konvergdl. Az optimdlis eset:

m
melyre
. 1 m2 n/2

A bizonyités pl. a [10] konyv 18.2. tételébdl kovetkezik.

4.2. A konjugalt gradiens-moddszer

Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit métrix. Az egyszeri iteraci6 (gradiens-médszer)
altalanos 1épése a kovetkezo volt:

Tnt1 = Ty — ApTy,
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ahol r,, = Ax,, — b a rezidualis hibavektor. Rekurziéval lathato, hogy ekkor z,,,1-et az x
és a ro,71,...,rn vektorok feszitik ki, utobbiak negativ egyiitthatokkal. Szemléletesen:
anndl nagyobb halmazon (kipon) kereshetjiik az ijabb kozelitést, minél , fiiggetlenebbek”
az r; vektorok, pontosabban, minél nagyobb szoget zarnak be paronként. Ebbol adodik
az un. konjugélt gradiens-mdédszer (KGM) alapgondolata: az r, helyett a p,,, igynevezett
konjugalt irdanyokban keresiink, ahol a p, vektorok merdlegesek az A-skaldrszorzatban:

(Apip) =0 (i), (KONJ)

Ezutan a sorozat a gradiens-modszerhez hasonld: legyen xy € H tetszoleges, és ha z,
megvan, akkor

Tpy1 = Tpn — QApPn,

ahol «,, > 0 alland6. Utébbit optimélisan akarjuk megvalasztani abban az értelemben,
hogy a hibavektor legyen merdleges az el6z6 irdnyokra:

<rn+17pi> =0 (Z = 1,2,...,7”&), (ORT)

ez analog a Galjorkin-ortogonalitassal. A p, irdnyokat az un. Krylov-alterekkel konstrual-
juk. A részletekért lasd a 16.2. szakaszt a [16] kényvben, itt csak megadjuk a KGM
konstrukciéjat és a f6 konvergenciatételt.

A konjugdlt gradiens-médszer (KGM) algoritmusa:

e Legyen xy € H tetszbleges, po := ro(= Azg — f);

e han € N és z,,p, ismert, akkor

(Tns Dn)
Tpil '= T, — QpPp, ahol a, = ———,
! (App, pn)
A n ) n
Pn+1 = Tpt1 — Bnpna ahol 671 = M
(App, pn)

Megj.: Az «, és B, értékeket gyakran masik alakban hasznaljak, ezzel az algoritmus
az

Tyl = Tp + QpPn €S Tpy1 =7y + @, Ap,, ahol o, = —

|Pnsa]?
Pn41 i=Tn+1 + Bupn,  ahol 5, = : 2

7]
alakban irhato.

A konvergencidra az |z|} = (Azx,z) energianormdban kapjuk a f6 becslést:
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4.3. Tétel. Ha A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, melynek sajatértékei az M >
m > 0 szamok kiozé esnek (azaz (4.2) teljesiil), akkor a KGM dltal létrehozott e, := x,—x*

hibavektorokra
len]a VM —\/m
<2| ————=
leo| a VM —\/m

) (Vn € N).

(Léasd pl. [16, 16.10. tétel].)

A KGM tehat gyorsabb, mint az egyszeri iterdcid, és ez lényeges pl. akkor, ha az M /m
kondiciészam nagy. Ha A sajatértékei 1 koriil torlodnak, akkor igazolhaté a szuperlinearis
konvergencia is (vo. [106, 16.12. tétel]).

4.4. Megjegyzés. Nem szimmetrikus linearis algebrai egyenletrendszerre a fenti KGM
tobbféleképp altalanosithatd. Egy kézenfekvd lehetOség az eredeti nem szimmetrikus
Ax = b rendszer helyett a szimmetrizalt AT Az = ATb rendszert megoldani a fenti
algoritmussal, 14sd pl. [16, 16. fejezet]. Mds tipusi algoritmusok nyerhet8k a rezidudlis
ortogonalitdsanak (ORT) vagy minimalitdsdnak megkovetelésével, lasd pl. [3]. O

4.3. Prekondicionalas

Tekintsiink egy
Tpa1 =z, — a(Az, —b) (n € N)

egyszeri iterdaciét. Mint lattuk, ennek konvergenciasebessége végs6 soron az M /m szém-
t6l fiigg, s6t ez igaz a KGM esetén is. Ha A szimmetrikus, akkor M/m nem més, mint
A kondiciészama, jelolése:

K(A) = %

Ha ez nagy, akkor a linearis algebrai egyenletrendszert rosszul kondicionédltnak nevezziik,
ekkor a fenti iterdaciok lassan konvergalnak. Tipikusan ilyen egy diszkretizalt elliptikus
feladat, ekkor

k(Ap) == O(h™?)

nagysagrendii (lasd 9.22.-9.23. feladatok). Fontos kérdés, hogyan javithaté ilyenkor az
iteracié konvergenciasebessége.

A prekondicionalds alapgondolata, hogy transzformaljuk a linearis algebrai egyenlet-
rendszert olyan rendszerré, melyben a matrix kondicidszama lényegesen kisebb, mint A
kondiciészama. Legyen B alkalmasan valasztott invertalhaté matrix. Az eredeti

Ax =b
linearis algebrai egyenletrendszert formailag atirjuk a vele ekvivalens

B 'Ax=B""
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rendszerré. Célunk a B matrixot ugy valasztani, hogy
k(B™'A) < k(A)
legyen. Erre az egyszeri iteracio
Tpi1 = 2, — B~ (Az, — b) (neN)

alaku lesz, ahol B-be beépitettiik az iteracios paramétert. Lathato, hogy az iteracio vég-
rehajtasa ekkor B-re vonatkozo segédfeladatok megoldéasat igényli, azaz a fenti iteracio
n. lépése atirhato a

Bz, =r, := Az, — b,

Tpal = Tp — Zn

alakba. Ezt azt is jelenti, hogy a segédfeladatok megoldasanak joval egyszeriibbnek kell
lennie az eredetiénél. A két szempont tehat ellentmondd: B jol kozelitse A-t, de a ra
vonatkozo linearis algebrai egyenletrendszereket jéval egyszeriibben lehessen megoldani.

A fenti szempontokat gyakran azzal prébéljuk teljesiteni, hogy B az A egy adott
(lehetéleg egyszeriibb) részét foglalja magaba. Ezt ugy irjuk le, hogy A-t felbontjuk két
részre, és az elsé lesz a prekondicionalé matrix:

A=B-R.

Ezzel az
Tpi1 =2, — B~ (Az, — b) (n € N)

egyszerl iteracié a kovetkezoképp irhatéd at:
Bz, = Bz, — (Az,, —b) < Bz, =Rzr,+0b (n € N).
Ez ugy foghato fel, hogy az
Ar=b & Brxr=Rx+b

rendszerre az iterdciéban a bal oldalon az 1j, a jobb oldalon a régi iteraltat irjuk, azaz
csak az egyszeriibb részt frissitjiik.

Idézziik fel a két leggyakoribb ilyen prekondicionalt iteraciét!

Jacobi-iteracio. Ekkor B := D az A matrix foatloja:

Tpiy = 2, — D7 YAz, — 1) (n € N),
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azaz lépésenként

Dz, =r,,

Tptl = Ty — Zn.

A moédszer definiciéjdhoz elég azt feltenni, hogy d; := a; > 0 (i = 1,...,n). A Jacobi-
moédszerre a segédfeladatok megoldasa a lehetd legegyszertibb: (z,), = (rn),/d; (1 =
L,...,n).

Gauss—Seidel-iteracié. Ekkor B := L + D az A matrix alséharomszog-része a
foatlot is beleértve. Az iterdacioban 1épésenként

(L+ D)z, =1,

Tpil i= Ty — Zn.
A segédfeladatok rekurziv visszahelyettesitéssel megoldhatok.

4.5. Tétel. Ha A diagondlisan domindns vagy M-mdtriz, akkor a Jacobi- és Gauss—
Seidel-iterdcio is konvergens.

A bizonyitast lasd pl. a [27] konyvben.

4.6. Megjegyzés. Nehany tovabbi alapveto prekondicionaldsi modszer:

(i) Csillapitott Jacobi- vagy Gauss—Seidel-iterdcid. A fenti két iterdcié gyorsasdga
egyes esetekben javithaté a lépéshosszt modosité paraméter bevezetésével:

Tpi1 = T, —wD YAz, —b), ill. Tpi1 =T, —w(L+ D) Y(Ax, —b).

(i) Inkomplett LU- vagy inkomplett Cholesky-felbontds. Prekondicionalé matrix gya-
nant az A matrix jo kozelitését kaphatjuk, ha az A matrix LU-felbontésat vagy szimmet-
rikus esetben Cholesky-felbontasat csak kozelitoleg hajtjuk végre gy, hogy a felbontasba
0 elem keriil ott, ahol az A-ban 0 volt, vagy altalanosabban ott is, ahol a felbontdsban
adott kiiszobnél kisebb érték dllna. Ezzel pontosan vagy kozelitéleg megtartjuk az eredeti
matrix ritkasdgi mintdzatat, azaz megakadélyozzuk vagy csokkentjiik a feltoltédést, és a
felbontas munkaigénye joval kisebb, mint egy pontos LU- vagy Cholesky-felbontasé.

(iii)  Prekondiciondlds segédoperdtorral. Ha A egy &ltaldnos fliggvényegyiitthatds
(akdr nem szimmetrikus) elliptikus operdtor végeselemes megolddsanak merevségi mét-
rixa, akkor prekondiciondlé matrixként célszerti egy allandoé egyiitthatos szimmetrikus
operator, lényegében a Laplace-operator merevségi matrixat alkalmazni. Ekkor a pre-
kondiciondlt matrix kondiciészama a racsmérettol fiiggetlen korlattal becsiilhetd, azaz
racsfiiggetlen, lasd [16, 19.4.1. szakasz]. O
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5. fejezet

A tobbracsos (multigrid-)mddszer

Elliptikus feladatok egyik leghatékonyabban bevalt megoldasi mddszere a tobbracsos
vagy multigrid-modszer, réviditve MG. Ez optimalisan 6tvozi az iterdcidk tulajdonsagait
a racsméret varidlasanak lehetdségeivel abban az értelemben, hogy a sziikséges miivelet-
igény rendje aranyos a valtozok szamaval, vagyis a leheto legkisebb. A multigrid-mddszer
mind az FDM-rel, mind az FEM-rel felirhato. El6szor ismertetjiik a mddszer alapgondo-
latét két racsra egy egyszerii helyzetben, részletesebben foglalkozunk a kétréacsos modszer
konvergencidjaval az FEM esetén, majd kitériink a tébbracsos esetre és annak miivelet-
igényere.

5.1. A kétracsos mddszer alapelve és konstrukcidja

A defekt-korrekcids elv két raccsal. Tekintsiink eloszor egy altalanos
Au=1»

feladatot, ahol A lehet matrix vagy altalanosabban linearis operator is, és tegyiik fel,
hogy ismerjiik ennek egy w kiindulési kozelitdo megoldasat. Hogyan javitsuk w-t, hogy
kozelebb keriiljiink az igazi megoldashoz? A defekt-korrekcids elv azt jelenti, hogy a
pontos megoldas eléréséhez sziikséges korrekcidt egy olyan egyenletbol kapjuk, ahol a
jobboldal a w-hez tartozé rezidudlis hiba negéltja (w ,,defektje”). Espedig, ha meg akarjuk
hatarozni azt a p-t, melyre

u=w-+p

a pontos megoldas, akkor meg kellene oldanunk az
Ap = —r, ahol r:=Aw—10
egyenletet, hiszen ekkor

Au=Aw+ Ap = Aw — Aw+b=b.
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A kozelité megoldasokra nézve a defekt-korrekcids elv azt jelenti, hogy a segédfeladat-

ban A helyett annak alkalmas kozelitését hasznéaljuk. Ez volt a prekondicionalt egyszeri

iterdciok lényege is, ahol B ~ A révén a fenti egyszeri pontos w +— v = w — A7 lr =

w— A7 (Aw — b) 1épés kozelitését a w — w — B~ (Aw — b) 1épés iterdlasaval adtuk meg.
A kétracsos mddszer esetén egy

Ahu = bh

alaku feladatot vizsgalunk, ahol A;, egy elliptikus feladat diszkretizdcids métrixa egy
adott h finomsagu (FDM-es vagy FEM-es) racson. Legyen wy, kiindulédsi kozelité meg-
oldas. Ekkor az App = —rj, korrekcios 1épésben kozelitésként célszertinek tinik az Ay,
matrixot egy durvabb, H finomsagu racson vett Ay matrixszal helyettesiteni, s megol-
dani az

» Agpy = ry” egyenletet, majd ,, up, = wy, + py”

alakban tovabblépni. Itt azonban értelmezési probléma, hogy 5, uy és wy, a finom racson,
pu és Agpy a durva racson értelmezett vektor, igy ebben a formédban nem &llhat fent
egyik egyenloség sem. Be kell tehat vezetni alkalmas attérési leképezéseket a Vj, finom és
Vg durva racsa altér kozott:

R :V, = Vg restrikci6é (megszoritds), P : Vg — V}, prolongacié (kiterjesztés),

a fentieket pedig Agpy = Rry, és up, = wy, + Ppy alakkal helyettesiteni. Ez mér értelmes,
és iteralt formaban az

Ujr1 = U — PAI_;R(AUZ - bh)
iteraciéhoz vezet.

Ez azonban meg mindig nem elég j6. Ha az r, := Au; — b, € V}, vektornak nincs
Vi-beli (,durva”) komponense, akkor Rr, = R(Au; — by) = 0, igy w1 = u;, azaz az
iteracios 1épés nem javit, az iteracio leall u;-ben. A durva racson vett segédfeladat otletét
tehdt nem elég ebben a formaban iteralni, hanem egy masik alapgondolattal kell 6tvozni,
amit a kévetkezo pontban néziink meg egy egyszert példan.

Egyszerii iteraciok simité hatasa. A vizsgdlandé tulajdonsdghoz az el6z6 szakaszban
latott jelenségbdl kiindulva jutunk el. A diszkretizalt elliptikus feladatokndl lattuk, hogy
a kapott matrixok kondiciészdma nagy és O(h™2) rendben romlik a récs finomitésaval.
Szeretnénk eldszor megtaldlni, mi okozza ezt a hatranyos jelenséget. Tekintsiik egyszerti
példaként a

—u" = f, w(0) =u(l)=0
egydimenzids feladat FDM-es megoldésat.

Ennek matrixa a tridiagonalis

1
Ap = s tridiag[—1,2, —1]
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matrix. Alkalmazzuk a csillapitott Jacobi-mdédszert! Ekkor

2
D:ﬁ]’,

ahol I az identitasmétrix. Jeloljitk most z*-val (k = 1,2, ...) az iteracié tagjait. Ekkor

2

h
gt = g — w?(Ahxk —b) (k € N).
Az e* .= zF — 2* hibara
h2
et = (I - w?Ah> e*  (keN).
fgy a hiba euklideszi normaja lépésenként az

h
1— w?)\j(Ah) = Jgaxn

ih
1 — 2w sin? (%)‘

az Ay, sajatértékei (lasd (2.11)).
Lathaté, hogy a

iTh
;=1 — 2w sin® <‘%> (j=1,...n)

értékek az

fu(z) == 1 — 2w sin® <%> (x €10,1]) (5.1)

fiiggvénynek az x = jh pontokban vett értékei. Ha j kicsi (j = 0), akkor

Julz) = f,(0) = 1,

ha viszont j nagy (j ~ n), akkor

folz) = f,(1) =1—2w.

fgy w valasztasaval a kis j indexti értékeket nem tudjuk érdemben befolyasolni, a nagy
7 indext értékeket viszont igen.
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Tekintsiik ezért az 2 < j < n indexek esetét. Ekkor kénnyen lathaté (lasd 9.32.
feladat):

|

max [ji;] < mas |£u(z)] = masc{[1 - wl, 20— 1]},
5<i<n :1:6[2,1

és a jobboldal akkor a legkisebb, ha

ekkor

;] < <j<n)

W
S
o3

n-tol fiiggetleniil.
Végiil irjuk fel a hibavektort a normalt sajatvektorok szerint kifejtve, és bontsuk fel
kis indexti (1 < j < %) és nagy indexii (§ < j < n) komponensekre:

ZC]U]—FZCJU] e —|—e+.

<3 j>5

Ekkor
ekl <I w—A) Z,u]cjv] + Z,ujcjvj AT e’“C+1 .

<3 i>5

A fentiek alapjan a masodik tagra, mely a nagy indexti komponensekbol jon,

1 1
k+1 2= ‘Z :ujcjvj} ZN?C? < § ZCJZ = §|€i|2,

n N <N
Jjz5 Jjz3 Jjz5

azaz az iteracié a nagy komponenst tag hosszat legfeljebb %—éra csokkenti (az n racspont-
szamtol fiiggetleniil), mig az egész vektor hossza alig csokken, hisz kis j-re p; ~ 1.

fgy kimondhatd, hogy a lassu konvergenciat a kis indexti komponensek okozzak, mig
a nagy indexi resz racsfiiggetlen mértékben, viszonylag gyorsan csokken.

Ez azt is jelenti, hogy elég sok iteracios 1épés utan a hibanak szinte csak a kis in-
dexli komponensei maradnak meg, a nagy indextiek eltorpiilnek. Mivel lattuk, hogy a
sajatvektorok az els6 n pontos sajatfiiggvény racspontbeli értékeibol szarmaznak, igy a
kis indexti (j > %) komponensek az elsé n/2 pontos sajatfiiggvényhez tartoznak. Ezek
kevéshé oszcilldlnak, ezért szokas ,,simabb” sajatfiiggvénynek nevezni ¢ket, és hasonléan
a hiba kis indexti komponenseit ,simabb” komponenseknek. Masrészt az emlitett sajat-
fiiggvények a kétszeres 1épéskozii durvabb racshoz tartozéd sajatfiiggvények, igy a hiba
érdemben megmaradt komponense a durva racsbol szarmazo.

A fenti szohasznélattal azt mondhatjuk, hogy bar az iteracio a hibavektor hosszat csak
kicsit csokkenti, a hibavektor komponenseit egyre inkabb a kis indext (j > %) altérbe
szoritja vissza, azaz a hibavektor ,simabb” lesz. Az iteracié tehat ,simitja” a hibavektort.
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A kétracsos mddszer algoritmusa. A fenti két alapgondolatot a kovetkezoképp 6tvoz-
ziik. Induljunk ki egy adott racsbol, ezt nevezziik finom racsnak. A durva racs FDM esetén
alljon a finom racs csomépontjainak alkalmas részhalmazabdl (a koordindtairdnyokban
minden mé&sodik csomépontot vessziik bele), FEM esetén a durva altér legyen altere
a finom altérnek (egyenletes récs esetén kézenfekvé itt is kétszer akkora racsparamé-
tert tekinteni). Alkalmazzunk el6szor egyszerii iteraciot a finom récsu feladatra adott
szamu lépésben. (Ekkor a hiba simabb lesz, azaz érdemben megmaradt komponense a
durva racsbdl szarmazé.) A kapott kozelité megoldasra alkalmazzuk a kétracsos defekt-
korrekciot, azaz a rezidudlis restrikcidjaval kapott jobboldalra megoldjuk a feladatot a
durva récson, ezt prolongaljuk a finom récsra és hozzdadjuk az el6z6 kozelitéshez. (Mind-
ez FDM és FEM esetén is értelmes.) Ebbél felirhaté a kétracsos médszer algoritmusa:

Legyen u) tetszdleges kiindulé kozelités a finom rdcson. Ha i =0,1,2,...:
e Tegyiik fel, hogy megkonstrualtuk az u} kozelitést.

e Simitds (k darab belsd iterdcid): legyen B alkalmas prekondiciondlé matrix
(pl. Jacobi vagy Gauss-Seidel), wvp := u}, majd

Vjy1 = ’Uj—B_l(AhUj—b> (]ZO,,]{?—l)
Legyen
V= U

és a rezidualis
rp = AhU — bh.

o A rezidudlis restrikcidja: R :rp — rg.
e Megoldéas durva racson:
AHGH = —TH.
e Prolongdcio: P :eg+— ey
e Korrekcio (az 0j kozelités):
e+l .
Uy = v+ ep.

A mddszer tovabbi vizsgdlatdhoz célszerti elészor felirni, hogyan kapjuk wu}-bol u?fl—
et. A fenti algoritmus v utani lépéseit Osszegezve, és ujy-gal jelélve a finom racson vald
megoldast,

uitt = v — PAG RAL (v — uj).

Hasonléan, az
ey, = uj — uy
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hibak vizsgdlatdhoz felirjuk, hogyan kapjuk e -bol et'-et. Itt azt is felhaszndljuk, hogy
a simitas révén

v—uy = —uy = (I — B_lAh)k(vo —up) = (I— B_lAh)k(ufl —up) = (I — B_lAh)kefl.
fgy | |
ettt =l — b = v —uf — PAZ RAL(v —u})
= (I — PA/RA) (v —u}) = (I — PAG RA,)(I — B Ay)el.

Az els6 tényezobdl kiemeliink Ap-t, ezzel
ettt = (A1 — PAL'R)An(I — B71Ap)¥el,. (5.2)
A régibol az 14j hibéat tehat a
K = (A, — PAJ R)A,(I — B7'Ap)F

matrix hozza létre. A konvergencidhoz azt kell majd igazolni, hogy ennek normaja vala-
mely 1-nél kisebb o konstanssal becsiilheto.

5.1. Megjegyzés. A kapott K matrix nem szimmetrikus. Ha médositjuk az algoritmust
ugy, hogy a végén tjabb k darab simitast, in. utésimitast végziink, és feltessziik, hogy
R = PT, akkor kénnyen lathaté, hogy a kapott

K := (I — B 'A)¥(A — PAL'R)AL(T — B Ak
matrix mar szimmetrikus az Aj-skalarszorzatra nézve. &

5.2. Megjegyzés. A modszer konstrukcidjanak fontos része a restrikcié és prolongacio
felirdasa. A legegyszertibb prolongacié az FDM esetén a linearis kiterjesztés, mig a leg-
egyszeriibb restrikcié a megszoritas. Ezek matrixa (lasd 9.24.-9.25. feladat) azonban nem
egymas transzponaltja. Ezért a restrikcidt gy szokas felirni, hogy matrixa a lineéris ki-
terjesztés prolongacios matrixanak transzponaltja legyen. Ez olyan stulyozott megszorités,
amely a tdvolabbi pontokat is figyelembe veszi (ldsd 9.26. feladat). FEM esetén termé-
szetes prolongéciét ad, hogy a durva altér elemei egyben a finom altér elemei is, igy a
bedgyazas meghatarozza az egyiitthatokra adédé matrixot (lasd 9.28.-9.29. feladat). A
restrikciot itt is dgy valasztjuk, hogy matrixa a prolongacié métrixanak transzponaltja
legyen. &
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5.1. abra. Restrikcio téglalapracson.

5.2. A kétracsos moédszer konvergenciaja

A konvergencia alapja. A konvergencia vizsgalatdnal az (5.2) egyenléségh6l és abbdl
indulunk ki, hogy az 5.2. megjegyzés alapjan a restrikciét a prolongaciés métrix transz-
ponéltja alapjan valasztjuk. Ekkor az 1j hiba a régibdl az

ettt = Kel i= (A, — PAG PT)AL(I — B71Ay)¥e, (5.3)
osszefiiggéssel addodik. Célunk, hogy K az |x|?4h = (Ax, x) energianorméban (azaz diszkrét
sulyozott Szoboljev-normaban) kontraktiv legyen, azaz létezzen olyan o < 1 konstans,

hogy |ej |4, < oleh]a, legyen.

Részletesen végigmegyiink 2D FEM mellett a szakaszonként linedris/bilinedris eseten,
majd a végén kitériink az egyéb esetekre is.

A kiindulas, hogy a kivant becslést két részre daraboljuk:

5.3. Allitas. Ha teljesiilnek az aldbbiak:

(i) az approximdciés tulajdonsdg: wvan olyan C > 0 konstans, hogy
(A} — PAG PT)bla, <Clb| (Vb eR™),
(ii) a simito tulajdonsdg: wvan olyan e — 0 h-tdl fiiggetlen sorozat, hogy
|Ap(I — B A x| < eglzla, (Vo €R", k €N),

akkor van olyan k € Nt hogy a k darab simitdst tartalmazd kétrdcsos algoritmus kon-
vergens, azaz van olyan o < 1 konstans, hogy

leh an < olela,  (YiEN). (5.4)
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Bizonyitds. A két tulajdonsagot kombindlva
len  a, = (A = PAF P AL — B7 Ap)e |,

S C|Ah(] - B_lAh)kem S Oé‘k|€2|Ah.

Vélasszuk k-t akkoréara, hogy
oc:=0C¢, <1

legyen, ekkor a megfelel6 algoritmusra (5.4) teljesiil. ]

Az approximacios tulajdonsag. Tekintsiink egy elliptikus feladatot, végeselemes diszk-
retizacigjat és a kétracsos konstrukciét az alabbi tulajdonsagokkal:

5.4. Feltevés.

(i) A feladat H2-reguldris, azaz barmely f € L?*(Q) jobboldal esetén a megolddsra
u* € H*(Q) és létezik ¢ > 0, hogy |u*|a < col|fllo- (Ez fennéll pl. az 1.5. tétel
feltételeivel.)

(ii) Vi, € HLH(Q) adott végeselemes altér T1- vagy Ry-elemekkel, és legyen a triangu-
lacié regularis. Jelolje a bazist ¢q,..., ¢p.

(iii) A durva rdcs H és a finom rdcs h paraméterére % < p, ahol ¢ > 0 nem fiigg h-t6l
(tipikusan ¢ = 2), és a restrikciét R = P alapjan vélasztjuk. &

Az approximaciés tulajdonsag bizonyitasahoz sziikségiink van Vj,-beli fiiggvények nor-
mai kozti osszefiiggésre.

5.5. Allitas. Legyen f € Vi, és fn € R™ az a vektor, melyre (fo); = [ fei (=1,....,n).
Ekkor | fu] = O(W)|[fllo (ahol || fllo := [If][z2)-

A bizonyitashoz lasd a 9.31. feladatot.

5.6. Allitas. Ha teljesiilnek az 5.4. feltételek, akkor igaz az approximdcids tulajdonsag,
azaz van olyan C' > 0 konstans, hogy

(A1 — PA P)bl4, <CJB| (Vb ER™). (5.5)
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Bizonyitds. Legyen b € R™ adott vektor, és legyen ¢}, az
Ahch =b (56)

linearis algebrai egyenletrendszer megoldéasa. Legyen f € V), az a fiiggvény, melynek b az
f egyiitthatovektora Vj,-ban (azaz b = f,), és legyen uy, € Vj, az Lu = f elliptikus feladat
gyenge megoldasa. Ekkor up, = > | cpipi, azaz uy, koordindtavektora Vj,-ban épp a fenti
cp, vektor. Emellett (3.6) szerint

a(up,up) = Apep - cp = |ch|ih. (5.7)
Tekintsiik most b restrikciéjat Vg-ba, ami R = PT, és oldjuk meg ezzel a jobboldallal az
Apeg = PTh (5.8)

linearis algebrai egyenletrendszert. Legyen uy = 751 CH;j apfl , ahol ..., gofH a Vg
altér bazisa. Mivel Vg C V,, igy ug € V. A prolongacio definicidja alapjan ugy koor-
dindtavektora Vj,-ban a Pcy vektor, igy u, — uy koordinatavektora Vji-ban a ¢, — Pcy
vektor, amibél (5.7)-hoz hasonléan

alup — ug,up —ug) = |ep — Pegly, - (5.9)

Masrészt (5.8)-bél
Pcy = PA;' P,

ebbdl és (5.6)-bol
a(up, — ug,up —ug) = [(A,1 — PAZ PT)BI,
ami épp (5.5) bal oldaldnak négyzete. A bilinedris forma korlatossdga miatt
(A" — PAG P A, = alup — s, up — ug) ' < MY lug, — ugy,

illetve a 3.29. tétel, a feltételekbeli H < 2h becslés és H?-regularitds, valamint az 5.5.
allitas és a b = fj, egyenloség alapjan van olyan C' > 0, hogy

lup, —ugl < |up —u*|y + |lug — u*|y < e(h+ H)u"|s < (14 o)chlu®|s

< (1 + o)ccohl| fllo = Oh)[| fllo < Clfnl = C1l.
Ezekbol kovetkezik a kivant tulajdonsag. O

A simit6 tulajdonsag. Ennek igazolasa a felhasznalt iteracié tipusatol fiiggd egyenkénti
vizsgdalatot igényel. Itt olyan csillapitott Jacobi-iteraci6 esetén mutatjuk meg, amelyben a
motivalé példahoz hasonléan Aj foatloja az identitds konstansszorosa, ami kell6en egyen-
letes racs esetén all fenn. Ez tehat valéjaban egyszerii iterdacié megfelelé paraméterrel.
Az alabbi allitas az iteracids matrixra ad feltételt, ez a feltétel az egyes feladatokra kiilon
szamolasokkal igazolhatd.
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5.7. Allitas. Legyen a prekondicionalé mdtrix B := 01, ahol 8 > 0 dllando és I az
identitdsmdtriz. Ha van olyan 0 < Q < 1 szdm, hogy az [ — B~1A, = I — %Ah iterdcios
matriz sajatértékeire p; > —Q, akkor van olyan €, — 0 h-tdl fiiggetlen sorozat, hogy

|An(I — B Ap)Fx| < eplo)a, (Vx € R", k€ N).

Bizonyitds. Legyenek Aj, sajatértékei \;, megfelelé normalt sajatvektorai v;. Legyen x €
R", és frjuk fel x = 7" | c;v; alakban. Ekkor |z%, = Apz -2 =31 Nic}, igy

Z)\Q(l——> c;
gilznﬁ')’(n)\i(l ) Z)\c = max )\( —%>2k\x|124h.

|Ap(I — BV Ao = ’Ah<1——Ah)

Itt I — Ah sajatértékeire p; = 1 — 3¢ gy Ay = 0(1 — ), és a —Q < p; < 1 feltételt is
hasznalva
max )\~<1 - ﬁ>2k =6 max (1 — p;))p?* <0 max (1 —p)p®* =0 max r(p).
=1, " 0 i=1,.m YR =T =) nel-Q.1]
Elemi derivdlds alapjén az r(u) = p?* — p?**1 (u € [—Q,1]) nemnegativ fiiggvény
maximuma vagy a —@ végpontban vagy abban a 0 és 1 kozti bels6 pontban Van ahol
derivéltja 0, azaz a pp = 2k+1 pontban. Itt T(Mo) = (1 — po)pd® <1 —py = 2k+1, ill. a
—Q végpontban 7(—Q) = (1 + Q)Q* < 2Q%. Igy
0 <4 2Q°" = 0
gy T < O max207, Grmgd =i = 0,
ha k& — oo. Ebbdl ¢, := r,i/ % mellett kovetkezik a kivant becslés. O

A fenti allitasbdl az egyes feladatokra konkrét szamolasokkal igazolhato a simité tu-
lajdonsag.

5.8. Példa. 2D FEM egyenletes haromszogracson.

1. A [0,1]* tartomdnyon. Felhasznéljuk (ldsd 3.14. megjegyzés), hogy az FDM-es
AFDM ¢ FEM-es AFFM métrixokra AFEM = p2 AFPM Ttt (2.13) szerint

4 ih Jjmh
FDMy _ .2
Nij (A7) = e (sm (T) + sin? ( 5 )) :
Nij (AFEMY = 4 (sin2 (?) + sin? (W#))
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(1,7 =1,...,n). Alkalmazzuk a csillapitott Jacobi-mdédszert! Most a f6atlé
D =4I,

azaz az 5.7. allitast 6 = % mellett hasznaljuk, ahol w > 0 paraméter. Az [ — %Ah =
I — % Ay, iteracios matrix sajatértékeire

. o
pig =1— %Aij(AfEM) =1—-w (sin2 (g) + sin? (%)) )

A motival6 egydimenzios példdhoz hasonldéan

. . . o [TX o (TY '
Jpin ;> min (1 w (sm 5 + sin 5 _min_ folz,y) = 1-2w,
igy w < lesetén 1 — 2w =: —Q > —1.

Az optimalis simitashoz az ,, = > % vagy y > % 7 feltétel mellett keresendé f,

minimuma, mert a durva racshoz az ,, v < % ésy < % 7 feltétel tartozik; lasd 9.33.
feladat.

2. Altaldnosabb esetben, ha az A, := AFEM mgtrix nem pontosan azonos blokkokbél
all, igazolhat6 a regularitasbol, hogy Aj, korlatos h-tdl figgetlenil, lasd pl. [10].

Ezért ha 0 < @ < 1 adott &llandé és § > 1212 akkor

1 1
Hig = 1— gAz](Ah) >1- EHAHQ > —Q,

igy teljesiil az 5.7. allitas feltétele. &

Mas diszkretizacidk. A fentiekben részletesen megvizsgaltuk 2D FEM esetén a sza-
kaszonként linedris/bilinedris esetet. Mas diszkretizacidk esetén alkalmas médositdsokkal
értelmezett approximaciés és simitoé tulajdonsaghdl vezetheto le a konvergencia: ezek
altalaban abban a formaban igazak, hogy megfelel6 a > 0 mellett

(A, — PAZPTYb|4, < CRYB (Vb€ RY),

|Ah(l — B_lAh)kiL'| < Ekh_a|ZL‘|Ah (Vl‘ eR" ke N)

(lasd pl. [10, 27]). Ekkor a két h-hatvany kiejti egymadst, igy a végkovetkeztetés érvényben
marad. Példaul:

e 2D FDM esetén: o = 2;

e 3D FEM esetén: o = 1/2 (linedris/bilinedris elemek).
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5.3. Tobbracsos algoritmusok

Konstrukcié és konvergencia. A fenti kétracsos médszerben a simitas utéan restrikeié-
val ,leszallunk” a durvabb racsra, ott valahogy megoldjuk a feladatot, majd prolongaci-
dval visszatériink a finom racsra és ott (a gyakorlatban hasznalt szimmetrizalt esetben
el6bb utdésimitést is alkalmazva) javitjuk az el6zé kozelitést. Felmeriil a kérdés, hogyan
oldjuk meg a feladatot a durva racson. Ha itt direkt megoldast hasznalunk, akkor is nye-
riink a kétracsos modszerrel, pl. 2D esetben H = 2h esetén a durva racshoz kb. 1/4-szer
annyi ismeretlen tartozik, amire a megoldds koltsége (a matrix ritkasdga révén O(n?)-tel
becsiilve) kb. 1/16-ara csokken. A durva racson sem muszaj azonban direkt megoldést
haszndlni, hanem erre is alkalmazhaté Gjabb kétracsos modszer (igy Osszességében mér
haromrécsos a mddszer), ill. mindez még tovabb folytathatd.

A legegyszertibb L-rdcsos moédszerben igy egyre durvabb racsokra szallunk le restrik-
ciokkal, a legdurvabb racson direkt megoldast hasznalunk, majd prolongaciékkal vissza-
1épegetiink a legfinomabb racsig, mikdzben a le- és felszallaskor az egyes szinteken si-
mitunk. Ez az in. V-ciklus, mely nevét a sematikus diagramroél kapta (5.2. dbra). For-
malisan, jeloljon K, egy, a fentiekben leirt kétracsos ciklust, P a prolongaciét és R a
restrikciét. Ekkor az L-réacsos V-ciklust a

K;:=PK, R (L=3.4,...)

rekurzio definidlja. Az L-racsos modszerben egy ilyen ciklust ismételiink iteracioként.

5.2. dbra. A V-ciklus szemléltetése harom és négy racs esetén.

Maésik valtozatot kapunk, ha tobb munkat forditunk a durva komponensekre (t6bb
javitas), és 2-szer alkalmazzuk az alacsonyabb szintet. Ezzel az L-racsos un. W-ciklust a

Kp:=PK; R (L=3,4,...)

rekurzi6 definidlja (5.3. dbra). Most is egy ilyen ciklust ismételiink iteraciéként.
Elvileg lehet meg tobbszor alkalmazni az alacsonyabb szintet:

K, :=PK] R (L=34,..),
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5.3. abra. A W-ciklus szemléltetése harom és négy racs esetén.

ahol v € Nt adott egész. Azonban, mint 1dtni fogjuk, 2D feladat esetén az optimaélis
miveletigény miatt csak v < 3 felel meg. A gyakorlatban elég a v = 1 vagy 2 vélasztas,
azaz a V- vagy a W-ciklust hasznaljak.

Az L-récsos mddszerek konvergenciajat itt nem bizonyitjuk, a levezetéseket lasd pl. a
[10, 27] kényvekben. Lényege ugyanaz, mint a kétracsosndl: az algoritmus Gsszetevéi a
kétracsos modszerhez hasonléan

simitas — Kkontraktiv;

restrikci6 — korlatos;

megoldas durva rdcson — korlatos;

prolongaci6 — korlatos.

(A durva récson valé megoldasnal a restrikciéval és prolongaciéval egyiitt a korlatossig
az approximécids tulajdonsag érvényesiilését jelenti.) Ezért az e 1épésekbdl Gsszetevédd
teljes eljaras is kontraktiv, és igy iteracioként ismételve konvergens.

Miiveletigény. A MG-mdédszer legfontosabb elénye az optimalis miiveletigény abban
az értelemben, hogy aranyos a valtozok szamaval, vagyis a leheto legkisebb. El6szor egy
adott (-edik szint miiveletigényére adunk becslést. Legyen itt a matrix mérete N,. Tegyiik
fel egyszertiség kedvéért, hogy olyan 2D feladatban vagyunk, ahol az egyes szintek kozt
kétszeres racstavolsaghoz pontosan négyszeres matrixméret tartozik, azaz Ny = 4Ny
(k=2,..10).

A k-adik szinten jeldlje Q, az aldbbiak miiveletigényét: simitds, restrikci6, prolon-
gaci6, rezidudlis kiszdmitdsa. A matrix savos szerkezete miatt ezekre érvényes az O(Ny)
nagysagrend, azaz

@kSCNk (k:1,7£)
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Az (-edik szinten jelolje (), az Gsszes miiveletigényt. Ehhez rekurzivan juthatunk el.
Minden k-adik szinten sziikséges egyrészt a fenti négy 1épés, ami @, miiveletet igényel,
ill. y-szor ismételjiik a (kK — 1)-edik szintet, igy ennyiszer hozzaadddik annak teljes Qr_1
miiveletigénye:

Qk:@k‘i"y@kfl (k:2,,€—1)

Itt legyen 1 < v < 3 allandd. Az els6 szinten a durva megoldas miiveletigénye 1ép fel.
Mivel ez fix racs, igy a miveletigény adott, erre irhaté Q1 < cV;.

5.9. Allitas. Van olyan ((-t6l figgetlen) co > 0 konstans, hogy

Qe < Ny
Bizonyitds. Rekurzidval
-2
Qu=0Q,+7Qr1=0Q, +7Qu_; + 7262[—2 == ’Yng_k + 7671Q1
k=0
-2 -1 -1 N Ac
k -1 _ k _ _
sc <27 New+7 Nl) =cC ZV Nopp = CNEZ(Z) < 4_7]\7@ = coNy,
k=0 k=0 k=0
ahol a mértani sor v < 3 miatt konvergens és ¢q := 4‘:. O]
A teljes ciklus miveletigénye az alabbi: az ¢ = 1,..., L szinteket Gsszegezve
L L L L—1
NL NL 400
)ICETS SLAS SN SR AREI
=1 =1 =1 k=0

Végiil az iteracié soran adott pontossaghoz korlatos szamu 1épés kell, mert a o < 1
konvergenciahanyados nem fiigg a racsoktol. Igy a teljes eljaras miiveletigénye is

O(NL),

ahol Ny, a kiindulasi racshoz tartozo ismeretlenek szama, azaz a miiveletigény optimalis.
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6. fejezet

Nyeregpont-feladatok numerikus
megoldasa

Ebben a fejezetben egy specialis szerkezetii elliptikus PDE-rendszerrel foglalkozunk az en-
nek hatterét alkoté absztrakt feladattipus elmélete alapjan. Ez a rendszer az tin. Stokes-
feladat. Alkalmas transzformacioval bizonyos értelemben visszavezetjiik a korabbi koer-
civitasi megkozelitésre, de a végeselemes megoldasndl a skalar elliptikus egyenletekhez
képest megszoritas jelenik meg, ami LBB-feltétel néven valt ismertté. Megemlitjiik, hogy
mas feladatokban is megjelenik a nyeregpont-szerkezet (pl. skalar elliptikus egyenletek
vegyes végeselemes megolddséndl), ezeket azonban itt nem targyaljuk. Mindezekrdl pl.
a [0] cikk és a [27, III. 17.5. fejezet] konyv nyijt részletes Osszefoglaldst. Az elméleti
héttér tomor leirasaban a [16] konyvet kovetjiik.

Aramlési feladatokban 1ép fel az alabbi PDE-rendszer, melyet Stokes-feladatnak hi-
vunk:

—Au+Vp=f
divu=0 (6.1)
upo =0,

ahol Q C RY (N = 2 vagy 3) korlatos tartomény szakaszonként sima peremmel, u :
Q — RY az aramlds sebességvektora és p :  — R a nyomas. Az f : Q — RY adott
fliggvény a kiilsé erékbdl szdrmaztathat6, a —Au kifejezés és az ujpq = 0 peremfeltétel
koordinatanként értends. A (6.1) rendszer id6ben stacionarius lassi aramlast ir le. (Id6-
ben valtoz6 aramlas esetén a megfelelo elsé egyenletet idoben diszkretizdlva a fentihez
hasonlé feladatot kapunk, de az els6 egyenlet kiegésziil egy %u taggal, ahol 7 > 0; az
aldbb elmondottak erre az esetre is értelemszertien atvihetok.)
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6.1. Megoldhatdésag, inf-sup-feltétel

Kiinduldsunk az, hogy a (6.1) feladat speciélis szerkezetii az aldbbi miatt:

6.1. Allitas. A V : H(Q) — L2(Q)N operdtor adjungdltjdra
Viu=—divu  (VYue H'(Q)V).

(A bizonyitéshoz ldsd a 9.34. feladatot.)

Emiatt a Stokes-feladat egyenleteit atirhatjuk

{—Au—i—Vp = f 6.2)

V*u =0

alakba (a 2. egyenletben a minusz szorzot elhagyhattuk), az ujpo = 0 peremfeltételt
pedig majd az alaptérbe épitjiik be. A kapott alak miatt el6szor vizsgaljunk meg ilyen
szerkezetl operatoregyenlet-rendszereket. A felépités egyszeriibb, ha el6bb korlatos ope-
ratorra, majd ebbdl bilinearis formakra irjuk ezt fel, mivel az utébbit a Stokes-feladat
gyenge alakjara alkalmazhatjuk majd.

Operatorokkal megadott nyeregpont-feladatok. Tekintsiik az

{Au+Bp = f

w2 (63

feladatot, ahol H, K valds Hilbert-terek, f € H, g € K, A: H - Hé B: K - H
korlatos linearis operatorok, valamint A 6nadjungalt és egyenletesen pozitiv is, azaz van
olyan m > 0, hogy

(Au,u) > m ||ul)? (Vu € H). (6.4)

6.2. Megjegyzés.

i) Ez lényegében egy operatormatrixra vonatkozé egyenlet a H x K szorzattéren. A
yeg gy gy
yhyeregpont-feladat” elnevezés abbdl szarmazik, hogy a fenti rendszer megoldasa

egy alkalmas kvadratikus tipust funkciondl nyeregpontjaként &ll els. Espedig [16,
144. 8ll],aV: Hx K - R,

W(u,p) = (Au,u) + 2(Bp, u) — 2(f,u) — 2(g,p)

funkciondlra fenndll, hogy ha (u*,p*) € H x K a (6.3) feladat megoldésa, akkor
barmely (u,p) € H x K esetén

U(u*,p) < U(u*,p*) < U(u,p").
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(i) A ||| jelolést a H és K terekben két kiilonbozé norméra fogjuk hasznélni. Bar
lehetne a precizség kedvéért ||.|| g és ||.||x jeloléseket is frni, ezt — a kevesebb index
érdekében — nem tessziik, mivel a kérnyezetbdl egyértelmi, melyik normardl van

Sz0. &

A (6.3) rendszer megoldédsanak alapja, hogy A bijekcié voltat kihasznélva dtrendezziik
az egyenletet. Fejezziik ki az elso egyenloséghdl u-t:

u=A"(f - Bp), (6.5)
és helyettesitsiik a masodikba:
B*A™Yf—-Bp)=g, azaz B*A'Bp=B*A"'f-g=:3. (6.6)
Legyen
S:=B*A™'B, (6.7)

ez az un. Schur-féle komplementer-operdator. Itt B* : H — K, igy S : K — K. Ha meg
tudjuk oldani a (6.6)-ban kapott
Sp =g (6.8)
egyenletet a K téren, akkor (6.5)-bdl u-t is megkapjuk, igy kész vagyunk.
A (6.8) egyenlet megoldhatésdga nem nyilvanvald, mivel B, ill. B* dltaldban nem bi-
jekcidk. Mégis szeretnénk, hogy S (korlatos linedris) bijekcid legyen a K téren. Trividlisan
sziikséges feltétel ehhez, hogy B injektiv legyen. Ha B inverzének korlatossagat felirjuk

B-vel, akkor ki fog deriilni, hogy ez mar elég is lesz, vagyis a megoldhatosig kulcsa az
alabbi feltétel lesz:

van olyan v >0, hogy [|Bpl| = 7|jpl|  (vp € K). (6.9)

Ezt az alabbi alakban szokds felirni:

6.3. Definicié. A (6.3) feladathoz tartoz6 inf-sup-feltétel:

B
inf  sup \Bp, u) =:v>0. (6.10)
pERKN{0} ye i\ {0} [pll |l O

Konnyen lathatd, hogy (6.9) és (6.10) ekvivalens, 1dsd 9.35. feladat.

6.4. Tétel. Legyenek H, K wvalos Hilbert-terek, A € B(H) és B € B(K,H), ahol A
onadjungdlt és egyenletesen pozitiv. Ha fenndll a (6.10) inf-sup-feltétel, akkor bdarmely
(f,9) € Hx K esetén a (6.3) feladatnak létezik egyetlen (u*,p*) € H x K megolddsa.

117



A bizonyités lényege, hogy az inf-sup-feltételbol levezethetd az S : K — K Schur-féle
komplementer-operator egyenletes pozitivitdsa, igy bijekcié a K téren; lasd [16, 7.23.
tétel].

Bilinearis formakkal megadott nyeregpont-feladatok. A korlatos bilinearis formak
és linedris funkcionédlok Riesz-reprezentacidja segitségével a fentiek kozvetleniil atvihetok
bilinearis formakkal megadott hasonlé szerkezeti feladatokra. Legyenek most a fenti H, K
valos Hilbert-tereken a : H x H - R és b: K x H — R korlatos bilinearis formék, ahol
a koerciv: van olyan m > 0, hogy

au,u) > m ||ul? (Vu € H), (6.11)

legyenek tovabba ¢ : H — R és ) : K — R korlatos linearis funkcionédlok. Tekintsiik az
alabbi feladatot: keresendé (u,p) € H x K, melyre

a(u,v) +b(p,v) = ¢v (Vv € H),

6.12
blq,u) =tq (Vg € K). (012
A 6 tulajdonsdg most is a megfelel6 inf-sup-feltétel:
b
inf pw) _ oo (6.13)

sup =
PeR\0} uerifoy [|pll]ull

6.5. Tétel. (Ldsd [10, 7.29. tétel]). Legyenek H, K wvalds Hilbert-terek, a : H x H — R
ésb: K x H— R korldtos bilinedris formdk, ahol az a forma koerciv is. Ha fenndll
a (6.13) inf-sup-feltétel, akkor barmely ¢ : H — R és i : K — R korldtos linedris
funkcionalok esetén a (6.12) feladatnak létezik egyetlen (u,p) € H x K megolddsa.

A Stokes-feladat gyenge megoldasa. El6szor értelmezziik a 6.1 rendszer gyenge
alakjat. A gyenge megolddsnal az u fiiggvényt (a —Au kifejezés és az ujpq = 0 peremfel-
tétel miatt) a HE(Q)YN szorzattérben keressiik, melyet most is valds értékii fiiggvényekkel
definidlunk, igy valés Hilbert-tér. A p nyomasnal is szeretnénk a derivalttél megszaba-
dulni és csak L%(€2)-ban keresni. Mivel a (6.1) egyenletek a p fiiggvényt csupan additiv
konstans erejéig hatarozzak meg, igy az egyértelmiiség érdekében bevezetjiik az alabbi
teret:

P2(Q) = {p e I2(Q) - /p —0) (6.14)
o)
a szokdsos L*-skaldrszorzattal és ||.||o indukdlt normdval. A gyenge alak felirdsdhoz a
szokott médon a két egyenletet rendre beszorozzuk v = (v, v, ...,vy) € HH(Q)N és q €
L2(Q) tesztfiiggvényekkel, majd alkalmazzuk a Green-formulat, ill. Gauss—Osztrogradszkij-
tételt. A derivaltmatrixokra hasznaljuk a (3.63) Frobenius-skalarszorzatot, amelyre Vu :
Vv = sz\il Vu; - Vu; teljesiil, ill. az

(w,v)pg1 == /QVu : Vv, lu? = (u,u)m
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skalarszorzatot és indukalt normat a H}(Q)" téren.
6.6. Definicié. Az (u,p) € HL{(Q)N x L*(Q) figgvénypért a (6.1) feladat gyenge meg-

olddasdnak nevezziik, ha

/QVU:VV—/Qp(divv):/Qf.V (Vv € H{(Q)Y),
(6.15)

/Qq (diva) =0 (Vq € L3(Q)). %

A (6.1) feladat gyenge megoldhatosdgdhoz a 6.5. tételt szeretnénk felhasznalni. Ve-
zessiik be az alabbi bilinearis formakat:

a: Hi (YN x H}(QN = R, a(u,v) = / Vu: Vv,
Q

) (6.16)
b: L2(Q) x HY(QN =R, b(p,v) = — / p(divv).
Q
Ekkor a (6.15) rendszer éppen (6.12) alak.
6.7. Allitas. A fenti b formdra teljesiil az inf-sup-feltétel:
b
inf  sup bpw) =v>0. (6.17)
st eppion Tploluls

uz0
Bizonyitas. Ez a divergencia-operator szuperjektivitasanak koszonhetd, pontosabban,

hogy [22] alapjén béarmely p € L*(Q) esetén van olyan u € H}(Q)", melyre p = —divu
és ||pllo > v|u|: alkalmas v > 0 allandéval, igy ezzel az u-val

bmmz—émmwzﬁﬁ:wm

Igy tehat minden p € L2() fiiggvényhez létezik u € HE(Q)N, hogy

b(p,u) _ ipllo
Iplofaly  uly = 7
ez pedig ekvivalens a (6.17) egyenlStlenséggel. ]

6.8. Megjegyzés. A ~ konstans értéke (2-t0l fiigg, és nem adhato ra altalanos képlet.
Vannak azonban ismert explicit értékek specidlis tartomanyokra és jol hasznalhaté alta-
lanos becslések is, lasd pl. [20, 20]. O
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6.9. Tétel. Barmely f € L*(Q)N figguény esetén a (6.1) feladatnak Iétezik egyetlen
(u,p) € HY Q)N x L?(Q) gyenge megolddsa.

Bizonyitds. Ttt a : Hy(Q)N x Hj(Q)" — R korldtos és koerciv bilinearis forma, hiszen ez
épp a H} ()N tér skaldrszorzata. Masrészt b : L2(2) x HE ()Y — R korldtos bilinedris
forma, hiszen

[b(p, V)| < lIpllo]l div vllo < VN{[pllo|vls,
felhasznalva, hogy

N N N
| div v = /(Z@vi)z . N/ S (0w < N/ S (@) = N|[Vv]2 = NIvE.
Q=1 Q=1 Q;

2,J=1

Mivel a 6.7. allitds alapjan fennéll a (6.17) inf-sup-feltétel, a 6.5. tételbdl nyerjiik a kivant
megoldhatdsagot. O

6.10. Megjegyzés. A fenti becslésben az N-es szorzd valojaban elhagyhato: igazolhato,
hogy
Il divv]o < |v|1 (Vv € Hy(Q)™M). (6.18)

Konnyen lathatd, hogy a becslés éles is (lasd 9.36. feladat). &

6.2. Az Uzawa-algoritmus

Ez az algoritmus egy olyan iteracios mddszer, amit itt el0szor elvi szinten magara a
diszkretizacio nélkiili PDE-re irunk fel, ez ui. a PDE szerkezete miatt segiti az értheto-
séget. A kovetkez6 szakaszban vissziik at a modszert a végeselemes esetre.

Absztrakt Uzawa-iteracié. Tekintsiik elészor ismét a (6.3) feladatot Hilbert-térben:

Au+ Bp = f
{B*u _ (6.19)

az ott tett feltételekkel, ezen beliil teljesiiljon a (6.10) inf-sup-feltétel. A (6.19) feladat
iteraciésan megoldhato ugyanazon elven, mint a megoldhatdsag igazolasa tortént az elo-
76 szakaszban: a feladat visszavezethetd az S := B*A~!B Schur-féle komplementer-
operatorra vonatkozo

Sp=g (6.20)
egyenletre, ahol g := B*A~1f — g. Itt ugyanis S egyenletesen pozitiv, igy alkalmazhatjuk
a 4. szakasz médszereit (pontosabban azok Hilbert-térbeli megfelel$jét, 1asd [16]).

Az Uzawa-algoritmus nem mads, mint az allandé 1épéskozii egyszerii iteracié a (6.20)
egyenletre.
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6.11. Tétel. A (6.19) feladat feltételei mellett tekintsiik az aldbbi iterdciot. Legyenek
ug € H, py € K tetszilegesek és o > 0 adott szam, ha pedig n € N és megvan u,, € H és
pn € K, akkor

{ Aupiy + Bp, = f (azaz u,.1 ennek megolddsa), (6.21)

Pnt1 = Pn+ (B upgr — g).

Ekkor van olyan ag > 0, hogy 0 < a < «vg esetén a fenti iterdcio linedrisan konvergdl,
vagyis alkalmas ci,co > 0 és ¢ < 1 mellett

un — || < e1q™, lpn — P[] < 2" (n€N).
ahol X == X és A = LB . ekkor

I[A[2 m

Itt og = HQBTKQ. Az optimdlis paraméter ooy =

2
¥y
4= i

A bizonyitas lényege, hogy a p, 11 := pn—a(Sp,—7g) egyszerti iterdcidt kettédaraboljuk
S definici6jét felhaszndlva, lasd [16, 16.15. tétel].

Az egyszerii iteracié helyett a konjugalt gradiens-modszert is hasznélhatjuk a (6.20)
egyenletre, lasd [10, 16.4. fejezet].

Térjiink most at bilinearis formékkal megadott nyeregpont-feladatra. Tekintsiik ismét
a (6.11) feladatot Hilbert-térben:

alw,0) +bp,v) = dv (Yo € H),
blg,u) =vq (Vg € K)
az ott tett feltételekkel, ezen belill teljesiiljon a (6.13) inf-sup-feltétel. A 6.11. tétel a

megoldhatosagnal latott mddszerrel, azaz Riesz-reprezenticié segitségével kozvetleniil
atvihetd a (6.22) feladatra. Ebbél adddik:

6.12. Tétel. A (6.22) feladat feltételei mellett tekintsik az aldbbi iterdciot. Legyenek
ug € H, py € K tetszilegesek és a > 0 adott szam, ha pedign € N és megvan u, € H és
pn € K, akkor

(6.22)

a(Ups1,v) + b(pp,v) = ¢v (Vv € H),
(Pni1,9) = (pn, @) + a(b(q,uni1) —¢q) (Vg€ K)

(azaz upyq1 €S ppy1 ezeknek a feladatnak a megolddsai).

(6.23)

Ekkor van olyan ag > 0, hogy 0 < a < o esetén a fenti iterdcio linedrisan konvergdl,
vagyis alkalmas ci,co > 0 és ¢ < 1 mellett

un —u*|| < c1¢", Ipn =P < cg”  (n€N).

Ha a két forma normdjdra a 3 := ||b|| és M = ||a||, ill. az a forma koercivitdsi konstan-
sdra az m jelolést haszndljuk, akkor ag = 25—"; és az optimdlis paraméter ciop = ahol

2 2
R . B, _ A=)
A= 15 és A\ := — ekkorq—AJ”\.

2
A+N7
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Uzawa-iteracié a Stokes-feladatra. A fentiekbdl mar kozvetleniil szarmaztathaté az
iteracié a (6.1) Stokes-feladatra. Lattuk, hogy ennek (6.15) gyenge megolddsa éppen
(6.22) alaku az ott tett feltételekkel, igy alkalmazhato ré a 6.12. tétel. A (6.16) bilinearis
formak hatéaraira az alabbi konkrét értékek vonatkoznak. Egyrészt

a(u,v) := / Vu: Vv = (u,v)g,
0

azaz épp a HL(Q)N tér skaldrszorzata, fgy normajira és koercivitdsi konstansara M =
m = 1. Masrészt a 6.10. megjegyzés révén

bp)| = | [ o] < pllolldivelo < Iplblvl: (v € 229, v € HY®)Y)
Q

és ez éles becslés, igy 8 := ||b]] = 1. A ~ inf-sup-konstans a (6.17)-ben szerepl6 érték,
lasd 6.8. megjegyzés.

6.13. Tétel. Tekintsik a Stokes-feladatra az aldbbi iterdcidl. Legyenek ug € H ()N,
po € L*() tetszdlegesek és a > 0 adott szdm, ha pedign € N és megvan w,, € Hy(Q)Y
és pp € L*(Q), akkor

/QVUnH : Vv — /Qpn (divv) = /Qf v (Vv € Hi(Q)Y),
(6.24)

/Qpn+1q— /Qpnq—oz/ﬂ(divunﬂ)q (Vg € L*(2))

(azaz upi1 €S ppy1 ezeknek a feladatnak a megolddsai).

Ha teljesil a (6.17) inf-sup-feltétel, akkor 0 < o < 2 esetén a (6.2/) iterdcid linedri-
san konvergdl, vagyis alkalmas ci,co > 0 és ¢ < 1 mellett

* n * n
u, —ufy <aq”,  lpa —p*llo < g (n € N).
SIT . . . . . . 2 P
Itt az optimdlis paraméter és hozzdtartozo konvergenciahdnyados rendre oy = 2 68
_ 1
q= 1+’YQ7

Bizonyitds. A (6.24) iterdcié megegyezik a (6.15) feladatra alkalmazott (6.23) iterdciéval,
fgy érvényes 14 a 6.12. tétel a H = H}(Q)N és K = L*(Q) terekben. Mivel most M =
7’ d . ’ 7 —_ 2
m=1éB=11gyap=2,il. \=~2és A =1, melyekkelaoptzﬁesq:ﬁ. O
6.14. Megjegyzés. A (6.24) iteracié nem més, mint a
_Aun—‘rl + Vpn = f, Up 41 |oQ — 07
Prnt1 = Pn — @ div U,

feladat gyenge alakja. &
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6.3. A Stokes-feladat végeselemes megoldasa

A Stokes-feladat végeselemes diszkretizécidjahoz alkalmas Vi, € H} (Q)N és P, € L*(Q)
véges dimenzids altereket valasztunk, és ezekben keressiik a (6.15) feladat megoldasat,
azaz olyan (u”,p") € V}, x P, fiiggvénypért, melyre

/Vuh Vvt —/ph (divv") = / f.vh (W e,
Q Q Q
(6.25)

/ " (div uh) =0 (Vq" € B,).
Q

El6szor vizsgaljuk meg ennek megoldhatosagéat. Szeretnénk a 6.5. tételt hasznalni. Ez
részben jonak latszik, mert a bilinearis formak korlatossaga ugyanigy teljesiil, mint az
eredeti HY(Q)N és L?(Q) terekben, hiszen ugyanazt a becslést most az eredeti Szoboljev-
terek altereire hasznalhatjuk.

A diszkretizacié kulesprobléméja, hogy a fentiekkel szemben a (6.17) inf-sup-feltétel
megfeleléje nem 6roklddik automatikusan az alterekre. A Vi, C HJ ()N altéren vett
szuprémum akar 0 is lehet, ha a (V},, P,) part nem jol vélasztjuk. Ezért (6.17) megfele-
16jét kiilon fel kell tenniink az elméleti vizsgdlathoz. A szakasz végén kitériink a feltétel
teljesithetdségére.

6.15. Definicié. A V, és P, alterek teljesitik a (6.25) feladathoz tartozé LBB-feltételt
(Ladiizsenszkaja-Babuska-Brezzi-feltételt) vagy diszkrét inf-sup-feltételt, ha van olyan
Yo > 0 h-tdl fiiggetlen allando, hogy
— [0 ph (divua”
inf sup fﬂph( - ) > Yo. (6.26)
PheP 0} whevi\fop  |IP"[lo[us 6

A feltétel lényege, hogy V}, és P, nem valaszthatd egymastol fiiggetleniil: az wy-ra vett
supremum pozitiv korlat folottisége azt koveteli meg, hogy adott P, esetén a Vj altér
»elég nagy” legyen.

6.16. Tétel. Ha teljesiil a (6.20) LBB-feltétel, akkor a (6.25) feladatnak létezik egyetlen
(u, ph) € Vi, x B, megolddsa.

Bizonyitds. Bz (6.26) révén mar megegyezik a 6.5. tétel bizonyftasaval Hi (Q)N x L ()
helyett (V}, x Py )-ban. O

A megfelel6 linearis algebrai egyenletrendszer az alabbi alaki lesz:

s %10-E)
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ahol ¢ és r" jelsli rendre u” és p" egyiitthatévektorat a megfeleld bazisban. A rendszer
alakja analég a (6.19) feladatéval.

Az LBB-feltétel alapjan emellett igazolhatd a Céa-lemma megfeleldje: 1étezik olyan
¢ > 0 4llando, hogy

[’ =l + " = pillo < ¢ (min [u” = v" + min [lp* = allo),

ahol a ¢ > 0 allandé p-t6l fugg, de h-t6l nem. (A bizonyitds megtaldlhaté a [10, 27] kony-
vekben.) Ez fiiggetleniti a hibabecslést a feladattol, vagyis a 3.4. szakasz interpolécids
becsléseibol adodik a konvergencia.

Térjiink ré a (6.25) feladat iterdcids megolddséra!l Az Uzawa-algoritmus a fenti hely-
zetben az LBB-feltétel révén a fiiggvénytérbeli esettel teljesen analdog médon hasznalhato,
azaz a 6.13. tételben HZ(Q)N x P, helyett (V}, x B,) frandé:

6.17. Tétel. Tekintsiik a diszkretizdlt Stokes-feladatra az aldbbi iterdcidt. Legyenek u} €
Vi, Dt € Py tetszdlegesek és a > 0 adott szdm, ha pedign € N és meguan ul € Vj, és
ph € By, akkor

[vuts o= [y = [rvt e
Q Q Q
(6.28)

/pﬁﬂ ¢" = /pfi q" — a/(divuﬁ+1)qh (Vg" € P)
Q Q Q

(azaz ull .y éspt. | ezeknek a feladatnak a megolddsai).

Ha teljesiil a (6.26) LBB-feltétel, akkor 0 < av < 2 esetén a (0.28) iterdcid linedrisan
konvergdl, vagyis alkalmas ci,co > 0 és ¢ < 1 mellett

ju} —ul'f; < g, 1Pl = pllo < c2q” (n €N).

Itt az optimdlis paraméter és hozzdtartozd konvergenciahdnyados rendre ooy = # €s
0

_ 1%
q - 1+’Y% Y
Bizonyitds. Azonos a 6.13. tételével. O]

6.18. Megjegyzés. A (6.28) Uzawa-iteracié lépéseiben a 6.14. megjegyzésbeli segédfel-
adatok végeselemes megolddsat kell elvégezni, a (6.27) linedris algebrai egyenletrendszer
(6.21) alakn. O

Osszességében tehdt a végeselemes megvaldsitds f6 pontja olyan Vi, és P, alterek
véalasztasa, melyek teljesitik a (6.26) LBB-feltételt. Az ilyen altereket stabil térpdroknak
hivjuk. A f6 nehézség az, hogy egyrészt (mint lattuk) ha Vj, tdl szlik, azaz nem elég
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nagy dimenziés, akkor a (6.26)-beli szuprémum sem elég nagy, azaz vagy 0, vagy h
csokkentésével 0-hoz tart. Ha viszont P, tul szlik, akkor p* kozelitése nem elég jo.

Gyakori 6tlet haromszogracson, hogy Vj, bévitéséhez haromszogenként hozzavesziink

egy-egy Uj bazisfiiggvényt, amely 0 a hdromszog hatardn. Az E referenciahdromszogon
ez p(&,m) = &n(l — & —n). Alakja miatt szokds buborékfiiggvénynek hivni.

Két gyakran hasznalt példa stabil térparra:

e V) a szakaszonként linearis folytonos fiiggvények és a buborékfiiggvények altal ki-
feszitett altér, P, pedig azon szakaszonként linedris folytonos fiiggvényekbol all,
melyek (6.14) miatt nulla dtlagiak.

e V), a szakaszonként masodfoku folytonos fliggvények és a buborékfiiggvények altal
kifeszitett altér, Pj, pedig azon szakaszonként linedris, de nem feltétleniil folytonos
fiiggvényekbol all, melyek nulla atlaguak.

Ezekrél és tovabbi stabil térparok konstrukcidjardl olvashatunk a [10] kényvben és a [27]
konyv III. 17.5.4. szakaszaban.
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7. fejezet

Nemlinearis elliptikus feladatok
megoldasa

7.1. Néhany egyszerii modellfeladat

Nemlineadris elliptikus feladatok sokféle helyzetben és szerkezettel felbukkannak. Ilyen
feladatokrdl és numerikus megolddsukrdél bévebben a [12, 18] konyvekben olvashatunk. Ttt
néhany egyszerii feladatra adunk példat, ezen beliil az egész fejezetben egy jol attekint-
het6 osztalyra fogjuk ismertetni a megoldhatésdgot és a numerikus megoldas menetét
végeselemes diszkretizacidval és alkalmas iteraciéval. Az elméleti hatteret [16] megfeleld
részei alapjan irjuk le.

Skalar-nemlinearitas. Legyen (2 C R" korlatos tartomany. Tekintsiik el6szor a

{_ div(a(|Vul?) Vu) = g,

(7.1)
ujpo =0

peremértékfeladatot, ahol @ : RT — R* adott korlatos C'-beli fiiggvény. Ez a feladat
az (1.13)-belihez hasonld, de most Vu egytitthatéja maga is Vu-tdl fiigg, ettdl a feladat
nemlinedris. Ilyen feladat 1ép fel példaul a Maxwell-egyenletek specialis stacionarius sik-
beli esetében, melyet a bevezetd 1.1. szakaszban emlitettiink. Itt altalanosabb esetben
az (1.5) egyenléség (vagyis az egyenes aranyossag) helyett H nemlinedrisan fiigghet B-t6l
ugy, hogy az irdanyuk azonos marad, azaz

H = a(|B]?) B, (7.2)

ahol a : R™ — RT adott korldtos és monoton C'-beli fiiggvény. Ez a (7.1)-beli egyen-
lethez vezet. A peremfeltétel a mez6 peremen eldirt viselkedésébél adédik, a modellt

részletesebben lasd a [18] konyvben. Az a fiiggvény példaul néhany konkrét modellben
rk 4+ o
= 7.3
alr) = 52 (73
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alaki, ahol o, 7 > 0 és k € N* dllandok. Egy maésik fontos példa ilyen alaki egyenletre
a képlékeny torzié egy modellje, ahol a fesziiltség és nyirds erdssége kozott (7.2) tipusi
nemlinearis Osszefiiggés all fenn.

A linearis esethez hasonldéan célszeri értelmezni a fenti feladat gyenge alakjat a szo-
kdsos médon: az egyenletet megszorozzuk egy v € H} () tesztfiiggvénnyel, majd integ-
ralunk. Egy u € H}(Q) fiiggvényt tehdt a (7.1) feladat gyenge megolddsdnak neveziink,
ha

/a(|Vu|2)Vu-Vv :/gv (¥ v e HI(Q)). (7.4)
Q Q

A bal oldali integral értelmes H}(Q)-n az a fiiggvény korldtossdga miatt. A gyenge meg-
oldas létezése a linedaris esetben azon mult, hogy a bal oldalon szereplé formula egy
bilinedris format definidlt, most a nemlinedris esetben ez nem jarhaté. Ehelyett a (7.4)
egyenletet alkalmas

Alu) =10
operatoregyenletnek szeretnénk tekinteni, amit a tesztfiiggvények jelenléte miatt a vele
ekvivalens

(Alw), v = (B0)y (V0 € HY(Q)) (7.5)

,gyenge” alakban célszerli felirni. Ezt a jobb oldalra tudjuk a Riesz-féle reprezentécios
tétel alapjan: 1étezik olyan b € H{(f2), hogy

[ao=tay  (oem@)

Szintén a Riesz-tételbdl igazolhaté [10, 11.1. 4llitas], hogy létezik olyan A : HJ(Q) —
Hi(Q) operétor, melyre

(A(u), v) g = /Qa(\Vu|2)Vu -V (Vv e Hy(Q)) (7.6)

igy (7.4) valéban ekvivalens az A(u) = b operatoregyenlettel a Hj () térben.
Férészében nemlinedris divergencia-alaki feladatok. A fenti (7.1) helyett érde-
mes egy kicsit altalanosabb szerkezetli feladatosztallyal foglalkoznunk, a fejezetben erre
részletezziik majd a tovabbiakat. Tekintsiik a

{— div f(z, Vu) =g,

7.7
s (7.7)

peremérték-feladatot, ahol f : QxR™ — R™ adott vektorértéki fiiggvény. (Megjegyezziik,
hogy itt a szokdsos div f(z, Vu) jelolés a precizebb div( f o (i, Vu)) helyett all, ill.
hogy az f(x,n) := a(|n|?)n esetben visszakapjuk a (7.1) szerkezetii egyenletet.) A feladat
gyenge alakja

/Qf(w, Vu) - Vv = /ng (Vv e Hy(Q)). (7.8)
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Az f nemlinearitast az alabbi feltételekkel vizsgaljuk:

7.1. Feltevés.
(i) f egyenletesen monoton, azaz létezik m > 0, hogy
(f(z.m) = fle, D) - (n=7) =mln—q]*  (VeeQ, n,7eR");
(ii) f Lipschitz-folytonos, azaz létezik M > 0, hogy
[f(@,n) = fle, | <Mp—q] (Vo €Q, n,7€R");, o

A gyenge alak most is (7.5) tipusu feladatként frhaté, ahol az A : HL(Q) — HI(Q)
operator most

(Aw), ) gy = /Q F@Vu) - Vo (Voe H(Q). (7.9)

Felmeriilhet a kérdés, miért a gyenge alakot irjuk A(u) = b operédtoregyenletként
az eredeti (7.7) egyenlet helyett. Utébbiban a differencidloperator nem folytonos, mig a
gyenge alakban (mint latni fogjuk) A Lipschitz-folytonos, ami mind a megoldhatéség,
mind a végeselemes megoldds szempontjabol lényeges lesz.
Szemilinearis konvekcié-reakcié-diffiziés feladatok. Legyen © C R? korlatos sik-
beli tartomany, és tekintsiik az alabbi feladatot:

{ —div(pVu) +w - Vu+q(z,u) =g, (7.10)
u‘ag = 0. '
7.2. Feltevés.
(i) pe L®(Q), p(x) >m >0 (m. m. x € Q);
(ii) w € CY(Q, R?), divw = 0 (azaz w divergenciamentes vektormez);
(iii) ¢ € C*(Q x R), és léteznek olyan p > 2, a, 8 > 0 allanddk, hogy
0
0< @8 g (Wreq ceR). (7.11)
o€ o

A (7.10) modellekben altaldban az operator harom tagja rendre a diffiziot, konvekciét és
kémiai reakciot irja le, melyekbol, mint itt is, legtobbszor az els6 ketto linedris. Itt tehat
a kordbban vizsgalt (3.43) konvekcid-diffizids egyenletet egészitettiik ki egy nemlinedris
taggal.

A (7.10) feladat gyenge megolddsa olyan u € Hi () fiiggvény, melyre

/Q<p Vu - Vo + (w - Vu)o + q(:z:,u)v) = /ng Vue Hy (). (7.12)

Ez a fentiekhez hasonléan A(u) = b operatoregyenletként {rhaté fel H}(Q)-ban.
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7.2. Monoton operatorok, megoldhatdsag

A vizsgalt nemlinedaris elliptikus feladatok megoldhatésaganak alapja a monoton ope-
ratorok elméletébol ismert alabbi tétel:

7.3. Tétel. Legyen H wvalos Hilbert-tér, A: H — H adott operdator. Tegyiik fel, hogy
(i) A egyenletesen monoton: létezik m > 0, hogy

(A(u) — A(w),u—v) > m|lu—o| (Vu,v € H); (7.13)
(ii) A Lipschitz-folytonos: létezik M > 0, hogy
|A(u) — A(v)]| < M ||u — v (Vu,v € H). (7.14)

Ekkor barmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik u* € H
megoldasa.

A bizonyitas a Banach-féle fixponttételre vezethetd vissza: 1ényege, hogy az A(u) = b
egyenlet ekvivalens az u = u — a(A(u) — b) =: G(u) egyenlettel, ahol (az egyenletes
monotonitdasnak koszonhetéen) alkalmas o > 0 allandé esetén G kontrakeié (lasd [16,
13.5. tétel].) Megjegyezziik, hogy a fenti két feltétel a bilinearis formak koercivitdsanak
és korlatossdganak nemlinedris megfeleldje.

7.4. Lemma. Ha teljesiilnek a 7.1. feltételek, akkor a (7.9)-ben definidlt A operdtor
egyenletesen monoton és Lipschitz-folytonos a Hy () téren.

Bizonyitds. A orokli f tulajdonsagait. A Lipschitz-folytonossag:

A() — AWl =
= e (A0 = AW 2y = s [ (.90~ 12,90 V2 <

sup / |f(z,Vu) — f(z,Vv)| |[Vz] <

IIZHHl 1

< sup M [ |[Vu—Vou||Vz]| < sup M ||Vu—Volol|Vz|o=

z =1 Q z =1
Iy Iell g

= sup Mlu—vli[z[i = M|u—vl;.

ll2ll 3 =1
Az egyenletes monotonitds hasonld, lasd 9.37. feladat. [
Ebbdl az eloz6 pont alapjan a 7.3. tételbol rogton adodik:

7.5. Kovetkezmény. Ha teljesiilnek a 7.1. feltételek, akkor barmely g € L*() esetén
a (7.7) peremértékfeladatnak egyértelmien létezik u* € Hy(Q2) gyenge megolddsa.

A (7.10) szemilinedris feladatra hasonléan igazolhaté a megfelel6 A operédtor egyen-
letes monotonitésa és Lipschitz-folytonossaga, és ebbdl a megoldhatésag [16, 13.13. tétel].
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7.3. Végeselemes diszkretizacio

Galjorkin-mdédszer nemlinearis operatoregyenletekre. Eldszor operatoregyenle-
tekkel foglalkozunk az el6z0 szakasz alapjan. Legyen tehat H ismét valés Hilbert-tér,
A : H — H adott linedris operator, amely egyenletesen monoton és Lipschitz-folytonos.
Tekintsiik az

A(u) =10 (7.15)

operatoregyenletet, ahol b € H, ennek a 7.3. tétel szerint egyértelmtiien létezik u* € H
megoldasa. Irjuk fel ezt a vele ekvivalens tesztfiiggvényes alakban:

(A(u*),v) = (b,v) (Vv € H). (7.16)

Legyen V), = span{gpl,g@, e ,cpn} C H véges dimenzids altér, ahol 1, s, ..., 0,
linedrisan fiiggetlenek. Az u” € Vj, kozelité megoldast az

(A(u), ")y = (b, 0" (Vo € ) (7.17)

vetiileti egyenlet definidlja, 1étezését és egyértelmiiségét pedig a 7.3. tétel garantélja a Vj,
térben. Az

n

u = Z Cii (7.18)

i=1
eléallitds egyiitthatéit a kovetkezdképp kapjuk. Helyettesitsiik a (7.18) alakot és a v" :=
o fiiggvényeket a (7.17) egyenletbe:

<A(;Ci§0i)a%0k> = (b, ox) (k=1,...,n).
Vezessiik be az
AR5 R, Ag(e) = Agler, ..y e) = <A@%), o )

valds figgvényeket és legyen 5y := (b, o) (k = 1,...,n). Az ezekbél osszerakott A :
R" — R™ fiiggvény és 3 € R™ vektor mellett tehat u” egyiitthatdit az

Ale) =5
nemlinedris algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.

7.6. Megjegyzés. (A rezidualis hiba ortogonalitdsa.) A (7.16) és (7.17) egyenletekbol
kovetkezik, hogy
(A(u*) — A@W™), "y =0 (Yo e Vp), (7.19)

azaz A(u*) — A(u") L Vj,. Jelolje most r* := A(u") — b a rezidualis vektort. Mivel
A(u*) = b, a fentiekbdl <7’h, vh> = 0 minden v" € V}, esetén, azaz r" ortogonélis Vj-re.
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A moddszer konvergencidja a Céa-lemma (3.7. allitas) megfelelGjére alapul:

7.7. Allit4s. (,,Nemlinedris Céa-lemma”) Az u" € Vi, Galjorkin-megolddsra

*

M
|u* —u"|| < — min{|ju* —o"|| : v"* € V},}.

Bizonyitds. A (7.13)—(7.14) és (7.19) dsszefiiggésekbdl barmely v € Vi, esetén

mllu® —u* < (A(u) — Au"), 0" — ") = (A(u") — A(u"), u” —o")
< [|A@") = A@")[[[lu* = v" || < Mju” = u[[[Ju* = "],

fgy [lu* —ut| < Jllur =" =

Innen a folytatds a linedris esettel azonos: ha egy altéresaladra dist(u*, V3,) — 0, akkor
|uh — u*|| — 0, a konkrét végeselemes megvaldsitasokban pedig a konvergencia rendje
interpolaciés becslésekbol adodik.

Végeselemes megoldas nemlinedris elliptikus feladatra. Tekintsiik a (7.7) felada-
tot:

—di ) \Y% =Y,
{ iv f(x,Vu) =g (7.20)
upn =0
a 7.1. feltételekkel. Ennek u* € H} () gyenge megolddsara
/f(x,Vu*) Vo :/gv (Vv e HI(Q)). (7.21)
Q Q

Legyen V,, C H}(Q) valamely végeselemes altér, mint a lineéris esetben a 3.2. szakaszban.
Ekkor az u" € V}, kozelité megoldés teljesiti az

/ flz, Vul) - Vol = / gv" (Vo e V)
Q Q
vetiileti egyenletet, és u" egyiitthatéit az

Ale) =

nemlinedris algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, ahol

AZR”%R”, Ak(C):Ak(Cl,...,Cn):/ f(ZL‘, iCZVQOZ)VgOk (k’: 1,...,71)
Q =1
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és By = / gpr (k=1,...,n). Itt A 6rokli A egyenletes monotonitasat és Lipschitz-

Q
folytonossdgat Vj,-ban, igy az A(c) = f rendszerre is igaz a 7.5. kovetkezmény szerinti
megoldhatosag. Emellett igaz a nemlinearis Céa-lemma:

M
lu* —u"|; < = min{|u* —v"|; : V" € V3, },
m

amibdl a linedris esettel azonos médon haladhatunk tovabb: elészor v helyére u* inter-
polaltjat frjuk, igy (3.27) mintédjdra

M
|u* — uh|1 < o |u* — Tpu*y

majd alkalmazzuk a 3.37. allitast, és a 3.40. tétellel azonosan kapjuk a konvergencia-
becsléseket:
7.8. Tétel. Legyen k € NT, és
(i) a (7.21) feladat megolddsdra u* € H*1(Q);
(i) az FEM-ben haszndlt haromszogi trianguldcid requldris;
(iii) a polinomokra érvényes P(T) D> P*¥(T) (VT € Ty, VT, € F).

Ekkor
lu* —u"|; < ehF |u*|pp,

ahol ¢ > 0 fiiggetlen a trianguldciotol.

Végiil a (7.10) szemilineéris feladatra értelemszerti mdédositasokkal irhat6 fel a véges-
elemes megoldas konstrukciéja. A megfelel6 A operator egyenletes monotonitdsa és Lip-
schitz-folytonossaga révén ugyanigy igaz a nemlinearis Céa-lemma és ennek koszon-
hetéen a 7.8. tételbeli becslések.

7.4. Newton-tipusu iteracidok
A végeselemes diszkretizacioval az eredeti feladatot kozelitoleg a
(A(u), ")y = (b, 0" (Yo" € V) (7.22)

vetiileti egyenletre, ill. az ennek megfelel A(c) = [ nemlinedris algebrai egyenletrend-
szerre vezettiik vissza. Ennek megoldasa iteracio segitségével lehetséges. Itt roviden fel-
idézziik a nemlinedris egyenletrendszerek leghatékonyabb és emiatt legelterjedtebb meg-
oldasi moédszerét, a Newton-iteraciot.
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A Newton-mdédszer Kantorovics munkassaga révén altalanos Banach-térbeli operator-
egyenletekre is kiterjed, és leirdsa azonosan megy a véges dimenzids esettel, ezért ebben
a formaban idézziik fel. Kovetjiik [106, 18.2. fejezet] leirdsat. Legyenek tehat most X, Y
Banach-terek. A Newton-médszerben hagyoményosan zérushelyet keresiink (ez most az
Y tér O-vektora), azaz egy

F(u)=0
egyenlet megolddsat. Ez nem megszoritds, hiszen az eredeti A(u) = b egyenlet F'(u) :=
A(u) — b mellett ilyen alaki lesz.

Az el6z6ek alapjan olyan egyenletekkel foglalkozunk, ahol garantalhaté az egyértelmi
megoldéas. Az erre vonatkozé elég altalanos feltétel, hogy barmely u, h € X esetén

F'(u) : X — Y bijekcié és || F'(u)h| > m]h|, (7.23)
ahol m > 0 fliggetlen u, h-tol.

7.9. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek és F : X — Y Fréchet-derivdlhato. Tegyiik fel,
hogy teljesil (7.23), valamint F' Lipschitz-folytonos L konstanssal. Ha ug € X tetszdle-
ges, akkor az

Ung1 = Up — F'(un) " F (uy) (n e N)

iteraciora az alabbiak teljesiilnek:

L

2m?2

(1) [IF(unsa)]l < IE(w)* (n€N).

(2) Ha ugy olyan, hogy
L

4= 5 I F)l <1 (7.24)
akkor
. 2m? o
mllin = ]| < 1) < =76 = 0. (7.25)

A bizonyitashoz lasd [16] 18.3. tételét.
7.10. Megjegyzés. Hilbert-térben a (7.23) feltétel garantalhat6 az
(F'(w)h,h) = m |bl*  (Yu,h € H)

egyenlStlenséggel, ekkor F' egyenletesen monoton. Ha az F(u) = 0 egyenlet megold-
hatésdgahoz még feltessziik F' Lipschitz-folytonossagat és a 7.3. tételt hasznaljuk, akkor
itt és a 7.9. tétel bizonyitasaban is elég a Gateaux-derivalhatoséag. &

A fenti Newton-moédszer gyengéje, hogy csak lokalisan konvergdl. Ezt orvosolja a
csillapitott Newton-mddszer, lasd pl. [16, 18.11. tétel]:
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7.11. Tétel. Teljesiiljenek a 7.9. tétel feltételei és legyen u* € X az F(u) = 0 egyenlet
megoldasa. Legyen ug € X tetszoleges, és tekintsiik az alabbi sorozatot:

Upp1 = Up + TnPn (n € N), ahol
2

m (7.26)
b LI F )] }

F'(uy)pn = —F(uy,) és T, = min{
Ekkor
lun — u|] < SHIIF(un)l| — 0
monoton csokkenden és lokdlisan mdsodrendben, azaz alkalmas ng € N index utdn
IF(uns)|l < el F(ua)|* (0= no) (7.27)
s lun —u'| < SIF(u)l < dig®”  (n>no) (7.28)
(CLhOl 0<qg<1,c,d > O)
7.12. Megjegyzés. A megadott iteracios lépés az aldbbi alakba irhaté at:

{F’(un)pn = —F(un),

Upr1 = Up + TpPn,

s6t ez az, amit valgjaban haszndlunk: nem kell meghatarozni F”(u,) inverzét, hanem a
megfelel6 segédfeladatot kell megoldani p,, kiszamitasahoz. &

Tekintsiik most a (7.7) feladat végeselemes megoldasat, melyre a Newton-mddszert
alkalmazni kivanjuk:

/ flz, Vul) - Vol = / g (V0" € V)
0 Q
frjuk ezt O-ra rendezve:
(Fh(uh),vh)Hé = /(f(x,Vuh) Vo' — go") =0 (Vo' € V). (7.29)
Q

A Newton-mddszerben szereplé derivalhatdsagi feltételek miatt f-re is 0j feltételt kell
tenniink:

7.13. Feltevés. f € C1(Q x RY RY), a %:;’") Jacobi-métrixok szimmetrikusak, és
létezik M > m > 0, hogy

af x?n n
migt < LD e <o wen, enery), (7.30)
valamint n %@’") Lipschitz-folytonos. &
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7.14. Megjegyzés. A (7.30) becslés azt jelenti, hogy a Jacobi-matrixok sajatértékei m
és M kozt vannak. Ez a feltétel emellett feliilirja a 7.1. feltételeket abban az értelem-
ben, hogy az ottani egyenletes monotonitas és Lipschitz-folytonossiag rendre kovetkezik
a (7.30)-beli alsé és felsé becslésbol. O

Igazolhato [16, 11.2. szakasz] mintéjéra, hogy ekkor a (7.29)-ben bevezetett Fj, : Vj, —
V}, operator orokli f tulajdonsagait: Fj, Gateaux-derivalhaté és

(F,’L(uh)zh,vh>H& = g—i(x, Vu) Vol (Vu, 2" " € V),
Q

amibdl (7.30) miatt rogton lathato, hogy
m "t < (F(u")o" 0" g S M (V0" € V),

valamint F} Lipschitz-folytonos alkalmas L, konstanssal. [gy érvényes a 7.11. tétel a (7.29)
feladatra.

b akkor

frjuk fel a 7.12. megjegyzés alapjan az iteracié algoritmusat! Ha megvan u,.,

gyenge alakot hasznalva az alabbi segédfeladatot kell megoldanunk:
(F'(up)ph, "y iy = —(F(up), o)y (Vo' € Vi),

és az ebbdl kapott pl-nel javitunk:

h . h h
un+1 T un + Tnpn-

Az algoritmus tehat az alabbi, ahol egyszertiség kedvéért most elhagyjuk a felsé h indexet:
([ (a) ug €V}, tetszOleges;

barmely n € N esetén: ha megvan w, € V), akkor
(b1) p, € V}, az aldbbi feladat megoldasa:

/Qg_{](xa Vun> Vpn -Vv=— /Q(f(gj, Vun) Vo — gv) (U c Vh); (731)
(b2) 7, := min{ 1, a }e(0,1],

L’pnh
\ (b3) Ups1 = Uy + TnPp -

A segédfeladatok linearis elliptikus feladatok végeselemes diszkretizaltjai, melyek a korab-
ban latott modszerek valamelyikével megoldhatdk. Az iteracié konvergencigjat a 7.11.
tétel irja le.

Hasonléan épithet6 fel a csillapitott Newton-iterdcié a (7.10) szemilinedris konvekcié-
reakcié-diffiuzios feladat végeselemes diszkretizacidjara, lasd 9.38. feladat.
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7.15. Példa. Tekintsiik a (7.1) feladatot:

— div(a(|Vul®) Vu) = g (7.32)

ujpn = 0,

ahol legyen a : R™ — RT adott C2-beli fiiggvény, és tegyiik fel, hogy léteznek olyan
M > m > 0 konstansok, hogy

0<m<a(r?) < (a®)r) <M  (Vr>0), (7.33)
valamint (a(r2)r)" korlatos. Ez a feladat olyan alakd, mint (7.7), ha

flen) =a(jnl®)n (€ Q neRY),
sOt, itt f fiiggetlen x-t6l. A fenti példa altalanosithato tgy, hogy f fiigghet x-tdl is:

0

f(x,n) =a(z,[nf)n,  ahol  0<m<a(r,r?) < o

<a(1’, 7‘2)7‘> <M

(Ve e Q,neRY, r>0).

Konnyen lathaté, hogy ekkor teljesiilnek a 7.13. feltételek (lasd [16, 13.4.1. szakasz]).
Igy a (7.32) feladat végeselemes diszkretizéltjara alkalmazott (7.31) iterdci6 a 7.11. tétel
szerint konvergal. O

136



8. fejezet

Szamitogépes alkalmazasok

8.1. Programok

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a korabban részletesen vizsgalt eljarasok hogyan
valésithatok meg a gyakorlatban. Az eljarasok megirasara a MATLAB programcsoma-
got valasztottuk. A MATLAB programozasi nyelvének egyszertisége és attekinthetosége
miatt az eljardsok konnyen atiiltethetck mas programozasi nyelvekre is. Azon olvasok-
nak, akik még nem hasznaltak a MATLAB-ot, e fejezet elolvasasa el6tt ajanljuk atta-
nulmanyozasra a program honlapjat vagy pl. az aldbbi magyar nyelvii révid lefrast a
http://www.mit.bme.hu/oktatas/targyak /vimia305/matlab cimen. Megjegyezziik, hogy
bar mi a tovabbiakban részletes MATLAB kdédokat fogunk megadni, a MATLAB ren-
delkezik egy pdetools nevii alkalmazédssal, melyben egy grafikus felhasznéléi feliileten
adhatjuk meg a megoldand¢ differencidlegyenletet, a megoldasi tartomanyt és a kezdo-
és peremfeltételeket. Ezek utan a feladat megoldasdhoz és a megoldas abrazolasahoz
szinte egy gombnyomas elegendo.

8.1.1. Hasznos MATLAB parancsok

Eloszor attekintjiik azokat a hasznos MATLAB parancsokat, melyekre gyakran sziiksé-
glink lehet parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasa soran.

A korabbi fejezetekben lattuk, hogy a numerikus megoldésok soran mindig ritka mat-
rixokkal kell dogoznunk. Ezeket a matrixokat érdemes a gyakorlatban is ritka méatrixként
definialni, hiszen ezzel memoriat takarithatunk meg és a matrixmiveletek is gyorsabban
végrehajthatok. Ha egy matrixot ritka matrixként definialunk, akkor a MATLAB csak a
nemnulla elemeket, és azok helyét tarolja el, ellentétben egy teljes matrixszal, amikor a
matrix minden elemét taroljuk. Az n X n-es egységmatrix pl. ritka matrixként az

I=speye(n)
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médon definidlhat6, amely n = 1000 esetén csak 16kb tarhelyet foglal (teljes métrixként
8Mb-ot). Egy nulldkat tartalmazé B métrixot a

A=sparse (B)

paranccsal alakithatunk ritka matrixsza. A visszaalakitas a
B=full(A)

paranccsal torténik. Egy A métrix nemnulla elemeinek szerkezetét a
spy (A)

paranccsal tudjuk abran szemléltetni. Az abra aljan nz a nemnulla elemek szamat jeloli.
Ritka méatrixokat természetesen érdemes kozvetleniil definidlni. Ezt megtehetjiik pl. az

A=sparse(sorindexek,oszlopindexek,elemek,m,n)

paranccsal, ahol a nemnulla elemek az elemek vektorban vannak felsorolva, a sor és
oszlopindexeiket a sorindezxek és oszlopindexek vektorok adjak meg, és a matrix m x n-
es. Hasonléan hasznalhaté még ritka matrixok megadasara az

A=spdiags(B,index,m,n)

parancs is, ahol a B matrix oszlopai rendre az indexr vektorban megadott sorszamu

diagonalisba keriilnek (0. a f64tl6, -1. a subdiagondl, 1. a szuperdiagondl, stb.) tgy, hogy

a keletkezé matrix m x n méretii legyen (a kilégé elemeket nem vessziik figyelembe).
Blokkmatrixok konstrukciéjanal jol hasznalhaté még a

kron(X,Y)

Kronecker-féle szorzat, melynek blokkjai rendre az X maétrix elemeinek az Y matrixszal
alkotott szorzatai.

A fenti parancsokkal pl. a kétdimenzios Laplace-operator az alabbi A matrixszal diszk-
retizalhato az egységnégyzeten homogén Dirichlet peremfeltétel esetén egy n x n-es négy-
zetracson:

speye(n) ;
sparse(2:n,1:n-1,1,n,n);
= E+E’-2%1I;
kron(D,I)+kron(I,D);

= O M H
I

A matrixok méretének megvaltoztatasa a

o
I

reshape(A,m,n)
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paranccsal torténik. Ekkor a B matrix egy m X n-es matrix lesz, melybe oszloponként
haladva keriilnek bele A elemei.

Parcialis differencialegyenletek numerikus megoldasa soran sokszor nagy méretii line-
aris egyenletrendszereket kell megoldanunk. Ezek megolddséat sosem az egyiitthatomatrix
inverzének kiszamitasaval hatarozzuk meg, mert ennél a mdédszernél vannak sokkal gyor-
sabb és pontosabb eljarasok is. Altaldban specidlisan ritka matrixokra kifejlesztett direkt
megoldési eljardsokat vagy iterdciés mddszereket érdemes haszndlni (lasd pl. [11]). Ezek
koziil érdemes kiemelni a Thomas-algoritmust, amely a Gauss-mddszer specidlis valtozata
tridiagonalis egytlitthatématrixi egyenletrendszerek megoldasara. A MATLAB beépitett
egyenletrendszer-megold6 parancsa

A\b

amely mindig az egyenletrendszer tipusahoz leginkabb megfelel¢ direkt mddszerrel oldja
meg a feladatot.

8.1.2. Az eredmények szemléltetése

A feladatok numerikus megoldasat kovetéen fontos feladat a megoldas vizualizacidja.
Ennek segitségével szemléletes képet kaphatunk a megoldésfiiggvény viselkedésérdl, de
akar segithet a programozasi hibak felfedezésében is.

A MATLAB grafikai fiiggvényei kihasznaljédk, hogy a numerikus eljarasok soran éalta-
laban a megoldas racspontokbeli fiiggvényértékekként adott.

fgy pl. egy egyvaltozos fiiggvényt, amely az zvektor vektorban megadott pontokban
rendre az yvektor vektor elemeinek értékeit veszi fel a

plot (xvektor,yvektor)

modon abrazolhatjuk. Itt harmadik argumentumként megadhatjuk a grafikon szinét,
vonaltipusat és a pontokat jelzo szimbolumokat is. Lasd részletesen a plot parancs leirasat
a MATLAB honlapjan.

Kétvaltozos fiiggvények dbrazolasa téglalapracson hasonléan torténik. Eloszor meg-
adjuk a téglalap x- és y-tengelyekkel parhuzamos oldalainak felosztasait.

Xx=xmin:x1épés:xmax;
y=ymin:ylépés:ymax;

majd ezen felosztasokbdl megkonstrualjuk a téglalapracs pontjainak x és y koordinatait
tartalmazé matrixokat.

[xi,yi]l=meshgrid(x,y);
Ezek utan, ha a racspontokbeli értékeket a zi matrixban taroljuk, akkor az abrazoléds a
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mesh(xi,yi,zi);
surf (xi,yi,zi);
trisurf (tri,xi,yi,zi)

parancsokkal torténhet. Az els6 két esetben négyszogracson dbrazolunk dréthélés vagy
kitoltott grafikonokkal, a harmadikban pedig a tr¢ matrixszal adott haromszogracson
kitoltott grafikonnal.

Mi a véges differenciak modszerek esetén az elso, a végeselem-moddszerek esetén a
harmadik médot hasznaltuk.

8.1.3. Két mintaprogram

Példaként megadjuk a numerikus megoldast eloallité programokat a véges differencias és
a végeselem-modszerek esetén egy egyszerii peremérték-feladatra.

A —Au = f Poisson-egyenletet oldjuk meg az egységnégyzeten. Az y = 0 peremen
a peremfeltétel g(z) := u(z,0) = sin(7x), a tobbi élen homogén Dirichlet-peremfeltétel
adott, tovdbba f(x,y) = sin(rz)(2 + (1 — y*)7?). A feladat pontos megoldésa u(z,y) =
(1 — y?)sin(mx).

8.1. Példa. A véges differencidk modszerével torténo megoldas az aldbbi kéddal nyer-
heté. Itt n a belsé osztépontok szama (ugyanannyi x és y irdnyban is), g a peremfeltételt
megadé fiiggvény, f pedig a forras.

A program futdsa utan a megoldasfiiggvény kozelité értékei az ugrid matrixban ta-
lalhatok. Az elkésziilt 8.1. abra pedig az egyiitthatématrix szerkezetét és a numerikus
megoldast mutatjak.

clear all; close all; % minden kordbbi adat torlése
% Input adatok megadasa

n=5; h=1/(n+1); % racspontok szama x és y irdnyban, racstavolsag
x=h*[1:n]; y=x; % oldalak ekvidisztans felosztésa
[xi,yi]l=meshgrid(x,y); % a racspontok koordindtdinak kiszamitasa

g = sin(pi*x); % perem y=0-nal a sin(pi*x) peremfeltétel esetén

f =(2+pi~2%(1-yi."2)) .*sin(pi*xi); % forrds (2+pi~2(1-y~2))*sin(pi*x)

% A diszkretizaciés matrix konstrukcidja

I = speye(n);

E = sparse(2:n,1:n-1,1,n,n);
D = E+E’-2x%1;

A = -kron(D,I)-kron(I,D);
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A = A/h"2; % Laplace-operdtor (-1)-szeresének diszkr.
spy(A); pause % A matrix szerkezetének kirajzoltatésa

% A jobboldali vektor konstrukcidja

b=reshape(f,n"2,1); % a forrads miatt
b(1:n:n"2)=b(1:n:n"2)+g’/h~2; 7 a peremfeltétel médositja b-t

% Numerikus megoldds kiszamitdsa az egyenletrendszer megolddsdval
uapprox=A\b;
% A numerikus megoldds &brdzolasa

ugridin = reshape(uapprox,n,n); % megolddsvektor matrixszd alakitdsa
ugrid = zeros(n+2,n+2); 7 a peremfeltételek figyelembevétele
ugrid(2:n+1,2:n+1)=ugridin;

ugrid(1,2:n+1)=g;

mesh(0:h: (n+1)*h’,0:h: (n+1)*h’ ,ugrid) ;
axis([0,1,0,1,0,1])

xlabel(’x’,’FontSize’,14)

ylabel(’y’,’FontSize’,14)

title(’A Poisson-egyenlet megold&dsa.’,’FontSize’,14)

8.2. Példa. A végeselem-mddszer esetén szintén n jeloli a belsé osztépontok szamat,
g a peremfeltétel és f a forrds. A racs egy négyzetracs négyzeteinek ugyanolyan iranyu
atlokkal valé daraboldsabdl szarmazd haromszogracs. Az ugrid matrix tartalmazza a
megoldasfiiggvény értékeit a racspontokban.

Figyeljiik meg, hogy mennyire hasonl6 az egyenletrendszer konstrukcidja a véges dif-
ferencids esethez. A tulajdonképpeni kiilonbség az, hogy a h? szorzé nem a métrixban
oszt, hanem a jobb oldalon szoroz.

A program futdsa utan a 8.2 abrat kapjuk.

clear all; close all; % minden kordbbi adat torlése
% Input adatok megadasa

n=5; h=1/(n+1); % osztdpontok szdma x és y iranyban, racstavolsag
x=h*[1:n]; y=x; % oldalak ekvidisztans felosztéasa
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A Poisson-egyenlet megoldasa
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8.1. dbra. Az egyiitthatomatrix és a numerikus megoldas szemléltetése a véges differen-
cidk moddszere esetén.

[xi,yi]l=meshgrid(x,y); % a racspontok koordindtdinak kiszamitasa

g = sin(pi*x); % perem y=0-ndl a sin(pi*x) peremfeltétel esetén

f =(2+pi~2%(1-yi." 2)) .*sin(pi*xi); % forrds (2+pi~2(1-y~2))*sin(pi*x)

% A merevségi matrix konstrukciéja

I = speye(n);

E = sparse(2:n,1:n-1,1,n,n);

D = E+E’-2%T;

A = -kron(D,I)-kron(I,D);

% A terhelési vektor konstrukciéja

b=reshape(f,n"2,1)*h"2; 7, a forrds miatt (a bazisfiiggvények és f
% szorzatainak integraljénak kozelitésére
% a 3h"2xf/3=h"2*f képletet
’% hasznaljuk)

b(1:n:n"2)=b(1:n:n"2)+g’; % a peremfeltétel médositja b-t

% Az egyenletrendszer megolddsa

uapprox=A\b;
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% A numerikus megoldds &brdzolasa

ugridin = reshape(uapprox,n,n); % megolddsvektor matrixszd alakitdsa
ugrid = zeros(n+2,n+2); 7 a peremfeltételek figyelembevétele
ugrid(2:n+1,2:n+1)=ugridin;

ugrid(1,2:n+1)=g;

tri=[0 0 0]; % A hdromszdgek konstrukciéja a hozzdjuk tartozé csicsokbdl.
for i=1:(n+1)*(n+2)
if mod(i,n+2)~=0
tri(length(tri(:,1))+1,:)=[i,i+1,i+n+2];
tri(length(tri(:,1))+1,:)=[i+1,i+1+n+2,i+n+2];
end
end

tri(1,:)=[1;

[xii,yii]=meshgrid(0:h:1,0:h:1);
trisurf(tri,xii,yii,ugrid)

axis([0,1,0,1,0,1])

xlabel(’x’,’FontSize’,14)

ylabel(’y’,’FontSize’,14)

title([’A Poisson egyenlet megoldésa.’],’FontSize’,14)

A Poisson egyenlet megoldasa.

0.5 0.5
y 00 X

8.2. abra. A numerikus megoldas szemléltetése a végeselem-maddszer esetén.
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8.2. Animaciok

8.2.1. A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa a véges differen-
ciak modszerével

8.2.1 Animécié. Tekintsiik a —Au = 272 sin(7x) sin(ry) Poisson-egyenletet az egység-
négyzeten homogén Dirichlet-peremfeltétellel! Kénnyen lathaté, hogy a feladat pontos
megoldasa u(z,y) = sin(7x)sin(ry). Az aldbbi animdcié a véges differencids numeri-
kus megoldasokat és a racspontokbeli legnagyobb eltérést mutatja felez6do racstavolsag
esetén. n a belso racspontok szama x és y irdnyban. Figyeljiik meg, hogy felez6do6 racs-
tavolsag esetén a hiba kb. negyedel6dik, ami mutatja az elméletben igazolt masodrendii
konvergenciat!

n=5, Hiba: 0.023183

8.2.2 Animacié. Tekintsiik a —Awu = 4 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten az alab-
bi peremfeltételekkel: u(z,0) = 4 — 22, u(0,y) = 4 — 3%, u(l,y) = 3 — y* (Dirichlet-
peremfeltételek), du/on(z,1) = —2 (Neumann-peremfeltétel)! Az aldbbi animécié a fel-
adat véges differencids numerikus megoldasait mutatja azokban az esetekben, amikor
az egységnégyzeten x és y iranyban is ekvidisztdns médon rendre n = 2,4, ...,60 belso
rdcspontot vesziink fel. A feladat pontos megoldésa u(z,y) = 4 — 2% — 2.
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8.2.3 Animacio. Tekintsiik a —Awu = y Poisson-egyenletet az egységnégyzeten az alab-
bi peremfeltételekkel: u(z,0) = 1, u(0,y) = 1, u(1l,y) = 1 (Dirichlet-peremfeltételek),
Ou/on(z,1) = —15z (Neumann-peremfeltétel)! Az alabbi animdcié a feladat véges diffe-
rencids numerikus megoldésait mutatja azokban az esetekben, amikor az egységnégyzeten
x és y iranyban is ekvidisztans moédon rendre n = 2,4, ...,60 belsé racspontot vesziink
fel.
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8.2.4 Animacié. Tekintsiitk a —Au = 1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homo-
gén Dirichlet-peremfeltétellel! Az alabbi animacié a feladat véges differencias numerikus
megoldésait mutatja azokban az esetekben, amikor az egységnégyzeten x és y irdnyban
is ekvidisztans modon rendre n = 2,3, ..., 30 belso racspontot vesziink fel.
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8.2.2. A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa a végeselem-maod-
szerrel

8.2.5 Animacio. Tekintsiik a —Awu = 1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homo-
gén Dirichlet-peremfeltétellel! Az alabbi animéacié a végeselem-modszerrel nyert nume-
rikus megoldasokat mutatja egyre finomodé egyenletes haromszogracsokon azokban az
esetekben, amikor az egységnégyzet oldalain ekvidisztans médon rendre n = 2,3, ...,30
belsé racspontot vesziink fel.

8.2.6 Animacio. Tekintsiik a —Awu = 1 Poisson-egyenletet az egységnégyzeten homo-
gén Dirichlet-peremfeltétellel! Az alabbi animacié a végeselem-mddszerrel nyert numeri-
kus megoldasokat mutatja a z-tengely irdnyabdl egyre finomodo egyenletes haromszog-
racsokon azokban az esetekben, amikor az egységnégyzet oldalain ekvidisztans mdédon
rendre n = 2,3, ...,30 bels6 racspontot vesziink fel.
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8.2.7 Animacié. Tekintsiik a Au = 0 Laplace-egyenletet az r € [0, 1], ¢ € [—37/4, 37 /4]
polarkoordindtas paraméterezésii egységsugaru korcikken az alabbi peremfeltételekkel: a
koriven u(z,y) = cos(2arctg 2(y, x)/3), az egyenes szakaszokon pedig u(z,y) = 0! A lenti
animacio a végeselem-modszerrel nyert numerikus megoldasokat mutatja a haromszog-
racs egyenletes finomitasa esetén. Feliil a haromszogek szdma és a maximumnormabeli

hiba 14thatd.

Héromszogek szama: 287, Hiba: 0.0155

8.2.8 Animacié. Tekintsiik a Au = 0 Laplace-egyenletet az r € [0, 1], ¢ € [—37/4, 37 /4]
polarkoordinatas paraméterezési egységsugaru korcikken az alabbi peremfeltételekkel: a
koriven u(x,y) = cos(2arctg2(y,x)/3), az egyenes szakaszokon pedig u(x,y) = 0! A
lenti animaci6 a végeselem-modszerrel nyert numerikus megoldasokat abban az esetben,
ha a konkav sarok koriil finomitjuk a haromszogfelosztast. Feliil a haromszogek szama
és a maximumnormabeli hiba lathaté. Figyeljiikk meg, hogy sokkal kevesebb haromszog
elegendd egy adott pontossag eléréséhez, mint az el6zé animécioban!

Haromszbgek széma: 283, Hiba: 0.0049
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9. fejezet
Feladatok

9.1. Feladat. Igazoljuk, hogy egy megengedett el6jeleloszlasi négyzetes matrix ponto-
san akkor diagondlisan dominans, ha M-matrix a g := e vektor mellett!

9.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A diagondlisan domindns matrix, akkor regulris!

(Utmutatés: indirekt tegyiik fel, hogy A egy = # 0 vektort O-ba visz, és frjuk fel a
definiciét = legnagyobb abszoluit értékii koordinatéjara.)

9.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az A megengedett eléjeleloszlasti métrix diagondlisan
dominéns matrix, akkor A~! > 0!

(Utmutatés: legyen D a métrix féatldja, és A = D(I — B). Mutassuk meg, hogy
B >0 és || Bl = max; ;b < 1, majd frjuk fel A= D(I — B) inverzét Neumann-sor
alapjan.)

9.4. Feladat. [gazoljuk, hogy ha A M-matrix, akkor regularis!

(Utmutatés: legyen G := diag(g;). Mutassuk meg, hogy A := AG diagonalisan domi-
néns és alkalmazzuk a 9.2. feladatot.)

9.5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A M-métrix, akkor A= > 0!
(Utmutatés: az eléz6 feladatbeli A := AG és a 9.3. feladat alapjan.)

9.6. Feladat. Legyen A adott M-matrix valamely g > 0 vektor mellett. Igazoljuk, hogy

ekkor [|[A7!]s < i |

(Utmutatds: mutassuk meg, hogy barmely b vektorra £b < ||b||s(Ag/ min Ag) (koor-
dindtanként értve), és igy A~ monotonitdsa miatt az Ax = b lineéris algebrai egyenlet-
rendszer megoldédsira +2 < ||b]|«(g/ min Ag).)

9.7. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A diagondalisan dominans, akkor pozitiv szemidefinit!

(Utmutatés: a kvadratikus alak alsé becslése Cauchy—Schwarz-egyenlotlenségek révén
lesz 0.)
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9.8. Feladat. Tekintsiink egy 3x2 bels6 pontbdl alld, a két iranyban egyforma lépéskozii
racsot, azaz wy := {(ih, jh) : i = 1,2,3, j = 1,2}. [rjuk fel a homogén Dirichlet-
peremfeltételtt —A, leképezés A;, matrixat!

(Utmutatés: a peremmel szomszédos pontokban a peremfeltétel alapjén kell.)

9.9. Feladat. Igazoljuk a (2.10) diszkrét Green-formulat!

9.10. Feladat. Igazoljuk az egydimenzids diszkrét Laplace-operator sajatértékeit és sajat-
vektorait meghatérozé a (2.11) egyenldségeket!

(Utmutatés: addiciés tételbsl.)

9.11. Feladat. Igazoljuk a kétdimenziés diszkrét Laplace-operator sajatértékeit és sajat-
vektorait meghatarozo6 képleteket az el6zé feladat alapjan!

9.12. Feladat. Irjuk fel a (2.17)-beli Aj, métrixot téglalapon adott inhomogén Dirichlet-
feladat esetén!

9.13. Feladat. frjuk fel a hibafiiggvény Galjorkin-ortogonalitasanak konkrét képletét a
homogén Dirichlet-feladat (3.15)-beli végeselemes megoldasaral

9.14. Feladat. Tekintsiik a (3.17) vegyes feladatot az ott tett feltételekkel, azaz s,q > 0,
q€ L>(Q),se L>*Ty),v € L*(T'y), ill. T'p és T'y a perem mérhetd felbontdsét alkotjdk
és I'p pozitiv mértéki. Adjunk becslést a megfeleld

a(u,v) = /(p Vu- Vv + quv) + / suv
Q

I'n
bilinearis forma hatarairal

(Utmutatés: Cauchy—Schwarz és Szoboljev-féle beagyazas révén m > essinfp és
M < esssupp+ Cq esssup g + Cr,, esssup s.)

9.15. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1.8 Poincaré-Friedrichs-egyenlétlenségben Cq, éles ér-
téke \/L)\T’ ahol \; > 0 a Laplace-operator legkisebb sajatértéke az €2 tartomanyon homo-
gén Dirichlet-peremfeltétellel!

(Utmutatas: Green-formula és Fourier-sorfejtés, lasd [16, (8.10)].)

9.16. Feladat. Igazoljuk, hogy

nm?

AN >
'S diam(Q)?
ahol \; > 0 a Laplace-operator legkisebb sajatértéke az ) tartomanyon homogén Dirichlet-
peremfeltétellel, n a tér dimenzidja és diam(€2) a tartomany atméréje!

(Utmutatés: foglaljuk az ) tartoményt téglalapba és hasznaljuk fel, hogy ekkor A\, :=
A(Q2) > M\ (T), lasd [25]. Ttt Ay (T)-re explicit képletet tudunk a szinuszos sajatfiiggvé-
nyekbol.)
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9.17. Feladat. Tekintsiik a (3.51) nem szimmetrikus feladatot vegyes peremfeltétellel.
Legyen o1, ..., p, bazisa V, C H5(Q) altérben, és tekintsiik a végeselemben megoldandé
Apc = by, linedris algebrai egyenletrendszert. Irjuk fel az Aj, matrix a;; egyiitthatdit és a
jobboldal b; koordinatait!

9.18. Feladat. Tekintsiik a Poisson-egyenletet Dirichlet- peremfeltétellel téglalapon. Iga-
zoljuk, hogy az egyenletes (azaz négyzetrics egyiranyi &tlés felezéseibél kapott) harom-
szogracshoz tartozé Courant-elemek merevségi matrixa a 3.14. megjegyzésben megadott
alaku!

9.19. Feladat. Igazoljuk, hogy a (3.61) feladat gyenge alakja (3.62)!

(Utmutatés: el6szor mutassuk meg az ujpq = 0 peremfeltételbdl, hogy a 7 érintdirdny-
ban 8Tu|6Q =0, igy a 8Vu|8Q = 0 feltétellel egytitt Vu}m = 0. Ezutan kétszer alkalmaz-
zuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.)

9.20. Feladat. Igazoljuk, hogy a (3.64) bilineéris forma korlatos és koerciv a HZ ()
téren a (3.65) skalarszorzatra nézve M = 2 és m = 1 hatédrokkall

(Utmutateis: a két kifejezés majdnem ugyanaz, csak a vegyes derivaltak szerepelnek
dupldn a bilinedris forméban.)

9.21. Feladat. Igazoljuk a (3.42) becslést!

(Utmutatés: R(up)v = a(u* — up, v), és legyen v := u* — uy.)

9.22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A; a Poisson-egyenlet FDM-es diszkretizaciéjanak
(2.7) matrixa, akkor
k(Ap) == O(h™?)

nagysagrendi.

(Ijtmutatés: explicit képlet van a szé1s6 sajatértékekre.)

9.23. Feladat. Tekintsiik a Poisson-egyenletet Dirichlet-peremfeltétellel téglalapon. Iga-
zoljuk, hogy ha Aj egyenletes (azaz négyzetrécs egyiranyu &tlos felezéseibol kapott) ha-
romszogracshoz tartozé Courant-elemekkel felirt merevségi matrix, akkor

k(Ap) == O(h™?)

nagysagrendi.

(Utmutatds: az eléz6 feladatbdl és a 3.14. megjegyzésbdl kivetkezik.)

9.24. Feladat. frjuk fel FDM esetén a linedris kiterjesztés prolongacios matrixat egy-
dimenziés esetben (intervallumon)!
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9.25. Feladat. frjuk fel FDM esetén a megszoritas restrikciés matrixat egydimenzios
esetben (intervallumon)!

9.26. Feladat. Irjuk fel FDM esetén a linedris kiterjesztés prolongdciés métrixdnak
transzpondltjat egydimenziés esetben (intervallumon), és vizsgaljuk meg, milyen stlyo-
zott megszoritasnak felel ez meg!

9.27. Feladat. frjuk fel FDM esetén a linearis kiterjesztés prolongaciés matrixat kétdi-
menzids esetben (téglalapon)!

9.28. Feladat. frjuk fel FEM esetén a bedgyazas prolongacidés matrixat egydimenzids
esetben (intervallumon)!

9.29. Feladat. frjuk fel FEM esetén a beagyazas prolongaciés matrixat kétdimenzios
esetben (téglalapon)!

9.30. Feladat. Legyen f € V}, = span{ei,...,o,} végeselemes altér T;- vagy Rq-
elemekkel, és legyen a trianguldcio regularis. Legyen M) a tomegmatrix, azaz M;; :=
Jo, wi;. Igazoljuk, hogy Myd-d = O(h?)|d|* (Vd € R™).

(Utmutatés: irjuk fel el6bb egy hdromszogon, majd Gsszegezziik.)

9.31. Feladat. Legyen f € V}, = span{pi,...,o,} végeselemes altér T;- vagy Rq-
elemekkel, és legyen a trianguldci6 reguldris. Legyen f;, € R™ az a vektor, melyre (f), =

Jo fei (i =1,...,n). Tgazoljuk, hogy [fu] = O(R)||fllo (ahol [|f[lo == | f[|z2)!
(Utmutatds: Igazoljuk, hogy | flI2 = Myc - ¢, ill. hogy ha ¢ az f egyiitthatévektora
Vi-ban, akkor f;, = Me, végiil hasznéljuk a 9.30. feladatot d = M'/?c-re.)

9.32. Feladat. Igazoljuk, hogy az (5.1) formuldban bevezetett f, paraméterbecsld fiigg-
vényre max, 1 |fo(z)| = max{|1l —w|, |2w—1|}!

9.33. Feladat. Igazoljuk, hogy az 5.8./1. példdban bevezetett f, paraméterbecslé fiigg-
vényre max{|f.(z,y)| : = >3 vagy y > 5 } = max{|1 —¥|, |2w — 1|}! Hatdrozzuk meg
ebbdl az optimalis iterdciés paramétert a [0, 1]* tartomdnyon egyenletes haromszogracson!

9.34. Feladat. Igazoljuk a 6.1. allitast!
(Utmutatds: Gauss-Osztrogradszkij-tételbél.)

9.35. Feladat. Igazoljuk, hogy (6.9) és (6.10) ekvivalens!

9.36. Feladat. Igazoljuk 2D esetben a (6.18) becslést, és hogy egyenléség is fennéllhat!

(Utmutatés: el6szor két parcialis integralassal a Gauss—Osztrogradszkij-tételnek meg-
felelen fQ O1u; Oy = fQ Or1us Oouy, majd a definiciékbdl és a Cauchy—Schwarz-egyen-
16tlenségbdl kapjuk (6.18)-t. Egyenléség az (uq, us) = Vp esetben adédik.
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9.37. Feladat. Igazoljuk, hogy ha teljesiil a 7.1. feltétel, akkor a (7.9)-ben definidlt F
operator egyenletesen monoton a Hj () téren!

9.38. Feladat. frjuk fel (7.31) mintdjara a csillapitott Newton-iteracié algoritmusat
a (7.10) szemilinedris konvekcid-reakcié-diffizios feladat végeselemes diszkretizacidjéaral
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II. rész

Idofiiggo parcialis
differencialegyenletek numerikus
modszerei
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10. fejezet

Sziikséges ismeretek rovid
attekintése

Az u : R x R — R tipust fiiggvényekre vonatkozé aldbbi alaki 4ltaldnos egyenletet
fogjuk vizsgalni:
Owu(t,x) = Lu(t,x), te€(0,T),x€Q, (10.1)

illetve ezen egyenletre vonatkozé

{atu(t,x) = Lu(t,x), t€(0,T),x€Q

u(0,x) = up(x), x €0 (10.2)

kezdetiérték- vagy Cauchy-feladatokat, ahol 2 C R? egy adott lokalisan Lipschitz-tar-
tomany, L pedig egy differencidloperator. Ennek tulajdonsagait a kovetkezo szakaszban
részletezziik. A véges differenciakkal torténo kozelité mddszerek felirasahoz kiilon figye-
lembe kell venniink a peremfeltételeket is, amelyeket részletesen kiirva a (10.2) feladat a
kovetkezo alaku:

duu(t,x) = Lu(t,x) + f(t,x), te€ (0,T),x €
Du(t,x) = g(t,x), t€(0,T),xe€Tly, j=12,....M (10.3)
u(0,%) = ug(x), x € Q,
ahol 7 =1,2,..., M esetén
Du = (Dlu,Dgu, . ,DMU), Dju : (O,T) X Fj — R

valamint
g = (917927' e 79M)(t7x)7 g;j - (O>T) X Fj — R
az () halmaz hatdaranak M darab diszjunkt I';,T'y, ..., 'y C 0Q részén, tovabba
Lu(t,x) = > a,0"*)u(t,x) (10.4)

S
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és
Dju(t,x) = Z b0 OPis)y(t, x) (10.5)

megfeleld {as} és {8}, {82} - -, {8 multiindex-halmazokkal. Itt a peremfeltéte-
lek az ismert g; fliggvényekkel adottak.

10.1. Példa. Tekintsiik a yu(t, z,y) = Opu(t, x,y) + Oyyu(t, z,y) hévezetési egyenletet
az @ = (0,0),(0,1),(1,0) csicsokkal rendelkezé haromszogon annak alsé és bal oldalsé
lapjan adott konstans 4 peremfeltétellel, az oldals6 lapon pedig homogén Neumann-
peremfeltétellel, valamint az adott u(0,z,y) = 1 — x — y kezdeti feltétellel!
Ekkor T'y az alsd, I's a bal oldalsé, I's pedig a harmadik oldal, tovabba

E'LL(t, l’, y) = (9mu(t, 33', y) + ayyu(ta $7 y)

D1u<t7 xz, y) - D2u<t7 xz, y) - u<t7 xz, y)a gl(t7 x, y) - g2(t7 x, y) = 47

Dsu(t, z,y) = Ozult, z,y) + Oyu(t, z,y), gs(t,z,y) =0
azaz a1 = g = ]_, o = (0, 2,0), Ay = (0,0, 2), bll = b21 = 1, ,311 = /821 = (0,0), tovabba
b3l :b32:17 /631:( a0)7632:(071)- <>

10.1. Idofiiggo parcialis differencialegyenletekkel kap-
csolatos ismeretek

A (10.1) egyenletben az ismeretlen u fiiggvény
uw: (0,T)x Q=R vagy u:(0,T)xQ—R?

tipusi; a masodik tipus esetén rendszerrdl beszéliink.
Az L (differenciél)operator

L:Ly(Q) = La(Q) vagy L:[La(Q)]" — [La()]?

tipusu, amely mindig strtin definialt és altalaban nem korlatos. Az L operator értelme-
zési tartomanyat az eredeti feladatban szereplo peremfeltételek hatarozzak meg. Fontos,
hogy az elméletben a differencidloperatorokat dltalaban egy altéren értelmezziik, ezért
az esetleges nem homogén peremfeltételekkel kitiizott feladatot olyan alakra kell atirni,
hogy ezt teljesitse. A magyarul hasznélt terminologiaval ellentétben nem vegyes feladat-
0l beszéliink.

10.2. Példa. A tovabbiakban is gyakran idézett hivezetési/diffiziés egyenletre vonat-
koz6 homogén Dirichlet-peremfeltétellel adott kezdetiérték-feladat az alabbi:

Owu(t,x) = Au(t,x) + f(t,x), te€(0,7),x€Q
u(t,x) =0, te€(0,7),x¢€ (10.6)
u(0,x) = up(x), x € Q.
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Itt D(L) = H} () N H*(Q), Lu = Au, valamint f € Ly(f2) adott. %

Fontos tudni, hogy a felirt feladatoknak létezzen megoldasa és az egyértelmi legyen.
Nem idéziink erre vonatkozé allitdasokat, de megjegyezziik, hogy az altalunk a tovab-
biakban vizsgalt esetekben ez teljesiil. A numerikus méddszerektdl is akkor varhatunk
pontos kozelitést, ha a feladatban szerepld Gsszes fliggvénytdl folytonosan fiigg a megol-
das. Gyakran hasznos az ezen fiiggést kifejezo képletek ismerete.

10.3. Példa. A fenti példaban a (10.6) feladat megoldédsa a C'((0,T); D(L)) térben 1é-
tezik, egyértelmi, és a megoldés az alabbi képlet szerint fiigg a kezdeti feltételektol:

lut, o) < e luollme) + 11 L@- &

10.4. Megjegyzés. A fenti (10.2) feladat egy altalanositott differencidlegyenlet, amit
altalanositott Cauchy-probléméanak neveznek a félcsoportelmélet nyelvén. A félcsoportel-
mélet kapcsolatot teremt az L differencidloperator (pontosabban az ezzel felirt peremérték-
feladatok megoldéoperatorainak) tulajdonsigai és a (10.2) feladat megoldhatéséga, va-
lamint a megoldas tulajdonsagai kozott. &

10.2. Néhany fogalom a numerikus mdédszerek koré-
bol

Haszndlni fogunk a kozonséges differencialegyenletekre vonatkozé néhany egyszeriibb
modszert: az explicit és implicit Fuler-mdodszert és a tobblépéses mddszerek levezeté-
sének elvét.

Alapveté kvadraturaképleteket is alkalmazunk, a kozéppont-szabdlyt és a trapéz-
formulét fogjuk hasznélni kozelitések levezetéséhez. Ismertnek tételezziik fel az ezek rend-
jére vonatkozo allitasokat.

A rend fogalmat az dltalunk vizsgalt esetre ismét felirjuk.

10.3. Véges differenciak egyenletes racsfelosztasokon

A jegyzet elso felében azokat a mddszereket targyaljuk, amelyekben a véges differenciak
modszerével kozelitjiik a feladat megoldasat. Egymast kovetd rogzitett idépontokban ko-
zelitjiik a megoldés értékét az Q) tartomany egyes pontjaiban. Ennek lefrdsahoz vezetjiik
be a kovetkezo jeloléseket:

® hy hy, hy, ... - térbeli diszkretizdciéban a rdcshossz az egyes irdnyokban.
e h = (hy,hy,h,,...) = (h1,ha,..., hq) a rdcshosszokat tartalmazé vektor, h = h,

esetén ezek helyett egyszerlien a h jelolést hasznaljuk.
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o k®h = (kihy, kaho, ..., kghg), ahol k = (ky, ka, ..., ky) € Z¢ az egyes rdcspontokat
megado vektor.

e ) - idGlépés, ahol a megoldast egymds utan a 9,29, ... idopontokban kozelitjiik.
o x = (z,y,2) vagy x = (z,y).
e uy (ill. up) az u megoldés kozelitése a h-val (ill. h-val) paraméterezett racson.

e uyl = up(nd, k ® h) a numerikus megoldas értéke az n-edik idélépésben a k ® h
helyen.

e u" = {up(nd,xp) : xp, egy rdcspont}, amely az n-edik id6pontban a numerikus
megoldas értékeit tartalmazza 2-nak a h-hoz tartozé felosztas racspontjaiban.

e u(t,-) = {u(t,xp) : x egy rdcspont}, amely a ¢t id6pontban a pontos megoldds
értékeit tartalmazza (2-nak a h-hoz tartozé felosztas racspontjaiban.

10.5. Megjegyzés.

1. A h, hy, hy, h, felosztdsparaméterek feliilrdl korlatosak, egy természetes korlat az 2
halmaz atmérdje.

2. Az utols6é harom jelolés az egyszerliség kedvéért nem tartalmazza a h paramétert,
de ezeket mindig rogzitett felosztas mellett hasznaljuk, ezért nem fog félreértést
okozni. &

A kovetkezokben a felosztasok konstrukcidjahoz sziikséges definicidkat részletezziik.

10.6. Definicié. Tetszoleges egész ki, ka, ..., kq esetén a [kyhy, (k1 + 1)hy] X [kohe, (ko +
Dho] x -+ X [kqha, (kg + 1)hg] halmazt h-téglanak nevezziik. &

El6szor egy egyenletes racs azon pontjait adjuk meg, amelyek az 2 tartomany lezartjaba
esnek, majd az ) halmaz ennek megfelel6 médositasat.

10.7. Definicié. Legyen az Q = {(jih1, joho, ..., jaha) € Q = (j1,J2,...,Ja) € Z9},
vagyis azon racspontok halmaza, amelyek Q-ban vannak (10.1. dbra).

Jelslje Q, azon h-téglék uniéjanak belsejét, amelyeknek az Gsszes cstcsa Q,-ban van
(10.2. 4bra).

Ha példéul d = 2, akkor

O = int {U[jhx,jhx + hy) X [khy, khy + hy)
(Jha, khy), (Gha, Kby + hy), (Ghe + hey khy), (Ghe, khy + hy) € On}
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10.1.

\

abra. Egy lehetséges ) tartomany, a hozza tartozo racshald és az €2y, racspontok

halmaza.

\

10.2. dbra. Az Qh halmaz szemléltetése.

10.8. Megjegyzés.

1.
2.

Ha €2 nem korlatos, akkor az €2, halmaz végtelen lehet.

A < relacié a vektorok kozt részbenrendezést jelent, azaz h < hy pontosan akkor
teljesiil, ha minden komponensre igaz az egyenlétlenség.

. Mivel az 2 halmaz nyilt, ezért Lebesgue-mérheto, vagyis a fenti definicié alapjan

lim A(Qn) = M), (10.7)

h—0

ahol A a megfelel6 dimenziéban vett Lebesgue-mértéket jeloli.

. Az egyszerliség kedvéért az egyes szamitasi algoritmusokat mindig €, tipusu tar-

tomanyokon adjuk meg. A kénnyebb érthetoség kedvéért a kovetkezo két definiciot
d = 2 esetére irjuk fel. &
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10.9. Definicié. Legyen valamilyen H C Z* indexhalmazra {(t + i,z + jha,y + khy) :
(i,7,k) € H} C [0,T] x €2, emellett a fenti halmaz elemszamét jelolje K. Ekkor a

K

Ds py n,ult, z,y) = Z asu(t + 16,z + jhy,y + khy)
s=1

alaki osszeget a (t,x,y) pontokhoz tartozd véges differencidanak nevezziik, ahol a is
fiigg (9, hy, hy)-tOl. A lehetséges i, j, k indexek szamat az egyes iranyokhoz, valtozdkhoz
tartozo lépésszamnak nevezziik. O

10.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a Dj véges differencia a (¢,x) pontban v =
(71,72, - - -, 7a) rendben kozeliti az L differencidloperatort, ha minden

= C('n+1,72+1,...,7d+1)(9)

fiiggvényre )

Lu(t,x) = Dju(t,x) + O(h") + - - + O(h)*). (10.8)
Az egyes v;, 7 = 1,2,...,d szdmokat a megfelel6 valtozokhoz tartozé rendnek nevez-
ziik. %

10.11. Megjegyzés.
1. Hasonléan definidlhaté a 0; differencialoperator kozelitésének rendje is.

2. A tovabbiakban is gyakran hasznaljuk a nagysdgrendekre vonatkoz6 O(-) jelolést.
Az el6z6 definiciéban ez azt jelenti, hogy az L és a D; operatorok alkalmazasaval
kapott két mennyiség kiilonbsége feliilrol becsiilhet6 egy olyan fiiggvénnyel, amely
legfeljebb C'(¢,x) - (h{* +---+ h}*), ahol C(t,x) a t és x értékektél fiiggd konstans.
Az itt szerepld ~q,...,74 exponensek mutatjak, hogy a kozelitéshdl kapott hiba
milyen nagysagrendben cstkken.

3. Mindkét fenti definicioban az L operator tartalmazza a peremfeltételeket, igy annak
véges differencias kozelitéséhez a peremfeltételekre vonatkozo kozelitéseket is meg
kellene adnunk. Ezt itt nem részletezziik, viszont abban a konkrét formaban, ahogy
arra sziitkségiink lesz, a konzisztenciarendrol szolo fejezetben targyaljuk. &

Gyakran pontosan adjuk meg az f fiiggvényt, de lehet, hogy f(¢,z,vy,...) értékét is
kozeliteniink kell.
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Gyakran hasznalt véges differencias kozelitések, a megfelel6 kozelitések rendje

Néhéany fontos példat sorolunk fel, amelyek tobbségét a 2.1.1 szakaszban mar bevezettiik.
Minden esetben feltessziik, hogy a képletben szereplé v : R — R tipusu fiiggvények
mindegyike annyiszor derivdlhatd, hogy a 10.10. definicié alkalmazhaté legyen ra. Az
egyszerliség kedvéért a t valtozdét egyetlen példdban sem irjuk ki.

e jobb oldali differencia 1 dimenziéban:

Div(z) =v(z+ hy) —v(x), D v(x) = hdv(z) + O(h?)

e bal oldali differencia 1 dimenzidban:

D_v(z) =v(z) —v(x — hy), D_v(x) = hdv(z) + O(h?)

e centrdlis differencia 1 dimenziéban és egy valtozéra 2 dimenziéban:

Dov(z) = %(v(x + hy) = v(z — hy))
Dyo(e,) = 3 (0o + her9) — (e — he ),

ahol
Dov(x) = hdv(z) + O(h*)  és  Dy,v(w,y) = h,0,v(z,y) + O(R?)

e centralis differencia a masodik derivalt kozelitésére 1 dimenzidban és egy valtozora
3 dimenziéban:

Div(z) = v(z + hy) — 2v(x) +v(x — hy)
D(Q),yv(x7 Y, Z) = ’U($, Y+ hy7 Z) - 2U($7 Y, Z) + U(ZE, Y= hya Z)7
ahol
Div(z) = h*0pv(x) + O(h') és D v(x,y,z) = hidyv(x,y, z) + O(hY).
Nyilvan
D3v(x) = D iv(x) — D_v(w).
o Egy Osszetett centrélis differencia a 0,,0,, negyedrendt derivalt kozelitésére 2 di-
menziéban:
D§7xD§7yv(x, y) =v(z+ hy,y + hy) — 20(x + hy,y) +v(x + by, y — hy)—
—2(v(x,y + hy) — 20(z,y) + v(z,y — hy))+
+v(x = hy,y + hy) — 20(x — hyyy) + v(x — hy,y — hy),

ahol
Dg}xDayv(:c, y) = hihfﬁyyﬁmv(a:, y) + O(Rht) + (’)(h;).
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Ugyanezt a jelolést hasznaljuk a racspontokon értelmezett v fiiggvényekre is. Ezzel a fenti
utolsé példa a kovetkezo alaki:

2 2 n __.n n n n n n
Dg Dy 07y = Vit e — 20550 T Vg1 — 200 g — 207 + 07 q)+

n n n
TV 1 — 2Uj—1,k TV k1

Az Oy, halmaz azon pontjait, amelyek az x-beli véges differencia kiszamitdsahoz sziiksé-
gesek, az x-hez és a sémahoz tartozé alappontoknak vagy az x-hez és a séméahoz tartozé
differenciacsillagnak nevezziik (10.3. dbra).

(c+h, y+h,)

N

X=(x,)

h

X

2

10.3. dbra. Az x ponthoz és a D ,Dg, véges differenciahoz tartozé alappontok.

10.12. Megjegyzés. Ha a fenti véges differenciakat h megfelelé6 hatvanyaval osztjuk,
akkor az elsé, illetve masodik derivalt kozelitését kapjuk. A 2.1.1. szakaszban ilyen médon
definidltunk kiilonbo6z6 differenciasémakat. &

10.13. Megjegyzés. Ezeknek a véges differencidknak azonban nem minden {2}, pont-
ban van értelme, hiszen lehet, hogy a sziikséges alappontok nincsenek €2y,-ban. Ekkor a
megadott peremfeltételeket hasznéaljuk az egyenletekben megadott differencidloperatorok
kozelitéséhez. &

Szintén a fenti jelolést hasznédljuk azokra az [, — [ tipusi linedris transzformacidkra
is, amelyeket az alabbi hozzarendeléssel adunk meg:

® (DiV)p = Vi1 — Vi
] (D,V)k =V — Vi_1
® (DoV)r = Vi1 — Vi1

e Div=D,v—D_v.
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Természetesen meriil fel a kérdés, hogy lehet mindezt ellendrizni, valamint, hogy ha
nem csak az x pontban, hanem valamilyen értelemben egyenletesen szeretnénk ezt tudni,
akkor milyen feltétel teljesiilését kell megvizsgalni.

Az ezzel kapcsolatos allitasokat nem részletezziik, de utalunk ra, hogy mindezt Taylor-
sorfejtések segitségével kaphatjuk. Az itt kapott maradéktag jelenik meg hibatagként a
kozelitésben, és ha a magasabbrendil derivéaltakra valamilyen egyenletes fels korlat is
létezik, akkor t-t6l és x-tol fiiggetlen hibabecslés is adhato.

Tovabbi példakat latunk a 21.1. és a 21.2. feladatokban.

10.4. Az egyenletek megoldasanak véges differencias
modszerrel vald kozelitése

10.14. Definicié. A dyu = Lu—+ f, u(0,-) = ug feladat megoldédséra felirt véges differen-
cia kozelitést (vagy annak egy olyan alakjét, amelybdl u"* megadhaté u™, u™ 1, ... u**

fiiggvényében) a fenti feladat megoldasara vonatkozo séméanak nevezziik. &
A megoldast kozelité sémakat tobbféle elven kaphatunk:

e A legkézenfekvébb maédszer az, hogy mind a 0;, mind az L + f inhomogén dif-
ferencidloperatort (az L altal adott mellékfeltételekkel egyiitt) valamilyen véges
differenciaval kozelitjiik, majd ezeket egyenlové téve a kapott egyenletrendszert
megoldjuk.

e Eloszor a feladat jobb oldalat ,,diszkretizaljuk”, azaz véges sok valtozoval irjuk le
minden rogzitett idépontban az u fiiggvényt. Ennek megfelel6en helyettesitjiik az
L+ f inhomogén differencidloperatort valamilyen véges differenciaval. A véges sok
valtozo idobeli értékeire vonatkozolag ekkor egy differencidlegyenlet-rendszert ka-
punk, amelynek megoldésat valamilyen szokasos differencidlegyenlet megoldé mod-
szerrel kozelitjiik.

Mindkét modszerre tobb példat latunk a tovabbiakban. Habar a masodik modszer ke-
vésbé tiinik természetesnek, kideriil, hogy ennek alapjan kis valtoztatassal konnyen kap-
hatunk végeselemes diszkretizacion alapuld kozelité megoldést is.

10.5. Két konstrukcié a hovezetési egyenlet numeri-
kus megoldasara

A hévezetési egyenletre vonatkozd aldbbi két modellfeladatot vizsgaljuk egydimenzios
esetben:

_ +
{@u(t,x) opOpu(t,z) teRT, zeR (10.9)

u(0,z) = f(x) x €R,
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valamint
Owu(t,x) = opOgzu(t,z) t€RT, z € (0,7)

u(t,0) =u(t,7) =0 teR" (10.10)
w(0,z) =sinz x € (0, 7).

A megfelel6 differencialoperatorok 10.4. szakaszban leirt elven torténd kozelitésével két
véges differencidas modszert adunk, amelyekkel a numerikus kozelités kiszamithato.

10.5.1. Az elso elv: az egyenlet két oldalanak kozelitése

Az id6 szerinti derivéltra vonatkozd kozelités:
uult, ) ~ %(u(t +6,2) — ult, 7)), (10.11)
ugyanez a megfelel6 hibataggal:
dult, z) = %(W +6,2) — u(t,z)) + O(),

sot, még pontosabban

1 )
Owu(t, z) = g(u(t +6,x) —u(t,z)) — §8ttu(t,x) + O(6?). (10.12)
A térvaltozd szerinti derivaltra vonatkozo kozelités:
1
0p0pu(t, ) ~ JDﬁDgu(t,x). (10.13)

A (10.11) és a (10.13) formuldkat egyenlévé téve kapjuk, hogy x—h € [0, 7| és z+h € [0, 7]
esetén

1 1
g(u(t +0,2) —u(t,z)) ~ oDﬁ(u(t, r+h)—2u(t,x) +u(t,z — h)), (10.14)
tehat a kozelités:
J
u(t+0,x) =~ u(t,z) + apﬁ(u(t, x+h)—=2u(t,x) +u(t,z — h))
=u(t,z) +rDju(t, ),

(10.15)

azaz komponensenként felirva:

n+l _ n n n n _.n n n n
U = U+ 0Dﬁ(“k—1 — 2up +up ) = g (g — 2uf + ),
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ahol r = %‘5, valamint u} = uy(n-6,k-h), k=1,2,..., N. Itt N a [0, 7] intervallum belsé

osztopontjainak szdma, azaz h = 7, emellett az eredeti (10.10) feladatnak megfeleléen
legyen
ug ™ = upt = 0.

Osszefoglalva, az 10.4. szakasz elsé pontjaban lefrt médszer alapjan a (10.10) feladatra
vonatkozo lehetséges séma a kovetkezo:

ul = sin(kh), k=0,1,...,N,N +1

™ = (g - 20 Fugy), k=12 N (10.16)
ug™ = Uit =0.

A 10.4. abra azt mutatja, hogy az (n+ 1)-edik idépontbeli értékeket mely n-edik id6pont-
beli értékekbdl tudjuk kozvetleniil kiszamolni a séma alapjan. A 10.5 és a 10.6 abrakon
pedig a t = 1 id6éponthoz tartozé idorétegen adtunk meg egy-egy konkrét racson a nu-

merikus megoldast.
|
uz+1
n+l. é

173
Uk g Upyg

10.4. dbra. Az n-edik iddrétegen adott kozelitésekbdl az (n + 1)-edik idéréteg kozelitései
kozvetleniil meghatarozhatdk.

Ahhoz, hogy (szamitégéppel) a szamitast végrehajtsuk, a (10.16) sémét a kovetkezd
egyenletrendszer alakjaban adjuk meg:
Jelolje most az u™ = (uf,uy,...,ul) vektor az intervallum belsejében levé kozelitendd
értékeket az nd idépontban! Ekkor (10.16) mésodik sora alapjan az u™™! vektor k-adik
komponensét gy kapjuk, hogy u™ vektor k-adik komponensét 1 — 2r-rel, a k — 1-edik
és a k + l-edik komponensét r-rel szorozzuk. Ha k = 1 vagy £ = N, akkor csak azt
a komponenst kell venniink, ami u™-ben szerepel, mert a tobbi hozzdadand6 a (10.16)
harmadik sora szerint nulla. Azaz

u"™ = Qu", ahol Q= tridiag[r,1—2r,7],
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Idépont (t): 1.0000
0.4 - -

0.3t y °

0.2¢

0.1¢

Hémérséklet (u)

0 1 2 3
Helykoordinata (x)
10.5. dbra. A (10.16) séma eredménye a t = 1 pontban (piros pontok). op = 1, h = 7/6,

0 = 0.1. A pontos megoldast kék vonal szemlélteti. A legnagyobb eltérés a kozépso
racspontban van, értéke 0.01033.

Idépont (t): 1.0000
0.4 - -

0.3t

0.2¢

Hémérséklet (u)

0.1¢

0 1 2 3
Helykoordinata (x)
10.6. dbra. A (10.16) séma eredménye a t = 1 pontban (piros pontok). op = 1, h = 7/12,

0 = 0.025. A pontos megoldast kék vonal szemlélteti. A legnagyobb eltérés értéke a
kozépso racspontban van, értéke 0.002518.

ahol a fenti szimbdélum azt a tridiagonalis matrixot jeloli, amelynek féatléjaban mindenhol
1 — 2r, a mellette levé atlékban mindenhol r all. Lasd még a 20.1. példaban szerepld
programot és a 20.2.1-20.2.4. animacidkat!

Hasonlé példakat latunk a 21.14. és a 21.15. feladatokban, ahol a felirt sémak inho-
mogén linearis rendszerekre vezetnek.
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Pontosabb kozelitést is megadhatunk (10.13) helyett a kovetkezd formulakkal:

h? h3 ht
Diu(t,z) = hou(t,z) + Eﬁmu(t, x) + yamxu(t, x) + Eammu(t, x)+
;s ! ! !
+ aﬁmmu(t, x) + O(h%)
‘ h2 h3 4
D_u(t,x) = ho,u(t,z) — aﬁmu(t, x)+ gaxmu(t, x) — Eﬁmmu(t, x)+
;s ! ! !
+ aammu(t, z) + O(h)

amelyeket felhasznalva kapjuk, hogy

1 h?
opOpu(t,x) = aDﬁ(DJru —D_u)+ Upﬁawmu(t, z) + O(h)
S (Dju) + h28 (t,z) + O(h?)
= O'Dh2 oY 0D 12 zxzaz W\, T :

(10.17)

10.15. Megjegyzés. Az itt szereplo h és ¢ diszkretizacios paraméterek megvalasztasa-
nak fontos szerepe lesz a konvergencia analizisében. Konkrétabban, az itt bevezetett r
paraméter értékétdl fiigg, hogy a fenti séméval kapott kozelité megoldés valéban tart-e
az igazihoz. Az analizis egyik lényeges pontja éppen az, hogy kideriil, a h és § értékét
nem lehet eqymdstol fiiggetleniil elegendéen kicsinek valasztani. &

Példa a kozelitések rendjének novelésére

Egy magasabb rendi médszert ismertetiink, ahol a diszkretizacidés paramétereket speci-
alisan vélasztjuk.

10.16. Allitas. Ha a (10.16) sémdban § = hg teljestl, akkor a (10.16) sémdval adott
véges differencids kozelités h-ban negyed, t-ben pedig mdsodrendi.

Bizonyitds. Hasznéljuk a (10.12) és a (10.17) képletekben megadott pontosabb kozelité-
seket! Igy azt kapjuk, hogy

Owu(t, z) — Opzu(t,z) = %(u(t +6,2) —u(t,z)) — g@ttu(t, z) + O(6%)

1 h? A
— O'DE(D u) + apﬁammu(t, x) + O(h%).

Vagyis ha itt
2

)
UDEaxxmxu(ta $) - §attu(ta $)7
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akkor a pontossdg h-ban negyed, t-ben pedig masodrendii. Ez a feltétel op0,,u = du
miatt éppen azt jelenti, hogy
h? 0
12 2
ahogy az allitdsban szerepelt. O

9

10.17. Megjegyzés. A fenti példa arra vilagit ra, hogy ha a mddszerektdl valamilyen
extra tulajdonsagot varunk, akkor a lehetséges diszkretizacids paraméterek halmaza egy-
re szikebb lesz. &

10.5.2. A masik megkozelités: szemidiszkretizacio

A 10.4. szakasz masodik pontjaban szereplo elvet kovetjiikk. Roviden osszefoglalva az
eljaras lényege az, hogy a diszkretizaciot eloszor csak a térbeli koordinatakra hajtjuk
végre, és a kapott véges sok (az id6tdl folytonosan fiiggs) fiiggvényre egy kozonséges
differencidlegyenlet-rendszert kapunk, amelynek megoldasat ismét numerikusan kozelit-
jik.

A modszert altalanosan irjuk le, hogy aztan egyszeriien kiterjeszthetd legyen a késéb-
biekben vizsgalt végeselemes diszkretizacio esetére is.

Adott tehdt a Ilg, : C1(Q2) — R*® projekcié, amelyre a véges differencidk médszere
esetén

HQhu<t7 ) = u<t7 )
Ekkor az eredeti feladat helyett a

{aw — Mo, uf(t,-)) = Lyllg,u(t, ) (10.18)

I, u(0, ) adott

szemidiszkretizalt feladatot tekintjiik, ahol az L, : R®* — R® az L operator valamilyen
,diszkretizaciéja”. Ez pontosabban azt jelenti, hogy

ahol valamilyen (v, ag, ..., aq) € ZT vektorra
R(h) = O(hyY) + O(h3?) + - - - + O(hy?).

Az eredeti feladat megoldédsira vonatkoz6 numerikus eljéardst ugy kapunk, ha a (10.18)
feladat megoldasat valamilyen numerikus moédszerrel kozelitjiik.

10.18. Példa. A szemidiszkretizacid els6 1épésében a
t —u(t,:) = (u(t,h),u(t,2h),...,u(t,m — h))
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fiiggvényt tekintjiik ismeretlennek. Ennek megfelel6en az eredeti feladatot gy diszkre-
tizdljuk, hogy minden idépontban a (0, h, 2h, ..., m) pontokban felvett értékekkel adjuk
meg, azaz

.....

Itt természetesen a (t,0) és (¢,m) osztépontok is a szamitdsban haszndlt (2}, rdcshoz
tartoznak, azonban u(t,0) és u(t,7) nem ismeretlenek.

Az egyenlet jobb oldalan levo differencidloperdtort ismét a fenti masodrendi véges
differenciaval kozelitjiik (amely most egy fiiggvényekbdl allé vektorra vonatkozik), azaz

(L (u(t, h),u(t,2h),...,u(t,m — h))], =

%(u(t, (k + D)h) — 2u(t, kh) + ut, (k — Dap)), k=1,2,...,N,

és ezzel a (10.10) feladat megolddsanak kozelitésére a
Our(t) = oppz (U (t) — 2ug(t) +wpa(t, (k = 1h)), k=1,2,....N
ur(0) =sinkh, k=1,2,...,N

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert kapjuk, ahol wuy(t) ~ u(t, kh) (10.7. dbra).
A (10.20) rendszer felirhat6 az

ol e a0

alakba is, ahol A = tridiag[l, —2, 1] matrix és u(t) = (u1(t), ua(t), ... un(t)). Ezzel pedig
u(t) = eu(0), (10.22)

amelyet ismét kozelithetiink numerikusan gy, hogy (10.21) megoldasara vagy (10.22)
kiszamitasara valamilyen numerikus médszert alkalmazunk.
Valasszuk a legkézenfekvibbet: kozelitsiik (10.21) megoldasat az explicit Euler-mddszerrel!
Ekkor

u(t +9) = u(t) + dAu(t),

amelybe a (10.20) formulat helyettesitve az u(t+9) vektor k = 1,2, ..., N komponenseire

Wit -+ 6) = w(t) + 001 (v (1) — 2ue() + war (1),

valamint

u(t+6,0) = u(t+ 6, (N + 1)h) =0,

ami pontosan ugyanazt a kozelitést adja, mint amit a (10.15) formuldban kaptunk. <
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t A W) u ) .. u(Y

=V

0 h n-h =

10.7. abra. A szemidiszkretizacié utan nyert uy, us, . . ., u, fiiggvények értelmezési tarto-
manyai.

10.6. Fiiggvényterek a kozelitéshez

Kiilonboz6 h diszkretizaciés paraméterekre az uy kozelitések méas pontokban adottak.
Valamilyen struktiraba kellene ezeket beilleszteni, hogy konvergenciarél beszélhessiink
majd. S6t, a differencidloperatorok kozelitéséhez (ami a bevezetd példa eszkoze is volt)
is sziikségiink van egy megfelel6 konvergenciafogalomra.

10.19. Definicié. Legyen f : Q, — R fiiggvény, p € RT, tovdbba jeldlje
lhyp={fu:m—>R: Z | f(x)[" véges},
x€Q
valamint

[ fnllnp = lhahg - - B (Z |f(X)|”> ,

x€Qp

amely normét definidl a fenti vektortéren. Ezzel ellatva az [y, vektorteret Banach-teret
kapunk, amelyet szintén szintén [y, ,-vel jeldliink.
Ha p = 00, akkor lh oo = {fu : On — R :sup,cq, |f(x)| véges}, és ekkor legyen

[ fnllnco == [h1ho - -+ - byl sup [f(x)]

xEQ

és a kapott Banach-teret szintén Iy, o-vel jeloljiik. &

A fenti norma az L, norma ,diszkrét verzidja”, amit pontosabban a kévetkezé allitasban
fogalmazunk meg.

10.20. Lemma. Legyen f € C(Q), és tekintsiik az Q halmaz egy finomods Qy felosztd-
sdat. Ekkor minden p € (0, 00] esetén limp o || flaynpy = [1.f]l,-
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Bizonyitds. Elészor megjegyezziik, hogy Q korlatos, ezért az ott folytonos f maga is
korlatos.

Terjessziik ki f-et arra az 0, D 2 halmazra azonosan nullaként, amely hataranak 0Q2-t6l
mért tavolsaga legalabb hg. A kiterjesztést jelolje fi. A Riemann-integral tulajdonsagai
alapjan kapjuk, hogy [, f? = f9+ i

Tekintsiink minden h < hg esetén egy olyan F felosztast, amelyhez tartozo pontok az (y,-
ra illeszkedd rdcs pontjai, és h méretii téglakbdl dllnak. Nyilvan f¥ Riemann-integralhato,
és fP Riemann integrédlja eloall a fenti felosztdshoz tartozé limeszként, ahol a felosztéas
finomsaga h, amely 0-hoz tart. Ekkor

/pr— 5 f2 =l hihy e hal D |Fa ()] = lim b Bl | f ()] =

xEF x€Q,

= lim [ahy - - Xﬂj F ()],
ahogy azt allitottuk. O
A kiilonboz6 || - ||np normék kozti osszefiiggéssel kapcesolatban a 21.3. feladatra utalunk.

10.21. Megjegyzés. Az allitds nem igaz minden f € L,(Q2) fiiggvényre. Ez is mutatja
a véges differencids kozelitéseket hasznalé elmélet korlatait. &
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11. fejezet

A kozelito megoldas konvergenciaja
linearis feladatok esetében

11.1. Konvergenciafogalmak a koézelitésre

El6szor a pontonkénti konvergencia fogalmat adjuk meg.

11.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az u, kozelités a t idépontban az x helyen konver-

gal az u megoldashoz, ha

lim uy = u(t,x).
nd—t,0—0 k ( ’ )
k®h—sx,h—0 &

Ez gyakran nem ad elegendé informaciot, hiszen tobbszor az a cél, hogy az adott
feladat megolddsat egy ¢ idépontban valamilyen (az alkalmazdsokban példaul energidbol
szarmaztatott) normaban kozelitsiik.

11.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az uy, kozelités a t idépontban a || - ||, norméban
konvergdl az u megoldashoz, ha
lim (" = u(t, )y = 0.

nd—t,0—0
h—0 <>

Olyan feltételeket keresiink, amellyel a fenti értelemben vett konvergencia teljesiil.
Jelslés: Jelolje megfeleld p esetén Q; : Iy, — ln, azt az operdtort, amelyre Q;(u/~!) =
u/, ahol w/ a fenti sémdval adott. Ezt a megfeleld sémahoz tartozé j-edik lépésoperdtor-
nak nevezziik.
Gyakran Q)1 = Q2 = --- = @, ekkor egyszertien az Gsszeset (Q-val jeloljiik, és lépésopra-
tornak nevezziik. Tipikusan ez az eset fordul el6, ha L homogén és allando egyiitthatos.
Természetesen a lépésoperatorok fiiggnek h-tél, azonban ezt az egyszeriiség kedvéért nem
jeloljiik.
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11.2. A konzisztencia és a konzisztenciarend fogalma

A konvergencia bizonyitdsdhoz a séma pontossdganak olyan definicidjéra lesz sziikség,
amely az abban szerepl6 0; és L alaki (lasd a (10.4) formulat) differencidloperatorokat
egyiittesen tartalmazza. Ekkor az u fiiggvény diszkretizacidjahoz hasonléan az

f" = {f(nd,xy) : x5 egy racspont},

valamint ennek valamilyen kozelitésére az fr jelolést is hasznaljuk.

Nyilvan szeretnénk, ha a kapott séma a differencidloperatorok valamilyen pontos
kozelitésébol adddna; csak ekkor varhatjuk, hogy az ebbdl szamolt kozelité megoldés
pontos lesz.

11.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy 0 = Dsnv séma pontonként konzisztens a 0 =
Oyu — Lu egyenlettel, ha annak pontos u megoldédsara teljesiil, hogy minden felosztasban
tetszéleges (¢, x) osztépont esetén

5_}1&1}{1_)0 Dsnu(t,z) = 0. o

11.4. Megjegyzés.

1. Az eredeti differencialegyenletben szereplé minden tagot, igy példaul a nulladrendii
forrastagot is kozeliteniink kell, a fenti definici6 ezt a kdvetelményt is tartalmazza.

2. Természetesen az atrendezéssel kapott eredeti feladattal is konzisztensnek mondjuk
a definicioban szereplé séma barmilyen atrendezettjét is. Nem vonatkozik ez azon-
ban arra az esetre, ha mindkét oldalt szorozzuk valamilyen diszkretizacios paramé-
terrel. Emiatt nem is definidlunk konzisztenciarendet ebben az altalanos esetben.

3. A sémak jelolésénél sehol sem tiintetjiik fel azok h-tol valé fiiggését. &

A konvergencia bizonyitasahoz azonban ennél a természetesnek tiiné konzisztenciafo-
galomnal erésebb tulajdonsagra van sziikség, szeretnénk tovabba a konzisztencia rendjére
is kovetkeztetni.

11.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az
u"t = Q. u" + of” (11.1)

egylépéses séma a || - [|n, normaban a = (ag, o, ..., aq) rendben konzisztens a dyu =
Lou + f feladattal, ha annak u megoldasara teljesiil, hogy az Lo operatorhoz tartozo
minden (); 1épésoperatorra

u(jo, ) = Qu((j — 1), ) + of" + 6R;(6-), (11.2)
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ahol a j indextdl, valamint h-tél és 0-tdl fiiggetlen C' konstanssal

IR;(0)|Inp < C(6* + AT + - -+ hy?). (11.3)

A fenti (11.3) helyett egyszeriien a
IR;(0)llnp = O(6%) + O(h") + - + O(hy")

egyenloséget fogjuk majd irni.

A gyakorlatban alkalmazott sémak rendszerint nem olyan egyszerti alaktdak, mint
a (11.1)-beli, masrészt a keresett u megolddst nem ismerjiik, igy azt be sem tudjuk he-
lyettesiteni, hogy ellenorizziik az ott szerepld feltételt.
Ezért egy altalanos konstrukciét ismertetiink, és megmutatjuk, hogy a sémanak a kivant
konzisztenciarend eléréséhez milyen, egyszeriien ellendrizheté kovetelményt kell teljesite-
nie.
Hasznaljuk a (10.3) alakd egyenletben szerepld tagok kovetkezd kozelitéseit:

n+1)0,k®h) —u(nd, k ® h)
J
Fu(nd, k @) ~ Dy (u(ns, ), u((n+ 13, )
; 11.4
F(n0, k@ h) & (B (11.4)
gi(nd,k®@h)~ g;(nd,k@h), j=1,2,...,M

Du(nd, k ® h) ~ Dp(u(nd,-),u((n+1)d,))x, j=1,2,..., M,

Opu(nd, k @ h) ~ u(

ahol D; és Dp linearis operatorok.

A séma pontos felirasahoz kétféle racspontot kiilonboztetiink meg. Azon racspontok hal-
mazat, ahol az L operator kizelitését alkalmazzuk, On p-vel jeloljiik, és bels6 rdcspontok-
nak nevezziik, tovabba hasznaljuk az

uy = {ug k€ Qpuypt

jelolést is. A tobbi racspontot pedig (y, ,-vel jeldljiik, és perem racspontoknak nevezziik,
azaz
Qn = Qnp U Qnyp,

valamint a fentieknek megfelelen

uy = {uy k€ Oyl

11.6. Megjegyzés. A ,perempontok” nem feltétleniil az €2, altal megadott racs pere-
mén helyezkednek el, pozicidjuk a sématdl fiigg. A fejezet végén a korlatos tartoméanyon
adott sémakra vonatkozé példakban mutatjuk azt be konkrét esetekben. &
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Ezek felhasznéldsaval kapjuk az eredeti (10.3) alakiu egyenletre vonatkozé

n+l__.n P
ST D () 4 k€ Quy (11.5)
gﬁ+1 _ DD(un, un—l—l)k — ’DDluZ-‘rl + DDgungl + DDSU” k € Qh,p.
sémat, ahol a masodik sorban Dp,, Dp,, illetve Dp, jeloli a Dp operator ugﬂ’ugﬂ,

illetve u™ tipusu vektorok altal generdlt altérre vett megszoritasat.

Nyilvanvalo kovetelmény ezzel szemben az, hogy a perempontokban felvett értékeket
meg lehessen hatdrozni a peremfeltételek diszkretizacijanak, azaz a (11.5) séma ma-
sodik soraban megadott peremfeltételek segitségével. Sot, a peremfeltételben szerepld
differencidloperator kozelitése attél rendszerint nem valtozik, ha a felosztast stiritjiik.
Ezzel 6sszhangban hasznéljuk a kovetkezd feltevést:

11.7. Feltevés. u;”rl kifejezheto uZ“ és u” segitségével, azaz

w, ™ = Dpl (g — Dp,uy ™ — Dp,u”), (11.6)
tovabbé, | D5 Dp,||max feliilrél korlitos. o

A feltevést hasznalva atalakitjuk a kapott séma jobb oldalanak els6 tagjat a kovetkezo-
képpen:

Di(u",u”H) — Di(u",u’b““,ugﬂ) —

=Di(u", wy™, Dp, (&' — Dp,u; "' — Dp,u")).

Itt a 11.7. feltevéssel 6sszhangban a (11.5) séma masodik sorat is felhasznaltuk, vagyis a
megoldando rendszer a kévetkezo:
"

5 =Dp(u", wy™, Dy (g™ — Do,y ™ — Dp,u")) + fur k€ Dy, (11.7)

ahol az ismeretlenek a belsé rdcspontokban vett kozelité értékek. Természetesen csak
akkor van értelme az eredeti séma hasznéalatanak, ha az igy kapott rendszer egyértelmiien
megoldhatod. Ezt rogzitjiik a kovetkezo feltevésben:

11.8. Feltevés. A fenti (11.7) rendszer egyértelmiien megoldhato. &

A konzisztenciarend specialis esetekben

Kiilénboz6 altalanos eseteket vizsgalunk, amikor a konzisztenciarend egyszertien megha-
tarozhato.
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Az els6 esetben legyen az eredeti séma

utl_un £
9= (Pp, (0" k& Oy

alakl, vagyis minden explicit. Ekkor a 11.7. feltevésben szereplo kifejezésbe a pontos
megoldast helyettesitve annak tetszdleges k € (2, indexti komponensére

u(nd, )k = (Byu(nd, )p)x + Ro(h, 0)x (11.9)
alaku az Ry(h, ) hibatag-vektorral.

11.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy a D; wvéges differencia O(h™) rendd kizelitése L-nek,
valamint a peremfeltételek (11.9) numerikus kozelitésében

Ro(h, 8)x = O(hx),

tovabbd, hogy k € €, esetén az L véges differencidban az uy tagot hl<-val osztottuk.
Ekkor a fenti (11.8) sémabdl kapott mddszer térvaltozok szerinti konzisztenciarendje

min < a, min By — Y ¢ -
ke

P

Bizonyitds. A (11.8) sémdba a pontos megolddst beifrva, majd az egyes kozelitésekre
vonakozé rendeket figyelembe véve kapjuk, hogy

u((n+1)5, k®@h) —u(nd,k @ h)
)
uw(nd, )k + f(nd, k@ h) + Rins(nd, k@ h) =
Dj(u(nd,-))k + Rons(nd, k @ h)+

+ (fn,n+1)k + Rans(nd, k@ h) + Rins(nd, k@ h)
= Dj, (u(nd, )p)x + Dg,(u(nd, ),)x + Rans(nd, k @ h)+
+ (]En,n+1)k + R3ns(nd, k @ h) + Rins(nd, k@ h)
= D;, (u(nd, )o)x + Dy, (Bpu(nd, -)o + Ro(h, 0))x + Rons(nd, k @ h)+
+ (fn,nJrl)k + R3ns(nd, k@ h) + Rins(nd, k® h)

= (Dil (u(n(Sa )b) + Di2(Bnu<n57 )b) + fn,n—l—l)k +
+D;,Ro(h,6))k + Rins(nd, k @ h) + Rons(nd, k @ h) + Raps(nd, k@ h),

= Ju(nd, k®h) + Rins(nd, k®@h) =

amit atrendezve kapjuk, hogy a keresett konzisztenciarend az

DZ2R0<h7 (S)k -+ leh’g(né, k X h) + th,g(né, k X h) —+ ’R,37h75 (né, k X h)
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hibatag nagysagrendje. A tételben szereplé feltevések miatt
Rons(nd, ) = Rans(nd,-) = O(h*) é Rins(nd,-) = 0O(0),

tovabba az
DEZRO(h, 0)x

tagot hax-val osztottuk. Ennek nagységrendje tehét hfﬁ“_%k, amibdl azonnal adédik a
tétel allitasa. O

11.10. Példa. Tekintsiik a

owu(t,r) = opOgeu(t,x) t€RYT x € (0,m)
d,u(t,0) = dyu(t,m7) =0 teRT (11.10)
uw(0,z) =sinz x € (0,7).
feladat kozelitésére vonatkozd
uptt =l +r(upo = 2up up,y) k=1,2,... N
U6L = U?, u?\f = u?ﬂrla
u) =sin 2% k=0,1,...,N,N +1,

N+1

illetve az ezzel ekvivalens és a (11.8) feladatnak megfelelé alaki

up Tt —up g n n n

At =B (up_ —2uf +up,) k=1,2,...,N

up = ul, =, (11.11)
up =sing%5 k=0,1,...,N,N+1

sémat (11.1. abra)!

A feltételek nyilvanvaléan teljesiilnek, hiszen a perempontok a (11.11) séma mésodik so-
raban eleve a belsé pontok segitségével adottak. Masrészt a perempontok elimindciéjaval
kapott rendszer métrixarol lathatd, hogy az nem szingularis.

[ L o @ L L o
x,=0 x, Xy Xy =7

11.1. dbra. A bels6- (fekete) és peremracspontok (zold) elhelyezkedése.

Itt a bal oldal kozelitése § szerint elsé rendii, a jobb oldal kozelitése h szerint masod
rendii, azaz a 11.9. allitasban a = o = 2.
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Tovébbé a pontos megoldast (vagy akar egy tetszbleges u fiiggvényt, amelyre a perem-
feltételek teljesiilnek) helyettesitve

u(nd,0) = u(nd, h) — h - dyu(nd,0) + R(nd, h),

ahol R(nd, h) = O(h?), amennyiben 0,,u korldtos. Ez hasonléan érvényes a perem jobb
oldalan is. Azaz a 11.9. éllitasban B, = 3, = 2.

Vildgos tovabbd, hogy a (11.11) képletben a 0 és N + 1 index{i perempontokat a séma
els6 sordba helyettesitve h-tel osztjuk (mint minden més tagot is). Emiatt v, = vy = 2,
vagyis

min {a, min Jx — ’yk} = min {2, min {0,0}} = 0.
keQ,
Tehat a modszer nem konzisztens. &
11.11. Példa. Tekintsiik az

owu(t,r) = opOyeu(t,x) t€RY x € (0,m)
Oyu(t,0) =1, dpu(t,7) = -1 te€RT (11.12)
uw(0,z) =sinz  x € (0, )

feladat kozelitését a kovetkezo racson:

A (0,7) intervallumot N egyenlé részre osztjuk, mindegyik kézéppontjaban kijeloliink
egy racspontot, ezek lesznek az {z1, s, ..., zx} belsd racspontok, tovabba zy = —5% és
Tny1 = T + 55 a perem racspontok (11.1. dbra). Erre vonatkozéan definidljuk a (11.12)

feladatra vonatkozé a (11.8) feladatnak megfelel6 alaku

n+1

G U op(yr  —2up 4 up,,) k=1,2,...,N
Wl o, MY (11.13)
u) =sin® — L k=0,1,...,N,N+1

sémat!

A feltételek nyilvanvaléan teljesiilnek, hiszen a perempontok a (11.13) séma méasodik so-
raban eleve a belsé pontok segitségével adottak. Masrészt a perempontok eliminacidjaval
kapott rendszer métrixardl lathatd, hogy az nem szinguldris.

o+ +0o 1+ 0 1+601+01+601 0
x, 0 x, x, Xy 7T Xyy,

11.2. dbra. A bels6- (fekete) és peremracspontok (zold) elhelyezkedése.

Itt a bal oldal kozelitése 0 szerint els6é rendii, a jobb oldal kozelitése h szerint masod
rendii, azaz a 11.9. allitasban o = oy = 2.
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Tovébbé a pontos megoldast (vagy akar egy tetszbleges u fiiggvényt, amelyre a perem-
feltételek teljesiilnek) helyettesitve
(16, ———) = u(nd, —) — h - Dyu(nd, 0) + R(nd, h)
u(nd, ——) = u(nd, —=) — h - d,u(nd, nd, h),
" 2N "2N

ahol R(nd, h) = O(h3), amennyiben d,,,u korldtos. Ez hasonléan érvényes a perem jobb
oldalan is. Azaz a 11.9. éllitasban g, = B = 3.
Vildgos tovabbd, hogy a (11.13) képletben a 0 és N + 1 index{i perempontokat a séma
els6 sordba helyettesitve h?-tel osztjuk (mint minden més tagot is). Emiatt v, = vy = 2,
vagyis

min {a, min f — 71(} = min {2, min{1,1}} = 1.
keQ,
Tehat a modszer az x véltozoé szerint elsé rendben konzisztens. &

Tovabbi hasonlé példak taldlhatok a 21.4. és a 21.5. feladatokban.
11.12. Megjegyzés.

1. Az inhomogén feladatokban megjelen6 forrastagot is tobbféle modon épithetjiik
be a kozelitésként felirt sémaba. A konzisztenciarend szempontjabdl azonban nem
mindegy, hogy ezt hogyan tessziik. Egy egyszerti példat talalunk a 21.8. feladatban.
A tobbdimenziés parabolikus feladatok vizsgalata esetén részletesen is foglalkozunk
majd ezzel a kérdéssel.

2. Implicit sémak normaban vett konzisztencidjanak vizsgdlata Osszetettebb lehet.
[lyen példa taldlhato a 21.9. feladatban.

3. Elofordulhat az is, hogy a konzisztencia csak akkor teljesiil, ha a diszkretizacios
paraméterekre valamilyen osszefiiggés dll fenn. Erre mutat ra a 21.10. feladat. <

A konzisztenciarend vizsgalata implicit mddszerek esetében Gsszetett lehet, lasd [29].

11.3. A stabilitas fogalma

Ez a vizsgalt elméleten beliil a legnehezebb fogalom. A benne szerepld feltétel ellendrzé-
sével kiilon fejezetben foglalkozunk. A tovabbi alkalmazasoknal ki fogjuk hasznélni, hogy
egylépéses sémakrol van szo, tehat at kell majd fogalmaznunk mindezt, ha toébblépéses
sémakat vizsgalunk. Az itteni definicié nem magatdl értet6do, tgy mondjuk ki, hogy
ennek ismeretében a konzisztens sémak konvergenciajat tudjuk igazolni.
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11.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a

ou = Lou
u(0,-) adott

feladat megoldasara felirt séma a t idépontig feltétel nélkiil stabil, ha létezik hg, dy és
K (t), hogy minden h < hg, § < g esetén és minden olyan n-re, amelyre nd < t, teljesiil,

hogy

" {lnp < K(&)]0’|ln,

valamilyen ¢-t6l fiiggé K szammal. &

11.14. Megjegyzés.

1.

Gyakran explicitebb alakban is megadjak a K mennyiség fiiggését - rendszerint
exponencialis fiiggést vesznek.

. A definiciéban szerepl6 feltétel ellenérzése nem tlinik egyszertinek elsé ranézésre,

mert az egyenl6tlenségben szereplo n tetszolegesen nagy lehet. Ha ugyanis 6 — 0,
akkor n — oo.

. A definiciéban szerepl6 feltételek koziil a megfeleléen kis g és hg valasztdsa rend-

szerint nem okoz problémat.

A definiciéban az ||u’||n, norma helyett mindenhol egyszerfien az ||[u’||, normét
vehetjiik, mert az 6sszehasonlitas sordan a h mennyiséggel tgyis egyszerisitiink.

. Ha a feladatban szerepl6 differencidloperdtor nem lenne linedris, (hanem egy for-

rastag is szerepelne benn, amely nem homogén peremfeltételbdl is adédhat), akkor
u(0,-) = 0 kezdeti feltétel esetén valamilyen t-re u(t,-) # 0 lehetne. Ekkor még
a pontos megoldast megado séma sem lehetne stabil, hiszen erre a t-re minden
K € RT esetén ||u(t,)|lny > K|u(0,)||n,- &

11.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy séma feltételesen stabil a t idopontig, ha a
11.13. definici6 feltételein kiviil valamilyen H : Rt x R¥ fiiggvényre H (5, h) < 0 teljesiil.{

11.16. Megjegyzés.

1.

2.

Hasonléan definialhatjuk a feltételes exponencidlis stabilitas fogalmat is.

Latni fogjuk majd az explicit sémak vizsgalata soran, hogy azok feltételesen stabi-
lak. A fenti H fiiggvénnyel adott feltétel hatarozza meg a kapcsolatot a megfeleld
h és ¢ paraméterek kozott.
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3. A tovabbiakban tobb éllitasban is egyszeriien stabilitast frunk. Ez minden esetben
feltétel nélkiili stabilitast jelent majd. &

11.17. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy séma a t idépontig feltétel nélkiil exponenci-
alisan stabil a || - [|n, norméban, ha van olyan § € R, hogy minden j € N esetén (azaz
minden lehetséges id6lépéshez) a megfelelé (); operatorra teljesiil, hogy

Q511 < ™. (11.14)
o

11.18. Példa. Vizsgédljuk meg a (10.9) kozelitésére felirt

uptt =l 4+ op S (upy — 2uf +up,) =up 4+ r(upo —2uf ), kEZ
u’ adott
séma | - ||nco normaban vett stabilitdsat abban az esetben, ha r < 1 teljesiil!
A sémaban szerepld idolépés az

uptt = (1= 2r)uf 4+ rup_, + ruj,
alakba irhato, ahol mindkét oldal szuprémumat véve k-ban majd a 0 < r < % feltételbol
kapott
1—2r|+r+r=1

egyenloséget alkalmazva nyerjiik az
" oo < [1 = 2]+ "]l + 7[l0"Joo + 70" | = [[0"]|oc
egyenlotlenséget, amivel a fenti séma feltétel nélkiili stabilitasat igazoltuk. &

Tovabbi példakat, stabilitasi feltételeket a 3. fejezet végén latunk.

A fent bevezetett konzisztencia- és stabilitasfogalom mindenképp sziikségesnek latszik,
ha egy Lu = f egyenletre vonatkozé feladat megoldasat akarjuk numerikusan kozeliteni.
Ha ugyanis nem lenne az erre szolgalé séma konzisztens, akkor a pontos megoldasbol
kiindulva attél eltéré eredményt kapnank. Ha pedig a séma nem lenne stabil, akkor a kis
kezdeti hiba egy t idopontig tetszélegesen naggya valhat, ha elég sok idolépésben érjiik
el a kozelitésben a t idépontot.

A kovetkezo fontos eredmény szerint a fenti két tulajdonsag teljesiilése elegendd is a
konvergencidhoz. Természetesen a fenti szemléletes magyarazat nem bizonyitasa ezen
két tulajdonsag sziikségességének.
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11.4. A Lax-féle konvergenciatétel

A targyalt anyagrész legfontosabb tételét mondjuk ki, amellyel a kozelité megoldasok
konvergenciajat lehet igazolni.

11.19. Tétel. (Laz-féle ekvivalencia tétel.) Tegyiik fel, hogy az O = Lou egyenlettel
adott feladat megolddsdra felirt valamilyen u™™ = Q. u™ séma a T idbépontig exponen-
cidlisan stabil, emellett a Oyu = Lou + f egyenlettel adott feladat megolddsara felirt

Wt = Q. w + of (11.15)
séma a ||-||np normdra nézve normdban (1, o, . . ., aq) rendben konzisztens. Ekkor a (11.15)
sémabol kapott megoldds a || - ||np normdban konvergens minden t < T' idépontban, és a

konvergencia rendje megegyezik a fenti konzisztenciarenddel.
Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy a hiba valtozasat kovetjiik nyomon, amelyet az
e =w —u(js-), j=12,...,N

egyenloséggel definialunk.
A (11.15) sémat és a konzisztenciara vonatkozo

u((j +1)8,) = Qru(jd, -) + 68 + R4 (6, )
egyenloséget Oszehasonlitva kapjuk, hogy
e = Qe + R (9, ).
Innen teljes indukcioval egyszeriien nyerjiik az
e" = QnQn_1.. Q1€ +0Q,Qn 1...QR1(6,)+ - +6QuRn_1(3,-) +0R,(6,-) (11.16)

Osszefiiggést, ahol a norma tagonkénti becsléséhez el6szor megjegyezziik, hogy a stabilitds
feltétele miatt a (11.14) formula alapjan tetszéleges j € N esetén

1QnQn_1 ... Q]| <™ < e,

Ennek felhasznélasaval a (11.16) egyenléség kovetkezményeként kapjuk, hogy

n
o < e llle®llnp +8 Y ™I Ry(8, )l <

j=1
< el + 0™ max [Ry(8. )y =
j= n—

3Ly

e

= e”[|e"[lnp + t(O(RT) + -+ + O(hg?),

ahogy azt a tételben allitottuk. n
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11.20. Megjegyzés.

1. A tétel igazabdl ekvivalenciat allit, de mi csak az egyik irdnyu allitassal foglalkoz-
tunk.

2. Csak linedris differencidloperatorokra hasznédlhaté. Ez a feltétel enyhitheto, de nem
latszik, hogy a legtobb nemlinearis probléma esetére hogyan lehetne a fenti elmé-
letet alkalmazni.

3. A tétel értelmében elegendd az exponencidlis stabilitds feltételét u" = Qu™ alaki
sémakra ellendrizni. Az elméletben ez a legnehezebb kérdés.

4. A norméban vett konzisztencia bizonyitasanal sziikség volt a megoldas magas rendi
derivéltjainak korlatossagara, ami korlatozé tényezo lehet. &

Az elméleti bevezetéshez kapcsoldédnak a [21], [28] és a [29] konyvek.
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12. fejezet

Stabilitasvizsgalati modszerek

Eloszor egy R-en adott feladatokhoz tartozé maédszert ismertetiink, a Neumann-féle sta-
bilitasvizsgélatot az I, » normaban valé exponencialis stabilitasra. Az itt targyalt elmé-
letben az alabb definidlt sorozatok és fiiggvények komplex értékiiek lehetnek.

12.1. Diszkrét ideji Fourier-transzformacio, inverz transz-
formacio

Ha az L differencidloperator R-en értelmezett, akkor a megoldés kozelitése minden id6-
pillanatban egy v .= ..., v_1,v9,v1, s, ... sorozat. Ennek Fourier-transzformaltjat ér-
telmezziik, ahol most Iy téren a mindkét iranyban végtelen és négyzetesen 6sszegezhetd
sorozatokat értjiik.

12.1. Definicié. (diszkrét idejli Fourier-transzformécid) Legyen az F : ly — Lo|—m, 7|
az alabbi hozzarendeléssel értelmezett:

F(u)(s) = \/LQ_’/T Z e~ ks,

Belathato, hogy erre teljesiilnek az alabbiak:
e Az F transzforméacié linearis.
e Az F transzformacid izometria, azaz
[F )2 = [[ull2,
ahol a két azonos || - ||2 szimb6lum més-mas normat jeldl.

A kovetkezo allitas alapjan egyszeriien megadhato F inverze is:
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12.2. Allitas. Tekintsiik az

R

hozzdrendeléssel adott F~' : Lo|—m, 7] — Iy fiigguényt. Ez valéban a fent definidlt F
muverze.

12.1.1. Néhany nevezetes diszkrét idejli Fourier-transzformalt

Olyan sorozatok diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat adjuk meg, amelyek véges diffe-
rencia kozelitésekben el6fordulnak.

e Jobb oldali differenciaval kapott sorozat esete:

F(Dyv) = Z ¢ e = ) =
kf—oo
_ 1 f: 6ise—i(k+1)svk+1 L f: ey, = (e — 1)F(v)
V2T oo V2 k=—o0

e Bal oldali differenciaval kapott sorozat esete:

1 o0 .
= \/_Q_sz_ e Py — — Z By = (1— e ™) F(v)

e Centralis differenciaval kapott sorozat esete:

1 = .
JT"(DOV) E Z e st(vk-‘rl _ 'Uk—l) =
k=
i(k+1)s —is —i(k—1)s —
— Vg1 — —=— e e Uk—1 =
\/ _Z V2T k_z_oo

e — e ) F(v) = 2isins - F(v).

—~

o Centralis differencia méasodrendii derivalt kozelitésére:
f(ng) =F(Dyv—D_v)= ((eis —1)—(1- e’is))]—"(v)
= (2coss —2)F(v) = —4 sin2§ - F(v)
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12.1.2. Alkalmazas a stabilitasvizsgalatban

Ebben a szakaszban mindenhol feltessziik, hogy a @) 1épésoperator minden lépésben azo-
nos.
Jelolje most is u” egy feladat megoldasanak kozelitését. Ekkor az aldbbi hanyadost

fogjuk meghatarozni:
_ F(u")(s)
A= Furs)

ahol a p : [—m, 7| = R fiiggvényt szorzéfaktornak is nevezik.
12.3. Megjegyzés.

1. Természetesen p fiigg a sématdl és a h paramétertol is, az egyszeriiség kedvéért
azonban ezt nem jeloljiik.

2. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a h-tél, valamint a p-tél valé fiiggés foly-
tonos.

3. A fenti formula ismételt alkalmazasaval kapjuk azt is, hogy

F(u")(s) = p"(s)F(u’)(s). (12.1)
&

12.4. Allitas. Ha itt |p(s)| < 1 minden s € [—m, 7| esetén, akkor a megfeleld séma
exponencidlisan stabil.

Bizonyitds. Az F transzformdcié tulajdonsagai alapjan és |p(s)| < 1 miatt ekkor nyilvan
(|2 = [ F(a™)[l2 < |F@™ )2 = "2
vagyis ezt tobbszor alkalmazva minden n-re
(|2 < [u’l2
teljesiil, amibdl a stabilitas azonnal kévetkezik. O]

12.5. Megjegyzés. A fenti feltétel (és a bel6le kapott norma-becslés) nagyon erés, iga-
zoljuk majd ennek egy gyengitését. &

12.6. Példa. Vizsgdljuk a

ou(t,x) = opOyeu(t,z), = €R, t R
u(0,z) =up(x), z€R
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feladat megoldasara felirt

Wit =+ B g — 2uf ), k=...,—1,0,1,..., n=0,1,2,...

séma stabilitasat az [, norma szerint.
A szokasos r = ‘%‘S jeloléssel a sémaban szerepld egyenloséget a
uptt = rul 4 (1= 2r)uf + rul
koo TUp—1 k k+1

alakba irva kapjuk, hogy

]-"(u"“)(s): Z e—ikzsuz—l—l

k=—o00
0o
= E e (rul_y + (1 —2r)uf + rufy;)
k=—o0
00
_ E e—zse—z(k—l)sruz_l + e—zks(l . 27,)“2 + ezse—z(k+1)sruz+1
k=—o0

=re “F(u")(s) + (1 = 2r)F(u")(s) + re”F(u")(s).
Azaz ha r < %, akkor

F ) ()] < [re7 |- [F(@")(s)] + (1= 2r)] - [F()(s)] + [re™] - [F(u")(s)]
= (Ir[ + 1 =2r[ + [r) F(u")(s) = [F(u")(s)],

vagyis a 12.4. allitas értelmében a példaban szereplé séma exponencialisan stabil. &

12.7. Lemma. A @) séma pontosan akkor exponencidlisan stabil, ha van olyan hg, dg,
hogy minden h < hg és 6 < g esetén minden s € [—n, w|-re teljesiil a

p(s)["*! < K H° (12.2)
eqyenlitlenség.

Bizonyitdas. A 12.4. allitas bizonyitasat kovetve kapjuk, hogy ha a (12.2) egyenlétlenség
teljesiil, akkor

[u"ll2 = |F(")[lz < e[ F (@) l2 = a2,
amibdl nyilvanvaléan adodik az

[l < e flu’]l,
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egyenlotlenség, amellyel az egyik iranyu kovetkeztetést igazoltuk.
Forditva, ha nem volna igaz a (12.2) egyenl6tlenség, akkor minden 3 € R esetén lenne
olyan hg és 0k, hogy az azokhoz tartozo sémara

Ip(s1)|" > ePormnm = Pt (12.3)

igaz valamilyen s, € [—m, 7] esetén. Ekkor p folytonossdga miatt ez si-nak egy Uy alaki
kornyezetében is igaz. Tekintsiink ekkor egy vy € ly vektort, amelyre supp F(vg) C Uk.
Ekkor a (12.1) formuldt és a (12.3)-beli egyenlétlenséget felhasznalva

Q" (w3 = IF(Q vx)5 = IIP"(S)JT(UK)H%:/ P (s)Ui (s) ds >

Uk

g B/ o (s) ds = oI5,
Uk
ami ellentmond annak, hogy a () idolépéshez tartozé séma stabil. n

A fenti allitas élesitését mondja ki a kovetkezd lemma.

12.8. Lemma. Az u"™ = Qu" séma pontosan akkor exponencidlisan stabil a || - ||
normdra nézve, ha van olyan C € R, hg és oy, hogy minden h < hy és § < dy esetén
minden s € [—m, m|-re teljesiil a kivetkezd egyenldtlenség:

lp(s)| < 1+ C6.
Bizonyitas. Ha a tételben emlitett feltétel teljesiil, akkor nyilvan
Ip(s)] <140 < e
miatt (amely minden s € [—m, | esetén igaz)
[u"]l2 = |Fu"]l2 < e Fu" "y < -0 < T Fy = e,

vagyis valoban exponencialisan stabil a séma.
Forditva, ha nem teljesiil a tételben szereplo egyenlétlenség, akkor minden C-re van
olyan tetsz6legesen kis komponensekbél allé (h, d) par, hogy valamilyen s-re

lp(s)| > 1+ C6.

Ha ez tetszOleges kis o esetén elérhetd, akkor a
t
lim(1 + Co)" = lim (1 4+ C—)" = e“".
—0 n—o00 n

<
2

hatdrérték miatt p(s) > e2", ami az eléz8 allitdsnak ellentmond. O
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12.9. Példa. Az el6z6 példéaban vizsgalt séma pontosan akkor stabil, ha r < %
Azt lattuk, hogy r < % esetén a stabilitas teljesiil. Forditva, ha r = % + 1o allna fenn
valamilyen rq > % esetén, akkor

| F (™) (s)| = [re™ - F(u")(s) + (1 — 2r) - F(u")(s) + re” - F(u")(s)|
= |F(u")(s)(2rcos s+ 1 —2r)|,

azaz,
p(s) =2rcoss+1—2r =—2ry+ (1+ 2rq)coss.

Ha coss = —1, akkor
[p(s)| = | =1 —4ro| =1+ 4ry,

amely 1-nél nagyobb és §-tdl fiiggetlen konstans, vagyis a 12.8. lemma miatt ebben az
esetben nem lehet stabil a séma. A 11.19. tétel alapjan az is nyilvanvalé, hogy a vizsgalt
sémabol kapott numerikus megoldas pontosan akkor lesz konvergens, ha az r < % feltétel
teljesiil (12.1. dbra). O

8)\

0.005+

Stabilitasi
tartomany

12.1. dbra. A stabilitési tartomdny (r < 1/2) szemléltetése az r = §/h* rdcsparaméter
fiiggvényében.

12.10. Allitds. Ha azu™™ = Qu™ séma stabil a || - ||n2 normdra nézve, akkor az u™** =

(Q + bd)u"™ séma is az tetszdleges b € R esetén.

Bizonyitds. A 12.8. lemma alapjan az u™*! = Qu™ stabilitdsa ekvivalens azzal, hogy van
olyan C' € R, hy és &y, hogy minden h < hj és § < dy esetén minden s € [—m, 7]-re

teljesiil a
[+

lp(s)| = —— < 1+ C6.

R
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egyenl6tlenség. Ekkor viszont a u™™! = (Q + bd)u" séma esetén

™2 < [[u[l2(1 + €3 + bd),
vagyis a 12.8. lemma felhasznélasaval kapjuk az allitast. O]
12.11. Megjegyzés. A fenti allitas alapjan ha egy 0yu = Lyu differencidloperator diszk-
retizaciojabdl kapott séma stabil, akkor 0,u = Lou 4 bu-bdl kapott is az, amennyiben b

korlatos, és a bu mennyiséget az n-edik idolépésben ,természetes modon”, azaz bu"-nel
diszkretizaljuk.

12.12. Példa. Az el6z6 példaban kapott eredményt is felhasznalva kapjuk, hogy a

owu(t, z) = opOyu(t,z) + bu(t,z), zeR, teR?
uw(0,2) = ug(x), z€R

feladat megoldasara felirt

u) =wug(kh), k=...,-1,0,1,...
uTkLH:uz+5‘;—§’(u’,§_1—2u}§—i—u2‘+1)+5uz, k=...,-1,0,1,..., n=0,1,2,...

séma pontosan akkor exponencialisan stabil, ha r < %
A 11.19. tétel alapjan azt is kapjuk, hogy a séma pontosan akkor konvergens, ha
r < 1, emellett a konvergencia rendje (1,2). &

12.13. Példa. Vizsgaljuk meg az

Owu(t, z) + adyu(t,z) =0, teRT zeR (12.4)
u(0,2) =g(z), zeR '
feladat megoldasara vonatkozd
n+1 n n n
Up  — U Ug4+1 — Uk
=0
5 YT
kozelitésbol kapott
uptt =g = (up —up) = (1+ R)uf —Rul;, neN, keZ (12.5)
u) = g(kh) keZ

séma stabilitasat, ahol R = %“!
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Mindkét oldal diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat véve nyerjiik, hogy
F(u™) = F(u") = F(RDu") = F(u")(1 - R(e” — 1)) = F(u")(1 + R — Re®),

vagyis
| F(u™™) ]2 = |Fu™)[*((1 + R)* — 2R(1 + R) cos s + R?).

Itt tehat
lp(s)|> = (1+ R)?> —2R(1 + R) cos s + R?,

amelynek kiszamitjuk a maximumhelyét abban az esetben, ha s € [—7, 7]. Nyilvédn s =
0, £7 esetén lehet szélséértéke, és ekkor

p(m))? =1+ R)?+2R(1+R) + R* = (14+2R)?, és |[p(0)]* = 1.

Vagyis |14+ 2R]| < 1 sziikséges, tehat —1 < R < 0 a stabilités sziikséges elégséges feltétele,
ami elégséges is, hiszen ekkor minden lehetséges s-re |p(0)]? < 1.
Ez azt jelenti, hogy a csak negativ lehet, valamint

1 h
- g(> 0),

vagy az idOlépés hosszara atfogalmazott feltétellel

(0 <)6 < —ah. o

12.14. Példa. Vizsgaljuk meg az

ou(t,x) = opOyeu(t,z), = €R, t€RT
uw(0,2) =up(x), zeR

feladat megoldasara felirt

uptt = up + R (it — 20t ), k=...,-1,0,1,..., n=0,1,2,...
(12.6)
implicit Euler-séma stabilitasanak feltételét!
Az ido6lépést nyilvanvaldan a kovetkezo alakba tudjuk atirni:

u"t =u" + rDju"t,
amelyre a diszkrét idejii Fourier-transzforméltat alkalmazva nyerjiik, hogy
Fu" —rF(Dju™t) = Fu™.
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Ezt kifejtve kapjuk, hogy
Fu"t(s) <1 + 47 sin? g) = Fu"(s),

azaz

(5) =
§)=—"—"+—
P 1 + 47 sin? s ’
tehat 0 < p(s) < 1, vagyis a fenti séma feltétel nélkiil stabil. &

| | |

ud  wt

ntl. e o $ > S
n.

12.2. dbra. Az implicit Euler-séma differenciacsillagja.

12.15. Példa. Vizsgaljuk meg az

ou(t,x) = opOyeu(t,z), = €R, t R
u(0,z) =up(x), x€R

feladat megoldasara felirt

u) = ug(kh), k=...,-1,0,1,...
wptt = SR (upt = 20t ) = SR (g — 2u +u ), (12.7)
k=...,-1,0,1,....,n=0,1,2,...

Crank—Nicolson-séma konzisztenciarendjét és stabilitdsat (12.3. abra)!

Ezt nem szamoljuk itt ki, mert magasabb dimenziéban részletesen elemezziik. Csak
kozoljiikk az eredményt, mely szerint a séma minden valtozé szerint masodrendben kon-
zisztens, vagyis jobb, mint az explicit vagy az implicit Euler-séma, mert azok az idoval-
tozd szerint csak elsérendben konzisztensek. Masrészt a séma feltétel nélkiil stabil; lasd
a 21.21. feladatot! &

Ehhez kapcsolodnak a 20.2.5-20.2.6. animaciok.
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un+1 un+1 ulréi;
ntl. e © ¢ é—

12.3. dbra. A Crank—Nicolson-séma differenciacsillagja.

12.2. A diszkrét idejii Fourier-transzformalt tobb di-
menzids esetben

A peremfeltétel nélkiil adott sémék vizsgalatanak f6 eszkoze most is a diszkrét ideji
Fourier-transzformécio. Az egydimenzids esethez hasonléan sziikségiink lesz a

F: l;{h — Lg([—ﬁ,ﬂ]d)

d-dimenzids Fourier-transzformaltra, amit az o = (g, g, ..., aq) ésak = (ki ko, ..., kq)
jelolésekkel az

d
1 E : —ik-a
.FU(Oél,OCQ,...,Oéd):(\/—Q_ﬂ_) € k Uk
kezZd

hozzarendeléssel definidlunk.

12.2.1. Nevezetes véges differenciakkal kapott mennyiségek Fourier-
transzformaltja

Gyakran hasznéljuk a stabilitasvizsgélat soran a

‘F(D-Qi-,xu) (a) = Z e_ik‘a(ulﬁ-i-l,lw ,,,,, kg — uk) -

' » kfid ) " ‘ (128)
=) etttk ey gy — D € = (6 — 1) F(u)(a),

ahol x jeloli az els6é valtozot.
Hasonlé modon kaphato

F(D_u)(a) = (1—-e " F(u)(a), (12.9)



F(D2,u)(a) = —4sin? %]—"(u)(a) (12.10)

azonossagokat, amelyekhez hasonlot felirhatunk a tobbi valtozd szerint vett véges diffe-
rencidk esetére is.

Hasonléan az egydimenziés esethez az idoben allandé ) id6lépéshez tartozd szorzé-
faktort a

ey~ F (e
F(u)(e)

egyenloséggel definialjuk.
A stabilitds és a szorzoéfaktor kapcsolatara vonatkozdlag az egydimenzios esethez hasonld
allitasok fogalmazhatok meg. Itt csak a legfontosabbat adjuk meg, a 12.7. lemma megfe-
lel6jét, amelynek bizonyitasara nem tériink ki, ez az egydimenzios esettel analég médon
torténik.

12.16. Lemma. A Q séma pontosan akkor exponencidlisan stabil, ha van olyan hy, dy,
hogy minden h < hg és 6 < &y esetén minden o € [—w, 7|%-re teljesiil a

Ip(a)|" T < KefntD)e (12.11)

eqyenlotlenség.

12.3. Korlatos tartomanyokon adott differencialope-
ratorok diszkretizacidojanak (exponencialis) sta-
bilitasa

A tovabbiakban feltessziik, hogy a séma csak h és § egy fiiggvényétdl fiigg, tovabba ha
ezen fiiggvény allandd, akkor h novelésével § is n6. A fentiekben vizsgalt sémadk is mind
ilyen tulajdonsaguak voltak, az r = %5, illetve az R = %‘5 értéktol fiiggtek, ahol allando
r, illetve R esetén kisebb h-hoz kisebb § tartozik.

Mivel numerikus megoldast eloallité () idélépés operatornak most tartalmaznia kell
a peremfeltételeket is, ez varhatdan Gsszetettebb szerkezetii lesz, mint amilyeneket eddig
vizsgaltunk. Az is vilagos, hogy mivel most véges sok pontban kozelitjiikk a megoldést,
() egy matrix. Sajnos, a Fourier-transzformécioban lényeges, hogy azt ,két iranyban
végtelen” sorozatokon értelmezziik, vagyis ezt a hasznos moédszert ebben a szakaszban
nem tudjuk kozvetleniil alkalmazni. Az el6zéekben kapott eredmények mégis hasznosak,
amint a kovetkezo tétel mutatja. Az egyszeriiség kedvéért az allando egyiitthatds esettel
foglalkozunk.

12.17. Tétel. Legyen Qy, egy peremfeltételek nélkil adott (példdaul egész R™-en definidlt)
differencidloperdtor sémdjdhoz tartozo idolépés operdtor. Teqyiik fel, hogy a séma olyan,
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1 1

hogy upytt értéke csak uptt és ufl rogzitett K darab szomszédjdtdl figg, azaz csakis a
fentiektol az xy irdnyban legfeljebb ky tdvolsagban, az xo irdnyban legfeljebb ko tdvolsdgban
stb. levén értékektél, ahol K = 2(ky + -+ kg) + 1. Ha az ennek megfeleld séma nem
stabil valamilyen t esetén, akkor barmilyen peremfeltétellel latjuk is el az eredeti feladatot,
az abbdl kapott (a peremfeltételek figyelembevételével felirt) séma sem lehet stabil a t
1dopontig.

Bizonyitds. Ha az eredeti séma instabil valamilyen || - || normédban, akkor tetszéleges
C-hez van olyan n (amelyre t = nd) és olyan u® vektor, hogy

(| = QR ()| = Cllu’]. (12.12)

S6ét, van olyan u® is, amely véges sok komponens kivételével nulla és (12.12) teljesiil

ré. A bizonyitashoz azt kell észrevenniink, hogy egy olyan u’ -ra, amelynek a perem
kozelében taldlhato értékei nulldk, pont ugyanigy hat a peremfeltételek nélkiili, mint
a peremfeltételekkel megadott differencialoperator diszkretizalt verzidja is. Elég finom
felosztés esetén tudjuk biztositani, hogy u' szintén ilyen legyen, aztdn, hogy u?, ..., és
ugyanigy u” is.

Pontosabban fogalmazva tekintsiink egy olyan felosztashoz tartozé (mar a peremfel-
tételeket is tartalmazo) Qn, linedris operatort, amelyre Qp, (u®) = Qp(u®).
Ilyen mindig van. Ha ugyanis a nemnulla elemek halmaza olyan, hogy j-edik koordiné-
tajuk maximalis kiilonbsége IV}, valamint olyan véges differencia kozelitést alkalmazunk,
amely a j-edik irdnyban egy pont kij-gyel jobbra és kyj-vel balra vett szomszédjaitol
fiigg, akkor akkor a nemnulla elemek halmaza n 1épés utan olyan, hogy els6 koordinata-
juk kiilonbsége legfeljebb N; 4 nk;; +nksj. Vagyis ha egy olyan @y, operatort tekintiink,
amely minden irdnyban a 2 + max; N; + (n+ 1) - max; {k1; + ko, } felosztashoz tartozik,
abban pedig a fenti u® kezdeti vektort tekintjiik, amelynek nemnulla elemei a felosztas
belsejében taldlhatdk, akkor erre valéban Qp, (u°) = Qf (u).
Ekkor viszont (12.12) szerint a nd id6pontban az instabilitast jelent6 becslést kapjuk. Itt
0 a fenti értéknél kisebb lesz, mert a térbeli diszkretizacié finomitasaval akkor kapjuk
ugyanazon egyiitthatokkal rendelkezé operatort, ha o is csokken. Azaz mar t elott sem
igaz semmilyen C-vel a stabilitast jelent6 felso becslés. m

12.18. Megjegyzés. Ekkor sziikséges feltételt nyerhetiink a stabilitdsra a fenti Fourier-
transzformaciobdl kapott eredmények alapjan. A tétel alkalmazasat akkor targyaljuk, ha
elégséges feltételeket is tudunk adni a stabilitasra. Elofordulhat az is, hogy a tételben
szereplo fenti sziikséges feltétel nem elégséges egyttal. &

Olyan modszereket akarunk leirni, amelyekkel a peremfeltételekkel ellatott differenci-
aloperatorok diszkretizacidjanak exponencidlis stabilitasara vonatkozé sziikséges és elég-
séges feltételek nyerhetok.

Az exponencialis stabilitas definicigja miatt azt kellene most is biztositani, hogy 1étezzen
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olyan hy és dy, hogy valamilyen  esetén minden h < hg,d < §g és n € N értékre fennall,

hogy
Q™| < . (12.13)

12.3.1. A spektralsugar és matrixnormak kapcsolata
Emlékeztetiink, hogy tetszéleges A € R™*™ matrixra az
o(A) := max{|A| : A sajatértéke A-nak}

mennyiséget az A matrix spektralsugardanak nevezziik.
Az aldbbiakban felsorolunk a spektralsugarra vonatkozé néhany fontos azonossagot,
amelyet késobb felhasznalunk.

e Fenndll, hogy
a(A) < [[All2,

valamint szimmetrikus matrixokra egyenléség all.

e Teljesiil tovabba, hogy
o(AA") = || All3, (12.14)

e valamint a spektralsugéarra igaz a
g(A") = (c(A))" (12.15)
egyenléség, ahol a jobb oldalt az egyszeriiség kedvéért o™ (A)-nel jeloljiik.
Az alabbi 6sszefiiggés is hasznos lesz.
12.19. Allitas. Ha H € R™" invertdlhatd, akkor tetszbleges S € R™ "™ mdtrizra HSH 1

és S sajdatértékei megegyeznek, és igy specidlisan o(S) = o(HSH™Y) is teljestil.

12.3.2. Stabilitasi feltételek

12.20. Lemma. Ha Q szimmetrikus, és van olyan hy,dy és C € RT, hogy minden h <
hy és 6 < §g esetén teljesiil az

o(Q) <1+C6

eqyenlotlenség, akkor a megfelelé séma stabil.
Masrészt tetszoleges () mdtrizra ez a feltétel sziikséges is a stabilitashoz.

194



Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Nyilvan teljesiil, hogy

Q"2 = o(Q") = (a(Q))",

vagyis ha o(Q) > 1 + C§; 4llna fenn valamilyen d; — 0 esetén, tovdbba a [|Q"||y > e
becslés volna érvényes, azaz ha nincs olyan C', amely a lemmaban emlitett tulajdonsdgnak
megfelel, akkor valéban nem lehet exponencidlisan stabil a séma.
Részletesebben kifejtve: Vilagos, hogy ha § az id6lépés hossza, akkor n = [%] 1épést véve
a t idépont el6tt lesziink. Az indirekt &llitds szerint minden C-hez és minden (dy, hy)
parhoz van olyan h < hg és § < dy, hogy |0(Q)| > 1 + C9, vagyis

1

a1+ 00 (12.16)

o (Q[%]) — ) > 1+ co)lsl >
Tudjuk tovabba, hogy

. o , . L_ Ct
(151i%1+05_1 és [1;13[1)(1—1—05)6—6 :

amit a (12.16) egyenlStlenségre alkalmazva kapjuk, hogy
sup |Q(t)]| > ¢,
tr<t

ahol Q(t*) jeloli a t* id6ponthoz tartozd 1épésmatrixot. Ez ellentmond a stabilitds tényé-
nek. Ha @ szimmetrikus, akkor az 1 4+ 6C < e“* egyenl6tlenség miatt nd < t esetén

1Q™]2 = o(Q™) = (¢(Q))" < (1 + Co)" < e < e,
ami éppen a t idépontig érvényes exponencialis stabilitast jelenti. N

Mivel t6bbszor kell nem szimmetrikus matrixokkal is szamolnunk, az alabbi eredmény
is fontos lesz.

12.21. Allitas. Ha Q olyan, hogy valamilyen H invertdlhaté mdtrizszal HQH ™' szim-
metrikus, akkor a 12.20. lemmaban szereplo feltétel a QQ-val adott sémdra vonatkozolag
18 sziikséges €s elégséges.

Bizonyitds. A bizonyitasban a ||Q"|2 normat becsiiljiik feliilrél:

Q" |2 = | H ™ (HQH ") Hllz < | H ||| H|l2[|(HQH )" |2 =
= [ H | Hl2lo(HQH)]" < || H |2 Hll2e“™,

ami bizonyitja az allitast. O
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12.22. Példa. Egyszertien ldthatd, hogy a fenti o(Q) < 1+ C§ feltétel valéban csak
szitkséges, altalaban nem elégséges. Ehhez legyen a < 0, és tekintsiik a

Owu(t,x) + adyu(t,x) =0 t e R, z€(0,1)
u(0,2) = ug(x), z€(0,1) (12.17)
u(t,1)=0 teR"

feladatot! Megjegyezziik, hogy ez korrekt kitiizési.

Diszkretizaljuk ezt azon a racson, amely a (0, 1) intervallum olyan egyenletes felosztasabdl
adddik, ahol a belso racspontok indexei 1,2, ..., N. Tekintsiik a differencialoperator egy
diszkretizaciojabdl kapott

wtt = (14 R)uf — Ru}y,, k=1,2,...,N (12.18)

sémat! Ez a feltételek mellett eleve csak akkor lesz kiszamithatd, ha a < 0 , hiszen ekkor
tudjuk uit! értékét a peremfeltétel segitségével kifejezni.

Emlékeztetiink, hogy a (12.4) feladat stabilitasvizsgdlatabdl azt kaptuk, hogy a perem-
feltételek nélkiili (az egész R-en értelmezett) feladathoz tartozé séma stabilitdsdnak
—1 < R < 0 sziikséges és elégséges feltétele. A 12.17. tétel alapjan ez most is sziik-
séges.

Ekkor a séma a Q = tridiag [0,1+R,-R] matrixszal adhaté meg, azaz u™ = Qu".
Itt a spektralsugar 1 + R, ahol

1+R<1<0>R>-2

A fenti feltétel alapjan latjuk, hogy a spektralsugar vizsgalatabdl nem kaptunk elégséges
feltételt. Azt azonban ez a vizsgélat sem tisztézta, hogy a (12.17) feladat esetére mi lesz
egy sziikséges és elégséges feltétel. Ezt tessziik majd meg a 12.30. példaban. &

12.4. A Gersgorin-tétel és alkalmazasa a stabilitas-
vizsgalatban

A fentiekben l4ttuk, hogy az u"*! = Qu" séma stabilitdsdnak ellenérzéséhez a Q 1épés-
matrix sajatértékeit kell megvizsgalnunk. Ehhez felidézziik a Gersgorin - tételt:

12.23. Tétel. A Q mdtrix minden \ sajdtértékéhez van olyan j, amelyre

X =gl < lgl-

ki
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Mivel a spektralsugdr csak szimmetrikus méatrixokra ad normét, és itt éppen a || - ||2-
es normaval egyezik meg, ugy tlinhet, hogy a fenti tétel csak olyan sémak vizsgalatakor
hasznos, amelyekhez tartozo lépésmatrixok szimmetrikusak. Azonban a mddszerrel to-
vabbi esetekben is elégséges feltételt nyerhetiink stabilitasra. Ebben a szakaszban a )
méatrix ¢-edik soranak j-edik elemét g;;-vel jeldljiik.

12.24. Allitas. Ha eqy sémahoz tartozo () lépésmdatrix szimmetrikus, tovabbd minden

lehetséges j-re Y . |qi;| < 1, akkor ||Qll2 < 1.

Bizonyitas. Ha a ), |q;;| <1 feltétel teljesiil, akkor biztosan minden j-re
g+ Y gl < 1.
i)
Ha g;; > 0, akkor az el6z6t —1-gyel szorozva kapjuk, hogy
Gi — > gl = —aq; = > lail = —1,
i#] i#]
vagyis az el6z6 sorral Gsszevetve
(055 = > laisl i + Y lasil) € [=1,1].
i#] i#]
Ha pedig ¢;; < 0, akkor
1> gl = =5+ > laigl > a5+ > laigl
i i#] i#j
amelynek elso felét —1-gyel szorozva
—1<q;= > layl,
i#j
vagyis az utolso két formulat Gsszevetve ismét
(05 = > laisl i + Y lasgll € [=1,1].
i#] i#]

Vagyis kaptuk, hogy a Gersgorin-tétel miatt ) 6sszes sajatértéke a [—1, 1] intervallumban
van, tehdt o(Q) < 1, igy mivel szimmetrikus is, valéban ||Q|2 < 1 is teljesiil, ahogy
allitottuk. O

12.25. Allitas. Ha eqy sémdhoz tartozé Q lépésmdtriz minden i sordban Zj lgij| <1,
és ugyanigy minden j oszlopdban ), |qi;| < 1, akkor minden n € N esetén ||Q"|]2 < 1,
vagyis a megfeleld séma || - || normdban exponencidlisan stabil.
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Bizonyitds. Kiszémitjuk a ||Qlla = p(Q*Q) = p(QQ*) mennyiséget. A bizonyitdsban
Qli, -] jeloli az @ matrix i-edik sordt (ami egy n hosszi vektor), és |Q]i, -]| azt a vektort,
amely az elemenként vett abszolutértékekbol all. Tudjuk, hogy

QQ"i, j] = Q] - Q[ ] = Qi -] - QJ, ],
vagyis a QQ* szimmetrikus matrix ¢-edik sordban az elemek abszolutértékeinek Gsszege:
D 1Q' )l = 1N QU T < -
<> D QL HIQL K =D 1QLELKIY QU kI < Y Q| -1 < 1.
ko j k j k

<

> QL KQLj, k]

tehdat a 12.24. allitas alapjan

1> s(QQ") = [|lQlI5,
amibol kapjuk, hogy

Q"2 < [IQNlz < 1,

ahogy azt allitottuk. O

12.26. Megjegyzés.

1. Itt fontos volt, hogy a Gersgorin-tételbdl kapott feltételt, nem pedig egyszeriien
a spektralsugarat vizsgaltuk. Mivel azonban a méatrix nem szimmetrikus, mind a
sorok, mind az oszlopok tekintetében meg kell kivetelniink a feltételt.

2. A feltételben nem szerepel a matrix mérete, a becslés attdl fiiggetleniil teljesiil. A
stabilitasvizsgdlatban ez a legfontosabb és a legnehezebb részlet is.

3. A 12.25. allitas azért hasznos, mert nem szimmetrikus matrixokra csupan a Gers-
gorin tételt alkalmazva azoknak csak a spektralsugarara kapunk becslést, a stabi-
litdsvizsgdlathoz azonban a || - ||3-es normat kell becsiilni. O

A fenti tételek feltételei bizonyos értelemben nem gyengitheték. Erre mutat ré az
alabbi két példa, ahol

3 0 00 0 £ 2 00 0

1 1 1

5 5 00 0 0 £ 20 0
A=|: : B=1: :

1 1

2 00 3 0 0 ooé?

3 00 0 2 00 0 1
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Az A matrix nem szingularis, a sorokban az elemek abszolutértékeinek Osszege leg-

feljebb g, azonban ha n x n-es méretiirél van sz6, és v = [1,0,0,...,0]7, akkor Av =
(3.4, 3]7], vagyis [|A|} > ||Av]]? = 2, azaz mér ||A]|, értékére sem lehet n-tdl fiig-

getlen korlatot megadni.
Azonban olyan matrixok, mint A, nem szoktak lépésmatrixként el6fordulni.
Ha a B matrixot tekintjiik, annak spektralsugara %, emellett

B*[1,3] = B*[2,4] = --- =4, és B[1,4] = B*[2,5] = --- = 8, sth.,

és amig k + j < n, addig B’[k, k + j] = 27. Azaz kiénnyen lathatd, hogy B hatvdnyainak
normajara nem adhaté n-tél fiiggetlen felsé korlat.

12.27. Megjegyzés. Aramlési feladatok megolddsénal olyan n x n-es lépésméatrixok is
el6fordulnak, amelyek ,,majdnem antiszimmetrikusak”, azaz minden 1 < j,k < n index
és j # k esetén a;, = —ay; Mivel itt k-adik oszlop féatlon kiviili elemei épp a k-adik
sor elemeinek ellentettjei, ezért a fenti tételt alkalmazva itt egyszertien a Gersgorin-tétel
altal adott feltételt elég ellenorizni a sajatértékek abszolutértékére vonatkozolag. &

12.28. Példa. A fentieket alkalmazzuk arra az esetre is, amikor

Ou(t,x) = opOyeu(t,z) t € R, z € (a,b)
u(t,a) =u(t,b) =0 teR*" (12.19)
w(0,z) = ug(x) x € (a,b),

ahol a,b € R, ug € C(a,b) adottak, valamint azt a sémét hasznaljuk, amit a 10.5 feje-
zetben konstrualtunk.

Egyrészt a 12.17. tétel alapjan, valamint az R-en adott feladat stabilitasara vonatkozo
feltétel alapjan tudjuk, hogy ahhoz az r < % feltétel sziikséges.

Maésrészt konnyen lathaté, hogy az id6lépés operator matrix alakja

@ = tridiag [r, 1-2r, r],

amely nyilvan szimmetrikus (12.4. dbra). A spektrélsugarra vonatkozé (Gersgorin-tételbdl
kapott) becslés alapjén és r > 0 felhasznalasaval kapjuk, hogy

p(Q) el —2r —2r,1—2r+2r] =[1—4r 1], &
vagyis ha r < 3, akkor p(Q) € [~1,1].

Azaz kaptuk, hogy az r < % feltétel elégséges is a -val adott séma stabilitasahoz.
A 12.5. és a 12.6. abrak azt az esetet szemléltetik, amikor a stabilitési feltétel nem teljesiil.
Az els6 dbra a () matrix hatvanyainak normabeli novekedését mutatja, a masik pedig
a numerikus megoldds viselkedését. A 12.7. dbran a () matrix hatvanyainak normabeli
csOkkenése lathaté a stabilitasi feltétel teljesiilése esetén.

Hasonlo6 példak talalhatok a 21.24.; a 21.25. és a 21.27. feladatokban.
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[ 1]
[ 1 X )
-1
5| "S33,
[ X 1)
-
10 ®eee
[ 1 1]
-+
15 ‘i,
[ 1 1]
[ 1 X )
20 *ee
0 10 20
nz = 58

12.4. abra. A @ tridiagonalis 1épésmatrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése abban az
esetben, ha a matrix mérete 20 x 20-as. A matrix Osszesen 58 nemnulla elemet tartalmaz.

1200

1000+ 7
800
600+

1",

400+
200t

0 . . . ° L4
0 5 10

12.5. dbra. A ||Q"||2 normék értéke n fiiggvényében, ha r = §/h* = 1 (instabil eset),
no = 1. ) az explicit Euler-moddszer 1épésmatrixa.

12.29. Példa. Vizsgdljuk meg a (12.19) feladatra felirt

u) =wug(kh), k=...,-1,0,1,...
uptt = + 22wt — 2upt ), k=1,2,...,N, n=0,1,2,...  (12.20)
USH = u?\ft-ll =0

implicit Euler-séma stabilitasanak feltételét!
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t=0.4028 t=1.4771
1 ‘ . 1 . ‘
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
u u
0.4} 1 0.4
0.2} 1 0.2
0 ) 0 <D
0 1 2 3 0 1 2 3
X X
t=16114 %10 t=2.0142
2 3 ‘ :

uzﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
T

X X

12.6. dbra. A diffuziés egyenlet pontos (kék) és az explicit Euler-mddszerrel nyert nu-
merikus megoldasa h = 7/21, r = 0.6 valasztassal a 30., 110., 120. és 150. id6rétegen
(a=0,b=m, op =1, ug(x) =sinz).

A séma atrendezésével kapjuk, hogy az
Qun+1 —u"

alaki, ahol Q = tridiag [r, 1+2r, rl.
Ekkor
un+1 _ Q—lun

ahol a Q! 1épésmatrix is szimmetrikus. A Gersgorin-tétel alapjan tudjuk, hogy Q sa-
jatértékei az [1, 1+ 4r] intervallumba esnek, vagyis az inverz sajatértékei a [0, 1] interval-
lumba. Tehat a (12.20) séma feltétel nélkiil stabil. &

12.30. Példa. Vizsgdljuk meg a (12.17) feladatra felirt (12.18) séma stabilitdsét!
Tudjuk egyrészt, hogy a peremfeltételek nélkiil adott esetben pontosan akkor sta-

bil a séma, ha —1 < R < 0, ezért ez a feltétel mindenképp sziikséges a most vizs-

galt esetben is. Masrészt belatjuk, hogy elégséges is. Tudjuk, hogy a lépésmatrix ) =
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0.8
06f |
=
Cg 04
0.2} °.
0 , ..°°°oo...
0 5 10 15 20

n

12.7. 4bra. A ||Q"]]> normdk értéke n fiiggvényében, ha r = §/h* = 1/4 (stabil eset),
no = 1. Q az explicit Euler-mddszer 1épésmatrixa.

tridiag [0,1+R,-R] alakd. A feltétel miatt |1 + R| = 1 + R, valamint | — R| = —R,
tehat a sorokban, illetve oszlopokban levé abszolutérték-osszeg

0<|1+R|=1+R<1 vagy 0<|1+R|+|—R|=1,

tehat a 12.25. allitds szerint valéban stabil lesz a megfelel6 séma. &
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13. fejezet

Parabolikus egyenletek 1, 2 és 3
dimenzidéban

Ebben a fejezetben a
Ou(t, X) = 0pa Onu(t, X) 4+ 0p g, Osou(t, X) + -+ - 4+ 0p 2, 00qu(t, x) + F(t,x)  (13.1)

alaku feladatok numerikus megoldéasaval foglalkozunk, ezekre vonatkoz6 sémékat vizsga-
lunk.
Minden esetben rogzitjiik az

uy = u(0,-)

kezdeti feltételt, emellett ha a feladat korlatos tartomanyon adott, akkor a stabilitas-
vizsgalathoz homogén peremfeltételeket vesziink. A magasabb dimenzios sémak konzisz-
tenciavizsgdlatdhoz alkalmazni fogjuk a kovetkezé lemma eredményét, amelyet nem bi-
zonyitunk. Az egyszeriiség kedvéért azt a négy allitast fogalmazzuk meg, amelyeknek
eredményét ténylegesen felhasznaljuk.

13.1. Lemma. Legyen u: (0,7) x Q — R minden vdltozéja szerint j4-szer derivdlhatd!
1. Ekkor d = 2 és d = 3 esetén az h_lng,xh_lng,y véges differencia O(h2) + O(h2)

rendben kizeliti a 0,40y, negyedrendd parcidlis derivdltat.

0,y6
rendben kizeliti a 0,40,,0; dtodrendi parcidlis derivdltat.

2. Az is teljesiil, hogy az 5 D§ .75 D} 3D+ véges differencia O(h2) + O(h2) 4+ O(6)

8. Hasonldan, d = 3 esetén az 75 D3 .75 D3 75 D3 . véges differencia O(h2) 4+ O(h2) +
T Y z

O(h?) rendben kozeliti a 0,,0,,0., hatodrendd parcidlis derivdltat.

0,y h2
differencia O(h2) + O(h2) + O(h2)O(6%) rendben kizeliti a 0py0yy0..05 hetedrendi
parcidalis derivdltat.

4. Szintén hasonléan adddik az is, hogy d = 3 esetén az h_lgD(%,z%D2 5D Do, véges
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5. A hiperbolikus feladatok vizsgdlatdhoz hasznaljuk még, hogy az ﬁDO,xiDO,y%D—i—,t
véges differencia O(h2) + O(h2) + O(0) rendben kizeliti a 0,0y, 0; Gtodrendi par-
cialis derivdltat.

13.1. Az egydimenzids esetre kapott eredmények 6ssze-
foglalasa

Az aldbbi tablazatban foglaljuk Gssze roviden, hogy milyen eredményeket kaptunk az
egydimenzids eset elemzésekor.

13.1. tablazat. Harom kiilonbo6z6 séma tulajdonsagai az egy dimenzids parabolikus feladat
megolddsdnak numerikus kozelitésére (peremfeltétel nélkiili eset)

’ modszer \ komplexitas \ stabilitas feltétele \ rend idoben \ rend térben ‘
explicit Euler explicit r < % 1 2
implicit Euler implicit - 1 2

Crank—Nicolson implicit - 2 2

13.2. A kétdimenzios esetre vonatkozé sémak vizsga-
lata
Ebben a szakaszban a (13.1) formuldban szereplé egyenlet
Owu(t, z,y) = 0p0uu(t, ,y) + 0pyOyyu(t, z,y) (13.2)

kétdimenzids verzidjaval foglalkozunk. Egyszertien igazolhatd, hogy a kovetkezo

o o

n+l _  n D,z ~2 n D,y 2 n _.n 2 n 2 n

Uik = Wik 0 ( 12 Doatin+ 55 Do,y“j,k) = Wi+ (re Dot + ryDg ) (13.3)
€z Yy

explicit séma, ahol az r, = 5052’“” és az ry = 50}’32”’ jeloléseket alkalmaztuk, a (13.2)
x Yy

egyenlettel konzisztens. A konzisztencia rendje az = és y valtozdk szerint 2, t szerint
pedig 1.

13.2. Allitas. 4 (15.3) séma stabilitasanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy r, +
ry < % legyen. Hasonloan, ha a megfeleld feladatban homogén Dirichlet-peremfeltételt
alkalmazunk, és ennek megfeleléen a sémdt a peremfeltételek megaddsdval egészityik ki,
a fenti feltétel akkor is sziikséges és elégséges.
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Bizonyitds. Fourier-transzformaciét alkalmazunk. A (12 10) formula szerint
(Fu™) (o, a2) = (Fu”)(ar, az) + 6F (D5 ,u i i+ D5 uig) (o, az)

(1 — 47, sin? % — 4r, sin® ) Fu"(aq, as),

ahol a szorzofaktor biztosan legfeljebb 1, és pontosan akkor lesz minden (aq, ap)-ra leg-
alabb -1, ha r, +r, < % Ezzel igazoltuk az allitast a peremfeltételt nem tartalmazo
esetre.

Az allitas mésodik felének igazolasahoz latnunk kell, milyen szerkezetii a homogén
Dirichlet-peremfeltételhez tartozd lépésmatrix. Legyen egy téglalap felosztasaban n, bel-
sé osztépont x irdnyban, és n, darab y irdnyban. Az ismeretleneket tartalmazé vektor
ekkor

u= [U1,1, U1y vy Ung 15 U1 2, U225+« oy Upy 25 v vye vy y ULy, U2myy - - e 7unx,ny]

alaku. Vilagos, hogy a (13.3) formula alapjan a keresett matrix f6atlgjaba minden esetben
1 — 2r, — 2r, keriil. Mésrészt az u vektorban vele szomszédos elemek r,-szeresét adjuk
hozza, amennyiben nem az elsé, az n,-edik, az n, + l-edik, 2n,-edik, stb. elemekrdl
van sz6, mert ekkor a homogén peremfeltételek felhasznaldsaval csak a jobb, illetve a
bal oldali szomszédot adjuk hozza. Vagyis az eddigiek figyelembevételével a lépésmatrix
azon 1észét hatdroztuk meg, amely diag(B) alaki (blokkdiagonélis) métrix, ahol B =
tridiagr,, 1 — 2r, — 2r,,r,| egy ilyen n, x n,-es blokk.

A homogén peremfeltételek felhasznalasaval kapjuk, hogy k= 2,3,...,n, — 1 esetén

n+l _ . n n n n n n
upy =gy +re(up_g g — 2w g g) 1y (0 = 2w + g ,),

valamint
U?J{l = U?,l +72(0 — 2“711,1 + “31) + Ty<0 - 2“?,1 + U?,z)a

és

uz;ﬁ = “21,1 + Tm(uzz—l,l - 2“21,1 +0) + 7, (0 — 2“21,1 + uzzz)
Vagyis a kovetkezd id6lépésben szereplé u™™! vektor elsé n, darab elemét gy kapjuk
meg, hogy a fenti diag(B) maétrixszal valé szorzdson kiviil a vektor n,-szel jobbra lev
elemeinek 7,-szorosat adjuk hozza. S6t, ha vannak ilyenek az u™ vektorban, akkor mind
a ng-szel jobbra levd, mind az n,-szel balra levé elemek r,-szorosat hozza kell adni.
Vagyis a diag(B) matrixhoz hozza kell adni két olyan mellékatlét, amelyek a f6atlotdl
ng-szel jobbra, és ugyanennyivel balra vannak. Osszességében a 1épésmétrix az aldbbi
alakd n, X n,-os méretli szimmetrikus matrix:

B r,g 0 o ... 0
ryl B r,d 0 ... 0

O rnd B r,J ... 0

0o ... o rlI B r,d
0O ... 0 o nrl B
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ahol az Gsszes blokk n, x n,-es, a blokkok szama pedig n, (13.1. dbra).

0
%% %
00 o
5 o *%00
e o090 o
e e00 o
e o0 o
10 % %0 %
e o0 o
“, %% °
15 o, o . o,
®e %% %
e o0 o
20 o, o0 o
e ee0o
% %%
25 °
0 10 20
nz =105

13.1. dbra. A nemnulla elemek elhelyezkedése a lépésmétrixban n, = n, = 5 esetén.

Itt minden sorban a féatléban 1 — 2r, — 2r, all, a mellette levé elemek abszolut
értékeinek Osszege pedig legfeljebb 27, + 2r,, azaz a Gersgorin-tétel értelmében a 1 —
4ry — 4r, > —1 feltételnek kell teljesiilnie, azaz % > 1y + 1y valéban elégséges feltétele a
stabilitasnak, amivel a fenti allitast belattuk. O

Hasonl6 példa szerepel a 21.26. feladatban, 1lasd tovabba a 20.2.7-20.2.9. animacidkat!

13.2.1. Egy Crank—Nicolson-tipusu séma a kétdimenzios esetre

A kovetkezo levezetésben egy véges térfogatrészre vonatkozé megmaradasi torvényt hasz-
nalunk, amely szerint egy térfogatrészen az anyagmennyiség 0ssz megvaltozasa egyenld a
bedramlott 6ssz anyagmennyiséggel. Ezt természetesen teljesiti az egyenlet pontos meg-
olddsa. Tudjuk még, hogy a bedramlé anyagmennyiség (fluxusa) a Fick-torvény szerint a

%radiens ellentettjével ardanyos. Mindezt a felosztas egy (z; — %’“, z;+ %”) X (Y — %y, Ui +
Ry

) = I, részére (13.2. abra) alkalmazunk tetszéleges ¢ idSpontban:

yk*%y ijr%
8t/ / u(t,z,y) de dy = / v - Vu(t,z,y) dz dy. (13.4)
_hy _he 0L 1,
Ye—— Tji— gk
A formuldk egyszerisitése érdekében hasznaljuk tovabba az
h ) h
Tj & o T s S Uk + gy = Yrtl

206



(xju/z Yirin)

(xj+1/z Vi)

13.2. abra. A levezetésben hasznalt véges térfogatrész.

jeloléseket. (13.4) mindkét oldalat ¢, és t,,1 kozott integralva a bal oldalon a Newton-
Leibniz-formulat alkalmazva, a jobb oldalon pedig a Neumann-féle peremfeltételt kifejtve
nyerjiik, hogy

Yer L [T Uil [T
/ ’ / o u(tn+1ax7y) dxdy—\/ ’ / J QU(tn7x7y> d’Idy:
vy ey ey Iy

)

tnt1 Ypt L tnt1 Ypt L
—/ / V~Vu(t,xj_%,y) dydt—i—/ / v -Vu(t,r; 1,y)dydi—
tn tn 2
tnt1 tnt1
/ / v- Vut:cykl dxdt+/ / v- Vutxyk+)dxdt:
_1 _1

tnt1 Yt L tnt1 Ypet L
=— Oyl (t,a:j_%,y)dydt+ &cu J L1 1, y) dy dt—
1 tn
n+1 J+1 n+1 J+1
u(t, z, Yy, 1) dadt + txyk+)dxdt.
_1 _1

l\.’)
lo

t\.’)
to

(13.5)
A tovabbiakban alkalmazott kozelitésekhez megjegyezziik, hogy a kétdimenzids kézéppont-
szabaly rendje valtozonként 2, azaz

b1 bo
/ / g(z,y) dz dy
al a2
a + b1 as + bg

= (b — a1)(b2 — az)g < 5 g ) + (b — a1)(by — az) - O((by — a1)* + (by — a2)?),
(13.6)

207



és ugyanilyen rend(i a trapéz-szabdly is. Ennek megfeleléen (13.5) bal oldalan két dimen-
zibban a kozéppont-szabalyt alkalmazva:

Y
/ / (bars 2, y) Az dy = hohy (u(tass, 750 90) + O + 12)), (13.7)
_1

l\'J

és hasonlé eredményt kapunk a masik tagra is.
Teljesiil tovabba, hogy

1
h_(azu(ta ijr%?y) - axu(t> -Tj,%, y)) = 8xmu(t7 Ty, y) + O(h;%) =

( 13.8)
u(t, j-1,y) — 2ult, 25, y) + u(t, 541, y) (
= j—1 h%] Jj+1 + O(hi) = _Dg,mu(t7 z;, y) + O(hi)

A (13.8) formula alapjan (13.5) utolsé el6tti sordnak tagjait a kovetkezéképpen adhatjuk

meg:
tni1 Yt 4 ntl (Yl
—/ / Opu( 1,y dydt+/ / tx]+1,y)dydt
tn yk—%

[ [Ped 2 . 2 _
tn ykf%

tnt1
_ / hahy(D2 u(t, 25, y) + O(h2) + O(h2)) dt.
tn

amit a trapéz-szaballyal kozelitve nyerjiik a

tnt1 yk+1 tn41 yH%
-1 y) dy dt + O,ult, ijr%,y) dy dt =
tn ykf%

= h,h Z(DOIU( w1 Tjs Yi) + D gultn, x5, y) + O(R2) + O(h2) + O(6%))

(13.9)

kozelitést.
Hasonléan kapjuk az

tnt1 tn+1
/ / u(t, z, Y, 1 dxdt—i—/ / txyk+ 1) de dt

3 -3 (13.10)
= hyh 2(D U( n+1, Ly, yk) + Do yu(tmxja yk) O(hi) + O(h;) + 0(52))

N
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egyenldséget is. Ezutan (13.5) bal oldaldra a (13.7), jobb oldaldra pedig a (13.9) és
a (13.10) kozelitéseket alkalmazva kapjuk, hogy

hahy(u(tngr, 25, yx) + O(h3 + B2)) — hohy(u(ty, x5, y,) + O(h2 + h2)) =

:%%%%ﬂWMM%W+D@M%%WM+W@H4W@+OWW+(BM)
1 hxhyg(Dg’yu(th, 25, yk) + D§ yultn, 25, ye) + O(B2) + O(h) + O(6%)),
vagyis mindkét oldalt h,h,-nal osztva, valamint a hibatagokat elhagyva kapjuk az
u"tt — <%Dg,xu”+l + %Dayu”H) =u" + (%ngxu" + %Dayu") (13.12)

Crank—Nicolson-tipust sémét.

13.3. Lemma. A (15.2) egyenletre vonatkozo (13.12) séma minden vdltozd szerint md-
sodrendben konzisztens, valamint feltétel nélkil stabil.

Bizonyitds. A konzisztenciara vonatkozé &llitds, sajnos, nem létszik a (13.11) alakbdl,
mert annak els6 sordban (azaz a formula bal oldaldan) levé hibatag nem tartalmazza a
0 paramétert. Ezért kozvetlen bizonyitast adunk erre; csak a pontonkénti konzisztenciat
igazoljuk.

Ehhez a sémat az

urtt—ur 1 /1 0o 1 .
L (b ) LD ) (ay
T Yy

alakba irjuk. Tudjuk, hogy a bal oldalba a pontos megoldast helyettesitve

u((n + 1)57 Ljs yk) B u(n5> Ly yk)

4]

tovdbbé (13.13) jobb oldaldn a 55D, (u™ + u"*!) tagba helyettesitve az a kovetkezd
alakba irhato: ’

1

Dpztt((n 4+ 1)8, 25, yr) + Oupu((n + 1)8, 25, yi) + O(6°).

Felhasznéalva a
1 1

formulédt, majd ugyanezt az y védltozd szerint is alkalmazva Gsszességében a (13.13) sé-
maba a pontos megoldast helyettesitve nyerjiik, hogy

1 1
Opu((n + 5)5, T, Yk) + O(6%) = Oppu((n + 5)5, T, Yk) + O(h2) + O(5*)+

Hmmm+%m@ww+ow3+ow%
(13.14)
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Mivel u a pontos megoldas, igy a (13.13) séma hibatagja
O(h2) + O(h) + O(5%),

amelyet d-val kell szorozni, hogy az eredeti (13.12) sémét kapjuk, igy az pontonként
valéban minden valtoz6 szerint masodrendben konzisztens. A stabilitds igazolasahoz
a (13.12) formuldban szerepld egyenléség mindkét oldalara Fourier-transzformaciot al-
kalmazva kapjuk, hogy

Ty r
F (0t = (5080 + 2050 ) (ar, ) =

= F(unﬂ)(@h%) (1 + %‘T - 4 sin? % + %y - 4 sin? %) ,

valamint . .
v (un - <§D§,xun+l + EyD(Q),yunH)) (a1, a2) =

Ty

= F(u")(ay, as) (1 ~ 5

azaz a szorzofaktor a kovetkezo alaku lesz:

-éLsinQﬂ Dy - 4 sin? %> )
2 2 2

1—%.4sin® % — 2 - 4sin® L
p(a17a2) = T 2 aq Ty 2 ag”
1—1—3-48111 7—1—3-48111 5

Itt az a, = "2 -4sin? 4 és a, = 2 -4sin? 22. jelolések bevezetésével, valamint az a,, a, > 0
T 2 2 Y 2 2 ) xy Wy

egyenlotlenség felhasznalasaval nyerjiik, hogy

—(14+ay+ay) <l—a, —a, <1+a,+ay,

azaz 1
—ay — ay
e S
plonsan)l = [T < 1,
amibdl (12.11) kovetkezik a (13.12) séma stabilitasa. O

A (13.12) sémaval kapcsolatban ldsd a 20.2.10. animé&ciot!

Figyeljiik meg, hogy a sémaban szereplé id6lépés végrehajtasdhoz egy olyan matri-
xot kell invertdlnunk, amelyikben egy nemnulla f6atlén kiviil még 4 nemnulla elem van,
és ezek nincsenek mind kozel a foatlohoz. Ezért azzal prébalkozunk, hogy olyan sémat
talaljunk, amely ugyanigy feltétel nélkiil stabil, ugyanakkor az abban szerepl6 egyenlet-
rendszer megoldasa joval kevesebb miveletet igényel. Felmeriil természetesen a kérdés,
hogy sziikséges-e implicit sémat alkalmazni. A vélasz, sajnos, igenld, amit a numerikus
fiiggési tartomény vizsgalatakor adunk meg részletesebben.
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13.2.2. Valtakozé iranyban implicit (ADI) tipust sémak
A fenti kivanalomnak megfelel6 sémat konstrualhatunk az alabbi elv alapjan:

e Eldszor egy fél 1épést tesziink gy, hogy az egyik véltozé (legyen ez z) szerint
explicit a mésik szerint pedig implicit sémat irunk fel.

o Az el6z6 fél 1épés eredményét hasznalva most az y valtozo szerint explicit, majd az
x szerint implicit sémat alkalmazunk.

A fenti elv szerint kapott séméat az

un+% _ T_yDQ un+% = u” r_zD2 u”
{ 2 e (13.15)

1 1
un+1 _ %D(Q)xun+1 — un+§ + %Dgyun+§

alakba frhatjuk, és Peaceman—Rachford-séménak nevezziik (a sémaban szereplé métri-
xok alakjéhoz lasd a 13.3. dbrat).

0 (13 0 [ ] [ ]
*3s, ‘o, "o,
5 %00 5 e % %
.::. .0 .0 ..
000 [ ] [ ] [ )
10 LU 10 % % %
.330 .0 .0 ..
000 [ ) ® [ ]
15 LU 15 o. o. °
*3, ‘o, %o, e,
20 L1 20 % °% °
o, %oy o
25 oo 25 ° ()
0 10 20 0 10 20
nz =65 nz =65

13.3. dbra. A Peaceman-Rachford-séma bal oldaldn szerepld I — 2 Dj, és I — 2Dg,
matrixok nemnulla elemeinek elhelyezkedése.

13.4. Lemma. A (13.2) egyenletre vonatkozo (13.15) séma feltétel nélkil stabil.

Bizonyitds. A (13.15) sémaban szerepl6 egyenléség mindkét oldaldra Fourier-transzformaciét
alkalmazva kapjuk, hogy

}"u"Jr%(ozl,on) (1 + %y - 4 sin? %) = F(u")(aq, as) (1 - %m - 4sin? %) :
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valamint

Fu" ™ (o, ay) (1—|—5 4 sin? %) Fu™ti (g, ) <1__ 4sin” %)’

vagyis Osszevetve ezeket adddik, hogy

Fu" (o,
p(alaO@) = ( ! )2) =
2

Fu(aq, g
(1 —2r, -sin®*2)(1 — 2r, - sin® &)

:(1—|—2ry-81 2)(1+ 2r, -sin® %)’

A 13.3. lemma jeloléseivel tehat

(1-a)(l—a,)
(+a)(l+a,)

p(ab 042) =

és 0 < a,,a, miatt ismét |p(aq, az)| < 1, tehdt a (13.15) séma valéban feltétel nélkiil
stabil. O

A stabilitas bizonyitdasa egyszerii volt, a mddszer pedig szinte ugyanaz, mint amit
kordbban hasznaltunk. Erdekes, hogy a konzisztencia bizonyitdsa egyaltalan nem nyil-
vanvalé. Az alabbi bizonyitasban szereplo elemzésnek magasabb dimenzioban is hasznat
vehetjiik.

13.5. Lemma. A (13.15) séma O(6°%) + O(h}) + O(hZ) rendben konzisztens a (13.2)
egyenlettel.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a sémat elészor az

{(I — 3D, )ute = (I+3DF,)u" (13.16)

(I _ %D(Z]’w) n+l _ (I 4+ D(QLy) un-l—%
alakba 1rjuk. Az els6 sort balrdl I + %Day—vel szorozva nyerjiik, hogy
r T 41 r "
(1+508,) (1= 508, ) wd = (14 305,) (1+ 505, )

ahol az els6 két komponens felcserélésével (ez itt megtehetd), majd (13.16) mdsodik
azonossaganak alkalmazasaval kapjuk, hogy

(1 + %D&) (1 + %D§7x> u" = (1 . g—ypg’y) (I + T—;Day> wth =

_ (1 - %D§7y> (I - %DSJ ut
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amely tehét a (13.16) séma kovetkezménye. Ugyanakkor az

(1 3) (1 o) = (1 ) (- o) vt oy

séma ekvivalens is a (13.16) sémaval, mert az

u"t

N[

T -1 Ty
= (1-203,) (1+5D0%,)u"
egyenloséggel definidlt u"t2 vektorra teljesiil (13.16) els6 sora, emellett ezt az egyen-
16séget balrol (] + %’Day)—nal szorozva kapjuk a (13.17) egyenléségben szerepld elsé
egyenléséget, valamint (13.18) alapjdn a benne szereplé masodik egyenléség is teljestil,
vagyis abbdl nyerjiik a (13.16) séma masodik sorat is. Kifejtve a kapott egyenldség jobb
és bal oldalat nyerjiik azt is, hogy

r Ty T n
(14203, + 508, + D8, D3, ) u" =
= <[_ %Dg,y - %Dax +

T2y
4

2 2 n+1
DO,yDO,:c) u 3

ahol az utolsé tagokat elhagyva pontosan a Crank—Nicolson-sémat kapnank. Ugy is mond-
hatjuk, ennyivel perturbéltuk azt, hogy a fenti (13.15) séméat nyerjiik. Itt a két oldal
utolso tagjaba a pontos megoldéast helyettesitve, és azokat egymasbdl kivonva kapjuk,
majd a 13.1. lemma 2. pontjaban szereplé eredményt is felhasznédlva kapjuk, hogy

Tely 9 o 5 5 B, 1 5,1 5
4 DO,yDO,m[u«n—f_ 1) a') - u(n 7)] = Zh_?/DO,yh_iDO,a:SD-Fu(n a') =

= 0°(OrayyOra(nd, -) + O(h2) + O(h2))

vagyis a (13.17)-ban, azaz a (13.16)-ben felirt séma is ugyanigy O(6%) + O(h3) + O(h7)
rendben konzisztens a (13.2) egyenlettel. O

A séma (13.17) faktorizdlt alakjabdl egy masik, az eredetivel rokon sémét is felirha-
tunk:
Legyen eztittal u"tz := (I —2D3,) u™™, azaz a (13.17) egyenl8ségbdl

(132wt (14 2R 50w
I — %Dg,x u"tt = un+§’

amelyet D’Yakonov-séméanak is neveznek. Nyilvanvaléan ez ugyanolyan rendben konzisz-

tens, mint a Peaceman—Rachford-séma, és ugyantigy stabil is, hiszen a hozza tartozé
1épésoperator ugyanaz, mint a Peaceman—Rachford-sémahoz tartozé.
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13.3. Parabolikus egyenletek 3 dimenziéban

A (13.1) egyenlet haromdimenziés verzidjara vonatkozd sémak keresésekor kézenfekvonek
tlinik az olyan ADI tipusu séma, amellyel 1/3 1épést tesziink 3-szor, mindig csak egy-egy
valtozé szerint implicit formulat alkalmazva, azaz a

n+l Tz 2 n+i _ .on Tz 12 n Ty 12 n
utts — gDy, uTs = ut A+ gDy, a4+ D5, u
n+t2 _ Ty 2 n+Z _ ontl o ore )2 nti | 122 n+i
u"ts — 2 DG, utts =u"s + Dy, w4 F DG, utts (13.19)
n+l _ Ta 2 nt+l _ qnd2 Ty 2 nt2 | r. )2 n+2
u + Do, 0" =u"s + 3D0,hyu 54+ 5 D5, u""s
sémat irhatjuk fel. Kideriil azonban, hogy ez nem rendelkezik a kivant stabilitasi tulaj-
donsédggal, s6t a konzisztenciarendje is alacsonyabb, mint a (13.2) egyenletre vonatkozé

(13.15) sémanak: id6 szerint csak O(0) rendben konzisztens. Csak az elébbi allitast bi-
zonyitjuk:

13.6. Allitas. A (13.19) séma feltételesen stabil.

Bizonyitds. Mindhdarom egyenletre diszkrét idejii Fourier-transzformaciot alkalmazva kap-
juk, hogy

Fu'ts(a)(1+ 3. sin® @) = Fu(a)(1 — 37y sin® G — 37, sin® )
Fu'ti(a)(1 + 31y sin® ) = Fu'ts (o) (1 — 372 sin® % — 2r, sin® 4)
Fu" ™ (o)(1 + 37, sin® &) = Fu™ts(a)(1 — sy sin® 2 — 31, sin® 9,
amelyeket Oszeszorozva, majd atrendezve nyerjiik az
Fu'tl(a)
Fu'(a )
(1 — gr.sin® % — 3r,sin® 9)(1 — 37, sin® % — 3r.sin® ) (1 — 3r, sin® & — 37, sin® 2)
(14 3rysin® 3H)(1 4 3rysin® %2)(1 + 37 sin® %)
egyenldséget. Ha itt példaul r, = r, = r, = 3, akkor
Furtt (T 73
p(waﬂ-uﬂ-) = —7(1-2) = T3
Fur (3) 5
vagyis a séma ebben az esetben biztosan instabil. O

Tovabb fogunk keresni, olyan séméat szeretnénk, amely minden valtozé szerint ma-
sodrendben konzisztens, valamint feltétel nélkiil stabil is.
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13.3.1. Sémak faktorizacidja

Haromdimenziés ADI tipusi sémak eléallitasanal nagyon bonyolult formuldkat kapnank,
ha a konzisztenciarend kiszamitasahoz mindig egyszeriien a Taylor-sorfejtéseket alkal-
maznank. Azt sem tudjuk elére, hogy milyen sémaval probalkozzunk, ezért a levezeté-
sekhez egy egységes, kevés szamoldst igénylo eljarast volna jo hasznélni.

Az alapétlet ugyanaz, mint a kétdimenzids esetben. Egy ismert konzisztens sémabol
indulunk ki, és megvaltoztatjuk gy, hogy a konzisztenciarend megmaradjon, ugyanakkor
a kapott sémaban szereplo kozelitést egyszeriien és hatékonyan ki tudjuk szamolni. Ehhez
egyszeriien invertalhaté operatorok szorzatara bontjuk.

Ennek megfelelden a (13.1) egyenlet haromdimenzids verzidjdra vonatkozd ismert
Crank—Nicolson-sém&bdl indulunk ki (13.4. dbra):

T

Wt = (2D, + DR+ DD gwtt —w - (D3, + D3, + DR Jun. (13.20)

Erre vonatkozoan hasznéljuk a kévetkezd lemma eredményét.

13.7. Lemma. A (13.20) séma O(6°) + O(h}) + O(hZ) rendben konzisztens a (13.1)
egyenlet haromdimenzios verziojdval, valamint feltétel nélkil stabil.

A bizonyitas analdg a kétdimenzids esetre vonatkozo hasonlé allitas bizonyitasaval, a
konzisztencia igazolasa Gsszetett. Itt nem tériink ki ezekre. Tudjuk, hogy

Tz 2 T 2 T, 2 o Tz 2 T 2 T, 2
I— <§DO,£L‘ + gyDO,y + E‘DO,Z> - (I - §‘DO,$)(I - gyDO,y)<I - ?Do,z)_

_ Tty e p2  TyTepe o TeTe s po  Telylz o poopo
2 9 0,20,y 2 9 0,0,z 2 9 0,20,z 2 9 9 0,z~0,y—0,2»

és hasonldan

I+ (DR, + 203, + 2D ) = (I+ 2D3,)(1 + 2D} (1 + ZD3.)-

2 2 2 2 2 2
TaTy n2 2 Ty T2 2 2 "z2Tz 2 12 TeTy Tz 0 12 12
~ g g PaaPhy Ty 5 Pou P — 5 5 P Poe =5 55 Poa Doy o

Ezeket a (13.20) formula bal és jobb oldalédba helyettesitve, majd az egészet rendezve, és
a 13.7. lemmaban szereplo hibatagokat beirva nyerjiik, hogy

Te r r, .
(I - ED(%,QC)(I - EyDg,g)([ - EDg,z)u =

Ty T T, n

Ty T Ty Tz Tzl n "
+ (F2D3.DE, + 25Dy, DY+ S DEDE, ) (0 — )
TR D DR ) + 5(O) + O0) + (1)

(13.21)
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A jobb oldal hibatag el6tti utolsé tagja

153LD2 Lo 1.5

270,272 0,y720,z
8" hz 0wz v

(un—H + un)

alakba frhaté. A 13.1. lemma 3. pontja szerint ez pontonként O(§) nagysdgrendii.
Hasonléan, a jobb oldalon az el6tte levo sor elso tagja

T2 Ty 2 12 /oontl my Ll 5 1 51 n
5 5 PoaDoy (0" —u") =70 h—zDo,yh—%Do,ngJrﬁu

alakba frhaté. A 13.1. lemma 2. pontja szerint ez pontonként O(5%) nagysdgrendii. Ugyan-
ilyen nagysagrendi becslés teljesiil (13.21) tobbi tagjéara is.
Innen kapjuk a kovetkezé lemma eredményét:

13.8. Lemma. Az aldbbi

T T r, " T T T, N
(I - ?Dg,mxj - %Dg,y)(l - ng,z)u = (I + ?Dg,mﬂj + %Dg,yx‘[ + ng,z)u )
(13.22)
faktorizdlt alaki séma O(6%) + O(h2) + O(hZ) + O(h2) rendben konzisztens a (13.1)
egyenlet hdromdimenzios verzidjdaval, valamint a beldle kapott lépésoperdtor feltétel nélkiil
stabil.

Bizonyitds. A (13.21) formula, valamint a jobb oldalon a hibatag elétti négy tagra vo-
natkozé nagysagrendi becslés alapjan kapjuk, hogy

T T T, " T T T, "
(I - ED?),I)(I - EyD(Z),y)([ - EDg,z)u = (I + ED?),I)(I + EyD(z),g)(I + ng,z)u +
+80(8%) + 6(0(8%) + O(h2) + O(h2) + +0O(h2)),

ami éppen a lemmaéban szereplé nagysagrend. O]

Két konstrukcié a faktorizalt séma alapjan

A faktorizdlt séma segitségével kiilénbozd eljardsokat adhatunk u"*! kiszdmitdsara. A
formulék egyszertiisitése érdekében a véges differenciakra bevezetjiik az

A:r = %Dax, Ay = %D(Q),yv AZ = %Dg,z

jeloléseket.
Az els6 konstrukcidéhoz el6szor (13.22) mindkét oldalabdl az

(I+AA,+AA +AA)u"
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mennyiséget kivonva, majd az
(A + A, + A, + A, A A )u"
mennyiséget hozzaadva kapjuk, hogy
(I—A)(I — A —A)(u" —u”) =2(A, + A, + A )u"™ + 24, A,A.u".

Itt az A, A,A.u" tag nagysagrendje O(6%), tehdt a séma konzisztenciarendje véltozatlan
marad, ha ezt elhagyjuk. Tehat a tovabbiakban a

(I —A)(I — AN — A)(u" —u™) =2(A, + A, + A)u"™
sémaval foglalkozunk. Az
s = (T—A) (T —u?) és uts = (I— A)utts = (11— A)(1— A)(u™ —u”)

jelolések bevezetésével a kévetkezo sémat kapjuk:

(13.23)

ahol az utolso két 1épést akar ossze is vonhatjuk.

A (13.23) sémét Douglas—Gunn-séménak nevezziik (13.5., 13.6., 13.7. 4brak). A masik el-
jaras ahhoz hasonlit, ahogy a D’Yakonov-sémat konstrudltuk. Ekkor a (13.22) faktorizalt
sémaban az

i = (I — A)u" 6wt = (1 — A)utti = (I — A)(] — A)uH!
jelolések bevezetésével a

(I — A )u™ts = (14 A)(I 4+ A)(I + A)u”
(I — A)u™s =u"ts (13.24)

(I _ Az>un+1 — un—&-%

sémat nyerjiik, amelyet haromdimenzios D’Yakonov-sémanak nevezhetiink. Mindkét fenti
séma alkalmazasakor csakis olyan matrix invertalasara van sziikség, ahol 3 nemnulla atl6
van, azaz minden sor legfeljebb 3 nemnulla elemet tartalmaz. Emiatt, habar az eljaras
Osszetettebbnek tlinik, mint a Crank—Nicolson-séma, mégis annal hatékonyabb modszert
kapunk.

A kovetkezokben igazoljuk, hogy a fenti mdédszerek stabilitasi tulajdonsaga is megfeleld.
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13.9. Lemma. Mind a (13.23), mind a (13.24) képletben megadott séma feltétel nélkiil
stabil.

Bizonyitds. A (13.23) séma egyes lépéseiben mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve
(az utolso egyenl6séget kozben dtalakitva) kapjuk, hogy

( + 27, sin? 4 n+

s (o)
(1+ 2r,sin® 2 () = Fu™ s ()
(1+2r,sin* % u")(a) = Fu™s (o)
Fu" (@) — Fu"(a) = .7-"(u"+1 —u") ().

i(a) = 4(rx sin® & + 7, sin® %2 + 7, sin® ©) Fu"(a)
2
3 (

) Fu
) Fu"
) F(u"

(13.25)
Ezeket Gsszeszorozva, egyszertisitve, majd rendezve nyerjiik, hogy
Fut(a) — Fu'(a) _ (rm sin? Gty sin? 2+, sin? %)
Fu(«) (1 + 2r, sin® 0‘1) (1+2r, st 2) (14 2r,sin* %)’

azaz bevezetve az
.2 . o Q2 . o Q3
A=2r,sin? =, B= 2ry sin? =, C' = 2r.sin® =
2 2 2

jeloléseket kapjuk, hogy

_Furie) Bt O
pla) = Fu(a) 0 T(A+A)(1+B)(A+C)

A feltétel nélkiili stabilitashoz azt kell tehat igazolnunk, hogy tetszoleges pozitiv A, B és
C esetén

0< A+B+C <1

T (1+AQ+B)(1+C0) T
Ez A<1+ A, B<1+ BésC <1+ C miatt nyilvanvald, igy igazoltuk a (13.23) séma
feltétel nélkiili stabilitasat. A masodik allitast nem bizonyitjuk, ugyanis az a 13.4. lemma
bizonyitasanak nyilvanvaléo modositasaval kaphato. O

13.4. Forrastagok beépitése a faktorizalt sémakba

Ebben a szakaszban olyan parabolikus feladatokat vizsgalunk, ahol a jobb oldalon egy f
forrastag is szerepel. Akarhogy is épitjiik be ezeket a faktorizalt sémakba, azok stabilitasa
nyilvan nem véltozik. Amit a kévetkez6 sémak konstrukcidja soran ellendrizni kell, az a
megfelel6 eljarasok konzisztenciaja.
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13.4. dbra. A haromdimenzios feladat Crank—Nicolson-sémajanak bal oldalan all6 I —
%D§, — %D, — % D§ . matrix nemnulla elemek elhelyezkedése (n, = n, =n. = 3).

13.4.1. A kétdimenzios eset

A Crank—Nicolson-séma elemzésekor kapott (13.14) formuldban a hibatagok méasodren-
diiek maradnak, ha a forrastagot tartalmazoé esetben a jobb oldalra

1 1
f((n+ 5)5, Tj,Yk) Vagy §(f(”5: zj,yk) + f((n+1)d, 25, yx))
keriil. Ennek megfeleléen teljesiil a kdvetkezo lemma:

13.10. Lemma. A kétdimenzios [ forrdstagot is tartalmazd (13.2) feladattal minden
valtozo szerint mdasodrendben konzisztensek a kovetkezdé sémak:

u" - (%’;Dg,z + %Day)u”*l =u" + (%Dg,m + %Day)u" T asd

valamint

r r Ty r 7+ fn+1
w5 D5 + 5 DG U = u" - (S DG, + S D )0t i (13.26)

Ennek megfeleléen a kovetkezoket allithatjuk.

13.11. Allitas. A (13.15)-beli Peaceman-Rachford-séma médositdsdval kapott

1 1 1
nts _ Ty N2 nts5 _ 40 Tz T)2 441 dfen+s
{u 2 —FDj u"r =u"+ 2 Dj ut + o

n+l _ 1z N2 n+l _  n+i Ty 2 yyn+i Sen+i
u 5 Dp ,u =u""z + D5, u 2 5t
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13.5. dbra. A haromdimenzios feladat Douglas—Gunn-séméjanak bal oldalan all6 I —
%Dax matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, = n, = n, = 3).

valamint a

ntl r n+i _ .n Tz n o fn
{u +3 — ?yDayu T2 =u + ?D(%,zu + §f (1327)

n+l _ ra 2 qqntl _ qnti | Ty 2 nti  Sentl
u +Dp ,u =u""2 + 3D, u 2+ 5f

faktorizdlt sémak mdsodrendben konzisztensek.

Bizonyitds. A masodik sémara vonatkozé allitast igazoljuk csak, az elsé hasonléan tor-
ténik, s6t egyszeriibb is.

A bizonyitasra térve szorozzuk meg (13.27) els6 sorat I + %’Day—tel, majd cseréljiik fel
a bal oldalon a komponenseket! Ekkor

Ty 12 Ty 2 ntdl _ Ty 12 Tz 2 n Ty 2 ) Oen
(1= 5 08,) (14 508, ) wd = (14508, ) (1 508 o+ (14 508, 5"
azaz (13.27) masodik sora miatt

5
(1+%%%J(I+%J%Qu”+(ﬁ+%D@>?m:(L—%D&)(L—%D@)umt-

0 Ty 2 n+1
-5 (r-5m,) e
tehat
Ty 2 Tz 9 n i Ty 2 Tz o n+1
(145 08,) (1 + 5Dk ) w v om—g— = (1= 50k, ) (1= 508, ) w
or
+ 55 D5, (T = £7),
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13.6. abra. A haromdimenzios feladat Douglas—Gunn-séméjanak bal oldalan all6 I —
%’Day matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, = n, = n, = 3).

Ez a mésodrendben konzisztens (13.26) sémétdl a 372 D3 (£+! —£") tagban kiilénbozik.

Azonban ez %‘%D@ﬁl)ﬁ“é alakra frhaté 4t, amely 6 nagysagrendfi, vagyis a fenti
y b

konzisztenciarenden nem valtoztat. O

A forrastag egy masik lehetséges beépitését targyalja a 21.13. feladat.
A fenti gondolatmenetnél egyszeriibben, kozvetleniil kapjuk a D’Yakonov-séma mé-
dositasara vonatkozo alabbi eredményt.

13.12. Allitas. Mind az
(I =3D3,)u> = (I +3D5,) (I +%5DF,)u" + 6"
(1 5D3,) wt =l

N

mind az
(I-%2D2 )uts = (I+2D3 ) (I+2D3,)u" + S(£" + £+
(I —%D3,)u! =tz

séma mdsodrendben konzisztens a (15.2) egyenlet f forrdstaggal elldtott verzidjdval.

13.4.2. A haromdimenzios eset

A harom dimenziéban felirt és f forrdstagot is tartalmazé (13.1) feladattal minden val-
toz6 szerint masodrendben konzisztensek a kovetkezd sémak:

W= (D3, DR+ E DRt = w (203, + D3, + D ot
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13.7. dbra. A haromdimenzids feladat Douglas—Gunn-séméjanak bal oldalan all6 I —
%Daz matrix nemnulla elemeinek elhelyezkedése (n, = n, = n, = 3).

valamint
fn + fn+1

Tz T T, n n Tz T T, n
u't—(ZD} +2D; +=Df Jut = u"+(FDf +2D; +—=Dj )u+0 5

2 2 2 2 2 2

Innen az el6z6 szakaszban ismertetett modszerrel kapjuk a kovetkezo allitast.

13.13. Allitas. A Douglas—Gunn-séma forrdstagot is tartalmazo

(I=%D3,)us = (3D, +3D5, + 5 D5.) u' + 5(E" + £+)
(1~ 303, wh = s
(I -%DZ,) (u"*! —u") = u™*s

verzidja masodrendben konzisztens a forrdstagot is tartalmazo (13.1) egyenlet hdromdi-
menzios verzidjdval.

Tovabbi példék taldlhatok a [29] kényvben.
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14. fejezet

Elsorendui hiperbolikus egyenletek

Ebben a fejezetben
Owu(t,x) + a- dxu(t,x) = f(t,x)

alaku elsorendii hiperbolikus egyenleteket vizsgalunk egy, majd tébb dimenziéban, ahol
ac R?és R xR — R tipusi f fiiggvény adottak. A felépités és a sémak vizsgdlatara
vonatkozo mdédszerek hasonlbak a parabolikus egyenletek esetéhez. Az erre vonatkozé fel-
adatokat minden esetben kezdeti feltétellel latjuk el, tovabba a értékétol fiiggden, illetve
a kapcsolédé modell alapjan kiilonboz6é peremfeltételeket alkalmazhatunk. A megfeleld
advekciés modellekben a az dramlas (ismert) sebessége.

A stabilitasvizsgalat soran elegendé ennek homogén verziéjaval, az f = 0 esettel fog-
lalkozni. Ennek pontos megoldasa gyakran kiszamithaté a kovetkezo osszefiiggés alapjan:

u(t,x) = u(0,x — ta);

példaul abban az esetben, ha a megfelel feladat R? x [0, T]-on adott. Ezzel szoros kapcso-
latban van az elsorendii egyenletekre vonatkozé karakterisztikdk elmélete, amely szerint
a homogén feladat megolddsa a karakterisztikak (14.1. és 14.2. 4brdk) mentén &llando.
Ennek felhasznélasaval egyéb esetekben is viszonylag egyszerii a megfelel6 feladatok-
ra megoldoképletet adni. Ezért a kovetkezo vizsgalatok gyakorlati haszna nem az ilyen
egyenletek kozvetlen megoldasa, hanem altalanositasa azokban az esetekben, amikor az
aramlast, hullamterjedést Osszetettebb modellek és egyenletek segitségével vizsgaljuk.

14.1. Hiperbolikus egyenletek 1 dimenziéban
El6szor az egész R-en adott

Owu(t,x) + adyu(t,x) =0
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A

/
a>0 (tx)

N,
>

(0.x-at) X

14.1. abra. Az egydimenzids advekciés egyenlet néhany karakterisztikaja a > 0 esetén.

\ a<0

(0,x-at)

A

14.2. abra. Az egydimenzids advekciés egyenlet néhany karakterisztikaja a < 0 esetén.

problémaval foglalkozunk, ahol a € R adott. Az alabbi

u(0,z) = g(z), z€R (14.1)

{&u(t, x)+adu(t,x) =0, teR" zeR
feladatra vonatkozé vizsgalatot mar végeztiink, ahol minden esetben a R = a% jeloléssel
¢élve a

upt™ = (1+ R)u} — Ru},, (14.2)

sémat alkalmaztuk. A 12.13. példa kovetkezményeként kaptuk, hogy ez csakis akkor lehet
stabil, ha a € R™. Tovabba ekkor a stabilitas feltétele mind a peremérték nélkiili, mind
az intervallum bal oldalan rogzitett peremfeltétel mellett —1 < R < 0; ez utébbit a 12.30.
példaban irtuk le.

Nem tériink ki a kovetkezo allitas bizonyitdsara, mert az a fenti eredményekhez hasz-
nalt gondolatmenet minimalis valtoztatasaval adddik; lasd ezzel kapcsolatban a 21.18.
feladatot!
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14.1. Allitas. A (1/.1) feladat megolddsdt kizelitd
utt = u — RD_u} = (1 — R)u} + Ruj_, (14.3)

séma stabilitdsdnak sziikséges feltétele, hogy a > 0 legyen. Tovabbd a > 0 esetén a séma
pontosan akkor stabil, ha 0 < R < 1.

Egy ilyen médszernek felel meg a 20.2.13. animécio.

Ha a < 0, akkor a (14.2) sémdat upwind sémanak nevezziik, mert a diszkretizaci6
soran hasznalt mésik alappontot az dramldssal ellentétes irdnyban vessziik fel, a (14.3)
sémat pedig downwind séménak.

A tovébbiakban egy olyan sémat vizsgalunk, amely elsé ranézésre jobbnak tinik,
mert mindenképpen az ,aramlédssal szemben” is diszkretizalunk.

14.2. Allitas. A (1/.1) feladat megolddsdt kizelitd

n n n n R n n
up™t = uy — RDouj = uj; — §(Uk+1 —uj_4) (14.4)

séma semmilyen R < 0 érték esetén sem stabil.

Ez az eredmény kissé meglepd, hiszen itt a fenti elényon kiviil a konzisztenciarend is
jobb, mint az upwind séma esetében. Erre a problémara vonatkozik a 21.19. feladat.
Szeretnénk olyan sémat is, amely az id6- és a térvaltozok szerint egyardant masodrenddi,
emellett stabil is (esetleg valamilyen feltétellel).

Ennek konstrukcidjdhoz megjegyezziik, hogy ha v € C%([0, T| x ), akkor a dyu(t, z) =
—ad,u(t, r) egyenléség alapjan

Ouu(t, x) = —0adyu(t, r) = —adOuu(t, v) = a*0,0,u(t, x) = a*Oyeu(t, ). (14.5)

A pontos megoldéds 0 valtozd szerinti Taylor-sorfejtését, a ra vonatkozd egyenletet, a
fenti a (14.5) egyenldséget, majd az elsé és a méasodik derivéltak masodrendii kozelitéseit
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hasznalva kapjuk, hogy

2
u((n+ 1), kh) = u(nd, kh) + §0,u(no, kh) + %@tu(né, kh) + O(6%)

2
= u(nd, kh) — add,u(nd, kh) + az%&mu(né, kh) + O(6%)

_ u(nd, kh) — a8 (u(né, (k+ 1)h)2—hu(n5, (k—1)h) N O(hZ))
N aZ% (u(n(S, (k+1)h) — 2U(7§7 kh) +u(nd, (k — 1)h N O(h2)> - O

=up — g(u(né, (k+ 1)h) — u(nd, (k — 1)h)) + 60(h?)+

+ %(u(né, (k + 1)h) — 2u(nd, kh) + u(né, (k — 1)h)) + 6>O(h*) + O(5%)

_ (E N E) w(nd, (k — 1)) + (1 — R2)u(nd, kh)+

2 2
- (R; - g)u(né, (k + 1)h) + O(5h?) + 52O (h*) + O(5%).

A levezetés nyilvanval6 kovetkezményeként kapjuk a kovetkezd allitast.
14.3. Allitas. Az aldbbi

n R R* . R R .
upt = (5 + 7)“]671 + (1= Ry, + (7 - E)Ukﬂ (14.6)

Lax—Wendroff-séma mindkét vdltozdja szerint mdsodrendben konzisztens a (14.1) egyen-
lettel.

A (14.6) séma stabilitasara vonatkozik a kovetkezé eredmény.

14.4. Allitas. A (14.1) feladat megolddsdra vonatkozé (14.6) Laz-Wendroff-séma pon-
tosan akkor stabil, ha |R| < 1.

Bizonyitds. A (14.6) sémét a szédmolasokhoz az
n+1 n R n R2 2..n
u =u" — —Dyu" + —Dgu
2 2
alakba irjuk. Itt mindkét oldal diszkrét idejii Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy

2
Fu"tl(s) = Fu"(s) (1 — g - 2isin s + % - 2(cos s — 1)) ;
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azaz
Ip|*(s) = (Rsins)? + (1 + R*(coss — 1)) =

= R?*sin’s + 1+ 2R*(coss — 1) + R*(coss — 1)* =

=1+ R*(sin®s +2coss — 2+ R*(cos’ s + 1 — 2cos s)) =

=1+ R*(—cos?’s +2coss — 1+ R*(cos®s +1—2coss)) =

=1+ R*(coss —1)*(R* - 1).
Ez pontosan akkor lesz legfeljebb 1 minden s értékre, ha R*? — 1 < 0, azaz ha |R| < 1,
ahogy a tételben allitottuk. O]

Ehhez kapcsolédik a 20.2.14. és a 20.2.16. animacié.
14.5. Megjegyzés.

1. A Lax—Wendroff-séma leginkabb el6ny6s oldala az, hogy a feladatban szerepl6 a
egyiitthaté eléjelétdl fiiggetleniil hasznalhaté. Ez kiillonosen fontos akkor, ha olyan
feladatok egyes 1épéseiben, részfeladataiban alkalmazzuk, ahol a megfelel6 fizikai
probléméaban az dramlas maga az ismeretlen, igy irdnyat nem ismerjiik, és az ter-
mészetes modon valtozhat is.

2. A Lax—Wendroff-séma két dimenzids kiterjesztését targyalja a 21.12. feladat.

3. A 14.1 feladatra vonatkozo6 tovabbi érdekes séméat tartalmaz a 21.20. feladat. <

14.2. Implicit sémak vizsgalata
A 14.2. éllitas negativ eredménye utdn megprobéljuk az ott felirt (14.4) sémat javitani.

14.6. Allitas. A (1/.1) feladat megolddsdhoz tartozd

R
upt! = up — RDou™ = uf + S (uf - upt) (14.7)

séma feltétel nélkil stabil.

Bizonyitds. A séma két oldalanak diszkrét idejii Fourier-transzformaciéjaval kapjuk,
hogy
Fu"(s) = Fu"(s) — 2Ri - sins - Fu" " (s),
vagyis
Fu'(s) 1
pls) = Fu*(s)  1+2Ri-sins’

(14.8)
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ahol |1 4+ 2Ri - sins| > 1, azaz reciprokéra a

1

= <1
lo(s)] |1 4+ 2Ri-sins| —

egyenlStlenség teljesiil. Ebbél pedig valoban kovetkezik, hogy a fenti (14.7) séma stabil.[]

Hasonléan vizsgalhatjuk a Crank-Nicolson tipusi médositast is.

14.7. Allitas. A (14.1) feladat megoldasdt kozelitd

R R
uptt + ZDOUZH = up — ZDOUZ (14.9)

séma feltétel nélkil stabil.

Bizonyitds. A séma két oldalanak diszkrét idejii Fourier-transzformaciéjaval kapjuk,
hogy
il . R n . R
Fu" () (14 - Esms) =Fu"(s)(1—i- £y sin s),

vagyis
Fu'tl(s) 1—i-Zsins
pls) = -

Fun(s) 1+i-Zsins’

(14.10)

ami két olyan komplex szam hanyadosa, amelyek egymas konjugaltjai, vagyis minden
s-re |p(s)| = 1. Ebb6l pedig valoban kovetkezik, hogy a fenti séma stabil. O

14.8. Megjegyzés. A gyakorlatban problémdat okozhat, ha |p(s)] = 1 minden s-re.
A maétrixokkal valé6 muveletek sordn ugyanis felléphet olyan kerekitési hiba, ami mi-
att minden 1épésben nem 1-gyel, hanem egy 1-nél kicsit nagyobb értékkel szorzédik a
Fourier-transzformalt. Ekkor a gyakorlatban nem kapunk olyan konvergenciat, amire az
itt targyalt elmélet alapjan szamitunk. &

14.2.1. Kétoldali implicit sémak korlatos tartomanyokon

Egydimenziés hiperbolikus feladatokra vonatkozé kétoldali sémak vizsgalatakor azzal a
problémaval szembesiiliink, hogy egy korrekt kitiizésii feladat esetén nem adott perem-
feltétel a vizsgélt tartomény (intervallum) mindkét oldalan.

Ezért ha csak az egyik oldalon adott a peremfeltétel, akkor meg kell valtoztatni
a sémat a masik oldalon, hogy a perem mellett levé racspontokban a kozelités kisza-
mithaté legyen. Ezt felfoghatjuk gy is, hogy a jobb oldalon mesterségesen valamilyen
peremfeltételt konstrualunk, ezért az ezt leiré egyenlGségeket az irodalomban numerikus
peremfeltételnek is nevezik.

Ezt az Osszetett problémat nem targyaljuk altalanosan, a stabilitasra vonatkozé fel-
tételek bizonyitasa helyett egy konkrét példan szemléltetjiik a megfeleld eljarast.
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14.9. Példa. Legyen Q = (0,1) és a pozitiv! Ekkor adott folytonos g : (0,1) — R és
up : (0,7) — R esetén a

Owu(t, z) + adyu(t,z) =0, te€(0,7), z € (0,1)

u(0,2) = g(z), =€ (0,1) (14.11)
u(t,0) = up(t), te(0,7)

korrekt kitlizésii feladat numerikus megoldasat vizsgaljuk. Ezt T-ig az (x1,z2,...,2N)
belsé pontokban szamitjuk ki, ahol

0 1 Nh 1

20=0, 01 =——, ..., IN= —, X =

0 ; L1 N + 17 y LN N+ 17 N+1 ’

azaz Qp, = {xg,21,...,xn11}. Ekkor a Lax—Wendroff-sémaban (14.6) alapjén, valamint

a peremfeltétel figyelembevételével

R R? R> R

R R? ~ (R* R\
= (5 + 7) UJQ(TZ(;) + (1 — RQ)UI + (7 — 5) Ugy

amely az el6z6 idélépésben kapott értékekbdl kiszamithatd, ugyanakkor

n R R? R* R, .
uy™ = (5 5 T 7)“N L+ (1= R)uy + (- 5 5)“N+1>
ahol vl ; nincs megadva. Emiatt az intervallum jobb szélén az aldbbi kozelitést alkal-

mazzuk:
uitt = Rufy_ + (1 — R)uly. (14.12)

A (14.12) képletben szerepl6 egyenldség azonban hatéssal lehet a médszer stabilitasara.
Hasonlé mondhaté akkor is, ha implicit médszert tekintiink. Bizonyitas nélkiil em-
litjitk meg, hogy a (14.12) képlettel definidlt esetben a séma stabil, azonban ha (14.12)

helyett az

n+1 n+1

Uy = Uy_y-
egyenloséget hasznaljuk, akkor a megfelel6 séma nemcsak alacsony rendben lesz konzisz-
tens, hanem instabilla is valik. &

Az ehhez kapcsol6dd elmélet részletei a [28] konyvben taldlhatdk.
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14.2.2. Kétoldali implicit sémak periodikus peremfeltétellel

Az el6z6 szakaszban targyalt példaval ellentétben a kétoldali sémék természetes moédon
haszndlhaték abban az esetben, ha a (14.11) feladatban a peremfeltételt periodikusra
cseréljiik, azaz a

owu(t,x) + adyu(t,z) =0, t€(0,T), z €(0,1)
u(0,z) = g(z), z€(0,1) (14.13)
u(t,0) =u(t,1), te(0,7T)

feladat numerikus megoldasat végezziik el igy. A megfelel6 1épésmatrixok felirasat két
példan szemléltetjiik.

14.10. Példa. A (14.13) feladat megoldédsa implicit Lax—Wendroff-séma segitségével.

Ekkor az id6lépést a
B+un+1 - Boun

képlettel adjuk meg, ahol az egyes métrixok a kovetkezok:

R2 R2 R R2 R
=5 T-3 0 0 0 B4 E
BR_R |_E RE_E 0 0
ol R_2_|_2E 14_1'%_%l R? _ R 0 0
Bo = Yot e R R m_ng )
0 0TI 1-%5 FT-3 0
o 0 ol EgE g e
S R S
tovabba
R2 R2 R R2 R
1R_2|— 7R o _}:zz Rz() R 0 0 T4 4
I T 1;:73 BRI R20 . 0 0
By = 0 -3 1+5 —-T+7 D 0
N I L A o7 B
0 0 O T T M
R2 R R2 R RQ
—rti 0 0 o -E_- 14

ahol a matrix elsd, illetve utolsé soraban figyelembe vettiik a periodikus peremfeltételbol
adodd ug = uy és az u; = uyi1 egyenldséget. &

14.11. Példa. A (14.13) feladat megoldasa a (14.9) formuldnak megfelel$ implicit Crank—
Nicolson-séma segitségével.

Ekkor az id6lépést a
A u™ = Apu” (14.14)
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képlettel adjuk meg, ahol az egyes métrixok a kovetkezok:

1R £ g o o -=&
AR
— 1 4

Ad=1f49 =

R R

0 0 0 % 1 ¢

2 0 o0 o0 £ 1

tovabba

1 -2 0 o0 o £

5 1 -2 0 0 0

a0 & 1 =F 0 0
- o o # 1 & 0|’

oR o o & ]1% &

£ 0 o0 0o £ 1

ahol a matrixok els6 és utolsé soraban most is figyelembe vettiik a periodikus peremfel-
tételbdl adddd uy = un és az uy = uni1 egyenléséget. &

Természetes médon meriil fel a kérdés, hogy a fenti peremfeltétellel ellatott problémak
esetében is megmarad-e a vizsgalt implicit sémék stabilitdsa. Az utébbi példa esetében
adunk erre vélaszt.

14.12. Allitas. A (14.14) formuldval megadott séma feltétel nélkil stabil.

Bizonyitds. Legyen

R R

0 -3 0 0 0 ¢

T 0 -4 0 0 0
o-|90 & 0 —% 0 0
o o & 1 & o |’

o o o % o -Z
&0 0 o % 0

amellyel a (14.14) séma az
(I +Qut = (1 - Q"
alakba frhaté, vagyis a megfelel§ lépésmatrix (I+Q) ' (I—@Q). Ekkor a (12.14) azonossag,
valamint a QQ* = —(Q egyenloség alapjan kapjuk, hogy
IT+Q) I -Q)z=0(I+Q) ' -QI+Q) I -Q)) =
=o(([+Q) I -QU-Q)[I+Q) ) =0l +Q) I -QU+QIUI+Q)']") =
=o((I+Q) I+ QU -QIU+Q) ) =a(( - QI+ Q)] =
=o((I+Q) ' (I-Q))=c(I+Q) (I +Q) =1,

amivel a bizonyitand¢ allitast belattuk. O
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14.13. Megjegyzés. A 14.7. allitashoz hasonldan itt is azt kaptuk, hogy a lépésmatrix
[o-norm&ja minden esetben 1. &

14.2.3. A Sherman—Morrison-algoritmus

Egy eljarast mutatunk a 14.10. és a 14.11. példakban szerepl6 implicit sémak hatékony
numerikus kezelésére. Mindkét esetben olyan métrixot kell invertalnunk, amelyben harom
nemnulla &tlon kiviil csak 1-1 nemnulla elem taldlhaté. Erre vonatkozdlag az alabbi
altalanos lemma eredményét alkalmazzuk.

14.14. Lemma. Legyen B € R™" invertdlhaté mdtriz, tovibbd A = B — wz! valami-

lyen w,z € R™ vektorokkal! Ekkor

1
A_l = B_l + WB_lszB_l.
— Z W

Bizonyitds. A bizonyitashoz egyszerien az A~'A szorzatot szdmoljuk ki, ahol A~! he-
lyébe a fenti formulat helyettesitjiikk. Nyilvanvalé atalakitasokkal kapjuk, hogy

A_lA = (B_l + mB_lszB_l> . (B — WZT) =
1
=1 - B 'wz" + mB_IWZTB_I -(B—wz') =
1 1
o 1T —1 T 1, TR-1 . T\ _
=] — B ‘wz +mB WZ —mB wz B WZ)—
1 z' B~ lw
=1+ B 'wzl [ -1 — —
* W ( * 1-z"B-'w 1-z"B-'w )
1-z"'B 'w
— -1 T —
—[+B WZ [(—1+m) —I,
ami bizonyitja a lemmat. O]
14.15. Példa. A 14.11. példaban felirt séma esetén
A+ = A+,0 - WZT7
ahol
1-& 2 0 0 0 0
}f 1 —% 0 0 0
o &£ 1 £ 0 0
Ao=1 9 0 2 1 & 0 [
0 o o £ 1 £
o 0 o0 o & 142
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tovabba

%

Igy a 14.14. lemma alapjén visszavezettiik a (14.14) rendszer megoldésat olyan rendszer
megoldasara, ahol elegendé a tridiagonalis A, o matrix inverzét kiszamolni.

14.16. Megjegyzés. A gyakorlatban altalaban még matrixok inverzét sem szamoljuk
ki, ugyanis egy linearis rendszer megoldasahoz erre nincs sziikség. &

A fenti eredmények alapjan az egyes sémak tulajdonsagait a kovetkezd tablazatban fog-
laljuk Gssze.

14.1. tablazat. Harom kiilonb6z6 séma tulajdonsigai az egydimenzids (14.1) hiperbolikus
feladat megoldasanak numerikus kozelitésére.

’ modszer ‘ komplexitas ‘ stabilitas feltétele ‘ rend idében ‘ rend térben ‘
upwind explicit Euler explicit R>-1 1 1
downwind explicit Fuler explicit instabil 1 1
centralis explicit Euler explicit instabil 1 2
Lax—Wendroff explicit R>-1 2 2
centralis implicit Euler implicit - 1 2
centralis Crank—Nicolson implicit - 2 2

14.3. Hiperbolikus egyenletek magasabb dimenziéban:
ADI sémak

A két dimenziéban adott
owu(t, z,y) + a Oyu(t, z,y) + boyu(t,z,y) =0 (14.15)

hiperbolikus egyenlet numerikus megoldasat vizsgaljuk, ahol az

jeloléseket alkalmazzuk majd. A standard Crank—Nicolson-sémat fogjuk felirni, és abbdl
approximativ faktorizaciéval egy ADI tipusi sémat konstrudlunk.
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A két dimenzidéban adott (14.15) egyenletre vonatkozé Crank—Nicolson-séma a kovet-
kez6

R, R i R, R i
(1+ %00+ Bemu, gt = (1= T Dua = 2200, ) (14.16)

amelyrdl nyilvanvalé (de kissé Gsszetett) szdmolassal latszik, hogy O(6%) +O(h2) 4+ O(h?)
rendben konzisztens a (14.15) egyenlettel. Atalakitva a (14.16) egyenletet kapjuk, hogy

(150, (14 B )t - e, Byt -

R, R R, . R .
= (I — IDO@) -+ ([ — ZyD(Ly) u” — ZD07$ZyD0’yu s

aAzZaZ
() 1)
(14.17)
R, R . R R n n
= (] — Z-DO,I> <] - ZyDO,y) u’ + ZDO@ZyDO,y(u 1 u )

Fennall tovabba, hogy

R,R,
16

s ab 1

Donygyy(u"H — u") = 16h h, DO IDOy(SDJr tu

vagyis a lemma 5. pontja alapjan kapjuk, hogy

ab
16h,h,

53 R Ry

DOxDOy(SDJr =83 Du0yOpu(nd, xj,yx) + O(h2) + O(h2)),

tehat a (14.16) és igy a (14.17) séma minden véltozdja szerint méasodrendben konzisztens.
Emiatt a (14.17) sémébdl nyert

([ + %D07x> <[ + %Do,y) u"H = <[ — %Dﬂ,x> ( — %Do,y) u

illetve a vele ekvivalens

([ + %Do,x) u'ts = (I — %Do,x) (I - %Dﬂ,y> u”
<I + %Do,y) uttl = ynts

Beam—Warming-séma masodrendben konzisztens.
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14.17. Allités. A Beam—-Warming-séma feltétel nélkiil stabil.

Bizonyitds. A séma mindkét oldalara diszkrét ideji Fourier-transzformaciot alkalmazva
kapjuk, hogy

Fu'tz(a, B) (1+i - Zesina) = Fu™(o, B) (1 —i- Zesina) <1 — - %Sinﬁ)
fu"*é(oc, B) (1 +1- % sinﬁ) = Fu”*é(a, B),

amelyeket Osszeszorozva, majd egyszertisitve nyerjiik a

o, ) = Fu™(a, B) _ (1 —i-%sina) <1 —i'%sinﬁ>
) Fu(a, ) (1+i-%sina) <1+i'%sinﬁ)

egyenloséget, ahol a jobb oldal egy komplex szamnak és konjugéltjanak hanyadosa, vagyis
abszolut értéke 1. Ezzel az allitast belattuk. O

Két dimenzids hiperbolikus probléma numerikus megoldasara vonatkozé kézenfekvo maéd-
szer lehet a Lax—Wendroff-séma &ltaldnositasa. Ezt targyalja a 21.12. feladat.

Hiperbolikus egyenletekre vonatkozé sémak kvalitativ tulajdonsdgait elemzik a [23]
és az [1] konyvek.
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15. fejezet

A fiiggési tartomanyok vizsgalata

Lattuk az el6z6 fejezetekben, hogy a parabolikus és a hiperbolikus egyenletekre konstru-
alt Osszes egylépéses explicit séma csak valamilyen feltétel mellett volt stabil. Azt vizs-
galjuk meg a kovetkezokben, hogy vajon ez térvényszeri, vagy tigyesebb konstrukciéval
nyerhetnénk akar feltétel nélkiil konvergens explicit sémakat is.

A médszer az lesz, hogy 6sszehasonlitjuk azt a tartomanyt, amelytol a kozelités soran,
illetve az eredeti feladatban egy rogzitett helyen kapott megoldas fiigeg. Ezt az altalanos

{atua,x) = Lu(t,x) t€(0,T), x€Q (15.1)

u(0,x) = up(x) x €9

tipusi probléma esetén vizsgaljuk, ahol ug adott, és feltessziik, hogy a probléma korrekt
kitlizésii.

15.1. Definicié. Egy (t,x) ponthoz tartozé analitikus fiiggési tartomanynak nevezziik
és QU x-szel jeloljiik azt az Q-beli halmazt, amelyre u(t,x) értéke uglq, -tol ténylegesen
tigg. Ezt ugy értjiik, hogy (2, x azon legsziikebb halmaz, amelyre igaz, hogy

Up|a, . = Vol = u(t,x) = v(t,x). o
A kovetkezokben a fiiggési tartomany numerikus megfelel6jét definialjuk.

15.2. Definicié. Jelolje Hy s C Qn azt a legsziikebb halmazt, amelyre u} fiigg uglq,-tol
a h és ¢ paraméterekkel rendelkez6 felosztas mellett. Ekkor az

U s
5h

halmazt az (nd, k ® h) ponthoz tartozé numerikus fiiggési tartoménynak nevezziik, ahol
azon felosztasparaméterekre vessziik az uniét, amelyeket a numerikus médszerben hasz-

nalhatunk. &
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15.3. Megjegyzés. A Hy s halmaz jelolése az egyszeriiség kedvéért nem tartalmazza az
n-tol és k-tdl valo fliggést. &

A konvergencidra vonatkozo sziikséges feltételt valamilyen értelemben homogén felada-
tokra igazoljuk.

15.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az eredeti (15.1) feladat olyan, hogy ug = 0 esetén u(t,x) =
0, tovdabba azonosan nulla kezdeti feltétel mellett a numerikus megoldas is nulla. Ekkor
a kovetkezd értelemben vett

lim  uy = u(t,x)

ndé=t, kQh=x
6—0, h—0

konvergencia sziikséges feltétele az, hogy a (t,x) = (nd, k @ h) ponthoz tartozé analitikus
fiiggési tartomdny része az ehhez a ponthoz tartozo numerikus fiiggési tartomdnynak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tartalmazas nem teljesiil! Ekkor van olyan x, pontja az
analitikus fiiggési tartomanynak, amely a numerikusban nincsen benn. Legyen tovabba a
kezdeti feltétel a numerikus fliggési tartomanyon nulla! Valasszuk tgy az xg-beli kezdeti
feltételt, hogy az ebbdl kapott megoldés a (t,x) helyen nem nulla. Ez nyilvan megtehetd,
mivel xqg a 15.1. definici6 értelmében az analitikus fiiggési tartomany része. Emellett a
numerikus megoldésra tetszoleges kozelités esetén a feltételbdl kapjuk, hogy up = 0,
vagyis a konvergencia nem teljesiil. O

A fenti sziikséges feltételt gyakran Courant—Friedrichs—Lévy-feltételnek (CFL-feltételnek)
is nevezik.

15.5. Megjegyzés.
1. A tétel haszna az, hogy akar nemlinedris egyenletek esetében is alkalmazhaté.

2. A tétel feltételei nem szigoriak. Ha ugyanis a séméara vonatkozo feltétel nem tel-
jesiilne, akkor linedris feladatok esetén az nem lehetne stabil, igy konvergens sem.

&

Megvizsgéaljuk néhdny példan a fenti fogalmakat és a CFL-feltétel alkalmazasat.

15.6. Példa. El6szor a (14.1) feladatra vonatkozo, a < 0 esetén alkalmazott

uptt = up — aR(uj, — uf)
sémat vizsgaljuk, amelyet egy egyenletes felosztasu racson diszkretizalunk.
Tudjuk, hogy a diszkretizaci6tol fiiggetleniil a (¢, z) ponthoz tartozé analitikus fiiggési
tartomany x — at, mert az egyenlet pontos megoldasa u(t,x) = u(0,x — at), lasd a 14.2.
abrat is!
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A numerikus fliggési tartomdany kiszamitasdhoz elészor a Hy s halmazt hatdrozzuk
meg. Feltessziik, hogy nd = t. A séma szerint u} az el6z6 idélépésben vett uz_l és UZH
értékektdl fiigg. Ezek pedig az eldz6 id8lépésben vett up 2, uj 1, és w5, up s értékektol

fiiggnek. Ezt folytatva kapjuk, hogy uj a kezdetben adott értékek koziil a

u%, u2+17 u2+27 tot 7u2+n
értékektol fligg, ahol az elsé és az utolséd alappont kiilonbsége nh; lasd a 15.1. abrat! Mivel
az R paraméterre vonatkozé feltételt akarunk levezetni, mindenhol ennek fiiggvényében
irjuk fel az egyes mennyiségeket. Igy

T a

nh=—-h=t-—

4] R’
ami rogzitett R esetén a felosztdstdl fiiggetlen. Vagyis a Hj s halmaz olyan osztépon-
tokbdl &ll, amelyek koziil a bal sz€éls6 x, a jobb szé1s6 (a felosztds h és 6 paramétereitdl
fiiggetleniil) x 4+t - %, az osztépontok tavolsdga pedig h. Ha ezen pontok unidjat vessziik
minden lehetséges h > 0 esetén, akkor az igy kapott halmaz lezartja az [:L‘,x +t- %}
intervallum. A Hj s halmazt mutatja egy lehetséges paraméterpar esetén a 15.1. dbra.

(tx)=(n3 kh)

N

((n-1)8 ,kh) (n-1)5,(k+1)h)

—»0——»0
=~

O
vee (O

Ok e " (0, ()

15.1. abra. A (¢, ) ponthoz tartozé Hsp, halmaz a 15.6. példaban a numerikus fiiggési hal-
maz meghatarozasahoz. Ezeket piros pontok, a kozelitések soran hasznalt racspontokat
zold korok jelolik.

A CFL-feltétel teljesiilésének vizsgalatahoz tehat azt kell ellenérizniink, hogy x —at <
x+t-% milyen esetben teljesiil. Egyszer(i szamoldssal - figyelembe véve az a < 0és R <0
relaciét - adodik, hogy

a a 1
—at<t-— —a<=-1<-——=R>-1,
- R R - R -
ami pontosan ugyanaz a feltétel, amelyet a 12.13. példaban kaptunk. &
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15.7. Példa. A (14.1) feladatra vonatkozé Lax—Wendroff-séma esetére vizsgaljuk a CFL-
feltételt.

Az analitikus fiiggési tartoméany megegyezik az el6z6 példaban szereplovel, hiszen ez
csak a feladattol fiigg. Az el6z6 példa lefrasat kovetve kapjuk, hogy a numerikus fiiggési
tartomany (lasd még a 15.2. dbrat is)

(t.x)=(no ,kh)

O

PN

] @]

O

/

o} O

—»O0—P»O

®)

(O.(kr)h) (Oxat) (Oh) (0, (k+m)h)

15.2. dbra. A (t,z) ponthoz tartoz6é Hsj, halmaz a 15.7. példdban olyan esetben, amikor
a CFL-feltétel teljesiil. A vastag kék vonal a karakterisztika a > 0 esetén, a kék pont
pedig az analitikus fiiggési tartomany.

Lt a]
r—t-—,x+t-—|.
R R

Ekkor a CFL-feltétel azt jelenti, hogy
t a < t<x+t a
r—t-—<zx—at<zx C—=
R~ - R’

ami ekvivalens a

_e < —a< a

R~ - R
egyenlGtlenséggel. Itt a < 0 esetén a fenti levezetés a —1 < R < 0 feltételt adja. Ha-
sonléan a > 0 esetén az 1 > R > 0 feltételt kapjuk, vagyis Gsszességében annak kell
teljesiilnie, hogy |R| < 1. Ez pontosan a 14.4. allitasban szereplé feltétel. &

15.8. Megjegyzés. A fenti két példaban a konvergenciara vonatkozo sziikséges és elég-
séges feltételt kaptunk. O

15.9. Példa. Az egydimenziés parabolikus

{atu(t, ) + opOpzu(t,x) =0, tERT, xR (15.2)

u(0,2) =g(z), zeR
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feladat megoldasara felirt

up™ = g (g = 2+ ugy)
sémat vizsgaljuk, amelyet egy egyenletes felosztasi racson diszkretizalunk.
Tudjuk, hogy a diszkretizaciétdl fiiggetleniil a (¢, z) ponthoz tartozé analitikus fiiggési
tartoméany R, mert az egyenlet pontos megoldédsa

_(a—y)?

w g(x—y)dy. (15.3)

u(t, x) \/E
Ha most egy R-nél szlikebb H halmaz volna az analitikus fliggési tartomény, akkor az
azonosan nulla kezdeti feltételbdl inditott megoldas és az a megoldas, amelyet egy folyto-
nos, H-ban nulla, H°-ben nemnegativ, de nem nulla kezdeti feltételbol inditunk, azonos
kellene, hogy legyen, de ez nem allhat fenn, mert az utébbi a (15.3) formula miatt valahol
pozitiv lesz.

A numerikus fliggési tartomdny kiszamitasdhoz elészor a Hy s halmazt hatdrozzuk
meg. Feltessziik, hogy nd = t, valamint az r = }% paraméter rogzitett, éppen erre vonat-
kozo feltételt keresiink.

(tx)

/

h/\/_

15.3. dbra. A (t, z) ponthoz tartozé Hsj halmaz elemei (teli piros korok) és az ennek meg-
hatdrozasahoz sziikséges pontok (iires piros korok), valamint a H, J2.0)/3 halmaz elemei
(teli kék rombusz) és az ennek meghatarozdsdhoz sziikséges pontok (iires kék rombusz).

Itt r = 6/h = (8/2)/(h/v/2)2.

A séma szerint u! az el6z6 idlépésben vett u}~ 1, uk és Upi ! értékektdl fiigg. Ezek

pedig az el6z6 id6lépésben vett uy— 3 Uy f Uy 2 Uy Jj, up s 2 értékektél fiiggnek. Ezt foly-

tatva kapjuk, hogy uy a kezdetben adott értékek koziil a

0 0
Uy Uy 15 Upor -+ 5 Uy

értékektdl fligg, ahol az elsd és az utols6 alappont kiilonbsége 2nh. Definicid szerint Hy, 5 a
fenti pontokbdl all; lasd a 15.3 abrat is! Az alappontok tavolsaga nullahoz tart a felosztés
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finomitasaval, tovabba
t

t 1
nh=—--h=--—
) r h’
ami rogzitett r esetén a felosztas fenti finomitasaval végtelenhez tart. fgy a numerikus
fiiggési tartomany is R.
Itt sajnos, semmilyen feltételt nem kaptunk az r mennyiségre vonatkozolag. &

15.10. Megjegyzés. A fenti levezetés mintdjara kapjuk, hogy ha a (15.2) feladat diszk-
retizaciojaban % allandé, akkor a numerikus fliggési tartomany korlatos. Azaz még még a
% allandosdgéara vonatkozo feltétellel sem lehet konvergens a séma, tehat feltétel nélkiili
konvergenciat semmiképpen nem kaphatunk. &
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16. fejezet

Linearis PDE rendszerek

Az egydimenzids esetet vizsgaljuk. Azaz legyen az ismeretlen v fiiggvény R x R — R!
tipusi, amelyre vonatkozolag a

Ul(tv ) Ul(t7x) ’U1<t,$) 'Ul(twr)
t, t, t? t’

o | 2 [ PO e [T e
Ul(tax) vl(tal’) Ul(tux) Ul(tal‘)

PDE rendszer adott, ahol Ay, Ay, ..., Ay rogzitett matrixok. Ezt tomoren a
J
O => Adv
§=0

alakba frhatjuk, amely még abban az esetben is hasznalhaté, ha v : R x R® — R! alaku;
ekkor j a megfelel6 parcialis derivalthoz tartozé multiindex. A korabbiakhoz hasonléan
hasznalni fogjuk a

v & (v, va, .. 0) T (t, ),

és az ennek segitségével felirt
n __ n o ,n n\T
v = (v, vy, ..., V)",
jeloléseket. Ezzel a numerikus megoldasra vonatkozé egylépéses véges differencia séma a

Qv = Quv" + OF”" (16.2)

alakba {rhat6, ahol valamilyen g1, ¢, € N esetén adott Q1 gy, Q1.—gr41,-- -, @1y € R
és Q1,—go, Q1,—got1s- - Q1,90 € R métrixokkal

1 1 1 1
[len+ Je = Ql,*(hvgi_ql + QL*Q1+1VZ——Fq1+1 ot Ql,mVZIqN
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valamint hasonldéan

[Qav"|k = Q2 Vg, + Q2 gp11 Vi gy T+ Q2.0 Vi,

Nyilvanvaléan, ha ¢ = 0 és )1 = I, akkor a séma explicit; ekkor az iddlépést a 16.1
abran szemléltetjiik.

tA

(n+1)5__ anJrJ

24, Q,_, 0 21 &
nd / / o AN \

n .o n n cee 7
Veq, * V-1 \/A Ver1 Vitq,

[

(ea)h  (eDh  kh  (Dh  (kiq h X

16.1. abra. Rendszerekre vonatkoz6 explicit sémak szemléltetése. Az egyes helyekhez
tartozo kozelité vektorok az nd idépontban és az id6lépést megadd matrixok, melyekbdl
a VZH vektort meghatarozzuk.

A stabilitasvizsgalat alapveto eszkoze itt is a diszkrét ideji Fourier-transzformécio
lesz. Ezt a vektorokra komponensenként alkalmazzuk, vagyis az

Fv'(s) = [Fvi(s), Fvi(s),..., Fvi(s)]" (16.3)

egyenlOoséggel definidljuk. A stabilitasvizsgdlathoz ismét lényeges lesz ismerni, hogy a
fenti Fourier-transzformalt hogyan valtozik 1épésrdl 1épésre.

16.1. Definicié. Azt a p : [—7, 7| — R>! métrixfiiggvényt, amellyel
Fv"i(s) = p(s)FVv"(s)
teljesiil, a megfelel6 sémahoz tartozo szorzématrixnak nevezziik. &

Teljes indukcioval egyszertien lathaté az is, hogy

Fv"'(s) = p"(s)Fv°(s). (16.4)
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16.2. Megjegyzés. Az itt targyalt allitasok és a felhaszndlt mddszerek hasonlitanak a
lépésmatrixok elemezése soran latottakhoz. Fontos kiilonbség azonban, hogy itt a szor-
zoématrix komplex értéki lehet. &

A stabilitasvizsgdlathoz sziikségiink lesz valamilyen normara is. A v™ -re vonatkozé ,,ter-
mészetes” norma itt mindenképp olyan, ahol v" komponenseinek || - ||2-es normajat hasz-
naljuk, hiszen a szamitasok soran a végeredmény egyes komponenseinek ilyen normaban
vett eltérését vizsgaljuk. Ennek megfeleléen definidljuk a

vl =

l
> IvyI2
j=1

normét. Ezzel és a (16.3) formulaval nyilvanval6an

/_:H]:v( szs—/ Z‘]—"v ds—Z/ | Fvi(s)|” ds =

(16.5)
n|2 n| 2
= Z Vil = VI
j=1
Az egyes lépésekben vett [|-|| normak valtozasat becsiilhetjiik a kovetkez6 lemma segit-

ségével.

16.3. Lemma. A fenti (16.2) tipusi séma homogén verzidjihoz tartozé p(s) szorzémdt-
rizra €s az n-edik lépésben kapott v kézelités normdjdra teljesiil a kovetkezd becslés:

Ivii < gmax le()ll- [Vl
Bizonyitds. A (16.5) formula, valamint a (16.4) egyenléség felhasznalasaval kapjuk, hogy

V= [ IF s = [ et F ) ds <

< [ max [p"(s)[5FVO(s)ll3 ds = max (s )H%/ IFv0(s)]l5 ds =

_ g 8€[~m,7] s€[—m,

= max [|p"(s)]3-
s€[—m,m]

(16.6)
ahogy azt a lemmaban allitottuk. O]

A 12.8. lemma bizonyitasaval analég médon kapjuk, hogy teljesiil a kovetkezd allitas.
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16.4. Allitas. A (16.2) séma homogén verzidja pontosan akkor exponencidlisan stabil a
Il normdra nézve, ha van olyan C' € R, hy és dy, hogy minden h <hq és 6 < §y esetén
minden s € [—m, w|-re teljesil a kovetkezd egyenlétlenség:

lo(s)]l2 <1+ C0.

A fenti &llitas feltételének azt a gyengitését, ahol a szorzéméatrix || - || norméja helyett
annak spektrélsugara szerepel, (ebben az esetben is) Neumann-feltételnek nevezziik.

16.5. Allitas. A Neumann-feltétel teljesiilése sziikséges a stabilitdshoz.

Bizonyitds. Az o(p(s)) < ||p(s)||2 egyenltlenség és az el6zd allitds miatt ha a séma
stabil, akkor van olyan C' € R, hg és dg, hogy minden h < hy és § < §y esetén minden
s € [—m, m]-re teljesiil a kovetkezé egyenlétlenség:

a(p(s)) < llp(s)lla <1+ C9,
azaz teljesiil a Neumann-feltétel. O

A Neumann-feltétel azonban nem elégséges a megfelel6 séma stabilitasdhoz, amint a
kovetkezo példaban ramutatunk.

16.6. Példa. Vizsgéljuk meg a

01 (t,x) = opOypa(t, ) + fi(t, x)
Oyva(t,x) = fo(t, )

probléma homogén verzidjdhoz tartozéd

n+l __ . n n _ n n
Ve = Uy (U0 — 2085 + R ) (16.7)
n+l _ n :
Vg2 = Uk

séma stabilitasat!
Ez a (16.2) alakba frhatd, ahol a bal oldalon

¢ =0, Ql,O:I7

a jobb oldalon pedig

0 r , (1 =2r
g2 =1, Q2,1—Q2,1—<O O) €s Qz,o—(o 1 )

Ekkor valéban

n+1 n n n
I Vg1 \ _ Uk—1,1 Uk.1 Uk+1,1
wi1 | = Qa1 | syr | Qa0 31| Q21| ki )
Ug,2 Up_1,2 Uk 2 Ukt1,2



A (16.7) formuldban szerepld egyenldségek mindkét oldalanak diszkrét idejii Fourier-
transzformaltjat véve kapjuk, hogy

{J—"V’f“(s) = Fvi(s) + Fvy(s) - —4rsin® £
Fi(s) = Fi)
azZaZ
Pt Fve) = (o T e )"
tehét

1 —4rsin®é
o= (p )

A Neumann-feltétel teljesiil, hiszen ennek a matrixnak mindkét sajatértéke 1. Ugyanak-
kor teljes indukcidval egyszeriien igazolhatd, hogy

1 —4nrsin?$
n _ 2
P (8) - (0 1 ) )
vagyis mivel a 2 x 2-es matrixok normadi ekvivalensek, valamilyen C' € R* konstanssal

lp"(m)ll2 = C - 4n.

Ekkor a (16.4) formula felhasznaldsaval, valamint a 12.7. lemma bizonyitésa soran alkal-
mazott gondolatmenet felhasznalasdval kapjuk, hogy alkalmas v° vektorra,

I

ami a megfelel6 mdédszer instabilitasat jelenti. &

o™l > C - 3n - [|v°]

A tovabbiakban olyan feltételeket adunk meg, amelyek a Neumann-feltétel teljesiilése
mellett biztositjak a stabilitast.

16.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (16.2) séma homogén verzidgjdhoz tartozé p szorzo-
matrixzra teljesil a Neumann-feltétel. Ha emellett az alabbi feltételek valamelyike teljestil,
akkor a (16.2) séma homogén verzidja stabil.

(a) p(s) minden s-re Hermite-féle (valos matrizokra ez azt jelenti, hogy szimmetrikus).

(b) Létezik olyan s-tél folytonosan figgé H(s) € R™! mdtrizcsaldd, amelyre

H~(s)p(s)H(s)

Hermite-féle.
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(c) Létezik olyan s-t6l folytonosan figgé H(s) € R™! mdtrizcsaldd, 6y € R és C € RY,
amelyre minden s € [—m, | és 0 < 0y esetén

H™'(s)p(s)H(s) - [H'(s)p(s)H(s)]" < (1 + Co*)I
abban az értelemben, hogy a jobb €s a bal oldal kiilonbsége pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. A bizonyitasok elott megjegyezziik, hogy H-nak az s-tol valé folytonos fiig-
gése miatt H-nak akdrmelyik norméja folytonosan fiigg s-t6l, és mivel s € [0, 27|, ezért
a || H(s)||s-nak van maximuma. Ugyanez teljesiil H'-re is.

Az (a) pontban szerepl6 éllitas bizonyitasdhoz megjegyezziik, hogy Hermite-féle mat-
rixokra is teljesiil a o(p(s)) = ||p(s)|2 egyenléség, vagyis a 16.4. allitds segitségével
kapjuk, hogy az ehhez tartozé séma stabil.

A (b) pontban szereplé allitds igazolasdhoz elészor megjegyezziik, hogy a fenti feltétel
olyan alakra frhaté, hogy a fenti, s-t6l folytonosan fiiggd H(s) € R matrixcsaldd esetén

ahol a H~'(s)p(s)H(s) matrix Hermite-féle. Ekkor természetesen

p"(s) = H(s)[H ' (s)p(s)H(s)]"H '(s), (16.8)

vagyis

21 () [l2[ITH ~ (s)p(s) H (5)]" |2 =

1" (s)ll2 < [ H (s (s) ]
21 (s) 25 ([H " (s)p(s) H ()]"
(s)
(s)

(
= [|H(s )

()21 H () l2(s([H " (s)p(s) H (s))" <

()2l H () 125(p(5))" = 1 H (s)l|2]| H " (5)[2(1 + CO)",

(s
< ||H(s

~—_ ~— ~— —

amib6l [|H (s)|2]|H*(s)|]2 korldtossdga, valamint a § < L egyenlStlenség alapjén az
allitas kovetkezik.

A (c) pontban szereplé éllitas bizonyitaséhoz felhasznaljuk, hogy a teljesiil a (12.14)
azonosag. Emiatt, a 12.19. allitds, valamint a (16.8) formula felhasznaldsdval kapjuk,

hogy

o™ (s)II2 = $)H (s)"H™ (s)(H )" (s)([H ' (s)p(s) H (s)]") H* (s)) <

= [o(H(s))o(H'(s))*[o(p"(s))]* = [o(H(s))o(H'(s))] (1 + C)*"

amibél ismét o (H (s))o(H*(s)) korldtossdga, valamint a 6 < L egyenlétlenség alapjan
kapjuk az allitést. O
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A kovetkezokben altalanosan is igazoljuk, hogy explicit alakban megadott sémak
stabilitasvizsgédlata egyszertisithet6 tigy, hogy a sémabdl a nulladrendii tagnak megfelelo
komponenst elhagyjuk.

16.8. Allit4s. Tegyiik fel, hogy az u"™ = Qu" séma stabil. Ekkor az u"™™ = Qu" +
oBu" séma is stabil.

16.9. Megjegyzés.

1. Ugyanez igaz, ha B filigg t-t0l vagy z-t0l, de az a normadja, amihez tartozé konver-
genciat vizsgalunk, korlatos marad.

2. Az eredeti feladatban ez azt jelenti, hogy elegend6 a nulladrendi tag elhagyéasaval
kapott séma stabilitasat ellenérizni.

3. A fenti alakban nem kotottiik ki, hogy milyen feladatrdl van szo; az allitasban csak
azt hasznaljuk ki, hogy az ott szereplo operatorok linearisak. Ezért akar rendszerre,
akar tobbdimenzids feladatra is alkalmazhato az eredmény. &

Bizonyitds. A fenti séma az u"™! = (Q + dB)u” alakba is irhatd, vagyis teljes induk-
cibval azt kapjuk, hogy u" = (Q + dB)"u’. Nyilvdn elegend8 azt igazolni, hogy ||Q"|
korldtossaga esetén ||(Q 4 dB)"|| is korlatos. A Q-val adott séma stabilitdsa azt is jelenti,
hogy minden n-re, amelyre nd < T, teljesiil, hogy ||Q"|| < K; azaz akkor is, ha a kitevd
0,1,...,n — 1. Emiatt a K korlatrol feltessziik, hogy legaldbb 1.

A (Q + dB)™ operatort fogjuk kifejteni, ami azért nem trividlis, mert @) és B nem
feltétlentil felcserélhetok.

e Lesz egy Q™ tag, amelyre ||Q"| < K < K™
e Lesznek egyetlen § B-t tartalmazé
§BQ", QSBQ™ L, ....Q"BQ, Q"B

tagok is, amelyek szama (’f), Osszegének norméja feliilrol becsiilhet6 a
() 1o

e Lesz hasonléan minden j = 2,3,..., N-re a 7 db B-t tartalmazé szama (;’), 0ssze-
giiknek norméja feliilrol becsiilhet6 a

(7".‘) 1B K
J
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Osszeadva a fenti normékat az aldbbi becslést kapjuk:
= .y nod
l@+dB)1 <} (n) I6BIPK™ < Ky 58| B K7 <
; J — !
Jj=1 j=1

< Kzn%j&jllBHjKj _ KeEIBI < o TRIBI
J!

j=1
amivel a fentiek értelmében a stabilitast igazoltuk. O]
16.10. Példa. Vizsgaljuk meg a
O (t,x) = BOyv(t,x) + Bov(t,z), te€[0,T], z €R
parabolikus rendszerhez tartozo
v =" 4 1. BDAV" + 6 Byv"

séma stabilitasat, ahol B, By € R*! adott métrixok, valamint B (szimmetrikus) pozitiv
definit!
A 16.8. allitas alapjan ez ekvivalens a

vl =v" 4. BDiV"
séma stabilitdsaval. Itt mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy
Fvrl(s) = Fv*(s) — Arsin® g . BFv"(s) = (I — 4rsin® g - B)Fv"(s),

azaz )
p(s) = I — 4rsin? 3 B.

Mivel a feltevés szerint ez a matrix szimmetrikus, elegendé azt ellendrizni, hogy mikor
teljesiil a Neumann-feltétel. Tudjuk azt is, hogy p(s) minden sajatértéke 1 — 47 sin? SN
alakd, ahol \; a B matrix egy sajatértéke. Ennek abszolutértéke akkor maximélis, ha

Aj = Amax & maximalis sajatérték, vagyis a skalar eset mintajara az rApax < % (sziikséges

és elégséges) feltétel adddik. O
16.11. Példa. Vizsgaljuk meg a

ov(t,x) = Ad,v(t,x) + Agv(t,z), t€[0,T], z€R (16.9)
hiperbolikus rendszerhez tartozo

vl =v" L R-AD V" + §Av"
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séma stabilitdsat, ahol A, Ay € R adott matrixok, valamint A diagonalizdlhaté valds
sajatértékekkel!
A 16.8. allitas alapjan ez ekvivalens a

vl =v" 4+ R-AD V"
séma stabilitasaval. Itt mindkét oldal Fourier-transzformaltjat véve kapjuk, hogy
Fv'(s) = Fv"(s) + R(e”® — 1) - AFv"(s) = (I + R(e" — 1) - A)Fv"(s),

azaz

p(s) = (I + (Rcoss — R)A)+i-sins - A.

Ez nem feltétleniil Hermite-féle, hiszen a foatlgjaban barmilyen komplex szam &llhat.
Jelolje H € R™! azt a matrixot, amellyel H~'AH = D diagonalis, valés komponen-
sekkel. Ekkor
H 'p(s)H = (I + (Rcoss — R)D) +i-sins- D.

Ezért a 16.7. allitds (b) pontja szerint most is elegend6 azt ellenérizni, hogy mikor teljesiil
a Neumann-feltétel.
Tudjuk azt is, hogy p(s) minden sajatértéke

14+ (Rcoss —R)A\j+i-sins- \;

alaku, ahol \; az A métrix egy sajatértéke. A 12.13. példdban kovetett levezetés alapjan
kapjuk, hogy a Neumann-feltétel pontosan akkor teljesiil, ha

0< RN <1
teljestil minden \; sajatértékre. &

16.12. Megjegyzés. Hasonl6 elvet alkalmazva kapjuk, hogy a fenti (16.9) hiperbolikus
rendszerre vonatkozo, a Lax—Wendroff-séméanak megfelelo

n+1 n R n R2 21M2.,n n
u'" =u +§-AD011 +7A Diu" + dApu

séma pontosan akkor stabil, ha
[RA;l <1

teljesiil A minden \; sajatértékére. &

Ezzel kapcsolatban a 21.28. feladatra utalunk. Egy tovabbi érdekes példa talalhaté a 21.29.
feladatban.
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17. fejezet
Tobblépéses sémak

Az eddigiekben az id6lépés mindig abbdl allt, hogy az u™ segitségével (esetleg valami-
lyen implicit médszerrel) u-et el6allitottuk. Ezt fogjuk dltaldnositani ugy, hogy u™*!
kiszdmitdsahoz az u™,u™ !, ..., u"* vektorokat is felhasznaljuk. Egy egyrészt nyilvan
az idovaltozo szerinti magasabb konzisztenciarendet eredményez, masrészt sziikséges is,
ha az id6 szerinti magasabb rendl derivaltat kell kozeliteni. A fenti eljaras természetes
médon vezet rendszerek alakjaban felirt sémakhoz, amelyeknek stabilitasat most is a
vektor értékli diszkrét ideji Fourier-transzformacié segitségével vizsgalhatjuk. Alkalmaz-
hatjuk ugyanigy a stabilitasvizsgalat egyszertisitésére szolgald 16.8. allitast is, vagyis az
ehhez a fejezethez tartozé elmélet fontosabb elemei az el6z6 fejezetben talalhatok. Ennek
megfelelen itt konkrét példak ismertetésére szoritkozunk.

17.1. Példa. Vizsgéljuk meg a
Owu(t,x) = opOyul(t, )
egyenlethez tartozé
upt™ =gt 2r(up_y — 2up +up ) (17.1)

séma konvergenciajat!
Tudjuk, hogy
%(u((n +1)6, kh) — u((n — 1)8, kh)) = dyu(nd, kh) + O(62),
tovabba
%(u(né, (k = 1)h) — 2u(nd, kh) + u(nd, (k + 1)h) = dwu(nd, kh) + O(H2),

amelyeket egyenl6vé téve ugyanazt kapjuk, mintha a (17.1) séméba az eredeti megoldast
helyettesitettiik volna, majd 26-val osztottunk volna. Ez a 11.9. allitasnak megfeleloen
azt jelenti, hogy a (17.1) séma mindkét véltozdjaban masodrendben konzisztens.
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A stabilitashoz a sémat rendszer alakjdaba irva kapjuk az

utt\  (u"' 4+ 2rD3u™\  (2rDE T\ [ u"
( u” ) - ( u” - I O un—l (172)

Osszefiiggést, vagyis az egyes idopontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira
teljesiil a

(F;;zs)) _ (funl(s) +§f_~l(liczss f - 1).Fu”(s)) _ (47’(00513 —1) (1)) (Figng?l ))

Osszefiiggés, ahol a stabilitas megallapitasdhoz a

p(s) = (47“((30813 -1) (1)) (173)

matrixot vizsgaljuk.

Ez valds és szimmetrikus, vagyis elegendé a Neumann-feltételt ellenérizni. p(s) métrix
sajatértékeinek szorzata 1, dsszegiik pedig 4r(cos s — 1). Emiatt valamilyen s-re fennéll,
hogy a két sajatértékek nem (1,1) és nem is (—1,—1). [gy az egyik abszolitértéke 1-nél
nagyobb, vagyis a séma mindenképpen instabil. Emiatt konvergens sem lehet. &

17.2. Megjegyzés. A szamolast gyakran , gépiesen” egyszertsitik; azt mondjak, hogy
a (17.2) egyenléségben szereplé matrix Fourier-transzformaltjat elemenként kiszdmitva
nyerjitk a (17.2)-beli szorzémétrixot. Ez a megfogalmazas precizzé tehet, a megfelels
szamolasi eljaras emiatt helyes. O

Hasonlé modositast vizsgalunk egy egyszerti advekcids feladat esetére is.

17.3. Példa. Vizsgéljuk meg a
Owu(t, x) = adu(t, x)
egyenlethez tartozé
up ™ = up T Rlujy, — i) (17.4)

séma konvergenciajat! Ezt gyakran leapfrog sémanak nevezik.

Az el6z6 példédban szerepl6 gondolatmenet médositasaval kapjuk, hogy a (17.4) séma
mindkét valtozojaban méasodrendben konzisztens.

A stabilitashoz a sémat rendszer alakjdaba irva kapjuk az

u™\  (u"'+ RDyu"\ (RD: I\ /[ u"
u” ) u” 7 0)\ut
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17.1. dbra. Nemnulla elemek a (17.4) sémahoz tartozé lépésmatrixban, ha a feladathoz
periodikus peremfeltételek tartoznak és az intervallumot hat egyforma hosszu részre osz-
tottuk.

Osszefiiggést. A 1épésmatrix nemnulla elemeit mutatja a 17.1. dbra abban az esetben, ha
a (17.4) egyenlethez tartozo feladat egy intervallumon adott periodikus peremfeltétellel.
Az egyes idépontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira teljesiil tehat az

(ffuzzzS)) _ (funl(s) + JQ:isi(rsl)s-i-fu”(S)) _ <2Rsilns-7j (1)) (Fﬁiﬂgz))

Osszefiiggés, ahol a stabilitas megallapitasdhoz a

(s) = 2Rsins-i 1
PLs) = 1 0
matrixot vizsgaljuk.

Ez nem Hermite-féle, de sziikségessége miatt eloszor a Neumann-feltételt ellenorizziik.
Tudjuk, hogy p(s) méatrix sajatértékeinek szorzata 1, dsszegiik pedig 2R sin s - 1.

Ha itt R > 1, akkor s = 7 esetén a sajatértékek Gsszege 2Ri, amelyre [2Ri| > 2,
vagyis valamelyik sajatérték abszolutértéke is 1-nél nagyobb.

Ha R =1, akkor s = 7 esetén a sajdtértckek Osszege 2i, vagyis csak akkor allhatna

fenn stabilitas, ha mindkét sajatérték ¢ volna. De ekkor a matrix Jordan-féle normélalakja

(b 2)

lenne, ami ismét instabilitdshoz vezet a 16.6. példa esetéhez hasonldan.
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Ha R < 1, akkor egyszerli szamolassal kapjuk, hogy a két sajatérték
Mg = Rsins-i+V1—- R? sin? s,
ahol a mésodik tag valds. Emiatt
M2 = R?sin®s + 1 — R?*sin’s = 1,

tehdt a sajatértékek abszolutértéke 1, és azok kiilénbozbek. {gy az a métrix, amellyel p(s)
Jordan-féle normalalakra hozhaté, megfelel a 16.7. allitas (c) pontbeli kovetelményeinek;
R < 1 esetében tehat a séma stabil. &

Ehhez kapcsolédik a 20.2.15. animécid. A tobblépéses modszerekre vonatkozo részletes
lefrast talalunk a [28] és a [29] kényvekben.
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18. fejezet

Stabilitasvizsgalat masodrendii
feladatokra

Motivacioként a leheto legegyszertibb masodrendii feladat megoldasanak egy természetes
kozelitését adjuk meg, és igazoljuk, hogy az eredeti értelemben (vagyis a 11.19. tétel
szerint) véve ez a séma sohasem stabil.

Vizsgéljuk tehat a Oyu(t, z) = Op,u(t, z) PDE valamilyen megolddsat kozelito

n— n n 1 n n n
ﬁ(uk t— 2uy + UkH) = ﬁ(“kq — 2uy + “k+1> (18.1)

sémat. Ebbdl az 1j idolépésben kapott uzﬂ valtozot kifejezve
52

h2

uptt = 2up — w4 (up g — 2up +up ). (18.2)

Ezt rendszer alakjaba irva kapjuk az
u 't (R*D§ 41 —I u”
u” ) I 0 u !
Osszefiiggést, vagyis az egyes idopontokban vett ismeretlenek Fourier-transzformaltjaira
teljesiil a
u"t! 2R*(coss —1)+2 —1 u”
‘F( u” ) (8) - ( 1 0 ‘F unfl (8)

Osszefiiggés, ahol a stabilitas megallapitasdhoz a

pls) = (232((?0581 —1)+2 —O1>

matrixot vizsgaljuk.
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18.1. Allitas. A fenti p mdtrix n-edik hatvainya semmilyen R érték mellett sem korlatos
(itt, ahogy az elézdekben is, nd < t), azaz a 11.15. definicio értelmében a (18.1) séma
nem lehet stabil.

Bizonyitdas. Vegyiik észre, hogy a = 0 esetén a megfelel6 matrix bal felso eleme 2, és
ekkor egyszerii szamolas mutatja, hogy kétszeres sajatértéke az 1. Mivel ez nem hasonld
az egységmatrixhoz (mert ahhoz csak 6nmaga hasonld), ezért Jordan-féle normélalakja
egy 2 X 2-es blokkbdl all, a kovetkez6é modon éllithato elo:

((1) 1) =H 'p(s)H

ween= (g ).

vagyis ||[H7Y|2]|p™(s)||2||H]||2 > n, amibdl az kévetkezik, hogy [|p"(s)|2 valéban nem

lehet korlatos. O

Emiatt

Ez az eredmény furcsa, mert a mdédszert programozva tobb paraméter esetén is kon-
vergenciat kapunk. Ezért részletesebben megvizsgaljuk a stabilitas definiciéjat. Valoja-
ban arra vagyunk kivancsiak, mit kell a transzformécidés matrixnak (akér az eredetinek,
akar az egyes helyeken vett Fourier-transzformaltak kozottinek) teljesiteni ahhoz, hogy
a megfelel6 médszer a valodi megoldashoz tartson.

Fontos észrevétel, hogy a fenti matrix exponencialis fiiggvénye is csak linearisan no.
Ennek nyoman adjuk a kévetkezd definiciét.

18.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az u"*! = Qu" séma szublinedrisan instabil, ha

létezik olyan K konstans, hogy minden h > 0 és § > 0 mellett Q" < Kn.
Hasonldan, azt mondjuk, hogy a séma a H (h,d) feltétel mellett szublinearisan instabil,
ha a fenti egyenlétlenség H (h, §) > 0 esetén teljesiil. &

Ezen fogalom segitségével igazoljuk a Lax-ekvivalenciatétel egy valtozatat. Az eredeti
levezetéshez képest azzal az egyszeriisito feltevéssel éliink, hogy a 1épésoperator minden
lépésben ugyanaz (ahogy a 18.2. definiciéban is, ezt Q-val jeloljiik), tovabba a hiba
nagysagrendje is, amire emiatt szintén egységesen az R(h,d) jelolést hasznéljuk.

18.3. Tétel. (mddositott Lax-ekvivalenciatétel) Legyen a v = Qv™ séma olyan, hogy
abba a pontos megolddst helyettesitve a hiba 6*R(h,d) alaki, tovdbbd a kezdeti kozelités
hibdjdra 3

€°]np = IV(0,-) = v*[[n,, = dR(h, ),
ahol R és R nagysdgrendje megegyezik. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a Q lépésoperdtor szub-
linedrisan instabil. Ekkor a kapott kézelité megoldds a R(h,d) hibatag rendje szerint
konvergdl.
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Bizonyitds. Az n-edik 1épésben kapott hibat most is e”-nel jelolve a lépésoperator defi-
nicidja alapjan teljes indukcioval kapjuk, hogy

e" =v(nd,-) —v" =Qv((n—1)5,-) +*R(h,d) — Qv" ! =
= Qe" '+ *R(h,6) = =
= Q"+ Q" '*R(h,0) + Q" 2*R(h,d) + --- + Q"6*R(h, ).

A bal oldal norméajat becsiilve az ||€°||n, nagysdgrendjére vonatkozo feltevést haszndlva
ebbdl nyerjiik az

le”llnp < 1Q" 1€ lnp + O* 1R (0, ) [Inp(IQ" I + 1Q7 [ + -+ - + 1Q°I) <
< Knlle’|lnp + 0*||R(h, 0)|[np(n - Kn) = (Kt + Kt*)[R(h,0)]

h,p;

vagyis a hiba olyan nagysdgrendii, mint R(h, J), ahogy a tételben &llitottuk. O]

A (18.1), (illetve a (18.2)) séma vizsgalatakor nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel,
hogy ezt a gyakorlatban hogyan lehet felirni. S6t, mér a (17.1) és a (17.4) sémdk elem-
zésekor is elhanyagoltuk ezt. Az a probléma meriil ugyanis fel, hogy mind u®, mind az
u' vektorokat ismerni kellene ahhoz, hogy akdr egy id6lépés eredményét is ki tudjuk
szamolni. A kezdeti feltételben azonban csak u® adott. Valahogy tehat u'-et is el kel-
lene allitani, s6t az ezt definiald kozelitésre a megfelelo rendi konvergencia érdekében
a 18.3. tétel feltételeit is meg kell vizsgalnunk. Ezt az eljarast inicializacionak nevezzik.

A kovetkezo példara vonatkozo ilyen eljarast szemléltet a 18.1. abra.

O O : @
O O ®
inicializécig')s

*—0 00—
S x

18.1. abra. Inicializacié és az egydimenzios hulldimegyenlet rendszerként vett megoldasa.
Inicializdcié: u' elallitdsa u(0, ) és 9u(0,-) segitségével. Tovabbi 1épések: u™*! elgalli-
tdsa u” és u" ! segitségével.
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Egy hullAmegyenletre vonatkoz6 séma

Mindenekel6tt az egydimenziés hullamegyenletre vonatkozo korrekt kitiizést feladatot
adunk meg:
Opu(t,z) = Oppu(t,z), t€(0,T), x € (0,1)
uw(0,z) = ug(x), x € (0,1)
Ou(0,z) = g(x), x€(0,1)
u(t,0) = up(t), u(t,1) =u;(t), te(0,T),

ahol a wg, g, u, és u; adott, 3-szor derivalhaté fiiggvények. A (18.3) feladatra vonatko-
z6 mindkét valtozd szerint masodrendben konvergens sémét akarunk konstrualni. Ezt
ugy kell megadni, hogy egyrészt az adott peremfeltételeket is tartalmazza, mésrészt a
megfeleld inicializacié rendje a 18.3. tétel szerint §(O(6?) + O(h?)) legyen.

Diszkretizaljuk a feladatot az Q;, = {h, 2h, ..., Nh} racson, ahol h = ﬁ; hasznaljuk
tovabbd az ul) = ug(kh) és a gp = g(kh) jeloléseket! A (18.2) séméat ekkor k =1,2,..., N
indexekre frjuk fel, ahol az uf = uy(nd) és uly,, = uj(nd) értékeket hasznaljuk.

Ekkor a pontos megoldédst az eredeti a (18.1) sémdaba helyettesitve teljesiil, hogy
annak mind a jobb, mind a bal oldala minden pontban méasodrendben pontos kozelitése
a (18.3) feladat els6 soraban szerepld differencidloperatoroknak:

u((n —1)0, kh) — 2u(nd, kh) + u((n + 1)0, kh)
52

(18.3)

= 8@5'&(”6, kh) + (9(52),

tovdbba
u(nd, (k — 1)h) — 2u(nd, kh) + u(no, (k + 1)h)
12

Ezt a szamolaskor hasznalt (18.2) séma alakjéba rendezve adddik, hogy

= Opeu(nd, kh) + O(R?).

u((n+1)d,kh) = 2u(nd, kh) — u((n — 1)d, kh)+
+ %Z(u(nd, (k — 1)h) — 2u(nd, kh) +u(nd, (k + 1)h)) + O(6*)(0O(6?) + O(h?)),

vagyis a (18.2) séma pontonként masodrendben konzisztens. Mivel itt csak belsé pontok
szerepelnek, a 11.9. allitas eredményét egyszertisitve kapjuk, hogy a (18.2) séma valéban
méasodrendben konzisztens a (18.3) feladattal.

Ezutan megfeleld rendii inicializaciét konstrudlunk. Természetesnek tiinik az ismert
els6 rendt derivalt felhasznalasaval kapott

up = ul) + dgi
kozelités alkalmazasa. Ebbe a pontos megoldast helyettesitve

u(8, kh) = u(0, kh) + 6u/(0, kh) + O(5%),
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ami nem elégséges pontossagu kozelités.
A pontosabb eljarashoz a (18.1) sémédban szereplé egyenldségbe a (0, kh) pont koriil
a pontos megoldast helyettesitve és a konzisztenciarendet kiirva azt kapjuk, hogy

_ w0, (k = 1)h) = 2u(0, kh) + u(0, (k+ )h)

h2
+0(8%)(0(6%) + O(h?)),

u(—0, kh) — 2u(0, kh) + u(0, kh)

azaz

u(0, (k — 1)h) — 2u(0, kh) + (0, (k + 1)h)
h2 *

u(—0, kh) + u(d, kh) = 2u(0, kh) +
+ O(6H)(0(6%) + O(h?)).

Ezt az
u(8, kh) — u(—6,kh) = 6(u/(0,kh) + O(6%)) = 6(g(kh) + O(6?))

egyenloséggel osszeadva kapjuk, hogy
(0, (k — 1)h) — 2u(0, kh) + u(0, (k + 1)h)+

1
u(d, kh) = u(0, kh) + 5 - dg(kh) +

2h?
+ O(6)(O(6%) + 5O(h?)).
Vagyis az
1 WL ok 1kt
u,lczug—iri-ég(kh)—l— . 2hg s
+ O(5)(O(6*) 4+ §O(h?)).

a kiszamitandé u}, értékre nézve olyan inicializaci, amely a 18.3. tétel értelmében bizto-
sitja az ezzel inditott (18.2) séma mindkét valtozo szerint masodrendii konvergencidjat,
amennyiben a séma szublinedrisan instabil.

Erre vonatkozé sziikséges feltételt adunk. Tudjuk, hogy a diszkretizaciotol fiiggetleniil
a (t, ) ponthoz tartozé analitikus fiiggési tartomany [t — x,t + ], mert az R halmazon
felirt egyenlet pontos megoldasa

x4+t

u(t,z) = %(uo(x —t) +up(x +t)) +/ g(s) ds.

r—t

.. . , . n PRIV, n—1 n—1 2 n—1
Feltessziik, hogy nd = t. A séma szerint vy az el6zd iddlépésben vett wy—y, uy™ és up

értékektdl, valamint az azt megeléz6 1épésben kapott )~ értéktél fiigg. Ezt folytatva
a 15.7. példa gondolatmenetét kovetve kapjuk, hogy a (¢,x) ponthoz tartozé numerikus
fiiggési tartomany [z —nh, x+nh] = [z — 5, x+ %] intervallum. Vagyis a konvergencidhoz

sziikséges feltétel % >t azaz R < 1.

18.4. Megjegyzés.
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18.2. dbra. Nemnulla elemek a (18.2) sémdhoz tartozé lépésmatrixban, ha a (18.3) fel-
adatban nulla peremfeltételek adottak és az intervallumot hat egyforma hosszi részre
osztottuk.

1. A kapott sziikséges feltétel elégséges is a konvergencidhoz, mert kissé hosszadalma-
sabb szamolassal latszik, hogy a (18.2) séma R < 1 esetén szublinedrisan instabil.

2. Habdr itt a levezetés soran felhasznéltuk, hogy a megoldas ¢ = —d-ban is létezik, az
inicializacios sémaba helyettesitve a kivant konzisztenciarendet akkor is megkapjuk,
ha ezt nem hasznéljuk.

3. Fontos, hogy az inicializaciénak nem kell semmilyen stabilitési feltételt teljesite-
nie. Elegend¢ a leheto legegyszertibb eljarast hasznalni, amely megfelel6é rendben
konzisztens. ¢

Az egydimenziés hullaimegyenlet numerikus megoldasat szemléltetik a 20.2.17. és
a 20.2.18. animaciok.

A hulldmegyenlet numerikus megolddsanak kvalitativ tulajdonsigait vizsgalja az [I]
konywv.

egyenletek esetén|Ly-norma megdrzése folytonos idejli egyenletek esetén

18.1. Lo-norma megorzése folytonos idejii egyenletek
esetén

18.5. Lemma. Legyen i az Q tartomdanyon értelmezett mérték. Tegyiik fel, hogy va-
lamilyen a € a-ra a Owu + F(u,du, ... ,&E“)u) = 0 egyenlethez tartozo valamilyen €
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tartomanyon értelmezett kezdetiérték-feladat megolddsa korlatos valamilyen (0,T) inter-
vallumon, valamint Opu is az. Ekkor pontosan abban az esetben lesz t — |Ju(t, )| L,(0)
konstans, illetve monoton csokkend, ha az u megolddsra

/uF(u,@xu,...,ag(Ca)u)du:O
0

teljesiil, illetve ha

/uF(u,@xu,...,@(Ca)u) dp <0.
Q

Bizonyitas. Felhasznalva a korlatossagi feltételeket, nyerjiik az

1
—at/u? d,u:/uﬁtudu,
2 Ja Q

egyenlotlenséget, vagyis az eredeti egyenlet mindkét oldaldt az u megoldassal szorozva
kapjuk, hogy

1 1
_8t||u(t7 )||%2(Q)7'U, = _at/ u2(t7 ) d,LL = / u atu dﬂ' = / u F(U,, 8xua 8&:1}“) dy’
2 2 Q Q Q

A jobb oldal itt pontosan akkor nulla, illetve legfeljebb nulla, ha a bal oldal is ilyen, ez
viszont azt jelenti, hogy az ||u(t,-)||1,(),, mennyiség dllandd, illetve monoton csékken.[

18.6. Megjegyzés. Amennyiben p a szamlalo-mérték, akkor az allitast a szemidiszk-
retizaciora is lehet hasznalni. Ekkor az ) tartomanyon valé integralas az €2, halmazbeli
racspontokon valo Osszegzést jelenti. &

A kovetkez6 példakban az Lo norma valtozasat vizsgdljuk harom fontos feladat ese-
tében

18.7. Példa. Diffuzios feladat, azaz
Owu(t,x) = Au(t,x) te€(0,T), x€Q

homogén Dirichlet- vagy homogén Neumann-peremfeltétellel.
Ekkor a Gauss-tétel alkalmazasdval

/uAu:/uy-Vu—/VuVu:—/VuVuSO,
Q Q Q Q

azaz nem novekszik, s6t nem konstans megoldas esetén csokken az ||u(t, -)| £,() norma.<$
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18.8. Példa. KdV egyenlet homogén peremfeltételekkel vagy periodikus peremfeltéte-
lekkel egydimenzids esetben.
Az egyenlet altalanos alakja ekkor

{@u(t, 1) = O (au?(t,x) + kdyou(t,z)) t€(0,T), z € (a,b)
u(t,a) = u(t,b), v'(t,a) =u'(t,b), u"(t,a) = u"(t,b),

ahol « és k pozitiv konstansok. Ekkor tagonként vizsgalva a lemméban szereplé mennyi-
séget (mindenhol Q = (a, b))

/u@x(azﬂ) :—/8xuozu2:—1/ozu2u8wu:—l/u@m(omf), (18.4)
Q Q 2 Ja 2 Jo

vagyis az elején szereplé mennyiség énmaganak —%—szerese, azaz nulla. Masodszor

/ U Oprku = —k/ Optt Oyt + ku(b) Oppu(b) — ku(a) Oppu(a) =
Q Q

= —k/ Opt Opptl = k/ Orrtt Oyt — kO,u(b) O,u(b) + kOyu(a) Oyula) =
Q Q

= k/ Opatt Oz,
Q

ahol a szereplo tagok egymas ellentettjei, vagyis az 0sszes mennyiség nulla. &

18.9. Példa. A Burgers-egyenlet egydimenzids esetben.

Owu(t, ) + u(t,z) Opu(t,x) = Owu(t,x) + O,u?(t,x) =0 t € (0,T), x € (a,b)
u(t,a) = u(t,b), v'(t,a) = u'(t,b)

alaku, azaz a fent szerepl6 (18.4) tagot kell vizsgalni, és mivel az nulla, ezért a megoldés

Lo(a,b) norméja itt is dllando. o

18.2. Megmaradé mennyiségek a (szemi-) diszkreti-
zalt egyenletekben

Mivel az itteni atalakitasok f6 eleme a parcidlis integralas elve, meg kell vizsgdlnunk,
hogy egyrészt ez hogyan és milyen feltételekkel teljesiil az operatorok véges differencia
kozelitésére, masrészt pedig, hogy milyen véges differencia kozelitéseket alkalmazhatunk.
A tovébbiakban u - v az u = (uy,us,...,u,) és v = (v,v,...,0,) vektorok R™-beli
skalarszorzatat jeloli. Hasznéljuk tovabba az uv jelolést is a fenti két vektor komponen-
senkénti szorzatara, ahogy az u?-vel jelolt négyzetre emelést is komponensenként értjiik.
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A tovabbiakban a Dy jelolést (amelyhez nincs feltétleniil egy h, felosztasparaméter ren-
delve) az alabbi értelemben hasznéljuk:

Dy : R" — R, ill. R® — R" 2,
Do(u)fi] = wjp1 —uimq, i=1,2,...,n, ill.i=2,3,....,.n—1,

attél fliggden, hogy értelmezziik-e periodikus vagy éppen Dirichlet-peremfeltétellel az
t = 1,7 = n esetre vonatkozo kiilonbségeket.

18.10. Lemma. Tegyiik fel, hogy az u,v € R" wektorokra periodikus peremfeltételek
teljesiilnek. Ekkor
DQLI'V = —ll'D()V.

Bizonyitas. Itt a periodikus peremfeltételek miatt lehet a Dyu mennyiséget a vektorok
elsé és utols6 komponensében is értelmezni. Ekkor teljesiil, hogy u,, +1v, = ujvy, valamint
UgU1 = UpUpni1, azaz kapjuk, hogy

n—1

Dou V= (UQ — Uo)Ul + (Un+1 — Un_l)Un + Z(ui—i—l — ui_l)vi
=2

= UgV1 + U1Vg — UpUpt1 — Up_1Vp + E U1V — g Ui —1V;
i=2 i=2
n+1

Uiyl =V — E Uj—1 - Uz_E Uj - Vj—1 — E Uj - Vj41

- 10

(uj, (vj—1 —vj11)) = —u- Dyv,
1

<.
Il

ami bizonyitja a lemma &llitasat. O]

18.11. Megjegyzés. A parcidlis integrédlas tovabbi alkalmazasainak megfelel6 formulak
talalhatok a 21.30. és a 21.31. feladatokban. &

El6szor a szemidiszkretizalt problémat vizsgaljuk a periodikus peremfeltétellel ellatott
Burgers-egyenletre vonatkozo kezdetiérték-feladat esetében. Megjegyezziik, hogy habar

1
—830 2= az
50a" = u Opu
teljesiil, a diszkretizalt verziéra ez nem feltétleniil igaz, azaz példaul
1
§D0u2 # uDyu.

Ezért a Burgers-egyenletet nem a logikusnak tiin6 egyszerii médon diszkretizaljuk, hanem
amint a kovetkezé lemma mutatja, egy Osszetettebb (szemi-) diszkretizacié célszer(ibb.
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18.12. Allitas. Az ly norma konstans marad minden idépontban az aldbbi (szemidiszk-
retizdacioval kapott) séma megolddsa sordn:

ou(t,-) + gD0u2(t, )+ (1 = 0)ult,-)Dou(t,-) =0, (18.5)

) n sy ; ~ 2
aholu: (0,T) — R" periodikus peremfeltétellel, valamint 6 = .
Bizonyitdas. A (18.5)-beli szemidiszkretizaciéra alkalmazzuk a 18.5. lemma allitasat, igy

elegend6 azt belatni, hogy a

0
u- [§D0,hu2 + (1 = 0)uDy pu

skalarszorzat a szemidiszkretizalt feladat u megoldasa esetén nulla. A tovabbiakban a
(t,-) argumentumot elhagyjuk. A 18.10. lemma eredményét hasznalva (a feltételek szerint
periodikus peremfeltétellel rendelkez6 vektorokra) kapjuk, hogy

0 0
u - §D07h112 + (1 — Q)uDQhu} = —D(),hll . 5112 + 112 : (1 - Q)Do,hu =

0 0
= —uDy,u- Ju- D07hu2 (1-0u=—u-(1- Q)DoyhUQ —u- §uD07hu,

ahol az els6 és az utolso kifejezés valoban egymas ellentettje, ha 6§ = %,

kettd nulla, amibol a 18.5. lemma szerint az [, norma megmaradéasa valéban kovetkezik.[]

azaz ekkor mind-

Ezutan a Burgers-egyenletre vonatkozo kezdetiérték-feladat teljes diszkretizacidjét
adjuk meg:
n—&-%

1 1 nal |
0= S(UZJrl — UZ) -+ §D0[Uk+2]2 + §Uk+2D0uk s k= 17 27 S 7N (186)

1 +1
ahol uz+5 e tup
2

18.13. Allitas. A periodikus peremfeltételekkel, azaz uy = Uy €s un, = uy egyenlosé-
gekkel adott (18.6) séma olyan, hogy minden iddlépésben (azaz tetszdleges n-re) 0”2
konstans.

Bizonyitds. Szorozzuk meg (18.6) mindkét oldaldt u"tz-del! Ekkor a 18.12. 4llitds ered-
ményét az u"t2 vektorra alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1 /1 1
0— un+l . g(un—l-l —u) + o (§D07h[un+é]2 + gun+éD0,hun+é)}
— "t l[un+1 —u = i[unJrl +u- [un+1 — ] = l (HunJrlH% _ Huan)
J 20 20 ’
amibdl valéban az kévetkezik, hogy az || - ||2 norma az id6lépés soran nem valtozik. [
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A fenti eljards, azaz (18.6) idélépésének végrehajtdsa azonban nem magétdl értetédo,
ugyanis kézben egy nemlinedris egyenletet megolddsa adja u™*! értékét. Ezért részlete-
sebben is lefrjuk az erre szolgal6 algoritmust.

A (0,1) intervallum 0 = xg,z0 + h = z1,...,2y = 1 felosztasat tekintjiik, ahol az
ismeretlenek az w1, o, ..., xN-beli értékek.

A leheto legegyszeriibb esetet targyaljuk, a Newton-iteracioval egyetlen 1épést te-
sziink. A fenti okoskodds alapjén a (18.6)-beli id6lépés végrehajtasahoz a

0::[f(v)h;zzévk4_% ((?Eii%;3£i2>2._ (Eﬁ:i%iﬁg:l)Q)

(Vg 4 Uy Vp—1 + Uy 1
-vk—guk‘(kH k+1 k—1 ’H)—SUZ’ k=1,2,...,N

0
- 2 2

egyenletrendszert kell megoldanunk a v ismeretlenre nézve, illetve megoldasat kozelite-
niink. Ezt a Newton-iteracio egyetlen lépésével tessziik, vagyis az
W = [V ()] () (18.7)

képlettel adott mennyiséget szamitjuk ki. Kézenfekvé modszer az, ha az iteraciot az el6zo
id6lépésben felvett értékbdl inditjuk. Itt Vf(u®) € RV azaz

V"), k] = 0u,[f(v)]jlv=ur

ahol specidlisan

n 1 1 Vk+1 + uy V-1 + Unf 1 1 n n
VH kb = g (Bt B D - )
VIW)k k= 1] = =g e+ uky) = (00 + up)v—un = Uiy — gui
1 1 2 1
V@R k1) = 3 (0 + ) + S+ uDlmar = SRy + sl
A (18.7) formuldban szereplé mennyiségek tehat a kovetkezok:
(A — [ ]2) + B — u)
) = s([us]? = [WiT?) + Fug(ug — uy)
%([Uﬂz - [U?V—JQ) + %UZ(U? —Uy_;)
valamint
R TR (T 0 0 2u — Luy
v f(ur) = %u’f — %ug % + 2 %u? + %ug 0 0
: : 0
Sup + Juy, 0 0 Zul ,—jupy 3§+ -5
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18.3. Egy séma a Korteweg—de Vries-egyenletre

A fenti eljarast a KdV egyenletre is alkalmazni akarjuk.

Latjuk, hogy a Burgers-egyenlet megolddsara vonatkozo (18.6) séma kedvezd tulaj-
donsaggal rendelkezik. De ez implicit, méghozza az ismeretlen komponensben méasodfok.
Ezért a nemlinedris egyenlet kezelésére egy konkrét eljarast is mutatunk, amelyet kiter-
jesztiink a KdV egyenlet esetére is, azaz az u : (0,7) x (0, 1) fuggvényre vonatkozé aldbbi

feladatra
Oyu + O (udpu + Oppu) =0, t € (0,T)

uw(0,7) = g(x), z€(0,1)
u(t,0) = u(t, 1), dyu(t,0) = dyu(t,1), te(0,T),

ahol g : (0,1) — R adott. A (18.6) séméanak megfelelden az alabbi kozelitést szeretnénk
haszndlni:

1 1
un+1 — un _5 (§DO[ n+ ] + 3un+2D un+2 —|—D D2 n+2> —

1 1 1
=u"—4§ <ED0(u"+1 +u")? + —(u" 4 u") Do(u™ +u”) + =Dy DE(u" T + u")) :

12 2

ahol a jobb oldalon megjelenik [u™*!]?. Az [u"*1]? értékére vonatkozdlag a nemlinesris
rendszer megoldasat kozelitjiik, méghozza gy, hogy ennek egy [u}™"7]? iterdcids 16pésé-
ben (komponensenként) az alabbi approximaciét hasznaljuk:

[ n+1,5 —|—S] [ Z+1,] 1_'_5]2 ( n+1,j— 1_'_5)( n+1,7 uz+1,j71) _
:2( Z+1,j 1+S)< n+1,]+5) [ n+1,j— 1+S] )

A séma ezzel a kovetkezOképpen valtozik:

; 0 i

u7kl+1,_] —5 (8D0 (2( n+1l,j—1 + un)(uz+1,j + UZ) . (UZJrl,y 1 + UZ)Q)
(18.8)

1-4, , n 1 " n

+ —4 ( +hi + uk)Do h( +hi—l +u ) + 2D0 hDo h(ukﬂ’j ! + uk)) s

1 . L1 12 L L,
amelyben uZ+ 0= uy, majd uZJr értékét egy linearis egyenletrendszer megoldasaval

kapjuk ebbdl, és ugyanigy uk b2 6rtékét a (18.8) formuldbdl u) ™" felhasznéldsaval.

Ezutan legyen u”+1 = UZH amivel egy két iterdaciét tartalmazoé idélépést adtunk meg.

18.14. Megjegyzés. Hasznalhattuk volna (18.8) utolsé tagjdban a uZH’j_l

helyett az
uZH"’ értéket is, a séma ugyandgy linearis maradt volna, azonban a rendszer megol-
dasahoz sziikséges egyenletrendszerben kapott matrixszal valé szamolas idoigényesebb

lenne. &
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19. fejezet

144

Ido6fiiggd PDE-ek megoldasa
végeselem-modszerrel

Ebben a fejezetben linearis parabolikus feladatok megoldasanak végeselemes kozelitésével
foglalkozunk. A végeselem-moddszer részleteinek megértéséhez az 1. részben leirt ismeretek
elsajatitasa sziikséges. Itt az elmélet vazat és az idofiiggd6 PDE-ek megoldédsara vonatkozd
egy konkrét példat ismertetiink. Az egyszeriiség kedvéért az elméleti vizsgalatot homogén
problémékra korlatozzuk.

19.1. A vizsgalt feladat, feltevések, jelolések

A végeselem-mddszer bevezetéséhez a vizsgalt feladatot az

{izzégt)zzo—flu(t) (19.1)

alakba irjuk, ahol a keresett ismeretlen fiiggvény w : (0,7) — Lo(Q2) tipusi. Az A :
Lo(2) — Lo(€2) operatorrdl feltessziik, hogy az egy erdsen folytonos félcsoportot generdl,
ami annak felel meg, hogy a (19.1)-beli absztrakt Cauchy-probléma megoldasa létezik és
egyértelmi. A t id6pontbeli megoldést a

T(t)(uo) = e~ (uo)

formula adja meg, ahol {T'(t)},., az A altal generalt erésen folytonos félcsoport.
Formalisan azt is mondhatjuk, hogy a {T(t)},s, félcsoport a —A differencidloperétor
exponencialis fliggvénye. -
Az A operatorra vonatkozo feltevés alapjan annak stirtin definialtnak kell lennie. A pontos
értelmezési tartomanyat a kovetkezo szakaszban jellemezziik.

Ahogy az elsé részben is, a (-, -)g szimbdlum az Lo(€2)-beli skalarszorzatot jeloli.
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19.1. Feltevés. Az egész fejezetben feltessziik, hogy A sajatértékei pozitivak, emellett
A1 kompakt és 6nadjungalt. &

Ekkor a kompakt operatorokra vonatkozé Schauder-elméletet felhasznalva fennall a
kovetkezo:

19.2. Kovetkezmény. Az A operdtor {b;}._o sajdtvektorai teljes ortogondlis rendszert
alkotnak, amelyhez tartozd sajdtértékek {, ahol S eqy véges halmaz vagy S = N.
Ezekkel tetszoleges v € H esetén

jes?

Av =" Ajbi(by, v)o. (19.2)

j€S
19.3. Példa. A leggyakrabban vizsgélt esetben
([ ] H = LQ(Q)
e A= —A, ahol D(—A) = H}(Q) N H*(Q). &

19.2. Gyenge alak, a numerikus megoldas mdédszere

A (19.1) feladat gyenge alakjat kétféle ok miatt is célszerli felirni. Egyrészt a vizsgélt
esetekben A mindig egy differencialoperator, amelyet eleve csak igy tudunk értelmezni
olyan fiiggvények esetén, amelyek nem derivalhatok klasszikus értelemben annyiszor,
amennyi az A rendje. Mésrészt ez teszi lehet6vé, hogy természetes médon értelmezziik a
megoldéas végeselemes kozelitését.

A gyenge alakhoz tobbféle médon is eljuthatunk.

e A (19.1) feladatban szerepl$ egyenletben mindkét oldalt disztribiciénak tekintve
mondhatjuk, hogy az egyenlet ekvivalens az

(Qyu(t),v)o = (Au(t),v)o = a(u(t),v) Yov € D(Q)

alakkal, ahol az a : H x H — R bilinearis format a disztribicids derivalas képlete,
illetve valamilyen integralatalakité formula segitségével kapjuk. Ha ez folytonos
valamilyen H* C Ly(2) altéren értelmezett (valamilyen skaldrszorzasbol szarmazo)
| - ||« norma szerint, akkor a H* D D() teret tegyiik esszerint teljessé! Az igy
kapott Hilbert-teret H jeloli. Ekkor a H := H* tér elemeire teljesiil, hogy

(Opu(t),v)o = a(u(t),v) Yve H* = H.

Ennek megfeleléen (19.1) gyenge alakja a kovetkezd: Olyan u(t) : (0,7) — H
fiiggvényt keresiink, amelyre minden v € H esetén teljesiil, hogy

(Opu(t),v)o = a(u(t),v). (19.3)
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e Nyilvanvald, hogy a (19.1) feladatban szerepl egyenlet két oldala pontosan akkor
egyezik meg, ha minden v € H esetén a v-vel vett skalarszorzatuk azonos. fgy azon
u € H megoldéasokra és v € H elemekre, amelyekre valamilyen integralatalakito
formuléat lehet hasznalni, kapjuk, hogy

(Ou(t), v)o = (=Au(t), v)o = a(u(l),v),

ahol a : H x H — R bilinearis fiiggvény. Azonban csupan ebbdl a szokasos leveze-
tésbdl nem vilagos, hogy mi pontosan a értelmezési tartomanya, tovabba az sem,
hogy azon milyen norméat érdemes értelmezni.

A 19.1. feltevés alapjan kapjuk, hogy a : H* x H* — R pozitiv definit.

19.4. Példa. A 19.3. példa folytatasaként legyen H* = C2(Q); ekkor u(t),v € C3(Q)
esetén

(Qpu(t), v)o = (—Au(t),v)e = (Vu(t), V).

Itt
”qu = <VU,, Vu>07

vagyis CZ(Q)-nek az erre vonatkozé lezértja H = Hj (). Azaz a feladat gyenge alakjaban
olyan u € H}(Q) fiiggvényt keresiink, amelyre minden u € H}(Q) fiiggvény esetén

(Oru(t), v)o = (Vu, Vo) (19.4)

teljestil. &

19.3. Szemidiszkretizacid

A kozelité megoldés kiszamitasdhoz a feladatot eldszor térben diszkretizaljuk, a kozelito
megoldést egy rogzitett Vi, C H véges dimenzids altérben keressiik. A (19.3) formula
alapjan kapjuk a kovetkezo feladatot:

Olyan uy, : (0,t) — V}, fiiggvényt keresiink, hogy

(Opup(t),vp)o = aluy(t),vy) Yo € V. (19.5)

Mivel V}, véges dimenzids, ezért a keresett fiiggvény

S

un(t) = C;(t)bn,

j=1

alakba irhatd, ahol {bh7j}f:1 a V}, egy bazisa. Fenndll tovabba, hogy a (19.5) egyenldség
pontosan akkor teljesiil, ha az az Osszes b;;, baziselemre igaz.
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Ezeket a (19.5) formuldba beirva kapjuk, hogy

S S
) i)y, bio = a(d _ Cy(t)bs,by) Vb € Vi, k=1,2,....S. (19.6)
j=1 j=1
Az ebbdl szarmazo kozonséges differencialegyenlet-rendszer megadésahoz sziikségiink
lesz a {bh,j}le bazishoz tartozé B-vel jelolt merevségi mdtrizra és E-vel jelolt tomeg-
matrizra, amelyeket a
Blj, k] = a(by, b;)
E[j? k"] = <bk> bj>0
egyenloségekkel definidlunk.
Ezekkel a (19.6) gyenge alak a kovetkez6 modon irhaté fel:

E[Cy(t), Cy(t), ..., Cs(t)]T = B[Cy(t), Ca(t), ..., Cs()]7, (19.7)

amely valéban az [Cy(t), Ca(t), ..., Cs(t)] (vektor)fiiggvényre vonatkozé kozonséges diffe-
rencidlegyenlet-rendszerre vezet.

19.3.1. Kozelité megoldas kiszamitasa egy példan

A szemidiszkretizacié utén a (19.7) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasa-
nak kozelitését kell mar csak elvégezniink. Az altalanos formalizmus helyett egy konkrét
modszer esetén mutatjuk ezt be.

Az implicit Euler-mdédszert valasztjuk. Ekkor a (19.6)-beli ismeretlen fiiggvények

Cj(nd) ~ C7, j:1,2,...,S,n:1,2,...,g
kozelitését alkalmazva azt kapjuk, hogy
5 ottt - o > _
> ———"bj, bio = a(d Cptb; by Vg € Vi k=1,2,...,S. (19.8)
j=1 j=1
vagyis az C"tl = (CptH Cptt Lo Cet T ismeretlenekbél 416 vektorra a (19.7) alaknak

megfeleléen a kovetkezo teljesiil:

E%[C”Jrl — C"] = BC™.
Innen kapjuk a megoldasra vonatkozo idolépést:

C*' = (F—6B)"'EC".

Végeselem-modszerekre vonatkozik a 20.2.11. és a 20.2.12. animécié.
A kapcsolédd elmélet részletes lefrdsa a [30] konyvben talalhato.
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20. fejezet

Szamitogépes alkalmazasok

20.1. Programok

Az idofiiggs feladatok numerikus megolddsahoz is megadunk két mintaprogramot a ko-
rabban bemutatott eljardsok gyakorlati bemutatésara. Az elsé az egydimenziés hoveze-
tési egyenlet numerikus megoldasat mutatja be, a masodik pedig az advekcids egyenletre
konstrualja meg a Lax—Wendroff-sémét. A programokkal a kovetkezo fejezet tobb ani-
macidja is rekonstrudlhaté a paraméterek megfelelo beallitasaval.

20.1. Példa. Tekintsiik az egydimenzids hovezetési feladatot a [0, 7] intervallumon ho-
mogén Dirichlet-peremfeltétel mellett (legyen op = 1). Az aldbbi program a numerikus
megoldast mutatja. A homérsékletértékeket az egyes idorétegeken a v vektor elemei ko-
zelitik. A programhoz az u0 vektorban adhatjuk meg a kezdeti feltételt, az n paraméter
adja meg a belso osztépontok szamat, T az az idépont, ameddig szeretnénk megkapni
a numerikus megoldast, r a racsparaméter, a 6 paraméterrel pedig beallithatjuk, hogy
az iddintegraciot milyen moddszerrel hajtjuk végre: § = 0 explicit Euler-mddszer, § = 1
implicit Euler-médszer, = 1/2 Crank-Nicolson-médszer.

clear all; close all; % minden korabbi adat torlése

% Input adatok megadésa

n=50; h=pi/(n+1); x=h*[1:n]; % osztépontok szdma a [0,1]-en
T=1; % t [0,T]-ben fut

theta=0; % teta paraméter

r=0.4; % racsparaméter

u0=pi-2*abs(x-pi/2); % kezdeti feltétel

delta=r*h~2;
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kmax=round(T/delta);
% Az iterdciés matrixok konstrukciéja

N=sparse(2:n,1:n-1,ones(n-1,1) ,n,n);
I=speye(n);
Q=-2*speye (n) +N+N’ ;

Al1=I-thetax((delta/h~2)*Q);
A2=I+(1-theta)*((delta/h"~2)*Q);

% Az iterdciés vektor inicializaléasa
v=u0’;
% Az iterdciés lépések megvaldsitésa
for k=1:kmax

v=A1\ (A2*v) ;

% Abrazolas (peremfeltétellel egyiitt)

plot(0:h:pi, [0,v’,0],’bo’)

axis([0,pi,0,pil)

xlabel(’x’,’FontSize’,14)

ylabel(’u’,’FontSize’,14)

title([’t= ’,num2str(k*xdelta,’%2.4f’)],’Color’,’r’, ’FontSize’,14)
pause (delta*x100)

end;

20.2. Példa. Tekintsiik az advekciés egyenletet a = 1 véalasztédssal a [0, 1] intervallumon
periodikus peremfeltétel mellett. Az alabbi program a Lax—Wendroff-mddszerrel nyert
numerikus megoldast adja abban az esetben, ha a kezdeti feltételt (sin(27z)) az u0
vektorban taroljuk, a [0,1] intervallumot 20 ekvidisztans intervallumra osztottuk, és az
R racsparaméter értékét 0.75-nek valasztottuk. A program az animécié soran mutatja a
pontos megoldast is.

clear all; close all; % minden korabbi adat torlése
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% Input adatok megadasa

R=0.75; % CFL-egyiitthaté

n=20; h=1/n; delta=R#*h; J, osztdéintervallumok szdma, racstavolsig
T=5; % t [0,T]-ben fut

kmax=round(T/delta)’% % lépések szdma

u0=sin(pi*2xh*[1:n]); % kezdeti feltétel

% Lépésmatrix konstrukcidja

B=sparse(1:n-1,2:n,ones(1,n-1),n,n);

A=B’*1/2*%R* (1+R)+B*(-1/2*R)* (1-R)+(1-R"2) *speye(n) ;
A(1,n)=1/2+%R*(1+R); A(n,1)=-1/2*%R*x(1-R); % periodikus peremfelt. miatt
% A kezdeti vektor inicializaciédja

v=ul’;

% Az iteraciés lépések (dbrazolassal egyiitt)

for k=1:kmax

v=Axv;

vpontos=(sin(([1:100]/100-k*delta)*2*pi))’;

plot([0:1/100:1], [vpontos(100) ,vpontos’],’r-’,[0:h:1], [v(n),v’], ’bo-");
xlabel(’x’,’FontSize’,14)

ylabel(’u’,’FontSize’,14, ’Rotation’,0)

title([’t= ’ ,num2str (k*delta,’%2.3f’)],’Color’,’r’, ’FontSize’,14)

pause(0.2);

end
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20.2. Animaciok

20.2.1. Az egydimenzidés hovezetési egyenlet numerikus megol-
dasa
Ebben a részben a
Oyu(t,x) = Ogpu(t,x), t€(0,T), z € (0,7)
u(t,0) =u(t,m) =0 te(0,7T)
u(0,2) = up(x) x € [0,7]

(v6. (10.10)) egydimenzids hovezetési egyenlet megoldasanak kozelitésére adunk meg szi-
mulacidkat. Mindegyik esetben a véges differenciak modszerét hasznaljuk. A szimulacidk
kozti kiilonbséget a kezdeti feltétel, a racstavolsagok ill. az idéintegraciéban alkalmazott
numerikus médszer megvalasztasa adja. A numerikus megoldést piros pontokkal jeloltiik,
a pontos megoldast (amennyiben ismert) kék folytonos vonal jeloli.

20.2.1 Animicié. A (10.16) séma (explicit Euler-mddszer) eredménye a h = 7/6, 0 =
0.1 (r =0.3647), ug(x) = sinz, T = 1 valasztassal. A 20.2.2. animécién ugyanezen feladat
numerikus megoldasa lathaté ugyanekkora racsparaméterrel egy finomabb récson.

Id&pent: 0.6000

7 £ S
Helykoordinata (x)

20.2.2 Animiacié. A (10.16) séma (explicit Euler-mddszer) eredménye a h = 7/12,
d =0.025 (r = 0.3647), up(z) = sinz, T' = 1 vélasztdssal. A 20.2.1. animécién ugyanezen
feladat numerikus megoldasa lathaté ugyanekkora racsparaméterrel egy durvabb récson.

Id&pont 0.6000

T T z zs
Helykoordinata (x)

20.2.3 Animiécié. A (10.16) séma (explicit Euler-mddszer) konvergencidjanak szemlél-
tetése. Az animécié azt mutatja, hogy hogyan valtozik a maximum-normabeli hiba a
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9U3p5c1dFX2Jqalk/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9ODBUUVROaTEwM2s/edit

T =1 idoérétegen abban az esetben, ha a racsparamétert konstansnak tartva felezziik a
racstavolsdgot és negyedeljiik az id6lépést. Vegyiik észre, hogy minden finomitasi 1épés-
ben kb. negyedelodik a hiba, ami mésodrendli konvergenciat mutat.

Intervallumok: 6, Idélépések: 10, Hiba: 1.033042-002
04 - - . - - -

1]

Hémérséklet (u)

S

0 75 ]
Helykeordinata (x)

20.2.4 Animiécié. A (10.16) séma (explicit Euler-mddszer) eredménye a h = /100,
9 = 0.0005 (r = 0.5066), up(z) = sinz, T = 0.75 valasztassal. Mivel r > 0.5, a numerikus
megoldéas nem stabil. Ennek eredménye, hogy a lépésmaétrix 1-nél nagyobb abszolut értéki
sajatértékéhez tartozd sajatvektor (ami a kezdeti vektor el6éllitdsaban nem is szerepel)
a gépi kerekitések miatt feler6sodik az iteracios vektorban. Ez a jelenség figyelheté meg
az animdaciéban a t = 0.6 idéponttdl (az animéciéban ez a rész lassitva szerepel).

Id8pont 0.7000

04

Hameérseklat (u)

03]
2|
1

r 0 “_'_'.'
s
L s 1 s z zs 3
Helykoordinata (x)

20.2.5 Animdacié. A (12.7) séma (Crank—Nicolson-mddszer) eredménye a h = /100,
d = 0.005 (r = 5.066), up(z) = sinz, T = 2 véalasztassal. Az animécié azt mutatja, hogy
a feltétel nélkiil stabil Crank-Nicolson-médszer r = 5-0s racsparaméterrel is (10-szer
akkoraval, ami az explicit Euler-mddszer esetén megengedett) teljesen kielégité megoldast
szolgaltat. Ilyenkor nem a stabilitas, hanem az elérni kivant pontossag hatarozza meg r

és az idolépés értékét.

Id8peont 0.5750

smerseklet (u)

r 01
[\ & 0 T T z
Helykoordinata (x)

20.2.6 Animacié. A (12.7) séma (Crank—Nicolson-mddszer) eredménye a h = /100,
9 =0.0001 (r = 0.1013), T' = 1 vélasztassal. Az animéacié a hévezetés jelenségét szemlél-

teti egy altalanos kezdeti fiiggvény esetén.
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9TnF3NmpiNXNqSTQ/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9NzE1WjJjR2VEZUE/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9VnA0OXlBbmJ2Ykk/edit

Id8pont 0.0105

Homerseklet (u)
[

i
Helykoordinéta (x)

20.2.2. A kétdimenzios hovezetési egyenlet numerikus megolda-
sa

Most attériink a kétdimenzids hovezetési egyenlet megolddsainak szimulacidira. A
8tU(t,.I',y) = aﬂ?ﬂﬁu<t7$>y) + 8yyu(t,x,y) (201)

(v6. (13.2)) egyenletet oldjuk meg az egységnégyzeten és a (0, T] idéintervallumon homo-
gén Dirichlet-peremfeltétellel. Kezdeti fiiggvényként a MATLAB peaks nevii beépitett
kétvaltozos fliggvényét hasznaljuk. Vizsgaljuk elészor a véges differencidas megoldésokat!

20.2.7 Animdacié. A (13.3) séma (explicit Euler) eredménye a h, = h, = 1/11, § =
0.001983 (r, = r, = 0.24), T' = 0.2 valasztassal.

Idépont: 0.000

Hémeérséklet (u)

W
[\ ¥ ‘ x

20.2.8 Animacié. A (13.3) séma (explicit Euler) eredménye a h, = h, = 1/11, § =
0.002149 (r, =, = 0.26), T' = 0.8 valasztassal. Egy kicsit megnovelve az id6lépést mar
sériil a stabilitasi feltétel. Emiatt 1ép fel a ¢ = 0.5 idéponttdl lathato jelenség.

Id3pont: 0.000

Hoémeérséklet (u)

20.2.9 AnimAacié. A (13.3) séma (explicit Euler) eredménye a h, = h, = 1/51, § =
1.1534e — 004 (r, = r, = 0.3), T' = 0.008 valasztassal. Az animdcié ismét a nem stabil
esetet szemlélteti, most egy finomabb racs esetén.
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9al9OQUpEOTgtNnM/edit
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/peaks.html
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9T1lkSFB6eUQzNjA/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9VnZTcnQwTnVpSkU/edit

Idépont: 0.000

Homérseklet (u)

20.2.10 Animaécié. A (13.12) séma (Crank-Nicolson) eredménye a h, = h, = 1/51,
§ =7.6893e — 004 (r, =1, =2), T = 0.1 vélasztassal. Az animdci6 azt szemlélteti, hogy
a Crank—Nicolson-séma nagyobb racsparaméterek esetén is stabil megoldast ad.

Idépont: 0.000

Homérséklet (u)

Most attériink a feladat végeselemes szimulacidinak bemutatasara. Mindegyik eset-
ben egyenletes hdaromszogracsot és szakaszonként linedris bazisfiiggvényeket hasznalunk.
Mutatunk példat Neumann-tipusu peremfeltételre is.

20.2.11 Animacié. A numerikus megoldas szimulaciéja a T = 0.0455 idépontig abban
az esetben, ha 10-10 bels6 osztépontot vesziink fel x és y iranyban is. A szemidiszkrét
feladat megoldasara a Cranck—Nicolson-mdédszert hasznaltuk At = 0.0005 valasztassal.

Idépont 0.0005

. W -6

I ey e
i N ; A
i k L

u
< ; s
1 i e,
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05 e 4
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B
x

20.2.12 Animacié. Ebben a szimulaciéban a peremfeltétel az y = 0 oldalon homogén
Neumann, a tobbin homogén Dirichlet. Az animacié a numerikus megolddst mutatja a
T = 0.045 id6pontig abban az esetben, ha 40-40 belsé osztépontot vesziink fel x és y
iranyban is. A szemidiszkrét feladat megoldasara a Crank—Nicolson-mddszert hasznaltuk

At = 0.0005 valasztassal.
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9TnJrZzREeXROUTA/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9NlV5WTdva2RjWm8/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9bHNPaUswaVRyOVE/edit
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20.2.3. Az advekcios egyenlet numerikus megoldasa

Az advekcids egyenlet numerikus megoldasainak bemutatdsahoz a

u(0,2) = sin(2rz), =z € (0,1) (20.2)

{&u(t,m) + adyu(t,x) =0, te€(0,T), z€(0,1)
feladatot valasztottuk periodikus peremfeltétellel (u(t,0) = wu(t, 1)). Feltessziik, hogy
az advekcio sebessége pozitiv. Az alabbi animaciok harom sémat hasonlitanak Gssze:
upwind, Lax-Wendroff- és leapfrog. A sémak diszkrét Fourier-analizisébdl tudjuk, hogy
mindhdrom sémdara a CFL-feltétel (R < 1) egytttal elégséges is a stabilitdshoz. R = 1
esetén a racspontokban a pontos megoldast kapjuk, igy ebben az esetben nem valtozik az
amplitudé. R < 1 esetén csak a leapfrog séma tudja ezt. A Lax—Wendroff-séma kevésbé,
az upwind jobban csokkenti az amplitidot. A numerikus megoldas fazisa is altalaban eltér
a pontos megoldéasétol. Altalaban lemarad a numerikus megoldéas a pontos megoldashoz
képest. A Lax—Wendroff-sémanél és a leapfrognal kb. ugyanakkora ez a lemaradas. Az
upwind séma esetén a numerikus megoldds R > 1/2 esetén siet, R < 1/2 esetén lemarad.
R = 1/2 esetén lényegében nincs fazistolas.

20.2.13 Animéacié. Az upwind séméval nyert numerikus megoldas R = 0.75, h = 1/20
valasztassal.

Id8pant: 0,000

LI

20.2.14 Animacié. A Lax—Wendroff-sémaval nyert numerikus megoldds R = 0.75, h =
1/20 vélasztéssal.
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9S05IOHBkbEpsbGM/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9S0FLNHFBQWRNY1k/edit

Idépont: 0,000

02|
44
8

20.2.15 Animdacié. A leapfrog séméaval nyert numerikus megoldds R = 0.75, h = 1/20
valasztassal.

Idépont: 0.000

2z
24
08

A kovetkez6 animacié azt az esetet mutatja, amikor a Lax-Wendroff sémandl nem
teljesiil a CFL-feltétel.

20.2.16 Animacié. A Lax—Wendroff-sémaval nyert numerikus megoldas R = 1.05, h =
1/20 vélasztéassal. Az instabilitds jelensége koriilbeliil ¢ = 9-tél lathato.

Id8pont 10.815

0|
0|

20.2.4. Az egydimenzios hullamegyenlet numerikus megoldasa

A Oyu(t,x) = Oppu(t, x) egydimenziés hulldmegyenletet tekintjiik homogén Dirichlet-féle
peremfeltétellel. A numerikus megolddshoz a véges differencidk modszerét hasznaljuk
((18.1) séma).

20.2.17 Animécié. Ebben az animéciéban a kezdeti feltétel u(0, x) = sin(nz), Ou(0, z) =
0. A numerikus megolddshoz 20 belsé pontot vettiink fel a [0,1] intervallumon. A sémat
az R =1 véalasztassal alkalmazzuk a [0,6] idéintervallumon.

279


https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9dGlqSy1QdGlpY28/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9dkY2WVU5U05NMEE/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9TFppVWdJZ1A4SkU/edit

dépont: 1.667

—u

20.2.18 Animacié. Ebben az animdcioban a kezdeti feltétel

u(0,z) = exp(—(z — 0.3)%/0.005), du(0,x) = 0.

A numerikus megoldashoz 50 belsé pontot vettiink fel a [0,1] intervallumon. A sémét
az R =1 valasztassal alkalmazzuk a [0,6] id6intervallumon. Az animécié jél szemlélteti,
hogy az u megoldasfiiggvény egy jobbra és egy balra haladé hullam 6sszege.

Idépont: 1.529

42
04
28
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https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9QXIyMWx3ek5KNjA/edit
https://docs.google.com/file/d/0BwvXFJKB_DN9VTA0NnJMcVlYTW8/edit

21. fejezet

Feladatok

21.1. Feladat. Adjuk meg az aldbbi kozelitések rendjét! Ha egy f fliggvény k-adrendii
derivaltjat kozelitjiik, akkor mindenhol feltessziik, hogy f € C**1(Q)-beli.

(a) /(@) % o (f( 4 h) = fa— 1)

(b) F'() & g (~37(@) + 41 (x + B) — f(x +20))

(€) Doy (,9) & iy (F+ Ry 4 B) = o+ by — b
—f(a:—h,y—l—h)+f(x—h,y—h)

21.2. Feladat. Kozelitsiik a 0,[q(z)0,] differencidloperatort azzal a véges differencié-
val, amely egy olyan racson értelmezett, ahol az egész indexek egy egyenletes felosztas
racspontjait, a tort indextiek értelemszeriien az ezek kozotti felezopontokat jelolik:
1 n—%, n— n+i n—iy, n nt+i n
ﬁ(q 2" = (¢ T+ ¢ R “)-
Szamitsuk ki a kozelités rendjét, ha a ¢ € C*(R) feltevéssel éliink!

21.3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha (pl. egy véges differencia kozelitéssel kapott megoldas-
) sorozat konvergens || - || normaban, akkor tetszbleges p € RT esetén konvergens a
| - |lnp norma szerint is! Mutassunk példét arra, hogy a forditott irdnyd kovetkeztetés
nem igaz semmilyen véges p esetén sem!

21.4. Feladat. Tekintsiik a

Ou(t,x) = opOpeu(t,z), teERYT x € (0,7)
Oyu(t,0) = Opu(t,7) =0, teRT
uw(0,2) =sinz x € (0,7).

281



feladat kozelitésére vonatkozd

n+1 n opd (., n n n _
uk =up + 2 (up_y — 2up +up,y), k=1,2,...,N
_ n n n n o __ n

up =sin 375, k=0,1,...,N,N+1
sémat, amelyet a (0,7) intervallum egy egyenletes felosztasan adunk meg, ahol zyp = 0
és xyy1 = 7 a peremracspontok. Szamitsuk ki ennek konzisztenciarendjét!
21.5. Feladat. Tekintsiik a

owu(t,z) = opOyu(t,z) + f(t,xz), teRY ze(0,7)

u(t,0) =u(t,m) =0, teR*"

u(0,x2) =sinz  z € (0,m).

feladat kozelitésére vonatkozod

Wt = g 2B — 2up ) + A(f(nd.x) + f(n+ Dd.a), k=12, N
uy = upq =0,

ug—sm]\fil, k=0,1,...,N,N+1

sémat, amelyet a (0,7) intervallum egy egyenletes felosztdsdan adunk meg, ahol zo =
0 és xy,1 = m a peremracspontok, tovabbd f € C(0,7) adott. Szdmitsuk ki ennek
konzisztenciarendjét!

21.6. Feladat. Igazoljuk, hogy a
Owu(t, x) + adyu(t,x) = 00u(t,x), te (0,7),x € R
u(0,2) = f(x), =R

feladat
n+1 + a2h(

= [(kh)

implicit séméval valé kozelitése pontonként konzisztens, és adjuk is meg a (pontonkénti)
konzisztencia rendjét!

n+l _  ntl n n+l n+1 n+1
U — Up 1>_uk+ah (Uk+1 2up +upy)

21.7. Feladat. Igazoljuk, hogy a
Owu(t,z) = Opeu(t,z), te(0,7),x €R

egyenlethez tartozé
20

h2(

n+1 n—1

n+1 n+1 n+1
up T — uply — 2u g D)

séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Szamitsuk ki a konzisztenciarendet!

282



21.8. Feladat. Igazoljuk, hogy adott f € C*(R™ x R) esetén a
Owu(t,x) = Ogpu(t,z) + f(t,x), t€(0,T7),zeR

egyenlethez tartozé

20
up — = (e = 207 + )+ 6(f((n 4+ 1)6, @) + f((n = 1)3, 24)

séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Szamitsuk ki a konzisztenciarendet!

21.9. Feladat. Igazoljuk, hogy a

Owu(t, ) = opdgeu(t,x), t€ (0,T),z€R
u(0,z) = f(x), z€R

feladathoz tartozo

)
n+l _ n n+l n+1 n+1
up = up +op5(wiy — 2w +upty)

h?

implicit séma a || - |52 norma szerint konzisztens a fenti egyenlettel!
21.10. Feladat. Milyen feltétellel teljesiil, hogy a
Owu(t, z) = Opeu(t,z), te€(0,7),x €R

egyenlethez tartozé

20
“ZH - UZ_I = ﬁ(“ZH - (“ZH + UZ_I) +ug_y)

séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel?
21.11. Feladat. Igazoljuk, hogy a

Owu(t, z) = adyu(t,x), te€ (0,T),z€R
uw(0,2) = f(z), z€R

feladathoz tartozo

n+l _ n n+l _ _ ntl
wpT =g+ 2R(upy — wh)

implicit séma pontonként konzisztens a fenti egyenlettel! Hatdrozzuk meg a konziszten-
ciarendet!
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21.12. Feladat. Igazoljuk, hogy a kétdimenzids
Ou = adyu + boyu

hullamegyenletre vonatkozé természetesnek tiino

2
R2
n+l _ n n T 12 n n Y N2 n
ujvk — u]Jc - R$D07$u‘77k + _2 DO@UL,C - RyDO’ij7k + _2 D07yu‘j’k

séma nem konzisztens méasodrendben az id6valtozé szerint! Hogy modositsuk, hogy va-
16ban mésodrendben konzisztens legyen? (Itt érdemes altaldanositani a (14.5) formulat,
és az azt kovetd gondolatmenetet.)

21.13. Feladat. Igazoljuk, hogy a Peaceman-Rachford-séma forrastaggal vett

(1= %D8,) = (1 +3D,)w + !
(1= D8, w = (145 D8, w4 gt

verzidja minden valtozo szerint masodrendben konzisztens a kovetkezo egyenlettel:
21.14. Feladat. Tekintsiik a

Ou(t, ) = Ogpu(t,z) +tx t € R x € (0,7)
uw(t,0) =1, wu(t,m)=2 teR*
u(0,z) =sinz  x € (0, ).

feladat kozelitésére vonatkozo

uptt =R 4 L(up = 2up +up ) + 6 by, k=1,2,...,N
up =sing75 k=0,1,...,N,N+1

sémat, amelyet a (0, 7) intervallum egy egyenletes felosztdsan definidlunk, ahol xy = 0
és ry1 = 7 a peremracspontok!
Irjuk ezt fel (inhomogén) linedris rendszer alakjéban, azaz adjuk meg az

u"t!l = Au™ + b

alaku lépésoperatorban szereplé A maétrixot és b vektort!
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21.15. Feladat. Tekintsiik a

Oyu(t,x) = Ogpu(t,x) —tx t € RT, x € (0,7)
O,u(t,0) =1, Opu(t,m)=—-1 teR*"

u(0,2) =sinz =z € (0,).

feladat kozelitésére vonatkozd

1 h)
up ™t = 4 S (up = 2u 4 upyy) —0-ndx, k=1,2,...,N
n n __ 1 n n _ 1

Uy —U = §x10 Un41 — UNy1 = T N1

up =sing75 k=0,1,...,N,N+1

sémat, amelyet a (0, 7) intervallum egy egyenletes felosztdsan definidlunk, ahol xy = 0
és ry1 = 7 a peremracspontok!
Irjuk ezt fel (inhomogén) linedris rendszer alakjéban, azaz adjuk meg az

u"t! = Au” + b"
alaku lépésoperatorban szereplé A maétrixot és b vektort!

21.16. Feladat. Irjuk fel a Q = (0,1) x (0,1) tartoményon adott

Opu(t, z,y) = Opaull, z,y) + Oyyu(t, z,y) (r,y) € Q
u(z,0) =0, Jyu(xz,1) =0, =z € (0,1) (21.1)
u(0,y) =0, dyu(l,y) =0, x€(0,1)
feladat numerikus megoldasara vonatkozo azon sémahoz tartozo lépésmatrixot, ahol egy
egyenletes racson diszkretizaljuk a feladatot, tovabba a masodik derivalt kozelitésére az

Tng,x + TyDay sémat hasznéljuk, a homogén Neumann-peremfeltételt pedig a legegysze-
riibb jobb-, illetve baloldali elsérendii véges differenciaval kozelitjiik!

21.17. Feladat. Modositsuk a 21.16. feladatot gy, hogy a perem aljan, illetve bal ol-
dalan az u(x,0) = z, illetve az u(0,y) = y Dirichlet-peremfeltételek legyenek adottak.
Ekkor a megfelels rendszer u"™! = Au™ + b" alaki lesz. Szamitsuk ki A és b" értékét!

21.18. Feladat. Igazoljuk, hogy a
owu(t,z) + adyu(t,z) =0, te€(0,7),ze€R

egyenlethez tartozé
Wt = (1 - R)uf + Ruj_,

séma pontosan akkor stabil, ha a > 0és 0 < R <1 teljesiil!
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21.19. Feladat. Igazoljuk, hogy a
Owu(t, z) + adyu(t,z) =0, te€ (0,T),z€R
egyenlethez tartozé
up ™ =g — E(UZ-H — Up_1)
séma semmilyen a és R érték mellett sem lehet stabil!
21.20. Feladat. Igazoljuk, hogy az egydimenzids
o+ ad,u =0

egyenletre vonatkozo

n 1 n n n n
uptt = é(ukJrl +up_ ) — E(ukJrl —up_)

séma (Lax—Friedrichs-séma) pontosan akkor stabil, ha |R| < 1 teljesiil!
21.21. Feladat. Igazoljuk, hogy a

Owu(t,z) = opOyu(t,x), te (0,7),zeR
egyenlethez tartozé

T r
n+1 n+1 n+1 n+ly _ n n n n
U — §(uk+1 = 2w +uphy) = + §(uk+1 — 2up + up_q)

Crank—Nicolson-séma feltétel nélkiil stabil!
21.22. Feladat. Igazoljuk, hogy a

Owu(t,x) = adyu(t,x) + opOyu(t,z), t€(0,7),z € R
egyenlethez tartozé

R
uTH—l — un 4 §D0un+1 4 TDguTH_l

séma feltétel nélkiil stabil!
21.23. Feladat. Tekintsiik az u : (0,7) x R®> — R tipusu fiiggvényre vonatkozé
Ou = Oppt + Oyyu + 0.1

egyenlet (valamilyen konkrét kezdeti feltételhez tartozd) megolddsdnak numerikus koze-
litésére felirt

(I-tD2, —%2D2 Yu™s = ([+%D3 )u"

(I-%D2, — =D )u™s = (I+%DZ,)u"s

(1 - %Dgz - %D(Q)x) ut = (I + %Dg,y) us
sémat!
Igazoljuk, hogy ez feltétel nélkiil stabil!
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21.24. Feladat. Tudjuk, hogy a homogén Neumann-peremfeltételekkel rendelkez6 0,u =
00..u feladat megoldasanak kozelitésére vonatkozo egy egyszerti explicit Euler séma 1é-
pésmatrixa

1—7r T 0 0 0
r 1—-2r r 0 0
0 0O r 1-—2r r
0 0 0 T 1—r

Mutassuk meg, hogy a stabilitds egy elégséges feltétele most is 0 < r < % teljesiilése! Ez
sziikséges is?

21.25. Feladat. Irjuk fel a fenti 21.24. feladat médositésaként az implicit Euler séméhoz
tartozo 1épésmétrixot, majd igazoljuk, hogy az (a peremfeltétel nélkiili esethez hasonléan)
most is feltétel nélkiil stabil sémat ad!

21.26. Feladat. Adjuk meg a 21.16. feladat azon modositasdhoz tartozd 1épésmatri-
xot, ahol mindeniitt homogén Neumann-peremfeltételt tekintiink! Mutassuk meg, hogy
a stabilitds (itt is) pontosan akkor teljesiil, ha 0 < r, 4+ r, < 1 fennalll

21.27. Feladat. frjuk fel a a homogén Dirichlet- és a homogén Neumann-peremfeltéte-
lekkel rendelkezé 0yu = 00,,u feladat megoldaséara felirt Crank—Nicolson-sémahoz tarto-
z6 1épésmatrixot! Igazoljuk, hogy mindkét séma feltétel nélkiil stabil! (Segitség: frjuk fel
a lépésmatrixokat (I + Q)~'(I — Q) alakbal)

21.28. Feladat. Vizsgéljuk a 0,v(t,z) = A0, v(t, z) advekciés egyenlethez tartozé

A% +1 =v —+ §ADOV + 7A2D(2]V s R = E
Lax—Wendroff-sémat, ahol A valés, diagonalizalhaté matrix valds A1, Ao, ..., A\; sajatérté-

kekkel! A skalar esetre vonatkozo eredmény felhasznalasaval igazoljuk, hogy ez pontosan
akkor stabil, ha R|A;| <1 minden j =1,2,...,[ esetén!

21.29. Feladat. Vizsgaljuk a 21.28. feladatban szerepl6 egyenlethez tartozo

R 0
vl —ADyv"™ =v", R=-—
2 " h
sémat, ahol A most is valés, diagonalizalhaté matrix valds A1, Ao, ..., \; sajatértékekkel!

Igazoljuk, hogy a skalar esethez hasonléan ez feltétel nélkiil stabil!
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21.30. Feladat. Milyen R" — R"™ operator legyen Dg, hogy a periodikus vektorok
halmazan minden u, v parra teljesiiljon a

(Dyu,v) = (u, Dgv)
egyenloség?

21.31. Feladat. Legyenek az u,v € RY vektorok periodikus peremfeltétellel elldtva.
Konstrualjuk meg az ilyen peremfeltétellel ellatott u és v fiiggvényekre vonatkozd

(Opztty v) = —(0pu, O4v)

azonossagnak megfelel6 formulat u és v esetére!
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