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Luku 1

Johdanto

1.1 Varoitus

Kadessési oleva luentomoniste perustuu teknillisessd tiedekunnassa pitami-
ini numeeristen menetelmien luentoihin. Monisteesta puuttuvat luennoilla
kiydyt esimerkit ja lauseiden todistukset. Koska moniste ei ole tarkoitettu
itseopiskelumateriaaliksi, niin suosittelen osallistumista luennoille.

Edelleen pidatan oikeuden muutoksiin koskien kurssin sisaltoa.

1.2 Numeeriset menetelmat insinooritietieteis-
sa

Insin6orit valmistavat tuotteita ja palveluja inhimillisen elamén parantamisek-
si. Insindoritieteet perustuvat luonnonlakien, -materiaalien ja -energialdhtei-
den hyvaksikdyttoon. Néitd tuotteita ja palveluja ovat energiansiirto, tietoli-
ikenne, teollinen toiminta, kuljetus ja tiedon hallinta.

Teknillinen toiminta perinteisesti sisaltad seuraavat asiat:

e tutkimus
e suunnittelu
e testaus

e valmistaminen
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e koulutus

Suunnittelu on oleellinen osa insinéorin toimintaa. Hyvalld suunnittelulla
voidaan pienentdd ympaéariston kuormitusta, tehdé turvallisempia ja luotet-
tavampia tuotteita.

Luonnonkieli on matematiikka. Insindorin on ymmarrettavd matemati-
ikkaa voidakseen mallintaa matemaattisesti teknilliset ongelmat yhtéldiden
muodossa. Matemaattisten yhtéloiden ratkaisujen tulee olla fysikaalisesti mielekkaita,
jotta niistd olisi jotain hyotya. Yksinkertaisemmissa malleissa matemaat-
tiset yhtélot voidaan ratkaista analyyttisesti suljetussa muodossa, tai sar-
jakehitelmien avulla. Néissd apuvélineeksi riittda kyné, paperi ja hyva soh-
va. Usein ongelmat ovat niin komplisoituja, ettd tarvitaan laskentakonetta
ongelmien ratkaisemiseen. Esimerkiksi lineaarisen yhtéaloryhmén ratkaisem-
inen voidaan periaatteessa suorittaa (jopa kdytdnnossd) suorittaa kynalla
ja paperilla kunhan tehtévén suorittajan pinna on riittavan pitkd. Gaussin
menetelmé on ns. suora ratkaisumenetelma, jonka avulla yhtaloryhmaéan ratkaisem-
inen voidaan suorittaa hyvin nopeasti ja erheettémésti; pyoristysvirheita
lukuunottamatta.

Varsin usein matemaattinen ongelma ei ole ratkaistavissa suljetussa muo-
dossa. Télloin yhtdlon matemaattinen ratkaiseminen korvataan diskreetil-
& ratkaisuprosessilla, jonka avulla haetaan ratkaisulle riittdvan hyva ap-
proksimaatio 1. likiratkaisu. Newtonin menetelmé epéalineaaristen yhtaldiden
ratkaisemiseksi on yksi télldinen ratkaisumenetelmé. Néille menetelmille on
tyypillista, ettd ne etenevit askelittain alkuarvausta kohti ratkaisua. Namé
ovat iteratiivisia menetelmia.

1.3 Mita on numeerinen analyysi

Luonnontieteen ja tekniikan matemaattisten ongelmien numeeristen lasken-
tamenetelmien

e johtaminen;
e analysointi;

e matemaattisten ongelmien konstruktiivinen ratkaiseminen

Esimerkki 1.1 Tyypillisesti teknitkan ongelma mallinnetaan osittaisdiffe-
rentiaaliyhtaloiden avulla.
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Reaalimaailma,

Matemaattinen malli; (puutteellinen informaatio)
diskretisointi;

Numeerinen malli ja algoritmsi;

tulos;

virheanalyysi ja vertailu muthin tuloksiin

1.3.1 Numeerinen algoritmi

Esimerkki 1.2 Etsitidn luvun neliGjuuri puolitusmenetelmdlld: Olkoon a >

1 jae>0.
1. Alkuarvaus: xo =1, r1 = a
2. x =i
o Kysymys: Onko x > \/a?
o Testi: x? > a vai 2° < a?
3. Jos x? > a, niin asetetaan o = T ja 1 = a. Muussa tapauksessa
ro=1jax ==z
4. Testi: Onko 1 — xy < 2¢? Jos vastaus on kylld, niin seuraava x on
risttavdan ldhelld juurta. Muussa tapauksessa
5. Palaa kohtaan 2

Tyypillisesti numeerinen algoritmi tuottaa jonon lukuja z,, (vektoreita, funk-
tioita, jne.). Algoritmi on konvergoiva, jos jono suppenee kohti ongelman
ratkaisua:

Ty — T

Algoritmin analyysissa meiddn on tutkittava lasketun approksimaation
virhe 1. suoritettava virheanalyysi.
Virheldhteet:

e lukujen pyoristys
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e ddrettoman jonon katkaiseminen

e inhimillinen erehdys
Virheiden tyypit:
e a priori-virhe ei ole riippuvainen lasketusta approksimaatiosta. Se voidaan
arvioida ennen varsinaista laskentaa.
e a posteriori-virhe voidaan péaitelld, kun approksimaatio on laskettu tai
riittava méaaréd termejé jonosta on laskettu.
Virheanalyysissa analysoidaan
e absoluuttista virhettd |a — a*|

la—a”|
|al

e suhteellista virhetta

1.3.2 Hyvin asetettu ongelma

Oletetaan, ettd S(d) esittéad ongelman ratkaisua annetulle datalle d. Olkoon
S(d 4 dd) hairityn ongelman ratkaisu, missé dd on héirio (Esimerkiksi mit-
tausvirhe). Méadritelladn ei-negatiivinen luku

15(d + od) = S(d)]|

ilmoittamaan ratkaisujen erotuksen suuruutta. Numeerinen ratkaisu on hyvin
asetettu, jos seuraavat kaksi ehtoa ovat voimassa:

1. Jokaiselle datalle on olemassa yksikésitteinen ratkaisu;

2. Ratkaisu S(d) riippuu jatkuvasti datasta, ts.
|1S(d+ dd) — S(d)|| — 0, kun ||éd|| — 0
Numeerinen ratkaisu on hyvin kiyttyva (well posed), jos pieni héiri datas-

sa aiheuttaa pienen muutoksen ratkaisussa. Muutoin numeerinen prosessi on
huonosti kiyttaytyva (ill posed).

Maaritelma 1.3.1 Numeerinen prosessi on Lipschitz-jatkuva, jos on ole-
massa vakio L > 0 siten, ettd kaikille € > 0

15(d +dd) = S(d)|| < Lf|od]],
kun ||6d]| < e.

Jos numeerinen prosessi S(d) on Lipschitz-riippuva datasta, niin se on hyvin
kiyttaytyva.
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1.3.3 Virhelahteet

Tavallisesti probleema P ei voida ratkaista suoraan; vaan sen sijaan ratkaistaan
approksimaatio ongelma P;. Tésté aiheutuu ns. globaali virhe E. Approksimaatio-
ongelma P; vuorostaan ratkaistaan numeerisesti. Téassa prosessissa aiheutetaan
typistysvirhe F,. Numeerisissa menetelmissa ratkaisumenetelmien kehittelyn
lisdksi on osattava arvioida ratkaisumenetelmén virheldhteet.

Tavallisesti numeeriset algoritmit perustuvat rekursiokaavaan

Yni1 = F(Yn, Yn-1,--- %), n=m,m+1,m~+2 ...,

missa 4o, . . ., Ym_1 on probleeman alkudata.
Virheen analysoinnin liséksi tutkitaan numeerisen ratkaisuprosessin stabi-
ilisuutta: pieni virhe alkudatassa aiheuttaa pienen virheen ratkaisussa.
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Luku 2

Numeerista lineaarialgebraa

2.1 Matriisialgebran kertaus

Matriisi on lukukaavio, jossa on m rivia ja n saraketta

a;; Q2 - QAip
Q21 Q22 -+  QA2p

A == . . . P
Am1 Am2 - Amn

missé luvut a;; ovat joko reaali- tai kompleksilukuja. Indeksi ¢ alkion rivi-
indeksi, ja j sarakeindeksi. Matriisi, jolla on vain yksi rivi tai sarake, sano-
taan rivivektoriksi tai sarakevektoriksi. Mikali matriisin rivien ja sarakkeiden
lukumééara on sama, niin matriisi on neliomatriisi. Talloin matriisin pdddiag-
onaali on diag(A) = (a1, a9, . .., Ann)-

Matriisien laskuoperaatiot Olkoon A = (a;;), B = (b;;) kaksi m x n
matriisia. Matriisit ovat samat, jos a;; = b;; kaikille ¢ ja j. Liséksi matriiseille
voidaan madritelld seuraavat laskuoperaatiot:

o Summa: A+ B = (a;j + b;j;

o Skalaarilla kertominen: kA = (kaj;);

13
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o Matriisitulo: Olkoon A (m X p)-matriisi ja B (p x n)-matriisi. Télloin
tulomatriisi
AB Cz] Z azkbk]

Matriisitulo on liitdnndinen ja assosiatiivinen; mutta ei yleensd vaihdan-
nainen 1 kommutatiivinen. Siis yleensé matriiseille on voimassa AB # BA.
Yksikkomatriisi

(1 00 --- 0]
010 --- 0
[,=001 -0
000 -+ 1

on matriisikertolaskun suhteen yksikkoalkio, ts. Al = [A = A.

Kaanteismatriisi

Maaritelma 2.1.1 Neliomatriisi A on kddntyvd (sidnnéllinen tai ei-singulaarinen),
jos on olemassa matriisi B siten, ettd AB = BA = I. Matriisia B kutsutaan
A:n kddnteismatriisiksi, ja merkitiin B = A~

Tulomatriisin AB kidnteismatriisi, jos se on olemassa, on AB)™! = B~1A~!.
Matriisin saannollisyydelle on seuraava hyodyllinen ominaisuus:

Lause 2.1.1 Neliomatriisi on kdadntyvd jos ja vain jos sen sarakevektorit
ovat lineaarisesti risppumattomat.

Miéiritelma 2.1.2 Matriisin A € R™™ transpoosi on (n x m-matriisi AT,
joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit matriisin AT sarakkeiksi.

Transpoosille on voimassa seuraavat ominaisuudet:

(A )

( ) AT—f-BT
(AB) = pTA”
(aA)T = aA”

(AT = (AT

Matriisi on symmetrinen, jos AT = A. Lopuksi matriisi on ortogonaalinen,
jos ATA= AAT =1, ts. A1 = AT,
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Matriisin jalki ja determinantti Olkoon A nelidmatriisi kertalukua n.
Matriisin jalk: on matriisin diagonaalialkioide summa:

n
tI'(A) = Z (077
i=1
Matriisin determinantti on skalaari

det(A) = Z SIgN(0) i 0 (1)A2,0(2) * * * An,o(n)s

ceP

missé P indeksivektorin i = (1,2,3. .., n) kaikkien permutaatioiden 1. jarjestys-
ten joukko. Permutaation merkki sign(o) on 1 (-1), jos o(i) saadaan i:sté
parillisella (parittomalla) méérilla paikanvaihtoja.

Matriisin determinantille patee ominaisuudet:

Merkitéén matriisilla A;; sellaista kertalukua n — 1 olevaa matriisia, jo-
ka saadaan matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s sarake. Madaritelladn luku
Ay = (=1)"9) det(A;;), jota kutsutaan matriisialkion a;; kofaktoriksi. Tél-
16in matriisin determinantin laskemiseen voidaan kayttaa ns. Laplacen sédan-
toa:

n n
=1 i=1
Matriisin A kddnteimatriisi, jos se on olemassa, voidaan laskea seuraavasti:

1
AT = ——[A].
det(A) [Ai
Néin ollen matriisi on kddntyvé, jos ja vain jos sen determinantti on nol-
lasta eroava.
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Matriisin aste ja ydin Olkoon matriisi A tyyppid m x n. Matriisin kuva-
avaruus on
R(A) ={y € R"|y = Az jollain z € R"}.

Matriisin A aste rank(A) on kuva-avaruuden dimensio, 1. lineaarisesti riip-

pumattomien sarakevektoreiden lukuméérd. Mikéli matriisi on neliomatri-

isi ja matriisin aste on sama kuin sarakkeiden lukumdérd, on vastaavalla

yhtaloryhmalla Ax = f yksikésitteinen ratkaisu jokaisella vektorilla f.
Matriisin ydin on niiden vektoreiden joukko, joille Az = 0:

Ker(A) = {z ¢ R"| Az = 0}.
Matriisin asteelle on voimassa seuraavat ominaisuudet:
1. rank(A) = rank(AT);
2. rank(A) 4 dim(ker(A) = n.

Jos matriisi on sdénndllinen, niin rank(A) = n ja dim ker(A) = 0.
Lopuksi toteamme, etté neliomatriislle seuraavat ominaisuudet ovat yhtapitavia:

1. A on sdannéllinen 1. A~! on olemassa;

2. det(A) #0;

3. ker(A) = {0};

4. rank(A) = n;

5. A:n sarake- ja rivivektorit ovat lineaarisesti riippumattomia;

6. YHtaloryhmaélla Az = f on yksikésitteinen ratkaisu jokaiselle f.

Jos ratkaisujoukko on dareton, niin tavallisesti etsitaédn sellaista ratkaisua,
joka tayttdad annetun side-ehdon. Jos taas ratkaisujoukko on tyhjé (ylimaaray-
tynyt tehtévi), niin haetaan sellaista vektoria z, joka on mahdollisimman
lahelld ratkaisua, ts. minimoidaan vektorin Az — f pituus, jonkin normin
mielessa.
Yksikésitteisen ratkaisun yhteydesséa pyritdan kehittelemaén sellaisia ratkaisumenetelmis
jotka soveltuvat mahdollisimman hyvin tietokoneella suoritettavaksi. Ratkaisumenetelméa
ei saisi olla herkké liukulukujen pyoristysvirheille, ja ratkaisun laskeminen ei
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saisi vieda liikaa koneen kapasiteettia eiké se saisi kestda kohtuuttoman kauan
aikaa.

Esimerkiksi Stealth-havittdjien (tutkassa nakyméatton lentokone) suun-
nittelussa joudutaan ratkomaan lineaarisia yhtiloryhmié, joissa on jopa 108
tuntematonta muuttujaa. Matriisin koko on téllsin 10'¢ alkiota. Klassinen
Gaussin menetelmé antaa kyllé yhtélolle tarkan ratkaisun, jota lapsenlapsemme
voivat sitten analysoida. Mutta Stealth-havittdjid on. Kuinka yhtalot on
ratkaistu?

Erikoismatriisit Usein sovelluksissa tormétaén erikoistyyppisiin matrii-
seihin, joiden késittely on helppoa (?!). Téllaisia matriiseja ovat yla- ja alakolmioma-
triisit. Néissd matriiseissa kullakin sarakkeella ldvistdjaalkion ala- tai ylapuolel-

la on pelkkié nollia:

lin O 0 - 0 Uy U2 U3 -+ Ulp
I - l2.1 l2.2 0 ce 0 U= 0 U.22 U23 *++ Uzp
lnl ln2 ln3 e lnn O 0 ln3 e Unn

Yla- ja alakolmiomatriisien ominaisuuksia ovat:
e Deerminantti on diagonaalialkioide tulo;

e ylikolmio- ja alakolmiomatriisin kddnteismatriisi on myos yldkolmio- ja
alakolmiomatriisi.

e Kahden alakolmiomatriisin tulo on edelleen alakolmiomatriisi; vastaava
pitee yldkolmiomatriiseille.

Ominaisarvot Luku A € C on ominaisarvo, jos se toteuttaa karaktersi-
tisen yhtélon det(A—AI) = 0, ja vektori uy € R™ on ominaisarvoon A liittyva
ominaisvektori, jos

Au A= )\U)\.

Karakteristinen yhtdlé on n-asteinen polynomiyhtélo, jolla on algebran
peruslauseen perusteeella aina n kappaletta ominaisarvoja (, kun A on n X n-
matriisi), ja matriisin detrminantti ja jalki ovat

det(A) = I \(A), tr(A) = Xn: i
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Matriisin spektraalisade on

p(A) = max|Ai(A)].

Ominaisarvojen laskeminen tuottaa tosin kdytdnnossé suuria hankaluuk-
sia. Ensinnakin voidaan osoittaa, ettéd viisi ja sitd korkeampi asteisille poly-
nomeille ei ole nollakohtien ratkaisukaavaa. Nollakohtien ma&drdminen on
siksi suoritettava numeerisesti, joka on numeerisesti varsin epastabiili op-
eraatio. Tarkastelemme tédtd ongelmaa hieman epélineaaristen yhtaldiden
ratkaisumenetelmien yhteydessa luvussa 6. Téssa luvussa tarkastelemme joitain
matriisialgebran menetelmié ominaisarvojen maaraamiseen ilman karakter-
istisen yhtalon ratkaisemista.

Esimerkkini olkoon reaaliset ja symmetriset matriisit (A7 = A). Reaalisen
ja symmetrisen matriisin kaikki ominaisarvot ovat aina reaalisia. Lisidksi ma-
triisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa vektoriavaruudelle R™ ortonor-
maalikanta. Edelleen symmetrisen matriisin ominaisvektoreista voidaan muo-
dostaa ortogonaalinen matriisi (), joka diagonalisoi matriisin A:

Q"AQ =D,

missd matriisi D on diagonaalimatriisi, jonka lavistdjaalkioina ovat matriisin
A ominaisarvot.

Yleisesti neliomatriisi on diagonalisoituva, jos on olemassa matriisi U
siten, etta

U AU = D.
Edelleen on voimassa seuraava
Lause 2.1.2 jokaisella matriisilla on nk. singulaariarvohajotelma
UTAV = A,

missd diagonaalimatriisin A diagonaalialkiot ovat matriisin AT A ominaisar-
vojen positiviset neliojuuret, ja matriisit U ja V' ovat sarakeortogonaalisia.

Matriisialgebran kurssilla osoitettiin vield, ettd jokaisella matriisilla on
@ R-hajotelma: A = Q R, missa () on sarakeortogonaalinen ja R on yldkolmioma-
triisi.

Symmetrinen matriisi on positiivisesti definiitti, jos kaikilla x # 0

2T Az > 0.

Talloin ominaisarvot ovat reaalisia ja positiivisia.
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Vektori- ja matriisinormit

Vektorinormi | - || on kuvaus R" — R, siten ettd
L. ||z|]| >0,  # 0 jajos ||z|| = 0, niin = = 0;

2 [[Az]] = [Alflll;

3. [lz +yll < [l + lyll-

Tavallisimpia vektorinormeja ovat:

n
Izl = ) Jail,
i=1
n
1
lzlle = 1Y lail’l2,
i=1

Il = max |zl

Vektoreiden vélinen euklidinen sisdtulo on kuvaus R"™ x R™ — R siten,
etta

zly = (z,y) = Z%’yi
i=1
Selvésti sisdtulolle on voimassa seuraavat ominaisuudet:
1. Se on lineaarinen: (ax + by, z) = a(x, z) + b(y, 2);
2. Symmetrisyys: (z,y) = (y,x);

3. Positiviisuus: (z,z) > 0 kaikille z # 0, ja (z,z(= 0, jos ja vain jos
x=0.

Lause 2.1.3 Cauchy-Schwarz Kaikille pareille z,y:

|z, y)| = |2"y| < llzll2[ly]l2-

Yhtalo on voimassa, jos ja vain jos x = ky jollain k € R.
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Vektorijono {#} ey suppenee kohti vektoria z, jos

lim k — ocoz'™ =ux;, Vi=1,2,3...,n.

i
Helposti todetaan, etta
k)

lim z¢

=z & lim |z —2®||=0
k—o0 k—o0

jokaiselle vektroinormille, joka on maéaritelty R"n:ssé.

Matriisinormi toteuttaa seuraavat maéarittelevit ehdot
1. JJA|| >0, A=0jajos ||A|| =0, niin A = 0;
2. [AA]l = A All
3. |A+ Bl < || All + |BIl:
4. |AB] < ]| BI.
Indusoitu matriisinormi méaritellidn vektorinormin avulla:

| Al = max [[Az].

Esimerkiksi seuraavat matriisinormit ovat vastaavien vektorinormien indu-
soimia:

n

IAl: = max Y |ay

1<j<n 4 1
1=
|A|l2 = A:n suurin singulaariarvo
n
14llee = max Zl |as|
J:

Frobenius-normi
n

IAlr =0 a2

i=1 j=1

ei ole minkéddn vektorinormin indusoima matriisinormi.
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Vektori- ja matriisinormin yhteensopivuus : Vektori- ja matriisi-
normi ovat yhteensopivia, jos

[Az]] < [lA] ]

Huom! Vaikka Frobenius-normi ei ole ls-normin indusoima, niin silti on
voimassa

[Azly < Al rlll2

2.2 Suorat ratkaisumenetelmat

2.2.1 Gaussin menetelma ja LU-hajotelma

Yhtéloryhmé: Az = f, missé kerroinmatriisi on A = [a;;]; j=1,..» on nelioma-
triisi ja datavektori

i
=
I

Alkeisrivimuunnoksilla (yhtaloryhméssa yksi yhtélo voidaan kertoa luvulla
ja lisdtd muihin yhtdl6ihin ei muuta yhtéléryhmén ratkaisujoukkoa) ma-
triisiyhtald pyritdan muuntamaan sellaiseen yhtapitavaan muotoon, josta
yhtéaloryhman ratkaisu on helppo maarittas.

()1
ij
k:n eliminaatioaskeleen jilkeen. Vastaavasti f*) on vastaava oikeanpuolen
vektori. Lisiksi asetetaan AN = A ja f0) = f.

Olkoon A*~Y) masritty ja vastaava oikeanpuolen vektori. Kun on suoritet-
tu k-2 eliminaatioaskelta on muodostettu yhtaloryhma A*—Ng = fk=1),
Yhtiléryhmén kerroinmatriisin A%®~1) sarakkeilla j = 1, ...,k —2 on pelkkii

Merkitiin jatkossa matriisilla A®) = [a;;’] kerroinmatriisia, joka on saatu
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nollia lavistajaalkion alapuolella:

e 1 1 1 1 1) 7
a’gl) agQ) ags) T ag,l)cd ag,l)cq T a’gn)
2 2 3 3 2
EEEE
3 3 3 3
0 0 agy - ag;, gp—1 "7 A3y
0 0 0
Ak = k—2 k—2 k—2
a’l(c—Q,I)c—Q a/(c—Q,l)c—l e a/(ﬁ—Q,r)L
(k1) (k1)
A 1 k-1 " Q1
0 0 0 - 0 a® Al

Oikeanpuolen vektori on talléin

- fl(l) -
(2)
2
15
f= (1;72)
fi—
]Ekzl)
k—1
fr(bk'fl)
Oletetaan lisdksi, ettd jokaisella askeleella agf,)g # 0. Suoritetaan uusi elimi-
naatioaskel seuraavasti: kun £ =2,3,....,n
a ™V i<k -1
o 0, i>k, j<k-—1
W (h=1) _ ol ) o s g
a;; - — ai’iﬂli,lak*’j’ =R, ] =2
JED i<k -1
i = (h=1) _ @k h p(k—1)
fi - a(lcy—il)fkfl
k—1,k—1

Suorittamalla n-1 eliminaatioaskelta paadytaéin lopulta yhtaloryhmééan, jossa
kerroinmatriisina U on ylikolmiomatriisi. Olkoon matriisit A® k. =1,....n
kuten ylla tallin on voimassa seuraava



2.2. SUORAT RATKAISUMENETELMAT 23

Lause 2.2.1 (LU-hajotelma) Oletetaan, etti matriisille A suoritetuissa

eliminaatioaskelissa kertoimet a,@c # 0, k=1,...,n. Tdlloin matriisin A
determinantti on

det(A) = a(l)a(? al™,
ts. yhtdloryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu. Lisdksi matriisille A on voimas-
sa hajotelma A = LU, missa U = A™ on ylikolmiomatriisi ja L on alakolmioma-

triisi, jonka alkiot ovat

0, 1<k

1, i=k
m; g = (k)

ik

ROR 7 > l{?

Ak

Tod.: Mikali matriisille on voimassa LU-hajotelma, niin

det(A) = det(L) det(U) = 1-alVal?) - a

nn’

sillad yla- ja alakolmiomatriisin determinantit ovat niiden diagonaalialkioiden
tulo.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd A:lle on voimassa LU-hajotelma: Olkoon
siten matriisitulo LU = [¢; ;]. Koska matriisi L on alakolmiomatriisi ja vas-
taavasti U yldkolmiomatriisi, niin alkio

min(z,5)

C%] = E m, ka = E m; ka

Eliminaatioaskeleen nojalla matriisin A*) alkioille on voimassa

k k— k— . .
o) = a5 gy D, 9 <k <, kS

Joten jos ¢ < 7, niin

i
R (k)
Clvj - mzvkak,]
k=1
i—1
_ (k) (4)
= [E mi,k‘ak,j]_'_ai,j
k=1

i—1
k k+1 i
= Sl -l
k=1
_ (1) _
= Gy = Qe
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(3+1)
/[:7.7

J
A oK)
Cij = My kA, ;
k=1
J

k k+1
- S -l

Vastaavasti jos ¢ > j, niin a = 0 ja siten

k=1
_ @ G+ (D)
= G TGy = e

O

Yhtaloryhmé voidaan nyt ratkaista helposti kiyttden kerroinmatriisin
LU-hajotelmaa:

1. Ratkaise g yhtéloryhméstd Lg = f eteenpéin sijoituksella;
g = h

i—1
9i = fi_zmi,kfk,izl...,n.
k=1

2. Ratkaise = yhtaloryhmaéstd Uz = g taaksepéin sijoituksella;

1
Tn = —Gn
unn
1 n
Ty = ;[gi— E Ui j 5],

j=it+l
Pivotisointistrategiat

Oletetaan, ettd on suoritettu k = 1, ..., n—1 eliminointisaskelta jolloin yhtéléryh-
mén kerroinmatriisi on saatettu rivioperaatioilla muotoon

(a1 a1 a3 - a1,k—2 a1,k—1 a1y |
1 1 1 1 1
O a/gQ) a%gz - a%,]}2 a%7%1 N a%ﬂ}
2 2 2 2
0 0 azy --- a3 o A3p—1 "7 Q3,
(b1) 0 0 0 ) ) )
A = (k—2) (k—2) (k—2)
k—1,k—1 k(fklikﬁl l(cl:,l?)@
0 kk Agn
0 0 0 0 a“i;”l 5?,;”
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Seuraava muuttuja, joka eliminoidaan jéljelld jadvista yhaloryhmésté (n-
k:sta viimeisestd yhtdlostd ) voidaan valita kiyttden joko yksinkertaista tai
osittaista pivot-strategiaa.

Yksinkertainen pivotisointi Pivot-alkioksi valitaan diagonaalialkio a,(f,; 1),

mikali se on nollasta eroava. Jos ko. alkio on nolla, niin valitaan seuraava
alkio.

Osittainen pivotisointi Pivot-alkioksi valitaan

(k1) (k—1)
|al,k ‘—j:rkn%ffn |aj,k |.

)

2.2.2 Stabiilisuusanalyysi

Matriisin ehtoluku Matriisin A ehtoluku
K(A) = [[A|A7Y],

missé ||A|| on joku indusoitu matriisinormi. Ehtoluku riippuu valittavsta
normista. Tavallisesti kuitenkin kdytetdédn || Al|1, ||All2, ||A|lcc normeja ehtolu-
vun madrittelyyn. Talloin merkitdan ehtoluvulle alaindeksi K(A), Ky(A) tai
Koo(A).
Koska
L= [[AATH] < JAJIIATY = K(A),

niin aina K (A) > 1, matriisn ja sen kddnteismatriisin ehtoluvut ovat yhté
suuria.

Kun p = 2, niin
01(4)

KZ(A) = crn(A)’

missd o, on matriisin suurin ja o, pienin singulaariarvo.
Jos matriisi A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti, niin t&lléin sen
ominaisarovt ovat samalla sen singulaariarvoja. Tall6in matriisin A ehtoluku

)\max
1y (A) = 2.
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Virheanalyysi FErilaisten pyoristysten ja typistysten takia yleensa yhtéaloryh-
man

Az =1 (2.1)

sijasta lasketaankin hairitty yhtaloryhma
(A4 0A)(z + dx) = b+ 6b. (2.2)

Seuraavan lauseen avulla voidaan arvioida matriisin A ja vektorin b pienisté
héiridista johtuva suhteellinen virhe ratkaisussa.

Lause 2.2.2 Olkoon A sdadnndéllinen matriisi ja 0 A pieni hdirié siten, ettd
AT IlsA]l < 1.
Tdllgin, jos x on yhtdléryhmdn (2.1) ratkaisu ja dx toteuttaa yhtdlon (2.2),
nun ratkaisun suhteellinen virhe
o=l _ _ K(A) 16b]] , NoA

ol = 1= k(B ol Al

).

Lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta:

Lemma 2.2.1 Olkoon matriisin B normi ||B|| < 1. Tdlloin matriisi I + B
on sdaannollinen ja sen kddanteismatriisi on

[e.e]

(I+B)"'=> (-1)FB*

k=0
ja kddanteismatriisin normille on voimassa arvio

1

I+ B)7' < 57
1—|B]

Tod.: Potenssisarja Y .- ,(—1)*B* on hyvin maééritelty, 1. sarja suppenee,

koska . .
Y S (=DFBH <> IB|* < oo
k=0 k=0

Jokaiselle n € N
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Nain ollen

lim(/ + B) > (-1)FBF =1
B k=0

Kirjoittamalla yksikkomatriisi muodossa
I=1-B+B
ja kertomalla se oikealta matriisilla (I + B)~! saadaan identiteetti
(I+B)'=—-B(I+B) '+
Matriisinormin kolmioepayhtalén nojalla on siten voimassa epayht&lo
I(Z+B)7 < L+ IBIII(Z + B)7,

josta helposti saadaan vaite:

1

I+ B) ) < —77
18]

|
Tod.:[Lauseen 2.2.1 todistus| Matriisille B = A7'6A on voimassa
edellisen lemman ehdot, silla

AT Al < A [[Il0A]| < 1.

Néin ollen on voimassa normiepéayhtalo

1
[ A6 Al

I+ A4 <

Toisaalta ratkaisun virhe dz voidaan kirjoittaa muodossa
dx = (I+ A 5A) A (6b — 6 Ax).

Kéayttamalla epayhtalod (2.3) ja vektori- ja matriisinormin yhteensopivuutta
saadaan

1A= It + N8 A1),

1
ozl <
loxll < Ty

josta jakamalla puolittain ratkaisun normilla ||z|| saadaan véite. O



28 LUKU 2. NUMEERISTA LINEAARIALGEBRAA

Lause 2.2.3 Olkoon edellisen lauseen ehdot voimassa ja A = 0. Talloin

I6b]
ol

L e o]
< < K(A
KA o] = o =5

Edellisten lauseiden valossa matriisin ehtoluku on ratkaiseva suure héair-
ididen 0 A ja b aiheuttamaan muutokseen ratkaisussa.

Oletetaan, etté d-paikkaisessa liukulukuaritmetiikassa matriisin A ja oikean
puolen vektorin b hiirididen suhteellinen virhe on luokkaa 5 - 107¢, ts.

15A —a [100] d
51077 —— ~5-1077,
1A 1]
ja ettd matriisin ehtoluku K (A) = 10%, missd « on siten, ettd 5- 10974 < 1.
Talloin edellisen lauseen nojalla ratkaisun muutoksen suhteellinen virhe

Néin ollen kiytannossa voidaan kiyttda seuraavaa peukalosddntoa: Jos ma-
trissin A ehtoluku on suuruusluokkaa 10, niin d-paikkaisessa liukulukuarit-
metitkassa korkeintaan d — o — 1 desimaalia on oikein.

Esimerkki 2.1 Lineaarisen yhtiloryhmdn
099 0.98| |z |1.97
0.98 0.97| |xo| |[1.95

ratkaisu on 1 . Laske matriisin ehtoluku Ks(A). Arvioi ratkaisun suhteel-

lisen virheen herkkyyttda yhtaloryhmdn kertoimien pienille muutoksille. Yhtdloryh-
man sijasta ratkaistaan hdiritty yhtalo

[0.990005 0.979996} [xl +5x1]

1.969967
0.979996 0.970004| |x9 + dx2

1.950035

Arvioi suhteellista virhettd ehtoluvun avulla ja laske todellinen suhteellinen
virhe.
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2.3 (QR-hajotelma

2.3.1 Householderin muunnos

T

Olkoon vektori w € R™ sellainen, ettd sen lp-normi ||w|y = 1, ts. w'w = 1,

missid w! on matriisin w transponoitu vektori. Matriisi
H=1T1-2ww?
on Householderin muunnos. Sille on voimassa seuraavat ominaisuudet:

Lause 2.3.1 Jos H = I — 2ww’ on Householderin muunnos, niin H on
symmetrinen ja ortogonaalinen matriisi. Siten H1 = H.

Householder-muunnosta sovelletaan tavallisesti matriisien kasittelyyn. Se
muuttaa matriisin A matriisiksi

A=HA=A—20uwlA=A—2uwu’.

Mikéli A on n X k-matriisi, niin Householder-muunnos voidaan tehda seu-
raavalla algoritmilla:

1. v =wT A,
2. A=A —2uwuT.

Algoritmin suorittamiseksi tarvitaan 2kn kertolaskua.
Olkoon = € R™ nollasta eroava vektori siten, ettd sen L?-normi

lalls = /% + a3+ a2 =1.

Maaritellaan vektori
1 xxe

Y AVitn
missé vektori e; on R™:n ensimméinen kantavektori. Vektorin w méaritelmassé
valitaan merkki sen mukaan, onko vektorin x ensimmainen koordinaatti posi-
tiivinen tai negatiivinen. Jos xy < 0, niin valitaan —z,. Talla valinnalla nimit-
tajé ei ole koskaan nolla. Nyt vektori w on my6s yksikkovektori:
T 1 1

= = +e)l(x+
w'w 21ix1<x e1) (x £ eq)

1
= m[xTx + 227 ¢e; + eley]
2(1 + 21)

21+ a1)
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Vektorin z Householder-muunnos on siten
Hr =1 —2(w'z)x,

missa
T (rxe))la 1+

T 2y V2

Nain ollen vektorin z Householder-muunnos on

l1+z; zxe

2 /2(1 £ )

= z— (rte)==te.

Hr = x-—-2

Yleisesti on voimassa

Lemma 2.3.1 Olkoon x € R", x # 0. Tdlloin vektorin x Householder-
MUUNNOS 0N
Hzr = (I — 2ww")x = %261,

kun muunnosvektori on
T

Il

2.3.2 QR-hajotelma

Pienimmaén neliosumman menetelméssé ratkaistaan ylimdadrdytynyt lineaari-
nen yhtdiloryhmda Ax = f, missd yhtaldiden lukumééra n on suurempi kuin
tuntemattomien lukuméaéra k. Yleensé yhtéaloryhmallé ei ole ratkaisua lainkaan.
Tilloin haetaan "ratkaisua"x, joka minimoi L2-normin nelion:

rER™

n k
min [|[Az — f[3=> | ayz; - fil.
7j=1

i=1 j=

Vektorin Az — f pituus on pienimmilldéan, kun se on kohtisuorassa A:n virit-
tdmaa kuva-avaruutta vasten.

Seuraavassa tarkastellaan ratkaisumenetelméd, joka perustuu Householderin
muunnoksen kiayttoon, jonka avulla matriisille A muodostetaan hajotelma or-
togonaalisen ja ylakolmiomatriisin avulla.
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Lause 2.3.2 Olkoon A n x k-matriisi, jonka aste on k. Silloin on olemassa
ortogonaalinen matriisi ) siten, ettd

Q"A=R,
missd R on yldkolmiomatriisi, jonka lavistajaalkiot ovat posititvisia.

Edellisessa kappaleessa muodostettiin vektorin x () R-hajotelma House-
holderin muunnoksen avulla. Kohdistetaan Householderin muunnosta rekur-
siivisesti matriisin A sarakkeisiin.

Olkoon matriisin A sarakevektorit a;, j =
Householderin muunnos

1,..., k. Aluksi suoritetaan

o T
Hy =1 - 2w,w;
matriisin A ensimmaisen sarakevektorin avulla. Normitetaan ensimmainen
sarake jakamalla se L2-normilla:
ay

I = .
= a2
Maaritelladn sitten vektori vektori w, asettamalla
;e
2(1 + l‘n)

w; =

riippuen vektorin x; ensimmaéisen koordinaatin x;; merkista. Kertomalla ma-
triisi A Householderin matriisilla H; saadaan matriisi

e 2 2 2)7]
N B
0 ayp amy 2k
AY =mA=|0 ag) ag? ai(,i)
|0 ay o ay
Oletetaan sitten, ettd on médritty matriisi A™:
(T
.o o §a
A(k) . 0 0 a3 A3, Ay,
asin '
L0 0 0 alm ™
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Suoritetaan matriisin A Householderin muunnos matriisilla

C[ILnor 0
Hm_[ 0 Hmm}’

missd H,,,, on (n —m)-ulotteinen Householderin matriisi

Hym = In—m — Zwmwﬁ
Vektori w,, muodostetaan matriisin A™ m:nnen sarakevektorin (n — m):n
viimeisen koordinaatin avulla. Maaritelladn sitd varten (n — m)-ulotteinen

yksikkovektori
(m)

Amm
5y = 1 afgzl,m
IR D Il I
alm
Taman jalkeen vektori
21 +1
1 Z2
W, = —F—
2(1+ %)
Zn—m

Talloin matriisin A™*+D = H,, At m:mnelld sarakkeella livistéjsalkion ala-
puolella on pelkkié nollia. Néin jatkamalla lopulta k:n askeleen jalkeen matri-
isi A® on ylikolmiomatriisi. Ja siten edellinen lause on todistettu. (Huom!
Miten saadaan lavistajaalkiot positiivisiksi?).

2.4 Konjugaattigradienttimenetelma

Oletetaan, ettd yhtaloryhmén kerroinmatriisi on symmetrinen ja positiivis-
esti definiitti. Talloin yhtaloryhmé Ax = b on yhtépitdva seuraavan mini-
mointiongelman kanssa:

1
min —z7 Az — b .
X

Konjugaattigradienttimenetelmén peerusominaisuudet ovat
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Ratkaisu z = A~1'b saavutetaan iteratiivisesti n:1li iteraatiolla (eksaktissa
aritmetiikassa).

Jokainen vélivaihe z; on minimointiongelman ratkaisu.

Jokainen muutos "z, — 1”011 konjugoitu kaikkiin edellisiin muutoksiin
k k+ J
nahden.

Jokaisella iteraatiolla lasketaan ns. hakusuunta dy.; ja jédnnosvektori ry =

Maaritelma 2.4.1 Vektoritdy, ..., di ovat konjugoituja l. A-ortogonaalisia,
jos
di Ad; =0, i # j.

Funktion f(z) = 127 Az — bz gradientti
Vf(x)=Ax —b.
Initialisointi Aloituspisteeksi valitaan zy = 0, hakusuunnaksi funktion

f(x) gradientti ko. pisteessi: dy = ro = b — Axp.
Funktion g(«) = f(zo + ady) minimi 16ytyy derivaatan nollakohdasta:

¢(ar) = Vf(zo + audy)dy = ayd} Ady — b"dy = 0.

Joten
b''d,
o= ———.
df Ad,
Yleinen iteraatio Olkoon edellesilla iteraatioilla maaratty pisteet zg, x1, ..., 2,
jaannosvektorit ro, 1, ..., rx = b— Az, ja konjugoidut suunnat dy, ds, ..., dg.

Uusi konjugoitu suunta dy 1 = rp+Orr1di. Kerroin (i madradtaan
A-ortogonaalisuuden avulla:

dg_HAdk = T‘gAdk + ﬁk-{—ldzAdk =0.
Naéin ollen kerroin

ﬁ . _T%Adk
k+1 — dgAdk
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Uusi piste .1 = 2 + apy1dp, 1 16ydetddn minimoimalla funktio

g(a) = f(og + adgyq).

Minimi 16ytyy derivaatan nollakohdasta

f/(akﬂ) = ak+1d;}r+1Adk+1 - nfdm =0
. Nain ollen
rh g
d{+1Adk+l .
Seuraavien lemmojen avulla iteraatiossa laskettavat kertoimet voidaan
esittdd hieman toisessa muodossa.

A1 =

Lemma 2.4.1 Jadnnosvektor: pisteessd x;, on kohtisuorassa vektoria dy vas-
ten, ts. dfry = 0.

Tod.: Koska funktion ¢(a) = f(xp + adiyr) minimi 16ytyy arvolla agiq
derivaatan nollakohdassa, niin

0=V f(xr + arardirr) dipr = 1 diga,
silld funktion f(x) gradientti pisteessd .1 on jadnnosvektori g 1. O
Lemma 2.4.2 Kaikilla k: rjiri_, = 0.
Tod.: Konjugoitujen suuntien konstruktion perusteella
dy, = i1+ Brdr—1
ja jadnnosvektorin r, = b — Axp méaritelmén nojalla
L = re_1 — o Adg.
Néin ollen kiyttden edellisen lemman saadaan
0=rpdp =7 (r-1+ Bedi—1) = T r-1.
0O Konjugoidun suunnan ja gradientin ortogonaalisuuden nojalla

rldy. rE(ry + Brgdy s

dZJrlAkorl B ngrlAkorl B dZJrlAkorl .

Apy1 =
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Vastaavasti koska

2
,
ke ll? = riiame — Qi Adpr = —%Tﬁrlfldk%
k1 A0k+1
niin
7511
B2 = -
&l

Nyt voidaan konjugaattigradienttimenetelmén lopullinen algoritmi:
Algoritmi 2.4.1 Initialisointi: xg =0, 1o = d; = b — Axg;

Kaikille k=0,...,n-1

2

Br+1 Il , B1=0
7112

diky1 = 71K+ Brndy, di =1

Qg1 = 7T||Tk”2
dk+1Adk+1

Tpy1 = Tp + pprdipgr

Tht1 = Tk — Qpp1Adigi

2.5 Iteratiiviset menetelma

2.5.1 Yleinen iteraatiomenetelma

Kaikki yhtaloryhmien iteratiiviset ratkaisumenetelmét voidaan esittdd muo-
dossa:

e Anna alkuarvaus: z, € R™;
e Jos z;, on maaratty, niin
24 = By + ¢,

missd B on menetelmén iteraatiomatriisi ja ¢ kiintea vakiovektori, joka
riippuu alkuperaisen yhtaloryhméan oikeanpuolen vektorista.
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[teratiivisen menetelmén suppenemista varten tarvitaan muutamia matri-
isialgebran aputuloksia.

Matriisin A luonnollisella normilla tarkoitetaan sitd normia, joka on méaéaritel-
ty jonkin vektorinormin avulla:

A
) = sup 1221
o Tl

Kaikki matriisin p-normit ovat ns. luonnollisia normeja. Matriisin normin
avulla voidaan arvioida ominaisarvojen suuruutta.

Lemma 2.5.1 Jokaiselle matriisin A luonnolliselle normille matriisin spek-
traalisdde

p(A) < [[All.

Tod.: Olkoon =, matriisin A ominaisarvoa A\, vastaava ominaisvektori. Té&l-
16in
1Azl o [[Azs]] _ [IAszsll

> — = Al.
| sl sl ’

Nain ollen kaikille ominaisarvoille

[A]l = sup

AL < 4],
ja siten spektraaliside p(A) < ||A]. O
Lause 2.5.1 Jokaiselle ¢ > 0 on olemassa luonnollinen normi siten, ettd
p(4) < | A] < p(A) + e

Tod.: Edellisen lemman nojalla tarvitsee osoittaa vain jalkimmaé&inen epay-
htélo. Jokaiselle matriisille on voimassa Jordanin normaalimuoto (kts. Ma-
triisialgebra), ts. on olemassa sdénnollinen matriisi P siten, ettd

PAP ' =A+U,

missd A on diagonaalimatriisi alkioina A:n omianisarvot, ja U on yldkolmioma-
triisi, jonka diagonaalialkiot ovat nollia.
Maaritellddan jokaiselle § > 0 diagonaalimatriisi

D = diag(1,61,07%,...,6" ™).
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Kerrotaan A + U matriisilla D molemmin puolin. Néin saadaan matriisi
C=DA+U)D'=A+E,

missd matriisi £ on yldkolmiomatriisi ja sen alkiot ovat

0>
v uijéj*i, j > 1.

Matriisialkiot e;; voidaan tehdé kuinka pieneksi tahansa J:n valinnalla.
Néin ollen matriisille A on voimassa esitys

A=P'D'ADP.

Maaritelladn vektorinormi

|z| = VaT PTDT D Pz,

ja sitd vastaava luonnollinen matriisinormi. Nyt vektorin Ay normi tdméan
uuden vektorinormin suhteen on

|Ay|> = yTPTDTCT (D P PTDTY(DPP D YCDPy
= ' PTDTCTCDPy = 20T Cx,

missd z = DPy.
Matriisi CTC on olennaisesti diagonaalimatriisi. Nimittiin

CTC = (A+E)"(A+E)=ATA+ M(6),

missd matriisi M (4) ldhestyy nollamatriisia tasaisesti, kun § — 0.
Néin ollen

AC0TCy = ZATAz+2"M(6)z
< (max |A? + C8)z" 2

= (p(A)? + CH)z"2.
Nyt vektorin y normi on |ly||? = 272. Joten edellisen normiepéyhtilén nojalla
[ Ay[* < [p(A)* + Cd]lly1*,

mista vaite seuraa. O
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Lause 2.5.2 Seuraavat vdittimdt ovat yhtdapitdvia:
1. limy_.o, B¥ = 0;
2. limy,_.oo BFv =0, Vv € R™;
3. spektraalisdde p(B) < 1;

4. Ainakin yhdelle matriisinormille | B|| < 1.
Tod.: (1) = (2) : Viite seuraa epdyhtalosta
|B*u] < | BH o]
(2) = (3) : Jos p(B) > 1, niin on vektori u ja luku A > 1 siten, ettd
Bu = \u.
Niin ollen B*u = M\*u ja siten reaalilukujono
1B ul = (A Jul

ei suppene kohti nollaa vastoin oletusta: || B¥v|| — 0 kaikille v € R™.
(3) = (4) : Viite seuraa suoraan edellisesté lauseesta.
(4) = (1) : Tadma seuraa epayhtalosta:

IB*| < 1B]".

O Oletetaan, etté yhtalolla
z=Bzx+c

on yksikésitteinen ratkaisu. Iteraatiot suppenevat mikali

lim z, =2
k—o0

kaikilla alkuarvauksilla z,. Iteratiivisaten menetelmien suppenemiselle on
olennaista seuraava lause:

Lause 2.5.3 Seuraavat vdittimdt ovat yhtdapitdvia:

1. Iteratitvinen menetelmd on suppeneva;

2. p(B) <1;
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3. Ainakin yhdelle matriisinormille || B|| < 1.

Tod.: Maaritellaan virhevektori e, = x;, — x. Koska kaikille £ € N
e =2y —x = Blzy, —1z) = Beyy,
niin
_ pk
e, = Be.
Néin ollen lauseen véaittdma on tosi edellisen lauseen nojalla. O Iteratiivisen

menetelman virheelle on voimassa seuraava virhe-arvio:

Lause 2.5.4 Jos iteratiivinen menetelmd suppenee, niin jonkin vektorinormin
suhteen on voimassa a posteriori-arvio:

1Bl
_ < = _
H£ £k|’ -1 _ HB” ”£k gk—l”v

missd matriisinormi on vektorinormin kanssa yhteensopiva ja ||B]| < 1.

Tod.: Virheelle pétee edellisen lauseen todistuksen nojalla

T, —x =Bz, —2).

Lisaamaélla ja vahentamalld yhtélon oikealla puolella vektori Bz, virhe voidaan
esittdd muodossa

1, —x = Bz, | —25) + Bz, — 2).

Néin ollen on voimassa yhtalo
(In = B)(z), — 2) = Blay1 — ).

Viite seuraa, jos osoitetaan, ettd matriisilla /,, — B on kiénteismatriisi ja sen
normi

1
1—B|I
Matriisialgebran perusteella matriisilla on kdanteismatriisi, jos sen ydin

N(B) = {0}. Oletetaan, ettd z # 0 on matriisin I,, — B ytimen alkio. Silloin
on voimassa

I(Z — B)7| <

2]l = 1Bzl < I Bllllz]l <[zl
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mikd on mahdottomuus. Néin ollen matriisilla I, — B on kdanteismatriisi,
joka voidaan esittdd muodossa

(I, -B)'=1,+B(I,— B
Néin ollen matriisinormin ominaisuuksien nojalla
I(Z. = B)~ | < 1+ [I1BI[(Z = B)~'],

josta ratkaisemalla saadaan kddnteismatriisin normille arvio
(L= B <
! ~ 1Bl

Eli lauseen vaittdma on tosi. O

2.5.2 Jacobin ja Gauss-Seidelin iteraatiot

Jacobin menetelmi perustuu matriisin A summahajotelmaan A =
L+ D+ U, misséd L on matriisin alakolmiomatriisi, U A:n yldkolmiomatriisi
ja D A:n diagonaalimatriisi. Talloin yhtdloryhméa Az = b voidaan esittda
muodossa

Dx=b—(L+U)z.

Jos matriisin A kaikki diagonaalialkiot ovat nollasta eroavia, niin yo. yhtélo
voidaan esittda kiintopisteyhtéalona

r=-DYL+U)z+ Db
Jacobin menetelméssé kiintopistematriisi on
By =-DYL+U)

ja vakiovektori ¢ = D~1b.

Gauss-Seidelin menetelméissa yhtiloryhmé Ax = b esitetddn muo-
dossa

r=—(D+L)"'Uz+ (D+L)"'b

Matriisin D + L kd#dnteismatriisi on taas olemassa ainakin silloin kun A:n
diagonaalialkiot ovat nollasta eroavia. Siten Gauss-Seidelin menetelméan it-
eraatiomatriisi ja vakiovektori ovat

Bg=—(D+L)'U, ¢c=(D+L)"
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Menetelmien suppenemisesta Jacobin ja Gauss-Seidelin menetelmét
suppenevat, mikéli matriisi A on aidosti diagonaalidominantti, ts. joko on

n
la; > E Qij,

j=1
JF

n
‘aii > Z Qi
j=1
J#i
Télloin iteraatiomatriisille joko [|Bllo < 1 tai ||B[j; < 1 kummassakin
tapauksessa.

On tilanteita, joissa Jacobin menetelmé suppenee; mutta Gauss-Seidelin
menetelma ei. T&ll6in matriisi A ei luonnollisesti ole aidosti diagonaalidom-
inantti. Mutta jos molemmat menetelmét suppenevat, niin yleensd Gauss-
Seidelin konvergenssinopeus on huomattavasti nopeampi.

volmassa

tai



42

LUKU 2. NUMEERISTA LINEAARIALGEBRAA



Luku 3

Epalineaariset yhtalot ja
yhtaloryhmat

3.1 Funktion nollakohdat

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva funktio. VAli [a, b] on valittu siten, ettd
f(a)f(b) < 0. Talléin jatkuvuuden nojalla funktiolla on ainakin yksi nolla
kohta valilla [a, b], ts. on olemassa z € [a, b| siten, ettéa

f(z)=0.

Puolitusmenetelmi

on yksinkertaisin nollakohdan maaradmismenetelmista ja se toimii aina.

Algoritmi 3.1.1 Olkoon funktio f(x) jatkuva vdlilld [a, b] siten, ettd
F(a)f(b) < 0.

Talloin

1. Laske z,,;; = %(a +0).

2. Jos
f(xmzd>f(a) < 07
niin
a a
b = Tmids

43



44 LUKU 3. EPALINEAARISET YHTALOT JA YHTALORYHMAT

muutoin

Tmid

3. Jos |b— a| < €, niin STOP; muutoin palaa kohtaan (2).

Koska puolitusmenetelméassé véli puolintuu joka askeleella, niin haluttuun
tarkkuuteen vaadittavien askelien lukuméara n:

b—a

),

n > logs(

missd e on haluttu tarkkuus. Puolitusmenetelmé konvergoi hitaasti, koska
menetelméssé ei kiytetd varsinaisesti informaatiota funktion f ominaisuuk-
sista.

Kiintopisteiteraatiot

Tavallisesti nollakohdan madraaminen voidaan palauttaa iteratiiviseksi menetelmak-
si, jossa etsitddn jonkin sopivan funktion ®(x) kiintopiste: = ®(z). Olete-

taan esimerkiksi, ettd g(x) # 0 kaikilla € [a, b]. Téalloin = € [a, b] on
funktion f(-) nollakohta tédsmélleen silloin, kun se on funktion

(z) =z —g(z)f(z)

kiintopiste.
Kiintopistetta voidaan hakea ns. kiintopisteiteraatiolla:

Algoritmi 3.1.2 Madritellddn lukujono (x,) seuraavasti:
1. 20 € [a, b]
2. Kun 2% on annettu, niin 2*+Y = o ("))
3. STOP, jos |x*+D) — x| < ¢

Seuraavien ehtojen vallitessa menetelmé suppenee:

Lause 3.1.1 Olkoon funktio ®(z) jatkuva ja
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e oletetaan, ettd P toteuttaa Lipschitz-ehdon:

|®(z) —P(y)| < L]z —yl, 0< L <1,
suljetussa ja rajoitetussa joukossa |a, b].

o Lisdksi oletetaan, ettd

®([a, b]) C [a, b].

Tdlloin on olemassa yksikdsitteisesti mdadratty kiintopiste x € |a, b], ja
kiintopisteiteraatiot suppenevat kohti kitntopistetta jokaisella alkuarvauksella

zo € la, b].
Kiintopistelauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa reaalilukujonoja koske-

vaa tulosta:
Lause 3.1.2 Jokaisella Cauchy-jonolla {x,| n =0,1,2,3,...} on raja-arvo.
Kiintopistelauseen todistus: Olkoon {z,| n = 0,1,2,3,...} funktion
¢(x) kiintopisteiteraatiot.
1. askel: Jokaiselle n,j € N : |21 j41 — Toyy] < L")z — 2]
Oletuksen (2) nojalla
|Tnsji1 = Tntjl = [0(@nsj) = O(@ntj-1)| < LlTnsj — Tnijl.
Toistamalla arvio n+j kertaa saadaan vaite.

2. askel: Kirjoitetaan erotus z,.,, — =, teleskooppisummana

m—1

Tntm — Tn = E [Tntjr1 — Tnij)-
J=0

Kolmioepéayhtélon nojalla patee

m—1

|Tnim — Tn| < Z [ Tniji1 — Tnijl
=0
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Kayttaen edellisen kohdan arvioita saadaan

m—1 m—1
n+j
|Tntji1 — Tngjl < E L™ xy — ol
Jj=0 J=0
Geometrisen sarjan summa on
m—1 m
Z i _ L"L -1
, L—-1
J=0
Niéin ollen im_ 1
. —
Tptm — Tn SL T — Zo|-
| | < " —

Epéayhtalon oikean puolen lauseke suppenee kohti nollaa, silla

lim L™ = 0.

n—oo

Siten kiintopisteiteraatiojono on Cauchy-jono, ja siksi jonolla on raja-
arvo.

Todetaan vield, ettd raja-arvo on kiintopiste. Funktion ¢(x) jatkuvuu-
den ja kiintopisteiteraation nojalla

x = ILm Tpa1 = ILm o(x,) = o(lim z,,) = ().

Yksikisitteisyys: Olkoon x ja y kaksi kiintopistetta. Talloin
[z =yl = [¢(x) — d(y)| < Lz —yl.
Induktiivisesti jatkamalla saadaan, etté kaikille n
[z —y[ < Lz —yl.
Koska lim L™ =0, niin z = y.
Kiintopisteiteraatiolle voidaan osoittaa virhe-arviot

Lause 3.1.3 Olkoon (x,) suppeneva kiintopisteiteraatiojono. Talloin jonon
alkioille on voimassa seuraavat virhe-arviot:
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e A priori-arvio
k

k) _ | <
e el s 7

e A posteriori-arvio

L

A7

) — O]

S 1z

Vaihtoehtoisesti Lipschitz-ehdon sijaan voidaan vaatia, etta

@' (z)]| < L <1, z€la, b

Talloin kiintopisteiteraatiot my6s suppenevat ja edelld esitetyt virhearviot

ovat voimassa.

3.1.1 Aitkenin §°-prosessi

Olkoon {z,| n € N} funktion ¢(z) kiintopisteiteraatiot, ja z kiintopiste.

Télloin
. Tnt2 —
lim ———

z — lLm (b(anrl) - (b(:L’)

n—=oo Tptp — T n—oo Tpg1 — T

Riittavan suurilla n:n arvoilla

Tpy2 — X

/
T
s~ Y@
Tpt1 — X ~ !
Ty — X @)

ja siten on voimassa likipitden

Tpt2 — T _ LTp+1 — X

~

Tpi1 — T Ty — T
Kaytetdan tata yhtaloa korjatun likiarvon laskemisee

* *
Int2 =L Tptl — T

T R €, — I

uusi likiarvo )
* _ (antl - xn)

= ¢/(x).

n. Ratkaistaan yhtalosta

=z,

Tama proseduuri on Aitkenin §%-prosessin perusta:

Tny2 — 2xn+1 + Tp
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Algoritmi 3.1.3 1. zy alkuarvaus;
2. Lasketaan kiintopisteiteraatiolla lukujono (z,)n>0;
3. Korjataan Aitkenin 6%-prosessilla uudet likiarvot

(xn+1 - xn)Q

Tny2 — 2xn+1 + Ty

Zn = Tp —

Aitkenin §2-prosessi suppenee nopeammin kuin kiintopisteiteraatio.

Lause 3.1.4 Oletetaan, ettd jono (z,)n>0 suppenee lineaarisesti, ts. virheelle
€, = Tp — T ON VOIMASSA:

€nt1 R gen, ¢ < 1.

Tdlloin Aitkenin 62-prosessilla konstruoidulle jonolle on voimassa

Zn — X

=0.

lim
n—oo [L‘n — X

3.1.2 Konvergenssiaste

Maaritelladn aluksi kiintopisteiteraation konvergenssiaste:

Maaritelma 3.1.1 [teraatiojonon (x,) konvergenssiaste on vahintdin p, jos

li ‘xTH*l - ':U| _
msup ———— =
k—o0 ‘xn _x‘p

Y

missa

0 < K<oo,p>1
K < 1, p=1
Olkoon sitten jono (z,) funktion ¢(z) iteraatiojono ja virhe e, = =, — x.
Talloin
Tpt1 =T+ epi1 = O(xn) = o(T + €,).
Mikéli kiintopistefunktio on riittdvan sadnnollinen, niin Taylorin kehitelméan
nojalla

r+en = o)+ (x)e, + %(}5(2) (z)e2 + -+ +

+%¢(k)<<>eﬁ-
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Koska x = ¢(x), niin edellisestd saadaan virheelle e, 1 asymptoottinen ke-
hitelma

1
(k —1)!

Taman kehitelmén nojalla seuraava lause on ilmeinen:

eni1 = & ()en + %gb(z)(:p)ei ot "V (z)eb ™ + =M (()ek.

Lause 3.1.5 Kiintopisteiteraation konvergenssiaste on vahintdin k, jos ki-
ntopisteessd on voimassa

PN(x)=0, j=1,....k—1
ja
¢ (x) # 0.

3.1.3 Newtonin menetelma

Oletetaan, ettd funktio f(z) on ainakin kaksi kertaa jatkuvasti differen-
tioituva. Olkoon sitten laskettu Newtonin menetelmélld nollakohdan likiarvot
xg, k=0,1,...,n, missi tietysti zo on alkuarvaus. Funktion f(z) Taylorin
kehitelmalla pisteen z,, ympéristossa on

£(&) = Flan) + )@ = 2) + 57 = )7

Jos |z—=z,|* << 1, niin funktiota voidaan approksimoida ensimmaéisen asteen
Taylorin polynomilla, jonka nollakohta on uusi "tarkempi"likiarvo f(z):n nol-
lakohdalle:

f(x )"‘f(x )(.CL’ 41— X ) — Tpi1 =X f/(xn)
Algoritmi 3.1.4 1. Valitse alkuarvaus xy € [a, b);
2. n= 07 1727 i Tp41 = T — JJ:/((Z’;))’

3. |xn — Tpy1| < € — Lopeta;
Newtonin menetelmé on siten kiintopisteiteraatio, jonka iteraatiofunktio
f(§)
f'(€)
Seuraava lause takaa, ettd Newtonin menetelmé suppenee kvadraattisesti
useimmissa tapauksissa:

FE) =¢ -



50 LUKU 3. EPALINEAARISET YHTALOT JA YHTALORYHMAT

Lause 3.1.6 Olkoon f : |a,b] — R kolme kertaa jatkuvasti differentioitu-
va valilli, ja s € |a,b] funktion nollakohta siten, ettd f'(s) # 0. Silloin on
olemassa vali Is = [s — §,s + 8], § > 0, jossa Newtonin menetelman iteraa-
tiofunktio F' : Is — Is on kontraktio, ja siten Newtonin menetelmd suppenee
jokaisella alkuarvauksella xo € Is. Lisikst konvergenssiaste on ainakin kaksi.

3.2 Yhtaloryhmat

3.2.1 Kiintopisteiteraatiot yhtaloryhmalle

Etsitdan kuvauksen

@1(1‘1,372, e 7:L‘n)
P(z) = :
(bn(xla T, ... 7'1771)
kiintopistetta, ts
x = ®(x).

Algoritmi 3.2.1 Madritellddn kiintopisteiteraatiot seuraavasti:

1. Alkuarvaus z© € R®;

2. Kaikille k > 0: ) = d(2*)) € R,

8. If ||z*+Y — 2®)|| < ¢, then STOP.
Suppenemisehto on sama kuin yhden muuttujan funktion kiintopistelauseessa:
Lause 3.2.1 Oletetaan, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa

1. Suljettu ja rajoitettu joukko A C R™ s.e.
O(A) C A;
2. Lipschitz-ehto:
[@(z) = W) < L [z =yl < llz -yl

kaikilla z, y € A
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Talldin joukossa A on olemassa yksikdsitteisesti mdadrdtty kiintopiste x € A.
Lipschitz-ehto on tosi, jos ®:n funktionaalimatriisille 1. derivaatalle
V(I)l(l‘)

'(2) = :
Vo, (x)

on volmassa
@) <L<1, z€A

jonkin matriisinormin suhteen (kts. liite A). TAmé& on yhtépitdva sen ehdon
kanssa, ettd funktionaalimatriisin spektraaliside

p(@ (2)) < 1.

3.2.2 Newton-Raphson-menetelma

Yhtaloryhmé:
Fl(ZL'l,...,ZEn) 0
F(z) = : = |
Fo(xy, ... 2y) 0

Funktionaalimatriisi 1. Jakobiaani pisteessd x on funktion F' derivaatta:
[ VFl (.T) T

Fla)= | VE()

VE()

missa OF OF
F=[== . ==
v 8901 a{L‘n]
Oletus 3.2.1 Yhtdloryhmdn ratkaisulle ¢ € R™:
det(£7(¢)) # 0.

Algoritmi 3.2.2 1. Alkuarvaus (¥ € R®;
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2. Ratkaise 6x € R™:
F'(z® )5z = —F(a®);

2 ) = 20 4 5

4. Lopetuskriteerio: ||0z| < ¢ ja |F(z*V)|| < p.

Konvergenssiaste:

Lause 3.2.2 Olkoon funktion F(x) koordinaattifunktiot kolmesti jatkuvasti
differentioituvia suorakaiteessa
A:{$€Rn| GZSZL‘ZSI)Z},

joka sisdltida F :n nollakohdan, ja funktionaalimatriisi F'(x) on sddnndllinen
matriisi nollakohdassa. Silloin Newtonin menetelmd suppenee kvadraattisesti
kohti nollakohtaa, jos alkuarvaus on rittivin hyvd:

a0~
-/ 5 — Q.
R PO

Yksinkertaistettu Newtonin menetelma

Newtonin menetelméssd joudutaan ratkaisemaan yhtéaloryhma jokaisella it-
eraatiokierroksella. Mikili iteraatiojono (z®); k = 0,1,2,...) suppenee ja
funktio F'(z) on riittavén sileéd, niin

lim F'(z®) = F'(z)

k—o00

ja siten riittavéin suurilla k:n arvoilla
Flz™)~ F'(™), m=k+1,k+2,....

Néin ollen seuraavan algoritmi kiytto on perusteltua yhtaléryhméan numeeriseen
ratkaisemiseen:

Algoritmi 3.2.3 1. Alkuarvaus () € R®;

2. Ratkaise 6x € R™:
F'(xO)o2 = —F(z®);

e ) = ) 4 5

4. Lopetuskriteerio: ||0z| < ¢ ja |F(z*))|| < p.
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3.2.3 Kvasi-Newton-menetelma

Kvasi-Newton-menetelmé on yksinkertaistetun ja varsinaisen Newtonin menetelméan
valissd. Se suppenee nopeammin kuin yksinkertaistettu menetelma; mutta on
yksinkertaisempi kayttdaa kuin Newtonin menetelméa. Menetelméssa approksi-
moidaan derivaatan kifinteismatriisia. Olkoon z(?) kvasi-Newton menetelmin
alkuarvaus ja Ay = F'(2(?)) derivaatta kyseisessi pisteessi. Lasketaan uusi
likiarvo z(!) ja vastaava funktion arvo F(x(")). Madritelliéin derivaataan ap-
proksimaatio A; vaatimalla, etta

Az — 20y = F(2W) — F(2©).
Taméi saavutetaan, kun

(AF — AgAz)(Az)T

A=At TR T Ay

missa

Az =zW — 2O AF = F(2W) — F(2©).
Toistetaan iteraatio jokaisella askeleella. Voidaan osoittaa, etta
klim Ay, = F'(x),
missd x on yhtaloryhmaéan ratkaisu.
Algoritmi 3.2.4 1. Alkuarvaus z© € R®;

2. Olkoon z9), F(z9), kun j = 0,1,...,k ja A; mddritty, kun j =
0,.. k—1;

3. Pdivitd matriisi Ay seuraavasti:

(AF — Ap_1Az)(Az)T

missa
Az =z® — 26D AF = F(a®) — F(2%Y).

4. Laske
2D — (k) A;lF(x(k)) ja F(x® D)

5. Lopetuskriteerio: |Az|| < € ja ||[F(z*+Y)|| < p.

Kvasi-Newton menetelméié kiytetddn yhtend monista menetelmistd adapti-
ivisten suodattimien suunnittelussa (IIR-suodattimet).
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Luku 4

Funktion approksimointi ja
interpolointi

4.1 Interpolointi

4.1.1 Taylorin polynomi

Funktio f(x) on (n+1)-kertaa jatkuvasti differentioituva funktio, ts. f™+9(z)
on jatkuva funktio valilla I = [a, b]. Funktion Taylorin polynomi p(x) on
sellainen, etté A A

PP (w0) = [P (20), 0<5 <
pisteessd xy € I. Ilmeisesti p(z) on n-asteinen polynomi ja sen esitysmuoto

on
p(z) = ag + ar1(x — zp) + as(x — :100)2 + ot an(r —x)".

Taylorin polynomin méarittelevastéa derivaattaehdosta voidaan maérittaa vakiot
a;:
9 (20)
it
Néin ollen funktion f(z) Taylorin polynomi pisteen xy ympéristossé on

"0 (g |
pa) = S P o

Lause 4.1.1 Olkoon ™Y (x) jatkuva vililli [a, b] ja P,(x) funktion Tay-
lorin polynomi pisteessd xo € [a, b]. Tdalloin Taylorin polynomin virheelle on

95
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voimassa lauseke

(z — o)™V 1
Ru(z) = f(z) — Pu(z) = Wf(n+ (&),

missd &, on pisteiden x ja xo valilld oleva piste.

Lause 4.1.2 Oletetaan, etti funktio f(x,y) on (n+ 1)-kertaa jatkuvasti dif-
ferentioituva pisteen (xq,yo) ympdristossa. Talldin riittdvin pienille h ja k
on voimassa Taylorin kehitelmd

f@wo+hyo+k) = f(l’o’yo)+[(ha%ﬂfa%)f](‘”o’y@
4+ et
1.0 Jd .\,
+ il + k50" (o o)
0 d n+1
T itz TEg,)" o + 0o+ 6k),

missa 0 < 6 < 1.

4.1.2 Polynomi-interpolaatio

Polynomi-interpolaatio-ongelma on seuraava:
Annetuille koordinaattitason pisteille (xg, fo), (1, f1),- -, (n, fr), missé
luvut x; ovat erisuuria, maaraa polynomi P, joka toteuttaa seuraavat ehdot

1. deg(P) < mn,

Oletetaan, ettéd funktion f(z) (yhden muuttujan funktio) arvot tunnetaan
pisteissd xg, x1,...,x,. Tavoitteena on konstruoida polynomi P, (z) siten,
etta

P,(z;) = f(zj), 7=0,...,n

Lause 4.1.3 Interpolaatiotehtivdlld on yksikdsitteisesti mddratty n-asteinen
interpolaatiopolynoms

Pu(z) = Zf(fﬁi)Li(x),
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missd L;(x) on Lagrange’n kantapolynomi:

n

Li(z) = H —

T; — ZL‘j '
J=0
i F ]
Tod.:
Lauseen vaittaméa on ilmeinen seuraus tosiasiasta:

1, i=k
L"(“):{ 0, i#k

Nimittain talloin summassa

n

P(z;) = Z fiLi(z;)

1=0

kaikki muut termit ovat nollia paitsi, kun ¢ = 7. Néin ollen
P(xz;) = fj.

Yksikésitteisyys seuraa algebran peruslauseen nojalla, jonka mukaan n-
asteinen polynomi on nollapolynomi, jos silla on n+1 nollakohtaa.

Olettaen, ettd P(z) ja Q(z) on kaksi interpolaatiopolynomia, joiden asteluku
on korkeintaan n, niin polynomilla R(z) = P(z) — Q(z) on n+1 nollakohtaa
ja asteluku on korkeintaan n. Edelld esitetyn algebran peruslauseen nojalla
R(z) on nollapolynomi. O

Huomioita: Lagrangen interpolaatiopolynomi on vaikea evaluoida (ts. laskea
sen arvoja), silld muotoa

(o — ) -+ (i1 — i) (Tigr — @) -+ (T — 23)
olevien tulojen laskut johtavat helposti yli- tai alivuotoon. Siksi seuraavassa

kappaleessa esitettavi interpolaatiopolynomin esitystapa on suositeltavampi.

4.1.3 Newtonin interpolaatio:

Johdetaan seuraavaksi Newtonin esitys interpolaatiopolynomille. Sité varten
tarvitaan tekninen laskenta apuvéline 1. jaetut erotukset.
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Maaritelma 4.1.1 Olkoon x = (z1,...,x,) ja f = (f1,--., fn) kaksi vekto-

ria. Jaettu erotus f|x;, ..., xix] maaritellaan rekursiivisesti:
flzi] = fi
f[l‘i,---,l‘j] _ f[:L’Hl,...,SL’j] —f[l’@',...,xjfl]’ j:’i+1,...,i+/€.
.’L‘j — T

Newtonin erotustaulukko

zo  Jo
f[xval]
T f f[.’lf y L1, L ]
.T; f; ;{il’i% f['r(l)uxiwrz] ;%ro,xl’xé’x% f[$07x17x27$37x4]
T f3 2543 f[l‘2,$3,$’4] X1, T2,T3,T4
° f[:L‘g,l‘4]
Ty Jfa

Newtonin interpolaatiossa interpolaatiopolynomia haetaan muodossa

P,(z) = ao+ ar(x — o) + az(x — x0)(z — 1)
+ ctan(r—x0) (T = TpH ).

Polynomin kertoimet ratkaistaan interpolaatioehdosta

Pn(%’) = fj.
Talloin saadaan yhtaloryhma
fo = Qo
fi = ap+ (v1—z0)ay
fo = ag+ ai(xe — x1) + as(xe — xg) (e — 1)
fn - a'0+"'+an(xn_$O)"'(xn_xn—1)

Ratkaisemalla tamé alakolmiomuodossa oleva yhtéloryhmaé, jolla ilmeisesti
on yksikésitteinen ratkaisu, niin saadaan Newtonin interpolaatiopolynomin
kertoimet

Lause 4.1.4 Newtonin interpolaatiopolynomin kertoimet ovat

aj:f[$0,$1,“‘ ,l’j], j:0,1,2,--- ;.
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Tod.: Edellisestd yhtéloryhmaéstd helposti ndhdéan, ettd ag = fo ja a3 =

Lzto pr— f(’) = f[zo, z1]. Vastaavasti, kerroin a, ratkaistaan yhtalosta
as(wy — x0) (2 — 21) = fo — fo — Lot (2 — 20).
T1 — T
Kirjoitetaan edellinen yhtalomuodossa
az(zg — x20)(v2 — 1) = fa— fo— fl Jo (z2 — 21+ 21 — 20)
To
= fo—Jfo— fl f0($2—$1)—f1+f0
1 — To
= e h- TRy,
Tr1 — X

josta jakamalla puolittain termilld x5 — x¢)(z2 — x1) saadaan lauseke

fo=fi _ fi—fo
_ x2—x1 T1—x0 __ f['rlu x2] - f[ﬂfo, 1’1] o
ag = Ty — Tg — Ty — T0 f[lb)xlaxQ]'

Muut kertoimet voidaan osoittaa induktiolla. O

Newtonin esityksen kertoimien laskeminen suoritetaan seuraavalla
algoritmilla:

for (j =2; j<=n; j++)
for (i=n;i>=j;i——)

ci] = ( [i] = cli = 1])/(«]i] — 2[i — j])
Kertoimien laskemiseen tarvitaan n? kertolaskua ja %nZ yhteenlaskua.
Newtonin interpolaatiopolynomin laskeminen Oletetaan, ettd New-

tonin polynomin kertoimet ¢, on maaritty. Se voidaan kirjoittaa teleskoop-
pitulona:

Pt)=((-- ( (et —2n)
+ Cnfl)(t — .T}n72) + Cn72) cee )(t — .Tl) + Cl(t — SL’Q) + ¢g.
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Sama pseudoalgoritmina:

p =dnl;
for (i=n—-1;i>=0;i——)

p=p* (t—a]) + c[i];

Algoritmissa suoritetaan 2n yhteenlaskua ja n kertolaskua.

4.1.4 Interpolaatiovirhe

Lause 4.1.5 Olkoon [a, b] vdli sisdltien interpolaatiopisteet {xq, ..., T, }, ja
funktio f(x) talla valilld (n+ 1)-kertaa jatkuvasti differentioituva funktio. Sil-
loin jokaisella x € [a, b] on olemassa &, € [a, b] siten, ettd

) FE)
() = Pulw) = (& =)+~ (& =) o

Tod.: Funktiolla
g(x) = f(z) = Py(z) + Mo —x¢) - - (x — ), A € R.

on nollakohdat zy,...,z,. Olkoon a € [a, b] \ {zo,...,x,} miclivaltainen.

Valitaan
L @)= Pia)
° H:‘L:o(a — ;)

Talloin funktiolla g, () on vélilld [a, b] n 4 2 nollakohtaa. Voidaan olettaa,
ettd nollakohdat ovat seuraavanlaisessa jérjestyksessa:

To <21 <...<Zp <Q=2Tpqq.

Rolle’n lauseen nojalla derivaattafunktioilla g((xj )(a:) on n + 2 — j nollakohtaa
()
x

7 0

i=0,1,...,n+ 1 —j vililld [a, b] siten, ettd

a:z(jfl) <

()

i

< xgjfl).

Siten funktiolla ¢&"™(z) on nollakohta &, € [a, b]:

0= g0 (&) = fD (&) = PUMI(EL) + Aaln + 1)L
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Koska n-asteisen polynomin n + 1-kertainen derivaatta hévida identtisesti,
niin valttaméatta

(n+1)
)\a - _ f (ga) .
(n+1)!
Néin ollen on saatu pisteessd « € [a,b] \ {zo, ..., z,}:

0=ga(a) = f(a) = Py(a) + Ao —z0) - (@ — ).

Sijoittamalla tdhan identiteettiin A\, saadaan viittdma. Viite on triviaalisti
tosi pisteissa xzg, ..., T,. O

Huomiota konvergenssista Interpolaatiopisteitd ei kannata valita aina
tasavilisesti eikd ainakaan kannata lisdta niiden lukumaédrada maarattomaésti
kuten seuraava Runge'n esittdmé esimerkki osoittaa.

Tarkastellaan funktiota 1

f(t):m

valilld [—5, 5]. Interpoloidaan sité tasavéliselld hilalla n-asteisella polynomil-
la. Jos interpolaatiopisteiden lukumééré n kasvaa rajatta, niin voidaan ( ei
kovin ) helposti osoittaa, ettd myos interpolaation maksimivirhe kasvaa ra-
jatta. Nimittain n-asteisen interpolaatiopolynomin virheelle on voimassa

lim max |P,(x)— f(z)| = co.
n—o0 z€[—5,5]

4.1.5 Tschebyscheffin interpolaatiopisteet

Runge’n esimerkissé ongelmana on polynomi
w(t) = (t —xo)(t —xq) -+ (t — xy),

joka esiintyy virhelausekkeessa. Jos pisteet valitaan tasavélisesti, niin vélin
padtepisteiden ldhelld w(t) saa suuria arvoja interpolaatiopisteiden lukuméaéran
n kasvaessa. Tata epamiellyttavad ilmicta voidaan valttaa valitsemalla inter-
polaatiopisteet sopivasti.

Tschebyscheffin pisteet valitaan siten, etta ko. virhepolynomi on tasaisesti
mahdollisimman pieni. Oletetaan, ettd interpoloitavan funktion n+1 ensim-
méinen derivaatta on rajoitettu valilla [—1, 1]:

FD @) < M.
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Niéin ollen polynomi-interpolaation virhelauseketta voidaan arvioida ylospéain
kuten

1) = PO)] < oy mas (o)

Virhepolynomin johtavan termin kerroin on yksi. Méaritellaan sellainen
n+1l-asteinen polynomi, jonka maksimi vélilld [—1,1] on pienin mahdolli-
nen. Talloin tdmén polynomin nollakohdat ovat siten optimaalisia interpo-
laatiopisteita.

Tété varten meidédn on maéariteltédva nk. Tschebyscheffin polynomit 7;,(z).
Ne maaritellaan asettamalla

T () = T, (cos(¢)) = cos(ng), = cos(¢p) € [—1,1].

Trigonometrisen identiteetin

cos((n + 1)) + cos((n — 1)¢) = 2 cos(¢) cos(ng)

perusteella Tschebyscheffin funktioille on voimassa rekursiokaava
Toi1(z) = 22T, (x) — Thmi ().
Kaksi ensimmadista funktiota ovat
To(x) =1, Ti(x) =

Induktiivisesti voidaan péételld, ettd funktio 7, (z) on n-asteinen polynomi.
Edelleen suoraan T-polynomien maaritelmésta seuraa, ettd niiden maksimi-
arvot ovat

max [T ()] = 1,

z€[—1,1]

ja ne saavutetaan derivaatan nollakohdissa:

d = @i COS
) = T (eos(9)

= —ng¢'(x)sin(ng) = 0.
Nain ollen derivaatan nollakohdat ovat
km
x =cos(—), k=0,1,2,.
n

Koska rekursiossa jokainen alempiasteinen T-polynomi kerrotaan funkti-
olla 2x, niin T-polynomin johtavan termin ( siis ™ ) kerroin on 2"~!. Niin
ollen on voimassa
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Lause 4.1.6 Kaikille x € [-1,1]:

L 1
27T ()] < 5y

Nyt voidaan osoittaa, ettd polynomin w(x) = 277, (z) nollakohdat ovat

optimaalinen valinta interpolaatiopisteille. Nimittdin on voimassa lause:

Lause 4.1.7 (Tschebyscheff) Jos polynomi P,(x) on n-asteinen ja jonka
johtavan termin kerroin on yksi, niin

1
Po(z)| > T, (z)| = —.
xgﬂf‘fiﬂ (@)l = 5 mg@ﬁ“ (@)l = 5

Tod.: Oletetaan, ettd on olemassa polynomi P, (), jonka asteluku on n ja

Py(@)| < ——, ¥z € [-1,1].

2n71’
T#ll6in polynomin 7, (x) dériarvokohdissa zx, k = 0, ..., n on voimassa epéy-
htalot
1
F%(%Q) < on—1
f%(xl) > __anl
Siten polynomilla
1
Q) = Po(v) = 5 Tl)

on T-polynomin aariarvokohtien vélissd jatkuvuuden nojalla ainakin n eri
nollakohtaa. Toisaalta polynomin Q(x) asteluku on korkeintaan n-1, silla
molempien polynomien P,(x) ja T1—1T »(x) johtavat termit ovat z". Alge-
bran péédlauseen nojalla Q(x) on identtisesti nolla, vastoin oletusta. Néin
ollen oletus, etté olisi olemassa polynomi P,(z), joka on kaikille x € [—1,1]

itseisarvoltaan pienempi kuin
1

gn—1
ja jonka johtavan termin kerroin olisi yksi, on vaara. Mika oli todistettava. O
Mutta, mutta. Epdonneksi on olemassa funktioita, joita interpoloitaessa
Tschebyscheffin pisteissé, interpolaatiopolynomit hajaantuvat, kun pisteiden
lukuméaraé kasvatetaan. Tama ilmio taasen johtuu, ettd n:nnen derivaatan
maksimiarvot kasvavat rajatta.
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4.1.6 Kaanteisinterpolaatio:

Etsitddan funktion f(z) nollakohtaa vililla [a,b] kiyttden hyviksi funktion
f(x) "kdanteisfunktion"interpolaatiopolynomia. Oletetaan, ettéd tarkastelta-
va funktio on vélilla [a, b] aidosti monotoninen. Valitaan véliltd [a, b] pisteet
z;, © =0,...,n siten, etta

T < Tit1, ZIO,,’I’I,—l

T#lloin funktio saa arvot y; = f(x;), i = 0,...,n pisteissd z;. Lisdksi y;:t ovat
pareittain erisuuria. Maéaritellaan y-muuttujan suhteen interpolaatiopolyno-
mi @), (y) ehdosta:

Qn(yz)zxz, ZZO,,TL

Nyt funktion f(z) nollakohdan approksimaatio on polynomin @, (y) arvo
nollassa 1. 7 = @, (0).



Luku 5

Paras approksimaatio

5.1 Johdanto

Ongelman mairittely

Kokeellisissa tieteissd joudutaan usein ratkaisemaan seuraavanlainen ongel-
ma. Kahden tai useamman fysikaalisen suureen vélista riippuvuutta mitataan
koejarjestelylld. Olkoon z;, 1 =1,...,n sdddettavit mittauspisteet (paikka,
aika, paine, etc.) ja y;:t vastaavat mittaustulokset. Mittausaineistoon on so-
vitettava lineaarinen funktio p(z) = ap + a;2 minimoimalla pienin neliésum-
ma:

> Iy~ plai) (5.1

Edellinen summalauseke méarittelee kahden muuttujan funktion

n

flag,a1) = Z[yz —ag — ay;)?

i=1

= ny — 2a02yi — 2apaq sz
=1 =1 =1

n n

2 2 2

- 2a4 g Ty + aj E x; + nag.
i=1 i=1

Funktio on méarittelynsa nojalla aina ei-negatiivinen. Liséksi se on jatkuvasti
derivoituva; ja kun a2 + a? — oo funktion raja-arvo on

lim f(agp,a1) = 0.

65
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Tamén nojalla funktiolla on olemassa yksikésitteinen minimi, joka 16ytyy
gradientin nollakohdasta:

of -

aao ;:1: [yl ai1x; aO] 0
af -

Ba; ;:1 [y — ag — a1x;] = 0

Yhtaloa N
Zi:1 Yi

B { S w } (5.2)

£, Bl
Z?:1xi Z?:lx? ay

kutsutaan normaaliyhtdloksi.

Normi 1. funktioiden etaisyys

Funktioiden etéisyyttd voidaan mitata samalla tavalla kuin mitataan pistei-
den etdisyyttd koordinaattiavaruudessa R2. Tarkastellaan lihinni jatkuvia;
mutta myos derivoituvia funktioita ja niiden approksimointia jonkin normin
suhteen.

Maaritelma 5.1.1 Funktion f(x) normi || f|| on ei-negatiivinen luku, jolle
on voimassa seuraavat ominaisuudet:

1. ||fIl = 0 jos ja vain jos f = 0;
2. Kaikille X € R: [N f]] = |MIFI;

3. Kolmioepayhtdlo: || f + g|| < || £l + llg]l-

Esimerkki 5.1 Suljetulla ja rajoitetulla wvdlilld mdadritellyn jatkuvan funk-
tion f(x) maksimi-normsi

[ flloe = max | ()

a<z<b

Esimerkki 5.2 Nelidintegroituville funktioille mdadritelliin L*-normi

b
1l = / /(@) Pz
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Esimerkki 5.3 Yieisesti voidaan mddritelld jatkuville funktioille LPnormsi,
kun 1 < p < oo asettamalla

b 1
1l = | / @),

Edelld mainittujen normien avuilla voidaan maéaritella normi saannollisem-
pien funktioiden luokkaan.

Esimerkki 5.4 Kuvaus

| £l = (F@IE+ 11 @)} dal,

missd f'(x) on funktion derivaatta, madrittelee jatkuvasti derivoituvien funk-
tioiden luokkaan normin.

Edelleen funktioille voidaan mééaritelld pisteittdinen 1. diskreetti seminormi:

Maaritelma 5.1.2 Olkoon x;, i = 1,...,n mddritelty pistejoukko ja f(x)
jatkuwva funktio valilla [a, b], joka sisdltid pisteet x;. Talloin

=0 1f @), 1<p < oo
=1

mdarittelee seminormin, jolla on ominaisuudet
1‘ |f|p Z 0;.
2. Mlp = [N flps kaikilla X € R;

3. ‘f"‘!ﬂp < |f‘p+ |g‘p'

Huom! Jos funktion seminormi |f|, = 0, niin siité ei seuraa, etté funktio olisi
nollafunktio.

Talla kurssilla approksimoidaan funktioita ldhinnéd pienimmén nelidsum-
man ja L?-normin suhteen. Mutta on hyvi tietii eksoottisimmistakin normi-
approksimaatioista. Naita tarvitaan esimerkiksi kuvankasittelyssa.
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5.1.1 Paras L*-approksimaatio

Olkoon {¢;(x)| j = 1,...,n} approksimaatioavaruuden kantafunktiot, ja
f(z) valilla [a, b] nelidintegroituva funktio (mielelldén jatkuva). Ratkaistaan
seuraava approksimaatio — ongelma:

Probleema 5.1.1.1 Madrdd kertoimet a; € R, j = 1,...,n siten, etta
funktio

n

falz) =) a;05(x)

J=1

minimoi L?-normin
b 1
I£ = 5l = 1) = fu(o) o).

Koska yhti hyvin voidaan minimoida L?-normin neliéti, niin approksimaa-
tio-ongelmassa haetaan n:n muuttujan funktion

F(ay,...,a, /\f Za]@ )| da

minimid. Funktio F'(as,...,a,) on alhaalta rajoitettu, jatkuvasti differen-
tioituva ja koersiivinen, ts.

lim Fl(ay,...,a,) = 0.

ll@l|—oo

Talloin funktiolla on minimi ja se 10ytyy gradientin nollakohdasta:

g—fl = —2/a Lf(x) —;aa‘¢j($)]¢1($)d$ =0

OF b -

= - _2/ @) = 3 ay65(2))(2)d = 0.
n a _]:1

Nain ollen kertoimet a; ratkaistaan normaaliyhtdlostd:

Feominn ot | [ ] [ 21w

N ¢n<x5¢1<x>dx - X <i5n(37).¢n(:c)dx an Jo f(@)on(z)dz
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Tarkastellaan mychemmin ehtoja, joiden vallitessa normaaliyhtal6lla on yk-
sikdsitteinen ratkaisu. Nyt todetaan vain, ettd approksimaatio-avaruus tulisi
valita siten, ettd yhtaloryhmaén ratkaisu olisi numeerisesti stabiili, ts. kerroin-
matriisin ehtoluku olisi siedettéva. Lisdksi olisi toivottavaa, ettd approksi-
maatioavaruuden funktioilla olisi voimassa approksimaatio-ominaisuus:

Jim ||~ f,]] = 0.

Esimerkki 5.5 Tarkastellaan funktion approksimointia m-asteisella polynomi-
funktiolla vdlilla [0, 1]. Polynomifunktioiden kantafunktioiksi voidaan valita
esimerkiksi funktiot

pi(x) =271, j=1,2,3,....m+ 1.
Tdlloin normaaliyhtalon kerroinmatriisin alkiot ovat

1
o 1
Aij:/ SL’H—]_QdI‘:%, ’i,jzl,..., n
’ 0 'l"‘j—l

ja otkean puolen vektorin alkiot ovat
1 .
b; = / f(x)"tdx, i=1,...,n.
0

5.1.2 Pienimman neliosumman menetelma

Tarkastellaan seuraavaksi funktion approksimointia pienimmdn neliésumman
menetelmalld. Sitd varten olkoot pisteet {xx| k = 1,...,m} valittu valilta
[a, b] ja funktio f(x) méaarittelyjoukossaan ainakin jatkuva.

Probleema 5.1.2.1 Mddrad kertoimet aq,...,a, € R siten, ettd funktio
n
falm) =) a;05(x)
j=1
minimoi [*-normin 1. neliésumman

=Sl =S @) = fulaw)
k=1
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Funktio

Flay,...,an) = Z | f(zx) — Z%@‘(%)‘Q

on alhaalta rajoitettu, jatkuvasti differentioituva ja koersiivinen, ts.

lim F(ay,...,a,) = oc.

ll@l|—o0
Talloin silla on minimi ja se 16ytyy gradientin nollakohdasta:

O o3 () — 3 ay(an)éa(a) = 0

8&1 -
k=1 j=1

= ) M)~ Y asbi(elona) =0

Oa
n k=1

Nain ollen kertoimet a; ratkaistaan normaaliyhtdlostd:

;Zl b1 () br () -+ i 61 (1) b ()
é@m)m) é@m)mm) as

2
NIE

f(xr)dr(zr)

T
I

)
S
NE

f () Pn(zr)

B
Il
—_

kil G (i) 1 (2g) - kil Gn (k)P ()

Esimerkki 5.6 Tarkastellaan funktion approksimointia m-asteisella polynomi-
funktiolla. Polynomifunktioiden kantafunktioiksi voidaan valita esimerkiksi
funktiot

pi(z)=2""1, j=1,2,3,...,m+ 1.

Tdlloin normaaliyhtalon kerroinmatriisin alkiot ovat

m
_ i+j—2
Am‘—E z
k=1

ja otkean puolen vektorin alkiot ovat

bi = Z f(ffk)%_l-

k=1
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5.1.3 Approksimaatio-ominaisuus

Seuraavassa joitain tarkeimpia approksimaatioon kaytettévia funktioita, joille
voidaan osoittaa approksimaatio-ominaisuus todeksi:

e polynomit muodostavat tihein joukon;
e trigonometriset polynomit;
e spline-funktiot;

e wavelet-approksimaatio (tavallisesti kiiytetddn spline-pohjaisia wavelet-
teja);

Normaaliyht&lo on yksikésitteisesti ratkeava mikéli funktiot

{¢j(x), j=1,...,n}
ovat lineaarisesti riippumattomia.

Maaritelma 5.1.3 Funktiot

{gbj(l'), j: 1,...,71}

ovat lineaarisesti ritppumattomat, jos ehdosta

n

Zajgbj(x) =0, V€ la, b

j=1
seuraa, ettd valttamatta kertoimet a; = 0 kaikille j = 1,...,n.

[lmeisesti ainakin polynomifunktiot ja trigonometriset funktiot ovat lineaaris-
esti riippumattomia. Seuraavaksi tarkastelemmekin ndiden funktioidn omi-
naisuuksia hieman tarkemmin.

5.2 Fourier-approksimaatio

5.2.1 Jatkuva Fourier-approksimaatio

Approksimoitava funktio:

e periodisuus; f(z + 27) = f(z), Vz € R.
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e paloittain jatkuvuus: Funktiolla on darellinen méara epéjatkuvuusko-
htia ja epajatkuvuuskohdassa on toispuoleiset raja-arvot, ts.

hlirg[)lJr f(xo £ h) =y3F, —o0 < yz < o0.

Approksimaatio-ongelma: Etsi kertoimet a; ja by s.e.

1

gn(z) = 500+ Z{ak cos(kx) + by sin(kx)}

minimoi lausekkeen
i g, £1° = [ loa(e) = S0P,

Lause 5.2.1 (Ortogonaalisuus) Trigonometriset funktiot ovat L?— sisdiitu-
lon suhteen pareittain ortogonaaliset:

™ 0, j#k
/ cos(jx) cos(kx)dr = 2, j=k=0
- ™, 1=k>0

o (0, Ak
/ sin(jz)sin(kx)der = {W,j:/{?>0

/ sin(jz) cos(kx)dx = 0, Vj,k > 0.
Ortogonaalisuusrelaation nojalla pienimmén nelisumman menetelméa paé-
tyy lineaariseen yhtéléryhmaén, jonka ratkaisu on

Lause 5.2.2
1 s
ar = — f(x) cos(kzx)dx
™ —T
1 [7 )
by = — f(z)sin(kz)dz.
™ —T

Lause 5.2.3 Olkoon f(x) paloittain jatkuva 2w —periodinen funktio. Silloin
sen Fourier-approksimaatio suppenee pisteittain kohti funktioita f sen jatku-
vuuskohdissa, ja epdjatkuvuuskohdissa

. 1 -
Jim g, (w0) = 5lyg + w0 -
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Lause 5.2.4 Olkoon f(x) 2m-periodinen ja jatkuvasti derivoituva funktio.
Tdlloin funktion Fourier-approksimaation neliéllinen virhe on

21
||f gnHL2 —m,T) = {/ gn | dx}Q < \/7 / | dr.

Lause 5.2.5 Olkoon f(z) 2m-periodinen ja m-kertaa jatkuvasti derivoituva.
Silloin Fourier-approksimation virhe on

||f gn”L2 —T,) = _/ | dx.

5.2.2 Diskreetti Fourier-muunnos ja FFT

Approksimoidaan tasavéliselld hilalla A = {t; = %z\ i=0,...,N—1} 2n-
periodista funktiota trigonometrisilla polynomeilla kuten edellisesséd para-
graafissa kdyttden pienimmén nelibsumman menetelméaéd. Approksimaation
kantafunktioina kiytetddn kompleksisia funktioita

op(t) =% k=M, -M+1,...,0,...,M — 1, M,

misséd j = v/—1 on imaginaariyksikko. Téll6in funktiota f(t) approksimoidaan
M:nnen asteen trigonometriselld polynomilla

M
x) = Z de’™.
k=—M
Neliosumman
N-1
S 1f ) — fu(t)?
i=0

pienin arvo 16ytyy gradientin nollakohdasta. Néin saadaan normaaliyhtdlé

N—

,_.

27rl1

e Z dke]%kl |=0,1=—-M,..., M,

=0

joka voidaan kirjoittaa muodossa

N-1 M o
27 (l—k)q .oli
Z Z dge™ N = e IN f ().

1=0 k=—M =0
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Lemma 5.2.1 Kantafunktioille on voimassa seuraava ortogonaalisuusrelaa-
tio:

N-1
27r(l k) {N,k::l+vN c7
ZZO

0, k#1l+ouN

Lemman nojalla normaaliyhtalo on

N Z deN_Zf e N, vweT, l=—M,... M.

l+vN=—M

Jotta jokainen 2M+1:std yhtalosta sisdltad tdsmélleen yhden kertoimen dy
taytyy olla voimassa ehto:

N
M< =
=3

Talloin jokaiselle v > 0 on voimassa

l+vN > [4+2vM > M, ¥l > —-M
[—uvN < | —20M < —-M, VI < M.

Néin ollen yo. summissa v = 0 ja summattavana on vain yksi termi d;.
Trigonometrisen approksimaation kompleksiset kertoimet saadaan siis kaavas-
ta

Trigonometrisen approksimaation reaalinen esitys kosini- ja sinifunktioiden
avulla saadaan kayttamaélla Eulerin kaavoja

jkt | —jkt

cos(kt) = %

jkt _ gkt

sin(kt) = -
2j

Sijoittamalla ndmé trigonometrisen polynomin

M

far(t) = ao+ Y {ay cos(kt) + by sin(kt)}
k=1



5.2. FOURIER-APPROKSIMAATIO 75

lausekkeeseen saadaan kompleksinen muoto
jb 2 ay + b
k jkt k k —Jkt
=ag+ g ; El 5 e .

Vertaamalla kertoimia kompleksisen Fourier-sarjan kertoimiin havaitaan, etta
reaalisen Fourier-sarjan kertoimet ovat

ap = do,
ap = 2R6(dk),

Néiin olemme todistaneet seuraavan

Lause 5.2.6 Olkoon funktio f(t) 2m-periodinen jatkuva funktio ja 2M < N.
Tdlloin funktio

M

fu(z) =ag+ Z{ak cos(kt) + by sin(kt)},

on funktion f(t) paras approksimaatio pienimmdn neliosumman mielessa:

N
Z | far(z;) — f(2;)]? = min!,

missd kertormet ayg, by ovat

| V-1
@ = 5 f(t)
=0
g N-1
ar = — f(t;) cos(kt;), k=0,1,2,...
N =0
g N-1
bk = N f(tl) sin(kti), k= 0,1,2,...,
=0

Trigonometrisessa interpolaatiossa etsitdin trigonometrista polynomia fy,(x)
siten, ettd fas(t;) = f(t;), ¢ =0,..., N—1, missé pisteet t; ovat kuten edellé.
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Koska yhtaloita on N kappaletta, pitdd tuntemattomien kertoimien méaéré
olla sama. Néin ollen trigonometrista interpolaatiota etsitddn muodossa

M—-1

fu(t) =ao+ Z {ay cos(kt) + by sin(kt)} + %aM cos(Mt),
k=1

missd 2M = N. Télloin yhtaloryhméssé on sama méaara tuntemattomia kuin
yhtaloita. Trigonometrinen interpolaatio voidaan nyt ratkaista olennaisesti
samalla tavalla. Nimittain voidaan osoittaa seuraava lause:

Lause 5.2.7 Olkoon funktio f(t) kuten edelli 2w-periodinen ja riittdvdn siled.
Tdlloin on yksikdsitteisesti madrdtty trigonometrinen interpolaatiofunktio fus(t)
pisteiden t; = %i suhteen (N=2M):

fu(ts) = f(t:), i=0,...,N —1.

Interpolaatiofunktion esitys on

M-1

fu(t) =ao+ Z {ay cos(kt) + by sin(kt)} + %aM cos(Mt),
k=1

missa kertoimet lasketaan kuten edellisessd lauseessa.

Matriisiesitys Diskreetit Fourier-kertoimet voidaan laskea matriisiker-
2mj
tolaskuna. Sité varten mééritelldin luku w = e~ » ja Fourier-matriisi

W=1" g Z yp

i=0,...,N—1

missé indeksi £ on rivi-indeksi ja ¢ sarakeindeksi. Télloin diskreetin Fourier-
approksimaation kertoimet lasketaan kertomalla Fourier-matriisilla datavek-

tori f = [f(to) -+ f(tn—1)]":
d_nm
d_pr1
da

Kysessa oleva matriisikertolasku voidaan suorittaa tehokkaasti kayttdmal-
& hyviksi nopeata Fourier-muunnosta, josta hieman enemmén seuraavassa
kappaleessa.
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5.2.3 Nopea Fourier-muunnos (FFT)

Lasketaan diskreetin Fourier-muunnoksen kertoimet

N-1

a, = f(x;) cos(ky)
=0
N—-1

b, = f(x;) sin(kx;)
=0

7

nopeasti. Sitd varten oletetaan, ettd hilapisteiden lukumaara on N = 2P.

Maaritelladn kompleksinen datavektori:

. N .
y; = f(@a) +1f(29541), J :0,1,...,532112\/—1.

N

E

Diskreetti, kompleksinen Fourier-muunnos (n =

n—1
k2T
cr = g yje ks
Jj=0

Seuraavan lauseen avulla voidaan kompleksisista kertomista laskea reaalisen

Fourier-muunnoksen kertoimet:

Lause 5.2.8 Asetetaan apukertoimet by = b, =0 ja co = ¢,. TallGin kaikille

k=0,...,n:
1 - 1 — _ikm
a — b, = 5[61“ + G| + Z[ck — Cp_ile n
/ / 1 — 1 — km
a, . —, . = 5[% + o] + 2_Z[Ck —Cpple .
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Nopean Fourier-muunnoksen reduktioaskel:

Olkoon jatkossa n = 2m. Talloin parilliset kertoimet voidaan kirjoittaa muo-
dossa

2m—1 2m—1
_jl2w2 _ 2w
Coy = yje 2m = E y]6 m
Jj=0 Jj=0
m—1 m—1
_gl2w _(g+m)lew
= yje m —|- E ijrme m
J=0 Jj=0
m—1 m—1
_glew _yglem
— yje o § yj—i—me m e 127l
=0 =0
m—1
_ 2w
= (yj + yj-i—m)e
J=0
Vastaavasti parittomille kertoimille pétee:
m—1
—Zm _yglew
Col+1 = E (Yj — Yjrm)e e
Jj=0

Maéarittelemélla apusuureet

zj = Yi+Yjsm, J=0,...,m—1

Zivm = (Yj — Yjrm)e
voidaan n-ulotteiset Fourier-muunnokset palauttaa kahdeksi m-ulotteiseksi
Fourier-muunnokseksi:

Ccy = zje " m

Coly1 = Zm4€ ™ .
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5.3 Ortogonaaliset polynomit ja approksimaa-
tio
5.3.1 Tschebyscheffin approksimaatio
Maaritelma 5.3.1 Maddaritellidn jokaiselle x = cos(), ¢ € [0, =],
Ti(x) = cos(ko).
Funktio T;(z) on ns. Tschebyscheffin polynomi. Maaritelmén nojalla

To(z) =
Ti(x) = =

Vaikka alunperin T-polynomit ovat mééaritelty vain vélilla [—1, 1], niin ilmeis-
esti funktiot ovat méiriteltyja kaikille x:n arvoille.
T-polynomit on helppo generoida seuraavan rekursiokaavan avulla

Lause 5.3.1 Tschebyscheffin polynomeille on voimassa rekursiokaava:
Tii1(z) + Tq(x) = 22T, ().
Tod. Rekursiokaava perustuu trigonometriseen identiteettiin:

cos((k + 1)p) + cos((k — 1)¢) = 2 cos(¢) cos(ko)

Seuraavassa muutamia T-polynomeja:
Ty(z) = 22°—1

T3(z) = 4a° —32°
Ty(z) = Sa* —822 +1

Lause 5.3.2 Tschebyscheffin polynomeille on voimassa seuraavat ominaisu-
udet:

1. |Ty(2)| <1 kaikille v € [—1, 1] ja kaikille k > 0;
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2. Ty(x):n nollakohdat ovat

3. Ti(—x) = (=1)*Ty(z), k> 0;
4. Ortogonaalisuusrelaatio:

1 dr 0, josk#1
Tp(x)Ti(x)—= =< Z, jJosk=1#0
/1 et )m 727, éosk:lio

Nyt jokainen m-asteinen polynomi voidaan lausua Tschebyscheffin polynomien
avulla (T-polynomit muodostavat kannan polynomiavaruuteen):

c n
P,(x) = 50 + chTk(x).
k=1

Probleema 5.3.1.1 Minimoidaan painoitettu L*-normin nelio

n
Co dx

If =Pl = [ @) -3 - ahl =

k=1

missd painofunktio w(z) = ﬁ

Koska Tschebyscheffin polynomit ovat ortogonaalisia painotetun L2-sisidtulon
suhteen, niin normaaliyht&lon kerroinmatriisi on diagonaalinen (diagonaalialkio
d = 7). Siten seuraava lause on helposti todennettavissa:

Lause 5.3.3 Olkoon f(x) jatkuwva funktio valilla [—1, 1]. Talléin approksi-
maatio-ongelmalla on yksikdsitteinen ratkaisu, ja kertoimet

oo = %/_1 f(:c)Tk(x)\/%.
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5.3.2 Ortogonaaliset polynomit
Ortogonaalisuus L2-sisdtulon suhteen

Tarkastellaan aluksi tapausta, jossa painofunktio w(x) = 1. Ortogonaaliset
polynomit muodostavat jonon {p;}:2,, jonka alkiot ovat polynomeja siten,
etta

L. deg(pi) = %;
2. [ pi(@)p;(w)de = 0.

Ortogonaaliset polynomit normitetaan joko vaatimalla etta

b
[ s =1
tai '
pi(z) = 2’ + alemman asteen polynomi.

Lause 5.3.4 Olkoon {p;}2, joukko ortogonaalisia polynomeja siten, etti

deg(p;) = 1.
Tdlloin jokaiselle polynomille

q(z) = ant”™ + an12" 4+ ag

on olemassa yksikdsitteisesti kertoimet b; siten, ettdi

q= bnpn + bnflpnfl +-+ bOpO-

Tod.: Oletetaan, ettd ortogonaalisten polynomien johtavien termien ker-
toimet ovat 1. Talloin vakiopolynomille

q(x) = ag = ap - 1 = agpo(z).

Oletetaan, ettd vaite on tosi kaikille polynomeille ¢(z), joiden aste on
pienempi kuin n-1.

Olkoon sitten ¢, (z) n-asteinen polynomi. Koska polynomin p,(z) johta-
van termin kerroin on 1, niin polynomin ¢, (z) —a,p,(x) asteluku on n-1. Tél-
16in induktio-oletuksen nojalla on olemassa yksikésitteisesti luvut b,,_1, ..., by
siten, etta

Qn(x) - a'npn(x) = bn—lpn—l(x) + -+ bOp07
miké todistaakin vaittdmén. O
Edellisen lauseen seurauksena voimme paétellé
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Lause 5.3.5 Polynomip,.1(x) on ortogonaalinen kaikkia alempiasteisia poly-
nomeja vasten.

Ortogonaalisten polynomien nollakohdat

Lause 5.3.6 (Stewart, 1998) Ortogonaalisen polynomin p,(z) nollakoh-
dat ovat reaalisia, yksinkertaisia ja ovat kaikki valilla [a, b].

Tod.: Olkoon pisteet xg,z1,...,z, ortogonaalisen polynomin p,(z) ne nol-
lakohdat valilla [a, b], jossa funktio vaihtaa merkkia. Jos k+ 1 = n, niin viite
on tosi.
Oletetaan siksi, ettd £ + 1 < n. Polynomin
r(z) = (x —xo)(x —x1) -+ (x — )

asteluku on k + 1 < n ja siten lauseen 3.3.5 nojalla

[ @ =o

Toisaalta polynomi p,(z)q(z) ei vaihda merkkid valilla [a, b], silld jokainen
polynomin p, (z) merkinvaihto kompensoidaan vastaavalla ¢(x):n merkin vai-
hdolla. Néin ollen

/ 4(@)pal)dz £ 0,

mika on ristiriita oletuksen kanssa. O

Yleiset ortogonaaliset polynomit

Tavoitteena on kehittdd menetelmé, jonka avulla mielivaltaisella rajoitetul-
la ja suljetulla valilla painotetun sisdtulon suhteen voidaan méaréata ortogo-
naaliset polynomit. Ortogonaalisuusehto on silloin

0, m#n

Cpn, M =M.

/abw@)pm(x)pn(x)dx _ {

Kuten edellisessé kappaleessa voidaan yleisesti osittaa, ettd ortogonaalinen
polynomi p, () on ortogonaalinen kaikkia alempiasteisia polynomeja vasten.
Néin ollen méarittelevéd ehto voidaan myos kirjoittaa muodossa

b
/ w(x)py(x)z™dr =0, ¥V m < n.
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Valitaan polynomi p,(z) siten, ettd se on muotoa
1 d"U,(x)
pul) = w(x) dxn

Télloin funktio U, (x) toteuttaa differentiaaliyhtilon

a1 ),
dzntt i w(z)  dan

=0,

silld n-asteisen polynomin kertalukua n+1 oleva derivaatta haviaa identtis-
esti.
Ortogonaalisuusehdon nojalla jokaiselle m-asteiselle (m<mn) polynomille

Gm ()
/b wqm(x)dx = 0.

dzm

Osittaisintegroimalla lauseke m-+1 kertaa saadaan identiteetti
m+1 ‘ b iU,
0= jzl(—l)ﬁl/am%(ﬁ b,
Néin ollen funktion U,(z) on toteutettava reunaehdot
UV(a)=UY () =0, j=0,...,n—1.
Siten funktio U, (x) on reuna-arvotehtavin

d"[ 1 d"U,(x)
dzm w(x) dzm
UV (a)=UY b)) = 0, j=0,...,n—1

| = A,

ratkaisu, missd vakio A, on mielivaltainen reaaliluku. Siten ortogonaaliset
polynomit ovat normeerauskerrointa vaille yksikasitteisesti méaaratyt.

Ortogonaaliset polynomit ja approksimaatio Oletetaan, ettd ortogo-
naaliset polynomit px(x), k£ = 0,1,..., on madrdtty. Valilla [a, b] mé&é&ritel-
lyn funktion f(z) paras polynomiapproksimaatio L?*-normin suhteen voidaan
esittdd ortogonaalisten polynomien avulla:

Qnlr) =Y bipi(®).
k=0
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Kertoimet maarataan minimoimalla interaali

b
/ w(@)| () — Qulx) da.

Tama johtaa normaaliyhtaloon, jonka kerroinmatriisi on diagonaalinen, koska
polynomit py(z) ovat pareittain ortogonaalisia painotetun sisétulon suhteen.
Niéin ollen kertoimet voidaan ratkaista yhtaloista

b [ womarts = [ o

Ongelma on siten taydellisesti ratkaistu, jos kertoimet

k= /abw(a:)pk(x)de

osataan maarata.
Ne voidaan laskea edeltd késin riippumatta funktiosta f(z). Jokainen
polynomi py(z) voidaan esittdd muodossa

pe() = ap + a1z + -+ ap_1 2" 4 apat

Koska pi(z) on ortogonaalinen alempiasteisten polynomien kanssa, niin
b
k= ak/ w(x)zFpy(x)de.
a

Legendren approksimaatio Sovelletaan edelld esitettyd menetelmaé poly-
nomiapproksimaatioon vélilla [-1, 1], kun painofunktio w(z) = 1.
Talloin U, (x) ratkaistaan reuna-arvotehtévista

dru,
dxn
UM(x1) = 0, k=0,...,n— 1.

Yhtalon ratkaisu on 2n-asteinen polynomi. joka toteuttaa kaikki 2n reunae-
htoa. Helposti havaitaan, ettd ko. funktio on

Un(z) = B, (2* — 1)".
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1

5n7- Néin saadaan ns.

Tavallisesti funktio normitetaan valitsemalla B, =
Rodrigues’n kaavat:

o 1oar
—onp) dan

[(z* = 1)"].

pn(T)

Legendre’n polynomien konstruoiminen kiyttéden Rodriguesin kaavoja on kuitenkin
aika vaivalloista. Ne voidaan laskea varsin sujuvasti kiayttdmalla rekursiokaavo-
ja (kolmen termin rekursio): Py(z) =1, Pi(x) = x ja

(n+1)Pq(x) = 2n+ 1)zP,(z) —nP,_1(z), n=1,2,... .

Kertoimen ¢, laskeminen Legendre’'n polynomeille tapahtuu seuraavasti. Poly-
nomin pg(x) johtava kerroin saadaan kehitelmésté

d* ~(2K)!
@[@ - = T$k—“‘

Nain ollen

1

K 1t odr
= — = (2% — 1)¥]da.
Pz ) b g~

Osittaisintegroimalla k kertaa saadaan lopulta kertoimelle ¢ lauseke

LRy
— 1 — 2?)dy = .
= qargpne | (o)A =5

Paras polynomiapproksimaatio Funktion f(z) paras polynomiap-
proksimaatio L?*-normin suhteen vililld [-1,1] on t#llin

Qn(w) = bipi(),
k=0

missa kertoimet
C2k+1 [

b= | Fem
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Luku 6

Numeerinen differentiaalilaskenta

6.1 Numeerinen integrointi

6.1.1 Interpolaatiokaavat

Approksimoitava integraali

b
I= / f(z)dx.
Maéritelldan tasavéliselld hilalla funktion f(z) interpolaatiopolynomi

Po(z) = f(zo) + [lzo, 21)(x — @0) + -+ flzo, ..., 2)(x — 20) -+ (x — Tp1).

Integraalin I approksimaatio on talloin

b
]n:/ P,(z)dz.

Approksimaation virhe on talloin
1 ! g
. n+ n
I, = ) /a f (fm)szo(!E —z;)dx.

Keskipistekaava
Interpoloidaan funktiota vakiofunktiolla integroimisvélin keskipisteessa

a+b
Ty = 5

87
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Integroimiskaava on t&lloin

Io= / f(xo)dz = (b — a) f(zo).

Keskipistekaavan virhetté varten kirjoitetaan vakiointerpolaation virhelauseke
muodossa

f(@) = f(z0) = flzo, x1](x — 20) + %f(z)(fm)(fﬁ — xo)(z — 1),

missé z1 € [a, b] on mielivaltainen. Funktion x — x( integraali vélin [a, 0] yli
haviaa silla xy on valin keskipiste:

b
/ flzo, x1](x — xo)dx = 0,

kaikilla 1 € [a, b]. Néin ollen keskipistekaavan virhe on

Eo(f) = % / FAEN (x — z0)(x — 21)dx.

Valitaan nyt x; = xq. Télloin virhelauseke on

b
Eaf) =5 [ 1O e — s

Sovelletaan oikeanpuolen integraaliin integraalilaskennan véliarvolausetta:

Lause 6.1.1 Olkoon f(x) jatkuva funktio, ja g(x) funktio, joka ei vaihda
merkkid integroimisvdlilli [a, b]. Tdlloin on olemassa piste ( € [a, b] siten,
etta

[ sy = 1) [ oty

Funktio f®(&,) on oletettava jatkuvaksi. Mutta funktio g(x) = (z — x¢)? on
koko vélilld ei-negatiivinen, joten véliarvolauseen nojalla on ¢ € [a, b] siten,
etta

Eo(f) = %f@)(o / (w — mo)*dx.

Néin ollen olemme johtaneet keskipistekaavan virhelausekkeen
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Lause 6.1.2 Olkoon funktio f(x) kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio
valilla [a, b]. Talloin keskipistekaavan

Io(f) = (b—a)f(xo)
virhe on

Bo(f) = 550~ P F(Q)

2
missa ¢ € [a, b].

Tavallisesti kiytetadn nk. summattua keskipistekaavaa. Jaetaan integroimisvéli
[a, b] pistevieraisiin osavéleihin [t;,¢;11], ¢ =0,...,n — 1, missa
b—a

n

ti:a+ih, h:

ja n on osavilien lukumaéaré. Integraali I voidaan jakaa summaksi

/f dx—Z/tlH

Sovelletaan jokaisella osavililld keskipistekaavaa

/f d:c—hth+ P Zf@(éz)

missé fz € [tl tl'+1:|.
Jos oletetaan, ettd integroitava funktio on kaksi kertaa jatkuvasti de-

rivoituva, niin kaikilla ¢ =0,...,n—1
min ) (z) < f@(&) < max f@(x).
z€la, b] z€la, b
Nain ollen

n min f®(z) <Y fO(g) <n max fO(x).

z€la, b] - z€la, b]
1=0

Koska jatkuva funktio saa kaikki arvot suurimman ja pienimmé arvonsa
valiltéd, niin on olemassa £ € [a, b] siten, ettd

5 Z FO&) = F2).

Nain ollen voimassas:
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Lause 6.1.3 Kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvan funktion integraali voidaan
laskea summatulla keksipistekaavalla

- h
IO,n - hz f(tz + 5)7
=0

jonka virhelauseke on

h*(b — a)

EO,n = 24 f(2)(§)-

Puolisuunnikassaanto

Interpoloidaan funktiota integroimisvéalin péédtepisteissd xg = a ja 7 = b.
Funktio voidaan kirjoittaa silloin muodossa

(&) = Flan) — floo.or)(e — 20) + 5 FOE) & — a0)(z — .
Integroimiskaava on t&lloin

b—a
I, = 5

ja puolisuunnikassdannoén virhe on

[f(a) + f(D)]

E(f) = % / FO(E) (@ — a)(z — b)da.

Viliarvolauseen nojalla, kun asetetaan g(z) = (x — a)(z —b) < 0 ja
oletetaan funktio f)(&,) jatkuvaksi, on ¢ € [a, b] siten, ettd

1 b
Bi(f) = 57?0 [ = ) - .
Oikean puolen integraalin suoralla laskulla saadaan todistettua

Lause 6.1.4 Olkoon funktio f(x) kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio
valilla [a, b]. Talloin puolisuunnikassadannin

virhe on

missa ¢ € [a, b].
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Kuten keskipistekaavaakin puolisuunnikassaantoa sovelletaan summatussa
muodossa. Integroimisvéli [a, b] jaetaan pistevieraisiin osavéleihin

[tiutiJrl]u 1= 0, N 1,
missa

b—a

n

ti:a+ih, h:

jan on osavalien lukumaéra. Sovelletaan jokaisella osavililla puolisuunnikassaén-
tod. Talloin saadaan summattu puolisuunnikassaanto:

Lause 6.1.5 Kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvan funktion integraali voidaan
laskea summatulla puolisuunnikassddnnolld

h n—1
L = 1) + F0) +2) | f(t)],
i=1
jonka virhelauseke on
2 J—
g, = -0 e,

missd & € [a, b] on viliarvolauseen nojalla madaritelty piste.

Simpsonin saanto

a+b

Interpoloidaan funktiota f(z) pisteiden zy = a, x; = %2, o = b suhteen

toisen asteen polynomilla:

P2($) = f(%) + f[%ﬂh]@ - %) + f[ffo,ffl,@](?ﬁ - 960)(!70 - 901)-

Suoraviivaisesti polynomia Ps(x) integroimalla saadaan Simpsonin sdéan-
to: b b

—-a a+
L(f) = ——f(a) + 4f (=) + F(O)].

Polynomi-interpolaation virhelauseke voidaan kirjoittaa kuten keskipis-
tekaavan tapauksessa muodossa

FU(&)
!

f(z) = Pa(x) = flzo, 1, w2)(x — zo) (2 — 21)(z — 22) + IT_o (2 — ),
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missd r3 = x1 on yliméardinen piste. Oikean puolen kolmannen asteen poly-
nomi on pariton valin [xg, xs] keskipisteen suhteen. Joten sen integraali on
nolla. Jiljelle jadvadn virhetermiin voidaan soveltaa véiliarvolausetta olet-
taen, ettd integroitava funktio on nelja kertaa jatkuvasti derivoituva. N&in
ollen virhetermi on

(4) b _ )
Bh) = L8 [ oo - e = - B2 po0),

missd ( on joku piste integroimisvélilta.

Summatussa Simpsonin sddnnossé valitaan aina parillinen méaré osavéle-
ja, ts n=2m. Sovelletaan Simpsonin saéntoa osavéleill [to;, to;io], 1 =0, ..., m—
1. Talloin on voimassa

Lause 6.1.6 Neljasti jatkuvasti derivoituvalle funktiolle on voimassa sum-
mattu Simpsonin sadnté: (n==2m)

Iy, = g[f(a) + f(b) + 4; f(taiz1) +2 Zzl f(t2)],

jolle on voimassa virhelauseke

jollain ¢ € [a, b)].

6.1.2 Ekstrapolaatio
FEuler-Maclaurinin summakaava

Olkoon funktiolla f(x) valilld [a, b] suppeneva Taylorin kehitelmaé:

oo d\k
fatm) = £y + 3 LoD )

Muodollisesti kehitelmé voidaan kirjoittaa differentiaalioperaattorin

W~ (hD)* d
= D:—
¢ kz% B dz



6.1. NUMEERINEN INTEGROINTI 93
avulla. Néin ollen
fla+n) = flx) = ["” = 1] f(2). (6.1)
Funktion ﬁ Taylorin kehitelmén avulla:
-1 - Z ’
Kehitelméssé olevat luvut By, ovat Bernoulhn lukuja:
1 1
BO = 17812—5732:6’B?):BE):B?:.-.:O’
1 1 1
B —, Bg=—, Bg=——,.
! 300 70 427 TP 307
Néin ollen
fl@) = ["7 =17 (f(z +h) — f(2))
1 __ 1
= D7 fe+h) — @] - 5l - f@)] (62)

+ Z(B% A (4 ) — O ()

ok)!

Koska differentiaalioperaattorin kidnteisoperaatio on integrointi, niin

D n) @) = D71 Fwis [ 1o

di]

z+h
= DL (t) / D (t)dt

:/ £t — /f £)dt — / " o

Soveltamalla edellistd relaatiota ja kertomalla yhtélo (2) puolittain h:lla

saadaan

h z+h BQk
SUen+ @)= [ dt+z

h2k (2k— U(SL’—l—h) . f(%il)(l’)].

Soveltamalla edellistd kehitelméa summatun puolisuunnikassdénnon jokaisel-

la osavalilla saadaan Euler-Maclaurinin summakaava:

b 00
L) = [ Sz Yl
a k=1
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Rombergin menetelméa

Koska Euler-Maclaurinin summakaava on voimassa kaikille n € IN, niin
kaksinkertaistetaan osavéilien lukuméaéra. Talloin

b o0 h )
Lo = /Qf(a:)dij;ck(i)k

2 h4 h6
= T4et gt ey
et agg gy

Niéin ollen saadaan integraalin approksimaatio

41 9 — 1
71’23 L, =1+ chh* + h° + Gh® + .,

jonka virheen asymptoottisen kehitelmén johtava termi on h:n neljas potenssi.
Merkitédén jatkossa integraalin approksimaation arvoa summatulla puolisu-
unnikassadnnolla laskettuna

Rk,l — [1,2]6—17 k - 172, 374, e
h
b >
Siten kun k > 2 on integraalille I = [’ f(z)dx kaksi asymptoottista
kehitelmaa:

Kun indeksi kasvaa k — 1 — k, niin osavalin pituus puoliintuu: A —

I = Rp_q11+ coh? + cah® + c6h® + cgh® + - - -
;o R N 2 N h4 N h6 N h8 N
I R TR VIR DT T '

Eliminoidaan alemmasta kehitelmésta h:n toinen potenssi seuraavasti:

4T -1  4Ryi— Ry
3 3

Tasséd asymptoottisessa kehitelméssa olemme kiytténeet geneerisia vakioita
Cam, jotka siis muuttuvat arvoltaan eri kehitelmisséd. Olennaista on, ettd ne
ovat vakioita ja samoja eri h:n arvoille. Lisdksi edelld mainitussa ekstrapo-
laatioaskeleessa vakioiden arvot pienenevét.

Merkitdan jatkossa jokaiselle k > 2:

Res — 4Ry ;ka’

I + cgh* + cgh® + cgh® + - - -
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jolle on voimassa edellisen nojalla kehitelmé
]:Rk72+04h4+06h6+08h8+--- )
Puolittamalla osavilien pituus saadaan kehitelméat

I = Ryqo+ch+ceh® +esh®+- -
ht h’ h®
I = R = o AT
R TR VI T
jokaiselle k& > 3.
Suoritetaan uudelleen ekstrapolaatio kertomalla alempi yhtélo luvulla 16
ja vahentamalla siitd ylempi yhtdlo, saadaan integraalin approksimaatio

ARio — Ri_1
R — ) )
k?,-?) 42 _ 1 )

jolle on voimassa virhekehitelméa
I = Rk,3 + C6h6 + Cghs + Clohlo + -

Néin jatkamalla induktiivisesti voidaan johtaa Rombergin menetelmén yleinen
askel:

Rk 1 - Il’zkfl

497 Ry 1 — Rp—141 .
Rk,j = 4],71_1 ,k>]22

Nain ollen termin R, , virhekehitelméan johtava termi on

O((5/")

Kaytannon laskennassa virhettd kontrolloidaan seuraavalla sadnnolla:

Lause 6.1.7 (séintd) Jos |R,n — Ru-10-1] < 3107, niin approksimaa-
tiossa R, ,, on d oikeata desimaalia.

Edellinen véittama tietysti edellyttad, etta integroitava funktio on siled funk-
tio.
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Singulariteettien kiasittely Usein sovellutuksissa on integroitava funk-
tioita, jotka ovat singulaarisia integroimisvilin péatepisteissa. Esimerkiksi
funktio
r) = ——

f@)= 7
kasvaa rajatta, kun x ldhestyy origoa. Silti integraali fol f(z)dz on olemassa.
Kuitenkaan Simpsonin tai puolisuunnikasséantoé ei voida kayttaé integraalin
numeerisen approksimaation laskemiseen.

Kerrotaan funktio f(z) singulariteetin kidénteisfunktiolla:

g9(z) = Vaf(z)(=1).

Téamé funktio on hyvin sédénnollinen. Néin ollen funktion f(z) integraali
voidaan kirjoittaa muodossa
1 1
/ g(x)xr 2dx.
0

Muodostetaan sellainen integroimiskaava, joka integroi tarkasti muotoa z*+/z
olevia funktioita ennalta maéréattyyn potenssiin n asti. Valitaan integroimiskaavalle
sopivat tukipisteet xg, 1, . . ., Z,,. Néin ollen on valittava kertoimet Ag, Ay, ..., A,
siten, etta

1
/ e rdr = Agxk + Ayl - 4 Ak
0

Esimerkki 6.1 Mddrda integroimiskaava, joka integroi tarkasti ensimmdisen
. . . 1 3
asteen polynomeja pisteiden g = 7, w1 = § suhleen.

Ratkaisu: Ratkaistaan kertoimet Ay, A; yhtéloparista

1

Ag+ A, = / 1 2 2de =2
0
1 3 ! 2
1A0+1A1 = A ZL‘I‘_%dI‘Zg
Yhtéloparin ratkaisu on Ag = % ja Ay = é Néin ollen integroimiskaavaksi

saadaan .
1 5 1 1 3
Tadr = —qg(= —qg(=).
| st tis = 2o+ 309
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6.1.3 Gaussin kvadratuurit ja ortogonaaliset polynomit

Gaussin kvadratuurin ideana on samanaikaisesti méaarata integroimiskaavan
painokertoimet w;, ¢ = 0,2,...,n ja tukipisteet x;, ¢« = 0,...,n siten, ettid
integroimiskaava

u)of(ﬂfo) + - wnf<xn>

integroi tarkasti mahdollisimman korkea-asteisia polynomeja.
Interpolaatiokaavoissa valitaan tukipisteet xg, 1, ..., x,, joiden suhteen
integroitavaa funktiota interpoloidaan. Vastaava interpolaatiopolynomi on

Fu(a) = 3 flaw) Li(e).

kun kiytetdan polynomille Lagrangen esitysta. Talloin numeerinen integroimiskaa-
va on

/fmm=zwmm+mm,

missd £, (f) on integroimiskaavan virhe ja painokertoimet

b

Koska interpolaation virhe on verrannollinen funktion f(x) n+1:seen derivaat-
taan, niin ilmeisesti integroimiskaava integroi tarkasti ainakin n-asteisia poly-
nomeja, koska sillon f"+1(¢) = 0.

Toisaalta interpolaatiokaava integroi tarkasti korkeintaan 2n+-1-asteisia
polynomeja. Nimittdin funktio

(@) = [ (e — z))”

on 2n+2-asteinen polynomi, jolle integraalin arvo

/b f(z)dz > 0,

silld funktio on positiivinen funktio valilla [a, b]. Toisaalta kvadratuurin arvo
on

> wif(zx) =0,
k=0
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silld interpolaatiopisteissd on polynomin nollakohdat.

Kysymys jatkossa kuuluu, voidaanko interpolaatiopisteet valita siten, etté
integrointikaava integroi tarkasti 2n+1-asteisia polynomeja. Vastaus kysymyk-
seen on myonteinen. Téllaisen kvadratuurin konstruktio perustuu ortogonaal-
isten polynomien kayttoon. Sitd varten tarvitaan interpolaatiopolynomille
vaihtoehtoinen virhelauseke.

Interpolaatiovirhe Vaihtoehtoinen virhetermi perustuu interpolaatiopoly-
nomin Newtonin esitykseen.
Olkoon Newtonin interpolaatiopolynomi Fy(x), k£ =0,...,n. T&ll6in

Fi(z) = Fr_1(x) + akﬂf;é(x — ;).

Koska
Fi(xy) = f(xg) = Fro1(zg) + aknf;é(xk — ),

niin k:s jaettu erotus voidaan lausua muodossa

_ J(an) = Froa(an)

Qg k— :f[lba'")xk]'
Hj:é (zx — ;)
Tamén nojalla interpoloitaessa n+2:n pisteen zy, . .., x,, r suhteen inter-
polaatiopolynomin kerroin
flx)— F,(x
Api1 = M = f[.To, Ce ,.’L‘n,ﬂj‘].

I7_o(x — ;)
Siten interpolaatiopolynomin virheelle saadaan lauseke
f(x) = Fu(x) = flzo, .. o, 2]l (2 — x5).

Merkitédan jatkossa
q(z) =1I}_o(z — z;).

Néin ollen integroimiskaavan virheen lauseke on

En(f):/ q(z) flxo, ..., Tp, z|dx.

Edella esitetty tarkastelu on riippumaton interpolaatiopisteiden valinnas-
ta. Seuraavaksi valitaan pisteet x,, . . ., z, siten, ettd F, (f) = 0 kaikille n+m-
astetta oleville polynomeille, missd m on mahdollisimman suuri.
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Jos f(x) on astetta n+m-+1 oleva polynomi, niin jaettu erotus

flzo, .- 2, 2]

on m-asteinen polynomi. N&in ollen interpolaatiovirhe

En(f) =0

kaikille polynomeille, joiden asteluku on korkeintaan n+m-+1, jos ja vain jos

b
/ q(z)x"dx =0, Vr =0,...,m.

Huomaa, ettd polynomin ¢(z) asteluku on n+1.

Ortogonaalinen polynomi p,.; on kohtisuorassa kaikkia alempi asteisia
polynomeja vastaan (Lauseen 3.3.5 nojalla). Néin ollen optimaalinen valin-
ta interpolaatiopisteiksi ovat ortogonaalisen polynomin p,1(z) nollakohdat.
Talloin my6s ¢(z) = pnti1(z) ja m=n. Néin saimme todistettua seuraaan
lauseen.

Lause 6.1.8 Integroimiskaava on tarkka 2n+1-asteisille polynomeille, jos
interpolaatiokaavan tukipisteiksi valaitaan ortogonaalisen polynomin p,1(x)
nollakohdat ja painokertoimiksi

b
wk:/ Ly(x)dz, k=0,...,n.

Gauss-Legendren kaavat Perustuvat Legendre’n polynomien nollako-
htien kiayttoon. Legendre’n polynomit toteuttavat seuraavan kolmen termin
rekursiokaavan Perusvalilla [—1, 1]:

Py(z) =
P(z) = =
(n+1)P1(x) = 2n+ 1)zP,(z) —nP,_1(z), n=1,2,... .

Toisen asteen Legendren polynomi on
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Silloin toisen asteen Legendre’n polynomin nollakohdat ovat
1 1

Ty =—=, T1 = ——F=.
VT

Pisteeseen xy liittyva integroimiskaavan painokerroin on

1 1
1
wlz/ Ll(x)d:v:/ ?az—l—éd:c:l.
1 1

Symmetrian nojalla ilmeisesti w; = wy. Kahden pisteen Gaussin kaava:

1 1
Qa2(f) = f(_ﬁ> + f<ﬁ)'

Integraali I = fab f(z)dz voidaan palauttaa perusmuotoon integroimis-
muuttujan vaihdolla

— t —1 <t<1.
T=gth g Tists

Talloin integraali on

I:b—a/ 1f(b;at+a+b)dt,
-1

2 2
jonka approksimaatio kahden pisteen Gaussin kaavalla on siten
b—a b—a a+b b—a a+b
Q) = 2R )+ I )

— + —— +
2v/3 2 2v/3

Gauss-Legendren kaavojen virhe on

2 [27(n!)?
2n + 1) [(Qnﬂ

2

En(f) =

} feE), —1<€<1.

6.2 Numeerinen derivointi

1. kertaluvun derivaatan approksimaatio Peruskurssien nojalla suo-
raan derivaatan madritelméastd saadaan yksinkertaisin derivointikaava ns.
eteenpéin differenssikaava:

r+h)— f(x
Néin ollen derivaatan approksimaatio on funktion arvojen lineaarikombinaa-
tio pisteen x ymparistosséd, kun diskretisointiparametri h oletetaan riittavian
pieneksi.




6.2. NUMEERINEN DERIVOINTI 101

Keskeisdifferenssikaava Muodostetaan funktion arvojen f(z + h) ja
f(x — h) Taylorin kehitelmét pisteen x ympéaristossa

h? h3
Lt flet+h) = f@)+hf @)+ @)+ =)
0: flz) = flz)
h? h3
—1: fle—h) = f(z) =hf(z) + 5 f(@) = gf(g)(ﬁ—)
Ratkaistaan yhtaloryhmaésta 1. kertaluvun derivaatta kertomalla kolmas ke-

hitelméa luvulla -1 ja lasketaan ensimméinen ja viimeinen yhtalo keskendan
yhteen. Néin me saamme keskeisdifferenssikaavan

play = Lt h) Sl —h) B O + )
2h 6 2 '

Jos oletetaan, ettd derivoitavan funktion kolmas derivaatta on jatkuva, niin
differentiaalilaskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa & € [z — h, z + h]
siten, etta

_ )+ O
FE) = == -

Joten keskeisdifferenssikaava voidaan kirjoittaa muodossa

/ fle+h)=flx—=h) »? 3)

x) = - — .

') " =)
Keskeisdifferenssikaava on huomattavasti tarkempi kuin eteenpéin differenssikaa-
va, silld virhetermi on verrannollinen diskretisointiparametrin toiseen potenssi-
in.

Paitepistekaavoissa muodostetaan funktion f(x) Taylorin kehitelmét
pisteissd x + h ja x + 2h:

—3: (@) = (@)

40 ot h) = f(2) +hf (@) + 5 () + 5O

—1: flo+2h) = f(x) + 2hf (x) + 207 f"(2) + S/ O(&)
—[(w+20) + 4f (v +h) = 3f(x) = 2h ') + B (&) — 5 17(&2)

Niéin ollen péédtepistekaavaksi saadaan

_ 3f(@) +4f (@ +h) — fx+2h)
2h

@) ),
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missa piste £ on valittu siten, etté

FOE) = 2f"(&) — (&)

Tama on mahdollista véliarvolauseen nojalla, jos funktion kolmas derivaatta
on jatkuva.

Ensimmaisen kertaluvun derivaatalle voidaan johtaa myos korkeamman
kertaluvun (lue: tarkempia) derivointikaavoja; mutta niissé tarvitaan funk-
tion arvot useammassa kuin kolmessa pisteessé.

Toisen kertaluvun derivaatta Samalla tavalla kuin edelld ratkaistaan
Taylorin kehitelmista

1: f(z+h) = f(z) +hf'(z) + 2 f"(2) + £ 1O () + L fO (&)
—2: f(z) = f(x) 2 3 4
1: flo—h) = f(z) = hf'(x) + 5 f(z) — 2 fO () + LD ()

toisen derivaatan lauseke yhtéloryhmén oikealta puolelta. Téalloin saadaan

f”(a:) _ f(l‘+h) — 2];11(21‘) +f(:L‘— h) _ %f(4)(£)7

missa & € [z—h, x+h]. Sen olemassaolo riippuu neljannen derivaatan jatkuvu-
udesta. Talloin kuten 1. kertaluvun derivaattojen virhearvioiden johtamises-
sa sovelletaan differentiaalilaskennan véliarvolausetta.

Numeerisen derivoinnin stabiilisuus: Kaikki numeeriset derivointikaa-
vat ovat herkkid pyoristysvirheille. Olkoon f_; ja fi funktion f(x) pyoristetyt
arvot pisteissa x_q ja x1:

1
fi— flx) = 5104‘2, i=—1,1.

Talloin keskeisdifferenssikaavan todellinen virhe

hi—fa_

1
Ep— =h*f®

[ (o) —

o fe) = fi, fa= )

T oh
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Talloin todellisen virheen yldraja on pienempi kuin

1 1
5510*—%6h%nmdf@NQ|zlﬂh)
Kiinteélld desimaalitarkkuudella k kokonaisvirheen FE(h) maksimi kasvaa,
kun hilapisteiden vélinen erotus A ldhestyy nollaa. Toisin sanoen pyoristysvirheet
alkavat dominoimaan laskentaa.
Merkitaan
Mz = max |f(3)(f)|-

E€[x_1,z1]

Talloin numeerisen derivoinnin virhettd voidaan arvioida ylospéain kuten

, e M
| D f(x0) — f'(20)] < o + ?BhZ,

missi € = 107%. Kokonaisvirheen minimi saavutetaan, kun o = %h? Opti-
maalinen diskretisointiparametri numeeriselle derivoinnille on silloin

3€ .1
h={—1s.
G

Talla diskretisoinnilla virheen yléraja on

€ Mz 1 M1

_{— 3 = { }3.

2" 3e 24
Tarkastellaan yksinkertaisen esimerkin valossa numeerisen derivoinnin stabi-
ilisuutta:

Esimerkki 6.2 Laske MATLABilla derivaatan approksimaatio funktiolle
£ () = sin(x)

eteenpdin differenssikaavalla diskretisointiparametreilld h =

L

pisteessa x = 32

107%,...,10"

Ratkaisu: MATLAB-koodi on
for 1=1:14
2(i) = (sin(pi/3:2 + 10) — sin(pi/3.2)) /10

y(i) = x(i) — cos(pi/3.2);
end
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Laskennan tulos on annettu seuraavassa taulukossa:

LUKU 6.

th(ZL‘)
0.51310589790214
0.55140366014496
0.55515440565301
0.55552865861230
0.55556607565510
0.55556981726212
0.55557019096319
0.55557023426189
0.55557025646635
0.55557003442175
0.55556670375267
0.55555560152243

NUMEERINEN DIFFERENTIAALILASKENTA

Virhe
-0.04246433511746
-0.00416657287465
-0.00041582736659
-0.00004157440730
-0.00000415736450
-0.00000041575748
-0.00000004205641
-0.00000000124229
-0.00000002344675
-0.00000019859785
-0.00000352926693
-0.00001463149717

Tuloksista havaitaan, ettd derivointitarkkuus paranee, kun diskretisoin-
tiparametri pienenee 1078 asti. TAmin jilkeen virhe kasvaa vaikka pisteiden
valinen etéisyys pienenee.



Luku 7

Alkuarvotehtavien numeerinen
ratkaisu

7.1 Tavalliset 1. kertaluvun yhtalot

7.1.1 Johdatus aiheeseen

Tassa luvussa tarkastellaan differentiaaliyhtéalon alkuarvotehtavia

d
== Jlty) a<t<) (7.1)
y(to) = yo, a <ty <h

tai yleisemmin 1. kertaluvun differentiaaliyhtélosysteemin alkuarvotehtavaa

yi@) = fl(tvylv---ayn)
yé(t) = fQ(tvyla---ayn)

: (7.2)
Un() = faltiyr, - yn)
alkuehdoin
yi(a) = a
: (7.3)
ynla) = an

Lause 7.1.1 Olkoon [ ja g—z jatkuwvia valilld [a, b]. Silloin differentiaaliy-
htdlon alkuarvotehtivalli on yksikdsitteinen ratkaisu vdlilla [a, b].

105
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7.1.2 Taylorin menetelméa

Maéritellaan valilla [a, b] pistejoukko {tg,t1,...,t,}, missd
ti=a+ih, 1=0,...,n

ja

Oletus 7.1.1 Ratkaisun toinen derivaatta y”(t) on jatkuva funktio suljetulla
valilld [a, b).

Talloin Taylorin lauseen nojalla

(ti1 —t:)? ,

Y(tivr) = y(ti) + (Lo — 1)y (t:) + 5 Y (&),

jollain &; € [t;, t;11]. Koska h = t;11 — t;, niin

te) = )+ hy'(8) + @),

Edelleen koska y(t) on alkuarvotehtévin ratkaisu, niin

ltiar) = olt) + hf o)) + oo/ (€.

Merkitaéan funktion y(t) approksimaatiota pisteessa t; y;:114. Eulerin menetelméssa
"unohdetaan" Taylorin kehitelméan jadnnostermi %th” (&)-

FEulerin menetelma

Yo = « (7.4)
Yien = Yi+hf(t,v),

misséi ¢ = 0,...,n — 1. Menetelmén lokaalivirhe on $h%y"(&).
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Eulerin menetelmén virhe Olkoon y(t) alkuarvotehtévin

d
== fltya<t<b (7.5)
y(to) = yo (7.6)
ratkaisu ja yo, ¥1, . - ., Yn Bulerin menetelmalld generoidut approksimaatiot.

Lause 7.1.2 Jos funktio f(t,y) on jatkuva kaikilla t € [a, b], y €] — 00, 0]
ja on olemassa vakiot L, M siten, ettd

af(t, y(t
2SO < 1, o) <
silloin jokaiseller = 0,1,....,n
hM a
ly(t:) — vl < E[‘?L(t' 1],

N:nnen kertaluvun Taylorin menetelma

Olettaen, ettid alkuarvotehtivin ratkaisun (n + 1):n derivaatta y™ 1) (¢) on
jatkuva, niin Taylorin kehitelmé pisteen ¢; suhteen on

h2
y(tiv1) = y(t:) + hy'(t:) + 53;(2) (ti) + ...

hn hn+1
y(n+1)<§i>7 Eeltiy tiva] (7.7)

I CONES
)+ )

Olettamalla jadnnostermi pieneksi saadaan ratkaisun approksimaatioille lasken-
takaava

Yo = « (7.8)
Vie1r = yi+hT,(t,v),

missa
n—1

h h _
To(ts, yi) = f(ty:) + 5]”(75@', yi) +--+ Tf(n D(ts, 1)

ja menetelméan lokaalivirhe on talloin

1
my(n—H) (&)hn-i-l )
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7.2 Runge-Kutta menetelmat

Differentiaaliyhtalon alkuarvotehtiava voidaan kirjoittaa valilla [¢;, ¢;41] muo-
dossa

y(tin) — y(t) = / i = t_ U ()t

Muodostetaan seuraavaksi integrointikaava, joka integroi oikean puolen in-
tegraalin mahdollisimman tarkasti. Yleisesti valitaan valiltd [¢;,¢;,1] pisteet
&1, ..., &, ja painokertoimet ¢;, ¢ = 1,...,n siten, ettéd lokaalin virheen

[y(tivn) —y(t:) — b Y cif (&, y(&)| = O(h7)
i=1
kertaluku p on mahdollisimman suuri.

7.2.1 2-vaiheinen Runge-Kutta menetelma

Integroimispisteet: & = t;, & =t; + ah.
Funktion f(¢,y) arvot kyseisissd pisteissé:

f&y&) = f(t,y(t))
f(&2,y(&) = f(ti+ah,y(ti+ ah))

Ongelma: Miki on ratkaisun arvo pisteessa & = t; + ah?
Valitaan liséparametri b siten, etta

y(ti +ah) = y; + bhf(ti, y(t:)).
Talloin kaksivaiheinen Runge-Kutta menetelmé on seuraavanlainen:
ki = [t y(t:));

ko = f(ti+ah,y(t;) +bhf(ti,y(t:)));
Yir1 = Vi + h(ciky + coks).

Oletetaan, ettd y; = y(t;) ja médrdtddn parametrit a,b, cq,co siten, ettd
ratkaisumenetelmén lokaalivirhe

di = Yiy1 — Y(tiz1) = O(hP)

on mahdollisimman korkeata astetta.
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Sovelletaan funktioon f(t;,y; + bhf(t;,y;)) Taylorin kehitelméa
of of

Niin ollen (ky = f(t:, i)
= ,0f 2, Of 3
Yir1 = Ui + (hey + heo) f(ti, yi) + acsh E(tia Yi) + beah fa_y<ti’ yi) +O(h”).

Toisaalta funktion y(¢) Taylorin kehitelmé pisteessd t;,1 on

Y(tiv1) = yi + hf(ts, ys) + %hQ[%(tm Yi) + f%(tz, yi)] +O(h?).

Lokaalivirhe on talloin

diy1 = y(tiv1) — vin

= h(l—cy —co)f(ti,y) + (% - GCQ)hZZ—{(ti, Yi)
0
+(5 = b5 b i) + OB

Nyt lokaalivirhe on kertalukua O(h?), mikili

c1+c = 1
1

acey = 5

1
bCQ = 5 .

Yhtéaloryhmalla on useita eri ratkaisuja; mutta vakiintuneimmat valinnat
ovat seuraavanlaiset:

Modifioitu Eulerin menetelma

ko= f(tiyt));
b =t oyl + 5t y(0):
Yisr = Yi +  hks.
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Yksinkertainen Runge-Kutta menetelma

ko= ftsyt));
ko = f(ti+h,y(ts) +hf(ti,yt:)));

1
Yirl = Yi + §h(l€1 + ks).

7.2.2 Kolmivaiheinen Runge-Kutta-menetelma

Valitaan
§1=1y, =1p+azh, & =1 +azh, 0 <ag,az <1
Ennustus:
y(&2) 1Yy = Y+ hbay f(te, yr)
y(&s) tys = i+ hbs 1 f(tk, yr) + hbso f(tk + azh, yi) (7.9)
Eksplisiittinen kolmivaiheinen yksiaskelmenetelma
k:l - f(tk7 ?/k)
/{ZQ = f(tk + CLQh, Yk —+ hbg,lkl) (710)

ks = f(tx + ash,yir + hbs1ki + hbs ko)
Ye+1 — Yk + h(Clkfl + CQk’Q + Cgk’g).

Parametrit ag, as, by 1, b3 1,032, 1, ¢2, c3 valitaan siten, ettd menetelman virheen
kertaluku on mahdollisimman korkea. Menetelmén tulee olla tarkka esimerkik-
si alkuarvotehtavalle

y(t) =1
Tasta ehdosta saadaan lisdehdot
as = by 1, az = bz + bsp.
Menetelmén lokaalivirhe on siis
1 = y(ter1) — y(te) — h(erky + coka + csks),

missa

kio= flteyte) = f
Flti -+ ash, y(te) + ash f (. (1)) (7.11)
]{Z3 = f(tk —+ (Igh, y(tk) + h(b&lkl + b372/{?2)).

O
N
Il
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Merkintoja:
_of  of
Fo= = +f8y (7.12)
0? 0? 0?
G = _f + Qf_f + fQ_f

ot? atoy Jy?

Kaksiulotteisen Taylorin kehitelmén nojalla pisteen (tx, y(tx)) suhteen saadaan

1
ko = f + ashF + §a§h2G + O(hQ)

~ 0 1
ks = f + ashF + h? [a2b372Fa—£ + §a§G] + O(hs) (713)
Talloin lokaalivirhe
1
dry1 = hf[ll —ci—cr—c3] + h2F[5 — agcy — agcs) +
of .1 1 1 1
+h3{Fa—£[6 — (1203()3,2] + G[é — 5&%02 — 5(1{2;’03]} + (714)
+0(hY)

Lokaalivirhe on verrannollinen askelpituuden neljanteen potenssiin mikali

c1+cy+c3 =

A2Co + a3C3 =

(7.15)

2 2
AyCo + a3Cc3 =

=Wl =N ==

a20353,2 =

Parametrit ¢y, ¢y, 3 voidaan ratkaista kolmesta ensimmaéisesté yhtalosta (lin-
eaarisella yhtaloryhmalla on yksikésitteinen ratkaisu, mikéli kerroinmatriisi
on sdannollinen ts. as # asz, as # 0, a3 # 0). Yhtéaloryhmén ratkaisu on

6(12&3 -+ 2 — 3(&3 + (1,2)

cC1 =
6&3&2
3&3 -2
= — — 7.16
= 6&2(&3 — ag) ( )
2 — 3&2
C3 —

6(1,3 (a3 — ag)
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Lopulta neljédnnesté yhtalosta voidaan bz o ratkaista mikéli as # %, ja

b o az(as — as)
32 = T o 5 N
CL2<2 - 3&2)
a3(a3 - az)
b — - =
31 3 CL2<2 — 3&2)
52,1 = Qa3

Nain olemme konstruoineet aarettoman maaran alkuarvotehtdvan ratkaisumenetelmia,
jotka riippuvat parametrien as ja az valinnasta.

Heunin 3. kertaluvun menetelma Valitsemalla ay = %, az = % saadaan

kv = f(tk yr)
1 1

2 2
ks = f(tk+§hayk+§hk2))

h
Y1 = Yr+ Z(kl + 3ks).

Kutta’n 3. kertaluvun menetelma Valitsemalla a, = %, az = 1 saadaan
ko= [tk yr)
ke = f(tp+ %h, Yk + %hkl)
ks = f(tx + h yx — hky + 2hk2))
Yet1 = Yk T %(lﬁ + 4ko + k3).

7.2.3 Klassinen Runge-Kutta-menetelma

Kuten edelld méaritellaan parametrit
az,as, a4, C1, C2, C3, C4, b2,17 b3,17 b3,27 b4,17 b4,27 b4,3

siten, etta

k—1
ar =Y by, k=234
j=1
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Edelleen asetetaan

k’l = f(tka yk)
7j—1

kj = f(tk‘ + a’jh7 Yk + h’z bj,lkl)v J= 2,3,4.
=1

Kuten edellisessd kappaleessa méadrataan parametrit siten, ettad lokaalivirhe

4
di+1 = y(terr) — y(te) — hZ cik;
=1

on mahdollsimman pieni. Epélineaarisessa yhtéaloryhméssa on kahdeksan yhtaloéa
ja 10 tuntematonta parametria (jatetaan harjoitustehtavaksil!!). Historiallis-
esti vanhin on ns. Klassinen Runge-Kutta-menetelmé (4. kertaluvun menetelmé):

ki o= f(tr, ur)

1 1
ky = f(te+ §h,yk + §hk‘1)

1 1
ks = f(te +h,yp + hks)

h
Yk+1 = yk+g[k1+2k2+2k3+k34]-

7.3 Korkeamman kertaluvun yhtalot ja systeemit

Tarkastellaan esimerkiksi toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloa

y'(t) = fty),y'(1))

y(to) = o

Y'(to) = o
Yhtalo on ekvivalentti ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdalon kanssa,
jos asetetaan

yi(t) = y(1), va(t) = y'(t).
Talloin nimittdin on voimassa yhtalosysteemi

n(t) = wat),

o) = St (D), p2(D)
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alkuehdoin

yi(to) = an,
yQ(tO) = Q9.

Vastaavasti neljannen kertaluvun alkuarvotehtava

y () = ft.y' (1), y?(1),y(1))

muunnetaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtélosysteemiksi méaarittelemalla

vi(t) = y(t)
yo(t) = y'(1)
ys(t) = y@(t)
ya(t) = yP(t).
Funktiot y1, 2, y3, y4 toteuttavat silloin yhtéalosysteemin
yi(r) = ya(x)
yo(z) = ys(x)
ys(r) = ya(w)

Teknillisissd sovellutuksissa matemaattiset mallit ovat usein toisen kertalu-
vun differentiaaliyhtélosysteemeja

(1) = ftult) (), (), (1)
() = gt ult)(8),0(t), /(1))

alkuehdoin
u(ty) = a1, W'(ty) = az, v(to) = a3, v'(to) = au.

Maaritellaan kuten aikaisemmin

yi(t) u(t)
p(t) = u'(t)
ys(t) = v()
ya(t) = ().
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Yhtalosysteemi
yi(t) ya(t)
yé<t) = f<t7 y17y2uy37y4)
ys(t) = wa(t)
yil(t) = g(taylay27y3ay4)

7.4 Implisiittiset menetelmat

Implisiittinen Eulerin menetelmd Approksimoidaan pisteessé t; 4
derivaattaa taaksepéin differenssimenetelmallé. Talloin derivaatan lauseke on
likipitden

Yi+1r — Y
Y (tiv1) » +T

Toisaalta mikéli y(t) on alkuarvotehtdvén ratkaisu, niin

Y (tivr) = f(tivr, y(tivr)-

Yhdistamélla yo. lausekkeet saadaan implisiittisen Eulerin menetelméan Eu-
lerin menetelmén yleinen askel:

Yir1 = Yi + hf (tiv1, Yisr)-

Yhtalossa uutta approksimaatiota ei saada suoraan iteraatiosta; vaan se on
ratkaistava iteratiivisesti:

k+1 k
yi(;{ ) = Yi + hf(tisa, yi(+)1)7

missd alkuarvauksena voidaan kayttaa eksplisiittisen Eulerin menetelmén
askelta.

yz‘(% =y + hf(ti,y).

Voidaan osoittaa, ettd yksi iteraatio riittda, silla talléin menetelmé on sama
kuin modifioitu Eulerin menetelma ja tarkkuus ei olennaisesti parane liséit-
eraatioilla.



116 LUKU 7. ALKUARVOTEHTAVIEN NUMEERINEN RATKAISU

Implisiittisessa puolisuunnikassddnnossia  sovelletaan samaa ajatus-
ta kuin Runge-Kutta menetelmien tapauksessa:

y(tiv) —y(ts) = /:Jm f(s,y(s))ds.

Approksimoidaan oikean puolen integraalia puolisuunnikasséannolla. Talloin
saadaan implisiittisen puolisuunnikassaénnon yleinen iteraatioaskel askelpitu-
udella h = th'Jrl — tl

h
Yir1 =Y + i[f(tz‘a yz‘) + f(ti+1a yz‘+1)]-

Tassidkin menetelméssa yleensa jokaisella askeleella y;,1 joudutaan ratkaise-
maan iteratiivisesti.

7.5 Stabiilisuus, Konsistenssi ja Konvergenssi
Tarkastellaan yksiaskelmenetelmié:

Ykt1 = Yk + h®(ty, yis h).

Maaritelma 7.5.1 Yksiaskelmenetelmd on konvergoiva, jos kiintedlle pis-
teelle t = tg + kh on voimassa

lim [y() — yi| = 0.

Huomaa, etté edellisessd madritelmassa kh on vakio; vaikka askelpituus lah-
estyy nollaa. Pisteeseen t padsemiseksi on suoritettava useampia aaskelia ko.
menetelmalla.

Maaritelma 7.5.2 Numeerinen ratkaisumenetelmd on konsistentti differen-
tiaaliyhtdlon kanssa, mikdli kiintedlle t = tg + kh

h—0 h

— Ot y(t); h)] = 0.

Edelleen sanotaan, ettd menetelmd on konsistentti kertalukua p, jos jollain
N>0

sup [P) V) gy < N

to<t<b h
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Maéritelma 7.5.3 Olkoon {09, 01} ja {0§,07} differentiaaliyhtilon alkuar-
votehtdvin ratkaisumenetelmdn hdiriditi ja {z; k = 0,1,2, ...} seki{z5; k =
0,1,2,...} vastaavat ratkaisut, ts.

Zkv1 = 2k + ho(ty, zx; h) + 01,

zZ0 = Oz1+50,
ja

2o = 2+ ho(te, 255 h) + 67,

2y = aq+9;.
Ratkaisumenetelmd on nolla — stabiili, jos
|2k — 25| < Se
aina kun |09 — 05| < € ja |0y — 07| < e.

Lause 7.5.1 Jos ratkaisumenetelmd on nolla-stabiili ja konsistentti, niin sil-
loin se on myos konvergoiva.

7.6 Kaytannon esimerkki: kierteinen pallo
Tarkastellaan ilmassa ldhelld maan pintaa liikkuvaa palloa, jonka

e massa on m

e halkaisija on d

e kulmanopeus on &

Vaikuttavat voimat

e Painovoima G = mg, §=(0,0,—g)

e Ilmanvastus D = —DL(U)g

SIS

e Magnus-voima M = Mp= X
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Dp(v) = C’D%’%ﬂpvz

Mp(v) = CMgTQPU

missd p on ilmantiheys. Kertoimet C'p ja C); ovat liséksi nopeuden ja kul-
manopeuden funktioita:

Cp = 0.508+ (22.053 +4.196(=)5) "
o 1
M 2022+ 0.981(2)

Newtonin laki = alkuarvotehtava

Pt J S
/r( ) :_mg_DLE+ML£ X E
v w v

e
dr
7(0) =79, —(0) = vp.
(0) = o, dt< ) =
Kuningas jalkapallossa tavallisesti
W-v = 0,t>0
s || k.

Talloin pallon radan yhtélo xy-tasossa

= —Cpavi — Cyavy

= —Cpavy + Cyavt

missid v = /22 + 9%, a = (prid)/(8m).
Alkuehdot:

z(0) =0, y(0) =0, #(0) = vy cos(¢), y(0) = vysin(e).

Ongelma palautuu differentiaaliyhtalosysteemiksi maarittelemalld funktiot

U, = I
Uz =Yy
us = T
Uy = y
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Talloin ratkaistavaksi saadaan alkuarvotehtava

u1:U3

(&

= u4
u3 = Cpay/ui+ ujug — Cyran/u3 + uiuy
uy = —Cpay/u3 + uiug + Cryan/ui + uiuy.

alkuehdoin
uy = 0
Uy = 0
uz = g cos(o)
uy = wpsin(e).

Kyseinen alkuarvotehtdva voidaan ratkaista numeerisesti esimerkiksi Runge-
Kutta-menetelmilla.
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Luku 8

Finite Difference Method

8.1 1-ulotteinen reuna-arvotehtava
Differentiaaliyhtalo
—y" () + p(@)y'(v) + q(x)y(z) = r(z).

Reunaehdot: y(a) = yo, y(b) = yn.

Ratkaisun olemassaolo: Oletetaan, etté

1. p(x),q(x),r(x) ovat jatkuvia valilla [a, b];

2. qx) >y >0, x €a,bl.
Niiden oletusten vallitessa reuna-arvotehtavalla on yksikasitteinen ratkaisu,
joka on méadritelty koko vélilla [a, b]. Numeerisen ratkaisun virhearvioita varten

on kuitenkin oletettava, ettid ratkaisulla on C*-siénnéllisyys, ts.

(4) <
max |y (z)] < M < co.

Diskretisointi: Valitaan hilaparametri A = I’_T“ Talloin ratkaisun ap-
proksimaatio lasketaan solmupisteissa

ri=a+1th, i=1...,n—1.

121
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Solmupiste approksimaatio on siten y; ~ y(x;). Korvataan sisipisteissi x;
derivaatat differenssiapproksimaatioilla

" y@ica) = 2y(m) + y(wiga)
y'(zi) =~ 2

/ Ny y(@is1) — y(xiz1)
Vi) ~ Ty '

Talloin saadaan differenssiyhtalo

—y(zi1) + ngxi) — y(wi1) +piy<xi+1) —y(x;y) + qy(@:) = 1 + O(h2),

2h

missi O(h?) on derivaattojen approksimaatiovirhe seki p; = p(z;), ¢ =
q(z;), r = r(z;). Solmupisteapproksimaatiot ratkaistaan approksimaatioy-
htalosta
—Yi—1 +2Yi — Yip1 Yit1 — Yi—1
h? 2h

joka voidaan kirjoittaa kompaktimmassa muodossa

q(zi)yi = r(xi),

+ p(z:)

pih pih

(4 )y + 2+ ah)y — (1= =)y = nil?
Yo = yla)

Yhtéloryhméan kerroinmatriisi on diagonaalisesti dominantti, sill&
pih pih
2 2

Néin ollen yhtéaloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu kaikilla oikean puolen
vektoreilla [rih? ... 7,_1h%7T, kun

a; =2+ qh® >2=|—(1+=7)|+]| = 1 =) = lasi—1| + |aii41]-

pih
2

Lause 8.1.1 Jos reuna-arvotehtdvan ratkaisulle on voimassa

< 1.

max [y < M < oo,

niun solmupisteapproksimaatiolle on voimassa virhe

2

e — ()| < 75
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Neumannin reunaehto: Tarkastellaan seuraavaksi reuna-arvotehtavia,
jossa toinen reunaehdoista on korvattu derivaattachdolla

y'(a) = a.

Madritellaédn fiktiivinen solmupiste z_; = a—h. Approksimoidaan reunaehtoa
pisteessd xy = a keskeisdifferenssikaavalla

y(z1) —y(or_1) ~ Y1 — Y-
2h 2h

Y (o) ~

Vaaditaan lisdksi, ettd solmupisteissd x;, ¢ = 0,...,n — 1, differenssiap-
proksimaatio toteutuu kuten edellisessé kohdassa. Télloin saadaan lineaari-
nen yhtaloryhmé

Y1 —y-1 = Z2ah

ih .
—(1+ %)yi—l +(2+ qihZ)yi —(1=——=)yi1 = rih%,i=0,...,n—1

Yn = y<b>

Edelleen yhtéloryhmé on yksikésitteisesti ratkeava ja edellisen kohdan vir-
hearviot ovat voimassa.

8.2 Epalineaarinen reuna-arvotehtava

Reuna-arvotehtava:

~y"(x) f(@,y(z),y ()
y(a) = wo
yb) = yn

Diskretisointi: Kuten lineaarisessa tapauksessa hilaparametri on A = b_T“
ja solmupisteet ovat x; = a + ih,i = 0,...,n. Suorittamalla solmupisteissa

derivaattojen differenssiapproksimaatio saadaan epélineaarinen yhtéloryhmé

—Yi—1 + 2?/1 —Yiv1 = th(xia Yi, %)7 {
Yo = yla)

Yn = y<b>7
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josta solmupisteapproksimaatiot voidaan ratkaista. Yhtaloryhmén matriisiesi-
tys on .
Ay = R f(9),

missd A on vakiomatriisi, ja vektorin 3 koordinaatit ovat ratkaisun solmupis-
teapproksimaatiot.

Oletetaan, ettd funktion f(f) koordinaattifunktiot ovat jatkuvasti dif-
ferentioituvia. Téalloin riittédvén pienille h:n arvoilla oikean puolen funktion
derivaatta (matriisi) on normiltaan pienempi kuin 1:

IRl < L <1.
Néin ollen yhtaloryhmé voidaan ratkaista kiintopisteiteraatiolla:

Yo = alkuarvaus
A = B f(G).

My6s Newtonin menetelméad voidaan kiyttda ongelman ratkaisemiseen. Mut-
ta usein kiintopisteiteraation kidyttdminen on nopeampaa. Lisdksi differenti-
aaliyhtalon diskretisoinnisssa tehdédan suurempi virhe kuin mitéa kiintopis-
teiteraatiossa.

8.3 Poissonin yhtalo
Olkoon

R={(r,y) eER*a<z<b c<y<d}
suorakaide tasossa. Tarkastellaan Poissonin yhtaloa

0%u 0*u

suorakaiteessa R Dirichlet’'n reunachdolla

u(z,y) = g(x,y), (v,y) € OR,

missd OR on suorakaiteen reuna.
Maéaritelladn suorakaiteeseen suorakaiteenmuotoinen diskreetti pistehila

o l‘i:aﬁ»’ibiTa,'l.:Oa---)n
@<n7m)_{('r27yﬂ)‘ { y]:c—i—.]%c, j:O,...,m }
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Merkitdan jatkossa hilaparametreja

:b—a’ hQZd_C_

ha

Laplace-operaattorin approksimaatio diskreetilla pistehilalla saadaan toisen
derivaatan differenssiapproksimaatiosta:

0*u —Ui—1 + 22U — Uit
—— (@) = e

Ox h%

0?u —Ui 1+ 2 — Ui
_—(:L‘Zay]) = I 2 = 7]+17

oy? hs

missé u;; on ratkaisun approksimaatio solmupisteesséd P;; = (z;,y;). Néin
ollen "diskreetti" Laplace-operaattori on

Apu(i; y;) 2 [ AR Juij + ! +
U\Ti, Y5 ) = 75Ui—1.45 —SUWUii—1 — |75 — | U 4 —U; i —U; 541
h Yj h% 1,j h% J—1 h% h% 2J h% +1,j h% J+1

Siten solmupisteapproksimaatiot ratkaistaan lineaarisesta yhtéloryhmasta

—Apu(zi,y;) = flz,y;), i=1,...,n—=1,j=1,...,m—1

Uo,; = g(avyj)a Unp,j :g(bayj)a ]: I,....om—1
g(xi,c), Uim :g(l‘z,d), 1= 1,...,71—1.

Us.0

Maski Yhtaloryhmé voidaan helposti muodostaa siirtamélla jokaisen
sisdsolmupisteen padlle "maski", joka siséltdéd diskreetin Laplace-operaatto-
rin kertoimet annetulle pistehilalle.

— T
h3

2 2
R TR TR

_1
h3

Uudelleen numerointi Tietokoneella laskettaessa on tarpeen numeroi-
da solmupisteet uudelleen. Solmut numeroidaan kuten luettaisiin tekstié -
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"vasemmalta ylhéaaltd oikealle alas". Télloin solmupisteen (z;,y;) jérjestys-
numero on

ie{i,...,n—1},

k=i4+(m—1-7)(n—-1), {je{l,...,m—l}-

Vastaavaa solmupistearvoa merkitddn talloin u, = wu;; ja sen lahimmat
solmupistearvot ovat (nearest neihgbour)

Uk—1 Ui—1,5
Uk+1 = U415
Uk—n+1 = Ui +1
Uk4n—1 = Ui -1

Uudelleen numeroiduille solmupisteille on voimassa yhtaloryhma

hi

hy
2 n+
h3

—uk_1+2[1+(h
2

) Jug, — g1 — (h_Q)Quk-i-n—l =
missé oikean puolen arvot by, riippuvat funktion f(x,y) solmupistearvoista ja
mahdollisista reunaehdoista g(x,y).

Yhtaloryhmén kerroinmatriisi on "blokkitridiagonaalinen"

[ B —kI O O 7
—kI. B —kI @)
A=| O -k B o |,
: . —kI
e kI B |
missi k = (Z—;)Q, matriisi B on tridiagonaalimatriisi
[ 2(1+ k) -1 0 0
1 214k -1 0
B= 0 1 2(1+k) 0
: ' . -1
.0 -1 2(1+k) |

ja T on n x n-yksikkomatriisi ja @ on n x n-nollamatriisi. Matriisi A sisaltéa
m X m-blokkia.
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Oikean puolen vektori muodostuu "varaustiheydestd"f(x,y) ja "re-
unapotentiaalista"g(x,y).

Varaustiheyden kontribuutio on vektori

IAf = -3

F(Pon-1m-1)
Reunaehtovektorista aiheutuu lisdys oikean puolen vektoriin, jos sisé-
solmupiste P,l = i+ (m — 1 — j)(n — 1) on reunasolmupisteen naapuri.

Tama on mahdollista vain silloin kun ¢ = 1,n — 1 tai j = 1,m — 1.

Esimerkki 8.1 Ratkaise Poissonin yhtdlo

1
—Au(z,y) = 0, O<:c,y<§

1 1

u(0,9) =0, u(z,y) = 200y, 0<y<g
1 1

u(z,0) =0, u(x, 5) = 200z, 0 <2 < 3

differenssimenetelmalld, kun hy = hy = %.

U1 U9 us
Mg U5 Ug

Uz uUg Uy

Yhtéloryhmén kerroinmatriisi on 3 x 3-blokkitridiagonaalinen matriisi

B -1 O
A=| -1 B -I
O -I B
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Matriisi B on tridiagonaalinen:

Matriisi I on 3 x 3-yksikkdmatriisi ja ©@ nollamatriisi.
Valkoisilla ympyroilla merkityisté solmupisteistd saadaan informaatio yhtéloryh-
mén oikealle puolelle, joka on

b=[25, 50, 150, 0, 0, 50, 0, 0, 25]T.

Yhtéloryhméan ratkaisu

T 75 225 %

% % T
4727 47 27 '

i= A"t =
Y [ 2' 4 2 4

25,

8.4 Lampoyhtalon numeerinen ratkaisu

Yleinen diffuusioyhtélé on muotoa

ou 0*u
E—a@:f(x,t), O<t, O<IE<1,

missd a > 0 on diffuusiokerroin. Yleisesti diffuusiokerroin riippuu seké ajasta
ettd paikasta, ja joskus myés itse ratkaisusta, jolloin kyseessé on epélineaari-
nen diffuusioyhtélo. Nyt tarkastelemme yksinkertaisuuden vuoksi lineaarista
ja vakiokertoimista diffuusioyhtaloa.

Reunaehdot: Toisella tai molemmilla reunoilla voi olla toinen seuraavista
reunachdoistas:

e Dirichlet’'n reunaehto: u(0,t) = wug(t) tai/ja u(1,t) = u,(t).
e Neumannin reunachto: u'(0,t) = qo(t) ja/tai v'(1,t) = q1(¢).
e Siteilylaki: —u/(0,t) = F(u(0,1)).

Huomaa reunaehdoista kullakin reunanosalla vain yksi ehto kerrallaan on
voimassa.
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Alkuehto: u(z,0) = h(z).

8.4.1 Differenssimenetelma

Tarkastellaan lampdyhtalon numeerista ratkaisemista kiyttien differenssimenetelmaa.
Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan vain Dirichlet’n reunaehtoa.

Diskretisoinnissa valitaan aika- ja paikkamuuttujalle diskreettijoukko hi-
lapisteitd (x;,t;), missé ko. pisteet muodostavat uniformihilan (séénnoéllisen
suorakaidehilan) (x,t)-tasoon. Toisin sanoen

At = tig —t,
h = xip1 —
ovat vakioita. Talloin solmupisteet ovat
(w;,t;) = (ih,jAt), i=0,...,n, =0,1,2,....

Numeerisen ratkaisumenetelmén tavoitteena on méaarata lampdyhtalon ratkaisu-
funktion u(x,t) solmupistearvojen u(ih, jAt) approksimaatiot u, ;.
Alku- ja reunachtojen avulla osa solmupistearvoista ovat tunnettuja:

alkuehto u(z;,0) =w;0=h(z;), i=1,...,n—1;
reunaehto
up; = u(0,t;) =go(t;), j €N
Up,j = U(l,t]) :g1<tj)7 je

Sovelletaan derivaattojen approksimointiin differenssikaavoja. Aikaderivaat-
ta solmupisteessd (z;,t;) voidaan approksimoida joko eteenpéin tai taak-
sepéin differenssikaavoilla:

%(xi7tj) ~ u”%;u” (eteenpéin diff kaava)
%(xi7tj) ~ u”_T?”_l (taaksepdin diff.kaava)
Paikkaderivaatan approksimaatioon kdytdmme keskeisdifferenssikaavaa:
O orty) e Uit = i i
ox2 " h?

Jokaisessa solmupisteessa diskretisoinnissa suoritetaan approksimaatiovirhe:
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Aikaderivaatalle %At% (i, 0);

paikkaderivaatalle A’ % (&, ).

Eteenpiin differenssimenetelm& Solmupisteessid (z;,t;) lampdyhtalon
approksimaatio on
ij+1 — Uiy @
At h?
Ratkaistaan differenssiyhtélosta aikatasolla ¢, olevat termit saadaan it-
eraatio ajansuhteen:
alt alAt alt

ui,j—i—l = Fui_ld + (]_ — QF)Ui’j + FUH_L]‘ + Atfi,j) 7 = 1, e, — 1.

(wic1j — 2u;j + wit1 ;) = fij-

Merkitdan jatkossa A = %.

Eteenpéin differenssimenetelmé voidaan esittda kompaktisti matriisiesi-
tyksen avulla maarittelemalléd jokaisella 7 € N vektorit

Uy, Ago(t;) fij
Uy = 2] » G5 = : , fi=At f%]
Up—1,5 Agl(tj) Jn-1;j
ja matriisi
[ 1— 2\ A 0 0
A 1—2\ A 0
A= 0 A 1—2)\ :
: - - .. A
. 0 . 0 A1 =2\ ]

Talloin eteenpéin differenssimenetelmén iteraatio on
Ujp1 = A+ g; + fj; to = h,
missa
h

on pisteiden x; alkulampotilavektori.
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Taaksepéiin differenssimenetelmi Aikaderivaatta korvataan taaksepéin
differenssiapproksimaatiolla. Talloin diskretisoitu lampdyhtalo solmupisteessé
on

Uj 5 — Wi 51 a

% = o (tinry = 2ui + Uipr) = fig.
Kerrotaan yhtdlo At:ld ja siirretdén wu; ;j_; yhtdlon oikealle puolelle. Néin
jokaisella aika-askeleella on ratkaistava tridiagonaalinen yhtaloryhmé

alAt alAt alAt
—?ui,l,j + (1 + 2?)?%7]' — ?uzqu,j = U j—1 + Atfl'7j.
Edellisen kohdan merkinnoéilla yhtéloryhmé voidaan kirjoittaa muodossa
Bii; = ii;_1 + §; + fj,

missé iteraatiomatriisi

F1H2)0 A 0 .. 0 T
“A 1420 =A -0
B=1| 0 A 142
: .. 2
0 . 0 =X 142\

Crank-Nicholson-menetelmassa 1ampdoyhtalod approksimoidaan eteen-
péin ja taaksepain differenssimenetelmilld ja muodostetaan approksimatioiden
keskiarvo. T&lloin solmupisteissid approksimaatioksi saadaan

Uigrr — Wiy a[(Uim1y — 2045 4 Wir1g) + (Wimge1 — 2Uig41 + Uig )]
At 2h2

= Sl + finj 1)

Approksimaatio johtaa lineaariseen yhtéléryhméaan

A
—Uimiger (L A = S = =gy + (1= Auig + Suiy

At
7<fi,j+1 + fii),
jonka matriisimuoto on
R D W At - -
By, = Auj + §(gj + Gj+1) + 7(fj + fit1),

Matriisit A ja B ovat samat kuin eteenpéin ja taaksepéin differenssimenetelmis-
sd kunhan korvataan niissa A luvulla %
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8.4.2 Stabiilisuus

Lampoyhtélon ratkaisumenetelmét, jotka perustuvat derivaattojen differenssi-
approksimaatioon, on esitettdvissd matriisi-iteraationa

Uj+1 = Guj + bj.

Matriisi G riippuu kéytetystd numeerisesta approksimaatiosta. Vektori Ej
siséltdd informaation yhtéalon reunaehdoista ja yhtélon oikean puolen funk-
tiosta.

Olkoon {w;| j € N} toinen approksimaatio lampdyhtélon ratkaisulle
poiketen approksimaatiosta 1, vain alkuehdossa:

[tio — o] < 6.
Télloin erotus vektori w; — u;, j € N toteuttaa iteraation
€1 = Ge;j.

Erityisesti induktion nojalla
e; = G’é.

Maaritelma 8.4.1 Ratkaisumenetelmd on stabiili, jos
€]l < M, Vj €N,
kun ||é] < 9.

Lampoyhtédlon ratkaisumenetelmé on stabiili ylla olevan mééaritelmén puit-
teissa mikéli matriisijono {G’| j € N} on rajoitettu normiltaan. Erityisesti
ndin on asian laita, kun matriisin GG spektraalisédde

p(G) < 1. (vrt. Matriisialgebra)
Spektraaliside méaariteltiin asettamalla
p(G) = max{|u| p on G:n omin.arvo}.

Siksi on tutkittava matriisin G' ominaisarvoja.
Fourier'n menetelméssé oletetaan, ettd alussa on oskilloiva hairio

é} = [eijkh]k:L...,n—l-
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Eteenpiin differenssimenetelmén stabiilisuus

1teraatiomadtriisi on

1 —2)\ A 0 0
A 1 -2\ A 0
G(A\) = 0 A 1 -2\
: . .. A
| 0 0 A 1T—=2)\ ]

Eteenpéin differenssimenetelmélle

Soveltamalla matriisia héirioon €; saadaan
Ge; = (1 —2X + 2\ cos(kh))e;,

toisin sanoen oskilloiva héirié on matriisin ominaisvektori ja ominaisarvoina
ovat luvut

pr =1 — 2\ + 2\ cos(kh).

Koska | cos(kh)| < 1, niin 1 — 4\ < pi < 1. Téll6in ratkaisumenetelmé on
stabiili, mikali —1 < 1 —4\. Tdméan nojalla on voimassa

Lause 8.4.1 FEteenpdin differenssimenetelmd on stabiili, jos

aAt 1
A= — < —.
h? — 2

Taaksepiin differenssimenetelméin stabiilisuus

Lause 8.4.2 Taaksepdin differenssimenetelmd on stabiili jokaisella

alAt

Tod.: Taaksepiin differenssimenetelmille iteraatiomatriisi on G = B~!, mis-
sa

[ 1+2\  —A 0 0 ]

A 142" =X 0
B(\) = 0 —-A 142A
: o . -
.0 0 —A 142X ]
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Kuten eteenpéin differenssimenetelmén yhteydesséd matriisin B ominaisvek-
torit ovat

> _ [ijkh

€; = [6 ]ke{1,...,n71},

ja ominaisarvot ovat
e = 142X — 2X cos(kh).

Néin ollen B:n kdanteismatriisin ominaisarvot ovat B:n ominaisarvojen kian-
teislukuja

1
,k=1,..
1+ 2(1 — cos(kh))
Koska 1 — cos(kh) > 0, niin taaksepéin differenssimenetelmén ominaisar-
vot ovat itseisarvoltaan pienempia kuin 1. Ndin ollen menetelmé on stabiili
kaikille A > 0. O

,n—1.

Crank-Nicholson-menetelman stabiilisuus



