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PREDSLOV 
 

 

Skriptá Pružnosť a pevnosť sú určené študentom  Fakulty špeciálneho inžinierstva ŽU 

v externej a dennej forme štúdia v odboroch špeciálneho a bezpečnostného manažmentu. 

 

Úlohou predmetu pružnosť a pevnosť, spoločne s ďalšími predmetmi tohto 

zamerania v špeciálnom inžinierstve je, aby analýza príčin a opatrenia prijímané na 

riešenie krízových situácií boli efektívne a vždy v súlade s ich fyzikálnou podstatou. 

 

Obsiahnutá látka z pružnosti a pevnosti je rozdelená do 12 kapitol. Okrem nutnej teórie 

sú  vo väčšine kapitol uvedené na ilustráciu vypočítané príklady a zadania príkladov 

s výsledkami na získanie potrebnej zručnosti. 

 

Štúdium a osvojenie si vedomostí z pružnosti a pevnosti predpokladá znalosti 

z matematiky a statiky v rozsahu týchto predmetov prednášaných na FŠI ŽU. 

 

Pri spracovaní skrípt sme vychádzali z osnovy predmetov v oboch odboroch štúdia 

a ustálenej metodiky vyučovania pružnosti a pevnosti na technických vysokých školách. 

Vodidlom nám boli najmä skriptá SVŠT, resp. STU v Bratislave a VŠDS v Žiline. Snažili 

sme sa o pragmatický prístup - o čo najjednoduchšie a úsporné objasnenie teórie, jej aplikácie 

v príkladoch, a o využitie vlastných skúseností z praktickej výučby. 

 

Ďakujeme prof. Ing. Norbertovi Szuttorovi,DrSc. a doc. Ing. Josefovi Reitšpísovi, PhD. 

za ich starostlivú recenziu a pripomienky. 
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PREHĽAD POUŽITÝCH SYMBOLOV A JEDNOTIEK 

 

Symbol Názov Jednotka 

 a dĺžka [m] 

 b šírka [m] 

 d priemer [m] 

 e excentricita [m] 

 g gravitačné zrýchlenie  [m.s-2] 

 h výška [m] 

 i polomer momentu zotrvačnosti [m] 

 j jadrová úsečka [m] 

 k stupeň bezpečnosti * [1] 

 l dĺžka [m] 

 m Poissonova konštanta * [1] 

 m,n,m´,n´ roviny rezu  - 

 p všeobecné napätie, pohyblivé spojité zaťaženie [Pa], [N.m-1] 

 q spojité stále zaťaženie [N.m-1] 

 r  polomer [m] 

 t hrúbka, teplota [m], [°C] 

 v posunutie, rýchlosť, súčiniteľ veľkosti * [m], [m.s-1], [1] 

 x dĺžka [m] 

 x, y, z súradnice  - 

 y dĺžka úseku, priehyb  [m] 

 A, B reakcie [N] 

 A, B, C, D body  - 

 D priemer [m] 

 E modul pružnosti v ťahu (Youngov) [Pa] 

 F plocha [m2] 

 G modul pružnosti v šmyku, hmotnosť [Pa], [kg] 

 I  moment zotrvačnosti [m4] 

 M moment [N.m] 

 N vnútorná normálová sila [N] 



 P vnútorná všeobecná sila [N] 

 Q sila tiaže [N] 

 R reakcia, súčiniteľ asymetrie cyklu * [N], [1] 

 S vonkajšia sila [N] 

 T tangenciálna sila, tenzor napätia, ťažisko [N], [Pa], - 

 W modul odporu [m3] 

 Z zemný tlak [Pa] 

a súčiniteľ teplotnej rozťažnosti, uhol [°C-1], [°] 

b súčiniteľ vrubového účinku *, uhol [1], [°] 

e pomerné predĺženie [m] 

f uhol [°] 

g uhol, uhol pretvorenia (skosenia), merná tiaž [°],[°],[Nm-3] 

h poradnica vplyvovej čiary priečnej sily *, momentu [1], [m] 

ϑ pomerný uhol skrútenia (skosenia) [°] 

l štíhlostný pomer * [1] 

lm medzná štíhlosť * [1] 

m miera bezpečnosti *, rez roviny, Poissonovo číslo * [1], -, [1] 

p Ludolfovo číslo (3,14) * [1] 

r polomer [m] 

s normálové napätie [Pa] 

sk medza klzu [Pa] 

sm medza pevnosti [Pa] 

su medza úmernosti [Pa] 

sdov, tdov dovolené napätia [Pa] 

t šmykové napätie [Pa] 

D zmena (dĺžky......)  - 

F rovina rezu *, priemer  -, [m] 

S súčet (suma)  - 

* - bezrozmerné číslo 



1. CIEĽ, ÚLOHY A ZÁKLADNÉ POJMY NÁUKY O PRUŽNOSTI A 

PEVNOSTI 
 

Pružnosť a pevnosť je všeobecný inžiniersky predmet. Ako súčasť mechaniky 

(najstaršieho  vedného odboru) skúma účinky síl pôsobiacich na telesá. Každé teleso 

vystavené účinkom vonkajších síl, či zmene teploty sa deformuje – mení svoj tvar a rozmery. 

Teleso deformáciám odporuje a pritom v ňom vzniká napätie. Aby sa teleso neporušilo, 

nesmú napätia prekročiť určitú hodnotu. Preto všetky konštrukčné prvky (telesá) musia byť 

navrhnuté, alebo ak už existujú využívané tak, aby spoľahlivo odolávali pôsobeniu vonkajších 

síl. Popri tejto rozhodujúcej požiadavke - zabezpečenia normálnej funkcie každého prvku - sa 

očakáva, že konštrukcia ako celok bude čo najlacnejšia. Požiadavky spoľahlivosti a  

hospodárnosti si ale navzájom odporujú. Prvá vedie spravidla k zväčšeniu rozmerov, 

množstva materiálu a výdavkov, druhá k subtilnejším prvkom a znižovaniu výloh za ne. 

Podklady pre správne riešenie tohto rozporu ponúka náuka o pružnosti a pevnosti. 

 

Cieľom pružnosti a pevnosti je určiť výpočtové vzťahy na vyjadrenie zákonitostí medzi 

vonkajším zaťažením a optimálnymi rozmermi konštrukčného prvku, ktoré zaručia 

dostatočnú bezpečnosť a funkciu konštrukcie počas jej zriadenia a prevádzky, pričom: 

- Pružnosťou nazývame schopnosť pevných telies nadobudnúť po 

odstránení vonkajšieho zaťaženia pôvodný tvar. 

- Pevnosťou nazývame schopnosť prvku (konštrukcie) preniesť zaťaženie 

bez porušenia. 

 

Úlohou pružnosti a pevnosti je skúmať a popísať stav vnútorných síl a pretvorenia 

telies a ich vzájomné súvislosti v dôsledku pôsobenia vonkajších síl. 

 

Presvedčíme sa, že náuka o pružnosti a pevnosti nazývaná často ako mechanika 

o vnútorných silách je pomenovanie veľmi výstižné. 

 

Náuka o pružnosti a pevnosti vznikla a rozvíjala sa tak ako ostatné vedné odbory 

z bezprostredných a praktických potrieb ľudí. Jej vývoj je preto spojený s vývojom ľudskej 

spoločnosti. Máme len malé vedomosti o tom, aké fyzikálne znalosti mali najstaršie kultúrne 

národy. Prvý známy vedecký spis je od Galilea Galileiho (1688), profesora matematiky 
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v Padove, ktorý ako prvý skúmal únosnosť votknutých nosníkov. Lineárnu závislosť medzi 

napätím a predĺžením zistil Robert Hooke (1660), profesor geometrie na Oxfordskej 

univerzite. Od objavenia Hookovho zákona, ktorý matematicky vyjadril Thomas Young až 

v roku 1807 sa datuje začiatok pružnosti a pevnosti ako vedy. Na jej vývoji sa odvtedy 

podieľali mnohí významní objavitelia, napr. Euler, J. a D. Bernoulli, Coulomb, Navier, 

Couchy, St. Venant, Žuravskij, Timošenko, Maxwel, Hertz, Mohr, Wöhler, Bažant a iní. Zo 

slovenských vedcov sa najviac o rozvoj pružnosti a pevnosti zaslúžili: Ľudovít Tetmajer 

(problémy stability) a Aurel Stodola (kmitanie hriadeľov). 

 

Náuka o pružnosti a pevnosti je v súčasnosti už vnútorne značne štruktúrovaná. 

Z viacerých kritérií, podľa ktorých sa rozdeľuje, spomeňme delenie: 

- podľa rôzneho stupňa presnosti: na matematickú teóriu pružnosti 

(Pružnosť a pevnosť II.); používa menej zjednodušené predpoklady 

a technickú (Pružnosť a pevnosť I.), ktorá využíva teoretické výsledky na 

rýchle riešenie praktických inžinierskych úloh. 

 

- podľa rôznych metód riešenia: na analytickú a experimentálnu pružnosť 

(vtedy, keď výpočet nie je známy, alebo je príliš zložitý, či časovo alebo 

finančne náročný). 

 

1.1 Vonkajšie a vnútorné sily 
 

♦ Na jednotlivé konštrukčné prvky (telesá) pôsobí celý rad síl, ktoré môžeme rozdeliť do 

dvoch skupín, na: 

- sily vonkajšie, 

- sily vnútorné. 

Vonkajšie sily možno ďalej deliť podľa rôznych kritérií, napr. na: 

- hmotné a povrchové, 

- osamelé a spojité zaťaženia, 

- statické a dynamické, 

- stále a pohyblivé, atď. 

Pôsobením síl a ich rovnováhou na dokonale tuhom telese sa zaoberá statika. 
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Mernou   jednotkou osamelej   sily  pôsobiacej   v  bode   telesa    je    newton        

[1N = 1 kgms-2]. Keď sa sily prenášajú  na úzkom páse, vtedy  vzťahujeme silu na jednotku 

dĺžky telesa a meriame ju v [1Nm-1]. 

 

V technickej praxi sa vzhľadom na veľkosť týchto merných jednotiek často využívajú 

ich násobky, napr. 1kN = 103N, 1MNm-1 = 106Nm-1, atď. 

 

 

♦ Prvky konštrukcií menia pôsobením vonkajších síl svoje rozmery a tvar. Tejto zmene sa 

hovorí deformácia, jej veľkosť a druh  závisí na štruktúre materiálov. 

 

Všetky materiály možno rozdeliť do dvoch skupín, na: 

- kryštalické, 

- amorfné. 

Kryštalické materiály sa skladajú z veľkého počtu malých zŕn. Každé zrno tvorí sústava 

pravidelne rozložených atómov, ktoré tvoria tzv. kryštalickú mriežku. Naproti tomu amorfné 

materiály nemajú pravidelne usporiadané atómy. 

 

Atómy sa v rovnováhe udržujú navzájom  vnútornými silami. Vplyvom vonkajších síl sa 

vzdialenosti medzi atómami menia (teleso sa deformuje), čo je sprevádzané zmenou síl 

pôsobiacich medzi atómami. 

 

V prvkoch konštrukcie vznikajú teda pôsobením vonkajších síl doplnkové vnútorné sily, 

ktoré pôsobia proti snahe vonkajších síl porušiť konštrukčný prvok alebo meniť jeho tvar. 

V ďalšom budeme tieto sily nazývať len vnútornými silami. 

 

 

1.2 Metóda mysleného (fiktívneho) rezu 
 

Aby sa dal číselne charakterizovať druh a  účinok vonkajších síl na deformovaný prvok, 

treba vedieť odmerať ich odozvu vo vnútri prvku -  vypočítať veľkosť vnútorných síl. Na to 

sa v pružnosti a pevnosti používa tzv. metóda myslených (fiktívnych) rezov. Podľa počtu 

myslených rezov sa metóda delí na: 
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- metódu jedného rezu, ktorým sa teleso fiktívne rozdelí na dve časti o 

konečnej veľkosti (vedie k rovnici s jednou neznámou), 

- metódu dvoch veľmi blízko seba situovaných rezov (vedie k riešeniu 

diferenciálnej rovnice prvého rádu), 

- metódu troch dvojíc rezov (vedie k riešeniu diferenciálnej rovnice druhého 

rádu). 

 

Podstatu a použitie metódy mysleného rezu si znázorníme príkladom. 

 
Máme určiť výslednicu vnútorných 

síl v priečnom reze prúta podľa obr. 

1.1. Prút je zaťažený vlastnou tiažou 

a osovou silou S, pôsobiacou na 

voľnom konci. 

Jedným priečnym rezom nm , 

vedeným ľubovoľným bodom A, 

rozdelíme fiktívne prút na dve časti 

(obr. 1.1b). Pôsobením síl S a Q

 

 

 

 
a) b) 

 
.

I 

(vlastná tiaž časti I) by sa časť I prúta 

začala pohybovať. Vnútorné sily, 

ktoré pôsobia medzi časticami 

materiálu v myslenom priereze, 

bránia vzájomnému pohybu obidvoch 

častí a udržujú teleso pohromade. 

Zaťažený prút je v rovnováhe, preto 

sú v rovnováhe aj časti prúta I a II. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
I  

 

 

 Obr. 1.1 
 

V prípade priameho prizmatického prúta (pravidelného tvaru) ležia sily S, Q1, P na 

spoločnej nositeľke. Podľa obr. 1.1b ich rovnováhu vyjadruje rovnica 

 

P – Q1 – S = 0 
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Výslednica vnútorných síl P je ekvivalentná v opačnom zmysle pôsobiacim účinkom 

oddelenej časti II prúta na časť I. Podľa zákona akcie a reakcie pôsobí časť I prúta na časť II 

silou PO = P. 

 

 

1.3 Druhy namáhania telies 
 

Uvažujme teleso zaťažené všeobecnou priestorovou sústavou síl S1, S2, ..., Sn, ktoré sú 

v rovnováhe (obr. 1.2a). Myslime si toto teleso rozdelené ľubovoľnou rovinou Φ na dve časti 

s konečnou veľkosťou I a II. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Obr. 1.2a 

Výslednica vnútorných síl P a vonkajšie sily tvoria rovnovážnu priestorovú sústavu síl. 

Vo všeobecnom prípade je smer sily P vzhľadom na rovinu rezu ľubovoľný a jej pôsobisko C 

nemusí byť totožné s ťažiskom T plochy rezu F. 

 

Preložme vnútornú silu P do ťažiska T mysleného rezu Φ a rozložme ju do zložiek 

súradnicových osí x, y, z, z ktorých os x je kolmá na rovinu rezu Φ (obr. 1.2b). Tieto zložky 

výslednej vnútornej sily sú na obrázku vyznačené Px, Py, Pz. 
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 Obr. 1.2b 
 

 

Ako vieme zo statiky (lit. 9, kap. 2), treba k preloženej sile - aby sa jej účinok na teleso 

nezmenil, resp. k jej zložkám pripojiť ešte dvojicu síl, ktorej zložky a účinok v súradnicových 

osiach je Mx, My, Mz. 

 

V osobitných prípadoch zaťaženia telies sú z uvedených síl a momentov niektoré 

nulové. Podľa toho, koľko zložiek je nenulových a ktoré z nich to sú, môžu byť telesá 

namáhané: 

 

• Jednoduchým (prostým, čistým) druhom (spôsobom) namáhania na: 

- ťah (tlak), 

- šmyk, 

- krut, 

- ohyb. 

Spoločným znakom všetkých druhov jednoduchého namáhania v rovine súmernosti 

telesa je, že v uvažovanom reze Φ pôsobí len jedna zo zložiek Px, (Py, Pz), Mx, (My, Mz). 

 

• Kombinovaným (zloženým) namáhaním. 

O kombinovanom namáhaní hovoríme vtedy, keď v ťažisku prierezu v rovine Φ 

pôsobí súčasne viac síl a momentov, resp. viac druhov jednoduchého namáhania. 

Podrobnejšie sa  kombinovaným namáhaním  budeme zaoberať až po zoznámení sa 

s jednoduchými druhmi namáhania (kap. 8). 
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1.3.1 Prostý ťah (tlak) 

 

O prostom ťahu alebo tlaku hovoríme vtedy, keď z uvedených síl a momentov  pôsobí 

(je nenulová) len sila  Px = N, kolmá na rovinu rezu Φ. 

 

Najjednoduchším prípadom namáhania na ťah je tenká priama tyč konštantného 

prierezu, zaťaženého podľa obr. 1.3a osamelou silou S. 

 

Na obr. 1.3b je najjednoduchší prípad namáhania na prostý tlak. 

 

 
a) b) 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.3 

 

Vieme už, že namáhanie skutočných telies má vždy za následok ich deformáciu 

(pretvorenie). V prípade ťahu sa teleso predĺži a pri prostom tlaku skráti. 

 

 

1.3.2 Prostý šmyk 

 

O prostom šmyku hovoríme vtedy, ak zo síl a momentov podľa obr. 1.2b pôsobia len 

sily Py a Pz, ktorých nositeľky ležia v reze Φ. Výsledná šmyková sila v reze Φ je daná 

geometrickým súčtom týchto síl. 

 

Najjednoduchší prípad šmykového namáhania je na z obr. 1.4a (z obr. 1.4a je zrejmé, 

prečo sa prostý prípad šmyku nazýva tiež namáhaním na strih). Na obrázku 1.4b je uvedený 

iný praktický prípad namáhania šmykom - v drieku nitu  v rezoch a, b. 
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 b) 
 

a) 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.4 

 

Tomuto prípadu namáhania zodpovedá deformácia posunutia (ustrihnutia) rezu v smere 

výslednice pôsobiacich síl. 

 

 

1.3.3 Prostý krut 

 

Prostý krut vznikne vtedy, keď v myslenom reze  Φ pôsobí len moment Mx, ktorého 

rovina pôsobenia je v reze Φ (obr. 1.5). Takto pôsobiaci moment sa nazýva točivým (Mt) 

alebo krútiacim momentom (Mk). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.5 

 

Prostým krutom sú napr. namáhané rôzne hriadele. Deformácia v tomto prípade je 

charakteristická pootočením (skrútením) dvoch susedných prierezov, rovnobežných 

s ľubovoľnou rovinou v zmysle pôsobiaceho momentu.  
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1.3.4 Prostý ohyb 

 

Prostý ohyb vznikne vtedy, keď v myslenom reze Φ pôsobí len moment My alebo Mz, 

prípadne obe zložky momentov súčasne - v takom prípade vznikne šikmý ohyb. Geometrický 

súčet momentov My a Mz sa nazýva ohybový moment a označuje sa spravidla MO. 

 

Jednoduchý príklad namáhania prostým ohybom je znázornený na obr. 1.6. 

 

 

 

 

Obr. 1.6 

 

Ľubovoľný rez Φ je v tomto telese namáhaný ohybovým momentom a priečnou silou, 

ktorej účinok však často zanedbávame. 

 

Pozn.: Keď tlakom namáhame tyč, malého prierezu, tak tyč niekedy náhle vybočí z osi, 

prehne sa a nakoniec sa zlomí. Takýto spôsob namáhania tenkých tyčí sa nazýva 

vzperný tlak (obr. 1.7, bližšie viď. kapitola 9) 

 

 

 

 

 

Obr. 1.7 

 

 

1.4 Napätie a druhy napätia 
 

Vo všeobecnom prípade je spojité rozloženie vnútorných síl v rovine rezu telesa 

nerovnomerné, čo má za následok aj nerovnomerné namáhanie jeho jednotlivých častí. 
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Aby sme mohli určiť účinok vnútorných síl zavádzame pomer vnútorných síl na 

jednotku prierezovej plochy a nazývame ho napätím. 

 

Vyberme si veľmi malý element ∆F z plochy Φ na ktorý pôsobí vnútorná sila ∆P (obr. 

1.8a) a rozložme túto silu, ktorá môže s normálou roviny zvierať vo všeobecnosti uhol φ, do 

normálny a tangenty k ploche Φ. 

 
Podľa obr. 1.8 platí  

∆N = ∆P . cosφ 

∆T = ∆P  sinφ 

Limita pomeru vnútorných 

síl ∆P, ∆N, ∆T ku ploche 

∆F sa nazýva napätím. Smer 

a zmysel napätia sa zhoduje 

so smerom a zmyslom sily 

(rovnice 1.2 a 1.3). 

(1.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  Obr. 1.8a 

 

Základnou mernou jednotkou napätia je 1 Pascal (Pa). Veľkosť a rozmer 1 Pa vyplýva 

z definície napätia: 

 
[1 Pa] = [1Nm-2]  

 

Napätia v ďalšom texte budeme označovať písmenami p, σ, τ. Označenie p budeme 

používať pre napätie ľubovoľne sklonené k vyšetrovanej ploške, písmenom σ budeme 

označovať normálové napätie, ktoré je kolmé k rovine rezu a písmenom τ šmykové napätie, 

ktoré leží v rovine rezu (obr. 1.8b). 

 Jednotlivé napätia sú 
definované vzťahmi: 
 

dF
dP

F
Pp

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

lim  

 

dF
dN

F
N

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

limσ  

 

dF
dT

F
T

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

limτ  

(1.3) 

(1.2) 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.8b 
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Normálovému napätiu priraďujeme na rozlíšenie znamienko kladné vtedy, keď zmysel 

sily ∆N smeruje von z plochy Φ (ako na obr. 1.8a), a nazývame ho ako napätie ťahové. Ak je 

zmysel sily ∆N opačný, priraďujeme mu znamienko mínus, a takéto napätie nazývame 

tlakovým. 

 

Na zmysle a smere šmykového napätia obvykle nezáleží; záleží iba na jeho veľkosti. 

 

Iné napätie, ako ťahové, tlakové alebo šmykové existovať nemôže - je 

nemysliteľné! Môžu sa však, ako už vieme, vyskytovať samostatne alebo súčasne. 

 

Ak do rovnice (1.3) dosadíme (z rovníc 1.1) za ∆N a ∆T dostaneme 

 

σ = p . cosφ    (1.4) 

τ = p . sinφ 

 

Umocnením a sčítaním obidvoch  rovníc dostaneme 

 

22 τσ +=p     (1.5) 

 

 

1.5 Pomerné predĺženie 
 

Ak namáhame priamu tyč ťahom (obr. 1.9a), môžeme pozorovať, že sa tyč predlžuje. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) 

Obr. 1.9 

b) Uvažujme nekonečne 

tenký valček s hrúbkou 

dy vo vzdialenosti y. 

Zaťažením silou S sa 

valček predĺži o dĺžku 

∆dy (obr. 1.9b). 
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Pomer       (1.6) 
 ∆dy 
  dy ε = 

 

sa nazýva pomerným predĺžením. 

 

Ak je pomerné predĺženie vo všetkých bodoch prierezu a vo všetkých priečnych rezoch 

rovnaké, môžeme celkové predĺženie tyče vyjadriť vzťahom: 

 

∫ ∫ ∫ ===Δ=Δ
l l l

ldydydyl
0 0 0

εεε     (1.7) 

z toho 

l
lΔ

=ε        (1.8) 

 

Ako vidieť z rovníc 1.6 a 1.8 je pomerné predĺženie veličinou bezrozmernou. 

 

 

1.6 Uhlové pretvorenie 
 

Uvažujme časticu ABCD s rozmermi dx, dy, dz (obr. 1.10). Častica sa vplyvom 

šmykových napätí pretvorí. Ak je pretvorenie malé, môžeme zmenu dĺžky dy zanedbať. 

Posunutie v môžeme potom vyjadriť vzťahom 

 
ydtgv ′= .γ  

Ak budeme uvažovať dy'      dy   a  

vezmeme do úvahy, že uhol γ je 

veľmi malý, možno uvedený vzťah 

napísať takto: 

dyv .γ=     

 
= . 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.10 
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Uhol 
dy
v

=γ          (1.9) 

nazývame uhlovým pretvorením (skosením).  Tak, ako pomerné predĺženie, je aj uhlové 

pretvorenie veličina bezrozmerná. 

 

 

1.7 Hookov zákon 
 

Pôsobením vonkajších síl sa teleso deformuje. Deformácia má za následok vznik 

vnútorných síl a im odpovedajúce napätia. Napätie je preto závislé od deformácie. Na tento 

vzájomný vzťah majú vplyv mechanické vlastnosti materiálu. Poznatky o mechanických 

vlastnostiach materiálov sa získavajú pri mechanických skúškach (experimentoch). Jednou 

z takýchto skúšok je trhacia skúška ťahom. 

 

Pri trhacej skúške ťahom sa upnutá tyč normalizovaných rozmerov postupne a plynulo 

zaťažuje. Počas skúšky sa automaticky zaznamenáva veľkosť zaťaženia a predĺženie 

skúšobnej tyče. Pri známych rozmeroch tyče (jej ploche F a pôvodnej dĺžke l) možno 

meraním skutočného predĺženia ∆l vypočítať pomerné predĺženie ε od príslušného napätia. 

 

Na obr. 1.11a je diagram napätia a predĺženia mäkkej konštrukčnej ocele.  

Časť diagramu až po bod U má 

priamkový priebeh, čiže 

napätie je priamoúmerné 

predĺženiu. 

Napätie prislúchajúce bodu U 

sa nazýva napätím na medzi 

úmernosti (σu).

Napätie na medzi pružnosti σp 

je napätie, po ktoré sú 

predĺženia v podstate pružné 

(elastické, vratné). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.11a 
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Napätie σK sa nazýva napätím na medzi klzu. Skúšobná tyč s napätosťou väčšou ako σK 

sa začína náhle predlžovať bez zväčšovania napätia. Tento jav sa nazýva klzom (tečením) 

materiálu. Za tzv. dolnou medzou klzu v bode K´ pracovný diagram znova stúpa až po bod M 

Najväčšie napätie v bode M sa nazýva napätím na medzi pevnosti a označujeme ho σm. Pri 

pokračujúcej skúške a napätí σm sa tyč roztrhne. 

 

Skúšky dokazujú, že pri postupnom znižovaní napätia sa tyč skracuje, pričom toto 

skracovanie vystihuje priamka 22 ′  rovnobežná s priamkovým priebehom diagramu 01 po 

napätie na medzi úmernosti σu ( U0 ). 

 

Táto priamka pretína os diagramu s hodnotami ε v bode 2´. To dovoľuje definovať 

celkové pomerné predĺženie tyče pri skúške na ťah, ako  

 

prpl εεε += ,    (1.10) 

 

v ktorom plε  značí plastickú, resp. prε  pružnú časť pomerného predĺženia. 

 

Ak sa nedá medza klzu presnejšie zistiť, možno tzv. konvenčnú (dohovorenú) medzu 

klzu σp 0,2 definovať ako napätie, pri ktorom plastické (trvalé, nevratné) pomerné predĺženie 

dosahuje max. 0,2%. 

 

Na obr. 1.11b je diagram ťahovej 

skúšky liatiny. Liatina patrí medzi 

látky, ktoré majú veľmi nízku 

medzu úmernosti a nejasne 

vyhranenú medzu klzu v ťahu. 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1.11b 

 

Ako vidno na obr. 1.11a napätie má až po medzu úmernosti σu u mnohých látok 

(pozor, ale nie všetky látky majú tak zreteľné rozhrania medzí napätia ako konštrukčná mäkká 

oceľ) priebeh diagramu pri skúške na ťah (tlak) priamkový. 
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Platí teda: 

 

)...(Ekonšttg ==
ε
σα     (1.11) 

 

Touto konštantou je Youngov modul pružnosti v ťahu ... E, 

 

čiže           (1.12) σ = ε . E 

 

Tento základný zákon pružnosti a pevnosti sa nazýva Hookov zákon. Konštanta E sa 

nazýva tiež prvou materiálovou konštantou. Pomerné predĺženie závisí (ako vidno z rovnice 

1.12) len na druhu materiálu, preto môžeme urobiť dôležitý záver – neexistujú dva rôzne 

materiály, ktoré by mali rovnaký modul pružnosti! 

 

Pretože pomerné predĺženie ε je bezrozmerné číslo, má modul pružnosti v ťahu rovnaký 

rozmer ako napätie, teda 

 

E = [N.m-2] alebo [N mm-2] 

 

Z rovnice (1.12) tiež vyplýva veľkosť napätia, resp. význam modulu pružnosti. 

Youngov modul pružnosti je  také (myslené) napätie, ktoré by spôsobilo predĺženie skúšobnej 

tyče o jej celú pôvodnú dĺžku (ε = 1). 

 

Hodnota modulu pružnosti E pre oceľ je 2,1 . 105 MN m-2 = 2,1 . 105 N mm-2. 

 

Ak namáhame nejakú látku prostým šmykom môžeme skúškami určiť tiež vzťah medzi 

šmykovým napätím τ a pomerným skosením γ (obr. 1.12). 

 

Z diagramu vidieť, že závislosť medzi šmykovým 

napätím a uhlovým pretvorením (skosením) γ je až do 

bodu U lineárna. 

Diagram sa podobá diagramu skúšky v ťahu 

s medzami úmernosti τu (bod U), resp. klzu τK  

v šmyku (bod K). 

 

 

 

 

 

      Obr. 1.12 
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Po túto medzu teda platí 

 

γτ .G=  

alebo           (1.13) 

G
τγ =  

 

Kde G je materiálová konštanta a nazýva sa modulom pružnosti v šmyku. Pretože γ je 

(ods. 1.6) bezrozmerná veličina, má i tento modul (tak ako E) rozmer [N. m-2], resp.[N mm-2]. 

 

Na porovnanie uveďme hodnotu tohto modulu pre oceľ  

 

G = 8 . 104 MN m-2 = 8 . 104 N mm-2

 

Zisťujeme, že hodnota modulu pružnosti ocele (E0) je približne 2,6-krát väčšia ako 

modul pružnosti v šmyku ocele (G0). 

 

Ak je modul pružnosti určitej látky vo všetkých smeroch rovnaký (oceľ, sklo ...), 

hovoríme, že látka je izotropná. Opakom sú látky anizotropné (drevo). 

 

Materiály používané v technickej praxi považujeme (až na výnimky) spravidla za 

izotropné a homogénne (rovnorodé), t. j. také, že majú vo všetkých smeroch rovnaké 

vlastnosti. 

 

Na ilustráciu hodnôt σK a σm niektorých ocelí tried 11 až 16 podľa príslušných STN 

a hodnôt modulu pružnosti niektorých materiálov sú tieto hodnoty uvedené v nasledujúcich 

tabuľkách. 
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Hodnoty σK, σm          Tab. 1.1 

Označenie 
ocele podľa 

STN * 

Najmenšia 
medza klzu 
σK [MPa] 

Medza 
pevnosti 
σm [MPa] 

Označenie 
ocele podľa 

STN 

Najmenšia 
medza klzu 
σK [MPa] 

Medza 
pevnosti 
σm [MPa] 

11 300 70-80% σm 280-400 11 600 300-330 600-720 

11 343 180-210 390-420 12 080 1500 1800-2000 

11 373 210-240 390-450 13 270 1230 min. 1450 

11 423 230–260 420-520 14 220 600 min. 800 

11 523 340–360 520-640 16 250 550-600 750-900 

* Slovenské technické normy (STN) 

 

Hodnoty modulov pružnosti        Tab. 1.2 

Materiál 105E [MPa] Materiál 105E [MPa] Materiál 105E [MPa] 

Nikel 2,1 Cín 0,43 Pieskovec 0,18 

Oceľ 2,1 Olovo 0,21 Betón 0,15-0,25 

Meď 1,15 Sklo 0,7 Drevo ║ 0,1-0,12* 

Zinok 0,91 Liatina 6,7-1,2            ⊥ 0,005-0,01* 

Zlato 0,78 Bronz 1,1 Bakelit 0,02-0,03 

Striebro 0,75 Žula 0,49 Polyetylen 2,3.20-3

Hliník 0,72 Mramor 0,56 Tehlové 
murivo 

2,7.10-2

* Drevo ako organický anizotropný materiál má rozdielne mechanické vlastnosti so zreteľom 

na svoju prirodzenú štruktúru ...pozdĺž (║) a kolmo (⊥) na vlákna. 

 

Pozn.: Ako bolo spomenuté Hookov zákon neplatí pre všetky technické materiály 

(napr.: liatina, guma, prírodné kamene, plsť, koža a pod.). V týchto prípadoch sa 

používa tzv. mocninový zákon. Podľa Bacha je 

 

0E

nσε =      (1.14) 

 

Kde E0 je materiálová konštanta a exponent n je u plsti, gumy, kože a pod. menší ako 1 

(n < 1), u liatiny, kameňov a pod. je n > 1. 
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1.8 Vplyv zmeny teploty 
 

Tyč na obr. 1.13 vystavená po celej dĺžke konštantnej zmene teploty o ∆t [oC] zmení 

svoju dĺžku o  

ltl t ..Δ=Δ α      (1.15) 

 

Kde αt je súčiniteľ teplotnej dĺžkovej rozťažnosti. Rozmerom súčiniteľa αt je Celziov 

stupeň [oC-1]. 

 Ak je zmena teploty ∆t kladná, 

ide o ohrev, pri zápornej zmene 

ide o ochladenie 

 

 

 

            Obr. 1.13 

 

Ak je tyč na oboch koncoch pevne votknutá (staticky neurčitý prípad, obr. 1.14), jej 

dĺžka sa vplyvom teploty nemôže zmeniť a vznikne v nej napätie σt. 

 

           (1.16) σt = αt . ∆t E 

 

 

 

 

                       Obr. 1.14 

 

V tabuľke 1.3 sú uvedené súčinitele αt  pre niektoré kovy: 

 

           Tab. 1.3 

Materiál αt [oC-1] . 10-5 Materiál αt [oC-1] . 10-5

Hliník 2,25 Oceľ 1,2 

Bronz 1,75 Zinok 3,54 

Meď 1,65 Liatina 1,04 
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1.9 Priečne zúženie. Poissonova konštanta 
 

Súčasne s predĺžením tyče v smere osi x objavuje sa skrátenie priečnych rozmerov. 

Toto skrátenie je, ako skúšky ukázali -ak platí   Hookov zákon a u izotropných materiálov - 

úmerné napätiu σ a tým i osovému pomernému predĺženiu εx. 

 

Keď vyberieme  zo  skúšobnej  tyče  myslený  elementárny (veľmi malý) hranolček 

(obr. 1.15) budú jeho priečne zúženia v smere osí y, z 

 

EmEmdy
dy x

y
μσσε

ε −=−=−=
Δ

=  

 

EmEmdz
dz x

z
μσσε

ε −=−=−=
Δ

=  

 

Súčiniteľ m sa nazýva Poissonova konštanta. 

Často je výhodnejšie používať hodnotu 
m
1

=μ  , 

ktorú nazývame Poissonovym číslom. 

Pre oceľ má Poissonova konštanta hodnotu 

3
10

=m . 

(1.17) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Obr. 1.15 

 

Podobne, ako v prípade modulu pružnosti E, ani v prípade Poissonovej konštanty 

neexistujú dva rôzne materiály, ktoré by mali rovnakú hodnotu m (μ). Preto sa Poissonova 

konštanta nazýva druhou materiálovou konštantou. 
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1.10 Príklady 

 

1.10.1 Z akého materiálu je tyč, na ktorú pôsobí osamelá sila S (obr. 1.16), ak je dané: 

dĺžka tyče l = 1,0m; napätie σ = 42 MPa a predĺženie tyče Δl = 0,2mm. 

            

            

            

            

            

                        

Riešenie: 

Pôsobením sily S sa tyč dĺžky 1

predĺžila o 0,2mm a vzniklo v

napätie o veľkosti 42 MPa.    

 

Podľa (1.8) je pomerné predĺženie: 

3
3

0, 2 0, 2.10
1.10

l mm
l mm

ε −Δ
= = =          

Po dosadení do (1.12) .Eσ ε= : 
3 542 0,2.10 . 2,1.10MPa E E MPa−= ⇒ =   

Z tabuľky 1.2 zistíme, že uvedená tyč je z ocele. 

 

1.10.2 Vypočítajte, o koľko sa predĺži hliníková tyč dĺžky l = 2,0m (obr. 1.17) pri zmene 

teploty  Δt =10 °C. 

,0m 

 nej 

Obr. 1.17 

a) b) 

Obr. 1.16 

 

 

 

 

 

 

Riešenie: 

Súčiniteľ teplotnej dĺžkovej rozťažnosti αt pre hliníkový materiál je: 
52, 25.10tα

−= °C-1  (tab. 1.3) 

Podľa (1.15) sa tyč predĺži o Δl (obr. 1.17b): 
5 1 3. . 2, 25.10 .10 .2.10 0, 45tl t l l C C mm mα − −Δ = Δ ⇒ Δ = ° ° = m  

Tyč sa pri zmene teploty o 10°C predĺži o 0,45mm. 

 30 



 

Pozn.: Vypočítané predĺženie je voči pôvodnej dĺžke tyče veľmi malé. Mohlo by sa 

zdať, že takáto zmena rozmeru nemá praktický význam. Neskôr si však 

ukážeme, že i takáto malá zmena dĺžky tyče (vzpery) môže vyvolať veľkú 

zmenu napätia v ostatných prvkoch konštrukcie, ktorej je súčasťou. 

 

1.10.3 Vypočítajte pomerné priečne zúženie u oceľovej tyče zaťaženej dvojicou síl S, ktorá 

vyvolala v tyči napätie σ = 40 MPa (obr. 1.18). 

 

 

 

 Obr. 1.18 
 

 

 

 

1.10.4 Z akého materiálu je tyč dĺžky l = 3,0m (obr. 1.19), ktorá sa pri zmene teploty           

Δt =10 °C predĺži o Δl = 0,36mm? 

 

 

 

             

Výsledok:  55,71.10y zε ε −= = −

Obr. 1.19 

 
Výsledok: tyč je z ocele.  
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2. VÝPOČET A KONTROLA PRÚTOV NAMÁHANÝCH NA ŤAH 

(TLAK) 
 

2.1 Predpoklady výpočtu 
 

Ako vyplýva z definície (ods. 1.3.1) namáhania na prostý ťah (tlak), v myslenom 

priečnom reze pôsobí len normálová sila P v osi prúta. Takýmto spôsobom sú namáhané prúty 

v prútových sústavách, centricky tlačené stĺpy, podpery, laná na ťah a pod. 

 

Vnútornú osovú silu P možno vo zvolenom priereze určiť metódou mysleného rezu. 

Zákon rozloženia výslednej vnútornej sily ťahaného prúta po priereze formuloval na základe 

experimentálneho skúmania deformácie  Navier. Podľa ním zdôvodnenej hypotézy (obr. 2.1) 

zostane os prúta po predĺžení priama, a dva susedné, rovnobežné prierezy kolmé na os, ostanú 

aj po deformácii rovinné a navzájom rovnobežné. 

 

Z hypotézy vyplývajú dva dôležité závery: 

- v dôsledku zachovania priamosti prúta nie je možné vzájomné priečne posunutie 

(skosenie) prierezov, t. j. nevznikajú šmykové napätia, 

- pretože sa všetky vlákna (spojnice bodov rovnako vzdialených od osi prúta) medzi 

uvažovanými blízkymi prierezmi deformujú rovnako, budú vnútorné sily po celej ploche 

prierezu rozložené rovnomerne. 

 

 

 

 

 

 

Obr. 2.1 

 

Podľa toho normálové napätie pri prostom ťahu (tlaku) sa vypočíta z rovnice  

 

F
S

=σ      (2.1a) 
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Keďže pôsobiaca výslednica vonkajšej ťahovej (tlakovej) sily P vytvára v stave 

rovnováhy s vnútornou silou N silovú rovnovážnu dvojicu, platí 

 

      (2.1b) 
 N 
 F σ = ± 

 

Kde je  σ ... normálne napätie v ťahu (+), resp. v tlaku (-), [Pa] 

  N ... vnútorná normálová sila, [N] 

  F ... plocha prierezu prúta (b . h), [m2]. 

 

Pozn.: Z definície rovnovážnej dvojice síl (axióma statiky!) vyplýva, že rovnováha 

s vonkajšou silou S vznikne iba vtedy, keď zaťažujúca sila a vnútorná osová sila 

majú opačný zmysel, rovnakú veľkosť a spoločnú nositeľku. 

 

 

2.2 Výpočet prúta na prostý ťah (tlak) 
 

Uvažujme priamy prút konštantného prierezu (obr. 2.2a) zaťažený osovou silou S. Na 

obrázku 2.2b je prút uvoľnený. Odstránenie votknutia na hornom konci je nahradené 

väzbovou reakciou R. Reakciu vypočítame z rovnováhy vonkajších síl, ktoré  na prút pôsobia 

(vo zvislom smere). 

- zaťažujúca sila S 

- vlastná tiaž prúta Q = γ0 . F . l 

- reakcia   R 

 

 

 

 

 
a) b) c) d) e) 

 

 

 

 

 
Obr. 2.2 
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V prípade priameho prizmatického prúta z podmienky rovnováhy dostaneme rovnicu 

 

R – S – γ0 F . l = 0,    (2.2a) 

 

v ktorej   γ0– merná špecifická tiaž [Nm-3] 

   F – plocha priečneho rezu [m2] 

   l – dĺžka prúta [m]. 

 

Metódou mysleného rezu (obr. 2.2d) určíme výslednicu vnútorných síl, ktoré pôsobia 

v priečnom reze mn  prúta. Na dolnú časť prúta pôsobia vonkajšie sily S, Qy = γ0 . F . y 

a výslednica vnútorných síl N. Podľa podmienky rovnováhy je potrebné, aby nositeľkou sily 

N bola os prúta y. Podľa obr. 2.2d vyjadríme rovnováhu v reze mn  rovnicou 

 

N – S -  . F . y = 0    (2.2b) 0γ

 

z ktorej 

N = S + 0γ  . F . y     (2.2c) 

 

Keďže pri namáhaní ťahom pôsobia vnútorné sily rovnomerne v priečnom priereze 

prúta (Navierova hypotéza), môžeme napätie (podľa rovnice 2.1b) určiť rovnicou 

 

y
F
S

F
N

0γσ +==     (2.2d) 

 

Táto lineárna závislosť napätia σ od y je znázornená na obr. 2.2c. Napätie s najväčšou 

hodnotou pôsobí v priereze, ktorého poloha je určená súradnicou y = l. 

 

Jeho hodnotu vypočítame s použitím rovnice 2.2d: 

 

l
F
S .0max γσ +=     (2.2e) 

Celkové predĺženie elementárnej dĺžky prúta (obr. 2.3) podľa rovnice 1.6 
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,.dydy ε=Δ    (2.3a) 

resp. podľa rovnice (1.8) celkové 

predĺženie všetkých elementov po 

celej dĺžke prúta 

 

 

 

 
a) b) 

 
∫=Δ
l

y dyl
0

.ε    (2.3b) 
 

 Použitím Hookovho zákona (rovnica 

1.12) môžeme rovnicu 2.3b napísať 

0

0

.(
.

l ySl
E F E

γ
Δ = +∫

 

 
)dy  (2.3c) 

z ktorej po integrácii bude pomerné 

predĺženie 

E
l

FE
lSl

.2
.

.
. 2

0γ+=Δ   (2.3d) 

 

 

 

Obr. 2.3 

 

 

Prvý člen rovnice predstavuje vplyv vonkajšej sily  na predĺžení tyče ( ) a druhý 

vplyv jej vlastnej tiaže ( ). 

SlΔ

qlΔ

 

Výsledné predĺženie získame sčítaním jednotlivých vplyvov lΔ

 

qS lll Δ+Δ=Δ      (2.3e) 

 

Postupnému výpočtu jednotlivých vplyvov a nakoniec ich sčítaniu, ako všeobecne 

zaužívanému postupu, sa pri rešpektovaní určitých predpokladov v pružnosti a pevnosti 

hovorí – zákon superpozície (jednotlivých) vplyvov. 

 

Pozn.: Súčin E.F v rovnici 2.3d sa nazýva tuhosť prúta v ťahu (tlaku). Tuhosť vo 

význame ako miera odporu prvku (konštrukcie) deformovať sa (meniť 

v dôsledku vonkajšieho namáhania tvar a rozmery) patrí medzi základné pojmy 

v pružnosti a pevnosti. 
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Pomerná zmena priečneho rezu, zúženie pri namáhaní tyče na ťah sa vypočíta 

s použitím rovnice 1.17 

).( 0 y
F
S

Ey γμε +−=     (2.4a) 

 

V prípade kruhovej prierezovej plochy obr. 2.3b je 

 

ydd ε.0=Δ      (2.4b) 

 

a po dosadení pravej strany rovnice do rovnice 2.4a za εy dostaneme 

 

).(
.

0
0 y

F
S

E
d

d γ
μ

+−=Δ     (2.4c) 

 

Pri výpočtoch prútov premenného spojitého prierezu (2.4a), alebo zloženého prierezu 

(2.4b) sa postupuje podľa rovnakých zásad, ako  na prizmatickom prúte.  

 

Vlastný výpočet je v týchto prípadoch však o niečo komplikovanejší. Príčinou býva 

vplyv spojite premennej alebo náhlej zmeny plochy, čo treba vo výpočte zohľadniť. 

 

Pozn.: V prípade spojite premennej 

zmeny prierezu patrí medzi 

časté praktické úlohy o. i. tiež 

výpočet prúta s rovnakou 

pevnosťou. 

 

 a) b) 
 

 

 

 

 

 

 
Obr. 2.4 

 

Staticky neurčitými prípadmi prútov namáhaných na prostý ťah (tlak) – viď. zmienka 

o nich na obr. 1.14 – sa  zaoberať nebudeme. 
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2.3 Pevnostná kontrola a dimenzovanie prútov namáhaných na ťah (tlak) 
 

Otázka ako určiť rozmery prúta (≡ nadimenzovať jeho tvar), alebo, ak takýto prút 

existuje (jeho rozmery sú známe) skontrolovať (posúdiť) či predpokladanej veľkosti  sily 

vyhovie, sú dve stránky tej istej úlohy v pružnosti a pevnosti. Významná a aktuálna úloha 

ekonomického využitia materiálu musí byť riešená tak, aby konštrukcia, ktorej 

posudzovaný prút je súčasťou, bola spoľahlivá (bezpečná) i počas dlhodobej prevádzky. 

 

V závislosti na úrovni dosiahnutého poznania sa postupne vyvinuli tri metódy riešenia 

týchto problémov: 

• metóda dovolených napätí 

• metóda dovolených zaťažení 

• metóda medzných stavov 

 

 

2.3.1 Metóda dovolených napätí 

 

Najstaršia (klasická) metóda dovolených napätí vychádza zo skutočnosti, že rozmery 

prvku konštrukcie musia byť navrhnuté tak, aby v nich najväčšie napätia vyvolané vonkajším 

zaťažením (viď. ods. 2.2), neprevyšovali hodnotu dovoleného (prípustného) napätia. 

 

  

K

K
dov μ

σ
σ =   alebo  

m

m
dov μ

σ
σ =    (2.5) 

 

kde sú: - σK, σm medze napätia získané trhacími skúškami (ods. 1.7, tab. 1.1), 

 - μK, μm  miery bezpečnosti. 

 

Únosnosť súčiastky pri statickom namáhaní na ťah (tlak) je zabezpečená, keď skutočné 

maximálne napätie vyhovuje podmienke pevnosti vyjadrenej vzťahom 

 

 σmax  ≤ σdov     (2.6) 
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Z uvedeného je zrejmé, že miera bezpečnosti μK, resp. μm musí byť väčšia ako 1! 

Z praktického hľadiska trvalé deformácie nevznikajú, keď napätie σ je pod medzou úmernosti 

σU. Preto sa hodnota miery bezpečnosti volí tak, aby bola splnená podmienka σdov < σU. 

 

Hodnoty miery bezpečnosti boli záväzne určené v technických normách so zreteľom na 

druh zaťaženia, materiál a súčiastky v konkrétnej konštrukcii, jej účelu atď. 

 

Výhodou tejto metódy v inžinierskej praxi bola jej jednoduchosť. Nevýhody však najmä 

vzhľadom na univerzálnosť miery bezpečnosti a výhrady voči jej objektívnosti, prevážili. 

Preto sa už v súčasnosti táto metóda nepoužíva. 

 

Orientačné hodnoty dovolených napätí niektorých materiálov sú uvedené v tab. 2.1. 

 

           Tab. 2.1 

σdov [MPa] σdov [MPa]  

Materiál ťah tlak 

 

Materiál ťah tlak 

Konštrukčná oceľ 140-160 140-160 Borovica ║ 7-10 10-20 

Meď 30-120 30-120                ⊥ - 1,5-2 

Hliník 30-80 30-80 Dub        ║ 9-13 13-15 

Dural 80-150 80-150                ⊥ - 2-3,5 

Bakelit 40-50 40-50 Betón 0,1-0,7 1-9 

 

 

2.3.2 Metóda dovolených zaťažení 

 

Na rozdiel od predchádzajúcej metódy sa únosnosť prvku či konštrukcie vyjadruje 

medznými hodnotami vnútorných síl. Metóda dovolených zaťažení bola u nás zavedená 

prvýkrát na výpočet betónových a železobetónových konštrukcií - dva rôzne druhy materiálu 

v posudzovanom priereze - pod názvom metóda posúdenia podľa stupňa bezpečnosti. 

 

Podľa tejto metódy sa považuje za vyhovujúci taký konštrukčný prvok, v ktorom pomer 

výslednice vnútorných síl v priereze na medzi únosnosti prierezu k výslednici vonkajších síl 
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je maximálne rovný istému číslu, predpísanému pre jednotlivé typy konštrukčných prvkov 

a rôzne druhy predpísanej veľkosti namáhania technickými normami. 

 

Zmienené pomery (t. j. súčinitele bezpečnosti) sa nazývajú stupňami bezpečnosti K 

(odtiaľ i názov metódy). 

 

Pevnostná podmienka pre limitujúce zaťaženie Smax [N] má tvar: 

K
S

S =≤           (2.7) 

 
 S N

dovmax

 

kde: - Sdov, SN  je dovolené, resp. normové zaťaženie [N], 

 - K  stupne bezpečnosti, vždy väčšie ako 1 (k > 1). 

 

 

2.3.3 Metóda medzných stavov 

 

Jedinou   hodnotou  miery   bezpečnosti,   alebo   niekoľkými   stupňami     bezpečnosti 

(v prípade metódy podľa dovolených zaťažení zvlášť pre betón a nosnú oceľovú výstuž) nie je 

možné zohľadniť početné faktory, ktoré sa v kombináciách a v rôznych konštrukciách môžu 

objaviť súčasne. 

 

Metóda medzných stavov, podľa ktorej sa v súčasnosti konštrukcie navrhujú a 

kontrolujú, zachováva podstatu metódy podľa stupňa bezpečnosti (Smax ≤ Sdov), ale líši sa od 

nej vo dvoch znakoch: 

- zavádza posúdenie (kontrolu) konštrukcií vzhľadom na dva medzné 

stavy, 

- uvažuje s tromi súčiniteľmi bezpečnosti. 

 

Prvý medzný stav – medzný stav únosnosti – je ten, pri ktorom sa konštrukcia stane 

nepoužiteľnou vyčerpaním únosnosti - napätia, stability (polohy a tvaru), plasticity 

a krehkého a únavového lomu. 
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Druhý medzný stav – medza stavu použiteľnosti konštrukcie. Sem patria nadmerné 

deformácie (pri splnenom prvom medznom stave – zachovania únosnosti i stability!) a príliš 

veľká dynamická odozva (napr. vibrácie) konštrukcie. 

 

Konštrukcia sa podľa metódy medzných stavov považuje za vyhovujúcu, keď sa 

výpočtom dokáže, že v priebehu jej celej životnosti (počas jej zriadenia a v prevádzke) 

nenastane ani jeden z medzných stavov. 

 

Možnosť vzniku niektorého alebo obidvoch medzných stavov súčasne závisí na 

niekoľkých činiteľoch, ktoré sa vo výpočte vyjadrujú tromi parciálnymi súčiniteľmi (k, n, m). 

 

- kvalita materiálu – súčiniteľ rovnorodosti, k < 1, 

- zaťaženie a ostatné vonkajšie vplyvy – súčiniteľ zaťaženia, n ≥ 1, 

- prostredie a podmienky, v ktorých konštrukcia plní svoj účel a podmienky, v ktorých 

bola vyrobená – súčiniteľ podmienok pôsobenia, m ≤ 1. 

 

Hodnota súčiniteľov k, n, m je v technických normách (STN) určená na základe 

štatistického vyhodnotenia výsledkov mnohých skúšok a pozorovaní. Treba ešte poznamenať, 

že každý zo súčiniteľov môže závisieť na viacerých ďalších okolnostiach, t. j. ďalších 

súčiniteľoch toho istého druhu. To umožňuje lepšie, na úrovni dosiahnutého poznania 

i skúseností a stále objektívnejšie posudzovanie bezpečnosti a stavu konštrukcií. 

 

♦ Bezpečnosť proti dosiahnutiu medzného stavu únosnosti sa posudzuje podľa tohto 

všeobecného vzťahu: 

           (2.8) 
n.Nn ≤ Φ(m, kRn, F) 

 

kde okrem už vysvetlených symbolov (n, m, k), znamená: 

- Nn ... vnútorná sila od normového zaťaženia [N], 

- Rn ... najmenšie výpočtové normové namáhanie [N], 

- F ... geometrická charakteristika posudzovaného prierezu, 

- n. Nn skutočné zaťaženie konštrukcie od normového zaťaženia, resp. vypočítaná 

hodnota vnútornej sily, 

- kRn vypočítané namáhanie. 
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Konštrukčný prvok sa teda považuje za vyhovujúci na únosnosť vtedy, keď vypočítaná 

hodnota výslednice uvedených síl v posudzovanom priereze neprekročí hodnotu určenú 

funkciou Φ na pravej strane rovnice. 

 

♦ Bezpečnosť konštrukcie proti dosiahnutiu medzného stavu použiteľnosti sa 

posudzuje podľa vzťahu 

 

           (2.9) ∆ ≤ f 
 

kde ∆ je vypočítaná (skutočná) deformácia a f deformácia dovolená. 

 

Pri posudzovaní konštrukcií podľa metódy medzných stavov platí: 

 

Výpočet (pri dimenzovaní alebo kontrole) konštrukcií podľa prvého medzného 

stavu je základný – musí sa vykonať vždy! 

 

Výpočet podľa druhého medzného stavu sa vykonáva len vtedy, keď s ohľadom na 

možnosť vzniku nadmerných deformácií alebo kmitania to vyžadujú príslušné technické 

normy (STN).  
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2.4 Príklady 

 

2.4.1 Vypočítajte plochu F priečneho rezu prúta (obr. 2.5a), zaťaženého vlastnou tiažou 

a silou S tak, aby celkové predĺženie prúta bolo nulové. Ďalej vypočítajte a nakreslite 

priebeh normálového napätia po celej dĺžke prúta. Dané je: sila S = 100 N;            

modul pružnosti v ťahu E = 2,1.105 MPa; dĺžka prúta l = 1,0 m; hustota materiálu         

ρ = 7850 kg.m-3; gravitačné  zrýchlenie g = 9,81 m.s-2

 

             

            

            

            

            

            

            

            

                                     

a) b) c) 

Obr. 2.5 

Riešenie: 

Podľa (2.2b) napíšeme rovnicu rovnováhy pre (obr. 2.5b): 

0N S Q+ − = ; pričom . . . . . . 0Q g F y N S g F yρ ρ= ⇒ + − =  

Pre výpočet normálového napätia platí (2.1b): 

FN
F
N .σσ =⇒= ; po dosadení  . . Sg y

F
σ ρ= −  

Predĺženie diferenciálneho úseku prúta je (2.3a): 

.dy dyεΔ = ; a následne po použití (2.3b): 
0 0 0 0

. . .. .
.

l l l l g y F Sl dy dy dy d
E E F
σ ρε − . yΔ = = =∫ ∫ ∫ ∫Δ = ; 

odkiaľ po úprave: 
2

2 3

. . . 2. 2.100( )0
2. . . . 9,81( . ).7850( . ).1,0( )

g l S l S Nl F
E E F g l m s kg m m
ρ

ρ − −Δ = − = ⇒ = =  

 

Plocha priečneho rezu prúta pri nulovom predĺžení je F = 0,0026 m2. 
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Ďalej vypočítame krajné hodnoty napätia v bodoch A, B: 

100( ) : . . 9,81.7850.1,0 38547
0,0026A

SA y l g l Pa
l

σ ρ= = − = − = , 

100( 0) : . .0 38461
0,0026B

SB y g
F

σ ρ= = − = − = − Pa

N

N

. 

Priebeh napätia po celej dĺžke prúta je zobrazený na obr. 2.5c. 

 

2.4.2 Vypočítajte a nakreslite priebeh vnútorných silových veličín a hodnoty predĺženia 

v bodoch A, B a C u osovo zaťaženého odstupňovaného prúta (obr. 2.6a), ak je dané: 

S1 = 6000 N; S2 = 9000 N; S3 = 4000 N; F1 = 100 mm2; F2 = 200 mm2; l = 0,5 m;        

E = 2.105 MPa 

 

Riešenie: 

Podľa (2.2b) napíšeme rovnice rovnováhy pre každú časť prúta: 

prvá časť (obr. 2.6b):   , 1 1 1
1

0 0 6000
n

i
i

S N S N
=

= ⇒ − + = ⇒ =∑

druhá časť (obr. 2.6c): , 2 2 1 2
1

0 0 3000
n

i
i

S N S S N
=

= ⇒ − − + = ⇒ = −∑

tretia časť (obr. 2.6d):  .100000 31233
1

NNSSSNS
n

i
i =⇒=+−+−⇒=∑

=

 

Ďalej vypočítame pomocou (2.1b) jednotlivé normálové napätia: 

1
1 2

1

6000( ) 60
100( )

N N MPa
F mm

σ = = = , 

2
2

1

3000 30
100

N MPa
F

σ −
= = = − , 

3
3

2

1000 5
200

N MPa
F

σ = = = . 

 

Následne vyjadríme predĺženia (2.3d) v daných bodoch A,B a C: 
3

31 2
5 2 5

1 1 1 2

. .. . 6000( ).500( ) 3000.500 1000.500
. . . . 2.10 ( ).100( ) 2.10 .100 2.10 .200
i i

i i i

N l N lN l N l N mmA
E F E F E F E F MPa mm=

−
Δ = = + + = + +∑ 5  

0,0875A mmΔ =  
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3
32

5 5
2 1 2

. .. 3000.500 1000.500 0,0625
. . . 2.10 .100 2.10 .200
i i

i i i

N l N lN lB mm
E F E F E F=

−
Δ = = + = + = −∑  

3
3

5
3 2

. . 1000.500 0,0125
. . 2.10 .200
i i

i i i

N l N lC m
E F E F=

Δ = = = =∑ m  

Priebeh vnútorných silových veličín a hodnoty predĺženia sú znázornené na obr. 2.6e,f,g. 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

                          

a) 

D 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

g) 

Obr. 2.6 
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2.4.3 Bremeno o tiaži Q = 100 kN je zavesené pomocou dvoch prútov (obr. 2.7a). Materiál 

prútov je rovnaký s hodnotou dovoleného napätia σdov = 150 MPa. Určite potrebné 

plochy priečnych prierezov prútov. 

             

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

                                   

a) b) 

Obr. 2.7 

Riešenie: 

Zo statických podmienok rovnováhy pre myslenými rezmi rozdelené prúty (2.2b) určíme 

normálové sily (obr. 2.7b): 

1
0 .sin 30 .sin 45 0

n

ix AC AB
i

S N N
=

= ⇒ °− ° =∑ , 
0,518.ABN Q= ;  0,732.ACN Q=

1

0 .cos30 .cos 45 0
n

iy AC AB
i

S Q N N
=

= ⇒ − + °+ ° =∑ . 

 

Napätia v prútoch (2.1b) sú: 

0,518.AB
AB

AB AB

N Q
F F

σ = = ;  0,732.AC
AC

AC AC

N Q
F F

σ = =  

Potrebné plochy prierezov prútov si vypočítame z pevnostnej podmienky (2.6): 

AB dovσ σ≤ ;  AC dovσ σ≤  

potom: 
3

20,518. 0,518.100.10 ( ) 345
150( )AB

dov

Q NF m
MPaσ

≥ = = m , 

3
20,732. 0,732.100.10 ( ) 488

150( )AC
dov

Q NF m
MPaσ

≥ = = m . 
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2.4.4 Vypočítajte plochu priečneho prierezu prúta F, zaťaženého silou S (obr. 2.8) tak, aby 

celkové predĺženie prúta Δl = 2mm. Dané je: S = 90kN; l = 0,7m; E = 2,1.105 MPa. 

             

            

            

            

            

            

            

                                                                   

Výsledok:  F = 150 mm2

Obr. 2.8 

2.4.5 Určite priebeh osovej sily, normálového napätia a premiestnenia prierezov 1,2,3 tyče 

premenného prierezu zaťaženej silou S (obr. 2.9a). Vlastnú tiaž zanedbáme. Dané je:         

S = 100 kN; F = 400 mm2; l = 1,0m; E = 2,1.105 MPa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
a) b) c) d) 

 

 Obr. 2.9 
 

 

 

 

 Δl2-1 = 1,25mm, Δl3-2 = 0,625mm, priebeh obr. 2.9d. 

σ1,2 = 250 MPa, σ2,3 = 125 MPa, priebeh obr. 2.9c; 

N = 100 kN, priebeh obr. 2.9b; 

Výsledky: 
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3. NAPÄTOSŤ, DEFORMÁCIA A ICH VZÁJOMNÉ SÚVISLOSTI 
 

3.1 Napätosť a druhy napätostí 
 

Napätosť je vnútorný mechanický stav telesa spôsobený napätím. Napätosťou v určitom 

bode telesa nazývame súhrn všetkých napätí určených prostredníctvom rovín, ktoré daným 

bodom možno preložiť. 

 

Z praktickej príčiny, ako si ďalej ukážeme,  určujeme napätosť v bode v rovinách 

elementárneho hranola. 

 

 

Napätosť vo všeobecnosti môže byť: 

- priestorová (trojosá), 

- rovinná (dvojosá), 

- priamková (jednoosá). 

 

Na určenie druhu napätosti v bode  vyberieme z telesa elementárny hranolček 

s rozmermi dx, dy, dz. Na obr. 3.1a je znázornený všeobecný prípad priestorovej napätosti. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Napr. x je normála na plochu dy, dz, na ktorej pôsobí napätie px. 

Účinok odstraňovaných častí 

telesa nahradíme vnútornými 

silami. Vnútorné sily 

pripadajúce na jednotku 

plochy, teda napätia px, py, pz 

prechádzajú ťažiskami troch 

dvojíc rovnobežných plošiek. 

Indexom pri označovaní 

napätia je určená plocha na 

ktorej napätie pôsobí. Obr. 3.1a 
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Dá sa dokázať, že v uvažovanom mieste telesa je vždy možné vybrať elementárny 

hranolček tak, aby napätia pôsobili len kolmo na jeho steny (obr. 3.1b). 

 
Tieto normálové napätia nazývame 

hlavné napätia a  označujeme ich 

σ1, σ2, σ3. 

Keď počiatok súradnicovej sústavy 

(spoločný bod troch rovín) leží 

v ťažisku telesa, vtedy sa hlavné 

napätia (a roviny v ktorých ležia) 

nazývajú centrálnymi. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Obr. 3.1b  

 

 

Ako sme už uviedli na obrázku 3.1a,b je znázornený prípad priestorovej (trojosej) 

napätosti. Priestorová napätosť vznikne vtedy, keď všetky vyznačené napätia px, py, pz sú 

nenulové. 

Keď určíme polohu elementárneho hranola tak, že vo dvoch protiľahlých stenách budú 

napätia (napr. pz) rovné nule (obr. 3.2) a v ostatných sú napätia nenulové, ide o napätosť 

rovinnú. 

 

Ak môžeme dať elementárnemu hranolu v telese takú polohu, keď napr. py a pz budú 

nulové (obr. 3.3), potom ide o priamkovú napätosť - px ≡ σx (!) . 

 

Z uvedeného vyplýva, že rovinná a priamková napätosť sú len zvláštne (špeciálne) 

prípady priestorovej napätosti. To platí tiež pre vzťah medzi rovinnou a priamkovou 

napätosťou. 
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 Obr. 3.2 

 

Pozn.: V indexe napätia τz je označenie vykonané s ohľadom na skutočnosť, že 

v danom prípade pôsobia všetky šmykové napätia kolmo na os z. 

 

 

 

 

 

 

 

Pre správne ohodnotenie nebezpečia, ohrozujúceho pevnosť (bezpečnosť) súčiastky, 

treba poznať napätosť nielen v stenách elementárneho hranolčeka, ale aj  napätia v ľubovoľne 

sklonenom reze (obr. 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.3 

Obr. 3.4  
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3.1.1 Priamková napätosť 
 

Máme  určiť  napätosť  v ľubovoľnom  bode  A prúta,  zaťaženého   osovou silou S 

(obr. 3.5). 

 

 

 

 

 Obr. 3.5 
 

Podľa rovnice (2.1a ) je    
F
S

=1σ      (3.1) 

 

V ďalšom uvažujme šikmý rez, ktorý prechádza bodom A (obr. 3.6). Normála na plochu 

rezu zviera s osou prúta uhol φ. Známym spôsobom fiktívneho rezu nahradíme účinok 

odstránenej časti prúta výslednicou vnútorných síl P. Pre rovnováhu platí P = S.  (3.2) 

 

Obe sily  majú spoločnú nositeľku – os prúta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Obr. 3.6 

a) 

b) 

T = S . sinφ  (3.4) 

 

Pri namáhaní na  ťah sú 

napätia v priereze rozložené 

rovnomerne. Ich veľkosť 

vypočítame z rovníc (1.3) 

N = S . cosφ  (3.3) 

Zložky N, T sily P = S podľa 

obr. 3.6a sú 

v tvare  
nF

N
=σ        (3.5) 

   
nF

T
=τ  .       (3.6) 

Pôsobenie napätí v bode A (a aj v celom priereze) je znázornené na obr. 3.6b. 
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Vzájomná závislosť medzi plochami šikmého a priečneho (kolmého) rezu podľa       

obr. 3.6a je 

 

ϕcos
FFn =      (3.7) 

 

Riešením rovnice (3.3, 3.5, 3.7, a 3.1) dostaneme (σx = σ1) 

 

ϕσσ 2
1 cos.=      (3.8) 

 

a riešením rovníc (3.1, 3.4, 3.6a 3.7) 

 

ϕϕστ cos.sin1=      (3.9) 

 

Keď   podľa    známych    goniometrických    vzorcov    dvojnásobného        uhla  

 

cos2φ = cos2φ – sin2φ  a  sin2φ = 2sinφcosφ 

 

a  úprave do tvaru 

2
2sincossin

2
2cos

2
1cos2 ϕϕϕϕϕ =+= a  

 

ich dosadíme do rovníc (3.8 a 3.9) budú napätia určené vzťahmi 

 

ϕσσσ 2cos
2
1

2
1

11 +=     (3.10) 

 

ϕστ 2sin
2
1

1=      (3.11) 

 

Keďže v rovniciach 3.10 a 3.11 sa nevyskytuje plocha F a ani žiadna materiálová 

konštanta, napätie σ a τ závisí len na  napätí σ1 a uhle φ. Ďalej z  rovníc vidieť, že normálová 

zložka napätia σ je najväčšia v rovine kolmej na os prúta (φ = 0 → cos0 = 1) a má veľkosť σ1, 

vtedy ale šmykové napätie (sin0° = 0) je τ = 0. 
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Naproti tomu šmykové napätie je maximálne v rovine určenej uhlom 45o (resp. 135o) 

vtedy  keď sin2 . 45o = sin90o = 1,  a  má hodnotu 12
1στ = . Pritom  však  normálne  napätie σ 

( z rovnice 3.10) aj keď druhý člen rovnice je nulový (cos2 . 45o = cos90o = 0), nulové nie je. 

Najmenšia hodnota normálového napätia je 
2

1σσ = ! 

 

Keď upravené rovnice (3.10 a 3.11) 

 

ϕ
σσ

σ 2cos
22

11 =−  

 

ϕ
σ

τ 2sin
2

1=  

 

vyriešime (umocnením a sčítaním), dostaneme 

 

2 2 21 1 1( ) ( cos 2 ) ( sin 2 )
2 2 2

2σ σ σσ τ ϕ− + = + ϕ   

 

a ďalej po úprave pravej časti rovnice a dosadením za 2 2cos 2 sin 2 1ϕ ϕ+ =  (trigonometrická 

jednotka) ju zjednodušíme na tvar:  

 

2 21( ) (
2 2

21 )σ σσ τ− + =      (3.12) 

 

Ak    túto   rovnicu    porovnávame    zo   všeobecným   tvarom   rovnice    kružnice    

[(x – m)2 + (y –n)2 = r2] v súradnicovom systéme σ, τ (obr. 3.7) dostaneme kružnicu napätia. 
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Obr. 3.7 

 

Rovnica (3.12) sa nazýva Mohrovou kružnicou napätia, a možno ju vyjadriť slovne 

takto: 

 

Každému rezu elementárneho hranolčeka zodpovedá bod na Mohrovej kružnici, 

ktorého súradnice udávajú veľkosť normálového a šmykového napätia v znázornenom 

reze. Napätia σ a τ v reze roviny μ sú určené súradnicami bodu A ≡ μ na Mohrovej kružnici. 

 

Postup zostrojenia Mohrovej kružnice je zrejmý z jej zdôvodnenia. Dôležité pritom je, 

aby sa rameno smerového uhlu 2φ vynieslo v rovnakom zmysle ako v elementárnom 

hranolčeku, od osi y k odklonenej rovine rezu μ.  

 

Pre tlakové napätie σ1 je Mohrova kružnica napätosti znázornená na obr. 3.8a,b,c. So 

zreteľom na znamienkovú konvenciu označovania tlaku záporným znamienkom (σ1 < 0) leží 

kružnica vľavo od počiatku súradnicového systému σ,  τ. 
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Obr. 3.8 

a) b) 

c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.2 Rovinná napätosť  
 

Ako bolo už uvedené, elementárny hranolček je v stave rovinnej napätosti, keď napätia 

vo dvoch protiľahlých rovnobežných rovinách sú rovné nule. 

 

Uvažujme elementárny hranolček, na ktorý pôsobia napätia px a py (pz = 0). 

 

Výsledné napätia px, py pôsobiace všeobecnými smermi rozložme do smerov 

súradnicových osí (obr. 3.9). Prvý index u šmykových napätí, napr. τxy, znamená, že ide 

o šmykové napätie v stene kolmej na os x. Druhý index značí, že napätie je rovnobežné 

s osou y. 

 

 

 

 56 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keďže elementárny hranolček je myslený ako bod telesa, možno vo všeobecnosti 

konštatovať, že v rezoch vzájomne kolmých sú šmykové napätia rovnaké a smerujú 

k priesečnici týchto rovín, alebo od nej. Takéto šmykové napätia sa nazývajú šmykové 

napätia združené. 

 

Tejto vlastnosti si všimol ako prvý Cauchy (1789-1857). Združené šmykové napätia 

potom v Cauchyho zjednodušenom označení možno vyjadriť podľa toho, ku ktorej osi 

(priesečnici s ňou rovnobežnej) smerujú. 

 

V našom prípade         (3.14) 

 

Z dôkazu vlastnosti združených šmykových napätí (obr. 3.9 a rovnica 3.13) je zrejmé, 

že pre roviny, ktoré nie sú na seba kolmé, vzťah 3.13 neplatí!  

 

Z definície rovinnej napätosti a vlastnosti združených šmykových napätí tiež plynie, že 

rovinná napätosť v bode telesa je vo všeobecnom prípade jednoznačne určená dvoma 

normálovými a jednou šmykovou zložkou. 

 

Napätie vo všeobecnom reze roviny μ, podobne ako u priamkovej napätosti, možno 

určiť z rovnováhy vnútorných síl trojbokého hranolčeka. 

 

Z momentovej podmienky 

rovnováhy síl k bodu S dostaneme: 

∑MS = 0: 

2 2

0
2 2

xy xy

yx yx

dx dxdydz dydz

dy dydxdz dxdz

τ τ

τ τ

+ −

− − =
 

odkiaľ 

   (3.13) τxy = τyx

yx 

yx 

Obr. 3.9 

τxy = τyx = τz

 57



So zreteľom na určenie týchto skrípt pre študijné odbory  špeciálneho inžinierstva sú 

v ďalšom texte uvedené a stručne komentované len výsledky analýzy tejto rovnováhy. 

Rovnice napätia pre rovinnú napätosť majú tvar: 

 

 

 
ϕτϕ

σσσσ
σ 2sin2cos

22 z
yxyx +

+
+

+
=  

 

ϕτϕ
σσ

τ 2cos2sin
2 z

yx −
+

=  

 

 
 
 
 (3.15) 

 

 

 

 

 

Z rovníc 3.15 vidieť, že napätia σ a τ v rovine μ sklonenej od zvislej osi a uhol φ, sú 

(tak ako pri priamkovej napätosti) nezávislé na veľkosti plochy rezu F a materiálových 

konštantách. 

 

Z porovnania rovníc (3.15) s rovnicami pre priamkovú napätosť (3.10 a 3.11) možno 

zistiť podobnosť i očakávanú rozdielnosť medzi priamkovou a rovinnou napätosťou. Tiež 

podľa očakávania, ako pre priamkovú napätosť, možno zdôvodniť spôsob zostrojenia a využiť 

vlastnosti Mohrovej kružnice pre rovinnú napätosť. 

 

Ďalej s ohľadom na informatívny charakter tejto časti textu o rovinnej napätosti, 

uveďme len výsledky, ktoré by sme získali z riešenia extrémov rovníc (3.15) pre 
0ϕϕϕ

σ

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
d
d , 

kde φ0 je uhol skosenia roviny μ, v ktorom majú normálne napätia extrémnu hodnotu. Možno 

dokázať, že: 

  

A
z

zyx

z τ

τσσ

τ
ϕ

2

4)(

2
2sin

20 =
+−

=  

 

0cos 2 x y

A
σ σ

ϕ
−

=  

 
 
 

 

  
                     (3.16) 
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Pre uhol roviny rezu, v ktorej je normálne napätie ťahové, platia znamienka záporné. 

 

Po dosadení do prvej z rovníc 3.15 by sme z kvadratickej rovnice získali 

 

Ayx ±
+

=
22,1

σσ
σ      (3.17) 

 

a po dosadení do druhej rovnice 3.15 

 

A
2
1

2,1 ±=τ      (3.18) 

 

Zo vzťahov pre rovinnú napätosť vyplýva, že v kolmých rovinách, μI, μII, kde pôsobia 

extrémne napätia σ, je šmykové napätie τ nulové. 

 

Tieto roviny nazývame hlavnými rovinami a napätia (σ1 a σ2) v nich pôsobiace, 

hlavnými napätiami. 

 

• Invarianta napätia 

 

 

 

 

 

 

 

   Obr. 3.10 

 

Dokázali sme, že súčet normálových napätí v hociktorých dvoch na seba kolmých 

rovinách je invariantný (nemenný) a rovný súčtu hlavných napätí. 

 

 

Vykonajme súčet hlavných napätí zistených 

podľa rovnice 3.16 

AA yxyx

2
1

22
1

221 −
+

++
+

=+
σσσσ

σσ  

teda 

     (3.19) 

1 2 .x y konštσ σ σ σ+ = + =
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3.1.3 Priestorová napätosť 
 

Keď napätia p na obr. 3.1a nahradíme zložkami normálových a šmykových napätí, bude 

všeobecný prípad priestorovej (trojosej) napätosti určený tromi normálovými napätiami σx, σy, 

σz a šiestimi šmykovými napätiami (obr. 3.11a), resp. v Cauchyho úprave tromi združenými 

šmykovými napätiami (obr. 3.11b). 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.11 

a) b) 

 

 

Všetky uvedené napätia sú kladné. 

Ak usporiadame zložky napätia do riadkov a stĺpcov nasledujúcim spôsobom, 

dostaneme tzv. tenzor napätia. 

 

 

 

     , resp.      (3.20) 

 

 

 

 
 σx τxy τxz 
 
 

 
 
 
 z σy  x 
 
 τy τx σz

σx τz τy 

 

Tenzor napätia s tromi normálovými a šiestimi, resp.  troma združenými šmykovými 

známymi zložkami napätia jednoznačne charakterizuje stav napätosti v bode telesa. 

 

Tak, ako pri rovinnej napätosti, aj tu v bode telesa existujú  roviny, v ktorých sú len 

napätia normálové. Tieto roviny a im prislúchajúce napätia sú hlavné. 

 

 

 

τ τyx σy  yz 
 
 τzx τzy σz

τ τTσ = Tσ = 
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V tomto prípade, podľa toho, čo už vieme o rovinnej napätosti, musí mať tenzor napätia 

tvar 

 

           (3.21) 

 
  σ1 0 0 

 0 σ2 0
  0 0 σ3

=
2

T  
,1σ

 

 

Aj v prípade priestorovej napätosti možno odvodiť parciálne rovnice pre σ, τ, v rôznych 

rovinách odklonených vo zvolenom pravouhlom systéme o uhly α, β, γ. Podobne tak možno 

analýzu priestorovej napätosti riešiť graficky, zostrojením príslušnej Mohrovej kružnice pre 

priestorovú napätosť. 

 

Transformácia tenzoru napätia vzhľadom na odklonenie roviny rezu o uhly α, β, γ sa 

vykonáva podľa známych zásad maticového výpočtu (riešenia sústav rovníc). 

 

So zreteľom na určenie týchto skrípt pre odbory špeciálneho inžinierstva, ktorých 

absolventi by pri riešení problémov priestorovej napätosti iste konzultovali svoj názor so 

špecialistom („statikom“), uveďme už len stručne spomínanú transformáciu tenzora napätia 

symbolicky. 

Postup riešenia priestorovej napätosti: 

 

- v rovine S normálou [ Tn γβα cos,cos,cos= ]      (3.22a) 

bude všeobecné napätie p  dané vektorom, ktorý obdržíme nasledovne 

 

nTp .σ=       (3.22b) 

 

- normálovú zložku σ vektora p  dostaneme z rovnice 

 

nTnT .. σσ =      (3.22c) 

 

- a zo vzťahu 222 τσ +=p        (3.22d) 

dostaneme šmykovú zložku napätia τ, 
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- hlavné napätia σ1, σ2, σ3 získame riešením rovnice 

 

 

           (3.22f) 

 
(σx –σ)  τz  τy
 
τz  (σy –σ)  τx   = 0 
 
τz  τz  (σz –σ)  

 

 

 

- Riešením rovnice (3.22f) získame jeden, dva alebo tri reálne nenulové korene, v počte 

odpovedajúcom jedno, dvoj alebo trojosej napätosti telesa. 

 

- Max. šmykové napätie je dané vzťahom: 

 

2
minmax

max
σσ

τ
−

= ,    (3.22g) 

kde σmax a σmin sú najväčšie a najmenšie hlavné napätia. 

 

3.2 Súvislosť medzi deformáciami a napätosťou v bode telesa 
 

3.2.1 Rovnice elasticity 
 

Závislosť medzi napätosťou telesa v bode a jeho pretvorením (deformáciou) vyjadrujú 

tzv. rovnice elasticity pre priamkovú, rovinnú a (všeobecnú) priestorovú napätosť. 

 

3.2.1.1 Rovnice elasticity pre priamkovú napätosť 
 

Tieto rovnice už poznáme (1.17). Vyjadrujú závislosť medzi napätím σx a pretvorením 

εx v smere osi x (obr. 3.12) priamo z Hookovho zákona (1.7). 
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Edx
dx x

x
σ

ε =
Δ

=  

Priečne zúženia (pretvorenia) sú dané 

rovnicami (1.17) 

mEmdy
dy xx

y
σε

ε −==
Δ

=  

mEmdz
dz xx

z
σε

ε −==
Δ

=  

Z toho o.i. vyplýva, že priamková 

napätosť vyvolá priestorové 

pretvorenie. 

  

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.12 

 

 

 

Pozn.: Ak sú známe hodnoty εx, m a E  možno rovnicu využiť tiež na výpočet napätia σx. 

 

3.2.1.2 Rovnice plasticity pre rovinnú napätosť 
 

Nech na elementárny hranolček na obr. 3.13a pôsobia napätia v medziach Hookovho 

zákona σx a σy súčasne. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.13 

a) b) 

Uvažujme najskôr iba napätie σx (obr. 3.12), ktoré vyvolá v smere osi x predĺženie  

E
x

x
σ

ε =′  
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a v smere osí y a z pomerné skrátenia ;
mE

x
y

σ
ε −=′

mE
x

z
σ

ε −=′  . 

 

Podobne potom σy vyvolá v smere osi y pomerné predĺženie (obr. 3.13b) a v smere osi x 

a z pomerné skrátenia 

 

     
E

y
y

σ
ε =′′ ; 

mEm
yy

x

σε
ε −=

′′
−=′′ ; 

mEm
yy

z

σε
ε −=

′′
−=′′  . 

 

Celkové pomerné predĺženie εx, εy, εz je potom dané superpozíciou (algebraickým 

súčtom) jednoosích predĺžení ε'x, ε"x, ε'y, ε"y, ε'z a ε"z. Rovnice elasticity pre rovinnú napätosť 

majú teda tvar: 

 

 
1 ( )y yx

x x x xE mE E m
σ σσε ε ε σ′ ′′= + = − = −  

 
1 ( )y x x

y y y yE mE E m
σ σ σε ε ε σ′ ′′= + = − = −      (3.23)

 

 

.
y x yx

z z z mE mE m E
σ σ σσε ε ε

+
′ ′′= + = − = −  

 

 

 

 

 

 

 

Z rovníc (3.23) je vidieť, že pri rovinnom napätí je pretvorenie priestorové. 

 

 

3.2.1.3 Rovnice plasticity pre priestorovú napätosť 
 

Tak, ako v predchádzajúcom prípade, aj pri určení priestorovej deformácie budeme 

postupovať metódou superpozície jednotlivých vplyvov napätia. Na elementárny hranolček 

(obr. 3.14) pri trojosej napätosti pôsobia napätia εx, εy, εz a τx, τy, τz. 
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Obr. 3.14  

 

Výsledné pretvorenie v smere súradnicových osí je 

 
1yx z

x x x x E mE mE E
σσ σε ε ε ε′ ′′ ′′= + + = − − = )

.
(

m
zy

x

σσ
σ

+
−  

 
1 ( )y x x zz

y y y y yE mE mE E m
σ σ σ σσε ε ε ε σ +′ ′′ ′′= + + = − − = −    (3.24) 

 
1 ( )y x yxz

z z z z zE mE mE E m
σ σ σσσε ε ε ε σ

+
′ ′′ ′′= + + = − − = −  

 

 

 

 

 

 

 

Keď poznáme deformáciu, tak vo všetkých troch prípadoch napätosti možno rovnice 

elasticity využiť pre výpočet napätia. 

 

 

Pozn.: - k rovniciam pre priamkovú napätosť (1.17), rovinnú (3.23) a priestorovú (3.24) 

napätosť možno pripísať tiež rovnice pre uhlové pretvorenie γx, γy, γz (1.13), 

  - odvodené rovnice elasticity platia tiež pre hlavné napätia. 
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3.2.2 Zmena objemu. Hodnota Poissonovej konštanty 
 

Na určenie zmeny objemu uvažujme opäť elementárny hranolček s hranami dx, dy, dz 

(obr. 3.15a). 

 

Pokiaľ je pretvorenie malé, možno 

zmenu dĺžky hrán vplyvom kolmosti 

spôsobenej  šmykovým napätím  

(obr. 3.15b) zanedbať. 

Môžeme teda písať 

dy    dy'   =
Pôvodný objem elementárneho 

hranolčeka pred pretvorením je  

dV = dx dy dz 

. 

 

Pretvorenie elementárneho 

hranolčeka je vo všeobecnosti dané 

pomernými predĺženiami 

(skráteniami) εx, εy, εz a uhlovými 

pretvoreniami γx, γy, γz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.15a 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 3.15b 

 

Objem pretvoreného hranolčeka v stave napätosti bude  

 

dV' = (dx + ∆dx) (dy + ∆dy) (dz + ∆dz), 

 

kde ∆dx = εxdx ..., takže po úprave 

 

dV' = dx(1 + εx) dy (1+εy) dz (1+εz). 
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Po vynásobení a zanedbaní malých veličín vyššieho rádu (všetky súčiny εx, εy, εz) 

dostaneme 

 

dV' = dV + dxdydz (εx + εy + εz) 

 

Zmena objemu potom je  

 

∆dV = dV' – dV = dV (εx + εy + εz) 

 

a pomerná zmena objemu 

 

x z
dVe

dV yε ε εΔ
= = + +     (3.25) 

 

Po dosadení za  εx , εy , εz z rovníc elasticity (3.24) bude 

 

 

1 ( )y z x yx z
x y ze

E m m m
σ σ σσ σσ σ σ

+ ++
= − + − + −

σ
 

 

a po úprave 

 

)(
.

2
zyxEm

me σσσ ++
−

=    (3.26) 

 

 

V prípade všestranného ťahu, alebo tlaku je 

 

x y z pσ σ σ= = =  

 

takže 

 

p
Em

me 3.
.

2−
=      (3.27) 
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Pre nestlačiteľné (dokonale tuhé) telesá je pomerná zmena objemu e = 0. Z toho 

vyplýva 

 

0 = m -2 

 

čiže 

m = 2. 

 

Dokázali sme teda, že Poissonova konštatna m musí byť vždy väčšia ako dve, resp. 

Poissonovo číslo μ menšie ako 0,5. 

 

V opačnom prípade by totiž, ako to vyplýva z rovnice (3.27) pri všestrannom ťahu 

pomerná zmena objemu e bola záporná (objem by sa musel zmenšovať), čo ako vieme, 

odporuje skutočnosti. 

 

3.3 Príklady 
 

3.3.1 Určite výpočtom a graficky napätosť v bode A prúta, zaťaženého dvojicou síl             

S (obr. 3.16), ak je dané: S = 10 kN, F = 100 mm2, ϕ = 30°. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Obr. 3.16  
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Výpočtové riešenie: 

Z predchádzajúcich kapitol vieme, že napätie 
3

1 2

10.10 ( ) 100
100( )

S N MPa
F mm

σ = = = . 

Podľa (3.3 a 3.4) vyjadríme zložky sily P: 

.cosN S ϕ=    a  .sinT S ϕ= . 

Nasledovne pomocou (3.5, 3.6) vyjadríme príslušné napätia v bode A: 

A
n

N
F

σ =  ,  A
n

T
F

τ = , 

pričom vieme, že závislosť medzi plochami  šikmého a priečneho rezu je (3.7): 

cosn
FF
ϕ

= , 

po dosadení: 

2
1

.cos .cos

cos

A
S

F
ϕσ σ ϕ

ϕ

= =  ,  1
.sin .cos .sin

cos

A
S

F
ϕτ σ ϕ

ϕ

= = ϕ . 

A ďalej po použití goniometrických vzorcov dvojnásobného uhla a ich úprave dostaneme: 

 1 1
1 1 1 1. . .cos 2 .100 .100.cos 60
2 2 2 2A Aσ σ σ ϕ σ= + ⇒ = + ° , 

75A MPaσ = . 

1
1 1. .sin 2 .100.sin 60
2 2A Aτ σ ϕ τ= ⇒ = ° , 

43,3A MPaτ = . 

 

Grafické riešenie (obr. 3.17): 

1) Zvolíme vhodnú mierku napätí, napr. 1cm=10MPa 

2) Zostrojíme súradnicovú sústavu (rovinu) napätí σ, τ 

3) Vypočítame napätie: 
3

1 2

10.10 ( ) 100
100( )

S N MPa
F mm

σ = = =  

4) Na osi napätia σ vynesieme v mierke 1 100 MPaσ = ( bod B) 

5) Nájdeme stred S úsečky 0, B ( 1 50
2

MPaσ
= ) 

6) Nakreslíme kružnicu napätia o polomere 1 50
2

r MPaσ
= =  
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7) Zo stredu S vynesieme rameno smerového uhlu 2 60ϕ = °  

8) V priesečníku ramena a kružnice nám vznikne bod A 

9) Odmeraním súradníc σ a τ zistíme veľkosť napätí v bode A: 

10( ).7,5( ) 75A MPa cm MPaσ = =  

10( ).4,3( ) 43A MPa cm MPaτ = =  

 

Porovnaním s výpočtovým riešením sme zistili, že výsledky v oboch prípadoch sú zhodné. 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

B 

Obr. 3.17 
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3.3.2 Pre element telesa určite normálové a šmykové napätie v plôške odklonenej o uhol     

ϕ =30°, ak σx = 100 MPa (obr. 3.18). Zostrojte Mohrovu kružnicu pre zväzok rovín 

rovnobežných s osou z. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Obr. 3.18  

Riešenie: 

Podľa (3.20) napíšeme tenzor napätia: 

100 0 0
0 0 0
0 0 0

Tσ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

po dosadení do (3.22b) vyjadríme vektor napätia: 

100 0 0
. 0 0 0

0 0 0
p T nσ

⎛
⎜= = ⎜
⎜ ⎟
⎝

.
⎞
⎟
⎟
⎠

 

 
Pomocou (3.22c) dostaneme normálovú zložku napätia σϕ: 

 

.Tn pϕσ = =  

cos30°          86,6 

cos60°    =    0 

cos90°           0 

cos30°          86,6 

cos60°    .     0        = 75 MPa, 

cos90°           0  
 
 
a ďalej, podľa (3.22d), vypočítame šmykovú zložku napätia: 

2 2 2 2 2 2 2(86,6 0 0 ) 75 43,3p MPaϕ ϕ ϕσ τ τ= + ⇒ = + + − = . 
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Grafické riešenie (obr. 3.19): 

1) Zvolíme vhodnú mierku napätí, napr. 1cm=10MPa 

2) Zostrojíme súradnicovú sústavu (rovinu) napätí σ, τ 

3) Určíme súradnice bodov A,B: [ , ] ; [ , ] [100,0] ; [0,0]x z y zA B A Bσ τ σ τ ⇒  

4) Na osiach napätia σ,τ vynesieme v mierke body A a B 

5) Nájdeme stred S úsečky ,A B ( 50
2

x MPaσ
= ) 

6) Nakreslíme kružnicu o polomere 50
2

xr MPaσ
= =  

7) Zo stredu S vynesieme rameno smerového uhlu 2 60ϕ = °  

8) V priesečníku ramena a kružnice vznikne bod M 

9) Odmeraním súradníc σ a τ zistíme veľkosť napätí v bode M: 

10( ).7,5( ) 75MPa cm MPaϕσ = =  

10 ( ).4,3( ) 43MPa cm MPaϕτ = =  

Porovnaním s výpočtovým riešením sme podľa očakávania zistili, že výsledky v oboch 

prípadoch sú zhodné. 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

    

 Obr. 3.19 
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3.3.3 Vypočítajte a graficky určite napätosť v bode A prúta, zaťaženého dvojicou síl            

S (obr. 3.20), ak je dané: S = 2 kN, F = 80 mm2, ϕ = 20°. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 3.20  

 

 

 

 

3.3.4 Určite výpočtom a graficky normálové a šmykové napätie pre element na (obr. 3.21), 

v plôške odklonenej o uhol ϕ = 20°, ak σy =40 MPa.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
             

Výsledok:  σA = 22,1 MPa 
  τA =  8 MPa 

Obr. 3.21 

Výsledok:  σϕ = 4,68 MPa 
  τϕ =  12,86 MPa 
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4. PROSTÉ NAMÁHANIE NA ŠMYK (STRIH) 
 

Prípad prostého namáhania na šmyk (strih) sa vyskytne vtedy, keď zo všetkých šiestich 

zložiek vnútorných síl a momentov v rovine rezu je rôzna od nuly len priečna (posúvajúca, 

tangenciálna) sila T prechádzajúca jeho ťažiskom (obr. 4.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              Obr. 4.1 

 

Vieme už (ods. 1.4, rovnice 1.3), že napätie sa pri prostom šmyku vypočíta z rovnice 

 

dTd
dF

τ =  

 

Podľa staršej (zjednodušujúcej) hypotézy sú šmykové napätia rovnobežné so silou T vo 

všetkých bodoch (plôškach dF)  prierezu rovnaké, teda: 

 

F
T

=τ  [Pa] 

 

 

4.1 Podmienky pevnosti a dovolené namáhanie v šmyku 
 

Podmienku bezpečnosti pri prostom šmyku možno vyjadriť rovnicou  

 

dovττ ≤max      (4.1) 
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Ak uvažujeme pri namáhaní v ťahu (tlaku) rovnakú mieru bezpečnosti (čo je ďalším 

zjednodušením skutočnosti), potom dovolené namáhanie v šmyku dovτ  možno určiť ako časť 

dovoleného namáhania v ťahu. 

 

Podľa rôznych hypotéz (experimentálnej a teoretickej povahy, rôznych druhov 

a kombinácií pôsobenia zaťaženia a napätia) vychádzajú odporúčané medze dovolených 

šmykových napätí rôzne (viď. napr. lit. 6,7,8). 

 

Pretože teória pevnosti patrí skôr do teoretickej pružnosti a pevnosti, a aj s ohľadom na 

poslanie skrípt pre študijné odbory špeciálneho inžinierstva, nebudeme sa touto 

problematikou podrobnejšie zaoberať. 

 

Postačí, keď budeme v ďalšom vychádzať z toho, že v praktických výpočtoch príslušnú 

pevnostnú hypotézu a hodnoty dovoleného napätia určujú záväzne technické normy (STN). 

 

Hodnoty šmykového napätia, odvodené podľa rôznych hypotéz sa pohybujú v intervale  

 

dovdov στ 〉〈= 0,1;5,0     (4.2) 

 

V praktických výpočtoch sa berú do úvahy skôr nižšie hodnoty τdov. 

 

 

4.2 Navrhovanie a posudzovanie na prostý šmyk 
 

Prostý prípad namáhania v šmyku sa najčastejšie vyskytuje pri navrhovaní, alebo 

kontrole spojovacích prostriedkov: kolíkové a platničkové spoje v tzv. roštových nosníkoch, 

v rôznych tesárskych spojoch strešných konštrukcií, nity, skrutky, zvary a lepené spoje. 
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4.2.1 Výpočet a kontrola nitov a skrutiek 
 

Na spojenie jednotlivých plechov slúžia nity a skrutky. Nity a skrutky sa rozdeľujú na 

silové (keď prenášajú sily ) a na spínacie, keď ich účelom je spojiť plechy iba vo väčšie celky. 

 

Pôsobením síl S vo dvoch „preplátovaných“ plechoch (obr. 4.2a) by sa plechy jeden po 

druhom posunuli. Posúvaniu však bránia nity, ktoré, ak zanedbáme odpor trením v styčných 

plochách, prenášajú celý účinok síl S. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keď predpokladáme, že každý nit prenáša rovnakú časť sily, bude sila pripadajúca na 

jeden nit 

 

n
SS =1      (4.3) 

 

kde n ... je počet nitov v spoji  [ks]. 

 

Sila S1 pôsobí na bočnú polovalcovú plochu drieku (obr. 4.2b) a snaží sa ušmyknúť 

driek nitu v rovine nm, . Silové nity namáhané na ustrihnutie v jednej rovine sa nazývajú 

jednostrižnými. 

 

Akčné  sily  S neležia  však  na  rovnakej  nositeľke,  ale  tvoria  momentovú  dvojicu 

(M = S1 . a), ktorá je v rovnováhe s druhou dvojicou síl S2, pôsobiacich na hlavu nitu. 

 

 

 

Obr. 4.2 

a) b) 
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Šmykové napätie  pri  rovnováhe  vnútorných síl pôsobiacich v myslenom reze drieku 

nm,  bude  

 

1
2

4

S S S
dF nF n

τ
π

= = = ,    (4.4) 

kde d je priemer  a F plocha drieku nitu. 

 

Pevnostná podmienka jednostrižných nitov potom b