Temat: Podstawowe pojecia dotyczace grafow.
Struktury danych do reprezentacji grafow.
Techniki przegladania graféw bez wag.

1. Podstawowe definicje i pojecia

Graf bez wag to para uporzadkowana G = <V,E>, w ktorej V oznacza
zbi6r wierzchotkéw, E- zbidr krawedzi

M =N - liczba wierzchotkow grafu G

‘E‘ =m - liczba krawedzi grafu G

(i, J ) - krawedz (para uporzadkowana) z wierzchotka i do wierzchotka
J w grafie skierowanym

{i , J }— krawedz (podzbidr) taczaca wierzchotki i oraz j w grafie
nieskierowanym

Graf bimodalny to graf, w ktérym wystepuja zarowno krawedzie
skierowane jak i nieskierowane.

Petla wtasna grafu to krawedz (i, i) dla krawedzi skierowanych oraz
{i, i} dla krawedzi nieskierowanych.

Krawedz rownolegta to kolejna krawedz zwiazang z ta sama para
wierzchotkow.

Multigraf to graf, w ktéorym moga wystgpowac pe¢tle wiasne 1 krawedzie
rownolegte.

Graf z wagami to tréjka uporzadkowana G=(V.E, f), w ktérej V —

zbi6r wierzchotkow, E- zbior krawedzi, a f: E—>R to funkcja wagi
krawedzi

Sciezka w grafie to ciag jego wierzchotkéw v;.v,....v, taki, ze dla
kazdego i=L...s—1 para (v,v,,,) tworzy krawedz grafu.



Sciezka prosta w grafie to $ciezka, w ktérej wierzcholki sie nie
powtarzaja.

Cykl w grafie to sciezka z dostawionym na koncu jej pierwszym
wierzchotkiem.

Cykl prosty w grafie to Sciezka prosta z dostawionym na koncu jej
pierwszym wierzchotkiem.

Graf acykliczny to graf, ktory nie zawiera cykli.

Podgraf grafu G=<V, E> okreslony na podzbiorze wierzchotkéw V'V
to graf G’=<V’,E’> taki, ze jezeli dla dwoch dowolnych wierzchotkow
u, w z podzbioru V’ krawedz (u,w) wystepuje w E, to krawedz ta nalezy
tezdo E’.

Drzewo rozpinajqce grafu to jego acykliczny podgraf zawierajacy
wszystkie wierzchotki.

Graf spojny to taki graf, w ktorym istnieje sciezka prosta miedzy kazda
para jego wierzchotkow.

Spojna sktadowa grafu to kazdy podgraf spdjny tego grafu.

Przyktad 1
Multigraf bimodalny z wagami
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Sie¢ to tréjka uporzadkowana S = <G{5z} {'//j }> gdzie G dowolny graf,

&1 - skonczony zbidr funkcji okreslony na zbiorze wierzchotkow grafu,
&:VoR,

{V/‘} - skoficzony zbior funkcji okreslony na zbiorze krawedzi grafu,
s:E—R

2.  Struktury danych do reprezentacji grafu
a) macierz sasiedztwa (przyleglosci)

Definiujemy tablice dwuwymiarowa G o rozmiarach nxn.
Jezeli graf jest skierowany to:

Gl 1= {o dla(i, j)e E

dla(ij)e E
Przyktad 2
G:
1 {2 |3 |4 |5
1 |0 |T [0 [0 |1
2 {0 |0 |1 |1 |1
3 {1 |1 |0 |1 |O
4 {0 |1 |1 |JO |1
5 {1 (1 {0 |O |O
Z}ozono$¢ pamigciowa: n’
Wady:

¢ duza zlozono$¢ pamigciowa dla grafow rzadkich (tj. takich dla
ktérych m<<n®),

¢ nieefektywna realizacja algorytméw grafowych wymagajacych
dotarcia do wszystkich weziow incydentnych z danym weztem,

¢ niemozliwos¢ reprezentowania krawedzi réwnolegtych



Zalety:
e cfektywna realizacja (staty koszt) dodawania i1 usuwania krawedzi
grafu,
e cfektywna realizacja (staly koszt) sprawdzenia, czy w grafie jest
dana krawedz

b) tablica list incydencji

Struktura danych jest w tym przypadku jednowymiarowa tablica
wskaznikow na listy wierzchotkéw incydentnych. W indeksie i takie]
tablicy znajduje si¢ adres pierwszego elementu listy zawierajace]
numery tych wierzchotkow grafu, ktére incyduja z wierzchotkiem
numer i. Rozmiar tablicy jest rowny n.

Przyktad 3

Przyklad dla grafu nieskierowanego, T —tablica incydencji
T[1]: 2,3, 5

T[2]: 1,3, 4 ’G‘
T[3]: 1,2, 4

T[4]: 2,3, 5 %‘Q
T[5]: 4,1 °

K

Przyklad grafu skierowanego

T[1]:2, 3,5
T[2]: 3,4 @ AN
T[3]:
T[4]: 3 Q
T[5]: 4 @
Ztozono$¢ pamigciowa: n+m
Wady:

¢ nieefektywna realizacja dodawania (usuwania) krawedzi
grafu (Trzeba sprawdzic cala listg¢ incydencji, aby ustali¢, czy
krawedzi wstawianej (usuwanej) nie ma juz (jest) w grafie.



¢ nieefektywna realizacja sprawdzenia, czy w grafie jest dana
krawedz (Trzeba przejrzec cata liste incydencji).
e struktura trudniejsza w realizacji

Zalety:

e cfektywna ztozono$¢ pamigciowa dla skierowanych graféw
rzadkich ,

e cfektywna realizacja algorytmow grafowych wymagajacych
dotarcia do wszystkich weziow incydentnych z danym weztem,

¢ mozliwos¢ zapamigtania krawedzi rownolegtych

¢) lista krawedzi

Lista par wierzchotkéw tworzacych dang krawedz

Przykiad 4
(1,2)

(1,3) @

(1,5)

2.3) @\
G

(4,3)
(5, 4)
Z}ozono$¢ pamigciowa: m
Wady:
¢ nieefektywna realizacja sprawdzenia, czy w grafie jest dana
krawedz (Trzeba przejrzec cata liste).
¢ nieefektywna realizacja algorytmow grafowych wymagajacych
dotarcia do wszystkich we¢ziow incydentnych z danym we¢ztem

Zalety:

e cfektywna ztozono$¢ pamigciowa dla skierowanych graféw
rzadkich ,

¢ mozliwos¢ zapamigtania krawedzi rownolegtych



e duza efektywnos¢ czasowa przy realizacji algorytmow
zachtannych wybierajacych optymalne drzewa rozpinajace
(algorytm Prima i Kruskala)

Jezeli graf nie jest zmieniany w trakcie realizacji algorytmu, to zamiast
listy krawgdzi mozna uzy¢ tablicy krawedzi.

d) macierz wag

Definiujemy tablice dwuwymiarowa G o rozmiarach nxn. Jezeli graf jest
skierowany 1 wazony to:

(= dla (i, j)e E
G[l’]]_{f((i,j)) dla (i,j)E E

Wartos¢ oo ustalana jest indywidualnie dla konkretnego grafu
1 konkretnego algorytmu grafowego. Na przyktad dla problemu

najkrétszych éciezek © 2 n- f .. , gdzie fu. to maksimum funkcji wag.

Przyktad 5
G: oo212%5
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Ztozono$¢ pamigciowa: n



3. Techniki przegladania grafu bez wag
a) Metoda ,,wszerz” (breadth-first search (BFS))
Struktura pomocnicza — kolejka z operacjami: in, out, first, empty.

(in(e,Q)- wstawia do kolejki Q element e, out(Q) — usuwa element e z
kolejki Q, first(Q) — zwraca dane z pierwszego elementu niepustej
kolejki Q, empty(Q) — sprawdza, czy kolejka Q jest niepusta)

Adj(u) — lista wierzchotkow incydentnych z u

Algorytm BFS(G, s)
for kazdy wierzchotek u€V \{s} color{ul]=biaty;
color(s] = szary;
“zainicjuj struktury wynikowe”;
“przetworz wierzchotek s7;
0=09;
in(s,Q);
while (lempty(Q))
{
u= first(Q);
for kazdy wierzchotek ve€ Adj(u)
{

if (color|v] == biaty)
{
color[v] = szary;
“przetworz wierzchotek v”’;
in(v,0);
}
}
out(Q);
color[u] = czarny;

,»przetworz wierzchotek u”;

}
}



Przykiad 6

E? @@/@

Zozonos¢ czasowa BFS: O(n+m)
Zastosowania BFS:
e wyznaczanie najkrotszych sciezek w grafach bez wag,
® wyznaczanie drzewa rozpinajacego,
e sprawdzanie spdjnosci grafu,
e wyznaczanie spojnych sktadowych.

b) Metoda ,,w glab” (depth-first search (DFS))
Struktura pomocnicza — stos z operacjami: push, pop, top, empty.

(push(e,S)- wstawia do stosu S element e, pop(S) — usuwa element e ze
stosu S, fop(S) — zwraca dane z wierzcholka niepustego stosu S, empty(S)
— sprawdza, czy stos S jest niepusty)

DFS(G, s)

for kazdy wierzchotek u€V \{S} color[ul=biaty;
“zainicjuj struktury wynikowe”;

DFS_VISIT(s);



DFES VISIT(u)

color|u] = szary;
,,przetworz wierzchotek u’;
for kazdy wierzchotek ve Adj(u)

if (color[v] ==biaty )

DFS_VISIT();

color[u] = czarny;
“przetworz wierzchotek u’;

Przyktad 7

G:

e

@@/

Zlozonos¢ czasowa DFS: O(n+m)
Zastosowania DFS:

wyznaczanie najdtuzszej sciezki w grafach bez wag,
wyznaczanie drzewa rozpinajacego,

sprawdzanie spojnosci grafu,

wyznaczanie spojnych sktadowych,

sortowanie topologiczne skierowanego grafu acyklicznego
generowanie cyklu Eulera



¢) Technika powrotow (backtracking BT)

Technika powrotow jest stosowana w algorytmach doktadnych
rozwiazujacych NP - zupeine problemy grafowe.

Idea techniki powrotow

Przyjmijmy, ze dana jest przestrzen stanéw, przy czym stan jest sytuacja
stanowigca rozwiazanie problemu albo mogaca prowadzi¢ do
rozwigzania oraz sposéb przechodzenia z jednego stanu w drugi.

Aby rozwiazac taki problem, musimy przeszukaé przestrzen stanow,
przechodzac z jednego stanu w drugi, az znajdziemy si¢ w stanie
okreslajacym rozwiazanie problemu. Poniewaz dla kazdego stanu moze
istnie¢ wiele dopuszczalnych ruchow, czyli wiele stanow, do ktorych
mozna dojs¢, mozemy wybrac zte posunigcie. Jezeli wykonamy zty ruch
1 znajdziemy si¢ w sytuacji bez wyjscia (nie osiggajac poprawnego
rozwiazania 1 nie majac wigcej dopuszczalnych posuni¢¢ do wykonania),
musimy cofna¢ ostatni ruch i sprobowac¢ zrobi¢ inny. Jezeli cofnigcie
ostatniego ruchu w dalszym ciagu nie prowadzi do rozwiazania, to
cofamy ruch przedostatni i prébujemy dale;j.

Ta metoda nosi nazw¢ metody powrotow.

Metoda powrotow wymaga zapamigtania wszystkich wykonanych
ruchow czy tez wszystkich odwiedzonych stanéw, aby mozliwe byto
cofanie przesunigc.

Naturalna technika kodowania algorytmow opartych na strategii
powrotow jest rekurencja.

Schemat algorytmu z powrotami

Oznaczenia: <xi, ..., X,> - szukane rozwigzanie
A - zbior mozliwych rozszerzen rozwiazania
CZSCIOWego <X, ..., Xj.1>
P — funkcja (algorytm), ktora dla danego
rozwigzania czZgSclowego <xi, ..., X;>
przyjmuje wartos¢ 0, gdy ciag <x, ..., x>
nie daje si¢ rozszerzy¢ do rozwigzania
10




catkowitego, a 1 w przeciwnym

przypadku.
BackTracking(k)
k — aktualna dlugos¢ rozwiazania cz¢sciowego
for Y € 4,
if (P(xl, Xyyeees Xy y) == 1)
{
X = s

if ,, <x1 s Xgseees Xy > jest rozwigzaniem catkowitym"

"wypisz rozwigzanie <x1 s Xg e xk>
else BackTracking(k+1);
A =AU {y}§

}
Przykiad 8

Problem znalezienia drogi (cyklu) Hamiltona w grafie. Droga (cykl)
Hamiltona w grafie to droga (cykl) przechodzaca przez wszystkie
wierzchotki grafu doktadnie raz.
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Powyzszy graf ma wiele cykli Hamiltona, np.: 1-2-3-5-4-1

Algorytm naiwny

Stosujemy pelny przeglad wszystkich mozliwosci, tj. generujemy
wszystkie mozliwe permutacje zbioru n—1 elementowego, gdzie n jest
liczba wierzchotkéw grafu 1 sprawdzamy, czy okreslaja one cykl (droge)
Hamiltona.

Koszt algorytmu naiwnego

Zakladajac, ze szukamy wszystkich cykli z ustalonego wierzchotka
startowego, koszt algorytmu naiwnego jest rowny

T(n): (n—l)! ‘n

Rozwiazanie problemu znajdowania wszystkich cykli Hamiltona oparte
na strategii powrotow

s — wierzcholek startowy
X — tablica z wierzchotkami analizowanego rozwigzania
czgsciowego

DOP — tablica logiczna rejestrujaca mozliwos¢ wykorzystania
wierzchotkow w cyklu; DOP[i]=1, gdy wierzchotek
moze by¢ wykorzystany w aktualnie generowanym
rozwiazaniu czgsciowym, DOP[i]=0, gdy wierzchotek
i nie zostal jeszcze wykorzystany w generowanym
cyklu

k — dtugos¢ rozwiazania czg¢sciowego

Algorytm

for (i=1; i<=n; i++) do DOP[i]=1;
X[1]=s;

DOP|s]=0;

Hamilton(2);
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Hamilton(k)
u=G[X[k-1]];
for kazdy wierzchotek Y€ Adj(u)
{
if (k==n+1 && y ==1y) “X zawiera cykl Hamiltona”;
else (if DOP[y])
{

X[k]=y;
DOP[y]=0;
Hamilton(k +1);
DOP[y]=1;
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Przyktad 9
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