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Temat: Podstawowe poj�cia dotycz�ce grafów. 
              Struktury danych do reprezentacji grafów. 
              Techniki przegl�dania grafów bez wag. 
                
  
1. Podstawowe definicje i poj�cia 

 
Graf  bez wag  to para uporz�dkowana EVG ,= , w której V oznacza 
zbiór wierzchołków,  E- zbiór kraw�dzi 

• nV =    -  liczba wierzchołków grafu G 

• mE =  -  liczba kraw�dzi grafu G 

• ( )ji, - kraw�d� (para uporz�dkowana) z wierzchołka i do wierzchołka 
j w grafie skierowanym 

• { }ji, - kraw�d� (podzbiór) ł�cz�ca wierzchołki i oraz j w grafie 
nieskierowanym  
 

Graf bimodalny to graf, w którym wyst�puj� zarówno kraw�dzie 
skierowane jak i nieskierowane. 

 
P�tla własna grafu to kraw�d� (i, i) dla kraw�dzi skierowanych oraz    
{i, i} dla kraw�dzi nieskierowanych. 

 
Kraw�d� równoległa  to kolejna kraw�d� zwi�zan� z t� sam� par� 
wierzchołków. 
 
Multigraf  to graf, w którym mog� wyst�powa� p�tle własne i kraw�dzie 
równoległe. 

  
Graf z wagami  to trójka uporz�dkowana fEVG ,,= , w której  V – 
zbiór wierzchołków, E- zbiór kraw�dzi, a  f: E→R  to funkcja wagi 
kraw�dzi  

 
�cie�ka w grafie to ci�g jego wierzchołków svvv ,...,, 21  taki, �e dla 
ka�dego 1,...,1 −= si  para ( )1, +ii vv  tworzy kraw�d� grafu. 
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�cie�ka prosta w grafie to �cie�ka, w której wierzchołki si� nie 
powtarzaj�. 
 
Cykl w grafie to �cie�ka z dostawionym na ko�cu jej pierwszym  
wierzchołkiem. 
 
Cykl prosty  w grafie to �cie�ka prosta z dostawionym na ko�cu jej 
pierwszym wierzchołkiem. 
 
Graf acykliczny to graf,  który nie zawiera cykli. 
 
Podgraf  grafu G=<V, E> okre�lony na podzbiorze wierzchołków V’⊆V 
to graf G’=<V’,E’> taki, �e je�eli dla dwóch dowolnych wierzchołków 
u, w z podzbioru V’  kraw�d� (u,w) wyst�puje w E, to kraw�d� ta nale�y 
te� do E’. 
 
Drzewo rozpinaj�ce grafu to jego acykliczny podgraf  zawieraj�cy 
wszystkie wierzchołki. 
 
Graf  spójny to taki graf, w którym istnieje �cie�ka prosta mi�dzy ka�d� 
par� jego wierzchołków. 
 
Spójna składowa grafu to ka�dy podgraf spójny tego grafu. 
 
Przykład 1 
Multigraf  bimodalny z wagami 
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Sie�  to  trójka uporz�dkowana { } { }jiGS ψξ ,,= , gdzie G dowolny graf, 
{ }iξ  - sko�czony zbiór funkcji okre�lony na zbiorze wierzchołków grafu, 

          RVi →:ξ , 
{ }jψ  - sko�czony zbiór funkcji okre�lony na zbiorze kraw�dzi grafu, 

          REj →:ξ  
 
2. Struktury danych do reprezentacji grafu  
 
a) macierz s�siedztwa (przyległo�ci) 
 
Definiujemy tablic� dwuwymiarow� G o rozmiarach n×n.  
Je�eli graf jest skierowany to: 

[ ] ( )
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1
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Przykład 2 
 
G: 

 1 2 3 4 5 
1 0 1 0 0 1 
2 0 0 1 1 1 
3 1 1 0 1 0 
4 0 1 1 0 1 
5 1 1 0 0 0 

 
Zło�ono�� pami�ciowa:  n2 

Wady: 
• du�a zło�ono�� pami�ciowa dla grafów rzadkich (tj. takich dla 

których m<<n2), 
• nieefektywna realizacja algorytmów grafowych wymagaj�cych 

dotarcia do wszystkich w�złów incydentnych z danym w�złem, 
• niemo�liwo�� reprezentowania kraw�dzi równoległych 
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Zalety: 

• efektywna realizacja (stały koszt) dodawania i usuwania kraw�dzi  
grafu, 

• efektywna realizacja (stały koszt) sprawdzenia, czy w grafie jest 
dana kraw�d� 

  
b) tablica list incydencji 
 
Struktur� danych jest w tym przypadku jednowymiarowa tablica  
wska�ników na listy wierzchołków incydentnych. W indeksie i takiej 
tablicy znajduje si� adres pierwszego elementu listy zawieraj�cej 
numery tych wierzchołków  grafu, które incyduj� z wierzchołkiem 
numer i. Rozmiar tablicy jest równy n. 
 
Przykład 3 
 
Przykład dla grafu nieskierowanego, T –tablica incydencji  
T[1]: 2, 3, 5 
T[2]: 1, 3, 4 
T[3]: 1, 2, 4 
T[4]: 2, 3, 5 
T[5]: 4, 1  
  
 
Przykład grafu skierowanego 
T[1]: 2, 3, 5 
T[2]: 3, 4 
T[3]:  
T[4]: 3 
T[5]: 4  
  

Zło�ono�� pami�ciowa:  n+m 
Wady: 

• nieefektywna realizacja dodawania (usuwania) kraw�dzi  
grafu (Trzeba sprawdzi� cał� list� incydencji, aby ustali�, czy 
kraw�dzi wstawianej (usuwanej) nie ma ju� (jest) w grafie.  

5 
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• nieefektywna realizacja sprawdzenia, czy w grafie jest dana 
kraw�d� (Trzeba przejrze� cał� list� incydencji). 

• struktura trudniejsza w realizacji 
 
Zalety: 

• efektywna zło�ono�� pami�ciowa dla skierowanych grafów 
rzadkich , 

• efektywna realizacja algorytmów grafowych wymagaj�cych 
dotarcia do wszystkich w�złów incydentnych z danym w�złem, 

• mo�liwo�� zapami�tania kraw�dzi równoległych 
 
 

c) lista kraw�dzi  
 
Lista par wierzchołków tworz�cych dan� kraw�d�  
 
Przykład 4 
(1, 2) 
(1, 3) 
(1, 5) 
(2, 3) 
(2, 4) 
(4, 3)  
(5, 4) 

Zło�ono�� pami�ciowa:  m 
Wady: 

• nieefektywna realizacja sprawdzenia, czy w grafie jest dana 
kraw�d� (Trzeba przejrze� cał� list�). 

• nieefektywna realizacja algorytmów grafowych wymagaj�cych 
dotarcia do wszystkich w�złów incydentnych z danym w�złem 

 
Zalety: 

• efektywna zło�ono�� pami�ciowa dla skierowanych grafów  
rzadkich , 

• mo�liwo�� zapami�tania kraw�dzi równoległych 
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• du�a efektywno�� czasowa przy realizacji algorytmów 
zachłannych wybieraj�cych optymalne drzewa rozpinaj�ce 
(algorytm Prima i Kruskala) 

 
Je�eli graf nie jest zmieniany w trakcie realizacji algorytmu, to zamiast 
listy kraw�dzi mo�na u�y� tablicy kraw�dzi. 

 
d) macierz wag 
 
Definiujemy tablic� dwuwymiarow� G o rozmiarach n×n. Je�eli graf jest 
skierowany i wa�ony  to: 

[ ] ( )
( )( ) ( )�

�
�
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Ejijif

Eji
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, dla,
, dla

,  

Warto�� ∞ ustalana jest indywidualnie dla konkretnego grafu                   
i konkretnego algorytmu grafowego. Na przykład dla problemu 
najkrótszych �cie�ek maxfn ⋅≥∞ , gdzie fmax to maksimum funkcji wag. 
 
Przykład 5 
G:    ∞≥12*5 

 1 2 3 4 5 
1 ∞ 5 3 ∞ 4 

2 3 ∞ -6 8 2.
5 

3 4 12 ∞ 11 ∞ 
4 0 6 1 ∞ 1 
5 3 8 ∞ 4 ∞ 

Zło�ono�� pami�ciowa:  n2 
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3. Techniki przegl�dania grafu bez wag 
 
a) Metoda „wszerz” (breadth-first search (BFS))  
 
Struktura pomocnicza – kolejka z operacjami: in, out, first, empty. 
 
(in(e,Q)- wstawia do kolejki Q element e, out(Q) – usuwa element e z 
kolejki Q, first(Q) – zwraca dane z pierwszego elementu niepustej 
kolejki Q, empty(Q) – sprawdza, czy kolejka Q jest niepusta) 
Adj(u) – lista wierzchołków incydentnych z u 
 
Algorytm BFS(G, s)  
for  ka�dy wierzchołek  { }sVu \∈     color[u]=biały; 
color[s] = szary;  
“zainicjuj struktury wynikowe”; 
“przetwórz wierzchołek s”; 
Q=∅;               
in(s,Q);    
while (!empty(Q))  
  { 
    u= first(Q); 
    for  ka�dy wierzchołek  )(uAdjv ∈   
      { 
             if  (color[v] == biały) 
            { 
               color[v] = szary;    
               “przetwórz wierzchołek  v”; 
               in(v,Q); 
             } 
    } 
    out(Q);               
    color[u] = czarny;  
   „przetwórz wierzchołek u”; 
  } 
}                  
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Przykład 6 
G: 

 
Zło�ono�� czasowa BFS: O(n+m) 
Zastosowania BFS:  

• wyznaczanie najkrótszych �cie�ek w grafach bez wag, 
• wyznaczanie drzewa rozpinaj�cego,  
• sprawdzanie spójno�ci grafu, 
• wyznaczanie spójnych składowych. 

 
b) Metoda „w gł�b” (depth-first search (DFS))  
 
Struktura pomocnicza – stos z operacjami: push, pop, top, empty. 
 
(push(e,S)- wstawia do stosu S element e, pop(S) – usuwa element e ze 
stosu S, top(S) – zwraca dane z wierzchołka niepustego stosu S, empty(S) 
– sprawdza, czy stos S jest niepusty) 
 
DFS(G, s) 
for  ka�dy wierzchołek  { }sVu \∈     color[u]=biały; 
“zainicjuj struktury wynikowe”; 
DFS_VISIT(s); 
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DFS_VISIT(u)  
color[u] = szary; 
„przetwórz wierzchołek u”; 
for  ka�dy wierzchołek  )(uAdjv ∈     
         if (color[v] ==biały ) 
                   DFS_VISIT(v); 
 color[u] = czarny; 
“przetwórz wierzchołek u”; 
 
Przykład 7 
G: 

 
Zło�ono�� czasowa DFS: O(n+m) 
Zastosowania DFS:  

• wyznaczanie najdłu�szej �cie�ki w grafach bez wag, 
• wyznaczanie drzewa rozpinaj�cego,  
• sprawdzanie spójno�ci grafu, 
• wyznaczanie spójnych składowych, 
• sortowanie topologiczne skierowanego grafu acyklicznego 
• generowanie cyklu Eulera 
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c) Technika powrotów (backtracking BT) 
 
Technika powrotów jest stosowana w algorytmach dokładnych 
rozwi�zuj�cych NP - zupełne problemy grafowe.      
 
Idea techniki powrotów 
 
Przyjmijmy, �e dana jest przestrze� stanów, przy czym stan jest sytuacj� 
stanowi�c� rozwi�zanie problemu albo mog�c� prowadzi� do 
rozwi�zania oraz sposób przechodzenia z jednego stanu w drugi.  
     Aby rozwi�za� taki problem, musimy przeszuka� przestrze� stanów, 
przechodz�c z jednego stanu w drugi, a� znajdziemy si� w stanie 
okre�laj�cym rozwi�zanie problemu. Poniewa� dla ka�dego stanu mo�e 
istnie� wiele dopuszczalnych ruchów, czyli wiele stanów, do których 
mo�na doj��, mo�emy wybra� złe posuni�cie. Je�eli wykonamy zły ruch 
i znajdziemy si� w sytuacji bez wyj�cia (nie osi�gaj�c poprawnego 
rozwi�zania i nie maj�c wi�cej dopuszczalnych posuni�� do wykonania), 
musimy cofn�� ostatni ruch i spróbowa� zrobi� inny. Je�eli cofni�cie 
ostatniego ruchu w dalszym ci�gu nie prowadzi do rozwi�zania, to 
cofamy ruch przedostatni i próbujemy dalej. 
Ta metoda nosi nazw� metody powrotów.  
     Metoda powrotów wymaga zapami�tania wszystkich wykonanych 
ruchów czy te� wszystkich odwiedzonych stanów, aby mo�liwe było 
cofanie przesuni��. 
 
Naturaln� technik� kodowania algorytmów opartych na strategii 
powrotów jest rekurencja.  
 
Schemat algorytmu z powrotami 
 
Oznaczenia:  <x1, ..., xn>  - szukane rozwi�zanie 
                     Ak  - zbiór mo�liwych rozszerze� rozwi�zania 
                             cz��ciowego <x1, ..., xk-1> 
                     P – funkcja (algorytm), która dla danego  
                            rozwi�zania cz��ciowego <x1, ..., xi>  
                            przyjmuje warto�� 0, gdy ci�g <x1, ..., xi> 
                            nie daje si� rozszerzy� do rozwi�zania  
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                            całkowitego, a 1 w przeciwnym  
                            przypadku. 
  
BackTracking(k) 
k – aktualna  długo�� rozwi�zania cz��ciowego 
   for kAy ∈  

       if ( )( )1,,...,, 121 ==− yxxxP k    
          { 
               ;yxk =  

               if  „ kxxx ,...,, 21 jest rozwi�zaniem całkowitym"      

               "wypisz rozwi�zanie kxxx ,...,, 21  
               else  BackTracking(k+1); 
               { }yAA kk ∪= ;  
           } 
Przykład 8 
 
Problem znalezienia drogi (cyklu)  Hamiltona w grafie. Droga (cykl) 
Hamiltona w grafie to droga (cykl) przechodz�ca przez wszystkie 
wierzchołki grafu dokładnie raz. 
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Powy�szy graf ma wiele cykli Hamiltona, np.: 1-2-3-5-4-1 
 
Algorytm naiwny    
Stosujemy pełny przegl�d wszystkich mo�liwo�ci, tj. generujemy 
wszystkie mo�liwe permutacje zbioru n–1 elementowego, gdzie n jest 
liczb� wierzchołków grafu i sprawdzamy, czy okre�laj� one cykl (drog�) 
Hamiltona.  
 
Koszt algorytmu naiwnego  
 
Zakładaj�c, �e szukamy wszystkich cykli z ustalonego wierzchołka 
startowego, koszt algorytmu naiwnego jest równy 

( ) ( ) nnnT ⋅−= !1  
 
 
 
Rozwi�zanie problemu znajdowania wszystkich cykli Hamiltona oparte 
na strategii powrotów 
 
s – wierzchołek startowy 
X – tablica z wierzchołkami analizowanego rozwi�zania  
      cz��ciowego 
DOP – tablica logiczna rejestruj�ca mo�liwo�� wykorzystania  
            wierzchołków w cyklu; DOP[i]=1, gdy wierzchołek  
            mo�e by� wykorzystany w aktualnie generowanym  
            rozwi�zaniu cz��ciowym, DOP[i]=0, gdy wierzchołek  
            i nie został jeszcze wykorzystany w generowanym   
           cyklu 
k – długo�� rozwi�zania cz��ciowego 
 
Algorytm 
for (i=1; i<=n; i++) do DOP[i]=1; 
 X[1]=s; 
 DOP[s]=0; 
 Hamilton(2); 
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Hamilton(k) 
u=G[X[k-1]]; 
for  ka�dy wierzchołek  )(uAdjy ∈     
  { 
    if (k = = n +1 && y = = s) “X zawiera cykl Hamiltona”; 
   else (if DOP[y]) 
         { 
                  X[k]=y; 
                  DOP[y]=0; 
                  Hamilton(k +1); 
                  DOP[y]=1; 
              } 
      } 
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Przykład 9 
 
 

 
 
Zło�ono�� czasowa algorytmu Hamilton:O(2n). 
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