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Estimation paramétrique

Retour au plan du cours

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et X une v.a. de (2,.4) dans (E,E).
La donnée d’un modele statistique c’est la donnée d’une famille de proba-
bilités sur (E, &), {Py, 0 € ©}. Le modele étant donné, on suppose alors
que la loi de X appartient au modele {Py, 6 € ©}. Par exemple dans le
modele de Bernoulli, X = (Xi,...,X,) ol les X; sont i.i.d. de loi de
Bernoulli de paramétre 6 €]0,1[. E = {0,1}", £ = P(E), © =]0,1] et
Py =((1-0)d + 661)®".

1 Premiéres définitions

DEFINITION 1. — On dit que le modele {Py, 0 € ©} est identifiable si I’ap-
plication

© — {P, 0c0}

0 — Py

est injective.

DEFINITION 2. — Soit g : © + R*. On appelle estimateur de g(6) au vu de
l’observation X, toute application T : Q + RF de la forme T = h(X) oit
h: E + RF mesurable.

Un estimateur ne doit pas dépendre de la quantité g(6) que ’on cherche a
estimer. On introduit les proprietes suivantes d’un estimateur :

DEFINITION 3. — T est un estimateur sans biais de g(0) si pour tout 6 € ©,
Ey[T] = g(0). Dans le cas contraire, on dit que I’estimateur T est biaisé et on
appelle biais la quantité Ey(T) — g(0).

Généralement X est un vecteur (Xi,...,X,) d’observations (n étant le
nombre d’entre elles). Un exemple important est le cas ou X1, ..., X, forme
un n-échantillon c’est a dire lorsque que X7y, ..., X,, sont i.i.d. On peut alors
regarder des propriétés asymptotiques de 1’estimateur, c’est a dire en faisant

tendre le nombre d’observations n vers +oco. Dans ce cas, il est naturel de
noter 7' = T;,, comme dépendant de n. On a alors la définition suivante :

DEFINITION 4. — T, est un estimateur consistant de g(0) si pour tout € ©,
T, converge en probabilité vers g(0) sous Py lorsque n — oc.

On définit le risque quadratique de I’estimateur dans le cas ol g(6) € R.

DEFINITION 5. — Soit T, est un estimateur de g(0). Le risque quadratique de
T, est défini par
2
R(Tn, 9(0)) = Eo[(T7, — 9(0))7].

Remarque. — Le risque quadratique est la somme de la variance et du carré
du biais de I’estimateur.

L’inégalité de Cramer-Rao et la définition de I’information de Fisher ont été
vues en année 3 et ne sont pas rappelées ici.

2 Estimation par la méthode des moments

Dans cette section, X est le vecteur formé par un n-échantillon X1, . ..
Les X, sont a valeurs dans un ensemble X'.

Soit f = (f1,...

) XTL'

, fx) une application de X" dans R” telle que 1’application

® — R
o: 0 — Ey[f(Xy)]

soit injective. On définit I’estimateur 6,, comme la solution dans © (quand elle
existe) de I’équation

() = %Zf(xz—). )

Souvent, lorsque X C R, la fonction on prend f;(z) = x% et ® correspond
donc au ¢eme moment de la variables X; sous Py. Ce choix justifie le nom
donné a la méthode. Voici quelques exemples d’estimateurs batis sur par cette
méthode.
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2.1

Ici k =1, Qs = £(f) pour § € R’ . Comme pour tout #, Eg[X;] = 1/6
on prend () = 1/0 et f = Id : Ry — R,. Lestimateur obtenu par la
méthode des moments est

Loi exponentielle

0, = on X, =

SRS

1
X,

o
=1

Par continuité de Iapplication © — 1/, 6,, est un estimateur consistant de 6.
Remarquons que X,, > 0 p.s. ce qui justifie I’égalité ci-dessus.

2.2 Loi uniforme

Ici £ = 1, Qy est la loi uniforme sur [0, 6] avec 6 > 0. On a que pour
tout 6, Eg[X1] = 6/2, on peut donc prendre par exemple ®(0) = 6/2 et
f=1d: R — R. LUestimateur obtenu par la méthode des moments est alors
én = 2X,,. Cet estimateur est sans bias et consistant.

2.3 Loi gaussienne

Ici k = 2, onprend 0 = (m,7) € R x R*, Qy = N(m, 7). Pour tout
0 = (m,7), Eg[X1] = m et Eg[X?] = m? + 7. On peut donc prendre, par
exemple, f1(z) = x et fo(z) = 2 ce qui donne ®(m,7) = (m,m? + 7).
L’estimateur obtenus par la méthode des moments vérifie

_ 1 &
T = Xp et mi+%n:EZX§.
i=1

c’est a dire

L’estimateur est consistant mais I’estimateur de la variance est biaisé.
2.4 Propriétés asymptotiques

Notons ®(0) = Eg(L 3" | f(X;)). Supposons que X, ..., X, sontiid.
de loi Py, . Les résultats de consistance précédents étaient obtenus grace au fait

que d’une part,
n

3 XD @ (60),

=1

1
n

et donc, comme ® ! existe et est continue au voisinage de ®(6y), on en déduit
que 6, existe et vérifie

0,275 31 0 B(6y) = by

Mais que peut-on dire de la distance de 6, a 6y ? Sous I’hypothese que
Eq,[|| f]1?] < +oc on a grice au théoréme central limite que

vn <711 if(Xi) - ‘I’(90)> i)Nk (0,I'(0o)) ,
i=1

ou I'(6p) la matrice covariance de f(X7;) sous Py, . Elle est définie pour i, j €
{1,...,k}
['i.j(60) = Covg, [fi(X1) £5(X1)].

La Delta méthode (cf Proposition 16) va nous permettre de déduire un résultat
similaire pour 6,, :

o
THEOREME 6. — Supposons que ® soit de classe C' de © dans RF et que

0y € O, et que Dg,® : RF — RF soit inversible. Supposons de plus que
Eq, [|| f(X1)||?] < +oc et notons T'(0y) la matrice covariance de f(X1) sous
Py, . Alors sous Py, :

— 0, existe avec une probabilité tendant vers 1
— on a la convergence en loi

N (én _ 90) NS (0, (Do, ®) ' T'(6) ((DgocID)l)l) .

Démonstration. — Comme Dy, P est inversible, Dy ® reste inversible dans un
voisinage de 6y et donc, d’apres le théoréeme de 1’inversion locale, ® réalise un
difféomorphisme d’un voisinage U de 6 dans V' un voisinage de ®(6,). Par la
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loi des grands nombres, V;,, = n~? >, f(X;) converge en probabilité (car
p.s.) vers ®(6) et donc Y,, appartient 2 V' avec une probabilité tendant vers 1
quand n tend vers +oo. Sur cet événement, I’équation (1) admet une unique

solution 6,, dans © (par injectivité de ®) et cette solution vérifie 0, € Uet

0, = ®~1(V;,) ot & est définie de V dans U. On a par ailleurs,
Vit (Bu—00) = Vaduey, g + Vi (05 o — 00)
= Vibalg, gy + VST (V) = 871 (@(0))] @)
ol ~1(y) = &' (y)W¥, ey. Or \/ﬁén%% ¢y converge vers 0 en probabilité
car pour tout € > 0,
Py, [av/nfu g o > €] < Po, [V & V}WEZ 0.

D’apres le lemme de Slutsky, il suffit donc de montrer que le second terme
du membre de droite de (2) converge en loi vers la limite annoncée. Or par
théoreme centrale limite vectoriel

Vi (Yo = ®(60)) = N(0.T(60))

et on conclut en utilisant la Proposition 16.
[ |

3 Estimation par maximum de vraisem-
blance

Soit {E,E,{ Py, 6 € ©}} un modele statistique, ot © C R* (nous sommes
dans un cadre paramétrique). On suppose qu’il existe une mesure o-finie y qui
domine le modele, c’est a dire que V6 € O, Py admet une densité p(f,.) par
rapport a fi.

DEFINITION 7. — Soit X une observation. On appelle vraisemblance de X
I’application
0 — R;

0 — p(0, X).

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de 0, tout élément 6
de © maximisant la vraisemblance , c’est a dire vérifiant

) = X).
6 = arg maxp(6, X)

Remarque. — L’estimateur de maximum de vraisemblance n’existe pas tou-
jours et n’est pas toujours unique.

Considérons le cas typique ot X = (X3,...,X,)’, les X, formant un n-
échantillon de loi g, ol QQp, est une loi sur X’ de parametre inconnu 6y € © C
R¥. On suppose en outre que pour tout § € O, Qy est absolument continue par
rapport & une mesure v sur X'. Dans ce cas, en notant

al0,2) = %20 2,

et en prenant 1 = v®™ on a que la vraisemblance s’écrit

i=1
et donc .
A 1
O = argmax — ; log[q(8, X;)],
avec la convention log(0) = —oo. Voyons quelques exemples.

3.1 Modele de Bernoulli

Soit Qg, = B(6) avec § € [0,1] =
Pour tout § €]0, 1[et z € {0,1}

O, et v la mesure de comptage sur N.

q(0,2) =6"(1—0)""" = (1 — ) exp[zlog (100)]

et donc I’estimateur du maximum de vraisemblance doit maximiser dans [0, 1]

lOg (05"(1 _ a)n*Sn) S IOg <1 f 9) + ’nlog(l — 0),

ce qui conduit 2 0,, = X.
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3.2 Lois exponentielles
Soit Qo = £(0) avec # € 0 =0, +oo|, v = W, dz. On a pour tout 2 > 0,
q(0,x) = Oexp —Ox,
et le maximum de vraisemblance én maximisant

nlog(f) — 65,
est donné par § = (X)) -
3.3 Lois de Poisson

Soit Qg = P(0) avec § € © =]0, 400 et v la mesure de comptage sur N.
On a pour tout = € N,

01
q(0,z) = —'670 = e % explzlog(6) — In(z!)].
z!
L’estimateur du maximum de vraisemblance maximisant

Sy log(0) — nb,

est donné par 6,, = X.

4 Estimateurs exhaustifs complets

DEFINITION 8. — On dit qu’un estimateur T est exhaustif (ou suffisant) si
pour tout ensemble B € &, il existe une version de I’espérance conditionnelle
EgWxep | T] qui ne dépend pas de 6.

Exemple. — Soit X4, ...
X1+ ...+ X, est une statistique exhaustive. La loi de (X1, ...
ne dépend pas de 6.

, X, i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre 6. S =
, Xn)/S =s

THEOREME 9. — Théoreme de factorisation
Si la vraisemblance de ’observation X s’écrit sous la forme

f(X,0) = h(X)go(T(X)),

alors T(X) est une statistique exhaustive.

Exemples
Xi,...,X, 1.i.d. de loi de Bernoulli de parametre 6,
Xi,..., X, iid. de loi de normale N'(6,1).

PROPOSITION 10. — Soit T' une statistique exhaustif et V un estimateur de
g(0) tel que Eg(V?) < +00 V0 € O. Soit T* = Ey(V/T). T* est indépendant
de 0 et pour tout 0 € ©,

Eo((T* — 9())%) < Eo((V — 9(6))*),
ce qui signifie que le risque quadratique de T* pour estimer g(0) est inférieur

ou égal a celuide V.

DEFINITION 11. — Soit T est un estimateur sans biais de g(0). On dit que
T est uniformément de variance minimale parmi les estimateurs sans biais
(UMVB) si, pour tout estimateur sans biais U de g(), on a

V6 € ©, R(T, g(8)) < R(U.g(0)),
ou R désigne le risque quadratique.

Soit 7" un estimateur exhaustif de g(6). On désire introduire une notion qui
garantisse I’unicité d’un estimateur ¢ (T) qui a les deux propriétés suivantes :

1) 9(T) est sans biais.
2) Parmi les les estimateurs sans biais, il est de variance minimale.

S’il existe un unique estimateur sans biais de g(#) fonction de T alors
Eo(¢1(T)) = Eg(¢2(T)) = g(0) V0 €O
= P1(T) = ¢2(T) Py p.s. V0.

DEFINITION 12. — Une statistique T est compléte si pour toute fonction

telle que
Eo([(T)]) < 400 V0 €6,

ona
Eo(¥(T)) =0 Y0e€O® — (T)=0 Pyp.s.Vo.
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Si T est une statistique compléte et si 11 (T") et 1)2(T") sont deux estimateurs
sans biais de g(0), alors 11 (T) = 12 (T) p-s.
Exemple des modeles exponentiels :

DEFINITION 13. — S’il existe une mesure de référence i telle que la loi Py
admette une densité par rapport a ji de la forme

f(0,2) = C(0) exp((T'(x), Q(0)),
le modeéle est dit exponentiel.
PROPOSITION 14. — Dans un modeéle exponentiel, T(X) est une statistique

exhaustive. De plus, si Q(©) contient un ouvert non vide de R¥, alors T(X)
est complete.

PROPOSITION 15. — Supposons qu’il existe au moins un estimateur sans biais
de g(0) et que T soit exhaustive compléte. Alors il existe un unique estimateur
sans biais de g(0) fonction de T, et cet estimateur est UMVB.

Remarque. — Si1 objectif est de minimiser le risque quadratique, on a parfois
intérét a considérer des estimateurs qui sont biaisés.

5 Annexe : rappels sur les convergences
PROPOSITION 16. — (Delta-Méthode) Soit X,, une suite de v.a. a valeurs dans
R* et 6 € R* tels que _

rn (X — 0) =2y,

out Ty, est une suite de réels positifs tendant vers +o00. Soit f une application
de R¥ dans R™ differentiable en 6. On a alors que

Prob Loi

f(Xn)—= f(0) et o (f(Xn) = f(0)) — Do f[Y].

Remarque. — Ce résultat permet d’étendre a d’autres v.a. le théoreme central
limite. Classiquement, Y suit une loi gaussienne N'(0,T") et dans ce cas

Dof[Y]~ N (0,(Dof)T (Dof)') -

Remarquons que I’on ne suppose rien sur la régularité de f ailleurs qu’en 6.
Notons aussi que 1’on ne suppose pas Dg f # 0 et donc la limite peut-etre nulle
éventuellement.
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