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Résumé

On définit dans cet exposé une expression qui, pour une
courbe plane, quantifie la notion de forme en un point de
la courbe. La valeur de cette expression, que l'on appellera
« caractéristique locale de forme », présente les mêmes
propriétés d'invariance que le rayon de courbure (inva-
riance par translation, rotation et changement de variable)
mais elle est de plus invariante par homothétie . On montre
que l'on peut, à partir de cette « caractéristique locale de
forme », reconstruire la courbe à une similitude près . On

We define an expression that, for a plane curve, quantify the
notion of form at a point of the curve. The value of this
expression, we call « Local caracteristic of form », has the
saine qualities of invariance that the radius of curve, but
further it is invariable by homothetie. We show that we can,
with this « Local caracteristic of form », rebuild the curve
except a similitude . We show a possible use of this

1 . Introduction

1 .1. GÉNÉRALITÉS

L'introduction de cette notion de « caractéristique locale
de forme » résulte d'un travail de recherche portant sur la
reconnaissance de formes planes partiellement cachées .
On s'est intéressé au problème d'identification d'objets
plans et de détermination de leur position et échelle
connaissant des portions de contour de la scène . Ces
objets étaient supposés avoir une définition géométrique
précise (comme des pièces industrielles par exemple) . Le
problème peut se ramener à mettre en correspondance des
portions de contour de la scène avec le contour de l'objet
modèle.

Pour réaliser efficacement cette correspondance, la
méthode de reconnaissance de forme doit définir une
représentation du contour des objets (des courbes fermées
ou des arcs de courbe) qui ne contienne pas d'information
superflue, mais seulement l'information qui caractérise la
forme. Plus la représentation des arcs de courbe sera
concise, plus la détermination de la correspondance scène-
modèle sera rapide .
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montre une utilisation possible de cette caractéristique
pour la reconnaissance de forme, cette utilisation étant
rendue possible par l'utilisation d'une nouvelle technique
de lissage d'une courbe .

Mots clés

Reconnaissance de forme, approximation, lissage, géométrie différen-
tielle .

caracteristic for pattern recognition, this utilization as been
made possible by the use of a new technique for smoothing
a curve .

Key word

Pattern recognition, approximation, smoothing, differential geometry .

1.2. DIFFÉRENTES REPRÉSENTATIONS D'UN
CONTOUR

1.2 .1. Description d'un contour sous forme d'une suite de
segments
L'approximation polygonale d'une courbe est très souvent
rencontrées [9], [10], on trouve différentes méthodes pour
la réaliser [3], [7] . Dans [11] on décompose un contour en
segments de droites et arcs de cercles . Dans [12] on
décompose le contour en cinq types de segments en
utilisant une technique différente . Ces méthodes de des-
cription d'un contour sont en général très grossières et
donnent lieu à une perte d'information considérable, mais
elles permettent la reconnaissance de contours avec parties
cachées et sans connaître a priori exactement l'échelle .

Inconvénients de l'approximation polygonale

- le choix des sommets du polygone présente une part
d'arbitraire ;

une perturbation minime de la courbe initiale peut se
traduire par une perturbation considérable de la représen-
tation polygonale ;
- les représentations polygonales de la même forme à
des échelles différentes peuvent être très différentes .

volume 7 - n' 6 - 1990



On peut formuler des critiques analogues pour [11], [12] .

Plus généralement, lorsqu'on passe d'une représentation
de type continu (courbure variant de façon continue le
long de la courbe) à une représentation discrète (par 2
types de segments pour [11] et par 5 pour [12]), il existe un
ou plusieurs seuils qui définissent la partition de la
représentation initiale pour donner la représentation dis-
crète finale. Une perturbation minime de la représentation
initiale peut entraîner le franchissement d'un de ces seuils,
donnant ainsi une erreur considérable . On a intérêt à
éviter les représentations discrètes (par un nombre res-
treint d'éléments) de courbes quelconques .

1.2 .2. Les moments

La représentation d'une forme par ses moments a l'avan-
tage de fournir une approche plus rigoureuse . L'intérêt
des moments, outre qu'ils décrivent une forme sans faire
intervenir de seuil, est de minimiser l'influence du bruit
puisque ils résultent du calcul d'une intégrale portant sur
toute la portion de contour considérée . En contrepartie,
ce type de représentation est difficilement utilisable pour
décrire et identifier des objets avec parties cachées [15] .

1 .2 .3. Les descripteurs de Fourier

Les descripteurs de Fourier fournissent une représentation
rigoureuse d'une forme, ils fournissent une grandeur
globale (minimisation du bruit) et de plus, leur avantage
sur les moments est de fournir une représentation à
différents niveaux de détails (basses fréquences : allure
grossière de la forme, détails plus fins pour les fréquences
les plus élevées) . Les descripteurs de Fourier ont d'abord
été utilisés pour l'étude de courbes closes [16] . Ce type de
représentation est mal adapté à l'identification de portions
de contours [17] .

1 .2 .4. Autres représentations

On peut citer ici des méthodes qui comme [14] décrivent
une forme par différentes grandeurs hétérogènes . On peut
citer [13] qui donne une description d'un contour à
différents niveaux de détail, en fournissant la position des
points d'inflexion le long du contour après convolution de
celui-ci avec différentes gaussiennes . Cette méthode a
l'avantage de fournir une description relativement précise
du contour (à condition qu'il possède des points
d'inflexion) et utilisable pour des objets vus à différentes
échelles. Elle a cependant l'inconvénient de fournir une
représentation complexe (bidimensionnelle) du contour .

On peut aussi décrire de façon précise une courbe par sa
courbure « normalisée » en fonction de son abscisse curvili-
gne « normalisée ». Cette représentation ne dépend pas de
l'échelle de la courbe .

1.3. CARACTÉRISATION GLOBALE ET LOCALE DE
LA FORME D'UNE COURBE

Les représentations de contour qui viennent d'être citées
sont toutes des représentations que l'on appellera « globa-
les » : Les invariants qui sont déterminés, le sont soit à
partir du contour total, soit à partir de fractions de
longueur non négligeable du contour. D'autre part, la
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représentation d'une partie de courbe, n'est en général pas
égale à la partie correspondante de la représentation de la
courbe entière .

Les représentations globales se prêtent mal à la reconnais-
sance de formes avec parties cachées car la modification
d'une partie du contour modifie la totalité, ou une partie
importante de sa représentaion . Si on veut identifier un
contour avec parties cachées, indépendamment de son
échelle, on va devoir utiliser comme dans [31] un décou-
page (supposé invariant par similitude) du contour à
reconnaître, et ensuite caractériser indépendamment cha-
que morceau de ce découpage. Le problème est résolu si
on trouve un découpage réellement invariant par simili-
tude, c'est là le problème essentiel de l'utilisation des
représentations globales .
On peut envisager de décrire un contour par son rayon de
courbure en fonction de l'abscisse curviligne . On n'a plus
avec cette grandeur locale la nécessité de définir un
découpage du contour mais cette description est peu
employée car elle présente la difficulté de calculer le rayon
de courbure, en outre, elle est complètement dépendante
de l'échelle du contour .

Les problèmes rencontrés conduisent souvent à une grande
part d'empirisme dans les représentations de contour
utilisées en reconnaissance de forme . Le travail présenté
ici veut apporter un caractère plus rigoureux à la représen-
tation de formes . Jusqu'à présent on ne possédait aucun
critère mathématique pour « mesurer » localement (c'est-
à-dire en un point) la forme d'une courbe . On va définir
une mesure «absolue » de la notion de forme, qui à
chaque point d'une courbe va associer deux valeurs
numériques qui permettent de caractériser sa forme en ce
point .

2. La caractéristique locale de forme

2.1. GÉNÉRALITÉS

Définissons les représentations d'une courbe plane qui
vont nous servir dans toute la suite

On se place dans un repère orthonormé . On peut définir
une courbe paramétriquement comme l'ensemble des
points d'abscisses x(t) et d'ordonnées y(t) pour t apparte-
nant à [a, b ]

I
x = x(t) t

dans [a, b ] .
y = y(t)

On s'intéressera à des arcs de courbe ayant en tous points
les propriétés suivantes

- Cet arc de courbe est dérivable jusqu'à l'ordre trois .
- Le vecteur dérivé premier est non nul . (Pas de point
stationnaire, et en particulier pas de point de rebrousse-
ment.)
- Le vecteur dérivé second n'est pas lié au vecteur dérivé
premier, sauf en des points isolés .

Ce sont là des conditions suffisantes pour définir abscisses
curvilignes, tangentes à la courbe et rayons de courbure .
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On considère que toutes les représentations paramétriques
(x(t), y(t)) dont il est question dans la suite vérifient ces
conditions .

Les relations s = s(t) et q = q (t) définissent une autre
représentation possible de la courbe . C'est celle-ci qui sera
principlament utilisée (fig . 1) .

. le

(t0)

s(t0) =0
s
z

S(t) /9 (L)

tangente è la courbe .

Figure 1 .

Relation entre les représentations

x = x(t)
y = y(t) et

s(t) =

	

(X 12
+Y r2 ) i /2 dt

avec to origine fixée arbitrairement

q (t) J'Y"'Y'x"f

	

x-
_	 dt avec~	Xt2 + y i2

2.2. LA CARACTÉRISTIQUE LOCALE DE FORME

2.2.1. Expression de la caractéristique locale de forme

L'idée de départ pour définir une caractéristique locale de
forme est de paramétrer une représentation de la courbe
par une quantité qui ne dépende ni de l'échelle de la
courbe, ni de l'ensemble de la courbe . On va définir pour
cela ce que l'on appellera l'abscisse angulaire le long de la
courbe

T(t) = J

	

dt
I dt

(si on compte positivement les abscisses angulaires dans le
sens des t croissants)
to

	

définit l'origine des abscisses angulaires .
T(t) est une fonction (si l'arc de courbe ne contient pas de

segment de droite), strictement croissante .

On peut dire aussi que T(t) est la longueur angulaire de la
courbe entre les points [x(t o ), y(to)] et [x(t), y(t)] .

s = s(t)

q = q (t)

x' dx
dt
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De cette définition on déduit aisément

d = d soit d _ ± 1

cette remarque nous sera utile par la suite . Pour une
courbe sans point d'inflexion, T est l'angle de la tangente à
la courbe (une origine ayant été définie par le choix de
to) .

Représentons le rayon de courbure le long de la courbe en
fonction de T (fig . 2)

rayon de courbure : r = ds .
q
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Figure 2.

Cette représentation définit la courbe initiale à une
isométrie près . En utilisant T, plutôt que l'abscisse curvili-
gne, pour paramétrer cette représentation de la courbe, on
évite l'étirement de la représentation le long de l'axe des
abscisses en fonction de l'échelle de la courbe initiale, et
en utilisant T, plutôt que l'abscisse curviligne normalisée,
on évite que la représentation d'une partie de la courbe
dépende de la totalité de celle-ci . Cependant cette repré-
sentation est toujours dépendante en amplitude de
l'échelle. Considérons maintenant la représentation don-
nant (dr/dl)/r en fonction de T . Lors de la transforma-
tion de la courbe initiale par une homothétie de rapport h,
dr/dT et r sont multipliés par la même valeur h, donc la
représentation donnant (dr/dT)/r en fonction de T est
invariante par homothétie .

Examinons le signe de (dr/dT)/r

(dr/dT)/r dépend du sens de parcours de la courbe . Pour
s'affranchir de cette dépendance, on peut considérer

f (T) = (dr/dT)/r
d

.

En effet lorsqu'on change de sens de parcours sur la
courbe, les signes de (dr/dl)/r et de dq/df changent
simultanément, donc le signe du produit ne dépend pas du
sens de parcours de la courbe . Le signe de f (T) ne dépend
que de la forme de la courbe et de l'orientation du plan
choisie pour compter les angles . On verra que f (T) et
dq/dT caractérisent la forme au point défini par T .



Remarque 1

Soit une courbe caractérisée par f(T) et dq/dT, sa courbe symétri-
que (par rapport à une droite) aura pour caractéristique - .f (t) et -
- dq /df .

Remarque 2

On peut aisément vérifier que f (T) s'écrit aussi

f(T) - d2s/d12 dqds/dT dT

2.2.2. Reconstruction d'une courbe à partir de f(T) et
dq/dT
Pour montrer que si f (T) et dq/dT existent, ils caractéri-
sent complètement la forme de la courbe, on va tenter
d'exprimer s(t) et q(t) en fonction de f (T) et dq/dT . On
exprimera également x(T) et y(T) en fonction de
f(T) et dq/dT

f(T) =
(dr/dF) dq
r(T) dT

.f (T) (dq /dT) -
dr(

fT

T

f(T)(dq/l) dT =
fT dr(d;

dl'
o

	

To
=1n ( j r(T)I)-ln (Ir(T o)I)

~ r(T) I = Ir(To)I exp
(J

f(T)(dq/dl)dT)
To

s(T) =
fT,

(ds/dl) dT
T,

d'où

d'autre part

9

Si on oriente la courbe dans le sens des T croissants, alors
ds/dI' 0 et on peut donc écrire

T
s(T)

= fT
1(ds/dT) dT

1 r(T) 1 dT
= I

T,

donc

s(T) =
f
T I r(To) I exp ( fT f (T) ~ dl' dT
fi

	

To

- le choix de T i détermine l'origine des abscisses curvili-
gnes ;
- le choix de r(T0) détermine la « taille » de la courbe .
D'autre part

q(T) =
f
T ~dl+q2
T 2

q2 étant l'angle de la tangente au point défini par T2 .
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Plus simplement, si To est prix comme origine des
abscisses curvilignes, si r(T o ) est le rayon de courbure en
To et si g o est l'angle de la tangente en T o , alors

s(T) = I r(To) I fT exp (f
T
f(T)

if
dT) dT

To

	

Tp

T

q(T)
= f

-dT+go-
fo

La forme de la courbe de représentation
: s - s(T) est
q=q(T)

donc complètement définie par la connaissance de f (T) et
de (dq/dT)(T) .
Exprimons maintenant x et y en fonction de f (T) et
dq /dT .

On a

x(T) =

y(T) =

x(s) = Js cos (q(s)) ds + xo
so

y(s) =

	

sin (q(s)) ds + yo
so

ou encore

f

T

T0

T

fT

p
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cos (q(T))
s

(T) dT + xo

sin (q(T))
s

(T) dT + yo

or

	

ds
(T) = I r(To) I exp

T
f (T) q d dT

fT,

donc :

(1)
x(T) = I r(To) I fT cos ( fT

dq + go )
To

	

To
T

x exp ( f (T) '!q dT ) dT + xo
fTo

y(T) = Ir(To)I fT sin ( f T d +q o )
Ta

	

To
T

xexp ( f f(T)

	

dT) dT+y o .
Tp

La grandeur f(t) est analogue au rayon de courbure .
Comme le rayon de courbure, cette quantité caractérise
localement la courbe, elle est invariante par translation,
rotation et changement de variable, mais de plus, elle est
invariante par homothétie .
On appellera [f(T), dq /dT ] la caractéristique locale de
forme au point défini par la longueur angulaire T. On
notera désormais f (T) : clf (T) . clf (T) s'exprime en
rd-1 .



2.2.3. Conditions d'existence, calcul de la clf

On vient de voir au paragraphe précédent qu'il est possible
de caractériser localement la forme d'une courbe par

(dr/dT) dq
et dq /dT .

r

	

dT

Voyons maintenant comment calculer pratiquement ces
valeurs pour un arc de courbe défini par

x - x(t) t
dans [a, b ] .

y = y(t)
On a :

clf (T) = dr/dT dq = 1 dr/dT
r if r dq /dT

en effectuant le changement de variable t = t(T) on
obtient, si t est une fonction strictement monotone de T

clf (t) _ 1 dr/dt
r dq/dt

on calculera donc clf (t) = 1 dr/dt
r(t) dq/dt

On note

	

x' = dt x

	

dtxz

Soit s l'abscisse curviligne, on a

ds = k ( (x') 2 + (Y,)2)1/2 dot avec k=+1 ou k = - 1 .

Soit q l'angle de la tangente à la courbe, avec l'axe des
abscisses, on a

(2)

tg (q) = y' /x' .

On en déduit

y " x ' y ' x"
dq / dt = x'2 + y' 2

3(x'x"+y'y")(x'y"-y'x")-

- (x '2 + y '2)
(
x ' y"' - y '.x toi)

cif (t) _	(x' y " - y ' x " ) 2

Remarques .

- On ne peut définir la caractéristique de forme d'une
droite ou d'un segment de droite (pour une droite ou un
segment de droite (x' y" - y' x") et (x' y"' - y' x"') sont
nuls en tout point) .

La clf d'un cercle est la constante 0 .

Lorsqu'on se rapproche d'un point d'inflexion
(x' y" - y' x ") tend vers 0, donc on peut dire que
clf (t) tend vers plus ou moins l'infini sauf si le vecteur
dérivé troisième est lié au vecteur dérivé premier
(x' "' y ' -y' x toi), auquel cas, il faudrait un examen plus
détaillé de la limite de clf (t) .
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2.3. REPRÉSENTATION D'UN ARC DE COURBE A
L'AIDE DE LA CLF

Principe .

On vient de voir que la forme d'une courbe paramétrique
définie par

x = x(t)
y = y(t)

est caractérisée par clf (T) et dq/dT .
On représentera donc un arc de courbe par ces deux
fonctions. On dispose alors d'une représentation de l'arc
de courbe qui ne dépend que de l'origine choisie pour T .
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Figure 3 .



Exemple 1

On considère l'ellipse définie par : xIY=
utilisant les relations (2) on calcule

clf (t) = 3 sin (2 t) (a 2 - b 2)

2 ab

dq/dt = ab
a2 sin 2 (t) + b 2 cos2 (t)

Pour exprimer clf en fonction de T on a calculé numérique-
ment l'intégrale

T(t) _

	

dq
so

	

dt (
dt (

et on a effectué le changement de variable .

Pour la figure 3 on a pris : a = 3 et b = 1 .

Exemple 2

Inversement, soit par exemple la caractéristique définie
par

clf (T) = a a constante réelle

d (T) = 1 pour tout T

cherchons une représentation correspondante x(t), y(t) .

On utilise les relations (1) pour retrouver x(t) et
y(t) à partir de cette caractéristique . Dans le cas présent,
en paramétrant par l'abscisse angulaire et en prenant

to= 0 qo= 0
xo=al +a2l

et yo	 1 1
+( a 2l

on a :

X = Jr(0)I ea`(a cos (t) + sin (t))
1 + a 2

y = r(0)1 ea`(- cos (t) + a sin (t)) .
1 + a 2

Pour la figure 4, on a pris : a = 0,2 et r(0) = 1,04 .
Dans ces conditions

l

x = e0' 2 `(0,2 cos (t) + sin (t))

y = e0' 2 e(- cos (t) + 0,2 sin (t)) .

2.4. INCONVÉNIENTS DE LA CLF

2.4.1. Segments de droites non représentables
On a vu que les segments de droites ne sont pas représenta-
bles par la méthode décrite ci-dessus . Voici une solution
relativement simple à ce problème .

On va procéder à un filtrage de type moyenne pondérée
sur les abscisses curvilignes s(T) ou sur ds/dT (T) . Ce
filtre portera sur une longueur angulaire constante .

Soit h (T) la fonction de filtrage, par exemple (fig. 6) .
Soit g(T) la fonction à filtrer .
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On notera la similitude de cette forme avec la section
d'une coquille d'escargot . Celui-ci semble avoir choisi
la forme la plus simple pour batir sa coquille !

1

0.2

/ 3

r
dT

1_1~
(:LF

T

La fonction filtrée est

gf(T)=J

	

h(t)xg(T+t)dt .
Tp

Considérons plus précisément le cas où on procède à un
filtrage sur la courbe donnant les abscisses curvilignes en
fonction de T. La courbe dont on veut caractériser la
forme est représentée sur la figure 5 .
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Figure 4.

s(T)

segment de droite sur
la forme représentée .
s(T) est une fonction
discontinue .

r- signe de dq/dt

L = longueur angulaire de la courbe
T

Figure 5 .



On peut montrer qu'en appliquant un filtre convenable à
s(T)

On pourra retrouver la courbe initiale s(T) à partir de
la courbe filtrée, aucune information ne sera perdue .
- La courbe filtrée sera dérivable jusqu'à l'ordre 2, avec
une dérivée d'ordre 2 continue .

On peut utiliser par exemple le filtre (fig . 6) défini par

h(T)=1+cos(aT) si a-1r<T<a+1r
=0

	

si t--a-7r ou Taa+7r .

Figure 6.

Pour pouvoir retrouver la courbe initiale à partir de la
courbe filtrée, on doit avoir : ('r/a)/L irrationnel .

Soit sf (T) la courbe obtenue par filtrage de s(T). La
courbe sf (T) étant dérivable jusqu'à l'ordre 2, on peut
calculer l'invariant

d2sf/dT 2
dsf/dT

On peut donc caractériser notre forme initiale par

d 2sf/dT2 dq dq
( dsf/dT dT ' dT )

au point défini par T .

En effet à partir de ce couple on peut retrouver

CI + c 2 sf(T) , dq /dI' c l , c 2 constantes arbitraires .

Et de là retrouver

CI + c 2 s(T) , dq /dT

c'est-à-dire retrouver la forme initiale à une similitude
près .
Par extension on pourra donc appeler caractéristique
locale de forme en un point d'une courbe comportant des
segments de droites le couple

( d 2sf/dT2 dq dq
ldsf/dT dT ' dT
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Cette caractéristique n'est cependant pas strictement locale
relativement au contour initial .

2 .4 .2 . Sensibilité au bruit

La clf, du fait qu'elle est une grandeur locale, est très
sensible à d'éventuelles perturbations de la forme à
caractériser : L'échelle n'intervenant pas, une perturbation
du contour, minime au point de vue dimension sera
représentée de la même façon que si son amplitude était
très importante .
La sensibilité aux perturbations est bien sur atténuée si on
utilise le filtrage mentionné ci-dessus pour remédier au
problème posé par la représentation des segments de
droite. On verra au chapitre 3, que ce filtrage est utilisé
dans ce but .

2.5 . CARACTÉRISTIQUE DE FORME « DISCRETE »

Supposons que l'on ait à définir la forme d'une figure
composée d'une suite de segments de droites, deux
segments adjacents formant entre eux un angle q égal à

± 90 (Îig . 7) .

Figure 7.

On peut décrire cette forme par la suite

(
e2

	 +et , sgn (qi)) (
e3

	 +
e2

sgn (q2)) x

x (e 4 +e3 ,sgn (q3) )

Les rapports
e2

	 +
e

	 i , . . . varient de - 1 à + 1 .

Si on change le sens de parcours de la courbe, seul le signe
change pour la quantité
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Supposons que l'on ne dispose pas d'une suite de segments
de droites faisant entre eux des angles ± q o , mais d'une
courbe quelconque comportant éventuellement des seg-
ments de droites . On peut approximer cette courbe par
une suite de segments de droites, l'angle entre deux
segments consécutifs étant q = ± q 0 . Cette approximation
tend vers la courbe quand q o tend vers 0 . Pour réaliser
cette approximation on peut réaliser un échantillonnage
de la courbe avec un pas constant sur l'angle de la tangente
à la courbe, et approximer la courbe par cette tangente .

Relation avec la caractéristique locale de forme définie
pour une courbe continue (avec dérivées continues jusqu'à
l'ordre 3). Soit dI' = q le pas d'échantillonnage, pour
dT suffisamment petit

Î2 _ fi ~
(T + dT)

-	 ~
(T)

(T + dT) + d (T)

La limite quand dI' tend vers 0 de ~ est égale à

2 / 21 ds/	dT soit
Z
clf (T) dq .

2.6. CONCLUSION

Le point de départ de la définition de cette caractéristique
locale de forme est l'utilisation de la notion d'abscisse
angulaire pour paramétrer la représentation d'une forme .
Cette caractéristique peut être un outil intéressant pour la
reconnaissance de forme . Mais elle peut éventuellement
être aussi un élément pour l'interprétation de la génèse de
formes naturelles (fig. 4), pour la synthèse d'image, ou
pour la compréhension de la vision par le cerveau (on peut
remarquer que l'un des premiers traitements du signal
visuel par le cerveau est un échantillonnage des formes
avec un pas angulaire constant analogue à celui décrit en
2.5) [4] .

On pourrait compléter cette étude en posant des conditions
moins restrictives sur les vecteurs dérivés de la représenta-
tion paramétrique de la forme . Il pourrait être intéressant
d'étendre cette notion à des courbes et à des surfaces dans
un espace de dimension 3 .

3. Application

3.1. GÉNÉRALITÉS

La mise en oeuvre pour la reconnaissance de forme de la clf
nécessite le calcul de cette clf le long d'un contour qui n'est
connu que de façon approchée par une suite de coordon-
nées. Ce calcul est effectué en appliquant la méthode
décrite en 2.5. On doit pour cela disposer d'une bonne
estimation des abscisses curvilignes et de la tangente à la
courbe. Cette estimation est rendue possible par la techni-
que de lissage décrite en 3 .3. En 3.4 on montre un exemple
de représentation d'un contour obtenue .
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Il ne sera pas question ici de la comparaison de représenta-
tions de contours pour la réalisation d'un programme de
reconnaissance de forme .

3.2. LISSAGE D'UNE COURBE DÉFINIE PAR DES POINTS
ISOLÉS
3.2 .1 . Problèmes généraux liés au lissage
L'opération de suivi de contour fournit une ou plusieurs suites de
points isolés qui déterminent une courbe en escalier (bruit de
quantification dû à la trame de la caméra) entaché en plus de divers
autres bruits.
Grossièrement diminuer le bruit c'est diminuer les hautes fréquences .
Pour pouvoir comparer des contours connus de façon approximative
on va s'efforcer de les lisser . Cette opération peut s'effectuer de
façon plus ou moins apte à conserver l'information utile . Ce lissage
va permettre d'estimer les tangentes et les abscisses curvilignes le
long du contour .
On connaît en général une majoration de l'erreur sur la position de
chaque point du contour. Pour conserver au mieux l'information
utile on doit lisser la courbe tout en la faisant passer à l'intérieur de la
marge d'erreur . La courbe lissée sera alors la moins dépendante
possible de conditions telles que la position ou l'échelle du contour à
lisser. On ne trouve pas dans la littérature de méthodes d'approxima-
tion qui permettent de réaliser un tel lissage . Citons maintenant les
principales méthodes d'approximations existantes .

3 .2.2 . Différentes méthodes d'approximation
On rencontre des méthodes pour ajuster diverses courbes (arcs de
cercle, segments de droite, paraboles . . .) sur un ensemble de points
[3], [7] . Ces méthodes utilisent le plus souvent la technique des
moindres carrés . On peut aussi approximer une courbe en effectuant
un lissage de type moyenne pondérée appliqué aux points dont on
dispose, ou en interpolant par des fonctions splines entre certains
points particuliers [8] .
Ces approximations de courbe ne font pas intervenir l'incertitude sur
la position de chaque point fourni par le suivi de contour, or cette
incertitude est en général connue. En n'en tenant pas compte, on
introduit une erreur que l'on aurait pu éviter .
On rencontre aussi des problèmes d'approximation sous la forme
d'évaluations de longueurs . Évaluer de façon optimum la longueur
d'une courbe en ne connaissant que sa forme digitalisée n'est pas un
problème simple . [5] fournit plusieurs solutions, dont la plus simple
(la méthode de Freeman) est la plus fréquemment rencontrée . Le
filtrage proposé par [6] permet aussi l'évaluation des abscisses
curvilignes . Les méthodes [5], [6] citées ci-dessus ne concernent
toutefois que des courbes digitalisées, sans autre perturbation que le
bruit de quantification.
La technique qui est proposée en 3 .3 permet de résoudre simplement
ces deux problèmes .

3 .3. LISSAGE A L'INTÉRIEUR D'UN GABARIT
3.3.1 . Généralités
On cherche une courbe qui soit localisée à l'intérieur du domaine
d'incertitude . On veut que cette courbe puisse caractériser au mieux
le contour initial, c'est-à-dire que cette courbe passant dans le
domaine d'incertitude soit aussi indépendante que possible de
l'échantillonnage particulier fourni .
L'originalité de la méthode proposée pour résoudre ce problème,
par rapport aux méthodes d'approximations existantes, est que l'on
ne va pas s'intéresser à ajuster de façon plus ou moins étroite une
courbe continue sur un ensemble de points, mais que l'on applique
directement un filtrage à l'ensemble des points dont on dispose, ce
filtrage fait varier la position de ces points dans la limite autorisée, ce
qui donne un échantillonnage de la courbe filtrée, à partir duquel on
pourra effectuer une interpolation si on désire disposer d'une forme
analytique de la courbe et non pas seulement d'un échantillonnage .
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3 .3.2 . Lissage sans rééchantillonnage
Soit X[i] et Y[i] pour i = 0, . . . . n - 1 les suites qui définissent les
abscisses et les ordonnées de l'arc de courbe à lisser .
Soit x[i] et y[ i ] pour i = 0, . . . . n - 1 les suites qui définissent les
abscisses et les ordonnées de la courbe lissée .
En première approximation, minimiser les courbures revient à
calculer les sx[i] et sy[i] qui minimisent la somme S
On pose

x[i] = X[i] +sx[i]

	

y[i] = Y[i] +sy[i]

ns=1~ (x[i-1]+x[i+1]-2x[i])2+
4 .

	

~

+ (y[i - 1] +y[i + 1] - 2y[i]) 2

S représente la somme des carrés des distances entre un point
quelconque et le barycentre de ses points adjacents .
Pour calculer les sx[i] et sy[i], on écrit que les dérivées de S par
rapport aux sx[i ] et sy[i ] sont nulles :

X[0]-4X[1]+6X[2]-4X[3] +X [4]
X[1]-4X[2]+6X[3]-4X[4]+X [5]

X[i-2]-4X[i-1]+6X[i] - 4 X[i + 1] + X[i + 2]

X[n-5]-4X[n-4] +6X[n-3]-4X[n-2]+X[n-1]
X[n-4]-4X[n-3] +5X[n-2]-2X[n-1]
X[n-3]-2X[n-2]+X[n-1] .

orrespondances
~.~ La caractéristique locale de forme

Traitement du Signal
539

En dérivant par rapport aux sy[i] on obtient le système analogue
pour les sy[i] .
Pour une courbe fermée au lieu d'une courbe ouverte, on obtiendrait
des systèmes d'équations voisins .
On remarque que la minimisation de la somme S se traduit par des
conditions sur les ordonnées indépendantes de celles sur les abscisses .
Si on résoud ces systèmes par la méthode itérative de Gauss-Seidel
[2], les suites sx[i ] sy [i ] convergent vers une solution telle qu'une
courbe ouverte se transforme en une droite et une courbe fermée en
un cercle . Pour lisser la courbe à l'intérieur d'un gabarit comme on
s'est proposé de le faire, on utilise la convergence de la courbe
définie par les x[i] et y[i] vers une courbe « lisse », en imposant en
outre des conditions qui contraignent la courbe à rester à l'intérieur
du gabarit . On ne sait pas dire a priori si la méthode de Gauss-Seidel
converge, on peut cependant affirmer que si elle converge, c'est vers
la solution du système . En pratique on a constaté au cours de cette
étude de filtrage qu'il y avait toujours convergence dans les cas
abordés . On a toujours pris comme vecteur initial de la méthode de
Gauss-Seidel le vecteur nul .
Pour déterminer les x[i] dans le cas d'une courbe fermée l'algorithme
proposé est le suivant

pour i=0 à n-1

v[i]= X[i-2]-4X[i-1]+6X[i]-4X[i+1]+X[i+2]

pour k=0 à ko-1

pour i=0 à n-1

so= sx[i-2]-4sx[i-1]-4sx[i+1]+sx[i+2]

d= (v[i]-so)/6

	 a	
abs(d) < ec

	

?

sx[i]= d

oui

	

inon
4	 4

sx[i]= sgn(d) ec

l
pour i=0 à n-1

x[i]= X[i] +sx[i]

- ko est le nombre d'itérations souhaitées .
- ec est l'incertitude sur la valeur de x[i] . On a supposé ici ec
indépendant de i, ce qui est le cas le plus commun, mais rien ne
s'oppose à ce que l'on prenne ec = ec[i] .
Tous les indices sont à prendre modulo n dans cet organigramme .
On a entouré de pointillés les conditions qui contraignent la courbe à
rester à l'intérieur du gabarit .
Sur la figure 8 on a représenté les points fournis par un suivi de
contour (points fins) et les points résultant du lissage décrit ci-dessus .
On a pris ici ec = 0,5 pixel et ko = 100 itérations .

'
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dS =0 soit

	

x[0]-2x[l]+x[2]=0
dsx [0]

= 0 soit

= 0 soit x[0]

- 2x[0] + 5 x[l] - 4x[2] + x[3] = 0

- 4x[1] + 6x[2] - 4x[3] + x[4] = 0

dsx[1]
ds

dsx[2]

dS -] 0

	

soit

	

x[i-2]-4x[i-1]+6x[i]-
dsx [ i

4 x[i + 1 ] + x[l + 2] = 0

dS

finalement

0 soit x[n-3]-2x[n-2]+x[n-1]=0 .

le système d'équations linéaires :

V I = V2

dsx[n-1]

On obtient

avec
1 -2

	

1 sx[0]
-2 5 -4

	

1 sx[1]
1 -4

	

6 -4

	

1 sx [21
1 -4

	

6 -4

	

1 sx[3]

V, _ 1 -4

	

6 -4

	

1 sx[i ]

1 -4

	

6 -4

	

1 sx[n-3]
1 -4

	

5 -2 sx[n - 2]
1 -2

	

1 sx[n-1]

et :

V2 =
X[0]-2X[1]+X[2]
-2X[0]+5X[1]-4X[2] +X [3]



s

	

s

0

points d'inflexion

e

•
. •

pixels fournis par le suivi de contour

Figure 8.

Cette méthode de lissage présente deux inconvénients
- La courbe lissée que l'on vient d'obtenir présente en général dans
les zones de fortes courbures un pas angulaire d'échantillonnage
relativement important, ce qui ne permet pas une évaluation précise
de la tangente à la courbe et des abscisses curvilignes .
- Elle peut générer dans certaines conditions des points d'inflexion
qui n'ont pas de raison d'être .

3.3 .3. Lissage avec rééchantillonnage
La méthode décrite ci-dessus revient grossièrement à minimiser

I =

	

c(s) 2 dsssû
intégrale curviligne du carré de la courbure . Minimiser cette
expression revient à minimiser prioritairement les fortes courbures .
Plus généralement supposons que l'on dispose d'une méthode qui
permettre de minimiser l'expression

I = J

	

I~c(s)~'ds .
sp

Si r 1

	

on minimise prioritairement les fortes courbures .
Si 0 . r 1 on minimise prioritairement les faibles courbures .

On aboutit donc à une décomposition de la courbe en
segments de droites .

Si r= 1

Cette intégrale ne fait intervenir que les valeurs absolues des
variations d'angle entre le début et la fin de l'arc de courbe et non la
répartition de ces variations d'angle le long de la courbe . La
minimisation de cette intégrale permettra donc de faire disparaître
des points d'inflexion inutiles le long de la courbe, mais n'imposera
donc pas de répartition particulière des courbures le long de la
courbe . Cela conduit à penser qu'il serait intéressant de pouvoir
minimiser I avec r voisin de 1 . En fait on ne sait pas le faire, mais on
peut tenter de s'en approcher en minimisant dans un premier temps
les fortes courbures et dans un second temps les faibles courbures .
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Echantillonnage d'un arc de courbe avec un pas constant
sur les abcisses curvilignes .

On a représenté les e[i] à minimiser en traits gras .
Les e[i] sont grands dans les zones de forte courbure .
Si on minimise re[i]2 , on minimisera donc plus for-
tement les courbures importantes .

Echantillonnage d'un arc de courbe avec un pas angu-
laire constant .

On a représenté les e[i] à minimiser en traits gras .
Les e[i) sont grands dans les zones de faible courbure,
et dans les zones ou la variation de courbure est
importante . Si on minimise 7-e[i]2 , on minimisera donc
plus fortement les faibles courbures et les fortes
variations de courbure .
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Figure 9 .

En se reportant à la figure 9 on se rend compte aisément que la
minimisation de Y-e 2 pour un échantillonnage avec pas constant sur
les abscisses curvilignes va réduire prioritairement les fortes courbu-
res, alors que la minimisation de let pour un échantillonnage avec
pas constant sur les longueurs angulaires va réduire prioritairement
les faibles courbures .
Pratiquement, on effectuera un premier filtrage sans rééchantillon-
nage, à partir du résultat obtenu, on évaluera les courbures le long
de la courbe . On effectuera un rééchantillonnage en conservant les
points résultant du premier filtrage auquel on ajoutera de nouveaux
points obtenus par interpolation linéaire à partir des précédents, et
en nombre tel que la densité de points par unité de valeur de
courbure ne soit jamais inférieure à une certaine valeur fixée . En
opérant ainsi on n'a pas rigoureusement un échantillonnage avec un
pas angulaire constant : en particulier les zones de faible courbure
sont suréchantillonnées puisque on ne supprime pas les points de
l'échantillonnage initial. Le fait de ne pas supprimer les points de
l'échantillonnage initial permet d'appliquer les contraintes concer-
nant le domaine du plan autorisé à la courbe . Les points supplémen-
taires introduits lors du rééchantillonnage ne sont pas soumis à des
contraintes particulières en ce qui concerne leur position, lors du
second filtrage .
La figure 10 présente le résultat de l'application du lissage décrit ci-
dessus à la même suite de points que celle de la figure 8 . Les points
épais sont ceux résultant du lissage .
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Figure 10 .

Figure 11 .

Figure 13 .

Figure 15.
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On peut constater sur la figure 10 que la méthode de « filtrage à
l'intérieur d'un gabarit » fournit une estimation très vraisemblable de
l'abscisse curviligne et de la tangente .

3.4. RÉSULTATS OBTENUS

On montre ici, sur un exemple, la possibilité d'utiliser la
clf pour représenter la forme d'une courbe bruité, dont on
ne connaît qu'un échantillonnage . Cet exemple concerne
une courbe fermée, mais on aurait tout aussi bien pu
utiliser une courbe ouverte .

On a défini par programme l'image binaire d'un objet
plan. Un suivi de contour est appliqué à l'image de cet
objet, vu sous deux positions et échelles différentes . Les
suites de coordonnées fournies par le suivi de contour sont
lissées par la méthode décrite en 3 .3 .3 . On a appliqué
successivement un filtrage sans rééchantillonnage avec
100 itérations et un filtrage avec rééchantillonnage avec
50 itérations .

Les figures 11 et 12 donnent l'allure des contours lissés .

Figure 12 .

Figure 14.

•

	

• •

•

	

o

Pour le contour 1 le suivi de contour fournissait 221 pixels .
Pour le contour 2 le suivi de contour fournissait 185 pixels .

Les courbes discontinues des figures 13 et 14 représentent
la distance entre deux points successifs des contours filtrés,
en fonction de la longueur angulaire le long des contours .
En appliquant sur ces courbes le lissage de type moyenne
pondérée décrit en 2.4 .1 avec un filtre de longueur
angulaire Tr/2 on a obtenu un échantillonnage sur
200 points de ds/dt lissée . Cet échantillonnage a été
représenté sur les figures 13 et 14 par une courbe continue .
Ce lissage est destiné ici à fournir une fonction « dériva-
ble » .



La figure 15 représente les caractéristiques de forme
calculées pour les contours 1 et 2 . Elles sont déduites des
courbes lissées des figures 13 et 14 .
Les deux représentations de la figure 15 qui sont calculées
à partir de contours bruité (bruit de quantification) sont
très voisines, elles mettent en valeur les possibilités
d'utilisation de cette notion de caractéristique de forme .
Cependant, malgré les différents lissages effectués,
l'influence du bruit est loin d'être négligeable .
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