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1 Einleitung

1.1 Allgemeines

Die Methode der finiten Elemente (FEM, englisch: Finite Element Method) ist ein nummeri-
sches Berechnungsverfahren, das in weiten Bereichen der Strukturmechanik und der mathe-
matischen Physik und Chemie zum Einsatz kommt (Abb. 1-1).
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Abb. 1-1 Einsatzgebiete der FEM

Die Grundgleichungen zur Beschreibung strukturmechanischer Probleme wie Deformationen,
Spannungen, Geschwindigkeiten, Druck, Temperaturen usw., sind gewdhnliche oder partielle
Differenzialgleichungen (DGLn) bzw. Differenzialgleichungssysteme. Die Losungen dieser
DGLn haben dabei gewissen Randbedingungen (RB) zu genigen. So wird bekanntlich die
Durchbiegung w(x) eines elastischen Balkens mit der Querlast q(x), der Balkenlange [ ] und
der Biegesteifigkeit Elyy = konst. durch die gewohnliche DGL 4. Ordnung
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El,w" (x) =q(x) (0<x <) Gl. 1-1

beschrieben (Abb. 1-2).

Abb. 1-2 Balken unter Querbelastung

Fur den Fall des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens unter Querlast g(x) muss die Lésung
w(x) den Randbedingungen

w(0) = w"(0) = w(f) =w"(¢) =0 Gl. 1-2

geniigen. Obwohl fir viele Problemstellungen der technischen Mechanik das Randwertprob-
lem (RWP) in Form von DGLn bzw. Differenzialgleichungssystemen formuliert werden
kann, ist nicht immer eine analytische Losung auffindbar. In diesen Fallen muss auf Nahe-
rungslosungen zurtickgegriffen werden, zu denen auch die FEM gehort.

Das Ziel der Naherungsverfahren ist die Transformation der nicht direkt I6sbaren Grundglei-
chungen in mathematisch einfacher zu handhabende Strukturen. Bei der VVorgehensweise nach
der FEM werden DGLn in algebraische Gleichungssysteme ubergefiihrt. Den FEM-Program-
men wird dabei aber nicht nur die Lésung der linearen oder auch nichtlinearen Gleichungs-
systeme Uberlassen, vielmehr wird versucht, das komplette Verfahren zu automatisieren.
Dieses automatisierte Abarbeiten von zum Teil sehr komplexen Problemen verfiihrt dazu, die
mit einer "black box" erzielten Ergebnisse kritiklos hinzunehmen. Das kann jedoch schwer-
wiegende Folgen haben, wenn fehlerhafte Rechenergebnisse vom Berechnungsingenieur zu
spat oder Uberhaupt nicht erkannt werden.

Fur den Anwender von FEM-Software ist es deshalb zwingend erforderlich, die strukturme-
chanischen Hintergriinde der Methode zu kennen, damit eine sinnvolle Modellbildung und
Ergebnisinterpretation moglich wird.
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In jedem Fall empfiehlt sich zur Kontrolle der Berechnungsergebnisse eine Uberschlagsrech-
nung mit vereinfachten Ansétzen.

1.2 Entstehungsgeschichte der FEM

Den Ausgangspunkt der geschichtlichen Entwicklung der modernen Strukturmechanik bildet
die im letzten Jahrhundert entwickelte Theorie der Stab- u. Rahmentragwerke, die sehr eng
mit den Namen Maxwelll, Betti2, Castigliano3 und Mohr4 verbunden ist.

Bis zum Beginn des 20. Jahrhunderts konzentrierten sich die Entwicklungen in der Struktur-
berechnung auf das KraftgroRenverfahren, bei dem als Unbekannte nur KraftgroRen (Krafte
und Momente) in der Berechnung erscheinen.

Im Jahre 1926 veroffentlichte Ostenfeld /1/ ein Lehrbuch zum VerschiebungsgréRenverfah-
ren, das auch unter der Bezeichnung Deformationsmethode bekannt ist. Als Unbekannte
treten bei diesem Verfahren nur VerschiebungsgréRen auf, also Knotenverschiebungen und
Knotenverdrehungen.

Auch bei der FEM sind die Unbekannten die Verformungsgrofien, womit die Deformations-
methode, wie sie fur Stdbe und Balken entwickelt wurde, als Vorlaufer der FEM angesehen
werden kann. Da bis in die 1950er Jahre hinein fur beide Verfahren die Rechnungen manuell
durchgefiihrt werden mussten, konnten nur Systeme mit einer geringen Anzahl von Unbe-
kannten geldst werden.

Bereits im zweiten Weltkrieg begannen einige Forscher, insbesondere in Grof3britannien und
den USA, die KraftgroRenmethode zur effektiven Umsetzung in einen Computercode in Mat-
rizenschreibweise aufzubereiten. Die Anwendungsgebiete lagen hauptsachlich im militéri-
schen Bereich (Luft- u. Raumfahrt). Als Pionier auf dem Gebiet der FEM kann Zienkiewicz
in England angesehen werden. Das Lehrbuch /8/ vermittelt einen sehr guten Uberblick tber
die FE-Methode.

Ein Forschungsschwerpunkt auf diesem Gebiet bildete sich in Deutschland mit Beginn der
1960er Jahre unter Argyris in Stuttgart am Institut fur Statik und Dynamik der Luft- und
Raumfahrtkonstruktionen.

LjamesClerk Maxwell, brit. Physiker, 1831-1879

2Enrico Betti, italien. Mathematiker, 1823-1892

3carlo Alberto Castigliano, italien. Eisenbahningenieur, 1847-1884
4Christian Otto Mohr, deutscher Statiker u. Bauingenieur, 1835-1918
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Abb. 1-3 Einfach statisch unbestimmtes System, mdégliche statisch bestimmte Grundsysteme

Parallel zur KraftgroRenmethode liefen erste Versuche, auch das Verschiebungsgrofienverfah-
ren fur den Computer aufzuarbeiten. Die Vorarbeiten zur KraftgroRenmethode hatten ndmlich
gezeigt, dass die automatische Festlegung der statisch Unbestimmten durch den Computer zu
groRen Schwierigkeiten fuhrte. Es zeigte sich dann auch bald, dass die KraftgroRenmethode
fir die automatische Abarbeitung im Rechner ungeeignet ist (Abb. 1-3).

Mit der parallel ablaufenden rasanten Entwicklung der Digitalrechner war die Entscheidung
fur die Verschiebungsmethode gefallen, denn bei diesem Verfahren gibt es keine Schwierig-
keiten bei der Auswahl eines kinematisch bestimmten Grundsystems.

Etwa Mitte der 1960er Jahre wurden dann die Zusammenhénge zwischen den anschaulichen
Mitteln der Stabstatik hin zu den Variationsprinzipien der Statik, dem Prinzip der virtuel-
len Krafte (P.d.v.K.) und dem Prinzip der virtuellen Verrickungen (P.d.v.V.), geknupft.
Die Aufdeckung dieser Zusammenhénge lieferte der FEM die mathematischen Fundamente,
worauf dann Mitte der 1980er Jahre diese Methode verstarkt von Mathematikern im Hinblick
auf Konvergenz und Genauigkeit untersucht wurde.

Grundlegende Arbeiten zur Lésung kontinuumsmechanischer Aufgaben auf Basis der Varia-
tionsrechnung lieferte Ritz bereits im Jahre 1907 und Courant im Jahre 1943.

Auf Courant geht auch der Vorschlag zuriick, die Ritzschen Anséatze lokal anzuwenden, also
auf einen Teil des gesamten Ldsungsgebietes, und das ist genau die Idee der FEM.

Im Laufe der weiteren FEM- Entwicklungen wurden die klassischen Energieprinzipe der Me-

chanik erweitert. Verallgemeinerte Prinzipe wurden z.B. von Reil3ner, Prager und Washizu
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angegeben. Eine historische Zusammenfassung zur Entwicklungsgeschichte der FEM findet
der interessierte Leser in /5/.

Das umfassende Verstandnis fur die FEM erfordert Kenntnisse der Variationsrechnung und
der Kontinuumsmechanik. Fir ein vertiefendes Studium der FEM werden deshalb die Litera-

turstellen /6-10/ empfohlen.

1.3 Zugang zur FEM

Der Grundgedanke der FEM besteht darin, das zu untersuchende Gebiet, z. B. die Rahmen-
konstruktion nach Abb. 1-4, in eine groRere Anzahl einfacher Teilgebiete, die finiten Elemen-
te, zu zerlegen Dieser ProzeR wird in der FEM Diskretisierung! oder auch Elementierung
(vom Ganzen zum Teil) genannt. Bei einigen Aufgabenstellungen ist die Aufteilung in finite
Elemente bereits vorgegeben, etwa bei Fachwerken oder auch bei Rahmenkonstruktionen, bei

denen die einzelnen Stabe oder Rahmenteile die Elemente bilden.

Finites Balken-Element:

T VL /L

Abb. 1-4 Finites Balken-Element eines Rahmentragwerks

Die Anzahl der dabei gewéhlten Elemente ist grundsatzlich beliebig, allerdings ist zu beach-
ten, dass der Rechenaufwand mit zunehmend feiner werdender Elementierung tberproportio-
nal steigt.

Im Falle zweidimensionaler Gebiete, etwa bei Scheiben und Platten, wird das Grundgebiet in
Dreiecke, Rechtecke oder allgemeine Vierecke eingeteilt. Auch bei geradlinig begrenzten

1 von mlat. discretus >abgesonderts, zu lat. dicernere >absondernc, sunterscheiden.
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Elementen kann bei hinreichend feiner Elementierung das Grundgebiet ausreichend angené-
hert werden. Krummlinig berandete Elemente gestatten eine hohere Giite der Approximation.
Gerade in dieser flexiblen Anpassung des Grundgebietes durch unterschiedliche Elementfor-
men liegt ein groRer Vorteil der FE-Methode gegeniiber anderen N&herungsverfahren, etwa
dem Finite-Differenzen-Verfahren.

Bei raumlichen Problemen erfolgt die Diskretisierung des Raumes durch Tetraederelemente,
Quaderelemente oder auch krummflachig begrenzte Elemente.

Innerhalb des Elementgebietes wird dann fur die gesuchte Funktion ein problemgerechter
Naherungsansatz gewahlt. Fur Stabe und Balken eignen sich besonders Polynome. Die Hohe
des Polynomgrades entscheidet ber die Giite der Approximation der gesuchten Funktion. Bei
zweidimensionalen Problemen kommen lineare, quadratische oder auch hohergradige Poly-
nome zum Einsatz. Die Art des Ansatzes wird dabei im Wesentlichen durch zwei Faktoren
bestimmt, einerseits durch die Form des Elementes und andererseits durch die physikalische
Fragestellung.

Die gewahlten Ansatzfunktionen mussen gewisse Stetigkeitsforderungen erfillen, die sich aus
dem physikalischen Problem ergeben. Stetigkeit der gesuchten Zustandsgrofie innerhalb des
Elementgebietes ist in der Regel durch die Ansatzfunktion sichergestellt. Problematischer ist
die Forderung nach Stetigkeit an den Elementiibergédngen. Bei einem einfachen Dehnstab,
dessen gesuchte Funktion die Stabachsverschiebung ist, reduziert sich die Forderung auf Ste-
tigkeit in der Verschiebung an den Elementiibergangen. Diese Stetigkeit wird C°-Stetigkeit
genannt. Bei Balkenelementen wird fur die Durchbiegung w eine héhere Stetigkeit gefordert.
Neben der Stetigkeit in w, muss, um Knicke in der Biegelinie zu vermeiden, beim Ubergang
von einem Element zum anderen zusétzlich Stetigkeit in w' gefordert werden (C*-Stetigkeit).
Bei zweidimensionalen Problemen ist mindestens Stetigkeit der Ansatzfunktionen langs ge-
meinsamer Elementkanten zu fordern. Elemente, deren Ansatzfunktionen die geforderten Ste-
tigkeiten erflllen, heiBen konform?,

Um die Stetigkeitsforderungen an den Elementgrenzen zu erflllen, missen die Ansatzfunkti-
onen, bzw. auch deren Ableitungen, an bestimmten Stellen des Elementes, den Knoten, aus-
gedrickt werden. Die Funktionswerte (VVerschiebungen, Verdrehungen) der Naherungsansatze
an diesen diskreten Stellen werden Knotenvariable oder auch Knotenfreiwerte genannt. Mit
den Knotenvariablen als Koeffizienten erscheinen dann die Ansatzfunktionen als Interpolati-

onsfunktionenz, die in der FE-Methode auch Formfunktionen genannt werden.

1 spatl. >gleichférmige, >ahnlich¢
2 Jat. sUmgestaltungg, >Veranderunge
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In der analytischen Mechanik wird gezeigt, dass sich die Knotenverschiebungen als Folge der
aulleren Belastungen und der vorgeschriebenen Randwerte nicht beliebig einstellen. Vielmehr
besagt der Satz vom Extremum des elastischen Potentials?, dass von allen denkbaren Ver-
schiebungszustdnden Derjenige der wirklich eintretende ist, fiir den die Energiegréfie IT, die
auch elastisches Potential genannt wird, einen stationdren Wert annimmt. Die Anwendung
dieses Prinzips gestattet uns unter Verwendung von N&herungsansétzen fur die Zustandsgro-
Ren die direkte Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren.

Nach der Zerlegung des Grundgebietes in finite Elemente erfolgt dann wieder der Zusam-
menbau samtlicher Elemente zum Gesamttragwerk (vom Teil zum Ganzen). Ein wichtiger
Schritt in der FE-Methode ist der Ubergang von lokalen zu globalen Koordinaten und damit
von den lokalen Knotenvariablen zu globalen Systemfreiheitsgraden. Dieser Ubergang erfolgt
durch problemabhéngige Transformationsgleichungen. An den Systemknoten werden die an-
grenzenden lokalen Knotenvariablen den globalen Systemfreiheitsgraden gleichgesetzt, wo-
mit der Zusammenhang (geometrische Kompatibilitat) einer allgemeinen Struktur einge-
schrénkt an den Knoten realisiert ist. Auch an dieser Stelle auf3ert sich der N&herungscharak-
ter der FE- Ldsung, denn nur die analytische Losung bertcksichtigt das lokale Gleichgewicht
und die Kompatibilitat der Verformungen.

Nach dem Zusammenbau aller Elemente liegt oft ein sehr grof3es Gleichungssystem vor, des-
sen Losung die globalen Knotenfreiwerte (Verschiebungen, Verdrehungen) liefert, aus denen
durch Rickrechnung die Elementkraftgrofien (Spannungen) ermittelt werden. Es ist selbstver-
standlich, dass dieses Verfahren, bei dem sehr groRe Datenmengen anfallen, tbersichtliche
und effektive Algorithmen verlangt. Die Formulierung erfolgt konsequenterweise in Matri-
zenschreibweise. Von entscheidender Bedeutung fiir die Gite eines FE-Programms sind die
implementierten Gleichungsléser. In kommerziellen Programmsystemen kommen zur Lésung
der linearen Gleichungssysteme direkte Verfahren2 zum Einsatz, zu denen die klassischen
Eliminationsverfahren nach GauR und Cholesky gehdren. Bei sehr groRen Gleichungssyste-
men werden aus Griinden der Rechenzeitersparnis iterative Losungsverfahren (Jakobi- oder
GauR-Seidel-Verfahren, Verfahren der konjugierten Gradienten, Mehrgitterverfahren) ver-
wandt, die die gesuchte Losung als Grenzwert einer Folge von Néherungen ermittelt. Bei den
iterativen Verfahren ist im Gegensatz zu den direkten Verfahren die permanente Speicherung
der Systemmatrix i.a. nicht erforderlich, was es ermdglicht, sehr groRe Gleichungssysteme

mit minimalem Speicherbedarf zu I6sen. Die Abspeicherungs- und Ldésungsalgorithmen be-

1 falls ein solches tiberhaupt existiert
2 die deshalb so bezeichnet werden, weil im Laufe des Rechenprozesses direkt auf Elemente der Systemmatrix
und des Belastungsvektors zugegriffen werden muss
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ricksichtigen dabei die bei der FE-Methode anfallende spezielle Form der Systemmatrizen,
die eine ausgepragte Band- bzw. Hullenstruktur aufweisen.

Die enormen Entwicklungen auf den Gebieten der Rechnerhardware, der Bereitstellung leis-
tungsfahiger Algorithmen auf den Gebieten der Losung groRer linearer und nichtlinearer
Gleichungssysteme sowie der Datenvorbereitung und der Ergebnisdarstellung, haben der FE-
Methode in den letzten Jahrzehnten zum Durchbruch verholfen.

Zur Darstellung der wesentlichen Zusammenhange wird zur Einflihrung ein ebenes Fachwerk
betrachtet. Fraglos laRt sich dieses Beispiel auf herkdmmliche (manuelle) Art schneller be-
rechnen, allerdings erlaubt der hier vorgestellte Losungsweg die Darstellung der speziellen
Vorgehensweise der FEM. Die Auswahl eines einfachen Beispiels hat zusatzlich den Vorteil,
dass die Ergebnisse mit geringem Aufwand durch Handrechnung kontrolliert werden kdnnen,

und die einzelnen Rechenschritte eine ingenieurmalige Interpretation ermoglichen.
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Fiir das in Abb. 2-1 abgebildete (statisch bestimmte) Fachwerk sind die Stabkréifte und die

Knotenverschiebungen unter den angegebenen dufleren Kriften gesucht.

lSkN
4kN
/ T
Y
4,68 m
EA l

(7

w * 7
<«<— 540m —> 5,40 m —»‘

Abb. 2-1 Ebenes Fachwerk, System und Belastung

Ein finites Fachwerk-Element besteht aus einem Stab mit konstanten Querschnittswerten. Der
Stab kann voraussetzungsgemall nur Normalkrifte (Zug oder Druck) iibertragen. Das setzt
voraus, dass duflere Krifte nur iiber die Gelenke eingetragen werden diirfen. Eine Belastung
des Stabes durch Schiittkréfte langs der Stabachse, die mit der Fachwerktheorie im Einklang
stehen, betrachten wir an dieser Stelle nicht.

Das dargestellte Fachwerk besitzt n = 5 Knoten und m = 7 Elemente. Ein Fachwerkstab ent-
spricht bei unserem einfachen Beispiel einem finiten Element. Zur geometrischen Beschrei-
bung des Systems werden problemgerechte kartesische Koordinaten (X,y) eingefiihrt, deren
Ursprung sinnvoll gewéhlt wird. Um Knoten und Elemente voneinander unterscheiden zu

konnen, werden die Knotennummern in Kreise und die Elementnummern in Quadrate ge-
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schrieben. Die Reihenfolge der Knoten- und Elementnummerierung kann dabei weitestge-
hend beliebig vorgenommen werden!.
Der Pfeil am Elementsymbol soll die Orientierung des Elementes mit Anfangs- und Endpunkt

anzeigen.

Abb. 2-2 Fachwerk mit n =5 Knoten und m = 7 Elementen

Jedes FE-Modell enthilt eine Knotendatei (Tabelle 2-1) und eine Elementdatei? (Tabelle
2-2). In der Knotendatei werden jedem Knoten die globalen Koordinaten in einer einheitli-

chen Lingeneinheit (LE)? zugeordnet.

Knotennummer x—Koordinate [cm] y-Koordinate [cm]
1 0 0
2 540 0
3 1080 0
4 270 468
5 810 468
Tabelle 2-1 Knotendatei
Elementnummer Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3
3 4 5
4 1 4
5 2 5
6 2 4
7 3 5

Tabelle 2-2 Elementdatei

I Die Auswirkung einer beliebigen Knotennummerierung auf die Bandbreite (und damit auf den Speicherbedarf
und die Rechenzeit) des resultierenden Gleichungssystems werden wir spiter behandeln.

2 die auch Koinzidenztabelle genannt wird
3LE: Liangeneinheit, z.B. mm, cm, m usw.
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Die Orientierung eines Elementes mit Anfangs- und Endknoten und die Verkniipfung der

Elemente untereinander entnehmen wir der Elementdatei. Weitere Eingabedaten sind:

a) Stabquerschnittswerte und Materialeigenschaften
A: Querschnittsfliche  (hier: A = 10,8 cm?)

E: Elastizitdtsmodul (hier: E = 21000 kN/cm?)
b) Angaben iiber die dulleren eingeprigten Knotenlasten

P, = 4kN
P,, = 5kN

¢) Geometrische Randbedingungen
Vi, =V, =Vv;, =0 cm

X y

Auf Basis der Knotendatei konnen noch die Stabldngen und die Winkellagen der Elemente

berechnet werden.

2 2
19 = 67 =X (6 =y

Gl. 2-1
© _ e
sing®© = i i © _ % i

2.1 Das Elastizitatsgesetz fur einen geraden Stab

X(e)

(e)
y © y ij
F. (e)
iX U(F) ujy
X @ (e)
E
(e)
uj
(e)
E!
(e)
uiy
(e)
Fix
@1—» (e)
uix
X X,

Abb. 2-3 Positivbild fur die Verschiebungen und Schnittkréafte

Zur Herleitung der allgemeinen Gleichungen auf Stabebene ist ein globales Koordinatensys-

©

tem ungeeignet. Wir fiihren deshalb eine lokale Koordinate X"’ mit Ursprung im Staban-
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fangspunkt i derart ein, dass die X®-Achse mit der Stabachse des betrachteten Stabes zu-
sammenfallt (Abb. 2-3). Die Elementknotenverschiebungen in lokalen Koordinaten werden

im Vektor
(e)
ueo | Gl. 2-2
(e) . 2-
U

und die Stabendkrafte im Vektor
(©)
Fo=| Gl. 2-3
Fj()e() .

zusammengefasst. Die Kraft- und Verformungsgrofen sind iiber ein Werkstoffgesetz mitein-
ander verkniipft. Unterstellen wir Hookesches! Material und fordern, dass ldngs der Stabach-

se keine zusétzlichen Lasten eingetragen werden, dann gilt im einaxialen Fall

e e).(e e Ag(e) E(e) e e F‘(e)

o =E%e" =BY =T (U - UR) = G Gl. 2-4
und damit
. E@A© .

Fj(X) = /© (ng) - ng) Gl. 2-5

Das Kraftgleichgewicht in Richtung der lokalen X-Achse fordert

€ € € E(e)A(e) € €

B +EY =0 > B =—5—(UR -U3) Gl. 2-6

Mit Gl. 2-5 und Gl. 2-6 kann der Vektor der Stabendkrifte unter Beriicksichtigung von GI.

2-4 in Matrizenschreibweise auch in der Form

FY EA{ ! —1} uy
e) | e e Gl. 2-7
FY (@ -1 1)Uy

geschrieben werden, oder auch symbolisch

I Robert Hooke, engl. Naturforscher, 1635-1703
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FO© _Cc©.y® Gl 2-8
In GI. 2-8 bezeichnet

C(B) B E(e)A(e) 1 =1
- K(e) _1 1 Gl. 2-9

die symmetrische Elementsteifigkeitsmatrix des Stabes in lokalen Koordinaten. Dieses fiir

eine konstante Dehnsteifigkeit E©'A® hergeleitete Stabelement besitzt folgende Eigenschaf-
ten:
1. Der Verschiebungsverlauf ldngs der Stabachse ist linear und durch die Stabendver-
schiebungen eindeutig bestimmt.

2. Die Dehnungen und Schnittkréfte verteilen sich konstant iiber die Stablange.

2.2 Transformation auf globale Koordinaten

Ein Blick auf Abb. 2-1 zeigt, dass jeder Stab eine andere Lage in Bezug auf das globale Ko-
ordinatensystem besitzt. Um die Wichtung jedes einzelnen Stabes im Gesamtsystem zu erfas-
sen, muss das Werkstoffgesetz GI. 2-8 vom lokalen in das einheitliche globale Koordinaten-

system transformiert werden. Die Stabendkrifte transformieren sich bei einer Drehung des
Koordinatensystems um den Winkel o allgemein wie folgt (Abb. 2-3)

() _ © 4 R gin o©
Ex’ =E; cosa™ + F 7 sina

() _ (e (©) 4 RO gin o (© Gl. 2-10
Fy =F, cosa™ +F 'sina

und in Matrizenschreibweise mit den Abkiirzungen ¢'® :=cosa'; s :=sina'®

F(e) F(e)
X ix
Fi()?) B C(e) s(e) 0 0 Fig,e) Fi(ye) B Fi(;)
EY 0 0 |c®@ s© F E F Gl. 2-11
(e) (e)
ij ij

Da auch die Verschiebungen Vektorcharakter haben, gelten fiir diese dieselben Transformati-

onsgesetze wie fiir die Krifte



2-6 2 Ein einfaches Beispiel

© ©

ulX uix

Ui(f() c©® S(f:) 0 0 ui(ye) ui(ye) Ui(;()

U 0 0 ‘C(e) s© | | uly ufy 0 [c@||U Gl. 2-12
(e) (e) (©)
Uiy Uy 0 |s

GI. 2-11 und GI. 2-12 entsprechen folgenden symbolischen Darstellungen

F© —T© §© £O _TOT E©
U® =T®.y® u®© = TOT.y®© Gl. 2-13
mit
() (e)
Fix uix
(e) (e) © @
£O Ey @ =Yy | oqeo_|& S O 01 TOT =
E© |’ @ |° 0 0 ‘ © @] Gl. 2-14
jX u_]x C S
(e) (e)
ij Uiy

Im Einzelnen sind:
f©:  Vektor der Stabendkréfte in globalen Koordinaten
u®:  Vektor der Stabendverschiebungen in globalen Koordinaten

T©: Element-Transformationsmatrix

Mit den obigen Gleichungen ldsst sich das in lokalen Koordinaten formulierte finite Elastizi-

tatsgesetz Gl. 2-8 unter Beachtung der Transformationsbeziehungen GI. 2-13 auf das globale
Koordinatensystem transformieren. Mit F© = C® .U nach Gl. 2-8 folgt in Schritten:

F(e) — C(e) . U(e) — C(e) _T(e) _u(e)
und weil nach Gl. 2-13 T®T.F©® ={© gilt, erhalten wir den Zusammenhang

TET EO _§f© _TOT . cO  TO  ,©
Schreiben wir abkiirzend

k(e) — T(C)T ,C(E) _T(e) Gl 2-15
dann erkennen wir das Elastizitatsgesetz in globalen Koordinaten

KO .y© — f© Gl. 2-16

Ausmultiplizieren von Gl. 2-15 fiihrt auf die symmetrische globale Elementsteifigkeitsmat-

rix
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c(6)2 S(e)c(e) _ C(E)Z _ S(e)c(e)

k(e) E(E)A(e) S(e)c(e) S(f:)2 _ S(e)c(e) _ S(e)2
- © EPSORN BEMORE (2 NONO) Gl. 2-17

_ S(E)C(e) _ S(f:)2 S(e)c(e) S(e)2

Fiir den Stab 4 errechnen wir z.B. mit a¥ = 60° — sina” = 0,866; cosa® = 0,500 die fol-

gende globale Elementsteifigkeitsmatrix:

0250 0,433 ]-0250 -0,433
w EA| 0433 0,750‘—0,433 ~0,750
0 -0250 -0433] 0250 0433
0,433 —0,750‘ 0433 0,750

k

Damit fithrt z.B. eine alleinige Verschiebung des Stabendes U'} =1 zu den Stabendkriften

e 0,250 0,433 | -0,250 —0,433][0 ~0,250
Y |_EA| 0433 0750 ‘ ~0433 07501 0| EA|-0433)
FO | 0 |-0250 —0433] 0250 0433|[1| ¢ | 0250
F( ~0,433 —0,750‘ 0433 0,750 |0 0,433

2.3 Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix des freien unver-
bundenen Systems

Die Elastizititsgleichung GI. 2-16 fiir den Einzelstab ist nun fiir simtliche Stidbe des Systems
anzuschreiben. Das Ergebnis ist ein Gleichungssystem von m Vektorgleichungen (m = Anzahl
der Stibe)

KO . y® —§®

K@ . @ —§@
. Gl. 2-18

K™ Ly _

die zundchst unabhingig voneinander sind. Das Gleichungssystem Gl. 2-18 lésst sich auch in

Hypermatrixform! darstellen:

U hyper...[griech. hypér siiber¢, »iiber — hinaus<]
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kOl ololo]lol]o]|o][u®] [f®]
okl olo|O|O/| O]][u? f@
oo |kK®l 0ol O | O/ O]][u® f@
0|0 |0 (k| 0] 0] O0[|u?|=f? Gl 2-19
olo| O | O |K®| O | O0]][u® f©®
olo|lOo|O| O |K® 0]][u® f©
olo|lo|O|O/| O KD [u? f@
oder symbolisch
k-u=f Gl. 2-20
Die Matrix und die Vektoren in GI. 2-20 haben folgende Dimensionen!:
k: [4mx 4m]
u: [4mx1] Gl.2-21

f:  [4mx1]
Die formale Aneinanderreihung der Stabendkréfte im Vektor f und der Stabendverschiebun-
gen im Vektor U beriicksichtigt noch nicht die Systemeigenschaften des gekoppelten Systems.
Dies kommt auch dadurch zum Ausdruck, dass die Gesamtsteifigkeitsmatrix k des freien
unverbundenen Systems nur auf der Hauptdiagonalen besetzt ist, und somit alle Gleichun-
gen entkoppelt sind. Im Folgenden werden die Systemgleichungen schrittweise miteinander

verbunden.

2.4 Berucksichtigung der geometrischen Kompatibilitat

Im Fachwerk nach Abb. 2-1 sind die Einzelstibe an den Knoten fest miteinander verbunden.
Diese Tatsache ist bisher nicht beriicksichtigt worden. Wir betrachten als Ausgangspunkt fiir

die folgenden Untersuchungen die geometrischen Verhiltnisse am Knoten 4 (Abb. 2-4).

I Das Symbol [4m x 1] bezeichnet eine Matrix mit 4m Zeilen und einer Spalte. In diesem Falle handelt es sich
also um einen Spaltenvektor.
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Abb. 2-4 Geometrische Kompatibilitat am Knoten 4

Soll der Korperzusammenhang an diesem Knoten gewahrt bleiben, so muss die Knotenver-

schiebung identisch sein mit den Stabendverschiebungen der angrenzenden Stibe, also
_y® @ _y®
Vy=Ui =U;" = U Gl. 2-22

Dieselben Uberlegungen lassen sich fiir die restlichen Knoten anstellen. Die Auskunft, wel-
cher Stab an welchem Knoten beginnt oder endet, gibt uns die Elementdatei.

Hinweis: Ein wichtiger Schritt auf dem Wege der FE-Formulierung unseres Problems ist an
dieser Stelle der Ubergang von den Stabendverschiebungen auf die Knotenverschiebungen.

Fassen wir samtliche Knotenverschiebungen im Knotenverschiebungsvektor

[

N

[2nx1] Gl. 2-23

<

I
< < < < <
A~ W

L "5

zusammen, dann kann die Kopplung der Knotenverschiebungen v mit den Stabendverschie-

bungen u® wie folgt dargestellt werden:
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I

u® | [

1)
Ui
e

2)
ui
u®

[

(3)
Ui
u®

N

u® Gl. 2-24

u®

o~

< < < < <
w

(&3]

(5)
ui
u®

®)
Y
u”

O O 0O PO PO OO OO F|+— O
O PO OO OO0 OO Ol O|O O

OO Ol OO Ok OlO OO O

OO Ok OO O|k OO PO O|lO O

O OO OO OO PO OO0 O|O k=

™
Uj

oder kiirzer in symbolischer Schreibweise:

u=A-v Gl. 2-25

Die Zuordnungsmatrix A in Gl. 2-25 stellt eine Hypermatrix mit den folgenden Submatrizen

dar

1 O]

1= 2x2
[O ] 2]

Gl. 2-26

0 O]

- 2x2

0 L) . 2]

Die Einheitsmatrix 1 ist nur auf der Hauptdiagonalen mit einer Eins besetzt, sie liefert die
identische Abbildung. Die Nullmatrix O enthilt an jeder Stelle eine skalare Null.
Die Zuordnungsmatrix A, die in jeder Zeile nur eine 1 enthélt, hat lediglich Booleschen! Cha-

rakter, d.h. sie enthélt nur zwei Informationen, die mechanisch wie folgt gedeutet werden:

0 fir  Kopplung zwischen Stabendpunkt und Knotenpunkt ist nicht vorhanden
1 fir  Kopplung zwischen Stabendpunkt und Knotenpunkt ist vorhanden

I George Boole, brit. Mathematiker und Logiker, 1815-1864
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In Gl. 2-24 erkennen wir in der 4. Spalte der Matrix A die Zuordnungsaussage nach Gl. 2-22

wieder. Die Vektoren und Matrizen in Gl. 2-25 haben die Dimensionen:

u: [4mx1]
A:  [4mx2n] Gl. 2-27
v:  [2nxi]

2.5 Einbau der aulieren eingepragten Krafte

Die an einem Fachwerkknoten angreifenden Krifte lassen sich in zwei Gruppen einteilen:
1. Die duBeren Krifte, die als bekannt vorausgesetzt werden kdnnen, wenn es sich um einge-
pragte Kréafte handelt. Unterliegt der Knoten jedoch gewissen Lagerungsbedingungen, so

treten diese duBleren Krifte als Reaktionskraftel auf, die zunachst unbekannt sind.

2. Die als Folge des Schnittprinzips? auftretenden Stabendschnittkrifte (F Fj(e))

Abb. 2-5 Kraftgleichgewicht am Knoten 4

Wir betrachten in einem ersten Schritt die freien Knoten des Systems, die also keinen Lage-
rungsbedingungen unterworfen sind. Neben der geometrischen Kompatibilitidt miissen selbst-
verstindlich die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. Es leuchtet sofort ein, dass, wenn
jeder Knoten fiir sich im Gleichgewicht ist, auch das Gesamtsystem im Gleichgewicht sein
muss. Von den drei Gleichgewichtsbedingungen in der Ebene (zwei Kraft- und eine Momen-
tengleichgewichtsbedingung) verbleiben an einem Knoten nur die beiden Kraftgleichge-

wichtsbedingungen, da das Momentengleichgewicht von vornherein erfiillt ist.

I Die Beriicksichtigung dieser Krifte erfolgt in einem spiteren Rechengang
2 Das Schnittprinzip geht auf Leonhard Euler zuriick.
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Wir betrachten zur Herleitung der Kraftgleichgewichtsbedingungen wieder die Verhiltnisse

am Knoten 4. Abb. 2-5 zeigt den freigeschnittenen Knoten mit dem dort herrschenden Kraft-

zustand. Die beiden duBeren eingeprigten Krifte P, und Piy (s.h. Abb. 2-2) wurden zum

resultierenden Kraftvektor P, zusammengefasst. Nach dem Schnittprinzip wirken die Stab-

endkrifte in entgegengesetzter Richtung auf die Knoten, was durch ein Minuszeichen beriick-

sichtigt wurde. Fassen wir die Stabendschnittkrifte am Knoten 4 im Vektor
P, =R+ R +F? Gl. 2-28
zusammen, so lautet das Kraftgleichgewicht
P,~p, =0 —p, =P, Gl. 2-29
Zur Formulierung des Kraftgleichgewichts an allen Systemknoten fithren wir den Knoten-

kraftvektor

P,
P,
p=|p,| [2nx1] Gl. 2-30
P,

Ps |

ein, der mittels einer Zuordnungsmatrix B durch die Stabendschnittkréfte in der Form

) F® Gl. 2-31

o|lo|O|F—,|O
oO|Oo|Oo|+—|O
oO|Oo|,r|O|O
O, OO |O
RO O|O|O
OO0 |OoO|F
oO|lRr|O|lO|O
oO|lo|O|F—,|O
RlOjlO|O|O
o|loo|O|F—|O
OoO|lr|O|O|O
oo, |O|O
RrlOolololo

©

Il

o

w

Il
oO|Oo|oo|Oo |+

erscheint, oder ausgedriickt in symbolischer Schreibweise:
p=B-f=A"f Gl. 2-32

wobei die Beziehung B = A" sofort aus einem Vergleich von Gl. 2-31 mit Gl. 2-24 geschlos-
sen werden kann. Die 4. Zeile in GI. 2-31 entspricht offensichtlich der Gleichgewichtsbedin-
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gung nach Gl. 2-28. Mit dem in globalen Koordinaten dargestellten Vektor der &uf3eren

Knotenlasten

1
I

[2n x 1] Gl. 2-33

o
Il
T U U U T

e D - W= N = o

L

konnen wir das Kraftgleichgewicht an sdmtlichen Knoten des Systems letztendlich wie folgt

schreiben:
pP=p Gl. 2-34
bzw. mit GI. 2-32

AT -f=p Gl. 2-35

2.6 Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix des ungebunde-
nen Systems

Wir eliminieren aus Gl. 2-35 mittels Gl. 2-18 die Stabendschnittkrifte f und ersetzen diese

durch die Stabendverschiebungen u, also
AT -k-u=p Gl. 2-36
Die Stabendverschiebungen u in Gl. 2-36 lassen sich mit Gl. 2-25 durch die Knotenverschie-

bungen Vv ausdriicken
AT -k-A-v=p Gl. 2-37

Mit der Steifigkeitsmatrix des freien ungebundenen Systems

K IAT kA [2n><2n] Gl. 2-38
kann GI. 2-37 auch in der Form

K-v=p Gl. 2-39

geschrieben werden. In Gleichung GI. 2-39 treten als Unbekannte nur noch die Knotenver-

schiebungen Vv auf. Ausrechnen von GI. 2-38 liefert mit
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AT =

o O O O B+

o O O+~ O
o O O+~ O

o O+ O O
O B O O O
R O O O O

O O O O -
O r O O O
o O O +— O

R O O O O
o O O +— O
o O O O
o O+ O O

R O O O O

[2n X 4m]

Gl. 2-40

sowie unter Beriicksichtigung der weitgehenden Symmetrieeigenschaften der Elementsteifig-

keitsmatrix
k(e)= k:(Lel) |k:(LeZ) — kﬁ) _k:(Lel) . k(e)=E(C)A(C) C(e)z S(e)c(e)
< Tk |~k kg CET e [ | ez
in Schritten:
AT k=
ki kL, lo]o]o|o|kilkylo]o|lo]o]o]|o]
ki | KE [ KE [ K5, | 0 [0 [0 o [ [k, [k [k [0 [0
0 0 k; k§2 0 0 0 0 0 0 0 0 kzl kZz
0 0] 00 |K,[K|K: kS0 0 [KS|Ks, | o] o
_O 0 0 0 kgl kgz 0 0 kgl k§2 0 0 k;l k;z
[2n><4m]
und unter Beriicksichtigung von Gl. 2-41
kil+k‘111 _kil 0 _kil 0
ki +Kk> +
1 11 11 2 6 5
_kn kfl‘*'kfl _k11 _k11 _k11
K=A"T.-k-A= 0 -kZ k2 +kj, 0 -k,
k3 +k4 + GI 2'43
_kfl _kfl 0 k; . _kfl
k3 +k?
0 _kfl _kL _kfl it
L K1
[2n><2n]

Mit den Werten unseres Beispiels erhalten wir
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125] 043 -1 0 0 0]-025]-043 0 0]

0,43| 0,75 0 0 0 0|-043|-0,75 0 0

-1 0| 25 0| -1 0[-025| 043]-025]|-043

0 0 0| 15 0 0| 043]-075]-043|-0,75

K _EA 0 0| -1 0| 125[-043 0 0]-025| 043
/ 0 0 0 0|-043| 075 0 0| 043]-075
~025]-043[-025| 0,43 0 0| 15 0| -1 0
~0,43[-0,75| 043 |-0,75 0 0 0| 15 0 0

0 0]-025(-043]-025| 043| -1 0| 15 0
0 0]-043]-075| 043]-0,75 0 0 0o 15

[10x10]

Gl. 2-44

1. Verschiebung des Systems in Richtung der globalen x-Achse

sing,1 =

S = O = O = O = O =

0

sing,2 =

—_— O k= O = O = O =

2-15
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3. Verdrehung des gesamten Systems um die globale z-Achse mit dem Winkel ¢

— L, sina,
£, cosa,
-l sino,

£, COSOL,

— {5 sino,
Vsing,3 =0 0. coSaL
03 3

— oy SN0,
£, COSOL,

— {5 sinog

| {5 cosOLs |

Das freie System besitzt Verschiebungszustinde, so genannte Starrkdrperverschiebungen

oder Starrkdrpermoden, die verzerrungsfrei, ohne duflere Beanspruchungen, durchgefiihrt
werden konnen. Wir bezeichnen diese Losungen als singuldre Losungen Vsing, fiir die gilt

K- Vg =0 Gl. 2-45

sing

Im ebenen Fall lassen sich genau drei Starrkorperbewegungen angeben, zwei Verschiebungen
und eine Verdrehung.

Zum Nachweis von Vsing3 betrachten wir Abb. 2-6. Der Vektor r, =/, [cosa,;sina, | mit dem
Neigungswinkel a; in der Ausgangslage wird um den Winkel ¢ in
r, = L [cos(a, + ¢);sin(a, + 0)]

gedreht.

0 d >

Abb. 2-6 Starrkdérperdrehung um den Punkt 0 mit dem Winkel @
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Seine Linge 7, bleibt dabei konstant. Der Punkt P; verschiebt sich um

v, =1, —1, = {,[cos(a,+ @) — cosa,; sin(a, + ¢) —sina, |
in den Punkt P, . Unter Beriicksichtigung der Additionstheoreme
cos(a + ) =cosacosP —sinasinf
sin (o + B)=sinacosP + cosasinf3
geht Gl. 2-46 tiber in

vV, =0, [cos o, (cosp—1)—sina, sin@;sin o, (cos—1) + cos o, sin (p]

Fiir kleine Drehwinkel ¢ kann Gl. 2-47 noch vereinfacht werden. Mit

sing = @
cosp~1

erhalten wir den linearisierten Verschiebungsvektor
Viin =¢ Lo [~ sina, ;cosa, |

mit dem sich V sing 3 darstellen ldsst.

2.7 Einbau der geometrischen Randbedingungen

Abb. 2-7 Gefesseltes System

Gl. 2-46

Gl. 2-47

Gl. 2-48

Gl. 2-49
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Zur Ausschaltung der drei im vorigen Kapitel behandelten Starrkorperbewegungen miissen
mindestens ebenso viele geometrische Zwangsbedingungen formuliert werden. Um unser
System auBerlich statisch bestimmt zu lagern, verhindern wir deshalb durch entsprechende
Fesseln genau drei Starrkorperbewegungen (Abb. 2-7), ndmlich zwei Verschiebungen und
eine Verdrehung. Als Folge der Fesselung des Korpers treten in den Fesselstidben, die als
dehnstarr (EA — o) angenommen werden, Reaktionskrifte auf, die zunichst unbekannt sind.
Das System reagiert damit auf die vorgegebenen geometrischen Zwangsbedingungen. Treten
in der Ebene weniger als 3 (im Raum weniger als 6) Reaktionskréfte auf, so handelt es sich
um eine instabile Lagerung. Es sind dann Bewegungen mdglich, die in der Statik uner-
wiinscht sind!.

Fiir den Fall, dass mehr als 3 (im Raum mehr als 6) Reaktionskréfte auftreten, ist das System
kinematisch stabil. Die geometrischen Lagerungsbedingungen unseres Beispiels entnehmen

wir direkt der Abb. 2-7

Vig =V = V3, =0 Gl. 2-50
und damit
1o
Viy i
V2x V2x
Ve Vix _ Vix
vi, |7 o Gl. 2-51
V4x V4x
Yay | | Yay
Vsx Vsx
| Vsy | | Vsy

Diese Knotenverschiebungen sind also bekannt und brauchen deshalb nicht mehr berechnet
zu werden. Auf die Fesselung dieser Knoten reagiert das System mit den noch unbekannten

Reaktionslasten R, ,R, ,R; in den Fesselstiben. Gl. 2-39 geht dann iiber in

ly>

I Dieser Fall kann allerdings auch bei Vorhandensein von mehr als 3 (bzw. im Raum mehr als 6) Reaktionskrif-
ten auftreten, wenn die Lagerung in ungeeigneter Weise vorgenommen wurde.
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125] 043] -1 0 0 0]-025]-0,43 0 oj[o0] [o] [R,]
0,43 0,75 0 0 0 0| —043 | -0,75 0 0 i i R,
-1 0 2,5 0 -1 0(-025| 043]-0,25]-0,43]| |V, 0 E
0 0 0 1,5 0 0 0,43 | -0,75|-0,43 | —=0,75| | V4, i 0
EA| 0 o] -1 0] 125[-043 0 0[-025] 043||v| | O] |0
‘ 0 0 0 0]-043] 075 0 0] 043[-075[0 | [ 0] [R,,
~0,25]-043]-025] 043 0 0] 15 0] -1 0 [vau| [Pyl [0
-043|-0,75 0,43 | —0,75 0 0 0 1,5 0 01 | Vay P, 0
0 0]-025|-0,43|-0,25 0,43 -1 0 1,5 O | Vsyx E 0
0 0]-043]-075] 043]-075 0 0 o] 15]|vs] [0 |0
Gl. 2-52
oder in symbolischer Schreibweise
!
K-v=p +a Gl. 2-53
mit der rechten Seite
0] R,
i Rly
0 0
0 0
| 0 0
p=|7| wud a= Gl. 2-54
i R3y
P4x O
Py 0
0 0
| 0 | 0

Der Vektor a auf der rechten Seite von GI. 2-53 enthélt die noch unbekannten Lagerreakti-

onskrifte, womit die direkte Losung dieses Gleichungssystems nicht moglich ist. Das System

Gl. 2-52 lasst sich offensichtlich um die Anzahl der bekannten Knotenverschiebungen redu-

zieren. Dazu fassen wir die eingeprigten Knotenverschiebungen (Index !) und die noch unbe-

kannten freien Knotenverschiebungen (Index F) wie folgt zusammen

Gl. 2-55

Durch Umsortieren geht der Knotenverschiebungsvektor v dann iiber in den Knotenverschie-

bungsvektor
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F
N Vv V4
v:{—,}z g Gl. 2-56
V

Gl. 2-57

Der Subvektor p© enthilt die bekannten eingeprigten Knotenkrifte der freien Knoten und im

Vektor p® sind die unbekannten Auflagerreaktionslasten und evtl. vorhandene eingeprigte

Knotenlasten zusammengefasst. Das Gleichungssystem GI. 2-53 ist dann dquivalent zu

K-v=p Gl. 2-58

oder ausgeschrieben
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Ky Ky, Ky Ky Ky Ky Ky | Ky Ky, Ky | _V2x | _sz 1
K,y Ko Ky K, Ky Ko Ky [ Ky Ky, Ky Vay sz
Koy K, Ko K Ky Ky Ky | Ky Ky, Ky Vix P;,
K,y Koy Ko Ky Koy Koy Ko [ Ky Ky Ko Viax Py,
Kes Kgoo Kys Kg; Kggo Ky Ky | Ky Ky, Ky Vay _ P4y
Koy Koy Kos Ko, Koy Koy Kopp | Ky Kyp Ko Vsx P,
Kios K Kios Kir Kigs Ko Koo [ Ko Kign Ky Vsy PSy
K, K, K, K, K; K, K, |K; K, Kg Vix P, +R,
K,y Koy Ky Ky, Ky Ky Ky [ Ky Ky, Ko Viy Ply + Rly
L Koy Koo K Koy Koy Koo Ko | Koy Ky Kgg 1 [ Vay P3y + R3yJ

bzw. in verkiirzter Schreibweise durch Einfiihrung von Submatrizen

I:\<1l I212 VF pF
" === Gl. 2-59
|:K21 K22 v pR

Mit den Werten unseres Beispiels sind

2,5 0| -1|-025| 043|-025|-043]
0 1,5 0| 043]-0,75|-043|-0,75
-1 0| 1,25 0 0-025] 043
K, = EAIZ 0,25 | 0,43 0 1,5 0 -1 0
! 0,43 | 0,75 0 0 15 0 0
—0,25 | —0,43 | —0,25 -1 0 1,5 0
-0,43 | -0,75 | 0,43 0 0 0 1,5
-1 0 0
0 0 0
0 0| -0,43 125043 0
K, = % -0,25 | —0,43 0| K, = % 043075 0
-0,43 | -0,75 0 0| 00,75
0 0| 043
0 0]-0,75]
-1 0 0]-0,25]-043 0 0
K, = EA 0 0 0[-043|-0,75 0 0
! 0 0| -0,43 0 0| 043]-0,75

Ausmultiplizieren von GI. 2-59 fiihrt auf
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Ky, -vi+K, v =p"
~ A Gl. 2-60
K, Vi +K,, -v' =pFf

In der ersten Zeile von Gl. 2-60 sind nur die freien Knotenverschiebungen v© unbekannt. Die

Auflésung ergibt!

F 51 F o !
A :Kn'[p _Klz'V] Gl. 2-61

Sind aus GI. 2-61 die freien Knotenverschiebungen berechnet worden, so lassen sich aus der

2. Zeile von Gl. 2-60 sofort die Lagerreaktionsgrof3en ermitteln
pR :k21-VF+k22~V! Gl. 2-62
Die Zahlenrechnung liefert fiir unser Beispiel mit v' = 0 (starre Auflager) die Knotenver-

schiebungen vF = K -p© (in LE)

1,000 | —0,289 | 1,000 | 0,750 | —0,433 | 0,750 | —0,144] [ 0] [ 5165] [V,

-0289 | 1833|-0,577 [ -0,577 | 1,000 | 0,000 | 1,000 0 ~7309| |v,,

1,000 | 0,577 | 2,000 | 1,000 [ -0,577 | 1,000 | —0,577 0 6,887 | | v,

vF=£ 0,750 | 0,577 | 1,000 | 1875]-0505| 1375| -0,361|| 4.0 =£ 10,026 |=| v,,
—0433| 1,000 -0577 [ 0,505 | 1292 ]-0216| 0,542||-50 —8479| |v,,

0,750 | 0,000 | 1,000 1375]-0.216| 12875|-0,072 0 6,582 | vs,

| —0,144 | 1,000 | -0,577 | 0361 | 0,542]-0072] 1292|| 0] | -4152] |v,,

2.8 Ermittlung der Auflagerreaktionsgroflen

Da nun alle Knotenverschiebungen vorliegen, kann Gl. 2-62 ausgewertet werden. Unter Be-

riicksichtigung von v' =0, wir sprechen in diesem Fall von homogenen Verschiebungsrand-

bedingungen, verbleibt

pR :Kzl'VF Gl. 2-63

I Die Existenz der Inversen K} ist gesichert (hier ohne Beweis).
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Die nummerische Auswertung liefert

5165
-17,309
-1 0 0]-025|-0,43 0 6,887 | [-4,00] [P,

= 0 0 0[-043]-0,75 0 10,026 |=| 2,018 |=| P,
0 0]-0,43 0 0| 043]-0,75 A —-8479| |2982| |P
6,582

| —4,152 ]

(=N e

Gl. 2-64

Mit GI. 2-64 ist das Kraft- u. Momentengleichgewicht am Gesamtsystem erfiillt.

2.9 Ermittlung der Stabkréfte

Die zur Dimensionierung des Fachwerks erforderlichen Stabkrifte erhalten wir aus folgender
Nachlaufrechnung. Sind die Knotenverschiebungen bekannt, so lassen sich die Stabkrifte

aus dem Elastizititsgesetz Gl. 2-8 sofort ermitteln. Es ist

F(e) — C(e) . U(e) — C(e) . T(e) _u(e) — C(e) _T(e) _A(e) v Gl. 2-65

Fiir den Stab 4 mit o™ = 60° — sina™® = 0,866; cosa” = 0,500 errechnen wir:

FO=CO.TO. A® .y c® :% 1 -1 T _ 0,500 0,866 | 0 0
-1 1 0 0 | 0,500 0,866

und unter Beachtung! von Gl. 2-24

1|o]ojofofo]o|o0]0]0O
Ao _|0]1]0jo]ofololoo]o
0jo/ojojojo|1]0]0]0
ojojojofofofof1fo]fo

sowie den Knotenverschiebungen

I Die Matrix A® filtert aus den Knotenverschiebungen v die dem Stab 4 zugeordneten Stabendverschiebungen
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0
0
5165
~17.309
0| 6887
EA 0
10,026
~8,479
6,582

| -4152)

fiihrt das Ausmultiplizieren die Stabkréfte in lokalen Koordinaten zu

EY 2,33
4) _ iX _ ’
F = {Fu)} = {_ 233 [kN] Gl. 2-66

iX

Die in diesem Einfithrungsbeispiel beschriebene Vorgehensweise liefert im Sinne der Stab-

werkstheorie die exakten Ergebnisse, was den Naherungscharakter der FE-Methode nicht

zum Vorschein kommen ldsst.

Das ist bei komplizierteren Tragwerken anders, etwa bei diinnen Flidchentragwerken wie
Scheiben, Platten und Schalen. Hier lassen sich die Elementsteifigkeitsmatrizen nicht immer
exakt angeben. Die angendherten Elementsteifigkeitsmatrizen fithren dann auch zu einem

angendherten Tragwerksmodell.
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Eingabe:

Geometrie des Tragwerks;
Querschnittswerte; Randwerte;
Werkstoffparameter;

\

Bildung der Elementsteifigkeits-
matrizen; Transformation auf
globale Koordinaten

A4

Aufbau der Gesamtsteifigkeits-
matrix

\4

Einbau der Randbedingungen

Y

Losung des Gleichungssystems

Y

Riickrechnung:

a) Lagerreaktionen
b) Schnittlasten

Abb. 2-8 Allgemeiner Berechnungsablauf nach der FE-Methode flr lineare Probleme

Die Notation der Finite-Element-Gleichungen in Matrizenschreibweise eignet sich sehr gut
zur nummerischen Abarbeitung auf digitalen Rechenanlagen. Die Abb. 2-8 zeigt den prinzi-
piellen Ablauf einer FE-Berechnung, der fiir alle linear elastischen Probleme der Strukturme-
chanik &hnlich ist. Die interne Abarbeitung ist fiir diese Problemklasse unabhingig vom be-

trachteten Problem. Lediglich die systemabhéngigen Eingabedaten dndern sich.

2.10 Hinweise zur programmtechnischen Umsetzung

In kommerziellen Programmsystemen folgt der Ablauf der Berechnung nicht in allen Einzel-
heiten dem Weg, der in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellt wurde. Der Grund fiir eine
modifizierte Vorgehensweise liegt in dem Wunsch begriindet, moglichst Speicherplatz und

Rechenzeit einzusparen. Betrachten wir beispielsweise die Systemsteifigkeitsmatrix des frei-
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en ungebundenen Systems nach Gl. 2-44, dann stellen wir fest, dass diese Matrix symmet-
risch ist und eine Bandstruktur aufweist. AuBerhalb dieses Bandes ist die Matrix nur noch mit

Nullen besetzt. Unter der Bandbreite einer Matrix S verstehen wir im Folgenden die kleinste
Zahl B, sodass

sy =0 fiir alle i,k mit [i—k| > B Gl. 2-67

Die Bandbreite der Systemmatrix wird bestimmt durch die grofite Differenz der globalen
Knotennummern eines Elementes. Aufler von der Knotennummerierung hingt die Bandbreite

direkt von der Anzahl der Freiheitsgrade je Knoten ab. Es gilt
B=(D+1)F Gl. 2-68

B: Bandbreite
D: GroBte Differenz der Knotennummern am Element
F: Freiheitsgrade je Knoten (hier F = 2)

Die Bandbreite des Systems nach Abb. 2-2 ist B = 8 (s.h. Tabelle 2-3).

Element D B
1 2-1=1 (1+1)2=4
2 3-2=1 (1+1)2=4
3 5-4=1 (1+1)2=4
4 4-1=3 (3+1)2=8
5 5-2=3 (3+1)2=8
6 4-2=2 2+1)2=6
7 5-3=2 Q2+1)2=6

Tabelle 2-3 Ermittlung der Bandbreite fiir das Fachwerk nach Abb. 2-2
Die Bandbreite kann fiir dieses Beispiel durch Umnummerierung der Systemknoten noch re-

duziert werden, wie die Rechnung fiir das System nach Abb. 2-9 zeigt.

® 1 @

y
\ 0?,A* E?

o) %

Abb. 2-9 Reduzierung der Bandbreite durch Umnummerierung der globalen Knoten
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Element D B
1 3-1=2 2+1)2=6
2 5-3=2 2+1)2=6
3 4-2=2 2+1)2=6
4 2-1=1 (1+1)2=4
5 4-3=1 (1+1)2=4
6 3-2=1 (1+1)2=4
7 5-4=1 (1+1)2=4

Tabelle 2-4 Ermittlung der Bandbreite fiir das Fachwerk nach Abb. 2-9

In diesem Falle ist B = 6 und damit kleiner als &

— nes aee

x x X X Xx x x 0 0 X x x x x x 00 0 O

X X X X x x x 0 X X x x x x 0 0 0

X X X X X X X X X x x x x 0 0

X X X X X X X X x Xx x x x 0

K= X X X X X X K= X X X X X X

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X X

X X X X
L X_ L X_
Abb. 2-10 Systemmatrix fiir Abb. 2-2 (B = 8) Abb. 2-11 Systemmatrix fiir Abb. 2-9 (B = 6)

Die im Kap. 2.6 dargestellte Methode des Aufstellens der Systemsteifigkeitsmatrix K unter
Zuhilfenahme der Zuordnungsmatrix A hat zwar einen hohen padagogischen Wert, wird aber
in der programmtechnischen Umsetzung so nicht durchgefiihrt. Der Grund liegt darin, dass
fiir groBe Systeme das Aufstellen dieser Matrix, die ja nur Nullen und Einsen enthélt, einer-
seits erhebliche Rechenzeit erfordert und andererseits sehr speicherplatzintensiv ist. Wesent-
lich schneller und eleganter ist das Arbeiten mit Indexvektoren. Dazu werden fiir unser
Fachwerk zunichst die Unbekannten im Systemverschiebungsvektor v in V; umbenannt und

von j = 1 bis 10 durchnummeriert

VT:[Vl | Vv | Vs | Vy | Vs]
= le Vly | V2x V2y | V3x V3y | V4x V4y | VSX VSy]

:[Vl V2|V3 V4|Vs V6|V7 V8|V9 VIO]

Der Index entspricht dann der Position des Freiheitsgrades im Systemverschiebungsvektor V.
Ungerade Indizes (2j-1) korrespondieren mit den x-Verschiebungen und gerade Indizes (2j)

mit den y-Verschiebungen.
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Elementnummer Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3
3 4 5
4 1 4
5 2 5
6 2 4
7 3 5

Tabelle 2-5 Elementdatei fir das Fachwerk nach Abb. 2-2

Zur Aufstellung der Element-Indexvektoren bendtigen wir auch hier die Elementdatei. Die
Zuordnung von 2-2 =4 Elementfreiheitsgraden des Vektors der Stabendverschiebungen in
globalen Koordinaten zu 2-5=10 Systemfreiheitsgrade des Knotenverschiebungsvektors v
erfolgt wieder beispielhaft fiir das Element 4. Der Anfangsknoten ist der Systemknoten 1 und
der Endknoten entspricht dem Systemknoten 4. Damit treten am Element 4 die folgenden

Systemknotenverschiebungen auf

ulx le Vl
(4)
@ | Wy | | Viy | v,
e | T v..| |V
ujx 4x 7
(4)
Uiy 4y V8

womit sich der Element-Indexvektor '’ =[I 2 7 8] herleiten ldsst. Die Indexberechnung,

die zu diesem Indexvektor fiihrt, ist in den Folgezeilen dargestellt:
1=2-1-1 (x-Richtung)

2=2-1 (y-Richtung)
7=2-4-1 (x-Richtung)
8=2-4 (y-Richtung)

Samtliche Informationen fiir das Element 4, die in der Zuordnungsmatrix A enthalten sind,
sind jetzt auch Bestandteil des Element-Indexvektors I). Im Einzelnen erhalten wir fiir die

Elemente folgende Indexvektoren

Elem. 1 Elem. 2 Elem. 3 Elem. 4 Elem. 5 Elem. 6 Elem. 7
[1234] | [3456] [[78910]| [1278]|[34910]|[3478] |[56910]

Tabelle 2-6 Indexvektoren der Elemente 1-7 fur das Fachwerk nach Abb. 2-2

Der Einbau der Elementsteifigkeitsmatrix in die Systemsteifigkeitsmatrix wird in Abb. 2-12

exemplarisch fiir das Element 4 gezeigt.
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1 2 7 8
1|k ko ko ky v Element-
2 ky Dky fKos) Koy Steifigkeitsmatrix
7 o1ky ks Ky Ky, (Element 4)
8 |ku ki ki ky
12 3 4 5 6 7 8 9 10
1 [k [ko [ 0] 00 [0 [ky|ky|O0]O0]
— 2 k, |k, | O 0 0 0 Jky |ky | O 0
3 Jojlojololojofololo o0
4 lolojofofofofo]olo]o
s lololololololololo0 o0 Sys.tem-. .
c o To T o T oo o o000 Steifigkeitsmatrix
7 lkylky| 0] 0] 0] 0 [kylky 00
8 |ky |kyp!| O 0 0 0 |ky |[ky | O 0
9 |0 olololo o 00
10 lofofofojofofof[o]o]o]

Abb. 2-12 Einbau der Elementsteifigkeitsmatrix des Elementes 4 in die Systemsteifigkeitsmatrix

Nach dem Einbau sdamtlicher Elementsteifigkeitsmatrizen in die Systemsteifigkeitsmatrix
erhalten wir die Struktur nach Abb. 2-13. Die Systemsteifigkeitsmatrix hat die Dimensionen

[2n x 2n], sie ist symmetrisch und zeigt die ermittelte Bandbreite B = 8. Um Speicherplatz zu

sparen, wird in kommerziellen Programmsystemen nur die obere Rechtsdreiecksmatrix (oder
auch untere Linksdreiecksmatrix) abgespeichert.

Unter Beriicksichtigung der Bandstruktur bietet sich noch eine von Abb. 2-13 abweichende
Abspeicherung der ungebundenen Systemsteifigkeitsmatrix an. Dabei werden die Hauptdia-
gonalelemente in die 1. Spalte geschrieben und die rechts neben der Hauptdiagonalen positio-

nierten Matrixelemente entsprechend nach links verschoben.
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1 4 1 4 | 1 4 4
e O R N A
LR T R N
0] (2) M (2)
K ORI R R TR Tt GO e K@ K(© K(© K K
13 23 5 1® | ) ® 13 14 13 14 13 14
kv ke [k +kpy
M, 1.2 (OBENE)]
o (o Rk ke ks o e K© K© o) o)
14 24 5 1® |3 . ® X! 24 23 24 bX! 24
kiy +kiy | ks +kos
DO [ D5 O
2 2) 33 11 34 12 3 3 7 7
T T I e I I I 0
ki ki
kG + k5 [ kD +k8)
O N B Y Bt e B B T T Y
ki k5
T [ ]
O A R e o | o
k k
O T O @
ky/ +k ki +k
4 4 6 6 3 3 3 Ky [ kg +kyy
I B S I It s I
k k
34 44
5 5 7 7 5 (D | ) (T
0 0 kY kS ki kY 0 0 KD+ kY | K+ kG
5 5 7 7 5y |5 0
0 0 iy S Ky KS) 0 0 k) + k) | )+ kY
Abb. 2-13 Symmetrische [10x10] Systemsteifigkeitsmatrix
((ORENECO] (M 4 ) O] “*) (4)
ki kg | kpy kg ki3 kig 0 0 ki3 kiy
(OEEEC)] O] M 4 4
k3 +ky k33 ks 0 0 k33 Koy 0
) (2) O] (2
ka3 +kyy | kg kg, K2 e (6 1 (6) K K®
) L6 | 1LG) . 1(6) 13 14 13 14 13 1
ki ki Ky kg
) (2)
ku+kn | o e L© L © ® ® 0
3) 16 23 24 23 24 23 24
k57 +k3
(2) (3) 2 3)
k3 ki | k3y kg e ® kD kD 0 0
@ @ 13 14 13 14
ki) k1>
OERENE)
ag T Ky 3 3 7 7
7 kS KSY k(Y k) 0 0 0
kD
2
3) 4) 3 4)
k33 +kay | k3 tky 0 0 0 0 0 0
6) (6)
k33 K34
k® L k@
4T 0 0 0 0 0 0 0
k®
44
5 7 5 7
k) + k53 | k) + kD 0 0 0 0 0 0
5 (7)
k) + k4 0 0 0 0 0 0 0

Abb. 2-14 Speicherung der Systemsteifigkeitsmatrix als Bandmatrix [10x 8]
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Die Matrixelemente unterhalb der Treppenkurve werden mit Nullen aufgefiillt. Diese redu-

zierte Matrix hat dann nur noch den Speicherbedarf von [2n x B]. Damit reduzieren sich auch

die Rechenoperationen zur Auflosung des Gleichungssystems, das nun jedoch einen Glei-
chungsloser fiir Matrizen mit Bandstruktur bendtigt.
An der rechten Seite, der Lastseite, hat sich bis jetzt nichts gedndert. Was noch fehlt, ist der
geschickte Einbau der Verschiebungsrandbedingungen in das Gleichungssystem. Die dazu im
Kap. 2.7 vorgestellte Methode erfordert eine i.a. umfangreiche Umspeicherung in der System-
steifigkeitsmatrix und im Lastvektor. Diese Umspeicherungen bendtigen bei groflen Systemen
erhebliche Rechenzeit. Wird die Systemsteifigkeitsmatrix als Bandmatrix abgespeichert, dann
ist eine Umspeicherung in Form von Zeilen- und Spaltentausche ohnehin nicht moglich. Des-
halb wird hier ein anderer Weg beschritten. Um den folgenden Algorithmus zu verdeutlichen,
wird das Gleichungssystem

K-v=p'+a Gl. 2-69
betrachtet (s.h. Gl. 2-53) und gezeigt, wie eine vorgegebene Verschiebungsrandbedingung
ohne Umspeicherung der Systemmatrix in das Gleichungssystem eingebaut wird. Die rechte
Seite besteht aus den eingeprigten Knotenlasten p' und den noch zu bestimmenden Auflager-
reaktionskréften a.
Ist die zu beriicksichtigende Verschiebungsrandbedingung homogen, etwa V; = 0, dann ge-
nligt es, in der Steifigkeitsmatrix die i-te Zeile und Spalte durch Nullen und das Diagonalele-

ment K;; durch eine Eins zu ersetzen (Abb. 2-15).

KKK kKi I<KL VK @ 9 KKK O KKL VK p:<
ki | Ky | ki | Vi=0]=]p; |+]a - 0 1 0 |V|=]|0
KL kLi I‘(LL VL pll_ O KL O KLL VL pll_

Abb. 2-15 Einbau einer homogenen Randbedingung in das Gleichungssystem

Wird weiterhin in die i-te Zeile der rechten Seite des Gleichungssystems eine Null gesetzt,

dann ist nun offensichtlich die geforderte Verschiebungsrandbedingung V; = 0 Bestandteil des
Gleichungssystems. Die eingeprigte Knotenlast p; ist selbstverstindlich vor dem Nullsetzen

der rechten Seite zu sichern.

Kk | K | Ko || Vi p_:< 0 Kie 0 Ky |l vk p:< K V;
kEi K kEi Vi#0|= P!i +q —| 0 1 Vil=|Vi|l-| ©
KE] kLi KLL VL pIL O KEI 0 KLL VL pIL kLiVi

Abb. 2-16 Einbau einer inhomogenen Randbedingung in das finite Gleichungssystem
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Liegt eine inhomogene Randbedingung V; # 0 vor (Abb. 2-16), dann sind die Verhiltnisse
verwickelter. Nun ist zu beachten, dass die Knotenvariable V; in allen Gleichungen einen Bei-
trag zur rechten Seite liefert, der dem Vj-fachen des i-ten Spaltenvektors von K entspricht.
Demzufolge ist zunidchst von der rechten Seite, bis auf die i-te Zeile, die mit der bekannten
Verschiebung V; multiplizierte i-te Spalte der Steifigkeitsmatrix abzuziehen. Diese nun auf
der Lastseite auftretenden GroBen werden generalisierte Knotenkréafte genannt. Sodann
werden die i-te Zeile und die i-te Spalte in der Systemmatrix sowie die i-te Zeile des Aufla-
gerkraftvektors zu Null gesetzt (a; = 0) und abschlieBend die Verschiebungsrandbedingung als
Identitdt (V, =V,) in die i-te Zeile des Gleichungssystems geschrieben. Auch hier ist vorher
wieder die eingepriigte Knotenlast p; zu sichern. Aus nummerischen Griinden wird die i-te
Zeile mit einem positiven Faktor oo multipliziert, der etwa die Groflenordnung der {ibrigen

Matrixelemente besitzt. Der Wert fiir o ist geeignet zu wihlen.

O KKL VK p:< kKiVi
0 o V. |=|aV,|-| 0
O KLL VL p'L I(Li\/i

Abb. 2-17 Nummerische Stabilisierung des Gleichungssystems mit dem Faktor a

Dieser Prozess muss fiir jede Verschiebungsrandbedingung durchgefiihrt werden. Die Reihen-
folge spielt dabei keine Rolle. Aus dem so modifizierten Gleichungssystem werden die Sys-
temknotenverschiebungen ermittelt, mit denen dann die Auflagerreaktionsgréfen sofort be-

rechnet werden konnen. Aus Gl. 2-69 folgt ndmlich

]
a=K-v-p Gl. 2-70

Hinweis: Da die Steifigkeitsmatrix und der Vektor der eingepriagten Krifte durch den Einbau
der Verschiebungsrandbedingungen veridndert werden, miissen diese zur spiteren Berechnung

der Auflagerkrifte und der Elementzustandsgro3en vorher gesichert werden.

Der grof3e Vorteil der hier beschriebenen Vorgehensweise zum Einbau der Randbedingungen
liegt darin, dass die Gesamtsteifigkeitsmatrix und die rechte Seite des Gleichungssystems
unabhingig von den Randbedingungen aufgebaut werden konnen. Ein kleiner jedoch unbe-
deutender Nachteil der Methode besteht darin, dass sich die Ordnung des Gleichungssystems,
trotz bekannter Knotenverschiebungen, nicht verringert. Dieser Nachteil ist deshalb nicht

gravierend, da bei groBeren Systemen der Anteil der durch Randbedingungen vorgeschriebe-
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nen Knotenverschiebungen im Vergleich zu den unbekannten Knotenverschiebungen in der

Regel sehr klein ist.

2.11 Optimale Nummerierung der Systemknoten

Die bisherigen Hinweise haben gezeigt, dass die globale Knotennummerierung einen wesent-
lichen Einfluss auf die Grof3e des resultierenden Gleichungssystems hat. Die Anzahl der we-

sentlichen Rechenoperationen (Multiplikationen, Divisionen) zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems der GroBe [nxn ] liegt etwa bei 1/3n’. Die dazu benétigte Rechenzeit hiingt

also entscheidend von der Grofle der Systemmatrix ab. Aus diesem Grunde ist es bei gro3en
Systemen wichtig, die Knotennummerierung im Sinne einer geringen Bandbreite moglichst
optimal zu wihlen. Fiir diese Aufgabe wurden Algorithmen entwickelt, die auf Basis einer
vorgegebenen Knotennummerierung und Elementverkniipfung durch interne Umnummerie-
rung der Systemknoten die geringste Bandbreite liefern sollen. In diesem Zusammenhang
wird auf die Arbeiten von /16/, /17/ und /18/ verwiesen. Die in den genannten Literaturstellen
beschriebenen Algorithmen basieren auf heuristischen! Prinzipien und liefern deshalb nicht
zwangsliufig die giinstigste Losung. Die auf grafentheoretischen Uberlegungen basieren Op-
timierungsalgorithmen laufen in Computerprogrammen fiir den Benutzer im Hintergrund ab.
Nachdem z.B. von einem Netzgenerator eine Knotennummerierung vorgeschlagen wurde,
wird diese dann vom Optimierungsalgorithmus im Sinne einer giinstigeren Bandbreite geén-
dert. Als positiven Nebeneffekt geben diese Algorithmen dem Anwender wertvolle Hinweise

zur geschickten manuellen Knotennummerierung.

2.12 Spezielle Lagerungen

In Konstruktionen des Bauwesens konnen Knotenlagerungen auftreten, die von den bisher

betrachteten Fillen der freien oder der starren Lagerung abweichen.

I zu griech. heuriskein »findenc, rentdecken¢, die Kunst, wahre Aussagen zu finden
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Die im Folgenden betrachteten Fille beziehen sich auf

1. Elastische Lagerungen und

2. Schiefe Randbedingungen.
Unter elastisch gelagerten! Knoten werden Systemknoten verstanden, die federnd gelagert
sind. Schiefe Randbedingungen? treten immer dann auf, wenn die Orientierungen der Ver-
schiebungsfreiheitsgrade der Systemknoten nicht parallel zu den globalen Koordinatenachsen
verlaufen.
Grundsitzlich lassen sich Federlagerungen und auch schiefe Randbedingungen (Abb. 2-1)
durch ergéinzende Stébe realisieren. Das ist insbesondere bei denjenigen Programmen ein pro-

bates Mittel, die eine direkte Berilicksichtigung dieser Lagerungen nicht zulassen.

Abb. 2-18 Ebenes Fachwerk, Federlagerung und schiefe Randbedingung

Im Falle einer Federlagerung am Knoten 2, hier in globaler y-Richtung, wird im Zusatzstab 8

eine Dehnsteifigkeit eingestellt, die der vorgeschriebenen Federsteifigkeit k¢ entspricht, also
k, = % . Bei Vorgabe der Stablénge ¢ ist dann die Dehnsteifigkeit EA =k ¢ zu wihlen.

Etwas anders liegen die Verhiltnisse bei schiefen Randbedingungen, wie sie am Knoten 3 zu
beobachten sind. Soll nummerisch eine starre Lagerung in Richtung der Achse des Stabes 9
realisiert werden, dann ist dessen Dehnsteifigkeit nummerisch hoch anzusetzen. Aufgrund der
hohen Steifigkeit verhilt sich dieser dann ndherungsweise wie ein starrer Korper, der nur
noch eine Drehung um den FuBBpunkt 7 ausfiihren kann. Damit bei Unterstellung kleiner Ver-
formungen der Bogen durch die Tangente gut approximiert wird, ist dann der Stab nur noch
hinreichend lang zu wihlen.

Bei allen Lagerungen unterstellen wir librigens eine beidseitige Bindung, ein Abheben der

Konstruktion von den Lagern soll also nicht moglich sein.

Lin der englischsprachigen Literatur elastic support genannt
2 in der englischsprachigen Literatur skew constraints genannt
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2.12.1 Elastische Lagerung

Das Erweitern des FE-Modells durch zusitzliche Stibe kann vermieden werden, wenn die
Federsteifigkeit beim Aufstellen der Systemsteifigkeitsmatrix sofort berticksichtigt wird. Wir
beschrinken uns im Folgenden auf linear elastische Federlagerungen. Unter einer linear elas-
tischen Feder verstehen wir ein idealisiertes mechanisches Gebilde, bei dem eine angreifende
Kraft F eine Auslenkung s hervorruft. In der Feder stellt sich eine Kraft Fy ein, die der Ver-
langerung bzw. der Verkiirzung proportional ist. Es gilt
F, =k,s Gl. 2-71

und wir nennen

E
k, =_f Gl. 2-72

die Federkonstante, eine fiir jede Feder charakteristische Grofe.

[kf] = Ma—TQSiQ Einheit : kgs > = N
(Zeit) m

Ist beispielsweise ein Systemknoten auf einer Feder gelagert, deren Achse mit der Orientie-
rung der Verschiebung V; identisch ist, dann fiihrt eine Verschiebung dieses Knotens in posi-

tiver Richtung V; zu einer Reaktionskraft!

Ff,i = _kf,iVi Gl. 2-73

die im finiten Gleichungssystem zundchst auf der Seite der Knotenlasten erscheint.

Kk | K | Keo Vi p_:< 0 p_:< i p_;< 0
kL Ky kii V= P!i +la; | = P!i + Fi | = p!i -k Vi
K ko [ Ky vi] [po| LO] |p| LOJ |po 0

Wie diese Lagerung in der Systemsteifigkeitsmatrix zu berticksichtigen ist, erkennen wir so-
fort, wenn wir die zweite Zeile des obigen Gleichungssystems ausmultiplizieren. Wir erhalten
T T !
KgiVi + K Vi +Kv =p; — kf,iVi
Bringen wir die Federkraft auf die linke Seite und fassen zusammen, dann folgt

kLVK +(K; + kf,i)Vi + kEiVL = p!i

I die nicht mit der Federkraft verwechselt werden darf



2-36 2 Ein einfaches Beispiel

Die elastische Lagerung eines Systemknotens in Richtung des i-ten Systemfreiheitsgrades
wird also realisiert, indem zum Diagonalelement Kj; der Systemsteifigkeitsmatrix die vorge-

gebene Federsteifigkeit k¢; addiert wird, also

Kk Ki Kyw Vi p_;<
k;i Ky +kg; kEi i = p_'l Gl. 2-74
K;l kLi KLL VL plL

2.12.2 Schiefe Randbedingungen

y
X
globales Koor-
dinatensystem

gedrehtes Koor-
dinatensystem

=

Abb. 2-19 Schiefe Randbedingungen am Knoten 3

Um beispielsweise am Knoten 3 den homogenen Randwert ¥ =0 vorgeben zu konnen
(Abb. 2-19), miissen zunichst die im globalen x —y-Koordinatensystem formulierten Kno-
tenfreiheitsgrade in das um den Winkel B gedrehte X —y-Koordinatensystem transformiert

werden. Zur Erlduterung dieses Vorganges notieren wir das finite Gleichungssystem fiir das
in Abb. 2-19 skizzierte gleichseitige Fachwerk. Aus Griinden der Vereinfachung wird ohne
Beschriankung der Allgemeinheit fiir alle Stdbe (EA)// =1 angenommen. Das finite Glei-

chungssystem lautet bei Bezugnahme auf die globalen x-y-Koordinaten

K-v=p'+a Gl. 2-75

Im Einzelnen sind, ohne auf die Herleitung der Matrizen und Vektoren niher einzugehen
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1,250 0,433 —-0.250 —0,433 -1 0
0,750 -0,433 -0,750 0 0
K - 0,500 0 -0,250 0,433
- 1,500 0,433 0,750
1,250 —-0,433
sym 0,750 |
_ulx_ i ] _Plx— _ O ] _Rlx—
Uy Ply 0 Rly
u2x u2x 1 PZX 0 0
u2y u2y sz 0 0
u3x u3x P3x 0 R3x
_u3y_ _u3y_ _P3y_ __5'0_ _R3y_

Im Vektor v tritt offensichtlich der zu unterdriickende Freiheitsgrad u,; gar nicht auf. Des-

halb transformieren wir die Verschiebungen am Knoten 3 mittels einer Drehtransformation
mit dem Winkel B in die Richtungen X-y. Allgemein gilt im zweidimensionalen Fall bei
Drehung um die zur x-y-Ebene senkrechte Achse
|:X:| B {COSB —sin B}[i} - F} B { cosf sin B}{x}
y sinff.. cosP ||y y —sinf3 cosP |y

Beriicksichtigen wir diesen Sachverhalt im Vektor der globalen Knotenverschiebungen, dann

Gl. 2-76

erhalten wir

_ulx_ i U, ] _1 0 0 0 0 0 __ulx_
Uy u;, 01 0O 0 0 u,

V= Uy | U,, B 001 0 O 0 u,,
Cluy | u,, 10001 0 0 |u,
Usy U35 cosP —uyg sin 3 0 0 0 0 cosp —sinf | usx
uy, | [ussinBtugcosB| [0 0 0 0 sinB cosP | uy |

oder symbolisch

_TT7T . v
v=T -V Gl. 2-77

Der Neigungswinkel des einwertigen Lagers am Knoten 3 betrigt 3 = 20°. Dann ist
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1000 0 0 1000 0 0
0100 0 0 0100 0 0
_f0o0o10o 0 0 jjoo 10 0 0
0001 0 0 0001 0 0
0 0 0 0 cosp —sinB| [0 0 0 0 0940 —0,342
00 0 0 sinp cosp| [0 0 0 0 0342 0,940

Wegen T' =T (Beweis durch Ausrechnen) ist diese Matrix eine orthogonale Matrix fiir
die gilt: T-T' =1. Entsprechend sind

p'=T"-p'

R Gl. 2-78
Einsetzen von Gl. 2-77 und Gl. 2-78 in Gl. 2-39 ergibt K-T"-V=T"-(p’ +@). Linksmulti-
plikation mit T liefert unter Beachtung der Orthogonalitit von T

T-K-T".v=p'+a
Setzen wir zur Abkiirzung K = T-K-T7, dann lautet die finite Gleichung mit den am Knoten
3 transformierten GroB3en

K.-v=p +a Gl. 2-79

Im Einzelnen sind

(1,250 0,433 -0.250 —0,433]-0,940 0,342
0,750 -0,433 -0,750 0 0
KoT.K.T = 0,500 0]-0,087 0,492 _gT
1,500 | 0,150 -0,853
0,913 -0,492
| sym. 1,087 |
o0 J[o] [ o ]
0 0 0
) | 0 0 0
P=Tp= o o |7| o
P, sinf3 P, -1,7101
| Ps,cosP| | Py | | —4,6985
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R, cosB+R; sinf
-R,, sinf+R; cosP

Rlx RIX
R, | R,
0 0
ool ] o
R, 0
Ry | |Ry |

Da es sich bei dem schiefen Lager am Knoten 3 um ein einwertiges Lager handelt (Ver-

schieblichkeit des Lagers in X -Richtung nicht unterbunden), ist R;. =0 zu Null zu fordern.

Im Ubrigen beziehen sich die Drehtransformationen nur auf diejenigen Systemknoten, die

durch eine schiefe Randbedingung beaufschlagt sind. Damit erhalten wir folgendes Glei-

chungssystem
1,250 0,433 —0.250 —0,433]-0940 0,342 u,,
0,433 0,750 -0,433 -0,750 0 0] u,
-0.250 -0,433 0,500 0|-0,087 0,492 | u,,
-0,433 -0,750 0 1,500 | 0,150 -0,853 ] u,,
—-0,940 0 -0,087 0150| 0913 -0,492 | uy
| 0,342 0 0492 -0,853]|-0,492 1,087 || ugy |

0
0
0

0

—-1,7101

| —4,6985 |

aus dem die Knotenverschiebungen und die Lagerreaktionskréifte zu berechnen sind. Der Ein-

bau der homogenen Randbedingungen liefert nach dem im Kap. 2.10 beschriebenen Verfah-

ren

Die Losungen sind

S O O O O =

S O O O = O

0,500

- 0,087

0 0
0 0
0 -0,087
1,500 0,150
0,150 0,913
0 0

_ O O O O O

=l i -

—-1,7101
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Uy 0 Rlx _15820_

u, 0 R, 0

o | U |_| 0336 - 0 0
Cluy, | | 0,194 | ool 0
U,y —1,937 0 0

uy || 0 Ry | |5.321)

Eine andere Moglichkeit des Einbaus schiefer Randbedingungen besteht darin, die erforderli-
chen Drehtransformationen bereits auf Elementebene durchzufiihren. Da am Knoten 3 der
Stab 1 endet und der Stab 2 seinen Anfangsknoten hat, sind fiir beide Elemente entsprechende
Transformationen durchzufiihren.

Das Elastizititsgesetz fiir den Dehnstab in globalen Koordinaten lautet bekanntlich

k®.u® =f® Gl. 2-80

Der Vektor u® enthilt die Komponenten der Stabendverschiebungen in globalen Koordina-

ten. Hat der Stab am betreffenden Knoten z.B. seinen Anfang (Index i), dann lautet die Dreh-

transformation
(@) ) © o : @
ul® u cosp—u;’sinB| [cosp —sinf ‘ 0 0lfug
(@) © o (©) : (@
4O | B || s sinf3 +uj;’ cosf3 _ sinB. cosB [0 O] ug
ugi) uﬁz) 0 0 ‘ 1 0 ug)e() Gl. 2-81
(e) (e) (e)
uj ujs 0 0[]0 1jujy
oder symbolisch
©® _77.17@
u™ =T - Uy Gl. 2-82
Die Matrix
cosp —sinB |0 O
+ |sinf cosp |0 O
0 010 1
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ist wieder eine orthogonale Matrix. Endet der Stab an einem Knoten (Index j), der einer schie-

fen Randbedingung unterworfen ist, dann gilt entsprechend

uy | [1 0| o0 0] ufy’
u | |01 0 0 u
u¥=l & |= 5 =T U Gl. 2-84
© : © .2
ui 0 O0cosp —sinf|uj
© : @
u 0 OfsinfB cosP|uj

Einsetzen von Gl. 2-82 in GI. 2-16 und anschlieBende Linksmultiplikation mit T ergibt

© 7T . o6 _ 0)
To KT Uy =Ty - Gl. 2-85
Setzen wir noch
k® = To k®- T(iT)
O — T(-) O Gl. 2-86
1
dann geht Gl. 2-85 {iber in
k©.u®=f¢ Gl. 2-87

Mit den in Gl. 2-87 errechneten Elementbeitrigen wird das Gesamtsystem aufgebaut. Der
Einbau der Randbedingungen in das globale Gleichungssystem bereitet dann keine Schwie-

rigkeiten mehr.









3 Grundlagen der linearen Elastizi-

tatstheorie

An dieser Stelle sollen die Grundgleichungen der linearen Elastizitdtstheorie zusammenge-
stellt werden, was bedeutet, dass wir uns einerseits auf kleine Verformungen und kleine 1.
Ableitungen der Verformungen beschrianken (geometrische Linearitit), andererseits soll ein

linear elastisches Werkstoffgesetz in Betracht gezogen werden (physikalische Linearitit).

3.1 Der Spannungszustand

Abb. 3-1 Der Spannungsvektor

Die Spannung! s(r,n)ist ein dem Flachenelement AA mit Ortsvektor r und dem Stellungs-

vektor n zugeordneter Vektor, der als Grenzwert

I Augustin Louis Baron Cauchy, franz. Mathematiker, 1789-1857
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o) — 1im AF _ OF
s(r,n _AzlxIEOAA_dA Gl 3-1

definiert ist (Abb. 3-1). AF ist dabei der zur Fliche AA im allgemeinen schief gerichtete
Kraftvektor.

Normalspannung G,

AA

Schubspannung © ,

Abb. 3-2 Komponenten des Spannungsvektors s,

Der Spannungszustand in einem Kontinuum héngt auler vom Punkt P mit dem Ortsvektor r
auch noch von der gefiihrten Schnittrichtung (Stellungsvektor n) ab. Der Spannungszustand
am Punkt eines Kontinuums ist dann bekannt, wenn fiir drei unabhingige Schnittrichtungen
durch diesen Punkt die zugeordneten Spannungsvektoren bekannt sind. Erst dann kann der
Spannungsvektor s, fiir eine beliebige Schnittrichtung berechnet werden. Die senkrecht auf
dem Flachenelement AA stehende Komponente des Spannungsvektors (Abb. 3-2) heifit Nor-

malspannung s_(r,n)=c,  (r,n)e, und die in der Ebene des Flichenelements liegende

Komponente wird Schubspannung s  (r,n) = o, (r,n)e, genannt.

P Sy (r)

Abb. 3-3 Spannungsvektor in kartesischen Koordinaten, Stellungsvektor e,

Die Normalspannung wird als positiv bezeichnet, wenn sie eine Zugspannung ist und entspre-
chend als negativ, wenn sie eine Druckspannung ist. Stehen insbesondere die Schnittflichen
senkrecht auf den kartesischen Koordinaten x,y,z, dann gilt (Abb. 3-3)
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s, =0,e, +c e +0,e,
s, =0,e +G e +0 e, Gl 3-2

s, =0,€,+0,e +G,e,

Die 9 Spannungen Gjk (j.k = X,y,z) lassen sich in einer quadratischen Matrix

XX Xy XZ
S = yX vy yz
ZX zy 7z

anordnen. Das ist die Matrix des Spannungstensors. An jeder Spannung bedeutet der erste
Index die Koordinatenachse, die auf der betreffenden Schnittfliche senkrecht steht, der zweite
die Koordinatenachse, zu der die Spannung parallel ist. Zur vollstindigen Beschreibung des
Spannungszustandes in einem Punkt P eines deformierbaren Korpers sind zunichst also 9
Zahlenangaben erforderlich. Im Vergleich zum Vektor, bei dem im rdumlichen Fall drei Zah-
lenangaben ausreichen, spricht man deshalb beim Spannungstensor von einer extensiven Gro-
Re hoherer Ordnung, hier also 2. Ordnung.

Abb. 3-4 Gleichgewicht am Tetraederelement

Zur Berechnung des Spannungszustandes in einer beliebig gerichteten Schnittfliche entneh-

men wir dem Innern eines Korpers gedanklich einen nach der orthonormierten Einheitsvek-

torbasis <ex;ey;ez> orientierten Tetraeder! (Abb. 3-4) mit den Kantenlingen dx, dy, dz. Im

Sinne des Schnittprinzips werden an den Schnittflichen die als bekannt vorausgesetzten

Spannungsvektoren —s , —s , —s, freigesetzt (Abb. 3-4). Auf der Deckfliche des Tetraeders

I zu griech. hédra »Sitz(fliche), Basis, ein Polyeder mit vier Ecken
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wirkt der noch unbekannte Spannungsvektor s_(r,n). Kraftgleichgewicht am infinitesimalen
tetraederférmigen Element liefert mit n =[n ;n;n,]
s,=n,s +n;s +ns, Gl. 3-3
Unter Beachtung von Gl. 3-2 erhalten wir zunachst
$,= OmSx 70,8y +0,,8, Gl 34

und durch Komponentenvergleich

6, =N, +n.c  +n,0,

6, =no,+nc, +n,0, Gl. 3-5

6, =006, +n06, +n,6,
oder symbolisch

s,=S'n Gl. 3-6

Unter Beachtung des Satzes von den zugeordneten Schubspannungen (o, =o,;) reduziert

sich die Anzahl der unbekannten Spannungen von 9 auf 6. Die Matrix des Spannungstensors

ist symmetrisch

XX Xy XZ Gxx ny sz
_ _ QT
S=|o, o, 0,|=|0, O, O,|=S
zX 6zy 6zz ze Gyz Gzz

In der FE-Methode werden die 6 Spannungskomponenten zum Spannungsvektor

¢ =[6,,6,,6,,6.,,0,,0, Gl. 3-7

yy? 7z Xy ? yz°
zusammengefasst. Ist der Spannungstensor am Punkt eines Kontinuums bekannt, dann kann

der Spannungsvektor s flir jede beliebige Schnittrichtung ermittelt werden.

3.1.1 Die statische Grundgleichung

Aus einem belasteten Korper denken wir uns ein quaderférmiges zu den Koordinatenachsen
paralleles Volumenelement mit den Kantenldngen Ax, Ay, Az herausgeschnitten. Das Element
besitzt das Volumen AV = Ax Ay Az (Abb. 3-5).
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Abb. 3-5 Volumenelement eines belasteten Korpers

SOV IHADMAY

A

-s,(X,y,2)Ax Az X /)

) ¢ od Az

/ ?\ >
z
¥ s, (X,y +Ay,z)Ax Az
s, (x+Ax,y,z)Ay Az

—s,(x,y,2)AxAy 1AV

y

Abb. 3-6 Kraftzustand am Volumenelement

Auf das Element (Abb. 3-6) wirken neben der Volumenkraft Af (z.B. die Gewichtskraft oder
auch magnetische Krifte) die als Folge des Schnittprinzips erscheinenden Oberflichenspan-
nungen. Im allgemeinen werden die Spannungsvektoren beim Fortschreiten in Richtung der
Koordinatenachsen ihren Betrag und ihre Richtung dndern.

Im statischen Fall muss das Kraftgleichgewicht erfiillt sein, d.h. die Resultierende aller auf
das Volumenelement einwirkenden Kréifte muss verschwinden. Das fiihrt auf die wichtige

statische Grundgleichung

+—2+f=0 Gl. 3-8
ox oy 0z

Mit Einfithrung des Gradienten in kartesischen Koordinaten
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0
V=—e +—e +—e Gl 3-9

der ein symbolischer Vektor ist und Nablaoperator!' genannt wird, kann Gl. 3-8 noch kiirzer
geschrieben werden

V- S+f=0 Gl. 3-10

GI. 3-8 ist eine Vektorgleichung, die drei skalaren Gleichungen entspricht. Unter Beachtung
von f =1 (x,y,z) e, +1f,(x,y,2) e, +f,(x)y,z)e, folgtaus Gl. 3-8

oo 06, 0o
+

=+ ~+f =0
ox oy oz
0c 0c 0c
P Taf =0 Gl 3-11

x oy oz
s, 0o, 0o
+

XZ

+ Z+f =0
0x oy 0z

3.1.2 Der riumliche Spannungszustand in Zylinderkoordinaten

Abb. 3-7 Spannungskomponenten in Zylinderkoordinaten (nicht vollstindig)

Der Spannungstensors in Zylinderkoordinaten hat die Form (Abb. 3-7)

S=0,¢,®¢,+0,¢,®e, +0,¢ &¢, +...

und in Matrixdarstellung

I griech. nabla(s), Name eines Saiteninstruments.
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S=|o c o, |=S"
zr GZ(p Gzz
Die 6 Spannungskomponenten werden zum Spannungsvektor

T
¢ = [Grr’ G(p(p’ cYzz’ an’ G(pz’ Grz] Gl. 3-12

zusammengefasst. In Zylinderkoordinaten hat der Nabla-Operator die Darstellung

Unter Beachtung von f=1(r,9,2)e, +f (r,0,2) e, +1,(r,¢,z)e, folgen dann die Gleichge-

wichtsbedingungen

0
doy , 1 G“f’+acrz+l(0rr—cs )+f.=0
or rop 0z r o

0G 2 1 GGW 06

Lo L 25 +— 4 f =0 Gl. 3-13

o r "t op 0Oz

0
%_Flczr_'_lh-'_%-i-fz :O
o r r 0p 0z

3.1.3 Der ebene Spannungszustand

Beim ebenen Spannungszustand! der x-y-Ebene unterstellen wir

c;, = 0 (G =xy,2) Gl 3-14
Von den verbleibenden Spannungen 6 (j, k = x,y) wird angenommen, dass sie sich iiber die
Scheibendicke konstant verteilen. Sie hingen dann nicht mehr von der z-Koordinate ab, und
es gilt
06,
0z

=0 Gl. 3-15

GL. 3-11 reduziert sich auf

I der mit guter Niherung z.B. in einer Scheibe unterstellt werden kann
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Gl. 3-16
do,, 0o

8x?y:

und fiir die Matrix des ebenen Spannungstensors verbleibt

O Oy 0
S=|o o} 0= O Owm
=10y Oy 0f=|_ Gl 3-17

0 o of Lo Ow

An einem Element treten dann nur noch die folgenden Spannungen auf

ny+Any

T G, + Acyx

| >

T
-1
1

(O l . +Ac
c

Yy

— <<

o

X Ax  —

Abb. 3-8 Der ebene Spannungszustand

Der Satz von den zugeordneten Schubspannungen liefert fiir den ebenen Fall

Gl. 3-18

womit noch drei unbekannte Funktionen o, (X,y),0,,(X,y),0,,(X,y) zu bestimmen wéren,

die wir im Spannungsvektor

6' =[0,,, 0, 0] Gl 3-19

zusammenfassen konnen. Hingen die Spannungen nicht vom Ort ab, so heifit der Spannungs-
zustand homogen, sonst inhomogen.
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3.1.4 Der einachsige Spannungszustand

In Bauteilen, die vorzugsweise auf Druck oder Zug beansprucht werden, kann niherungswei-
se ein einachsiger Spannungszustand unterstellt werden. Zu diesen Bauteilen gehoren z.B.
Seile, Ketten und Stibe.

C. <[ |>» o, —>

b X A

Abb. 3-9 Einachsiger Spannungszustand in einem Stab

Der Stab in Abb. 3-9 wird durch eine Kraft F beansprucht, die in hinreichender Entfernung

von der Lasteinleitungsstelle ndherungsweise einen einachsigen Spannungszustand

o, = Gl. 3-20

r
XX A

induziert. Spannungen ¢ und o treten nicht auf.

3.2 Verschiebungen und Verzerrungen

3.2.1 Die Verschiebungen

Infolge einer Belastung wird ein realer Korper deformiert. Zur (relativen) Beschreibung der
auftretenden Forménderungen wird eine Bezugskonfiguration (BK) eingefiihrt, von der aus
die Bewegung gemessen wird. In dieser Plazierung muss der kinematische Zustand des Kor-
pers bekannt sein, denn simtliche Anderungen des kinematischen Zustandes werden auf diese
Referenzkonfiguration bezogen. Die Bewegung endet in der Endkonfiguration (EK), wobei
wir im Rahmen einer linearen Theorie unterstellen, dass Bezugs- und Endkonfiguration dicht

benachbart sind.
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Abb. 3-10 Verschiebungsvektor w(r)

Bezugs- und Endkonfiguration sind durch den Verschiebungsvektor

w(r) =w (rje, +w (r)e, + w (r)e, = (W ,w ,wW,) Gl 3-21

miteinander verbunden!. Dabei kdnnen wy,Wy und w, noch Funktionen von Xx,y,z sein. Der

Sprung zwischen beiden Plazierungen wird als Deformation bezeichnet.

Abb. 3-11 Deformation eines Quaders

Abb. 3-11 zeigt die Deformation eines Quaders, die sich infolge der Verschiebungen der ein-
zelnen Korperpunkte aus
— Starrkorperverschiebungen, die aus Translation und Rotation bestehen, sowie

— Verzerrungen, d.h. Dehnungen und Gleitungen zusammensetzt.

! Im Rahmen der hier behandelten Theorie ist es gleichgiiltig, auf welchem Wege der Punkt P nach P’ gelangt.
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Da i.a. jedem Punkt P(r) ein anderer Verschiebungsvektor w zugeordnet ist, handelt es sich
hierbei um ein Vektorfeld. Es leuchtet sofort ein, dass die Verschiebungen der einzelnen
Korperpunkte keinen AufschluB3 iiber das lokale kinematische Verhalten geben kénnen, dazu
ist vielmehr die Umgebung eines Punktes, etwa in Form von Linienelementen, in die Betrach-
tungen mit einzubeziehen.

Hinweis: Wir beschrianken uns im Folgenden auf kleine Verformungen und kleine 1. Ablei-

tungen der Verformungen.

3.2.2 Der Verzerrungszustand

Neben den Spannungen und den Verschiebungen sind die Verzerrungen zur Beurteilung
eines Beanspruchungszustandes eines belasteten Korpers von entscheidender Bedeutung. Die
Dehnungen resultieren aus den Langendnderungen einzelner Korperelemente und die Glei-
tungen beschreiben die Winkeldnderungen der Elementkanten. Die Formanderung eines
Korperelementes liegt fest, wenn die Lidngenidnderungen eines Volumenelementes mit den

Seiten Ax, Ay, Az und die Anderungen der urspriinglich (rechten) Winkel bekannt sind.

3.2.2.1 Kartesische Koordinaten

Verschiebungsvektor: w =(w ,w ,w,)

8yy’gzz

Halbe Gleitungen: ¢ = %yxy; &, = %szé g, = %sz

Dehnungen: €

XX 2

Der Verzerrungstensor hat dann die Form
E=¢ ¢ ®e +g e Qe +e, ¢ Q¢ +...

oder in Matrixform

R I
Sxx Sxy Xz 1 - 2 ny % yxz
E=le, ¢, ¢,|= PR % =E' Gl 3-22
Szx Szy 822 1 1
= = €
_2 YZX 2Yzy 7z |
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Auch diese Matrix ist symmetrisch. Die 6 Groflen werden im Verzerrungsvektor

T
€ = [gxx’ 8yy’ 8zz’ ’nyi szi YZX] Gl. 3-23

zusammengefasst. Die Verzerrungs-Verschiebungsrelationen sind

an aWY asz
Exx = Eyy = €y =
ox 7 oy 0z
.3-24
1(ow, ow, 1(ow, ow, 1(awz awxj o3
&y TS + €, =7 T €x =5 +
Vo2 0y ox ¥ o2loy oz 20 0x 0z
die unter Beachtung der Differentiationsoperatormatrix
P lolol 202
0x oy 0z
0 0 | 0
L'= — 0| —|=10 -
dy ax | oz Gl. 3-25
0o 2|0 |22
i 0z 0y | 0x |
auch in die Darstellung
g=Lw Gl. 3-26

gebracht werden konnen. Sind die drei Verschiebungen wy,wy,w, bekannt, dann lassen sich
daraus 6 Verzerrungen berechnen. Umgekehrt gehoren zu 6 Verzerrungen genau 3 Verschie-
bungskomponeneten. Soll das Verschiebungsfeld eindeutig sein, dann konnen die 6 Verzer-
rungen nicht beliebig sein, sie miissen den sog. Kompatibilitits- oder Vertriglichkeitsbe-

dingungen geniigen, die hier angegeben werden, auf deren Herleitung jedoch nicht néher

eingegangen wird.

8zsxx 828}’)’ _ azgx)’ _ O _ 828)'2 + azsz + azgx)’ _ 8z'gxx _ 0
oy’ ox’ oxoy ox>  0Oyox 0zox  Oyoz
0’ 2 0’¢ 2 0’ o’e. 0Ot
SR K} 08 O e T8 Gl 327
0z oy 0yoz oy 0z0y 0Ox0y 0z0X
O, Doy 0%, _, &, 0%, d%, 0%,

2 2 - 7 T + N =0
0x oz 0z0x 0z 0x0z 0y0z Ox0y
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3.2.2.2 Zylinderkoordinaten

Verschiebungsvektor: w = (w,,w ,w,)

r(p’gzz

— 1 . J— 1 . — 1
o _Eer’ 8q)z _E’Yq)z’ €, _E’er

Dehnungen: €.,€

Halbe Gleitungen: €

Die Dehnungen und Gleitungen bilden den symmetrischen Verzerrungstensor

_ 8 . ) | Y -

gn o B r 2 (0] 2 1z

1 1
E=le, ¢, ¢£,|= Yo Eeo S Vu Gl. 3-28
Szr zQ zZ 1 ’Y 1 ’Y e
_2 zr 2 zQ 7z |

Die 6 GroBen werden im Verzerrungsvektor

ET = [8n’ 8q)(p’ 8zz’ ’Yrq)’ Y¢z’ er] Gl. 3-29

zusammengefasst. Die Verzerrungs-Verschiebungsrelationen sind

ow, w, 10w, ow,
& = e - s &, =
or o r ot oo 0z
_If1low, 8w ow, W,
2\r acp or r
Gl. 3-30
_1
Cor 2( r 8(p}
_1( j
Z]" 2

3.2.2.3 Der ebene Verzerrungszustand

Ein ebener Verzerrungszustand wird in langgestreckten Korpern unterstellt, fiir die Geometrie
und Belastung in Léngsrichtung nahezu konstant sind. Das trifft zum Beispiel bei der in Abb.

3-12 dargestellten Stiitzmauer mit guter Ndherung zu.
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Abb. 3-12 Stiitzmauer, ebener Verzerrungszustand

Ein ebener Verzerrungszustand in der x,y-Ebene wird durch w _(x,y,z)=0 definiert. Punkte

der x,y-Ebene sollen sich auch nur in dieser Ebene verschieben kénnen. Von Gl. 3-21 ver-
bleibt

w=(w,(x, Y)W (X, y)) Gl 3-31
und damit
€, =¢,=¢,=0 Gl 3-32
Gl. 3-22 geht tiber in
1
€xx _’ny
E= 2 Gl 3-33
1 .
Ty €yy
2

und der Verzerrungsvektor Gl. 3-23 reduziert sich auf
ST = (8xx’ 8yy’ YXy) Gl. 3-34

Von der Differentiationsoperatormatrix Gl. 3-25 verbleibt

Gl. 3-35




3.3 Materialgesetz 3-15

3.3 Materialgesetz

Nach der Einfiihrung der beiden Begriffe Spannungen und Verzerrungen sind zwischen bei-
den Definition Beziehungen herzustellen, die vom verwendeten Material abhidngen. Die Glei-
chungen, die die Verzerrungen und die Spannungen miteinander verkniipfen, heilen Materi-
al- oder auch Stoffgleichungen. Zur Bestimmung der in den Stoffgleichungen auftretenden
Werkstoffkennwerte werden Experimente bendtigt.

Fiir die folgenden Untersuchungen beschrianken wir uns auf den einfachsten Fall der homo-

genen linear-elastischen isotropen Stoffe. Dabei bedeuten im einzelnen

homogen: Das Material besitzt {iberall dieselben, vom Ort unabhéngigen Materi-
alkonstanten

linear-elastisch: Zwischen den Verzerrungen und den Spannungen besteht ein linearer
Zusammenhang

isotrop: Die Richtungen der Hauptspannungen und Hauptverzerrungen fallen

zusammen und gleiche Hauptspannungen fiihren bei beliebig gedreh-

tem Material zu gleichen Dehnungen.

3.3.1 Das Elastizititsgesetz fiir den raumlichen Spannungszustand

Der einfachste Zusammenhang zwischen den Spannungen S und den Verzerrungen E ist line-
ar. Das linear-elastische Verhalten homogener isotroper Materialien erfordert die Angabe der
Materialkonstanten E, v und ar. Die Konstante E heifit Elastizititsmodul. Der Elastizitits-
modul ist ein MaB fiir den Widerstand des Materials gegen Normalspannungsbeanspruchung.
Je groBer E ist, um so kleiner werden die Dehnungen oder Stauchungen bei einer vorgegebe-
nen Spannung. Der E-Modul kann unterhalb der Proportionalititsgrenze wegen der dort giilti-
gen Beziehung % =tano = E der Spannungs-Dehnungskurve eines einaxialen Zugversuches

entnommen werden.

Einheit kgm™'s™ =N/m’

] _ Masse
Linge - (Zeit)®

0<E<w Gl. 3-36

Die positive Konstante v wird Querkontraktionszahl genannt.
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Gl. 3-37

N |~

Der Wert v =1/2 bedeutet Volumenkonstanz!. Wird der Korper um T Kelvin gegeniiber ei-
ner beliebigen Ausgangstemperatur erwiarmt, so vergroBert sich jedes beliebig orientierte Li-
nienelement der Lange ¢ um das Mall A/=/o,T, wobei o, den linearen Temperatur-
ausdehnungskoeffizienten bezeichnet. Zu jeder beliebigen Richtung ergibt sich dann zusétz-

lich eine Temperaturdehnung. Das Hookesche? Gesetz lautet in Tensorschreibweise unter

Einbeziehung des Lastfalls Temperatur

E=TVs- Y o1 |+a,TI GL 3-38
E 1+v

In Gl. 3-38 bezeichnen 6 =0, + 6, +0,, die Spur des Spannungstensors und

1 0 0| |o;T O 0
o, TI=0,T|0O 1 O|= 0O o;T O Gl. 3-39
0 0 1 0 0 o,T

den linearen Wiarmedehnungstensor. Losen wir Gl. 3-38 nach den Spannungen auf, dann er-

halten wir

E \Y% Eo. T
S = E- el |———1 Gl. 3-40
1+v{ 1-2v J 1-2v

In obiger Gleichung ist e =€ +¢&, +¢,, die Spur des Verzerrungstensors

3.3.1.1 Kartesische Koordinaten

In kartesischen Koordinaten sind die Dehnungen und Gleitungen

I Fiir Baustahl und die meisten metallischen Werkstoffe kann v = 1/3 gesetzt werden.

2 Robert Hooke fand dieses Gesetz auf empirischem Wege und verdffentlichte seine Ergebnisse im Jahre 1678.
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€., = %[GXX — v(cyy +0, )]+ o, T
Cyy = %[ny - V(Gxx +G, )]+ o, T Gl. 3-41

€, = %[GZZ - V(GXX +0,, )]+ o T

7z

1+ L+ L+
€,y —TGXY €, —Tcyz €, —?GZX GL 3-42

sowie die Spannungen

. ﬂ[gxx Y (e, + gzz)_H_VaTT}
(1+v)1-2v) I-v I-v
(1-v)E v 1+v
6, =—"—|¢ +—Ig +e,)-—a,T Gl. 3-43
YA+ v)(1-2v)| ¥ l—v( wten) 1-v '
GZZ = (I_V)E |: 7z (gxx + )_l—l—_v TT:l
1+v)1-2v) l-v 1y
E
w Ty e T Gy,
o = isxz =Gy, Gl. 3-44
I+v
E
yz = 1+ V yz = GYyZ
wobei in Gl. 3-44 zur Abkiirzung der Schubmodul
E
G= 13-4
20+ v) Gl.3-45

eingefiihrt wurde, der allerdings keine neue Materialkonstante darstellt, da es sich durch E

und v ausdriicken 1463t. Die Dimension des Schubmoduls ist

Masse

= — Einheit kgm's” =N/m’
Linge - (Zeit)

und es gilt wegen GI. 3-36 und GI. 3-37
0<G<w
E <G< E Gl. 3-46
3 2

Unter Beachtung von Gl. 3-7 und GI. 3-23 lautet das Werkstoffgesetz Gl. 3-43 und Gl. 3-44

in Matrizenschreibweise

o =Deg Gl. 3-47



3-18 3 Grundlagen der linearen Elastizitatstheorie

wobel
B |
1-v Y v i 0 0
|
Y 1-v v i 0 0
|
|
) E v v l—vi 0 0
e o
1+v)(A=-2v)| 0 0 :1—2v 0
b2
0 0 0o | o =¥
| 2
0 0 0O | 0
L |

Gl. 3-48

die symmetrische Materialmatrix des rdumlichen Spannungszustandes fiir den isothermen

Fall bezeichnet.
3.3.1.2 Zylinderkoordinaten

€, = %[crr - v(cw + GZZ) +o,T
Epp = %[GW - v(csrr +0, )]+ o, T

€, = %[GZZ - v(cslT + 0y, )]+ o, T

c, = 1=v)E g, + v (8 +szz)——1+vocTT
1+v)1-2v) 1-v* % l1-v

o, =—UZVE [0V (e )Vt
o d+vA=-2v)[ " 1-v 1-v

c, = (1-v)E g, + v (Srr+8w)—1+—VOLTT
(1+v)q-2v) 1-v 1-v

Gl. 3-49

Gl. 3-50

Gl. 3-51
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E
T Gv,,
E
Gy, = mgm = G'Y(pz Gl. 3-52
zr = igzr = G’YZI’

3.3.1.3 Zylinderkoordinaten bei Rotationssymmetrie

Bei axialsymmetrischen Systemen, deren Geometrie und Belastung Rotationssymmetrie zu
einer Achse aufweisen, etwa bei zylindrischen Behiltern unter Fliissigkeitsdruck, konnen die
voranstehenden Gleichungen noch reduziert werden. Ist die z-Achse die Symmetrieachse,

dann ist ndmlich w (r,9,z) =0 und séimtliche Anderungen der ZustandsgroBen in tangentia-

ler Richtung miissen ebenfalls verschwinden (8/d¢ = 0). Von Gl. 3-30 verbleibt dann

awr Wl' awz
€, = 5 € =—%0; g, =
or "y 0z
gr:l W, , oW, Gl. 3-53
20 eor 0z
e =0; g =0

Als unbekannte Verschiebungen bleiben nur die planaren Komponenten wi(r,z) und w,(r,z).

Das Materialgesetz aufgeldst nach den Spannungen ist dann

G”=& 8”+—(8W+SZZ)—1+—VOLTT
d+v)1-2v) | l-v l-v ]
(1-v)E [ % 1+v ]
O, =—————| €, + g, +e,)-—a,T Gl. 3-54
o 1+v)I-2v) [ 1—v(” ) 1-v ]
GZZ:—(I_V)E SZZ+—V (sn+aw)——l+vocTT
d+v)1-2v) | l-v l1-v
E
0, =—8, =0y, Gl. 3-55
I+v

Mit dem Spannungs- und Verzerrungsvektor

T T
o = ( 7z cyrr’ cyzr’ G(p(p) € = (gzz’ 8rr’ Szr’ Stp(p) Gl. 3-56
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und der symmetrischen Materialmatrix fiir den isothermen Fall

1 v 0o
1—-v 1—-v
\% \%
1 0
(I1-v)E 1—-v 1—-v
= Gl. 3-57
MU Aeva-2v)| g A2V
2(1-v)
v ¥ ) |
L11-v 1-v i

kann das Werkstoffgesetz fiir axialsymmetrische Systeme in Matrizenschreibweise wie folgt

notiert werden

6=D,c Gl. 3-58

3.3.2 Das Elastizititsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand

Fiir den ebenen Spannungszustand galt o, =0 (j:x,y,z). Es verbleibenden somit die
Spannungen 6, =6, (X,y); 6, =6,(XY); 6, =0, (X,y). Durch die Reduktion der zu ermit-

telnden Spannungsfunktionen cj von 6 auf 3 146t sich, im Vergleich zum rdumlichen Fall,
das Aufstellen der Grundgleichungen des ebenen Spannungszustandes erheblich vereinfa-

chen. Von den Dehnungen verbleiben

XX

€, = %(GXX - vcsyy)+ o, T

1
&y = E(ny - VO, )+ o, T Gl. 3-59

/4

= —%(cxx + 0yy)+ a, T#0

und entsprechend von den Gleitungen
1

Yy = Ecxy Gl. 3-60

Losen wir die obigen Gleichungen nach den Spannungen auf, dann erhalten wir
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= E 5 [axx +ve, —(l+v) OLTT]
v

GXX
1—
_E [ ] Gl. 3-61
Gy —m Syy + Ve, —(1+V) (XTT
o =01y
Mit dem Spannungs- und Verzerrungsvektor
OT = (Gxx’ ny’ny) eT = (Sxx9 Syy’ny) Gl. 3-62
und der symmetrischen Materialmatrix fiir den isothermen Fall
1 v 0
D, D, 0
E
Dy =—s| v 1 0 |=|D,, D, 0 Gl 3-63
_ 0 0 D
0 0 l_v s
L 2 ]
mit
E VE E
D, = ; D, = =vD,; Gl 3-64

; D, ; DS: =
? R ) 2(1+v)

kann das Werkstoffgesetz fiir den ebenen Spannungszustand in Matrizenschreibweise wie

folgt notiert werden

6=D_,¢ Gl. 3-65

3.3.3 Das Elastizitiitsgesetz fiir den ebenen Verzerrungszustand

Wegen Gl. 3-32 verbleibt von Gl. 3-44
Oy = 2G8xy = nyy
6,=0 Gl. 3-66

6, =0

Aus der 3. Beziehung von Gl. 3-41 erhalten wir zunichst wegen €,, =0
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6, =Vv(6,+0,)—Ea;T#0 Gl. 3-67

Einsetzen in die beiden ersten Gleichungen von GI. 3-41 liefert

2
€ = [-v |:(5xx —Lcyy}+(l+v)aTT

E I-v
1—2 Gl. 3-68
€, = = [ v ——l_vcxx}+(l+v)aTT
8ZZ = O
Von den Gleitungen verbleibt nur
1
2e =7, = Ecxy Gl. 3-69
Losen wir GI. 3-68 nach den Spannungen auf, dann erhalten wir
E
6, =———(1-ve _+ve —-(1+v)a, T
XX (1+V)(1—2V)[( ) XX yy ( ) T ]
6, = [(1-Ve, +ve, ~ (14 )a,T] G370
Y1+ v)(1-2v) W
E
c,=—-—|Ve, +e,)-(1+v)a,T
7z (1+V)(1—2V)[ ( XX yy) ( ) T ]
und
o, =G,y GlL3-71
oder in Matrizenschreibweise unter Beachtung von Gl. 3-62 fiir den isothermen Fall
c=D..¢ Gl 3-72
I-v Y% 0
D, = L v I-v 0 Gl. 3-73
W 1+v)1-2v) -
0 0 1-2v
L 2
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3.3.4 Das Elastizitatsgesetz fiir den Stab

Wir unterstellen einen einachsigen Spannungszustand (Abb. 3-9) in x-Richtung, fiir den gilt

o, =Ee

XX XX

oder in Matrizenschreibweise

6=Dge
wobei

6=[c,] und £=[c,]

gesetzt wurde. Die Materialmatrix fiir den Stab ist dann

3.3.5 Das Elastizitiitsgesetz fiir den schubstarren Balken

Gl. 3-74

Gl. 3-75

Gl. 3-76

Gl. 3-77

Die Momenten-Kriimmungsbeziehung fiir den schubstarren Balken lautet bekanntlich

M, (x) = -El ,w"(x)

oder in Matrizenschreibweise

M=D,, x
wobei

M=[M,] und x =[-w"]

gesetzt wurde. Die Materialmatrix fiir den schubstarren Balken ist dann

Dy, =[EI

Yy]

Gl. 3-78

Gl. 3-79

Gl. 3-80

Gl. 3-81









4 Grundgleichungen der Scheiben-
theorie

4.1 Voraussetzung

Mittelfliiche

Abb. 4-1 Ebenes Flachentragwerk, Scheibe

Die Scheibe ist ein typischer Vertreter eines ebenen Flidchentragwerkes, in der mit guter Na-
herung ein ebener Spannungszustand unterstellt werden kann.
Hinsichtlich der Geometrie und der Belastung einer z.B. in der X,y- Ebene liegenden Scheibe

werden folgende Voraussetzungen getroffen:

Die Scheibe ist ein diinnes ebenes Flachentragwerk

Die Belastung erfolgt parallel zur Scheibenebene und durch Randlasten
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Die Belastung ist unabhéngig von der Dickenrichtung z der Scheibe

Die Scheibendicke h ist klein gegeniiber den Abmessungen in der Ebene
Die Scheibendicke h ist konstant

Die Belastung ist unabhéngig von der z- Richtung

Die Oberflidchen der Scheibe | z | = h/2 sind lastfrei

Es gilt das Hookesche Gesetz

Die Schnittlasten werden am unverformten System ermittelt (Theorie 1. Ordnung)

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir in guter Ndherung von folgenden Spannungsver-
laufen ausgehen (Abb. 4-2)

o.(2)

<« E —>»

_I R,

|

|

|

|

|

|

1

|
YYVVYVVVYVVYY

c,,(z) entsprechend

ze (Z) c;yz (Z) Gzz (Z)
Abb. 4-2 Spannungsverlaufe in einer Scheibe

Die obigen Spannungsverldufe legen es nahe, in einer Scheibe einen ebenen Spannugszustand

zu unterstellen, fiir den gilt:

0, =0, j=Xxy,z Gl. 41

4.2 Scheibenschnittlasten

_r
dz

Abb. 4-3 Spannungen an einem Scheibenelement
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Wegen 6, =0, (X,y) besteht keine Abhéingigkeit der Spannungen von der Dickenrichtung z

der Scheibe. Aus diesem Grunde ist es in der Scheibentheorie iiblich, die Spannungen in Di-

h/2
ckenrichtung zu Scheibenschnittlasten zusammenzufassen. Mit J.dz =h gilt:
-h/2

Langskrafte:
h/2
n, = J.cxxdz =ho
—h/2
h/2
n, = .[nydz = hny
“h/2

(Krifte je Langeneinheit)

Schubkréafte:
h/2 h/2
n, = J‘nydz, n, = _[nydz
“h/2 -h/2
n, =n,

(Krifte je Langeneinheit)

Abb. 4-5 Schubkrafte

4.3 Transformationsgleichungen

Abb. 4-6 Schnittlasten am Dreieckelement, Scheibendicke h

Wir notieren die Transformationsgleichungen bei Drehung des Koordinatensystems um den
Winkel ¢ fur die Scheibenschnittlasten n;, =ho; (Abb. 4-6).

Das Kraftgleichgewicht in X - und Y - Richtung liefert (dx =ds cos, dy =ds sing)
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Z:Fi =0 =n_ds—(n,dscosq)cose — (nyyds sin (p)sin [0)
—(nxyds cos (p)sin(p - (nyxds sin (p)coscp

ZF? =0 =ngds+ (nxxds Ccos (p)sin ®— (nyyds sin (p)coscp
— (nxyds cos (p)cos o+ (nyxds sin (p)sin [0)

Unter Beachtung von n, =n  konnen wir n; und ng; sofort berechnen. Zur Ermittlung
von ng; beachten wir, dafl die zugehdrige Richtung y gegeniiber der X - Richtung um /2
gedreht ist. Mit n; =n (¢ +n/2) folgt dann insgesamt
_ 2 1) .
N =n, cos” @+n,sin” @+2n, sin@cose

_ .2 2 .
ng =n,sin” @+n, cos” @—2n_ sinQcose

ng =-n, sinQcosg+n, sinpcos@+n, (cos’ ¢—sin’ @)
oder
n,+n, n_-n
_ XX yy XX yy .
ng = + cos2¢+n, sin2¢
2 2
n_+n, n_-n
n, =——2>>--""% " cos2¢—-n_ sin2¢p Gl. 4-2
Yy 2 2 Xy
- o "I Gin 2 2
ng = —— - sin20+n,, cos2p
n,
Y a
I n,
»x
—
nxy
nxx
<—

| x

Abb. 4-7 Um den Winkel ¢ gedrehter Schnittlastenzustand

Die Beziehungen in Gl. 4-2 beschreiben das Transformationsverhalten des ebenen Schnittlas-
tenzustandes am Punkt P, wenn ein nach den Kanten X,y orientiertes Element um den Winkel

¢ gedreht wird (Abb. 4-7). Wie mit Gl. 4-2 leicht nachgewiesen werden kann, gelten die fol-

genden Invarianten

ng+ng=n, +n,
Gl. 4-3

_ 2
N N, —Nng =n.n,  —ng
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4.3.1 Hauptlangskrafte

Nach Gl. 4-2 sind die Scheibenkrifte n_

XX ?

ng und ng Funktionen des Drehwinkels ¢. Die

Matrix des Scheibenschnittlastentensors

n, n, n 0
Nz{ y}{ Si } Gl. 4-4
nyx Ilyy nnn

erhdlt Diagonalgestalt, wenn wir den Drehwinkel so wihlen, daB8 n; =0 erfillt ist, also

n_-n
—%sianHrnxy cos2p=0 Gl. 4-5
und damit
2n
tan2¢p, = —— = tan(2¢, + 1) Gl. 4-6
Dy —Nyy
wird.
o T
y
n
— I Tl\
n,,
1, e
— P

Abb. 4-8 Hauptlangskraftzustand

Die Hauptléngskréfte ergeben sich aus Gl. 4-2 mit ¢,

_n,+n, n,-n
g 2

_n,+n, n,-n

=-c0s2¢, +n  sin2¢,
Gl. 4-7

My =~ = 3 2-c0s2¢, —n sin 2,

Ein mit dem Winkel ¢, gedrehtes Element (Abb. 4-8) unterliegt somit einem reinen Lings-

kraftzustand. Wegen tan2¢, = tan(2¢, + 1) existiert eine zweite Richtung
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¢, =0, +g Gl. 4-8

fiir die Gl. 4-5 ebenfalls erfiillt ist. Fiir diese Drehwinkel werden auBlerdem die Langskrifte

. . . . dn
extremal, denn die fiir das Vorliegen von Extremwerten notwendigen Bedingungen % =0
¢

n—
und d—yy =0 fiihren wiederum auf Gl. 4-5. Der unter diesen Richtungen auftretende schub-
¢

kraftfreie Zustand wird Hauptlangskraftzustand genannt. Die Achsen & und m heilen
Hauptachsen. Die Invarianten nach Gl. 4-3 gehen fiir den Hauptldngskraftzustand wegen
n,, =0 tberin

ng,+n, =n,+n,

) Gl. 4-9

Mg Ny = DMy =Ny
Aus Gl. 4-9 lassen sich die Hauptlédngskrifte berechnen, ohne den Weg iiber die Transforma-
tionsgleichungen Gl. 4-2 zu gehen. Eine direkte Zuordnung zum Drehwinkel ist dann aller-

dings nicht moglich. Wir ordnen sie so an, dal n,, >n,, ist.

n, = %[(nXX +n,,) +\/(nXX —nyy)2 +4n,2(y ]
Gl. 4-10
n —l[(n +n )—\/(n -n_ )’ +4n’ ]
22 T 2 XX yy XX yy Xy
Der Gl. 4-6 entspricht folgende Darstellung
2n, 2tan @, 2y’
tan2¢, = = = Gl. 4-11

n,-n, l-tan’¢@, 1-y"”

X

Auflosung nach y' liefert die Differenzialgleichung der Hauptlangskrafttrajektorien.

2
n.. —nm n —1n
yl,=——2 4 ) 4] Gl. 4-12
’ 2n 2n

Xy Xy

Hinweis: Wegen y; -y, = —1 schneiden sich die Hauptlangskrafttrajektorien in einem Winkel

von 90°.
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4.3.2 Hauptschubkrafte

Die Richtung fiir die extremalen Schubkréfte erhalten wir aus der Forderung

dn)Ty )
a0 =0=—(n, —n,)cos2¢—2n  sin2¢
und damit
Ny — 0y, 1
tan2¢, = — =— =—cot2¢, = tan(2¢, + ) Gl. 4-13
2n, tan 2¢,
Wegen tan2¢, = “n2 stehen die beiden Richtungen ¢, und ¢, senkrecht aufeinander.
an 2o,
Damit wird
T
O, =0, +Z Gl. 4-14

d.h. die diesem Winkel zugeordneten Hauptschubkréafte

1
n, = i5\/(nxx _nyy)2 +4n>2(y Gl. 4-15

treten in einer unter 45° gegen die Hauptlangskraftrichtung gedrehten Schnittfliche auf. Die-
ser Hauptschubkraftzustand ist i.a. nicht langskraftfrei, vielmehr wirken in dieser Schnittfla-
che die Langskrifte

1
Ny =§(nxx +n,) Gl. 4-16

w,
7 T nyv
—>
xy
<_l f
XX
v ) y
P;=9,+ ;
m
Abb. 4-9 Der Hauptschubkraftzustand
Nach Gl. 4-13 gilt
n,—n 2 tan 2y’
tan 2@, = — 2 = ?3 == Gl. 4-17
2n, l-tan" @, I-y
Auflosung nach y' liefert
2
, 2n 2n
Yia = + +1 Gl. 4-18
n_-n n_-n

XX yy XX yy
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die Differenzialgleichung der Hauptschubkrafttrajektorien.

Hinweis: Hauptldangskraft- und Hauptschubkrafttrajektorien bilden je fiir sich ein orthogona-

les Netz. Beide Netze schneiden sich unter einem Winkel von o = 45°.

4.3.3 Grundgleichungen

Zur Herleitung der Scheibengleichung fassen wir zur besseren Ubersicht die Grundgleichun-
gen der linearen Elastizititstheorie noch einmal zusammen. Das waren die Gleichgewichtsbe-

dingungen (Gl. 5-12) fiir den ebenen Spannungszustand (n;, =ho, )

on
My +—>=+hf =0
0x
on

Xy

Ox

die kinematischen Beziehungen oder auch Verzerrungs-Verschiebungsrelationen
B S Y O
Toox Y oy Yooy ox
und das Werkstoffgesetz (hier fiir den isothermen Fall)

h
n, = 11_3\,2 (axx +vayy)

Gl. 4-19

on
+—=+hf =0

Gl. 4-20

b

n,, :m(gyy +V8xx) Gl. 4-21
n, = GhyXy

Mit Gl. 4-19 , GI. 4-20 und GI. 4-21 liegen 8 Gleichungen fiir die 8 Unbekannte (3 Schnittlas-

ten, 3 Verzerrungen und 2 Verschiebungen vor. Erginzt werden diese Gleichungen durch die

Randbedingungen, die als Kraft- oder Verschiebungsrandbedingungen auftreten konnen.

Abhidngig vom konkret zu 16senden Randwertproblem ist es nun sinnvoll, entweder die

Schnittlasten oder die Verzerrungen aus diesen Gleichungen zu eliminieren.

4.4 Elimination der Spannungen, Verschiebungsfunktion

Beachten wir in GI. 4-21 die kinematischen Beziehungen Gl. 4-20, dann folgt
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Eh ([ cu ov
n, = —+v—
1-v?{ox oy
n, = Eh @+V@ Gl. 4-22
yy 1_V2 ay ax -
n_ =Gh @+@
Y ox Oy

und unter Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen Gl. 4-19, erhalten wir

E (0%u o*v E o’v  0’u
5 ~+V + +— |+f, =0
1-v?(6x? oxdy) 2(+v)\ oxdy oy

Gl. 4-23
E (0% o’*u E o’v  0’u
5 StV + -+ +f, =
1-v?\ay? oxdy) 2(1+v)\ox*  oxdy
Die obigen Gleichungen kénnen noch umgeschrieben werden.
Ay tv o fou ov :_2(1+v)fx
I-vox\ox Oy E
Gl. 4-24
1+v 0 (ou  ov 2(1+v)
AVd ———| —+—|=— f
l-voylox Oy E 7

Die Gl. 4-24 heiBen Lamé-Naviersche' Verschiebungsdifferenzialgleichungen. In diesem
partiellen Differenzialgleichungssystem treten nur noch die unbekannten Verschiebungsfelder
u(x,y) und v(x,y) auf. Eine Losung kann mit Hilfe der Verschiebungsfunktion ®(x,y) erzeugt

werden. Dazu machen wir den folgenden speziellen Ansatz

u(xy) = (A+ B)@
5 Xay 5 Gl. 4-25
v(xy) = A 0 q)(f’Y) _pdPx.y)

aXZ

mit den beiden noch freien Konstanten A und B. Wir betrachten im Folgenden den homoge-
nen Fall (f; = f; = 0). Die Scheibe wird also nur noch durch Randverschiebungen beansprucht.
Dann verbleiben von Gl. 4-24

' Gabriel Lam¢, frz. Mathematiker u. Physiker, 1795-1870 und Claude Louis Marie Henri Navier, frz. Physiker,
1785-1836
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2
(2A +Bj 2 (A®)=0
I-v OX0y
A 82 82 Gl. 4-26
28 2 (30)-B2 (a0) =0
l1-voy ox
Fir B= —1 ist die erste der beiden Gleichungen erfiillt und die zweite geht iiber in
-V
—12A AAD = 0, die dann fiir
-V

AAD =0 Gl. 4-27

mit beliebigem A ebenfalls erfiillt ist. Von Gl. 4-27 ist eine Losung aufzusuchen, aus der sich

dann die Verformungen

1+v 0°D(x,y)

u(x,y)=-
(x,y) I-v  oxdy

2D(x,y) 2 0°D(x,y) 1+v 0°D(x,Y) Gl 428
v(X,y) = )j’y + f’y = AD+— >§,y

oy I-v 0ox I-v 0x

ergeben.

4.5 Elimination der Verschiebungen, Spannungsfunktion

Dieser Weg ist immer dann von Vorteil, wenn Spannungs- oder Kraftrandbedingungen vor-
gegeben sind. Aus den Grundgleichungen Gl. 4-19, Gl. 4-20 und Gl. 4-21 miissen jetzt die
Verschiebungen eliminiert werden. Im Folgenden wird wieder nur der homogene Fall mit

fy = f, = 0 betrachtet, die Scheibe soll also nur durch Randlasten belastet werden. Zur Herlei-
tung der mafligebenden Differenzialgleichung betrachten wir die Kompatibilititsbedingungen

fiir den ebenen Fall, von denen lediglich

™oy Wy B Gl. 4-29

verbleibt. Aus dieser Gleichung eliminieren wir mit Hilfe des Werkstoffgesetzes fiir den ebe-
nen Spannungszustand (isothermer Fall) die Verzerrungen
2 o’n, o’n 2 ’n
Oy Oy (O (00 5y )@ g Gl. 4-30
oy oy 0x Ox )G\
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Unter Berticksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen kann noch etwas umgeformt wer-
den. Aus GI. 4-19 folgt, wenn wir die 1. Gleichung nach x und die zweite nach y differenzie-

ren und anschlieBBend addieren

0’n Gznyx

—;"4_ :() 5 5

o> oxdy on, (on. o',

aZn aZn _>2 axay =7 6X2 + 8}’2
Xy Yy :0

oxdy oy’

Berticksichtigen wir diesen Sachverhalt in Gl. 4-30, dann erhalten wir
An, +n,)=0 Gl. 4-31

Durch Einfithrung der Airyschen' Spannungsfunktion F(x,y), aus der die Schnittkrifte nach

folgender Vorschrift ermittelt werden

n O°F _62F n __62F Gl. 4-32
eyt Y axrT Y oxoy s

kann GI. 4-31 noch vereinfacht werden. Mit Gl. 4-32 sind die Gleichgewichtsbedingungen
erfiillt. Die Kompatibilitdtsbedingungen Gl. 4-31 erfordern dann
0'F 0‘F  0°F
4 +2 2A.2 + i
0x Ox°0y~ 0Oy
oder unter Verwendung des planaren Laplace-Operators

AAF(x,y)=0 Gl. 4-34

0 Gl. 4-33

4.6 Randbedingungen

4.6.1 Verschiebungsrandbedingungen

46.1.1 Der Eingespannte Rand x = X, = konst.

' Sir (seit 1872) George Bidell Airy, brit. Mathematiker und Astronom, 1801-1892
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T_y> Vo(¥)

;:( y)

Es diirfen keine Randverschiebungen auftreten, sodass

ulx,,y)=0
(x0.3) Gl. 4-35
V(Xg,y) =0
gefordert werden muss. Sind explizit Randverschiebungen u,(y),v,(y) vorgegeben, dann
gilt
ulx,,y)=u
( 0 Y) 0o (¥) Gl 4.36
V(Xg,¥) =V, (y)
46.1.2 Der freie Rand x = X, = konst.
T—y> nxy,()(y)
X
_>
nxx,O (y)

Wirken keine Randlasten, dann miissen n, (x,,y) =0 und n(x,,y) =0 sein. Unter Beach-

tung von

Eh (Ou ov
n, = —+v—
1-v>{ox oy
Eh (ov  du
n, = S| —tv—
Tol-vi oy  ox

n_ =Gh @+@
y ax ay

konnen wir dafur auch

{aquvaV 0
8X ay—XOsY
_ Gl. 4-37
ov Ou
—+— =0
0x 8yxoy

schreiben. Sind Randschnittlasten n ,(X,,y) und n_ ,(X,,y) vorgegeben, dann muss
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fu v 1-v?
TtV _— :—nxx,O(Y)
ox oy |, , E
" Gl. 4-38
rpal Ly W
ox oy , Gh >
erfiillt sein.
4.6.2 Kraftrandbedingungen
46.2.1 Der Eingespannte Rand x = xq = konst.

Hinweis: Da es erhebliche Schwierigkeiten bereitet, die Bedingungen des eingespannten Ran-
des in den Kréften zu formulieren, ist es rechentechnisch giinstiger, diesen Fall mit den Lamé-

Navierschen Verschiebungsdifferenzialgleichungen zu 16sen.

46.2.2 Der freie Rand x = xg = konst.

Bei homogenen Randbedingungen miissen wieder n , (X,,y) =0 und n_ (x,,y) =0 sein,

sonst gilt

xx (XO’Y): nxx,O(XO’Y)

Gl. 4-39
xy(XO’Y) = nxy,O(XO’y)

n
n









5 Grundgleichungen der klassischen
Plattentheorie

5.1 Voraussetzungen

» Die Platte ist ein diinnes ebenes Flichentragwerk

* Die Belastung erfolgt senkrecht zur Plattenebene und durch Randlasten
» Die Plattendicke h ist klein gegeniiber den Abmessungen in der Ebene
= Die Plattendicke h ist konstant

» Es gilt das Hookesche Gesetz

* Die Schnittlasten werden am unverformten System ermittelt (Theorie 1. Ordnung)

Abb. 5-1 Diinne Rechteckplatte der Dicke h, mdgliche Feld- und Randbelastungen

5.2 Plattenschnittlasten

Wie beim Balken, wird auch in der Plattentheorie vorteilhaft mit Spannungsresultierenden
gearbeitet. Allerdings werden bei der Platte die Spannungen nur iiber die Plattendicke h integ-
riert. Die so definierten SchnittgroBen haben dann die Dimension Kraft/Lange oder Mo-
ment/Lénge
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5 Grundgleichungen der klassischen Plattentheorie

o l
N e |

Y
N

\

Q

g

Abb. 5-2 Spannungen an einem Plattenelement

%ﬁd@l l%+@x

Abb. 5-3 Querkrafte

X
Y
z
m., +dm
» » mxx + dmxx
Abb. 5-4 Biegemomente
mxy myx
X ha /)f'///l
V h
z _ w7 /T

m, +dm, m,, +dm,,

Abb. 5-5 Drillmomente

Querkrifte:
n/2

q, = Icudz

~h/2

n/2

q, = J-Gyde

~h/2

(Krifte je Langeneinheit)

Biegemomente:

h/2

m,_ = J-csxxzdz
~h/2
h/2

m, = J.nyzdz
-h/2

(Momente je Lingeneinheit)

Drillmomente:
h/2

m = InyZdZ
~h/2
h/2

m, = '[nyzdz
~h/2

l’ley =1’Ilyx

(Momente je Léngeneinheit)
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5.3 Transformationsgleichungen fiir die Schnittmomente

Wir untersuchen das Transformationsverhalten der Schnittmomente beim Ubergang vom

<x, y> - Koordinatensystem auf das um den Winkel ¢ gedrehte <7, )7) - Koordinatensystem.

Die Transformationsgesetze fiir Vektoren liefern bei einer Drehung um den Winkel ¢
(Abb. 5-6)

Abb. 5-6 Plattenelement

m_ :%(m +m )Jr%(mxx—myy)cos2(p+mxy sin 2¢

XX XX yy
1 1 .
m; = E(mxx +m,) _E(mxx —-m ) cos2¢—m_ sin2¢ Gl.5-1
1 .
mg, = _E(m“ —m,)sin2¢+m, cos2¢

Offensichtlich sind die Transformationsgesetze fiir die Schnittmomente identisch mit denen
fiir die Scheibenschnittlasten. Es gelten (Gl. 5-1) die folgenden invarianten Beziehungen

mg +mg =m  +m,
Gl. 5-2

2 2
mgmg —my =m m, —m;

5.3.1 Hauptbiegemomente

Die Matrix des Schnittmomententensors
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erhélt Diagonalgestalt, wenn wir den Drehwinkel ¢ so wihlen, dass

1 .
—E(mXX —-m )sin2¢+m cos2¢ =0 Gl. 5-3
und damit
2m_
tan2¢, = ——— = tan(2, + ) Gl 54
m,, —my,

wird. Ein so in der Ebene orientiertes Element ist damit frei von Drillmomenten. Zu den in

Gl. 5-4 ermittelten Richtungen gehdren die Hauptbiegemomente

Gl.5-5
Abb. 5-7 Hauptbiegemomente
Wegen tan2¢, = tan(2(p1 + n) existiert eine zweite Richtung
T
¢, =0, = Gl. 5-6

2

fiir die Gl. 5-3 ebenfalls erfiillt ist. Fiir diese Drehwinkel werden auflerdem die Biegemomen-

te extremal, denn die fiir das Vorliegen von Extremwerten notwendigen Bedingungen

dm_ mﬁ . . . .

d—"x =0 und Ao =0 fiihren wiederum auf Gl. 5-4. Der unter diesen Richtungen auftre-
¢ ¢

tende drillmomentenfreie Zustand wird Hauptbiegemomentenzustand genannt. Die Achsen

& und n heilen Hauptachsen. Die Invarianten Gl. 5-2 gehen fiir den Hauptbiegemomenten-

zustand wegen m,, =0 iber in
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mi& +Il’1m] =m,, +l’1’1yy

Gl. 5-7
mg. m

_ 2
np = MMy, — My,
Aus GI. 5-7 lassen sich die Hauptmomente berechnen, ohne den Weg iiber die Transformati-
onsgleichungen zu gehen. Eine direkte Zuordnung zum Drehwinkel ist dann allerdings nicht

moglich. Wir ordnen sie so an, dass m,, > m,, ist und erhalten

1
1’nll =E|:(mxx +myy)+\/(mxx _myy)2 +4mxy2:|
Gl. 5-8

1
1’1’122 = E|:(mxx + myy) - \/(mxx - rnyy)2 + 41’1’1xy2 :|

2tang, 2y’ 2m,

Wegen tan2¢, = folgt aus Gl. 5-4 die Differenzialglei-

l-tan’, 1-y?> m, -m,,
chung der Hauptbiegemomententrajektorien.

2
m,—m, m_-—m,
Vi, =—= + [ — J -1 Gl.5-9

2m

Hinweis: Wegen vy, -y, =—1 schneiden sich die Hauptbiegemomententrajektorien in einem
Winkel von 90°.

5.3.2 Hauptdrillmomente

Die Richtung fiir die extremalen Drillmomente erhalten wir aus der Forderung

dm; )
a0 =0=—(m,, —m )cos2¢—2m, sin2¢
und damit
o My 1
tan2¢, = — =— =—cot2¢, = tan(2¢, + ) Gl. 5-10
2m tan 2,

Xy

Diesen Richtungen sind die Hauptdrillmomente

1
my, = ia\/(mxx _Inyy)2 + 4miy Gl.5-11
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zugeordnet. Der Hauptdrillmomentenzustand ist i.a. nicht biegemomentenfrei, vielmehr wir-
ken in dieser Schnittfliche die Biegemomente

1
1’nM = E(mxx + myy) Gl. 5-12

myxf 0=,
—»myy x R
xy
mxx
724 \

Abb. 5-8 Der Hauptdrillmomentenzustand

Nach GI. 5-10 gilt
mxx —m 2t '
tan 2, = — 2= an;p3 -2 5 Gl.5-13
2m l-tan“ ¢, 1-y'

Xy

Auflésung nach y' liefert

2

2m 2m

Yi2 = =+ [ 2l J +1 Gl. 5-14
m,, —my, m,, —my,

die Differenzialgleichung der Hauptdrillmomententrajektorien.

Hinweis: Wegen y; -y, =—1 schneiden sich die Hauptdrillmomententrajektorien in einem
Winkel von 90°. Die Hauptdrill- und die Hauptbiegemomententrajektorien bilden je fiir sich
ein orthogonales Netz. Wegen tan2¢, = —1/tan2¢, stehen die beiden Richtungen 2¢, und

2¢, senkrecht aufeinander. Damit wird @, = @, + E Beide Netze schneiden sich unter einem

Winkel von o =45°.

5.4 Gleichgewicht am Plattenelement

Wir betrachten ein aus der Platte geschnittenes Element der Abmessungen dx dy (s.h. Abb.
5-2). Das Element wird durch eine Fldchenlast p(x,y) sowie die durch den Schnitt freigesetz-
ten Querkrifte qx, qy und Momente myy, myy, my, = myx entsprechend Abb. 5-3 - Abb. 5-5
belastet. Kraft- und Momentengleichgewicht fordern
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aqy aqx
ZFZ =0: pdxdy+(q, + dy)dx +(q, + dx)dy —q,dx—q,dy =0
oy 10)'¢
om om 0
DM, =0: ——yydydx——xydxdy+qydxdy+&dydxﬂ=0
oy 10)'¢ oy 2
0 om 0
> M, =0: &dxdyﬁt ! dydx—qxdydx—&dxdyd—x=0
0x oy 0X 2
Mit dx dy — 0 liefert das Kraftgleichgewicht
0
aol—"+ Ay +p=0 Gl. 5-15
ox 0y
sowie das Momentengleichgewicht getrennt um beide Achsen
om
X
Gl. 5-16
8mxy n o q. =0
Ox oy Y
Einsetzen von GI. 5-16 in Gl. 5-15 ergibt
o*m 521’1’1x 0'm
» . ~+p=0 Gl.5-17

2 + 2
0x 0x0y oy

5.5 Das Verschiebungsfeld w(x,y)

Die Verschiebung eines Punktes P mit dem Abstand z von der Mittelflédche setzt sich zusam-
men aus der Verschiebung w(x,y) der Plattenmittelfliche und den Verschiebungen u(x,y,z)

sowie v(x,y,z), die sich wie folgt auf die Verschiebung w zurtickfiihren lassen.
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Abb. 5-9 Verschiebung des Punktes P

Unter der Voraussetzung kleiner Verformungen und kleiner 1. Ableitungen der Verformun-

gen entnehmen wir Abb. 5-9:
oW
u(x,y,z)=—z— v(X,y,z)=—z2—
(X,y,2) o (x,y,2)

wobei die Verschiebung w der Plattenmittelflache nur von den Koordinaten x, y abhéngt.
Damit ergeben sich die Verzerrungen

ou 0’w 0*w

ov
En="—"="2—7; &, =—=-2—5; ¢,=0
0x 0x oy oy
ou ov o’w
Yo = —+—=-2z
Yooy ox 0x0y
Ve =Yy, =0

In einer diinnen Platte kann mit guter Ndherung ein ebener Spannungszustand (GZZ = 0) un-

terstellt werden, flir den gilt:

E E
cYxx = 1—V2 (Sxx +V8yy) ny = 1—\/2 (Syy +V8xx) ny = Gny

NN

Abb. 5-10 Spannungsverteilungen in Dickenrichtung

Einsetzen der Verzerrungen in das Stoffgesetz liefert
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5-9

E (0*w 0w
G, =-— 5 StV—s |z
l1-v| ox oy
B E (0*w 0w
yy__l_V2 ayZ +V6X2 z
o, =—2Gzy,,

Unter Beachtung der Definition fiir das Biegemoment myy erhalten wir

" E (&w, o'w)|"?, Eh’ (&'w d'w
m, = j-csxxzdz=— 7| 22 +V—; j-z dz=- T v +V—
~h/2 I-v oy ~h/2 12(1-v7) oy
=h’/12
und mit der Plattensteifigkeit
N = Eh’
12(1-v?)
folgt fiir die Schnittlasten
o*w o*w
m_ =—N( ¥ +V_8y2)
2 2
m =—N(a v2v+V8 vzvj
yy ay aX
2
m =m, =-N(-v) ow
0x0y
o(o*w o’w 0
q, =—-N— —+— |[=-N—Aw
ox | Ox oy ox
2 2
qy :—Ni(a VZV+8 VZV]I—NiAW
dy\ ox” 0y oy

In Gl. 5-21 wurde der planare Laplace' - Operator

eingefiihrt.

! Pierre Simon Marquis de (seit 1817) Laplace, frz. Mathematiker und Physiker, 1749-1827

|

Gl. 5-18

Gl. 5-19

Gl. 5-20

Gl. 5-21

Gl. 5-22
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5.6 Die Plattendifferenzialgleichung

Einsetzen von GI. 5-20 in Gl. 5-17 fuhrt auf

4 4 4 4 4
-N 0 \:V+v 82w2 —2N(1—v) 82w2 -N 2 \:V+v 82W2 +p=0
ox O0x 0y ox 0y oy o0x 0y

und zusammengefasst

o'w o'w  o'w p

+2 + = -
ox’ axzayz ay4 N Gl. 5-23
Unter Beachtung von Gl. 5-22 kénnen wir dafiir auch kiirzer
X’
AAw(X,y) ZP(TY) Gl.5-24

schreiben.

5.7 Die Plattengleichung in Zylinderkoordinaten

Zur Berechnung kreis- oder kreisringférmiger Platten ist die Verwendung kartesischer Koor-
dinaten ungeeignet. Dem Problem angepalit sind hier Zylinderkoordinaten, das sind ebene
Polarkoordinaten r, ¢ und die z- Richtung. Die Definition der Schnittlasten erfolgt analog zur

Definition der Schnittlasten bei Verwendung kartesischer Koordinaten

Abb. 5-11 Spannungsverteilung an einem Plattenelement, Zylinderkoordinaten
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Querkrifte:
h/2

q, = [o,dz
—h/2
n/2

q, = I 6,4z
“hy2

(Krifte je Langeneinheit)

Biegemomente:

h/2

m,_ = Icnzdz
“hy2
h/2

m,, = jcwzdz
—h/2

(Momente je Langeneinheit)

Drillmomente:
h/2
m,, = I c,,2dz
—h/2
h/2
m, m m, = Icwzdz
m,, +—"-do m,, +——"dr -h/2
op or
m, =m,

Abb. 5-14 Drillmomente
(Momente je Langeneinheit)

Das Kraftgleichgewicht am Plattenelement liefert

dg, g, 199
ey A 20 i p=0 Gl. 5-25
dr r r Op

Fiir das Momentengleichgewicht erhalten wir

e - —q, =0
or r r r o0
Gl. 5-26
om om m
l P + o + 2 ¢ _qq) — 0
r 0 or r

Unter Verwendung des Laplace-Operators in ebenen Polarkoordinaten
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2 2
0 1o 10

=t ——t— .
o Trar T og? Gl. 5-27
schreibt sich die Verschiebungsdifferenzialgleichung
r7
AAW(1,0) = p(r.¢) Gl. 5-28
N
oder
o> 10 198> Yo> 10 1 ¢
AAW: —2+——+—2 3 —2+——+—2 2 \%Y%
o~ ror 1 op- \ort ror r” 0
B o'w +253W _Lazw +i@+£ o'w 2 o'w +i82w +i84w
o ro’ 1ot o rPor’de’ 1 oroet ot o¢* 't ot
_p(,0)
N
Gl. 5-29
Die Schnittlasten sind
0*w low 1 0°w
m, =-N|—+V|———+—5——
| or ror 1o
m __N_1@+i82w +vazw Gl.5-30
o r o r? o’ or’ e
m,, :—(l—v)N2 Low
or\ r 0p
0
=-N—(Aw
q, =-N—(Aw)
Gl. 5-31
10
=-N-——I(Aw
4, =-N- a<p( )

Im Falle der Rotationssymmetrie ist ai =0, w=w(r), p=p(r) und der planare Laplace-
¢

2

2
Operator reduziert sich auf A = a4 + td_1 i(rij . Mit di = ()’ geht Gl 5-29 iiber in
r

dr ;dr _;dr dr
2 2
AAW(I'): d—z-l—li d—z—l—li W:li ri li I-d_w
dr rdr )\ dr rdr rdr| dr|rdr\ dr
Gl. 5-32
:W””+ W’”—LZW”—'-% l:&
r r r N



5.8 Randbedingungen 5-13

_ N ld_w+vd2w Gl. 5-33
*e r dr dr?
m,, =0
dl‘ T dI’ dI’ Gl. 5-34

5.8 Randbedingungen

Die Gl. 5-23 entspricht einer partiellen Differenzialgleichung 4. Ordnung mit der an zwei ge-
geniiberliegenden Réndern jeweils nur zwei Randbedingungen erfiillt werden kdnnen. Aus
einem gedachten Schnitt treten jedoch drei Spannungskomponenten heraus. Nach einem Vor-
schlag von Thomson' u. Tait* wird am Rand (hier der Rand x = xo = konst.) das Drillmoment

statisch dquivalent durch eine Folge von Einzellasten ersetzt.

mXV + dmx
(mxy + dmx)) dy ) i

Abb. 5-15 Ersatzquerkréfte (hier der Rand x = X, = konst.)

om
An der Grenze zweier benachbarter Elemente verbleibt nur der Zuwachs dm, = —dy.

Diese Einzelkraft wird Ersatzquerkraft genannt und der Querkraft hinzugefiigt. Die Summe

q, =9, + oy Gl. 5-35

! William Thomson, seit 1892 Lord Kelvin of Largs, brit. Physiker, 1824-1907
? Peter Guthrie Tait, 1831-1901
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heilt Randquerkraft. Die Randquerkraft entspricht der endgiiltigen Auflagerkraft.

5.8.1 Der eingespannte Rand x = X, = konst.

rx w(X,,y) =0

y ow _

ox 1Y

ow o*w

: X

Aus w =0 folgt — =0, =0 usw. Aus w =0 folgt sofort ow
oy oy 0 0

oxoy”’

o’w

Damit ist aber am Rand auch m , =0 und damit nach Gl. 5-35 ist q, = q, . Die Reaktionslas-

ten sind
0*w
mxx = _N 6X2 X=X,y
_ 0’w
qx = _N 3 | X=Xy,
150, L

5.8.2 Der gelenkig gelagerte Rand x = X, = konst.

l—>x W(XOaY)ZO
0

y mxx(XO’Y):

2
Wegen w = 0 ist dann auch w =0, Ow
ayZ

2
Um myy = 0 zu erfiillen, gentigt es also auch (Z—W

XZ X=Xg,Y
w(x,y,y)=0
2
o°w B
6X2 X=Xq,y -

oder

0’w

ox’

=0 usw. Dann ist m _ = -N

=0

Gl. 5-36

X=Xg,yY

= (0 zu fordern oder auch Aw =0

Gl. 5-37
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W(X07Y) = O
Aw oy = 0 Gl. 5-38
Fiir die Reaktionskraft gilt
_ o|0°w o*w
=-N— +2-v
q, A% |: ox2 ( ) 5‘y2 }sz , Gl. 5-39
5.8.3 Der freie Rand x = xy = konst.
l—>x ! | mxx(XO’Y)ZO
y i i QX (XO’Y) = 0
o*w o*w
2 v 2 = 0
ox oy N
. . Gl. 5-40
— +(2- =0
8x{8x2 ( ) : Jxexoy

Abb. 5-16 Rechtwinklige Plattenecke, Eckkraft

An einer rechtwinkligen Plattenecke tritt eine Besonderheit auf. Die aus dem Drillmoment

resultierenden statisch dquivalenten Ersatzquerkréfte m,, = myx addieren sich hier zu einer

Einzelkraft

A =2m

Xy

Gl. 5-41

die Eckkraft genannt wird und bei einem drehbar gelagerten Rand vom Auflager aufgenom-

men werden muss. Am freien Rand wird A = 0 gefordert.
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Beispiel 5-1:

Fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Plattenstreifen unter Gleichlast sind sdmtliche Zu-

standsgrofen zu berechnen.

Po
22222222222 222212

o AN

e

Abb. 5-17 Gelenkig gelagerter Plattenstreifen

Aufgrund von Geometrie und Belastung muss die Biegeflache eine Zylinderflache sein.

In y-Richtung sind sdmtliche Zustandsgréflen konstant. Von Gl. 5-23 verbleibt

w"(x) = % mit ( )’ = %

Viermalige Integration der obigen Differenzialgleichung liefert die Biegefldche

4

w=20l X L exP+Cx2+Cx+C,
N | 24

Die noch freien Konstanten werden aus den Randbedingungen

w(0)=0;w(a)=0;m_(0)=0;m_(a)=0

ermittelt. Wir erhalten

3
a a
Clz—E;C2 0;C, 4;C4:0
. o e . _ poa’ .4 3
Biegefliche: ({=x/a): w—mé —-28 +§&
2 2
Momente: m, = %E)(l ~&), m,=v po; gl1-¢)=vm,, m, =0
Querkrifte: q, = p_;a(l —2§) q, =0
Speziell in Feldmitte gilt
_ipoa4 : =_p032 ; m =vp°az =vm

W= ;m
384 N 8
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Wegen m =0 entsprechen die Querkrifte q,(0)=-q,(a)= p_;a den Randquerkréften und
damit den endgiiltigen Auflagerkriften.

Hinweis: Aufgrund der zylindrischen Biegefliche existiert keine Kriimmung in y-Richtung.

Trotzdem erhalten wir auch Biegemomente m,, = vm . Fiir Stahlbeton (v = 1/5) hétten wir
m, =0,2m . Diese, allein aus der Querdehnung herriihrenden Momente, sind nach DIN

1045 mit einer Querbewehrung > 1/5 der Hauptbewehrung abzudecken.

5.9 Die Platte auf nachgiebiger Unterlage

p(xy)
F,l Wm m F,
[ l ¢ Y
Lo
 Biegefliche Palc.y)

Abb. 5-18 Platte auf nachgiebiger Unterlage

Wir betrachten eine Platte, die vollstindig auf einer elastischen Unterlage liegt'. Die Platte sei
durch Flachenlasten und Einzellasten in z- Richtung belastet (Abb. 5-18). Nach Winkler wird

angenommen, dass der Bodendruck pg proportional zur lokalen Eindringtiefe w ist:
pp =kw Gl. 5-42

Die Konstante k heif3t Bettungsmodul.

Masse o o N
[k] B (Léinge)2 '(Zeit)2 > Einheitkgm 2472 — F

' Solche Systeme treten beispielsweise im Bauwesen bei Flachgriindungen auf.
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Material Bettungsmodul k [MN/m?]
Sand, locker, rund 10...15
Sand, mitteldicht, rund 50...100
Sand, dicht, eckig 150...250
Geschiebemergel, fest 30...100
Lehm, halbfest 20...50

Tabelle 5-1 Rechenwerte von Bettungszahlen k einiger ausgewahlter Béden fiir Vorentwiirfe®

Alle bisher gewonnenen Beziehungen bleiben erhalten, wenn wir p durch p —p, ersetzen.

Aus Gl. 5-24 folgt dann

und mit Gl. 5-42

Setzen wir noch

dann erhalten wir aus GI. 5-44

Bei fehlender Querbelastung gilt

AAW + k4 W=£
N

AAW +x* w=0

' Nach Empfehlungen des Arbeitsausschusses Ufereinfassungen - EAU, 8. Aufl. 1990

Gl. 5-43

Gl. 5-44

Gl. 5-45

Gl. 5-46

Gl. 5-47



6 Der Arbeits- und Energiebegritf in
der Elastostatik

6.1 Die Arbeit einer Kraft lings eines Verschiebungswe-
ges

F(r)

Starrer
Korper.

Bahnkurve C
/ @) K

@
R /AN
oy o

ar

Abb. 6-1 Arbeit einer Kraft léings eines Verschiebungsweges

0

Fiir die an einem starren Korper angreifende Kraft F, deren Angriffspunkt sich auf einer
Bahnkurve C bewegt (Abb. 6-1), definieren wir die differentielle Arbeit lings des Verschie-
bungsweges dr als das Skalarprodukt

dA, =F(r)-dr = |F(r)| |dr|cos o(r)=Fdrcosa GL 6-1
Die skalare GroBe dA, ist das Produkt aus der Kraftkomponente in Wegrichtung, also

Fcosa, und dem Verschiebungszuwachs dr, wenn Kraft- und Wegrichtung den Winkel o

miteinander einschlieBen. Der Verschiebungszuwachs dr tangiert dabei an jeder Stelle r die
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Bahnkurve C. Auf dem endlichen Verschiebungsweg von r; nach r; verrichtet die Kraft die
Arbeit

A, = IF(I‘) -dr Gl 6-2

n

Sonderfall: Héngt die Kraft F = Fe, nicht vom Verschiebungswege r ab, und sind Kraft und
Verschiebungsdifferenzial dr = dze, fiir den gesamten Verschiebungsweg parallel, dann geht

Gl. 6-2 Uber in

A, = [F(r)dr =F[dz=F(z, -z7,) Gl 6-3

n Z

Die Arbeit kann sowohl positiv, negativ oder auch Null sein. Die Definition wurde gerade so
gewdhlt, dass bei positiver Arbeit A, die Kraft F Arbeit verrichtet, wihrend bei negativer Ar-
beit A, Arbeit gegen die Kraft aufgewendet werden muss. Fiir F_Ldr ist der differentielle Ar-

beitsanteil dA, gleich Null. Die Arbeit hat die Dimension:

[Aa ] _ Masse - (Linge)*

— Einheit: kgm®s™ =Nm=1]
(Zeit)

Beispiel: 6-1
Gesucht wird die Arbeit einer linear verdnderlichen Streckenlast (Abb. 6-2) an einem vorge-
gebenen Verschiebungsweg

w(x)=§é2(6—4a+&2). (e=x/7)

dF = q(x)dx
4 k Ausgangslage
seanneyRnaney! D%;I e

T:&é———.\ _____ —__ Tw(g):f »»»»»»»»» l\ w(x)  verformte Lage

| dx

zZ,W

Abb. 6-2 Kragtriger mit linear verinderlicher Streckenlast

Wir fiihren die Losung des Problems auf die Arbeit einer infinitesimalen Kraft dF langs des
Verschiebungsweges w(x) zurlick. Die Arbeit der differentiellen Kraft dF = q(x) dx am Ver-
schiebungswege w(x) ist: dA, = dF(x)w(x) = q(x)dx w(x)
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¢
Fiir die Arbeit der gesamten Linienlast q(x) gilt dann: A, = J-dAa = J-q(x) w(x)dx.

x=0

Beachten wir q(x)=q, +%x =(q, +Aq&, dann liefert die Integration

it z e o 2q 213
A, —g!(qgﬂ“A%)i (6—4§+i )di—ff(sq(+45Aq]

und fiir den Sonderfall Gleichstreckenlast erhalten wir mit q, =q, =q, und Aq=0

2
A = q?ng = 0,4q,/f .

a

Achtung: Prinzipiell falsch wire es, im Fall der Gleichstreckenlast mittels der Resultierenden
R =q,/ und dem zugehdrigen Angriffspunkt & =/¢/2 sowie der dortigen Verschicbung

. . . . 17q,/ .
W(E") = %f die Arbeit A, = Rw(E") = %f = 0,354q,/f zu ermitteln.

6.2 Die Arbeit eines Kraftepaares mit dem Moment M

starrer Korper starrer Korper

7’

A
/S

./ Momentane
Drehachse

Abb. 6-3 Arbeit eines Kriiftepaares Abb. 6-4 Momentane Drehachse

Die Arbeit eines Kriftepaares mit dem Moment M =r xF (Abb. 6-3) leiten wir unmittelbar
aus der Definition Gl. 6-1 her. Nach Euler kann namlich die infinitesimale Lageénderung
(Abb. 6-4) eines Punktes P des starren Korpers darstellt werden als die Hintereinanderschal-
tung einer fiir alle Korperpunkte identischen Translation dra und einer Rotation mit dem dif-

ferentiellen Drehwinkel dg um den Punkt A, also

dr =dr, +doxr,, Gl 6-4
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Dabei ist A ein beliebiger Punkt des Korpers und rap der Verbindungsvektor von A nach P.
Nach Gl. 6-1 ist die differentielle Arbeit des Kriftepaares:
dA, =F.dr, +(—F)-dr, =F-(dr, —dr,)=F-[dr, +d@xa, —(dr, +d@xa, )]
=F-[d(px(a1 —az)]=F~(d(p><r)=—F-(rxd(p)=—(F><r)-dq>=M-dq>

Der translatorische Anteil hebt sich offensichtlich heraus, und es verbleibt
dA, =M(9)-do Gl 6-5
Dreht sich der Korper mit dem Kriftepaar von ¢, bis @,, so wird die Arbeit

?;
A, = [M(g)-do GL. 6-6

9,

verrichtet.

Beispiel: 6-2
Gesucht wird die Arbeit eines Momentes M an der Verdrehung des Stabendes nach Gl. 6-7,

wenn die Verschiebung w(x) = g&z (6 —4E+ &7 ) vorgegeben ist.

[ — |

W

Abb. 6-5 Balken mit Endmoment
Wird der Balken durch ein Moment M mit Drehrichtung um die negative y-Achse belastet,

dann leistet dieses Moment Arbeit an der Tangentenneigung w', denn es gilt fiir kleine Ver-
formungen tan @(x) = ¢(x) = w'(x) und damit

A, =TM-d(p=Mw'
R4

Differentiation der Biegelinie nach x liefert: w'= j—;é@ -3E+&7 ) >w'(x=/0)= j—;

Fiir die Arbeit des Momentes erhalten wir dann: A, = Mw'(/) = %%



6.3 Das Potenzial einer Kraft 6-5

6.3 Das Potenzial einer Kraft

Zur Auswertung des Integrals Gl. 6-2 ist in aller Regel die explizite Angabe der Bahnkurve C
erforderlich, da sich mit der Lagednderung des Korpers im Allgemeinen auch die Kraft F én-
dert. Wir sprechen in diesem Fall von einem Kraftfeld F(r). In einem stationiren' Kraftfeld
ist F(r) nur vom Ort r abhdngig, in einem instationiren Kraftfeld hingt F(r,t) zusitzlich

noch von der Zeit t ab.

Abb. 6-6 Bewegung einer Kraft auf einer geschlossenen Bahnkurve

Betrachten wir Abb. 6-6, dann ist i.a. A{*) # A*). Ist jedoch die Arbeit vom Weg unabhin-
gig, dann hingt sie nur vom Anfangs- und Endpunkt der Bahnkurve ab. Wir sprechen dann
von einem konservativen® Kraftfeld. Wegunabhingigkeit
Atk = AP

oder auch

2 1

[F-dr+ [F.dr=0

1(a) 2(b)
ist gegeben, wenn gilt

A, = §F-dr=0
©)

Gl 6-7

Die Arbeit verschwindet demnach ldngs eines beliebigen geschlossenen Weges. Allgemein
kann gezeigt werden, dass fiir ein Kraftfeld, das Gl. 6-7 gentiigt, ein Potenzial U(r) existieren
muss, aus dem durch Gradientenbildung

ou  ouU aUJ
z Gl. 6-8

F=-grad Ur)=-VU(r)=—| —e_ +—e_+—e
g (r) (r) (6){ X v,

das Kraftfeld F selbst gewonnen werden kann. Setzen wir ndmlich Gl. 6-8 in GI. 6-2, dann

folgt unter Beachtung von

' von lat. stationarius »stillstehends, >zum Standort gehdrig«
% zu lat. conservare >bewahrenc, »erhaltenc
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VU-dr:(a—Ue +a—Ue +8—Ue

X y

= o . ZJ-(dxex+dyey+dzez)

:a—de+a—Udy+a—Udz =dU
OX oy 0z

Ay, = [F@)dr =—[VU(r)dr = - [ dU(r) = [U(r,) - U(r;)] GL 69
Die Wegunabhéngigkeit eines konservativen Kraftfeldes begriindet sich aus dem Sachverhalt,
dass die Arbeit allein aus der Potenzialdifferenz der Orte r; und r; gewonnen werden kann.
Die Komponentendarstellung von GI. 6-8 hinsichtlich einer kartesischen Basis liefert
AU

Ox

F, :
U
F=F |= " Gl 6-10
F
1| au

A
Die Rotation eines Vektorfeldes (hier des Kraftfeldes F) wird in der Vektoranalysis als Wir-
bel des Vektorfeldes bezeichnet und symbolisch, unter Verwendung des Nablaoperators, in

der Form rotF =V xF geschrieben. Kraftfelder, die ein Potenzial besitzen, sind demnach

wirbelfrei, denn es gilt:

2 2 2 2 2 2
rot gradU=VxVU =e_ 0y _ovu +e ou_ov +e, 0u_0ou =0
O0yoz 0zdy "\ 6z0x 0Ox0z Ox0y Oyox

Das Potenzial U(x,y,z) des Kraftfeldes muss also den folgenden Integrabilititsbedingungen

genugen:

U U *U_u_, &U_dU_,

Ooyoz ozdy  0Oz0x oxdz  0Oxdy Oyox Gl 6-11

6.3.1 Das Potenzial einer Gewichtskraft

Als Beispiel einer Kraft, der ein Potenzial zugeordnet werden kann, betrachten wir die Ge-
wichtskraft G eines schweren Korpers in der Nihe der Erdoberfldche (Abb. 6-7).



6.3 Das Potenzial einer Kraft 6-7

Abb. 6-7 Arbeit der Gewichtskraft G

Die Gewichtskraft G = —Ge, hat in dem gewihlten Koordinatensystem nur eine Komponen-

te. Mit dem Ortsvektordifferenzial dr =dx e, +dye, +dze, erhalten wir zunéchst
d.Aa =G-dr=-Gdz Gl 6-12

Integrieren wir diesen Ausdruck ldngs des Verschiebungsweges von r; nach r,, also

A, = J%G-dr :—JZGdZ =-G(z,-2,)=G(z, - z,)

I Zy

dann erhalten wir die Arbeit der Gewichtskraft G, die offensichtlich nur von den z-
Koordinaten der beiden Endpunkte abhédngt. Das Potenzial der Gewichtskraft folgt aus GI.
6-10 zu

-G :—d—U —dU=Gdz=—-dA,

dz

nach Integration zwischen den beiden Lagen r; und r;

U,-U, =G(z,~-7) Gl 6-13
Nehmen wir das Nullniveau bei z, = 0 an (U, = 0), dann hat der Korper mit der Gewichtskraft
G beziiglich der Ebene NN die Energie der Lage oder die potentielle Energie

U=Gh GL. 6-14

Die Dimension dieser skalaren Grof3e ist

[U] _ Masse - (Linge)’

— Einheit kgm’s™ =Nm=]
(Zeit)
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Die potentielle Energie kann anschaulich gedeutet werden als diejenige Energie, die bendtigt
wird, um G vom Nullniveau (z = 0) um z anzuheben. Sie ist > 0, wenn sich der Schwerpunkt
oberhalb des Nullniveaus befindet, Null, wenn der Schwerpunkt im Nullniveau liegt und < 0,

wenn er sich unterhalb desselben befindet.

6.3.2 Das Potenzial einer Federkraft

Entspannte Aktuelle
Lage Lage
§—\/\/\/\/\/V\/\/’ —> F(x)
E b <—
| X |
F;(x)

» X
Auslenkung

Abb. 6-8 Lineare Feder, Kraft-Verformungsdiagramm

Als weiteres Beispiel fiir eine konservative Kraft betrachten wir die duflere Kraft F =cxe_,

die eine lineare Feder mit der Federkonstanten ¢ aus der ungespannten Lage (x = 0) in die
Lage x auslenkt (Abb. 6-8). Nach GI. 6-2 leistet die Kraft dabei die Arbeit

[ S | 1
A, = J.F(x)dx = J.cxdx =5cx2 IEFX Gl. 6-15

x=0 x=0
In GI. 6-15 wurde dr = dx e, beriicksichtigt. Die Federkraft F, leistet als Reaktionskraft dann

die innere Arbeit

h 1 1
A, =— |F(xX)dx = ——cx? =——Fx -
f J; . (X) 5 > Gl. 6-16
Zur Berechnung des Potenzials der Federkraft beachten wir GI. 6-10 und erhalten
F, EFf=—de = —CX du; =cx
dx dx

Integration liefert:



6.4 Formanderungs- und Ergidnzungsenergie fiir elastische Korper

2
U; =—cx Gl 6-17

Geometrisch entspricht das Potenzial der Federkraft Us der in Abb. 6-8 schraffierten Dreiecks-
fliche unterhalb der linearen Kraft-Verschiebungskurve. Auch das Potenzial Uy ist nur bis auf
eine (additive) Konstante festgelegt.

Entsprechende Beziehungen lassen sich fiir eine Drehfeder mit der Federkonstanten c4 herlei-

ten. Ist M =c,pe, das dulere Moment, das die lineare Feder aus der ungespannten Lage
¢=0 in die Lage ¢ auslenkt, dann folgt unter Beachtung von dg =dgp e, die dabei vom
auBleren Moment geleistete Arbeit

P o P o 1 1
A, = JM(@)dcp = fcdwdq) =—c,0° =-Mo Gl 6-18
) 2 2

9=0

Fiir das Federmoment M; = -M ist dann analog zu Gl. 6-17

2
U, = Ecd(p Gl. 6-19

Hinweis: Zu den Kréften, die sich nicht aus einem Potenzial ableiten lassen, gehdren z.B. die

geschwindigkeitsabhéngigen Reibungskréfte, die dem Materialgesetz

R =—f(v)Y mit f(v)>0
v
geniigen. Unter Beachtung von dr = %dt = vdt liefert Gl. 6-7

A, =R dr= —§f(v)%~vdt =—ff(v)vdt <0

eine Arbeit, die immer negativ ist. Wegen A, # 0 ldsst sich ein Potenzial nicht nachweisen.

Da diese Krifte Arbeit zerstreuen, werden sie auch dissipative Krifte' genannt. Zur Berech-
nung der Arbeit einer dissipativen Kraft muss deshalb der vollstindige Verschiebungszustand

des Kraftangriffspunktes bekannt sein.

6.4 Forminderungs- und Erginzungsenergie fiir elasti-

sche Korper

Wir betrachten in einem ersten Schritt einen elastischen Kdorper, dessen Ausgangszustand
spannungs- und verzerrungsfrei ist. Dieser Korper sei einem einachsigen Spannungs- und

Deformationszustand unterworfen. Die einzigen von Null verschiedenen Spannungs- und

' zu lat. dissipare >zerstreuenc, >verschwendenc

6-9
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Verzerrungskomponenten sind dann z.B. o,, und ¢,, . Ist die Spannung o,, eine allgemeine

Funktion von ¢, , also

XX 2

o =f(ey) GL 6-20
dann definieren wir als Differenzial der spezifischen' Forméinderungsenergie (Abb. 6-9)
dW® =f(e,, )de,, Gl 621

Nach Integration liber den gesamten Verzerrungszustand erhalten wir die spezifische Form-

anderungsenergie
WO )= [fE,)dE, Gl 6-22
€, =0
Fassen wir umgekehrt die Dehnungen als Funktion der Spannungen auf, also
g =f () Gl 6-23
dann definieren wir als Differenzial der spezifischen Erginzungsenergie (Abb. 6-9)

dW®" =f"(c, )do,, Gl 6-24

W, )= [f'(E,)ds,
0

XX

o _ Exx
Jdo. AW = exdoy, W)= [FE)dE,
0

dW® =c _de
\\
dg SXX

\4

—(r

Abb. 6-9 Spezifische Forméinderungs- und Ergiinzungsenergie

"auf die Volumeneinheit bezogen
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Nach Integration liber den gesamten Spannungszustand erhalten wir die spezifische Ergin-
zungsenergie

GXX

W)= [ £'G,)ds, Gl 6-25

G, =0

Aus Abb. 6-9 wird auch deutlich, warum W®" spezifische Erginzungsenergie genannt wird.
Sie erginzt offensichtlich die spezifische Forménderungsenergie, die sich im eindimensiona-
len Fall geometrisch als die Flache unterhalb der Kurve o, =f(e, ) interpretieren lésst, zu
einem Rechteck der Grof3e

WY+ W =0 e, Gl 626

Die spezifische Formdnderungsenergie und auch die Ergéinzungsenergie haben Potenzialcha-
rakter, denn aus Gl. 6-21 und Gl. 6-24 folgen unmittelbar

(s)
Wt )=,
dW:;* . Gl. 6-27
= f (GXX) = SXX
do

XX

oder in Worten:

1. Die spezifische Formédnderungsenergie ist das Potenzial der Spannung.

2. Die spezifische Ergédnzungsenergie ist das Potenzial der Verzerrung.

XX

W(S)*

we

€

XX
/
C o——>»

Abb. 6-10 Linear elastisches Material, Forménderungs- und Ergiinzungsenergie

Bei linear elastischem Material sind im isothermen Fall (T = 0) die Malizahlen fiir die spezifi-
sche Formédnderungsenergie und die spezifische Ergénzungsenergie gleich. Hier gilt ndmlich

nach Hooke: o =Ee  und damit
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wo—wor=Eg oL 15,
2 XX 2E XX 2 XX TXX
In Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall erhalten wir die spezifische Forménde-

rungsenergie fiir Hookesches Material in Matrizenschreibweise
W® = lGTS = l(Ds)TS = li:TD-E: Gl 6-28
2 2 2 e

Ausrechnen von Gl. 6-28 liefert in kartesischen Koordinaten

v
W(S)=G|:8 ‘re tye t 4

2 1 2 2 2
XX yy 7z 1_2V(8XX+8yy+SZZ) +E(’ny +’sz +YZX ):| Gl. 6-29

und unter Beachtung von € = Lu gilt weiter

1

W = %STDS = E(uTLT) D (L u) Gl. 6-30

Die Auswertung der rechten Seite von Gl. 6-30 liefert

(Gu]z ovY [awjz v (ou ov aw)
— | =+ = + —+—+—| +
ox oy 0z 1-2viox oy oz

s ) ) Gl 6-31
l{{ou ov (6V 82] [82 é‘xj
|| —+—| +| —+=| +| =+—
2[(8}/ OXJ 0z Ov ox 0z

Die Forménderungsenergie ergibt sich in jedem Fall durch Integration der spezifischen Form-

w® =G

anderungsenergie tiber das Gesamtvolumen des betrachteten Kdrpers.

W= [W¥dv
V)

Gl. 6-32

6.5 Formanderungsenergie fiir den geraden Balken

Wir beschrinken uns auf linear elastisches Material. Fiir die folgenden Untersuchungen wird

der isotherme Fall mit T = 0 zugrunde gelegt.
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6.5.1 Schiefe Biegung mit Normalkraft

Von den Verzerrungen verbleibt nur die Dehnung €  =u’'—zw" —yv". Alle anderen Verzer-

rungen sind Null. Die spezifische Formidnderungsenergie Gl. 6-29 reduziert sich unter Beach-
tung von v =0 und G = E/2 auf

E 2 E 2
W =—¢g “=—(u-zw"—yv"
SEw =5 ')
E 12 ' "n 2_n2
=—(u”? =2uzw" - 2u'yv" +Z2°w"* + 2yzw'V" + y’v

und mit dV = dAdx erhalten wir bei Bezugnahme auf Hauptzentralachsen

12 (x) j dA —2u'(x)W"(x) j zdA - 2u'(x)V"(x) jydA

(A) (A) (A)
E -A =0 =0
W= [WOdv == j X dx
& 2 2l +w"(x) I 2dA +2w"(x)V"(x) IyZdA +v"(x) j-y dA
(A) (A) (A)
NS —
i =l =0 =L, |
Nach Zusammenfassung verbleibt
=l j.[EAu'z(x)ﬁtEI w"*(x)+EI V"Z(X)] dx
2l W - Gl 6-33

Die spezifische isotherme Formidnderungsenergie ldsst sich unter Beachtung von

8XX
E A I I

Yy 74

_ O _ 1 N(X)+My(X)Z_MZ(x)
=x=c y

auch als Funktion der Schnittlasten N(x), My(x) und M,(x) darstellen:

2 A I I

yy zz

wo B 2. {N(x) M, () Mz(x)yT
Y 2E

Integration iiber das Stabvolumen fiihrt auf

EI Gl. 6-34

/4

_lj{N%x) MG M, (ﬂ
22,
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Beispiel: 6-3
Fir den durch eine Normalkraft F und eine

qo Linienlast qo belasteten Kragtriger ist die
q girag
§ YV Y Y YV Y YYDV VY F) Forménderungsenergie zu berechnen.
§ \ Losung: Aus Gleichgewicht ergeben sich die
—> x =&l EA’EIyy Schnittlasten:
< f >
| N =F = konst.; M (x)—— 5 (ﬁ x)

Mit Gl. 6-34 erhalten wir dann

/ M l 2 2 5
zlf N(x) (x) UL PR CR S T A Fl @l
2.2 Ly 2EA 40EIL,

Hinweis: Die Verschiebung u eines Dehnstabes infolge Einzellast F am Stabende ist bekannt-

lich u = % . Die Arbeit der Kraft F an dieser Verschiebung ist nach GI. 6-15

2
A=1Fu= Fe
2 2EA

und damit identisch mit der im Kd&rper gespeicherten Forminderungsenergie, die z.B. dazu
genutzt werden kann, den Korper bei der Entlastung wieder in seinen Ausgangszustand zu

bringen.

6.5.2 Querkraftbeanspruchung

Fiir den schubelastischen Balken gilt: ¢ , = l(p = l(o) + w’). Mit Gl. 6-29 finden wir dann
Xz 2 y 2 y

1
S — 2
W™ = 2G<Py

und nach Integration iiber das Gesamtvolumen des Stabes

l
1
W=2 J 60} (ax GL. 6-35
x=0
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Unter Beachtung des Werkstoffgesetzes fiir die Querkraft Q, = GA¢, konnen wir mit GI.
6-35 auch

———dx Gl. 6-36

schreiben. Durch formale Erweiterung auf den zweidimensionalen Fall erhalten wir in Erwei-

terung von GI. 6-35

=— IGA(py (x)dx +— IGA(pZ (x)dx Gl 6-37

x 0

Und entsprechend von Gl. 6-36

v 2 2 2
1 ¢ QX(x) 1 ¢ Q)
W=— | 22" x +— d
2I GA X I GA X Gl 6-38

x=0 x=0

[\

Im Fall des schubstarren Balkens liegt kein Stoffgesetz fiir die Querkréfte vor. Wir gehen

deshalb von den aus Gleichgewichtsbetrachtungen ermittelten Schubspannungen
o Q8@
YL, (x)b(2)
aus. Mit Gl. 6-25 erhalten wir

wos_we - L o :L{QZ(X)SY(Z)}

2G ¥ Iyy(x)b(z)
und damit

W = J‘l 2 4y 1 Qz(X)S +(2) dAdx—_L 1 j sz(x) Szy(z)
o G I (X)b (2) 2G )Iyy (x)b*(2)

(V)
{ z

S, Q (x)A(x)]
Die obige Beziehung kdnnen wir noch etwas kompakter schreiben, wenn wir den dimensions-

b(z)dzdx

A‘—:N

b(z) 12 (x)A(x)

losen Querschnittswert

Gl. 6-39

_A®X) f Sz(z)
L. b(z)

einfithren. Wir erhalten dann die Forménderungsenergie
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WL | (02X g Gl. 6-40

v
Beispiel 6-1:
Gesucht wird die Formidnderungsenergie fiir einen Balken mit Rechteckquerschnitt der Breite
b und der Hoéhe h.

2 2
Losung: S, (z) = bl; {1 - (%) } . Fiir den Querschnittswert erhalten wir
N SZ(Z) bh h/2 144 b%h° 6
2= 2 J. - dZ 3 J. ( ) 245 =
Iy, %, b (bh’12fb, %0 bhi 120 s
und damit
SGA I Q. (x)dx

Beispiel 6-2:
Gesucht wird die Forminderungsenergie eines Balkens mit Kreisquerschnitt (Radius a).

4 2 P2 2
A=a’m I, =" sy(z)zga{l—(fﬂ : b(z) = 2a 1—(5] . dA = b(z)dz
a a

L, b @ N La“n 9
4
und damit
5 ¢
=—— | Q,(x)dx
9GAX~[0

O

Fiir den Fall der schiefen Biegung mit Q, und Q, werden die oben hergeleiteten Beziehungen
sinnvoll erweitert. Wir erhalten entsprechend Gl. 6-40

Q()d +_I ()Q()

WzEIKz( G

x=0

Gl. 6-41
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Bei diinnwandigen Walzprofilen (I-Profil, U-Profil usw.) wird die Querkraft Q, vorwiegend
durch den Steg abgetragen. Bezeichnet A die Querschnittsfliche des Gesamtquerschnittes und

Asieq die Querschnittsfliche des Steges, dann kann néherungsweise

3 A
K, = Gl. 6-42
Steg

gesetzt werden.

6.5.3 Torsion

Wir beschrianken uns auf den wdlbfreien Kreis- bzw. Kreisringquerschnitt. Fiir den Verschie-
bungsvektor gilt
u=[0; —z9,(x); y9,(x)]

mit den daraus resultierenden Gleitungen

Yy =29, (X)
Ve = Y9 (X)

Abb. 6-11 Torsion eines kreisformigen Balkens

Alle anderen Verzerrungen sind null. Mit GI. 6-29 erhalten wir

s G G ’
WO = 3(vxj vy )= S +2)80 (0
:r2

und nach Integration iiber das Stabvolumen
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_ _X.LG((L r’dA)9dx = J.GI 9 dx Gl. 6-43

=1,

Beachten wir noch das Werkstoffgesetz D(x) =9/ (x) = (1\}/[1" ,
p

dierten Stab gespeicherte Forménderungsenergie auch durch das Schnittlastmoment My aus-

dricken:

Gl. 6-44

Liegt eine kombinierte Beanspruchung vor, dann diirfen die Einzelbeanspruchungen zur Ge-

samtlosung superponiert werden. Die Addition sdmtlicher Formdnderungsanteile liefert:

j N%x) MO M, Q00 QT MM
o I El GA GA Gl

yy zz p

W=l
2

Normalkraft Biegung Querkraft Torsion
1 l 1 l 1 / 1 l
_ 12 - "2 — - r2
W= J:EAu (x)dx | W= J:EI w2 (x)dx | W= 2[ GAQj(x)dx | W= [GIPSX dx

»”
(=]

x=0

EL,v"* (x)dx +% j GAQ? (x)dx
x=0

Fed
=}

N|~
H'—.\

(schubelastischer Balken)

l 2 / M2 X 2
NG wol CO G 12 _ jM(X)x
2X=0 EA 27, Ely =K, ) G "
l 2 *=
+lJ' MZ(X)dx 1 4Q 2(X)
220 B Y
2x:0 GA
(schubstarrer Balken)

Tabelle 6-1 Formiinderungsenergien fiir den geraden Stab bei linear elastischem Materialverhalten

Hinweis: Der Anteil der Formidnderungsenergie aus Querkraft ist im Vergleich zu den iibrigen
Beanspruchungen von untergeordneter Bedeutung und wird deshalb in praktischen Berech-

nungen oftmals vernachlassigt.
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6.6 Die isotherme Formanderungsenergie fur die Scheibe

Die Scheibenebene liege parallel zur x-y-Ebene. Es gilt der ebene Spannungszustand mit dem
Verschiebungsvektor

u' =(u,v)

und den daraus abgeleiteten Verzerrungen

T_[ ]_ Oou Ov Ou oOv
€ = Sxxgayy;'ny - &ngg'ka_x
sowie der Materialmatrix
1 v 0
E
Dy = o v 1 0
0 0 1-v
L 2

Fiir die spezifische Formadnderungsenergie erhalten wir dann

E

1
WY =—g"Dye=—
BT21-vY)

2 2 l-v
5 |:8XX +e, +2vexxsyy+7yxy} Gl. 6-45

und unter Beachtung von € = Lu

WO = (L)' Dy (L)
E [(aujz (avjz du v l—v(au 8Vﬂ Gl 6-46
= — | +| = +2v——+ —+—
20— |\ax) Ty oxoy 2 |y ox

Die Forminderungsenergie der gesamten Korpers ist dann (Scheibendicke h)

W=h j j WOdA = %” (Lu)" D (Lu)dA Gl 6-47
()

»)

6-19
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6.7 Formanderungsenergie fiir die schubstarre Platte

Die Plattenmittelflache liege in der x-y-Ebene. Die Verschiebung
uT = (u’ V) = (— Z@’_Z@]

1)'¢ oy

eines Punktes P mit dem Abstand z von der Plattenmittelfliche ldsst sich durch die Anderung

des Verschiebungsfeldes w(x,y) ausdriicken. Daraus ergeben sich die Verzerrungen

T Ow O'w Ow .
€ = [gxx’gyy’yxy]: - P 5 Z=K Z
Ox oy OX0y

Mit der Materialmatrix fiir den ebenen Spannungszustand

0
0
1-v

S = <

\Y%
0
2

folgt fiir die Spannungen ¢ = De und damit die spezifische Formédnderungsenergie

2
V4

1 1
W® = —6'e=—g'De="-k"Dk Gl 6-48
2 2 2

Ausrechnen liefert

©) _ Ez’ 2 ar 82w62w_ o*w
w _—2(1—\/2){(AW) 21 v){ o o (axayﬂ} GL. 6-49

In jedem Fall ist die Forminderungsenergie der gesamten Platte

S 1h’ ce g Loepor
Wz(_l')W( >dV=EE(jAj)K Dk dA:E(jAj)K D, k dA Gl 6-50
wobel
B 1 v 0
Pr=naosY L
00 —

die Materialmatrix der Plattenbiegung bezeichnet.



7 Naherungsverfahren bei eindimen-
sionalen Randwertproblemen

Aufgrund der komplexen Struktur der allgemeinen Grundgleichungen der Elastizitdtstheorie
sind analytische Losungen fiir die Deformationen und Kraftgroen eines Korpers nur in weni-
gen Spezialfillen moglich. Bei vielen Problemen der Praxis liegen komplizierte Randbedin-
gungen oder auch Differenzialgleichungen vor, die analytisch nicht mehr behandelt werden
konnen. Das trifft insbesondere auf nichtlineare Differenzialgleichungen zu, fiir die geschlos-
sene Losungen nur sehr selten auffindbar sind. In allen diesen Fillen ist der Berechnungsin-
genieur auf Naherungslosungen angewiesen. Dazu zihlt auch die FEM. Im Hinblick auf die
Beschaffung von Nédherungsldsungen ist es hilfreich, sich mit den Grundlagen der Variations-
rechnung' zu beschiftigen, wobei wir uns im Folgenden auf eindimensionale Probleme be-

schrianken.

7.1 Grundziige der Variationsrechnung

Sehr vereinfachend formuliert besteht ein Variationsproblem aus der Aufgabe, eine Funktion
y(x), a<x <b unter Beachtung von eventuell vorhandenen Randbedingungen fiir y(x) und
y'(x) in den Randpunkten a und b zu ermitteln, die das Integral

Iy} = j[x y(0, 20, €00 dY(j‘)}dx [Py v 617

" lat. »Verdnderungc



7-2 Néherungslosungen

extremal macht, d.h. ein Maximum oder ein Minimum liefert. Im Vergleich zum gewohnli-
chen Maximum-Minimum-Problem wird hier also eine ganze Funktion gesucht, die iiberdies
noch unter einem Integral steht. Die Grundfunktion F soll nur Ableitungen der gesuchten
Funktion y(x) bis zur zweiten Ordnung enthalten, was fiir unsere anstehenden Problemstel-

lungen ausreichend ist. Die Variationsaufgabe lautet dann

b
Ify} = [F(x,y,y',y")dx = Extremum GL7-2

Durch einen mathematischen Kunstgriff kann die Losung von Gl. 7-2 auf ein gewohnliches
Maximum-Minimum-Problem zuriickgefiihrt werden. Dazu wird im Intervall (a,b) eine Schar

von variierten Funktionen

y(x)=y(x) +en(x) Gl 7-3

betrachtet, die auch Vergleichsfunktionen genannt werden. In Gl. 7-3 ist € ein Parameter. Die

Vergleichsfunktion y(x) muss denselben Randbedingungen geniigen wie die gesuchte Funk-

tion y(x). Das erfordert fiir € # 0 das Verschwinden der Funktionen n und n' an den Rand-

punkten.

A A A

b vy en(x) = 8y(x) Y.y
y(x)

\
y(x)

dy dy

en(x) = dy(x) en(x) = 8y(x)

a b a b

b
el

Abb. 7-1 Variierte Funktion y(x), Randwerte fiir ~ Abb. 7-2 Variierte Funktion y(x), nur linker Rand-
beide Réinder vorgegeben wert vorgegeben

In Analogie zu Gl. 7-2 bilden wir mit der Schar von Vergleichsfunktionen Gl. 7-3 das Funkti-

onal

A

b b
{9} = [F(x, 9,9, 9" dx = [F(x,y +em,y +e n'y" +&n")dx = I(e) GL.7-4

das bei festgehaltenem m eine Funktion des Parameters ¢ ist. Da aber voraussetzungsgemif

I{y} ein Extremum des Variationsintegrals ist, muss I(¢) fiir € = 0 einen Extremwert besitzen,
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, dI©)

1 =0 erfordert. Um die letzte Beziehung auszuwerten, entwickeln wir die Grund-
€ e=0

funktion F in GI. 7-4 in eine Taylorreihe:
Fix,y+eny +en,y +en) =Fx,y,y.y") +

1 oF 10°F, v 1 oF - 1 0°F, v 16F , 10 F, ,u
e+ ———(en) +ot e+ ——— (e ot ——en (e +...

1! oy 2! oy? l'ay 2!8y ! oy 2! 0y
Fiithren wir unter dem Integral die Differentiation nach € aus und setzen danach € = 0, dann
verbleibt

di(e t( OF G
( ) - J.( N jdx Gl 7-5
=0 f oy ay 53’

Mit en(x)=5(x)—y(x)=0y(x) und en' =y -y =08y sowieen"=y"—y" =3y" geht Gl

7-5 iiber in
s—dI(S) = I [6—FS +— oF -Oy' + a—F”Sy”J dx=0 Gl 7-6
d8 e=0 ay ay ay
. L dl(e) ) . . )
Bezeichnen wir mit 8l = 8d— die erste Variation des Funktionals I, dann erscheint GI.
€ e=0
7-6 in der Form
GF OF
ol = —6 +—— By"] dx =0 GL 7-7
j ( oy

Das Auftreten eines Extremwertes des Funktionals I ist also gleichbedeutend mit dem Ver-

schwinden seiner ersten Variation. In Gl. 7-7 ist noch

d & d
8y’ = —(3y) 8y'=—3 (3y)= ™ —(3y") GL.7-8

zu beachten. Wir formen nun mittels partieller Integration' den Integranden in Gl. 7-5 mit

dem Ziel um, die Ableitungen der Variationen Oy(x) unter dem Integral zum Verschwinden
zu bringen. Das Ergebnis ist
2 b b
51— ;(a_F_ia_F & aF,,] Sydx Ka_F_ia_F,,js } {8_%4 S0 aure
dy dxoy  dx’ oy gy’ dx oy .
Wegen der Beliebigkeit der Variationen dy(x) werden nun solche betrachtet, fiir die sdmtli-

che Randgrofen 8y und 8y’ an den Réndern verschwinden. Diese Randbedingungen heiflen

b b
: .[du-v=[u-v]2—.[u~dv

a
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homogene Randbedingungen. Damit verschwinden in Gl. 7-9 sdmtliche Randterme, womit

nur noch das Integral verbleibt. Da aber im Intervall (a,b) die Werte der Variation 0y(x) be-
liebig sind, verschwindet das Integral nur dann, wenn der Faktor bei oy zu Null wird, also die

Eulersche Differenzialgleichung

————t— 0 GL 7-10

besteht. Da Gl. 7-10 auf jeden Fall erfiillt sein muss, verbleiben im allgemeinen Fall inhomo-

gener Randbedingungen nur die Randterme

b b

oF d OF OF

d=|| ——-—— 9y +[—”8y} =0 Gl 7-11
K@y dx@y} } oy .

Sind y oder y' am Rande nicht vorgegeben, dann sind dort 8y oder 8y’ beliebig und Gl. 7-11

kann nur bestehen, wenn die natiirlichen Randbedingungen

b

oF
ay n

=0 Gl 7-12

=0 bzw.

a

erfiillt sind. Enthélt das Variationsproblem fiir y(x) zusitzlich Randterme Z der Form

b
, = Extremum GL 7-13

b
Iy} = [Fx,y,y,y)dx+ Z[(x,y, )]
dann folgt daraus die Extremalbedingung

b 2
3= | OF_ 4, & & lsydxe
-\ 0y dxoy dx” oy"

H oF d oF azj T K oF az] T
+ —————+ =Py | +||=—=+=15y'| =0
Gyf dX 6y” E) ay” E) 1 .

a

Gl. 7-14

An der Eulerschen Differenzialgleichung hat sich offensichtlich nichts geéndert, nur die na-
tiirlichen Randbedingungen erfahren eine Erweiterung.
Im folgenden Abschnitt lernen wir ein Energieprinzip der Statik kennen, welches die Grund-

lage fiir die Herleitung der Grundgleichungen der FEM sein wird.
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7.2 Das Prinzip der virtuellen Verriickung

In der Statik bilden die beiden Axiome Kraftgleichgewicht und Momentengleichgewicht

die Grundlage zur Berechnung mechanischer Systeme. Neben diesen Grundgesetzen werden

auller dem Befreiungsprinzip und dem Schnittprinzip bei Systemen starrer Korper die ki-

nematischen Beziehungen und bei deformierbaren Korpern zusétzlich geeignete Material-

gesetze benotigt. Die Vorgehensweise bei der Losung mechanischer Probleme gestaltet sich

dabei wie folgt:

Systeme starrer Korper:

1. Befreiung des Systems von den Auflagern, Anbringen der Auflagerreaktionslasten nach
dem Befreiungsprinzip

2. Zerschneiden des Systems, Anbringen der Schnittlasten nach dem Schnittprinzip

3. Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen auf jedes freigeschnittene Teilsystem

4. Formulierung der kinematischen Beziehungen fiir das Starrkorpersystem

5. Berechnung der Auflager- und Schnittkréfte

Deformierbare Korper:

1. Herausschneiden eines Volumenelements

2. Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen auf das Element

3. Aufstellen der kinematischen Beziehungen, also den Beziehungen zwischen den Ver-
schiebungen und den Verzerrungen

4. Wabhl eines Materialgesetzes

5. Elimination der Spannungen fiihrt auf ein System partieller Differenzialgleichungen fiir
die Verschiebungen, den Lamé-Navierschen Verschiebungsdifferenzialgleichungen, Eli-
mination der Verschiebungen fiihrt auf die Beltrami-Michellschen Spannungsdifferenzial-
gleichungen,

6. Losung des Gleichungssystems unter Beriicksichtigung der Randbedingungen

Einen eleganten Zugang zur Losung vieler Elastizitétsprobleme eréffnet das Prinzip der virtu-

ellen Verriickung, das wir hier zur Herleitung von Ndherungsverfahren verwenden werden.

Das Prinzip der virtuellen' Verriickung ist eine den Gleichgewichtsbedingungen dquivalente
Energicaussage, das sowohl fiir starre als auch fiir deformierbare Korper formuliert werden

kann.

! virtualis zu lat. virtus > Tiichtigkeit(, »Mannhaftigkeit<, fachsprachlich fiir nicht wirklich; scheinbar; gedacht.
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Abb. 7-3 Virtuelle Verriickung

Definition: Eine virtuelle Verriickung du ist eine dem aktuellen Deformationszustand zusétz-
lich tlberlagerte Verschiebung (Variation des Verschiebungszustandes) mit den folgenden

Eigenschaften:

1. du ist geometrisch mdglich, d.h. bei der virtuellen Verriickung wird der Zusammenhang
des Korpers gewahrt. du ist vertriglich (kompatibel) mit den Lagerungsbedingungen.

2. Die Verriickung |8u| ist differentiell klein. Damit konnen in allen Rechnungen Terme von

hoherer Ordnung als klein gestrichen werden.

3. Sédmtliche inneren und duBleren KraftgroBen werden bei der Durchfiihrung der Variation
ou konstant gehalten, d.h. nicht variiert.

4. Die virtuelle Verriickung ist eine gedachte Verrlickung bei festgehaltener Zeit. Dabei ist

uninteressant, in welcher Zeit wir uns diese virtuelle Verriickung entstanden denken.

Das 6-Symbol ist der Variationsrechnung entlehnt und soll zum Ausdruck bringen, dass es
sich um Anderungen handelt, die nicht einzutreten brauchen. Mathematisch entspricht dem 8-
Symbol das d-Symbol, das im Gegensatz zu den virtuellen Anderungen wirklich eintretende
Anderungen bezeichnet.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir elastische Korper besagt:

SA, =3A, Gl 7-15

oder in Worten:

Befindet sich ein Korper im Gleichgewicht, dann ist bei einer virtuellen Verriickung des Korpers die
Arbeit der duBeren Krifte gleich der Arbeit der inneren Kréfte.

Werden bei der virtuellen Verriickung die Lagerungsbedingungen des Systems beriicksichtigt,
dann kann statt dA, auch 6Aa(e) (Arbeit der eingeprigten Krifte') geschrieben werden, da

dann bei der virtuellen Verriickung die Reaktionskrifte keine Arbeit leisten.

' Die uBeren Krifte setzen sich bekanntlich aus eingeprigten Kriften und Reaktionskriften zusammen
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Die Variation der inneren Arbeit ist identisch mit der Variation der Formanderungsenergie,
also 8A, =06W , so dass wir fiir Gl. 7-15 auch A, = dW oder umgeformt

W —8A, =3(W-A,)=81=0 Gl 7-16

schreiben konnen. Der Ausdruck

m N n N I |
H=W-A,=W-OQ F-u+>M, ¢+ jpf-udV+ jso-udO) GL 717
j=1 k=1

V) O(V)

wird elastisches Potenzial genannt, und GI. 7-16 heif}t Satz vom Extremum des elastischen
Potenzials.

In der obigen Gleichung wird im Ausdruck fiir die dulere Arbeit durch die Pfeile angedeutet,
dass allein die Verriickungsgrofen zu variieren sind. Das ist auch dann der Fall, wenn die
Belastungen, z.B. bei Federkraftbelastungen, von den Verschiebungen abhingen. In Worten
besagt Gl. 7-16:

Von allen denkbaren Verschiebungszustinden eines elastischen Korpers ist Derjenige der
wirklich Eintretende, fiir den die Energiegrofle IT einen stationdren Wert (Maximum oder Mi-

nimum) annimmt.

HV"WV”””VWV\VVHVW

-~

o7 gVVZX) w(x)

z, W(X)

Abb. 7-4 Biegetriger mit Querbelastung

Wie wir in Kap. 7.1 gesehen haben, kann ein mittels des Prinzips der virtuellen Verriickung
bereitgestelltes funktional unbestimmtes Problem unter Beriicksichtigung der vorgegebenen
und natiirlichen Randbedingungen in eine Differenzialgleichung iibergefiihrt werden. Dazu

betrachten wir den Biegetrdger nach Abb. 7-4. Im Sinne des Prinzips muss der Ausdruck

14 EI 5 13 ,
I{w} = I{Tyyw" (x)—qx)w(x) |dx = jF[x,w(X),w (x)]dx Gl. 7-18

x=0 x=0
extremal gemacht werden. Das ist gleichbedeutend mit der Forderung nach dem Verschwin-
den der ersten Variation, also dIT(w)=0. Nach Gl. 7-10 ist die Eulersche Differenzialglei-

2 EI
chung oF _d ¥ + d2 ok =0. In der Grundfunktion F=—2w"*(x)—q(x)w(x) tritt
ow dxow' dx” ow" 2
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2
die Ableitung nach w' nicht auf, was auf @%r dd %—0 fiihrt, und wie erhalten mit
x?
2
% =—q(Xx) sowie %% =[EL,w"(x)]" die Gleichung
[EL,w'(x)]" =q(x) Gl 7-19

die identisch ist mit der Differenzialgleichung fiir die Biegelinie des elastischen Balkens. An
den Réandern sind wegen dw' # 0 die natiirlichen Randbedingungen

oF |
awﬂ 0

/
=FEI w'l =

"
yy 0

l
- My‘o =0 Gl. 7-20

einzuhalten. Setzen wir in den Ausdruck fiir das elastische Potenzial

M{w = | {%w"z(x)—q(x)w(x)}dx G721

x=0

die Verschiebung, die sich nach Gl. 7-19 ergibt, dann erhalten wir unter Beriicksichtigung von
q(x) =[EL (x)w"(x)]"

m,, =% j EL (x)w" (x)dx j[EIyy(x)w"(x)]"w(x)dx:

= 5 jEIyy(X)W"z(x) dx — [(EIyyw")'w]Z + [EIy w'w ’]0 IEIyy(X)W"Z (x)dx

und unter Beachtung der Randbedingungen fiir unser Beispiel nach Abb. 7-4

IT

extr.

1 h 14 h 14 1 ( 14
> J’ EL (x)w"*(x)dx — J’ EL (x)w"*(x)dx == j EL (x)w"?(x)dx Gl 7-22
x=0 x=0 x=0

Beachten wir noch das Werkstoffgesetz M, (x) = -EIL (x)w"(x) , dann kénnen wir auch

1 ! , 1 14 MZ(X) 1 14
. =— |EL. (X)W (x)dx = —— Y dx =—— x)w(x)dx <0 Gl 7-23
on. =5 [EL Wb =5 [ g Sdx= [a(owo

schreiben. Fiir die wahren Verschiebungen ist damit der Extremwert von I negativ.

< | EI
Ersetzen wir im elastischen Potenzial IT = _[ [%(X) w"? (x) — q(x)W(X) }dx die Funktion

x=0

w(x) durch
W(x) =w(x)+h(x) Gl 7-24
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mit einer mindestens die geometrischen Randbedingungen erfiillenden Funktion h(x), dann

erhalten wir
14

l L
+ j { S EE h}dx—k [EL,w"h"dx

x=0

14
[ (W"+h") q(w+h)}dx= j{%w"z—qw}der

0 x=0

sowie mit

‘ EIl " 1 0 "2
J- {Tyyw —qw}dx=H<w>:Hem =3 .[Elyyw dx <0
x=0 —
und
Jéqhdx - j(EIyyw”)"hdx = [E1,wyn]i - [T, wn'| i+ jEIyyw"h”dx
x=0 x=0 x=0

IEI w"h”dx——J‘M h"dx

x=0

und damit

VY h#0 Gl. 7-25

extr.

l
(W) =T{w+h) =TI, j by b g s

Wir errechnen also mit den wahren Verschiebungen einen absoluten Minimalwert fiir das

elastische Potenzial, das durch keine andere zulédssige Funktion unterboten werden kann.

Beispiel 7-1:

Abb. 7-5 Dehnstab mit Einzelkraft und Potenzial I1

Es ist die Stabendverschiebung u. eines geraden zylindrischen Stabes mit konstanter Stab-

querschnittsfliche A gesucht. Der Stab wird am rechten Rand durch eine Kraft P belastet.

Dehnung: e, =u(x)= % = konst.
l 2
Forménderungsenergie: W= 1 J.EAu'zdx = EAu.
2.7, 2
AuBere Arbeit: A, =Pu

a €
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2
Elastisches Potenzial: M=II(u)=W-A, = %% —Fu

€

Zur Berechnung der duleren Arbeit A, = Pu, ist folgendes anzumerken: A, ist diejenige Ar-

beit der dulleren Kraft P, die diese mit ihrem im Gleichgewichtszustand entsprechenden kon-
stanten Wert am Verschiebungsweg u. leistet. Das elastische Potenzial ist eine quadratische
Funktion der Stabendverschiebung u.. Damit liegt lediglich ein parametrisch unbestimmtes

Problem vor, das mit den klassischen Methoden der Extremwertberechnung gelost werden

kann. Die erste Ableitung nach u. liefert: oIl =(§u—HSue =(%ue —P)Eue =0. Wegen der

€

Beliebigkeit von ou, ist somit die gesuchte Stabendverschiebung: u, :%. Abb. 7-5

(rechts) zeigt das Potenzial Il als quadratische Funktion von u.. An der Stelle u, :%

2 2
nimmt II(u,)=W-A, = %u; —Fu, =- ;Ei einen Extremwert an. Das Vorzeichen der

€

zweiten Variation §°T1 =6lli(éil_l)8ue =%82ue >0 entscheidet von welcher Art der Ex-

e

tremwert ist. Hier liegt offensichtlich ein Minimum vor.

7.3 Das Verfahren von Ritz

w(X)

Abb. 7-6 Trager auf zwei Stiitzen mit Querlast q(x)

Ein Weg zur Gewinnung von Niherungsldsungen ist das Verfahren von Ritz'. Dieses Verfah-

ren basiert auf dem Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir elastische Korper.

! Walter Ritz, schweizer. Mathematiker und Physiker, 1878-1909
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Es setzt voraus, dass das betrachtete statische Problem als Losung einer Variationsaufgabe
aufgefasst werden kann und ein Potenzial existiert, das es zu minimieren gilt. Zur Vorstellung
des Verfahrens betrachten wir das System nach Abb. 7-6.

Fiir das zu ermittelnde Verschiebungsfeld w(x) wird ein Ansatz der Form
Wx) =Y ¢, W, (X) Gl 7-26
k=1

gemacht. Dabei sind die w, bekannte, linear unabhéngige Funktionen von X. Sie sollen belie-

big wihlbar sein, bis auf folgende Einschrankungen:

Die Funktionen w,(x) miissen mit den kinematischen Lagerungsbedingungen vertréglich

sein, sie miissen also mindestens die geometrischen Randbedingungen erfiillen.

w !

Geometrische RB Dynamische RB
w(0)=0 M()=0 =w"({)=0
w'(0)=0 Q=0 =w"(£)=0

Abb. 7-7 Geometrische und dynamische Randbedingungen

Ansatzfunktionen w,, die den geometrischen Randbedingungen geniigen, heiflen zuléssige

Funktionen. Geniigen die Ansatzfunktionen neben den zwingend erforderlichen geometri-

schen Randbedingungen auch noch den dynamischen' Randbedingungen, so spricht man von
Vergleichsfunktionen. Die geometrischen werden auch als wesentliche Randbedingungen’
und die dynamischen als natiirlichen Randbedingungen bezeichnet. Zur Unterscheidung
zwischen geometrischen und dynamischen Randbedingungen betrachten wir Abb. 7-7. Beide
Randbedingungen unterscheiden sich in der Ordnung der in ihnen auftretenden Ableitungen.

Beim Biegeproblem ist die hochste Ableitung von vierter Ordnung. Die geometrischen oder
natiirlichen Randbedingungen enthalten nur Ableitungen bis zur ersten Ordnung, in den geo-
metrischen oder natiirlichen Randbedingungen treten dagegen Ableitungen zweiter und dritter
Ordnung auf. Ganz allgemein kann bei einem linearen Randwertproblem fiir eine Differenzi-

algleichung 2m-ter Ordnung gesagt werden:

" griech. Suvopul = Kraft, Stirke
* Als wesentliche Randbedingungen werden bei einem Differentialoperator 2k-ter Ordnung solche verstanden,
deren Werte Ableitungen bis zu (k-1)-ter Ordnung enthalten
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Hinweis: In der Regel werden die Ansatzfunktionen aus der Erfahrung heraus gewihlt. All-
gemein kann hinsichtlich der Giite der mit Gl. 7-26 erzielten Approximation gesagt werden,
dass diese um so besser ist, je vollstaindiger mit den Ansatzfunktionen wy(x) die Randbedin-

gungen des Problems erfiillt werden.

Fiir den Triager mit Querlast q(x) nach Abb. 7-6 lautet das elastische Potenzial:

I

l L
M= [ —2w?(dx - [qeow(x)dx GL7-27

0

Mit dem Ritz-Ansatz Gl. 7-26 erhalten wir einen Nidherungswert

EI

= L) Zy W (x)dx— j q(x)W(x)dx Gl 7-28

und unter Beachtung von W' (x) = z ¢, w, (x) folgt:
k=1

= j { yy {Zc Wk(X):| —q(x)Zc wk(x)}dx = Extremum

Da die Ansatzfunktionen bekannte Funktionen sein sollen, ist

M=1lc,) (k=1,..,n)
nur noch eine Funktion der unbekannten Koeffizienten ¢, . Damit ist das funktionalkinema-
tisch unbestimmte Problem zur Ermittlung der Durchbiegung w(x) auf ein algebraisches
Problem zur Ermittlung der n Unbekannten Koeffizienten c, zuriickgefiihrt. Das Problem
nach Gl. 7-28 ist wesentlich einfacher zu 16sen als Gl. 7-27, in der die gesuchte Funktion w(x)

unter dem Integral steht. Da I1 ein Extremum des Variationsintegrals ist, muss

SIT = Za—nﬁc = 0 erfillt sein, und wegen der Beliebigkeit der d¢; folgt

i1 Oc;

8H

P =0 (G=1...,n) GL. 7-29
C

Beachten wir in GL. 7-29 den Wert fiir T nach Gl. 7-28, dann erhalten wir

e e

k=1 x=0

Mit den Abkiirzungen
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0 ¢
Py = IEIyij w,dx Pjo = .[q(x)wjdx Gl 7-30
x=0 x=0
konnen wir auch
zck(ij —9;, =0 (J=L..,n) Gl. 7-31
k=1

schreiben. Das sind n lineare Gleichungen zur Bestimmung der n unbekannten Koeffizienten

¢, - Fassen wir die Werte ¢, in der symmetrischen Matrix @, die unbekannten Ritzparameter

ck im Vektor ¢ und die Lastanteile ¢ i im Vektor der rechten Seite b zusammen, also

Qi P o @y ¢ 10
R Dl I el PR

Qu = Py Co Pno

dann kann das Gleichungssystem GI. 7-31 in der Form
®-c=b Gl. 7-32
geschrieben werden.
Beispiel 7-2:
o

IEFTENEEEEEEREE]

EI,, = konst.

w(x)

Abb. 7-8 Triger auf zwei Stiitzen mit konstanter Querlast q,

Fiir die Verschiebung des System in Abb. 7-8 machen wir nun konkret den eingliedrigen Ritz-

Ansatz
W(X) = ¢, wy(X) Gl 7-33

wobei
. TX
w,(x)= . Gl 7-34
gewdhlt wird. Dieser Ansatz erfiillt mit w,(0) =0 und w,(/) = 0 die geometrischen und unter
Beachtung von w(x) = —(n/ 4 )2 sin’%X dann mit My(x = 0) = My(x = /) = 0 auch die dynami-

schen Randbedingungen. Der Ansatz entspricht damit einer Vergleichsfunktion, von der eine

gute Ndherungslosung fiir die Durchbiegung erwartet werden kann. Allerdings erfiillt dieser
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Ansatz nicht die Differenzialgleichung EI, w"'(x)=q,. Wir erhalten ndmlich mit dem Néhe-
n) . mx
rungsansatz Gl. 7-34 EI [c,w (x)]"" = EIyycl(z) sin7:€1(x) und damit eine Belastung,

die durch keine Wahl von ¢, auf qp gebracht werden kann. Das Potenzial I1 errechnen wir zu

. o BT ., ([ EI )
1= j{—zyy W —Q(X)vﬂv} dx = J‘{ 2yy ciw,’ —q(x)clwl} dx = Extremum
0

0

Die Extremaleigenschaft dieses Funktionals ist gleichbedeutend mit

Bl ‘ o
E:O:CIJ‘EIyywlde—quWldX2(31(P11 — 0y Gl. 7-35
1 0 0

wobei abkiirzend

¢ 4y 3
" T . o X T| T

¢,, = | El,,w,>dx = EI (—j sin® —dx = EI —(—j
'([ Yy Yy K J‘ f Yy 2 K

0
0

({
X 14
=|q,w,dx =q, | sin—dx =2q,| —
®yo _([qo 1 qu‘ 7 qo(ﬂ]

o

gesetzt wird. Aufgeldst nach c; erhalten wir

2q. L
. _ﬁ_i_iﬂ_oommﬂ
1= - B S ‘
1 af(n) « EL, EL,
EIWE 7

Durch Differentiationsprozesse an Gl. 7-33 erhalten wir die Biegemomente
R .4 , .
M, =—EI %' =g, sm% = 0,12901q,,/ 5111”7X
T

und die Querkrifte
A dM 4 X X
=—2 =—q,lcos— = 0,40528q,/ cos—
© dx @ %o / o 1

Ein Vergleich dieser Ergebnisse mit der exakten Losung und einer weiteren Losung, die als

Ritz-Ansatz lediglich eine zuldssige Funktion darstellt, zeigt mit § = x /¢ die folgende Tabel-

le:
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Vergleich Exakte Losung Vergleichsfunktion Zulissige Funktion
qo* 2, .3 A . .
w(g)= S —gi-28" '] W(&)=c;sinng W(E) =cig1-¢)
yy
Q. e 1
—=0,5 0,40528 (-18,9%) 0 (-100%)
qo! 2
M e 1
s L0125 0,12901 (3.2%) 10,0833 (-33,3%)
Q! 8 = konst.
EI yy w max 5
— —=0,01302 0,01307 (0,38%) 0,01043 (-19,9%)
q,! 384

Tabelle 7-1 Vergleich zwischen exakter Losung und zweier Niherungslésungen nach Ritz

Es ist ersichtlich, dass die Approximation derjenigen Grof3e, flir die der Ritz-Ansatz gewihlt
wurde, hier also fiir die Durchbiegung w(x), besser ist als die hieraus durch Differentiati-
onsprozesse abgeleiteten Groflen Biegemomente M, und Querkrifte Q,. Diese Aussage gilt
ganz allgemein.

Die im elastischen Potenzial auftretenden Integrale konnen recht kompliziert werden, so dass
in diesen Fillen auf ein numerisches Integrationsverfahren zuriickgegriffen wird.

Um die Leistungsfdhigkeit des Ritz-Verfahrens erneut zu dokumentieren, betrachten wir als
weiteres Beispiel einen Biegestab unter Langskraft nach Abb. 7-9. Um hier zu einer Anwen-
dung des Verfahrens zu kommen, muss die Arbeit der Kraft P in das Gleichungssystem ein-

gebaut werden. Dazu betrachten wir das System in ausgelenkter Lage.

q(x)

m p o, dmdea

<
<

\
/4 a

! /
N EIL,
¢ 4 ds
4

dw

Abb. 7-9 Triger mit Lings- und Querkraftbeanspruchung

Eine erste Ndherung fiir die Axialverschiebung  des Lastangriffspunktes der Last P, die als

Druckkraft positiv eingefiihrt wird, erhalten wir unter der Voraussetzung dehnungsfreier Sta-

bachsverformung mit

¢=[dg= j(ds —dx) = ﬂ«h +w? —l]dx z% fw'zdx
x=0 x=0 x=0
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l
Die Arbeit der dulleren Belastung im elastischen Potenzial ist um den Anteil PC = L3 _[w‘z dx
x=0

zu erweitern, also

0 EI v l
m= | 2yyw"2(x)dx —g [w2()dx - [ q(x)w(x)dx = Extremum = 81T =0 GL 7-36
= x=0

0

X x=0

Die Behandlung von GI. 7-36 mit einem Ritzansatz w(x)= chwk(x) entsprechend Gl. 7-26

k=1

fiihrt auf

n L EI n . 2 n : 2 n
H{W(x)} ~I(c,..c,) = J. { 2yy {z ckwk(x)} —g{ZCkwk(x)} — q(x)chwk(x)}dx Da

x=0

f[(cl...cn) Extremwertcharakter hat, ist Sl:[(cl...cn) = Z—HSC ;=0. Da im allgemeinen &c; # 0
C.
]

A

gilt, muss Z—H =0 (j = 1,...,n) erfiillt sein. Wir benotigen also die Ableitungen Z—H Die Dif-
i €

ferenziation kann unter dem Integral vorgenommen werden:

S—H = j {EIyy {Zn: ckw;((x)}w}(x) - P{Zn: CkW'k(X)}W}(X) - q(X)Wj(X)}dX
Ci o k=1 k=1

= J/. {[Z ckEIyyWL(x)w'j(x)} - P{i ckwL(x)W}(X)} - q(x)wj(x)}dx

n ¢

=) c, EIyyWL(X)W;(X) dx—Pick ij(x)w}(x)dx— jq(x)wj(x)dx

=Pk Wik Pjo
Damit erhalten wir das lineare Gleichungssystem

oIl o .
%zozzck(q)jk _P\ij)_(PjO =0 (JZI,..,H) Gl 7-37
j k=1

oder symbolisch

(®-P¥)-c=b Gl 7-38

mit symmetrischen Matrizen @ und ¥. In GI. 7-37 wurde zur Abkiirzung
/ 4 L
op = [ELwiwidx  yy = [wiwide o= [aGowdx G1.7-39
x=0 x=0 x=0

2
gesetzt. Bei einem zweigliedrigen Ritzansatz w(x) = z c, W, (x)=c,w,(xX)+c,w,(x)
k=1

hétten wir mit Gl. 7-37 das Gleichungssystem
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C
{{(Pu (P12j| B P|:\V11 le}}{ 1} _ {@10} Gl. 7-40
P P Vio V]S P20

zu 16sen. Gl. 7-37 geht bei fehlender Querbelastung (b = 0) in ein homogenes Gleichungssys-

tem iiber, das fiir

det(® -P¥)=0 Gl 7-41

auch von null verschiedene ¢, und damit auch von null verschiedene Transversalverschiebun-
gen ermdglicht. Das ist das Kennzeichen fiir das Eintreten des Stabilitéiitsfalles. Mechanisch
bedeutet dies, dass es neben der gestreckten Lage des Stabes eine infinitesimal benachbarte
ausgelenkte Lage gibt, die ebenfalls eine Gleichgewichtslage ist. Die Eigenwertgleichung

Gl. 7-41 enthalt als freien Parameter nur noch die Axialbelastung P. Der kleinste errechenbare

Wert dieser Axialbelastung ist ein Ndherungswert f’k fiir die kritische_Knicklast des Sys-

rit

tems. Fiir eine erste Abschitzung der kleinsten kritischen Last f’k setzen wir

rit
W(X) =W (X)
Bei der Auswahl von wi(x) ist darauf zu achten, dass die Ansatzfunktion mdglichst wenig

gekriimmt ist, denn mit

YA
”2
[EI1, W) dx
R A 0 vy
¢ — Py =0 = P, =—= x:oé—z Gl. 7-42
Vi J‘Wl dx
x=0

wird die kleinste kritische Last dann berechnet, wenn der Zéhler in Gl. 7-42, also die Forméan-

derungsenergie ¢,, des Stabes, mdglichst klein gehalten wird. Das wird erreicht, wenn wir

mit wi(x) eine Stabauslenkung wéhlen, die zwischen 0 < x < / keine weitere Nullstelle be-

sitzt, also etwa

w,(X) = %(1 —%) Gl 7-43

Es handelt sich bei diesem Ansatz um eine zuléssige Funktion, da die Verschiebungsrandbe-

dingungen an den Stabenden erfiillt werden. Mit Gl. 7-42 errechnen wir

4EL,
1t
v, L o
3¢

Einen wesentlich besseren Wert fiir die kleinste Knicklast erhalten wir, wenn wir anstatt einer

zuldssigen Funktion mit
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wi(x) = %{1 - 2[%) + GJ } Gl. 7-44

eine Vergleichsfunktion wéhlen, die, wie durch Ausrechnen leicht bestitigt wird, wegen

wi(x) ZIZX(E# auch die dynamischen Randbedingungen My(x = 0) = My(x = /) = 0
erfiillt. Mit Gl. 7-44 errechnen wir
24E1
5 _Pu_ 500 168 EL _ EL,
P. = ) = 17 =17 2 =9,882—
35/

. . .o 2 EIyy EIyy
und damit einen Wert, der der exakten Losung P, == =9,870 schon recht nahe

rit f 2 f 2
kommt. Beim folgenden zweigliedrigen Ansatz verwenden wir mit
W(X) = €W, (x) + ¢, W,(X) Gl 7-45
und
w9 =sin w,(x) = sin 27 GL. 746

fiir den Ritzansatz die theoretisch exakten Knickfiguren des Instabilitdtsproblems. Wir erhal-

ten mit GI. 7-39
(D:n4EIyy1 0] _m[1 0
20 |0 16 2010 4
und damit die Eigenwertgleichung:

4 4
EIl 2\ 8nEI 2
det(® —P W)= 0 I 3)yy_Pn T 3yy_2P7'c
20 20 l 1

2 2
. vn 1 .. n°El 41°El
aus der wir erwartungsgemil die exakten Losungen P, =——; P, ., = 2 . ablesen.

Aufgrund der Orthogonalitdt der Ansatzfunktionen w; und w;, und deren Ableitungen besitzen

die beiden Matrizen ® und ¥ Diagonalgestalt.

An dieser Stelle sollen die Voraussetzungen des Verfahrens von Ritz noch einmal genannt

werden:

1. Es muss ein Funktional existieren, das es zu minimieren gilt.

2. Die Néherungsansitze miissen nur die wesentlichen Randbedingungen erfiillen.

3. Bei einem Differentialoperator 2k-ter Ordnung enthélt das zugeordnete Funktional Ablei-
tungen der Grundfunktion bis zur k-ten Ordnung, die (k-1)-mal stetig differenzierbar sein

miissen.
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Der Nachteil des Ritzschen Verfahrens liegt auf der Hand. Die Auswahl zuldssiger Funktio-
nen oder das Auffinden von Vergleichsfunktionen erfordert vom Anwender ein hohes Mal3 an
Erfahrung. Insbesondere bei mehrdimensionalen oder ungleichmédBig berandeten Gebieten
stolt das Auffinden geeigneter Ansatzfunktionen oft auf uniiberwindliche Schwierigkeiten.

Wie wir spiter sehen werden, entfillt dieser Nachteil bei der FE-Methode.

7.4 Die Methode der gewichteten Residuen

Die Methode der gewichteten Residuen ist auch dann anwendbar, wenn fiir das anstehende
Randwertproblem kein Extremalprinzip zur Verfligung steht, wie das beim Ritz-Verfahren
erforderlich war. Es werden lediglich die dem Randwertproblem zugeordnete Differenzial-
gleichung und die Randbedingungen benotigt. Damit ist dieses Verfahren auf eine wesentlich
groBBere Klasse von Randwertproblemen anwendbar. Wir beschridnken uns im Folgenden auf

gewohnliche Differenzialgleichungen, fiir die in einem gegebenen Intervall (a,b) eine Funk-

tion y(x) als Losung einer linearen, inhomogenen Differenzialgleichung 2k-ter Ordnung
Lo[yl(x) =r(x) Gl 7-47

erginzt durch 2k Randbedingungen gesucht wird, die sich auf die Werte der Funktion y und
ihren Ableitungen an den Réndern beziehen. Wie bei der Vorgehensweise nach Ritz, wird fiir

die gesuchte Funktion y(x) ein Ndherungsansatz y(x) als Linearkombination bekannter Funk-

tionen yk(x) in der Form

9(x) = D¢ yi(x) Gl 7-48
k=1

gemacht. Dabei setzen wir voraus, dass die Funktionen yy(x) hinreichend stetig sind und
samtlichen Randbedingungen geniigen. Die Koeffizienten ci sollen nun so bestimmt werden,

dass die Differenzialgleichung Gl. 7-47 von der Funktion y(x) moglichst gut angenéhert

wird. Setzen wir diesen Ndherungsansatz in die Differenzialgleichung ein, dann wird nur in
Ausnahmefillen diese auch erfiillt, vielmehr verbleibt eine Fehlerfunktion Ry(x), die Resi-

duum' genannt wird

R, (x,¢,,C5,C) = Ly [Y]=1(x) £ 0 Gl. 7-49

! Residuum lat. das »Zuriickbleibendex, zu residuus >zuriickgebliebenc
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Aufgrund der Linearitdt der Differenzialgleichung héngt die Fehlerfunktion linear von den
Koeffizienten cx ab. Das Verfahren zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten ¢k ver-
langt nun, dass das Integral des Residuums, gewichtet mit sogenannten Gewichtsfunktionen

V;(x), Uber das Integrationsgebiet verschwindet. Da der Ansatz fir die Naherungsfunktion in

Gl. 7-48 m unbekannte Koeffizienten enthilt, kann die Bedingung fiir m linear unabhingige

Gewichtsfunktionen y,(x) formuliert werden, womit m lineare Gleichung zur Bestimmung

der m unbekannten Koeffizienten ¢k vorliegen. Die Forderung nach dem Verschwinden des

gewichteten Restes lautet dann

b
[Ro(x,01,¢50m00,) W;(x) dx = 0 (j=1,...,m) Gl. 7-50

X=a

Die Auswahl der linear unabhéngigen Gewichtsfunktionen w;(x) entscheidet tiber die Be-

zeichnung des Verfahrens.

7.4.1 Das Galerkin-Verfahren

Die Besonderheit des Galerkin-Verfahrens' besteht darin, dass fiir die Gewichtsfunktionen

V;(x) derselbe Ansatz wie fir die Néherungsfunktionen gewéhlt wird. Wir erhalten dann mit

Gl. 7-50

b
[Ro(%,0,,¢3,0€,) ¥;(x) dx = 0 (G=1,.,m) G1.7-51

X=a

Damit dieses Verfahren zu einer Losung fiihrt, muss der Néherungsansatz alle Randbedin-

gungen erfiillen und hinreichend oft stetig differenzierbar sein.

X

q(x) = q, sin -

% Vl" v

Abb. 7-10 Links eingespannter und rechts drehbar gelagerter Balken

Wir konkretisieren das bisher Gesagte am Beispiel nach Abb. 7-10. Der links eingespannte
und rechts drehbar gelagerte Balken mit konstanter Biegesteifigkeit Ely, wird durch eine si-

! Boris Grigorjewitsch Galerkin, sowjetischer Ingenieur und Mathematiker, 1871-1945
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nusformige Streckenlast q(x)=q, sin;—; mit belastet. Die Differenzialgleichung lautet:

v . . . . _ _ 12 _ _
E[,w"(x)=q(x). An den Réndern sind die Randwerte: w(x=0)=w'(x=0)=0 und
w(x=/0)=M (x=/)=0 einzuhalten. Zum Vergleich notieren wir die exakte Ldsung

(E=x/0)

4
w(x) = %[16sin%§+ g8+ —4n)-&(24+7* —12n)- sz} ;

yy

3
w/(x) = qu‘)—;{sn(cos%a - 1j +87(24+ 307 —12n)— £(48 + 2 247:)} ;
Yy

2
W(x) = — é;lof 4{ (2sm 2‘5+1j E_,(24+3n2—12n)+24—12n}
yy
w"(x)=- 9’ (n cos— s ~24 37 +12nj
EIyyn 2

Die Berechnung des Residuums ergibt

R, (X,¢,¢,,..0¢,) = EL W' (x) —q(x) = EIyyZCW (x)—q(x) Gl 7-52

und die Substitution in GI. 7-51 liefert

4 m
I (EIWZCkWiV(X) - q(x)j w;(x)dx =0 G=1,....m) Gl. 7-53
x=0 k=1
oder
ZCk '[EI w, (x)w (x)dx — Iq(x) wi(x)dx=0 (=1,..,m) Gl. 7-54
k=1 x=0
Mit den Abkiirzungen
4 l
0 = [BLWEGOW, () dxs = [a(x) w;(x) dx GL.7-55
— x=0

geht Gl. 7-54 iiber in das lineare Gleichungssystem

ch(ij -9, =0 (J=1..,m) Gl. 7-56
r=
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Wir haben nun Niherungsfunktionen zu wéhlen, die sdmtliche Randbedingungen erfiillen.
Das sind in unserem Beispiel die wesentlichen Randbedingungen w = 0 am linken und rech-
ten Rand und die Randbedingung w' = 0 am linken Rand. Am rechten Rand muss zusétzlich
das Biegemoment M (x = /) verschwinden. Das ist gleichbedeutend mit dem Verschwinden

der zweiten Ableitung von w. Als Ndherungsansitze wahlen wir Koordinatenfunktionen der

Form

w ()= E- Dk +DE-k+)]  (k=1...m) GL.7-57
die sadmtliche Randbedingungen erfiillen. Fiir einen zweigliedrigen N&aherungsansatz
W(x) =c,W,(X)+c,w,(x) mit w,(x)=E(E-1)(25-3) und w,(x)=&(§-1)(3E—4) nach
Gl. 7-57 sind die Ableitungen bis zu 4. Ordnung in Tabelle 7-2 zusammengestellt.

Ableitungen
Wk ! " " nn
Wi Wi Wk Wi
6 6 48
wi(x) =& (E-1)(25-3) %(&32 —-158+06) g—z(é—l)(%—l) €—3(8§—5) g

Wa(x) = £ (E— (36— ) %lsgz_zggm 12%(&—1)(5&—2) %(15a2—14a+2> j—f(lsa—ﬂ

Tabelle 7-2 Ableitungen der Koordinatenfunktionen

l
= IEIyyw (x) w,(x)dx = EIyyﬁj

_ jEI wl(x) w,(x) dx = EL ¢ j —(15a T)E? (&~

x=0 0

4
o, = J-Elyyw (x) w,(x)dx = EIYYKJ.

x=0 0

24 . EI
= IEI wl(x) w,(x) dx = EI ej£—4(15g—7)g (§-1)(3E-4) dg =5,485714— 2>

x=0 &=0

jq(x)w(x)dx fj sin g(g 1)(2€ - 3) d£ =1,093237-10" q, ¢

o= [0 wa0o b = [ sin 286138 4) de = 793324910,
£=0

x=0

Die Losung des Gleichungssystems Gl. 7-56 ergibt:

4 4
¢, =1,330258-1o-2%; ¢, =2,821889-10° do’_

yy yy
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10°EL,, . 10%EL,, -
2 W(x) M (x)
m qol Qo
E=x/¢ E=x/1
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
1 0,000 | 1,779 | 3,796 | 3,203 | 0,000 [ -9,110 | 0,000 | 4,555 | 4,555 | 0,000
2 0,000 | 1,666 | 3,767 | 3,327 | 0,000 | -7.982 | -0,476 | 4414 | 5,102 | 0,000
3 0,000 | 1,663 | 3,774 | 3,325 | 0,000 | -7.852 | -0,519 | 4,463 | 5,080 | 0,000
L“‘?.‘akte 0,000 | 1,663 | 3,774 | 3,325 | 0,000 | -7,863 | -0,520 | 4,462 | 5,081 | 0,000
osung

Tabelle 7-3 Ergebnisse des Galerkin-Verfahrens

Die Ergebnisse des Galerkin-Verfahrens sind fiir den ein- bis dreigliedrigen Ansatz in Tabelle

7-3 fiir die Durchbiegung und die Biegemomente zusammengestellt. Sie zeigen eine gute

Ubereinstimmung mit den exakten Lésungen.

Wir wollen die Voraussetzungen zur Anwendung des Galerkin-Verfahrens hier noch einmal

zusammenstellen:

1. Es muss kein Funktional existieren, wie das beim Ritz-Verfahren erforderlich war.

2. Die Néherungsansétze miissen alle Randbedingungen erfiillen.

3. Bei einem Differentialoperator 2k-ter Ordnung muss die Ndherungslosung (2k-1)-mal
stetig differenzierbar sein.

Ein grofer Vorteil des Galerkin-Verfahrens gegeniiber dem Ritz-Verfahren liegt darin be-

griindet, dass kein Funktional zur Verfligung stehen muss. Damit kann dieses Verfahren auf

einen sehr grolen Problemkreis angewendet werden. Nachteilig wirken sich jedoch die unter

2. und 3. genannten Sachverhalte aus. Damit werden an die Nidherungsansitze des Galerkin-

Verfahrens wesentlich strengere Anforderungen gestellt, als an diejenigen des Ritz-

Verfahrens.

7.4.2 Die Kollokationsmethode

Die Kollokationsmethode' fordert, dass die Ansatzfunktion W(x) die Differenzialgleichung
an m diskreten Intervallstellen® a <x, <X,..<x_ , <X, <b erfiillt. Diese Forderung fiihrt
auf genau m Bedingungen

R(x;;c,,¢y5.005¢,,) =0
und die Koeffizienten c sind aus der Forderung

D e Lw, ], +LIw,], —r(x)=0 (i=1,..,m) GL.7-58

k=1

! lat. Ordnung nach der Reihenfolge, Platzanweisung
? die Kollokationspunkte genannt werden
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zu berechnen. Wir betrachten als Beispiel den beidseitig eingespannten Trager in Abb. 7-11

mit einer parabelformig verteilten Querbelastung

q(x) =q,(1-4&%)

gm \AA M§

4 4 N
EIL, Ob—> x=(E

a 2 o 2 -

Abb. 7-11 Beidseitig eingespannter Triger

Differenzialgleichung: (§ =x//¢): EL w" (x) = q(x), q(x) = q,(1-4&’)
Randwerte: w(E=—1/2)=0, w(E=1/2)=0, w'(E=—1/2)=0, w'(E=1/2)=0;
Exakte Losung:

4
w(x) = L

_ qof3
S760EL, — L (1-487)*(13-48%); w'(x) =

240EL E(1-487)(9-48%)

Wir wihlen den zweigliedrigen Ndherungsansatz:

W(E) =c,w, (&) +¢,w,(§) mit w (&) =(1-4E")" und w,(&)=(1-4")".

Die Ableitungen dieser Funktionen bis zu 4. Ordnung kénnen Tabelle 7-4 entnommen wer-

den.
Funktion 1. Abltg. 2. Abltg. 3. Abltg. 4. Abltg.
16& 16 384¢ 384
wi®=(1-48" | -—=0-48) g—zazaz ) 7 o
(&) = (1- 482 —%0—4&2)2 %(1—4&2)(2%2 =) 384& 384 (3202 “52‘3

Tabelle 7-4 Ableitung des Niherungsansatzes

Der Néherungsansatz erfiillt sdmtliche Randbedingungen. Inhomogene Randbedingungen

liegen nicht vor, so dass

e Lw,], -r(x)=0  (i=1..,m) G1.7-59
k=1

gilt. Um die Koeffizienten ¢; und ¢, zu bestimmen, ermitteln wir mit dem Ndherungsansatz
nach GI. 7-49 den Fehler

E(x;¢,,¢,) = EL, w'"(x)—q(x)=EI [

S 11542‘3(1—2%2)}—%(1—4&2)=0




7.4 Die Methode der gewichteten Residuen 7-25

Mit der Kollokation an den beiden Stellen £ =0 und & =1/4 erhalten wir das Gleichungssys-

tem
384 11527 ¢, | qu¢*[ 1 q!" Q"
== —>Cc=—"" C,=—"7—
384 -288)c,| EI_[4/4 ' 480EL, * 5760EI,,
4
Und damit w(x) =c,w,(x)+c,w,(X) = L(l —48%)*(13 - 4£%). Das Ergebnis ent-
5760EIL,
spricht der exakten Losung. Die maximale Durchbiegung tritt bei § = 0 in Feldmitte auf:
4 4
W = 13 qf _ 0’00226M
5760 EI, EL,
2
Schnittmomente: M =-EL, W"(x) = g‘fo (9—-120&% +80&")
Stiitzmoment: M, = —%qoﬁ
- 3,
Feldmoment: M, =—q,/

80









8 Finite Elemente bei eindimensiona-
len Randwertproblemen

Wir haben im vorigen Kapitel die ndherungsweise Losung eines Randwertproblems mit Hilfe
des Ritzschen Verfahrens kennen gelernt. Die Herleitung der Methode der finiten Elemente
(FEM) kann nun auf einfache Weise erfolgen. Die grundlegende Idee besteht darin, anstelle
eines Ndherungsansatzes fiir das Gesamtgebiet Ansitze zu wihlen, die sich lediglich auf Teil-
bereiche der Struktur beziehen und auch nur dort von Null verschieden sind. Wir unterstellen,
dass ein zu minimierendes Funktional IT vorliegt. Zur Erlduterung der weiteren Vorgehens-

weise beziehen wir uns auf das Beispiel nach Abb. §-1.

A, A, =10cm’*; A, =lem’
r n0=5kN/m
> —> E = 3000kN / cm’
~ F F=20kN

5 XU EA(x)
< £ =100cm 4>‘

Abb. 8-1 Dehnstab mit linear verinderlichem Querschnitt A(x)

Zum Vergleich mit der noch bereitzustellenden FE-Losung beschaffen wir uns zunichst die

analytische Losung des Problems.

Normalkraft: N=F+n,(/-x)
. , N 1
Materialgesetz: o, =Ee, =Eu' = =— [F+n,(/—x)]
Alx)  AX)

A —A
mit AR) =A, |1+ 2
A, ¢
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0. 20 20.0
0.1843
o / 18
0.
/ 16 /
,g‘ 0.14 § 1
2, z /
o0 %
E o S‘: 12
2 g 10
Z . & s
0.04 6 /
0 / 4
e=7 25 T Pl X
[ 01 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1 g(T)—_’ - (
] 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9 1
Abb. 8-2 Verschiebung u(x), exakte Losung Abb. 8-3 Spannung o,,, exakte Losung

F+n,(/—x) F+n/(1-¢)
EA(X)  EA,(1+A¢)

DGL: u'(x)=

Integration der Differentialgleichung und Anpassung an die Randbedingung u(0) = 0 liefert

1 ~ 1 ~
1. Verschiebung: = _JF/Inll+ A& )+n % | 1+= |In|l + AE )—
u EAA{ (1+Ag)+n, K Aj (1+Ae) a}}

l

Fan, /(1-€)
2. Dehnung: €, =————>
EA,(1+A%)
Fan ((1-&)
3. Spannung: 6. =Fg =——9%0~_>°
_Lg XX XX Aé/(l +A§)

Mit den Zahlenwerten aus Abb. 8-1 ergibt die nummerische Auswertung:

u=0,018526-0,072In(1-0,98) [ecm]  — maxu =u(/)=0,1843 cm

_ 25-5¢
10-9¢

Fiir den Vergleich mit der noch zu beschaffenden FE-Losung werten wir die Querschnittsfla-

[kN/cm?] — maxo,, =c, (¢)=20kN/cm’

chen, die Verschiebungen sowie die Spannungen an diskreten Stellen aus.

E=x// A(E) [em?] u(é) [em] oxx(€) [kN/cm’]
0,000 10,000 0,0000 2,5000
0,125 8,875 0,0109 2,7465
0,250 7,750 0,0230 3,0645
0,375 6,625 0,0366 3,4906
0,500 5,500 0,0523 4,0909
0,625 4375 0,0711 5,0000
0,750 3,250 0,0948 6,5385
0,875 2,125 0,1277 9,7059
1,000 1,000 0,1843 20,0000

Tabelle 8-1 Querschnittswerte, Verschiebungen und Spannungen an diskreten Stellen
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8.1 Vorgehensweise nach der FE-Methode

Das zuvor analytisch behandelte Beispiel soll nun mit der FE-Methode gelost werden. Dazu

gehen wir in Schritten vor.

1. Schritt Bereitstellung eines Tragwerkmodells

Diese Phase der Problemldsung gestaltet sich genauso wie bei der analytischen Vorgehens-
weise. Wir stellen zunichst fest, dass es sich bei der vorliegenden Aufgabe um ein statisches
Problem mit konstanten Lasten handelt, das nach den Grundlagen der linearen Elastizitétsthe-
orie als Stab berechnet werden kann. Die einzige Schnittlast ist die Normalkraft N(x). Wir

unterstellen bei der Modellbildung

= Konstante Lasten

» Hookesches Materialgesetz
» Kleine Verformungen

= Stabtheorie

2. Schritt Formulierung der Variationsaufgabe
Die Formadnderungsenergie des Stabes ist

l
W =% j EA(x)u’’(x) dx
x=0

Die duBlere Arbeit resultiert aus der konstanten Normalkraftschiittung ny langs der Stabachse
und der Einzelkraft F am Stabende

/

A, = jnou(x) dx + Fu(¥)

0

Ausgehend vom elastischen Potenzial

0 0
Mu)=W-A, = % IEA(X)U’Z(X) dx — Inou(x) dx — Fu(/) = Extremum Gl 8-1
x=0

x=0

erhalten wir aus dem Prinzip der virtuellen Verriickung die Extremwertaufgabe

8I1(w) = [EAGOU'(x)8u'(x) dx — [n,Bu(x) dx —Fdu(?) =0 GL 82

x=0 x=0
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3. Schritt Diskretisierung' des Tragwerkes

Die vorgegebene Aufgabe wird in dem Sinne diskretisiert, dass der Stab in Teilgebiete, die
finiten Elemente, zerlegt wird. Bei unserem Einfiihrungsbeispiel (Fachwerk) und der vorlie-
genden Stabaufgabe ist die Elementierung bereits vorgegeben. In beiden Féllen entspricht das
finite Element einem Fachwerkstab oder Teilen davon. Ahnlich ist iibrigens die Situation bei

Rahmentragwerken. Dort stellen die Balken oder Balkenstiicke die finiten Elemente dar.

\3
X, U
D ¢ =100cm

Elementnummer
@ L 2 L ]

@ @ ©
l«— /=50cm —»L /=50cm —»

Abb. 8-4 Elementierung eines Dehnstabes, 2 Elemente gleicher Léinge

@ Globale Knotennummer

Abb. 8-4 zeigt eine mdgliche Elementierung unseres Dehnstabes mit zwei gleichlangen Ele-
menten und drei globalen Knoten. Die globalen Knotenkoordinaten sind in der Knotendatei
abgelegt (Tabelle 8-2). In der Elementdatei (Tabelle 8-3) werden den Elementen die globalen
Anfangs- und Endknoten zugeordnet.

Knotennummer x-Koordinate [cm]
1 0
2 50
3 100

Tabelle 8-2 Knotendatei

Elementnummer Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3

Tabelle 8-3 Elementdatei

4. Schritt

Auswahl des Elementtyps, Ansatzfunktionen
Wir betrachten in einem ersten Schritt das 2-Knotenelement entsprechend Abb. 8-5. Jeder
Knoten besitzt nur einen kinematischen Freiheitsgrad, das ist die Verschiebung in Stabléangs-

richtung. Wir sprechen deshalb von einem Element mit zwei Freiheitsgraden.

! zu lat. discernere »absonderns, >unterscheidenc
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T x© = K(e)a

® L
@ @

}.7 19—

Abb. 8-5 Dehnstab, 2-Knotenelement

Der Stabanfangsknoten wird mit 1 und der Stabendknoten mit 2 bezeichnet.

Hinweis: Anfangs- und Endknoten des Stabes diirfen nicht mit der globalen Knotennumme-

rierung nach Abb. 8-4 verwechselt werden.

Damit besitzt das Element eine Orientierung. Fiir die Verschiebung u verwenden wir inner-
halb des Elementes einen Verschiebungsansatz, der fiir alle Elemente identisch ist. Damit
entfdllt das umsténdliche Suchen nach geeigneten globalen Ansatzfunktionen, wie das beim
Ritz-Verfahren erforderlich ist. Fiir Elemente, die sich am Rande des Losungsgebietes befin-
den, sind spéter die vom Problem vorgegebenen Randwerte einzuhalten. An den Element-
grenzen miissen die Ansatzfunktionen gewissen Stetigkeitsanforderungen geniigen, die vom
mechanischen Problem abhidngen. Beim Dehnstab miissen an den Elementiibergingen die
Verschiebungen stetig sein. In der FEM spricht man in diesem Fall von C’-Stetigkeit der

Verschiebung u.

Hinweis: C’-Stetigkeit reicht z.B. fiir die Durchbiegung beim Biegebalken nicht aus. Hier
muss zusitzlich noch Stetigkeit in der 1. Ableitung von w(x) gefordert werden, die als C'-
Stetigkeit bezeichnet wird (Abb. 8-6).

3

Abb. 8-6 Verletzung der C'-Stetigkeit bei einem Balkenelement

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes innerhalb des Elementes verwenden wir die
lokale Koordinate &=x©/¢© (0<&<1). Wir bendtigen zur Losung des Problems die glo-
balen Verschiebungen. Dazu stellen wir zundchst den Verschiebungszustand innerhalb eines
Elementes auf und sorgen durch entsprechende Wahl der Verschiebungsfunktionen fiir Ste-

tigkeit an den Elementgrenzen.
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Zur Darstellung der Verschiebung innerhalb des Elementes eignen sich speziell Polynome, da
diese leicht aufgebaut und auch leicht zu differenzieren sind. Ein Polynom vom Grade n be-

sitzt genau n + 1 freie Parameter. Es hat die Darstellung
P (§)=a,+aE+a,E +...a, E" =D aE GL 8-3
i=0

Da von der ZustandsgroBe u(x) unseres Stabproblems lediglich C’-Stetigkeit gefordert wird,
geniigt es bei einem 2-Knotenelement einen linearen Ansatz fiir die Verschiebungen zu wih-

len, also

u(@) =a,+at (0<g<1) Gl.8-4

Dabei entspricht der Wert a; im Ansatz Gl. 8-4 einer Starrkorperverschiebung des Elementes.
Wir driicken nun die Verschiebungen innerhalb des Elementes durch die Stabendverschie-
bungen u; und u, aus. Das erreichen wir, indem wir die Verschiebungsfunktion Gl. 8-4 an den
Réindern & =0und & =1 auswerten.

u@€=0)=u, =3, 4=

u@E@=1)=u,=a,+a, a, =u, ~u
Einsetzen der Konstanten ap und a; in Gl. 8-4 liefert: u(§) =u, +(u, —u,)&. Wir sortieren

noch etwas um und erhalten
u@)=(1-8u, +&u, =N, () u, +N,(§) u, Gl. 8-5

Damit haben wir die Verschiebungen innerhalb des Elementes zunichst durch die Stabend-

verschiebungen ausgedriickt. Die Funktionen vor den Stabendverschiebungen in GI. 8-5

N;(©=1-¢& =L Gl 56

N,(©)=¢ =L, '
sind die Lagrangeschen' Interpolationspolynome L;, die in der FEM auch Formfunktio-
nen” genannt werden (Abb. 8-7). Die Lagrangeschen Interpolationspolynome nehmen an den

Knoten 1 gerade den Wert 1 und an den iibrigen Knoten den Wert 0 an

1 fuir &;

Ni(@:Li(&):{Om:ak .

! Joseph Louis de Lagrange, frz. Mathematiker und Physiker, 1736-1813
? In der angelsichsischen Literatur werden diese Funktionen als shape functions bezeichnet
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1 |

0.9

N, (&) N, (&) |

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1 g

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 8-7 Formfunktionen, linearer Ansatz
Weiterhin gilt: L =1.

Zur Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix gehen wir aus vom Funktional Gl. 8-1, das

hier noch einmal notiert werden soll

0 0
Mu)=W-A, = % IEA(x)u’z(x) dx — Inou(x) dx — Fu(/) = Extremum Gl 8-7
x=0

x=0

Da sémtliche Energieausdriicke in Gl. 8-7 additiv sind, diirfen wir diese elementweise berech-
nen und letztlich durch Summation zum Gesamtpotenzial zusammenfiihren. Fiir die Formén-

derungsenergie erhalten wir

¢ n n e
W =% [EAGOU2(0) dx =Y W =ZET [A©u dx® Gl 8.8
x=0 e=1 e=1 x(© =0
und fiir die Arbeit der duBBeren Krifte folgt
‘ n ‘
A, = jnou(x) dx + Fu(/) = Zno Ju(xe) dx, + Fu(?) Gl 8-9
x=0 e=l X, =0
Die Variation des Funktionals GI. 8-7 ist
SII=8W-06A, =0 Gl. 8-10

mit
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n e

SW =D sW© = j E@u'su’ Adx©@ Gl 8-11
e=1 e=1 y()
und
0 /,(C)
3A, = Z J.nOSu dx'® + Fdu(/) Gl. 8-12
e=1 4 ()

Wir beschaffen uns jetzt eine Naherungswert fiir das Potenzial I'l, indem wir fiir die Verschie-

bungen auf Elementebene den linearen Verschiebungsansatz
4 =(-8)u +&u, =N, @ u + N, (@) u, GL.8-13

wihlen. Damit geht das Potenzial T1(u) iiber in die Naherung T1(d). Gl. 8-13 kénnen wir auch

kompakter in Matrizenschreibweise notieren

©) (©)

A e u e e u e e
(x9) = {1—%,%}[5 } = [Nl(x( ), N, (x' ))}Ll}z N@u® Gl 8-14
2

2
Die virtuelle Verriickung ist dann
S0 =N®© su® Gl 8-15

Wir benétigen noch die Ableitung der Verschiebungsfunktion 0 nach der Variablen x, die der

Dehnung ¢, entspricht. Es gilt

dN, dN u 1 1 u
© _ Arpo(e)y _ 1 2 1| _ L _pe 46
€ =u'x"“")=| ——, = ——, — =B"u Gl. 8-16
XX ( ) |:dX(e) dX(e) :||:u2:| |: g(e) f(e) :||:u2:|

Die Matrix

dN, dN 1 1 Gl. 8-17
(e) _ _ 1 2 |- -
B _[BI’BZ]_|:dX(e) ’dx(e):|_|: E(E) ? [(e)j|

enthilt die Ableitungen der Ansatzfunktionen. Die Dehnungen auf Elementebene lassen sich

dann, ausgedriickt durch die Knotenverschiebungen, wie folgt schreiben



8.1 Vorgehensweise nach der FE-Methode 8-9

Sxx(e) _ ﬁr(X(e)) —B©®u® Gl. 8-18

Beachten wir mit Gl. 8-16 84’ = B du", dann liefert das Einsetzen in GI. 8-11

(©
SW(C) (ﬁ) — J-B(e)Su(e)E(e)B(e)u(e) A(e) dX(e)
0

() Gl 8-19
— 5u®©T j‘ BOTE©B® A® dx© n® = su® kK ©u®

0

—k®

Bezeichnen A; und A, die Querschnittsflichen am Stabanfang (Knoten 1) bzw. Stabende

(e)
(Knoten 2) dann gilt: A = A, +(A, —Al)%. Ausmultiplizieren der Matrizen und an-

schlieBende Integration liefert die Elementsteifigkeitsmatrix

(e) (e)

X X
“© 0 | A (A —A)S— | A —(A,—A) S
k(e) _ J‘B(e)TE(e)B(e) A(e) dX(e) _ E() 1 ( 2 l)g(c()) ‘ 1 ( 2 1) é(:) dX(e)
g(c)Z X e X e
0 0 _Al_(Az_A1)W A1+(A2_A1)W
_1EY(A+A)] 1 -1|_EYAPT 1 -1
2 0 -1 1 @ -1 1
Gl. 8-20

die offensichtlich nur von der Lange /© und der Dehnsteifigkeit E©A(® des betrachteten

Elementes abhingt. In Gl. 8-20 ist
(&) — 1
AQ _E(Al +A,) Gl 8-21

der Mittelwert der Querschnittsflichen am Stabanfang und Stabende. Ist die Querschnittsfla-
che innerhalb des Elementes konstant (A(e) = Aj =A,), dann geht GI. 8-20 iiber in

E@A@[ 1 -1
Ko == )
7@ [_1 J Gl.8-22

Die virtuelle Arbeit der duBeren Krifte setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:
1. Arbeit der Linienlast ng an der virtuellen Verschiebung du
2. Arbeit der Kraft F an der virtuelle Verschiebung du( /)
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Wir betrachten zuerst die Linienlast ny. Die Kraft F am Stabende wird spéter beriicksichtigt.

Wir erhalten durch Summation tber samtliche Elemente

y(e)

8A, = Z InOSﬁ(x(e)) dx© = iBAge) Gl 8-23
e=l

e=l o

mit dem auf das Element bezogenen Anteil

0(©) 0(®) 0(®)

SAff) = '[noéiﬁ(x(e)) dx© = '[N(G)Su(e) n,dx© =su®" '[N(G)Tno dx© =su®T p©
o o Gl 8-24
L=

©

0

Die Integration liefert fiir n = ny = konst. den Elementlastvektor

(&)

g(e) 1
p© = j N n, dx* :HOT[J Gl 8-25
x.=0

e

5. Schritt Aufbau des globalen Gleichungssystems

Die auf Elementebene berechneten Matrizen werden jetzt zum globalen Gleichungssystem
zusammengebaut. Der Zusammenbau muss so erfolgen, dass die Kompatibilitdt in den Ver-
formungen iiber die Elementgrenzen hinweg gewdhrleistet ist. Dazu bendtigen wir den Zu-
sammenhang zwischen den lokalen Elementknotenverschiebungen (u;, u;) und den globalen

Systemknotenverschiebungen
v=|v, Gl. 8-26

Hierzu fithren wir auf Elementebene die Zuordnungsmatrix A ein, die sich aus der Element-

datei ermitteln lédsst. Es gilt dann
u® =A@y Gl 8-27

Die Matrix A ist eine Boolesche Matrix, die nur die Informationen 0 oder 1 enthlt (s.h.

Beispiel Fachwerk). Fiir das Element 2 erhalten wir zum Beispiel



8.1 Vorgehensweise nach der FE-Methode 8-11

6)) Vi
. u, 01 0 .
u? = = 00 1 v, |=AP v Gl. 8-28
u
2 V3
Das Potenzial des Elementes ist dann
1 @) /@ 1
e :E IE(C)Aﬁ’Z dx© — J‘noﬁ dx© :5u(e)Tk(e)u(e) —u®Tp® GL 8-29
0 0

Am Gesamtpotenzial fehlen jetzt noch die Arbeiten der duBeren Krifte, die aus der Kraft F
am rechten Rand und der zunichst unbekannten Auflagerkraft R am linken Rand bestehen.
Um aus der Reaktionskraft R eine dulere Kraft zu machen, muss das kinematische Modell
durch das entsprechende statische Modell ersetzt werden (Abb. 8-8).

n(x)=n, =5kN/m

> —>
R F =20kN

Abb. 8-8 Statisches Modell zur Darstellung der Reaktionskraft R

Die Reaktionskraft R wird am Systemknoten "1" und die Kraft F am Systemknoten "3" in die

Konstruktion eingeleitet. Fithren wir mit

Fl [R
F=|F [=]0 Gl. 8-30
F| |F

den Knotenlastvektor ein, dann ist die Arbeit der eingepriagten Kréfte

~

A, .=F"v

a,

Die Gesamtenergie des Stabes ist dann endgiiltig
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ﬁ(ﬁ) - in(e) :%i[u(eﬂ'k(e)u(e) _ 2u(e)Tp(e)]_ FT v
e=] e=1

_ %z VT [A(e)Tk(e)A(e) V- 2AOTHO ]_ v'F Gl 8-31
e=l

= %VT Kv-v'P = Extremum

mit der globalen Systemsteifigkeitsmatrix

K=Y AOTKOA® Gl. 8-32

e=1

und dem globalen Knotenlastvektor

P=> Ap® +F Gl. 8-33

e=1

Das Prinzip der virtuellen Verriickung fordert

SﬁZ%SVTKV-F%VTKSV—SVTPZSVT[KV—P]ZO Gl. 8-34

In Gl. 8-34 wurde die Symmetrie der Systemsteifigkeitsmatrix beriicksichtigt'. Wegen der

Beliebigkeit von dv muss dann

Kv=P Gl. 8-35

erfullt sein.

6. Schritt Aufbau des modifizierten Gleichungssystems, Einbau der Randbedingun-
gen
Mit Hilfe der Zuordnungsmatrizen A lisst sich nun das Gleichungssystem fiir das noch

nicht gefesselte System aufbauen. Wir beginnen mit der Systemmatrix K

2
K= ZA(e)Tk(e)A(e) KO+ K® = AOTKOAD L AOTK A @) GL 8-36

e=1

" Dann gilt: v Kv=2vT Kv
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Zum Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrix k© benotigen wir gemiB Gl. 8-21 neben den Ela-

stizitdtsmoduli die Mittelwerte der Elementquerschnittsflichen A(®

Element Elastizititsmodul [kN/cm?] A® [ecm?] Elementlinge [cm]
3000,0 0,5 (10 +5,5)=7,75 50,0
2 3000,0 0,5(5,5+1,0)=3,25 50,0

Tabelle 8-4 Elementgrofien, zwei Elemente gleicher Linge

Damit erhalten wir nach GI. 8-20 die Elementsteifigkeitsmatrizen

EOAOT 1 —1 1 -1 EQAO[ 1 -1 1 -1
KO == "*m =465 k@ =—__—m =195
A -1 1 -1 1 A% -1 1 -1 1

sowie unter Beachtung von Gl. 8-32 die globalen Elementmatrizen

1 0 465 —465 0]
KV =AOTKOAD =10 1 465 —465111 00 =|—-465 465 0
—465  465||0 1 0
0 0 0 0]
0 0 0 0 0
K® = AOTKOA® —|1 0 195 =195 010 =0 195 -195
-195  195||0 0O 1
0 0 —-195 195

Der Zusammenbau liefert die globale Systemsteifigkeitsmatrix

465 —465 0 465 —465 0
K=K®" +K® =|-465 465+195 -195|=|-465 660 -195
0 -195 195 0 -195 195

Nun wird die rechte Seite aufgebaut. Es gilt

1 0 0 1,25
P:Z}Mmp@+FEuvmpm+AP”pm+F:4251-u2514-0 =| 2,50
<! 0 1] [20] |21,25

Die Systemgleichung Gl. 8-35 lautet dann

4651 -465  0fv,] [ 125
_____ jcaes 4
|
|

465! 660 —195| v, |=| 2,50
01 -195 195|v,| |2125

Wie man leicht zeigen kann, ist die Systemmatrix K singulédr (det K = 0). Das System ist of-

fensichtlich kinematisch, denn wir haben noch nicht die Lagerungsbedingung des Stabes am

linken Rand (x = 0) beriicksichtigt. Wegen v; = 0 und damit auch 6v, = 0 konnen die 1. Spal-
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te und die 1. Zeile des Gleichungssystems gestrichen werden. Es verbleibt dann die reduzierte
Systemgleichung mit der Losung

660 —195] v, 2,50 v, 0,0511
-195 195 v, 21,25 Vs, 0,1600

Setzen wir die nun bekannten Knotenverschiebungen v, und v; in den Knotenverschiebungs-
vektor ein und beriicksichtigen wegen des kinematischen Zwangs v; = 0 auf der rechten Seite

die unbekannte Reaktionskraft R, dann erhalten wir die Systemgleichung

4651 -465 0] 0 125+R
_____ jcaes 0
|
|

465! 660 —195]0,0511|=| 2,50 GL. 837
01 -195 195]0,1600| | 21,25

Ausmultiplizieren der 1. Zeile liefert
—465v, =1,25+R
und damit
R =-465-0,0511-1,25=-25,0 kN
7. Schritt Riickrechnung
Mit den Knotenverschiebungen liegen dann auch die verbleibenden ZustandsgréBen fest. Da
wir einen linearen Verschiebungsansatz gewéhlt haben, sind die Verzerrungen (und damit

auch die Spannungen) innerhalb des Elementes konstant'. Mit Gl. 8-16 gilt

£© — BOyu©® = BOAOY Gl. 8-38
Element 1:
1 1Tt oo i 1 171 0 0 0
e _BOADyY = e v, |=|-—,— 0,0511
(D7 W0 10 50500 1 O
v, 0,1600
_ 00T 003
Element 2:
L 170 1 o] (To 1 o] °
£ —BOAOy=| - L L v |=|-L L 0,0511
(@720 0 1 50°5000 0 1
v, 0,1600

= L (016-0,0511)=2178¢ -3
50

" In der angelsichsischen Literatur wird deshalb ein solches Element als constant strain element bezeichnet.
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Fiir die Spannungen gilt

¢© = E©g© Gl. 8-39

Element 1: ¢ =EWe" =3,0e +3-1,022¢ —3=3,07 kN/cm’
Element2: 6% =EYe® =3,0e+3-2,178¢ -3 =6,53 kN/cm?

Die grafischen Darstellungen der Verschiebungen und Spannungen in Abb. 8-9 und Abb.
8-10 zeigen deutlich ein starkes Anwachsen der analytisch exakten Zustandsgrofen in der
Nihe des rechten Randes. Das trifft besonders fiir die Spannungen zu. Die Elementierung des
Stabes mit nur zwei Elementen unter Verwendung des Zweiknotenelementes mit linearem
Verschiebungsansatz ist offensichtlich nicht in der Lage, insbesondere die Spannungen be-
friedigend wiederzugeben. Die mit der FEM ermittelten Spannungen entsprechen jedoch ex-
akt den theoretischen Werten in Elementmitte. Diese Mittelung im energetischen Sinne ist
charakteristisch fiir die FE-Methode. Die grofite Spannung tritt bei x = ¢ auf. Der relative

Fehler betrdgt immerhin

Gu —Op|  20-6.,53
o

an

Ac = =67,4%

ein fiir die sinnvolle Auslegung des Systems zu hoher Wert.

0.2

;L 0.1843

0.18 /

0.16 0.16
/

0.14

El y
9, . /,
5 012 FEM-L&sung
& s
3 0.1
2 /]
S yd
Q
g 0.08 ;(
> Z
0.06
/ 0051| Analytische Losung
0.04 :

0.02

=]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

9]

Abb. 8-9 Verschiebung u, Ergebnis fiir zwei Elemente gleicher Linge
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Spannung o, [kN/cm’]

10 /
8 FEM-Lésung

_/______/_____9-5_3_
6

4 — Analytische Lésung —
S et Nl L] e

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 8-10 Spannung o, Ergebnis fiir zwei Elemente gleicher Linge

Mit dem vorgestellten 2-Knoten-Element lassen sich die Ergebnisse durch folgende Modifika-
tionen wesentlich verbessern:
1. Erhohung der Anzahl der Elemente, wobei alle Elemente dieselbe Elementlinge besitzen
h-Adaptivitit (h = Elementldnge)
2. Feinere Elementierung im Bereich starker Anderung der ZustandsgroBen
r-Adaptivitit (r = Knotenabstand)
Hinweis: Die Konvergenz einer Ndherungslosung gegen die im Sinne der Theorie exakte Lo-
sung kann dadurch beobachtet werden, dass in eine grobe Vernetzung ein feineres Netz gelegt
wird, wobei sich die Lage der Knoten und der Elementgrenzen der groberen Vernetzung nicht
andert. Nahert sich dann die Losung einem Grenzwert, dann kann auf Konvergenz der Néhe-

rungslosung gegen die exakte Losung geschlossen werden.

\3
X,U

° . . °

@
® @ 0 ® ©

Abb. 8-11 Elementierung eines Dehnstabes, 4 Elemente gleicher Linge

‘47 4x25cm

Wir erhdhen in einem ersten Schritt die Anzahl der Elemente von zwei auf vier. Den vier
Elementen gleicher Lange sind 5 Systemknoten mit den entsprechenden Freiheitsgraden zu-

geordnet.



8.1 Vorgehensweise nach der FE-Methode 8-17

Knotennummer x-Koordinate [cm]
1 0
2 25
3 50
4 75
5 100

Tabelle 8-5 Knotendatei, 4 Elemente gleicher Linge

Elementnummer Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

Tabelle 8-6 Elementdatei, 4 Elemente gleicher Linge

Zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen benétigen wir wieder die gemittelten Quer-
schnittsflichen A

Element Elastizititsmodul [kN/cm?] A® [cm?] Elementlinge [cm]
1 3000,0 0,5 (10,0 + 7,75) = 8,875 25,0
2 3000,0 0,5 (7,75 + 5,50) = 6,625 25,0
3 3000,0 0,5 (5,50 + 3,25) = 4,375 25,0
4 3000,0 0,5 (3,25 + 1.00) = 2,125 25,0

Tabelle 8-7 Elementgrofien, 4 Elemente gleicher Linge

Elementlastvektoren

191 : 1 1
p© = n, _ 5-0,25 0,625
2 |1 2 |1 1

Elementsteifigkeitsmatrizen

k(1)_E“)A“> 1 -1} | 1065 -1065 k(z)_E<2)A<2) 1 —1] [ 795 -795
-1 1 —-1065 1065 @ -1 1 =795 795

k(3)_E(3>A(3> I -1} | 525 =525 k(4>—E(4)A(4) 1 —1] [ 255 -255
¥ -1 1 -525 525 @1 -1 1 -255 255
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Vektor der rechten Seite

1 0 0 0] [0] [0625]
\ 1 1 0 0| |0 1,250
P=> A9Tp® +F=0,6250+0,625 1 |+0,625 1 |+0,625[0|+| 0 |=| 1,250
- 0 0 1 1| (0] | 1250
0] 0] 0] 1] [20] |20,625]
Systemgleichung
1065 | 1065 | o | 0 | 0 [o] [0625+R]
—1065!1065+795 —795 0 0 |v, 1,250
0 | =795 |795+525| -525 | 0 |v,|=| 1250
0 | 0 —525 | 5254255 | 255 v, 1,250
0 10 0 ~255 | 255 |vi| | 20,625 |
Knotenverschiebungen
P
0,0229
v=|0,0520
0,0936
10,1745 |
Reaktionskraft R =-1065-0,02289 —-0,625 = —25,00kN
Verzerrungen
o
0,0229
a(”:B“)u“):B(”A“’V:{—1,1}{1 000 0} 0,0520 | = 29222 _ g 160¢ -4
25725J0 1 0 0 Of Fooel 28
10,1745
o
40,0229
8(2)=B(2)u(2)=B(2)A(2)V={—1,1}{0 L0000 05202 2052200229y,
25725J0 0 10 0] o 25
10,1745 |
SR
0,0229
8(3):B(”u(”:B(S)A(S)V:{—1,1}{0 019 0} 0,0520 | = 2OB0=002 _y geqe 3
25725]0 0 0 1 0f) "o 25
10,1745




8.1 Vorgehensweise nach der FE-Methode

0
1 11]/0 001 0 0.0229 0,1745-0,0936
e =BYy® = BYADy =| - 0,0520 | === 227" 3 236e—3
25°25110 0 0 O 1 25
0,0936
| 0,1745 |
e l 0.1843
) ﬁ» 0.1745
g 014 FEM-Lésung P
E Analytische Lésung /‘(
§ 0:06 //
0.02 X
/ X
00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 E’:7

Abb. 8-12 Verschiebung u, Ergebnis fiir vier Elemente gleicher Linge

20

14 Analytische Lésung //

Spannung o, [kN/cm’]

I———/———— 9.71
I
8 T

FEM-L6sung /
|
6
L LA
[ e

X
b =2

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 8-13 Spannung G, Ergebnis fiir vier Elemente gleicher Linge

Spannungen

6" =E"" =3,0e +3-9,160e —4 =2,75 kN /cm’
6 =E®e® =30e+3-1,164¢ -3 =3,49 kN/cm’
6 =E%® =3,0e +3-1,664¢ —3=4,99 kN/cm’
¢ =EWe™ =3,0e+3-3,236e —3=9,71kN/cm’
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8.2 Stabelement mit quadratischem Verschiebungsansatz

Wird der Grad des Polynoms fiir die Verschiebungsfunktion u(g) erhoht, so sind weitere

Zwischenknoten erforderlich. Die automatische Anpassung der Polynomordnung in der An-
satzfunktion wird als p-Adaptivitiat bezeichnet. Wihlen wir beispielsweise ein Polynom 2.

Ordnung, also

u€)=a, +ag+a,&’ Gl. 8-40

dann konnen wir den zusétzlichen Freiwert (hier a,) einem weiteren Knoten zuordnen, etwa
dem Element-Mittelpunkt @ in Abb. 8-14.

2
X(c) _ éé(“

Abb. 8-14 Dehnstab, 3-Knoten-Element

Die drei Konstanten ay, a; und a; werden aus dem linearen Gleichungssystem
u(0)=u, =a,
u(l/2)=u, =a,+a,/2+a,/4
u(l)=u, =a, +a, +a,
zu
a=
a; =—-3u, +4u, —u, Gl 8-41

a, = 2u,—4u, +2u,
ermittelt. Einsetzen dieser Konstanten in Gl. 8-40 liefert
u(®) =(1-36+28)u, +4(E-&2) u, +(-£+282)u, Gl 8-42

Mit den Formfunktionen



8.2 Stabelement mit quadratischem Verschiebungsansatz

N, (&)= (&-D(E-1)
N, (&) = 4(1-¢) Gl. 8-43
N, (&) =¢l2e-1)

lauten dann die Elementverschiebungen

u(€) =N, (u, +N,(E)u, + N, (E)u, Gl. 8-44

N, (&) N;(©)

0.8

06 % N, (&) )&

0.2

-0.2

Abb. 8-15 Formfunktionen (quadratischer Ansatz)

In Abb. 8-15 sind die Formfunktionen fiir das 3-Knoten-Element dargestellt.

Hinweis: Wir hétten selbstverstandlich den Knoten @ mit 0 <&, <1 an jede beliebige Stelle

zwischen beide Endknoten legen kdnnen. Die Formfunktionen errechnen sich dann fiir diesen

allgemeinen Fall zu

(‘2_1)(‘2_§2). 5;(1_—&) N3(§) :M Gl. 8-45

; Ny(©)= ;
&, GG D g -1
Fir &, =1/2 gehen die Funktionen Gl. 8-45 in die einfache Form Gl. 8-43 iiber, was die

Wahl des Knotens @ in der Elementmitte nachtraglich als sinnvoll erscheinen lésst.

N,(©) =

Die Aufstellung des linearen Gleichungssystems Gl. 8-41 zur Berechnung der Polynomkon-
stanten kann vermieden werden, wenn man bei einem Polynom p-ten Grades das Bildungsge-

setz der Lagrangeschen Interpolationspolynome

L (&)2 ﬁ ((tj_(tjm) — (g_il) (‘to_‘toz) (‘2_&1«1) ((t::_(tokﬂ) (é_ap) (a_apﬂ)
‘ E—En) G —EDE &) G —& ) E-EL) (G —E)E-E.)

m=1
(m=k)

beachtet. In unserem Fall des quadratischen Ansatzes Gl. 8-40 ist p = 2 und wir erhalten:

8-21
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(E-&) (E-&) _(E-1/2) (&1
L,(&)= = = (2E-1)(E-1
1(“;) (E.u_éz) (‘;:1_5»3) (0_1/2) (0_1) ( (t: )(E’; )

(E-8) (€-&) _ (-0 (&1
L = = =45(1—
© €, -8) (&, -&) (1/2-0)(1/2-1) e

(E-&) (E-&) _(E-0)(E-1/2)
L&) = = =E(2§-1
(i) (Eas_al) (&3_E.~2) (1_0) (1_1/2) a( (: )

Die Lagrangeschen Interpolationspolynome sind identisch mit den Formfunktionen, die wir
im Vektor der Formfunktionen N zusammenfassen.

u,

A(x@) = [N, (x©), N, (x©@),N,(x)]| u, | = NOu® G 8-46
u;
und die Variation liefert
30 =N©@su® Gl 8-47
Wir bendtigen wieder die Ableitung der Verschiebungsfunktion 1. Es gilt
dN, AN, AN, .
W)= Lx“l) x© ’dx(:)} el e [46-3,4-8¢,45-1]| u, |=B“u® Gl 8-48
Us u;

Die Querschnittsflache des Stabes ist linear verdnderlich. Bezeichnen A; und Ajz die Quer-

schnittsflaichen an den entsprechenden Elementknoten, dann gilt:
. x(©
A=A+ (A - A ) G = (1-0)A, +EA,

und fiir die Elementsteifigkeitsmatrix erhalten wir (o =A;/A,)

o pon | 1*3a] —4G+o) 1+a
k= [BYEYVBYAdX® = 5 Ll —4GB+a) | 16(1+a) | —4(1+30)
0

I+a | —4(+30) 3+1la

Gl. 8-49

Fiir elementweise konstante Querschnittsflichen A; = A; = A{” = konst. (o = 1) folgt aus Gl.
8-49



8.2 Stabelement mit quadratischem Verschiebungsansatz 8-23

E@A® 7 -8 1
K© = -8 16 -8 Gl. 8-50
1 -8 7

Entsprechend erhalten wir mit ny = konst. den Elementlastvektor

(e) 1- 3% + 2&2
i 1 n ﬁ(e)
p(e) — J‘N(e)TnodX(e) — nog(e) '[ 4&(1 _ 2';) d(i — 0 4 GL. 8-51
’ O gRe-D 1

\3
X,u

° ® °

© @ 6 0 6

«— (=50cm *»L— /=50cm —

Abb. 8-16 Dehnstab, 2 Elemente gleicher Linge (quadratischer Verschiebungsansatz)

@ Element-Aufenknoten

O Element-Mittenknoten

Zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen nach Gl. 8-49 benétigen wir noch die Quer-

schnittsflichen an den Elementrindern.

Element E® [kN/cm?] Al [em?] AP [em?] a®=AP/AP 7© [cm]
3000,0 10,00 5,50 0,5500 50,0
2 3000,0 5,50 1,00 0,1818 50,0

Tabelle 8-8 Elementgeometrie

1265 —1420 155 635 -700 65
KV =|-1420 2480 -1060| Kk®=|-700 1040 —340
155 —1060 905 65 —340 275
S 17 [0,417
© Ml 412303041667
6 6
1 1| 0417
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Systemgleichung des gefesselten Systems

1265 | —1420 155 0 0 0] [0417+R]
Z14201 2480 | —1060 | 0 | 0 |v, 1,667
155 i—1060 905+635 | -700 | 65 |v,|=| 0834

0 l 0 —~700 | 1040 | -340| v, 1,667
0 10 65 | -340| 275 | vs| | 20417 |
Losung

1.) Knotenverschiebungen

v, 0

v, 0,02302
v=|v, |=|0,05228 | [cm]

v, 0,09571

| vs | [0,18022 |

2.) Reaktionskraft

R =-1420-0,02302 +155-0,05228 - 0,417 = —25kN

3.) Elementverschiebungen

Element 1:

0

0,02302
0,05228
0,09571
0,18022

1 0
u(e) = NOu® = NOAOy =[1-36+ 262, 46(1-€), £ -D] 0 1
0 0

- o O
o O O
o O O

=3,979-102&+1,248-102&2 [cm]
Element 2:

0
110,02302
0,05228
0,09571
0,18022

00 1
u(E)= NOu® = N@A@y = [1-35+282, 46(1-€), 2E-1] 0 0 0
00 0

oS = O
— O O

=5,228-102 +4,577-102& +8,216-1072&*  [cm]

4.) Spannungen

6 = E©g®© = EOB@u® = EOB©A©y



8.2 Stabelement mit quadratischem Verschiebungsansatz 8-25

Element 1:
- S
1 0 0 0 0]0,02302
cs(“:E“>B<”A“>v:@[4g—3,4-8@,4@-1 01 0 0 0005228
00 1 0 0009571
1 0,18022 |
=2,388+1,499¢ [kN/cm?]
Element 2:
- S
0 0 0 0] 0,02302
cm=E<2>B<2>A(2>v=%[4§—3,4—8§,4&,—1 0 0 1 0]0,05228
0 0 0 1] 0,09571
10,18022
= 2,746 +9,859¢ [kN/cm?]
. o1a

o o
IS =)
S
S
&

T FEM-Lésung ,
= 0.12 /
= .
50 4
El
32 0.1 :
E Analytische Lésung
z 0.08 7 A
L
> 7
0.06 /
0.04
002 A

ay
Il

A\

Abb. 8-17 Verschiebung u, Ergebnis fiir zwei Elemente gleicher Linge (quadratischer Ansatz)
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Analytische Lésung /

g
R} 14
Z
o) 12.605
12
e
5 ,
g
g 10 /
= e
=
A 8 FEM-L6sung T
e
\
6
e
. |_—7]
_///_ L7 X
L £= i
2
) 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Quadratischer Ansatz | —]

Linearer Ansatz
/

0.15 /
0.14

1 2 3 4 5 6 7 8

Stabendverschiebung [cm]

Anzahl der Elemente

Abb. 8-19 Verschiebung am Stabende in Abhiingigkeit von der Anzahl der Elemente

20

T T T
Analytische Losung

nE /
o

2 16

[=h

3

2 14

£ dratischer A

< uadratischer Ansatz

7] Q | —
= 2

a /
Ee

5 10

=

El /

<

a

7]

| Lincarer Ansatz

1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der Elemente

Abb. 8-20 Spannung am Stabende in Abhiingigkeit von der Anzahl der Elemente

Ein Blick auf das Verschiebungsfeld in Abb. 8-17 zeigt, dass, obwohl nur zwei Elemente ver-
wendet wurden, bereits eine sehr gute Ubereinstimmung mit den analytischen Werten besteht.

Fiir die Spannungen gilt das nur im ersten Element (Abb. 8-18). Dort ist die Spannungsidnde-



8.2 Stabelement mit quadratischem Verschiebungsansatz

rung jedoch nicht so stark, wie in der zweiten Hélfte. Am Elementiibergang tritt ein Span-
nungssprung auf. Mit feiner werdender Elementierung lassen sich die Ergebnisse fiir die Ver-
schiebungen und Spannungen noch erheblich verbessern. Abb. 8-19 und Abb. 8-20 zeigen die
Entwicklung der Zustandsgréfen bei Verwendung gleicher Elementlingen und zunehmender
Anzahl der Elemente. Das Element mit quadratischem Verschiebungsansatz zeigt fiir beide
ZustandsgroBen die besseren Ergebnisse. Allerdings ist beim Element mit quadratischem Ver-
schiebungsansatz infolge des zusétzlichen Mittenknotens, und damit einer zusétzlichen Unbe-
kannten je Element, die Rechenzeit grof3er als beim linearen Element.

Den analytischen Losungen fiir die Verschiebungen und Spannungen ist zu entnehmen, dass
die Anderung der ZustandsgroBen (ihre Gradienten) mit Anniherung an den rechten Rand
zunimmt. Es liegt daher nahe, auch die Elementierung zum rechten Rand hin zu verdichten.
Wir wéhlen abschlieend ein Elementnetz entsprechend Abb. 8-21. Die rechte Stabhilfte
wurde nochmals in 2 Elemente gleicher Lange (25 cm) unterteilt. Die analytische Losung des
linken Bereichs zeigt eine nahezu lineare Verdnderlichkeit der ZustandsgroBen, hier kann also

recht grob elementiert werden.

O xu
k———————— ¢ =100cm

® o—X—0—(——0
@) ©) ® ® 6 © O

<7€:50cm4-‘+ ﬂ=25¢m>‘e 2:25cm»‘

Abb. 8-21 Elementierung eines Dehnstabes, 3 Elemente ungleicher Linge (quadratischer Ansatz)

Knotennummer x-Koordinate [cm]
1 0,0
2 25,0
3 50,0
4 62,5
5 75,0
6 87,5
7 100,0

Tabelle 8-9 Knotendatei, 3 Elemente ungleicher Liinge, quadratischer Verschiebungsansatz

8-27
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Elementnummer Anfangsknoten Mittenknoten Endknoten
1 1 2 3
2 3 4 5
2 5 6 7

Tabelle 8-10 Elementdatei, 3 Elemente ungleicher Linge, quadratischer Verschiebungsansatz

Zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen nach Gl. 8-49 bendtigen wir wieder die

Querschnittsflaichen an den Elementrandern.

Element E© [kN/cm?] Al [em?] AP [em?] 7© [cm]
3000,0 10,00 5,50 50,0
3000,0 5,50 3,25 25,0
3000,0 3,25 1,00 25,0

Tabelle 8-11 Elementgrofien

Systemgleichung
(1265 -1420 155 0 0 0 0 [0] [04167+R]
2480 —1060 0 0 0 0 v, 1,6667
2310 —-1580 175 0 0 Vs 0,6250
2800 —1220 0 0 v, |=| 08333
1820 —-860 85 | v, 0,4166
1360 —500 | v, 0,8333
 sym. 415 || v, | | 20,2083 |
/lgqggg
g o FEM-L6sung %L
é > Analytische L&sung /F
§ 0.06 /
0.02 )|./
/ _X
00 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 i7 Z

Abb. 8-22 Verschiebungen, 3 Elemente ungleicher Linge (quadratischer Ansatz)
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20

7 15.992
i
4

Analytische Lésung
10
/
4
8
FEM-Lésung //
‘
6 S
’/ v
/—’—-_

] =2
v

Spannung o, [kN/cm’]

e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

2

Abb. 8-23 Spannungen, 3 Elemente ungleicher Linge (quadratischer Ansatz)

Knotenverschiebungen:
VT=[0 0,02302 0,05228 0,07110 0,09479 0,12802 0,18353] [cm]

Elementverschiebungen:

Element 1:  £(0,03979 + 0,01249¢) [cm]
Element2:  0,05228 + 0,032763¢ + 0,009738 & [cm]
Element 3:  0,09478 + 0,044211£ + 0,044529 £* [cm]
Elementspannungen:

Element 1:  2,3876 + 1,4983¢ [kN/cm?]

Element 2:  3,9316 +2,3372¢  [kN/cm’]

Element 3:  5,3053 + 10,6870¢& [kN/cm?]

Die errechneten Verschiebungen sind praktisch deckungsgleich mit den analytischen Werten.

Bei den Spannungen hat sich im rechten Bereich eine wesentliche Verbesserung im Vergleich

zu einer dquidistanten Elementierung mit 3 Elementen ergeben. Der Maximalwert am rechten
Rand (o, =16,00 kN/cm?) liegt niher an der analytischen Losung, der relative Fehler be-

trdgt aber immer noch etwa 20%. Eine Verbesserung der Spannungsergebnisse kann durch

feinere Elementierung in der rechten Stabhilfte erzielt werden.

8.3 Die Eigenwertaufgabe fiir den ebenen Stab

Das Elastizititsgesetz fiir den geraden Stab in globalen Koordinaten lautet

k' -u® =f* Gl 8-52
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mit der symmetrischen Elementsteifigkeitsmatrix in globalen Koordinaten

c@2 | @@ | @2 | L@@
Lo EOA© | §©c© $@2 [ _g@c@ [ _gen
- 0 EPSORN BENORE o2 §©c© Gl. 8-53
_g@c@ | g2 [ @ §(©2
und
u®:  Vektor der Stabendverschiebungen in globalen Koordinaten

f:  Vektor der Stabendkrifte in globalen Koordinaten

() (©

uix Fix

() (©

u® = Uy fO [y
@ ~ | p© Gl. 8-54

ix ix

() ()

ujy ij

Die Elementsteifigkeitsmatrix k' hat die Dimension [4x4]. Sie ist symmetrisch und ihre
Koeffizienten sind reell. Denken wir uns in diesem Elastizititsgesetz die Knotenverschiebun-

©

gen u vorgegeben, dann liefert die Multiplikation der Steifigkeitsmatrix mit diesem Knoten-

verschiebungsvektor die dazu erforderlichen Stabendkrifte £©. Es ldsst sich nun die Frage

(e)

stellen, ob ausgezeichnete Stabendverschiebungen u™ existieren, die zu Stabendkriften fiih-

ren, die proportional zu diesen Richtungen sind, was k@ u® =Au erfordert oder

&9-A)-u® =0 Gl 8-55

In Gl. 8-55 bezeichnet I die Einheitsmatrix. Dieses lineare homogene Gleichungssystem be-

(e)

sitzt nur dann von null verschiedene Losungen u'™” wenn

P(L) =det (k“-AI)=0 Gl. 8-56

erfiillt ist. P(A) ist hier ein Polynom in A vom Grade 4 und heif3t charakteristisches Polynom.
Die Eigenwertgleichung Gl. 8-56 liefert genau 4 reelle und positive Losungen A, (i=1,...,4),
die auch mehrfach auftreten konnen und Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix k' genannt wer-
den. Fiir diese Zahlen besitzt das Gleichungssystem GI. 8-55 nichttriviale Losungen. Im Fall

von 4 verschiedenen Eigenwerten gibt es dann auch genau 4 verschiedene Eigenlosungen
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oder Eigenvektoren u® der Matrix'. Die Eigenvektoren sind wegen der Homogenitit des
Gleichungssystems Gl. 8-55 allerdings nur bis auf eine Konstante bestimmbar, die durch eine
geeignete Normierung festgelegt werden kann.

Liegen mehrfache Eigenwerte vor, dann sind die Verhiltnisse verwickelter. In diesem Fall
sind die Eigenvektoren zu den mehrfachen Eigenwerten nicht mehr eindeutig. Jede Linear-
kombination dieser Eigenvektoren ist dann wieder ein Eigenvektor.

Setzen wir im Elastizititsgesetz k= E“A® /¢ 20, dann lautet die Eigenwertgleichung

Gl. 8-56
P(L)=det (k9-A1)=0 Gl. 8-57
mit
@2 | @ @2 | L@@
o _ §©)c® §©2 | _g©)c© _gen T
T @2 | g @2 | @@ 0 Gl. 8-58
_s©c© _g@2 | (@ §(©2

Das charakteristische Polynom
P(L)=2'(A-2)=0 Gl. 8-59

besitzt als Losungen die dreifachen Null-Eigenwerte A, = A, = A, =0 sowie A, =2.

Die Eigenvektoren zu den entsprechenden Eigenwerten werden aus den homogenen Glei-

chungssystemen
k9-2D-u?=0 (i=1,.4) Gl. 8-60
berechnet. Wir gehen dazu aus von einem Stab in horizontaler Lage (o = 0) und erhalten
1 0 -1 0
Ro-| 0000 Gl. 8-61
-1 0 1 0
0 0 0 O
Gl. 8-60 geht dann tiber in
1-X 0 -1 oful| [0
7 (@)
_(i ) 0 I—X(i) 8 Eﬁy) = g (i=1..4 Gl 8-62
0 0 0 —A [u?] (O

Die Losung des Gleichungssystems liefert folgende Eigenvektoren:

' Die Aufgabe, die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix k' zu bestimmen, heift Eigenwertaufgabe.
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Eigenvektor zum Eigenwert A, =0: u?" =10,1,0,0]
Eigenvektor zum Eigenwert A, =0 ul" =10,0,0,1]
Eigenvektor zum Eigenwert A, =0: ud" =11,0,1,0]
Eigenvektor zum Eigenwert A, = 2: u" =[-1,0,1,0]

Siamtliche Eigenvektoren erfiillen die Bedingung k' -u{® =4 u{”. Aus den Vektoren u{” und

()

ul diirfen wir durch Linearkombinationen die beiden Eigenvektoren ul®' +u{" und
@OF _y©T ©T ©T : -
u, bilden, die wir dann wieder mit u;”" und u;”" bezeichnen. Dann erhalten wir:

u®" =10,1,0,1]; u®" =[0,1,0,-1]; u®" =[1,0,1,0]; u®" =[-1,0,1,0].

Zur weiteren Betrachtung werden die Eigenvektoren auf den Betrag 1 normiert und dann spal-

tenweise in der Eigenvektormatrix'
0 o |ivz]-iv2
2 2
;\/5 %\/5 0 0
@ — [ef),e(;’,e(e),eff) _ 1 1
0 0 |2 | =42
2 2
%\/5 N 0
zusammengefasst. Die Eigenvektormatrix hat die Eigenschaft ®©" = ®©“' | was durch Aus-

rechnen leicht bestdtigt werden kann. Die mittels der Eigenvektormatrix gebildete Matrix

k9 =@ k9 @' =diag(k,) (= 1...4) Gl 8-64

Gl. 8-63

hat Diagonalgestalt und wird modale Steifigkeitsmatrix genannt. Auf ihrer Hauptdiagonalen

stehen die Eigenwerte.

y Starrkérperverschiebung (A, = 0) Starrkorperverschiebung (&, = 0)
u,"=1[0,1,0,1] u,"'=[1,0,1,0]
X

Starrkérperdrehung (A, = 0) Dehnung (A, = 2)
u,'=[0,1,0.-1] = [-1,0,1,0]

Abb. 8-24 Eigenformen des ebenen Stabes

Die Eigenvektoren zum dreifachen Eigenwert A, =A, =X, =0 stellen Starrkérperbewegun-

gen dar, die kraftfrei durchgefiihrt werden kénnen, denn es gilt k-e =0 (i = 1,2,3). Um

den Stab kinematisch bestimmt zu lagern, miissen mindestens die drei Starrkérperbewegun-

' die auch Modalmatrix genannt wird



8.4 Statische Kondensation 8-33

gen unterbunden werden. Der Eigenvektor zum 4. Eigenwert beschreibt eine Stabdehnung.

Die allgemeine Verschiebung
4
VO =3 ce? Gl. 8-65
i=1

der Stabenden eines Elementes kann dann nur aus der Uberlagerung der vier Eigenformen

bestehen, wobei die c; beliebige reelle Konstanten darstellen.

8.4 Statische Kondensation

In den vorangegangenen Untersuchungen wurde gezeigt, dass bei Verwendung eines Poly-
nomansatzes n-ter Ordnung fiir die Verschiebungen genau n + 1 Freiwerte anfallen. Bei einem
linearen Verschiebungsansatz waren das 2 Freiwerte, die wir den Knotenverschiebungen u,
und u, zuordneten. Bei Verwendung eines Polynoms 2. Ordnung (quadratischer Verschie-
bungsansatz, 3 Freiwerte) wurde zur Abdeckung des dritten Freiwertes ein zusétzlicher Kno-
ten in Elementmitte erforderlich. Dieser Mittenknoten stellt einen inneren Knotenpunkt des
Elementes dar verglichen mit den &uBeren Knoten, die am Rand des Elementes liegen. Dieser
Knotenfreiwert ist nur mit den duBleren Knotenwerten des Elementes verkniipft und zeigt kei-
ne Wirkung auf die Nachbarelemente, was eine Folge der Ansatzfunktionen ist, die als lokale
Tréger nur auf der Elementebene definiert sind. Es wird deshalb im Folgenden versucht, die-

sen inneren Knotenfreiwert bereits auf Elementebene durch die duleren Knotenwerte zu er-

setzen. Dieser Vorgang wird statische Kondensation' genannt, weil der Elimination der in-
neren Knotenvariablen die Extremalbedingung des elastischen Potenzials und damit dem sta-
tischen Gleichgewicht zugrunde gelegt ist.

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist der auf das Element entfallende Anteil des elasti-

schen Potenzials

- 1
1 = Eu(e)Tk(e)u<e> —u9Tp®@ Gl. 8-66

Durch Summation aller Elementbeitrége erhalten wir das vollstdndige Potenzial

R n_o_ n 1
II = H(C) — Z(_H(C)Tk(C)u(C) _ u(C)Tp(C)j = Extremum GL 8-67

e=1 e=1

! spitl. > Verdichtungc
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Im Elementlastvektor p®© sind simtliche Elementbeitrige zum Lastvektor der rechten Seite

zusammengefasst. Die Variation des elastischen Potenzials liefert

ST = igﬁ(e) _ Zn:&l(e)T (k(e)u‘e) —p(‘”): 0

e=1 e=1

Fiir jedes Element ist also du"[k“u® —p®]=0 oder
K© u®© = p© Gl 8-68

sicherzustellen. Es wird nun eine Umsortierung derart vorgenommen, dass im Elementkno-

tenverschiebungsvektor u'® die Knotenvariablen zu den duBeren Knotenpunkten im Vektor

u(e) ()

.. und die Variablen zu den inneren Knotenpunkten im Vektor u;” zusammengefasst sind.

Das erfordert eine Umsortierung' der Elementsteifigkeitsmatrix k und des Vektors der rech-

ko [T ] o] g
() x(e) _ (0
L@ KO | 0 | 7| p© —>k¥u" =p Gl. 8-69
1a 1

Damit zerfidllt das obige Gleichungssystem in die beiden Matrizengleichungen

ten Seite p©

kOu® +kCu® =p®©

k(C) (e) + k(C) (C) _ p(c) Gl. 8-70
a i

Aus der zweiten Gleichung kann u!® sofort ermittelt werden, wenn unterstellt wird, dass die

Submatrix k! regulir ist und damit eine Inverse besitzt

u® =k [p¥ —-k“u] Gl 8-71
Setzen wir dieses Ergebnis in die erste Gleichung ein, dann erhalten wir zunéchst
©3(©) | @ (©)” 1[ © _1c© (e>] @)
kaa ua + kai kii p k p
und zusammengefasst

1 _
[kg:) _kg‘i?)ki(ie) k§6)]u(e) _ p(e) k(e)k(e) p(e) Gl 8-72

Der GI. 8-72 entnehmen wir die kondensierte Elementsteifigkeitsmatrix

" was durch einfache Zeilen- und Spaltentausche immer moglich ist
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ke =k -k G1.8.73
und den kondensierten Elementlastvektor
B =p KK Bl GL8-7
Mit GI. 8-73 und GI. 8-74 kdnnen wir dann Gl. 8-72 kompakter notieren
k®u® =p© Gl 8-75

Wir wenden die obigen Gleichungen auf das Stabelement mit quadratischem Verschiebungs-

ansatz an. Gl. 8-68 lautet dann ausgeschrieben

11430 | =43+ ) I+a |y,
E@A® A
e | = 43+a) | 16(1+a) | —4(1+3a) || u, |= p 4 Gl. 8-76
l+oa | —4(1+3a) 3+11a || u, 1

Das Element besitzt neben den beiden AuBlenknoten einen zusétzlichen Mittenknoten, den wir
durch statische Kondensation auf Elementebene eliminieren wollen. Dadurch reduziert sich

die Elementsteifigkeitsmatrix der Dimension [3x 3] auf eine Matrix der Dimension [2x 2].

Der herauszukondensierende Knoten ist der Mittenknoten 2. Wir haben also in der Steifig-

keitsmatrix die 2. und 3. Spalte und Zeile zu tauschen. Nach der Umsortierung erhalten wir

11+3a I+oa | —4G+a)| u, 1
EVAP l+a  3+lla | —4(1+30) | u L
© 3T 6 |- Gl. 8-77
—43+a)) —4(1+3a) | 16(1+a)|u, 4
Gl. 8-77 entnehmen wir die Submatrizen
© — EQA® [11+30 | 1+a KO _ 2ECAP [ 3+a o
“7 6/ | l+a|3+lla| @ 309 |143a| "
© SE(e)Age) [ ] ( )_1 3£(e) [ / ] Gl. 8-78
kiie :—c1+a kiie =T1(1+0c)
30 SECAL

und die Subvektoren
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© _ 0! F}; pe = 20,07 1]

P. = 6 |1 i 3 Gl. 8-79
Die kondensierte Elementsteifigkeitsmatrix ist dann (Gl. 8-73)
« - ECAY 1+4a+a’| 1[-1
KO —Kk© _KOK© 'k® = 1 )
a aa ai u 1a /g(c) 3(1 + a) _1 1 Gl. 8 80
1t = + = +a eht Gl. 8-80 uber 1n
Mit A = (AP +A)/2=A1( /2 geht Gl. 8-80 tiber i
ECAC[ 1] -1] 21+ 40 +a’
k(") =xk(a k(o) =———"—— .
(a)—5™ © |2 () 3 10y Gl 8-81
0.95 /
21+4o+a
085 K(OL):E (1+a)?
K(ot)

0.65
0

Abb. 8-25 Der Faktor k(a)

Um also die kondensierte Elementsteifigkeitsmatrix fiir ein 3-Knoten-Stabelement zu erhal-
ten, ist die Steifigkeitsmatrix des 2-Knotenelementes mit dem Faktor k(o) zu multiplizieren.
Fiir ein Element mit konstantem Stabquerschnitt (o = 1) sind beide Steifigkeitsmatrizen iden-
tisch (Gl. 8-20). Fiir a #1 ist x(a) <1.

Den kondensierten Elementlastvektor erhalten wir mit

- 19 | 2+a
50 — (@ _@p@ e _ T ]
P. =P, ai Ki Py 31+a) L N 20(} Gl 8-82

Die Verschiebung des Innenknotens ist

((e)2

— KO [p® kO] =
o 1= 4(1+oc){E(e)A

+(GB+ao)u, +(1+ 30L)u3} Gl. 8-83
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Wir elementieren den Dehnstab entsprechend Abb. 8-16 mit zwei Elementen gleicher Lange.
Entsprechend Gl. 8-80 und Gl. 8-82 erhalten wir dann die Elementgrof3en

Element 1: E =3000kN/cm?*; A" =10cm’; A’ =5,5cm?; o = 5,5/10 = 0,55; ¢/ = 50cm
Element 2: E =3000kN/cm*; A =5,5¢cm*; AY =1,0cm*; o =1,0/5,5 = 0,182; /¥ = 50cm

Lo {451,9354838 -45 1,9354838} 0 [1,370967742}
t | -451,9354838  451,9354838 [ *11,129032258
ﬁ(z)_[163,8461539 -163,8461539}. A(z)_{1,538461539} Gl 8-84
* | -163,8461539  163,8461539 | *10,961538462

Die Systemgleichung des gefesselten Systems kann dann unter Beriicksichtigung der Einzel-
kraft am Knoten 5 (20kN) leicht aufgebaut werden

451,9354838 | -451,9354838 0 07 [1370968+R

___________ 4'_______________________. —_—— —_—— o —— —

-451,9354838 | 615,7816377 -163,8461539 || v, [=|  2,667494 CL .85
0 | -163,8461539  163,8461539 | v, 20,961538

1.) Knotenverschiebungen

v, 0
v=|v;|=[0,05228 |[cm]
\'2 0,18022

2.) Reaktionskraft

R =-451,9354838-0,05228 —1,370968 = —25kN

Diese Losungen sind bereits bekannt. Die Verschiebungen der Innenknoten werden auf Ele-
mentebene mit GI. 8-83 berechnet.

u® =k [p? ~kPu®] = 0,05228¢m
u® =k? ' [p? —kPu?]=0,0957Icm
Hinweis: In FE-Programmen wird die oben beschriebene Kondensation so nicht durchgefiihrt.

Nummerisch effektiver ist im Sinne einer GauB-Elimination folgende Vorgehensweise: Aus

der dritten Gleichung Gl. 8-77 bestimmen wir u, und erhalten
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1 n, ("
u, = +(B+ao)y, +(1+3a)u Gl. 8-86
2 4(1+a)|:E(e)Al ( ) 1 ( ) 3}

Substituieren wir u; in die beiden ersten Gleichungen und fassen zusammen, dann erhalten

wir das reduzierte Gleichungssystem

EQAD[ 1]-1]u, n/© | 2+a
K(OL)T = Gl. 8-87
‘ —1] 1] uy| 30+a)|l+2a
was mit Gl. 8-80 identisch ist.
8.5 Substrukturierung
/ ¢ / / |
\4 A% v, v, Vs Ve Vv, Vg V,
A
A, ’
A, As
A,
o o
L — —>
A A
... Substrukturderl.Stufe
S * ’,
v Vs
e Substruktur der 2. Stufe
R . > . :, !
: V' VS Vo E
e_» ® ® ® =_>
\ Vi Vo

Abb. 8-26 Substrukturen eines Stabes
Mittels der statischen Kondensation konnten Element-Mittenknoten eliminiert werden, die
wegen des lokalen Verschiebungsansatzes auf Elementebene nur mit den Element-
AuBenknoten in Verbindung stehen. Es entstand dabei ein Element mit einer reduzierten Stei-
figkeitsmatrix. Treten in einer Konstruktion nun viele gleichartige Elemente auf, deren Mit-

tenknoten eliminiert wurden, dann ergibt sich eine wesentliche Reduzierung der Systemglei-
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chungen. Die Substrukturierung ist damit die folgerichtige Fortsetzung der statischen Kon-

densation.

Substruktur der 1. Stufe

Die Basis der Substrukturierung ist das kondensierte 3-Knoten-Stabelement. Wir notieren die

Elementgleichungen fiir alle 4 Elemente.

Element 1

2665 355 -3020| v, 0,2083
2305 -2660 || v, |=|0,2083
sym. 5680 || v, 0,8333

fo _[1059.296  -1059,296 o Vil .a [0651410
= ; ua = ; a =
! -1059,296 1059,296 v, 0,598590

v, =0,146714e-3 + 0,531692u, +0,468308u,

Element 2

2035 265 -2300 | v, 0,2083
1675 —1940 | v, | =1 0,2083

sym. 4240 | v, | ]0,8333
po_[ 787358 -787.358) W =] V] g 0,660377
" |-787,358 787358 | olve Tt 10,589620
v, = 0,196541e-3+0,542454v,+0,457546v,
Element 3
1405 175 1580 v, | [0,2083

1045 —1220 | v, |=0,2083
sym. 2800 || v, | |0,8333
po [ 513429 -513.429] I A P 0,678573
" |-513,429 513,429 | Yolv, T Tt 10,571430

v, =0,297619¢-3+0,564283v,+0,435713v,

Element 4
775 85 —860 | v, 0,2083
415 -500| v, |=10,2083
sym. 1360 | vy 0,8333
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Lo [231176 -231176] o [v;] .. [0,735293
ka = 5 ua = > pa =

-231,176 231,176 v, 0,514707
vy =0,612746€-3+0,632354v,+0,367647v,

Substruktur der 2. Stufe
In diesem Arbeitsschritt werden die aus der 1. Stufe ermittelten Elementmatrizen dazu be-

nutzt, um die Elemente 1 und 2 sowie 3 und 4 jeweils zu einem Element zusammenzufassen.
Wir beginnen mit der Kopplung der Elemente 1 und 2 durch Eliminierung von vs.
1059,296 0 -1059,296 | v, 0,65141
787,358 -787,358 | v5 |=|0,58962
sym. 1846,654 | v, 1,25897

an _| 451652 -451652) o (Vi Laa _[ 137359
’ -451,652 451,652 |7 * ve|® 112641

v, =0,681755¢-3+0,573630v,+0,426367 v

Kopplung der Elemente 3 und 4 zur Eliminierung von vy

513,429 0 -513,429 | v 0,678573
231,176 -231176 || v, [=]| 0,514707
sym. 744,605 | v, 1,306723

foo_[159403 159403] o [vi] Lo, [1579598
" [-159,403 159,403 | v, ]t [0,920402

v, =0,175491e-2+0,689529v,+0,310470v,

Substruktur der 3. Stufe

Auf dieser letzten Stufe werden zur Elimination von vs die beiden auf Stufe 2 erzeugten Ele-

mente zusammengefasst und die Verschiebung vs eliminiert. Wir erhalten

451,652 0 -451,652] v, 1,37359
159,403 159,403 || v, | =|0,92040
sym. 611,056 || vs | |2,70600

{26 _ 117,821 -117,821‘10,2)(3,4): Vil cames | 337367
* 117,821 117,821 °* ' 1,62631

v, =0,442838e-2+0,739131v,+0,260866v,

Damit liegen sdmtliche Gleichungen fiir unser Superelement vor. Die abschlieBende FE-

Gleichung fiir die unbekannten Verschiebungen der Randknoten lautet

117,821 117821 v, ] [3,37367
117,821 117,821 v, | | 1,62631
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Das System ist kinematisch, da wir die Randbedingung (v; = 0) am linken Rand noch nicht
beriicksichtigt haben. AuBlerdem ist am Knoten 9 die eingeprigte Knotenkraft von 20 kN an-

zubringen. Das endgiiltige finite Gleichungssystem ist dann
117,821 -117,821( 0 3,373693 | |R,
= + Gl. 8-88
-117,821 117,821 v, 21,626307 0

21,62631
117,821

tionskraft am linken Rand ergibt sich aus der 1. Gleichung in GIl. 8-88:
R, =-3,37367-117,821v, = -25,0 [kN].

Aus der letzten Gleichung kann v, = =0,18355 [cm] berechnet werden. Die Reak-

Eine Riickwirtsrechnung liefert abschliefend die Verschiebungen der Innenknoten:

vy = 0,442838e-2+0,260866v, = 0,05231 [cm)]

v, = 0,175491e-2+0,689529v.+0,310470v, = 0,948104e-1 [cm]
v, = 0,681755¢-3+0,573630v,+0,426367v, = 0,229847¢-1 [cm]
v, = 0,612746¢-3+0,632354v,+0,367647v, = 0,128048 [em]
v, = 0,297619e-3+0,564283v,+0,435713v, = 0,711247¢-1 [em]
v, = 0,196541e-3+0,542454v,+0,457546v, = 0,365984e-1 [cm]

v, =0,146714e-3 + 0,531692u, +0,468308u, = 0,109107¢-1 [cm]

Hiétten wir das 3-Knotenelement ohne Kondensation eingesetzt, dann hitten wir eine Steifig-
keitsmatrix der Grofe [9x 9] erhalten.

2665 —3020 355 0 0 0 0 0 0fv, 0,2083 |
5680 —2660 0 0 0 0 0 0] v, 0,8333

4340 -2300 265 0 0 0 0| v, 0,4167

4240 —1940 0 0 0 0] v, 0,8333

3080 —1580 175 0 0 vs|=| 04167

2800 —1220 0 0 v, 0,8333

1820 —860 85| v, 0,4167

1360 —500 || v, 0,8333

| sym. 415 v, | 20,2083










0 Balkenelemente

9.1 Die gerade oder einachsige Biegung

rrﬂﬂ%?m
N S | Ay
EL,
. / ,

Abb. 9-1 Trager mit Querbelastung q(x), El,, = konst. (Koordinatensystem entsprechend Stabstatik)

Ist der Balken statisch bestimmt gelagert, dann lassen sich die Biegemomente M,(x) aus den
Gleichgewichtsbedingungen allein ermitteln. Die Biegelinie des schubstarren' Balkens kann

dann aus der Differenzialgleichung 2. Ordnung
EIyy(X)W”(X) = _My(X) GI 9'1
durch zweimaliges Integrieren gewonnen werden. Die beiden dabei anfallenden Integrations-

konstanten werden aus den Randbedingungen bestimmt. Ist das Tragwerk statisch unbestimmt

gelagert, so ist unter Beachtung der lokalen Gleichgewichtsbedingungen

dM

dyx(X) ~Q,(0=-[EL, (0w )]
o | Gl. 9-2
dz—x =—q(x) = _[EIyy(X)W"(X)]'

auf die Differenzialgleichung 4. Ordnung

" Fiir den schubstarren Balken steht kein Werkstoffgesetz fiir die Querkrifte zur Verfiigung
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[EL, ow' )] =a(x) Gl.9-3

tiberzugehen. Ist die Biegesteifigkeit El,y mindestens abschnittsweise konstant, dann folgt aus
Gl. 9-3

EL, w" (x) = q(x) Gl. 9-4

9.2 Ein Balkenelement mit kubischem Verschiebungsan-
satz

Von der Biegelinie eines Balkens verlangen wir einen stetigen Verlauf der Verschiebung
w(x). Soll die Biegelinie keine Knicke aufweisen, dann muss auch Stetigkeit der Tangenten-

neigung w'(x) gefordert werden. Um diesen Forderungen zu geniigen, bendtigen wir fiir das

Verschiebungsfeld w(x) mindestens C'-stetige Ansatzfunktionen.

Wenn wir uns an die Herleitung der Steifigkeitsmatrix fiir ein Stabelement erinnern, dann
waren den Koeffizienten des C’—stetigen Verschiebungsansatzes u(x) den Knotenwerten zu-
geordnet. Bei Verwendung eines Polynoms 3. Grades mit vier Konstanten waren neben den
beiden Randknoten zusétzlich zwei Mittenknoten erforderlich. Wir kénnen bei einem 2-
Knotenelement mit kubischem Verschiebungsansatz die beiden zusitzlichen Parameter jedoch
auch dazu benutzen, die Stetigkeitsanforderungen an den Randknoten zu erhéhen.

Wir wiéhlen die lokalen Koordinaten entsprechend Abb. 9-2. Das Balkenelement liegt damit in
der (x, z)-Ebene. Die Verschiebungsgroflen zeigen in positive Koordinatenrichtungen und
positive Drehungen drehen im Sinne der Rechtsschraubenregel um die senkrecht zur (x, z)-
Ebene stehende y-Achse.

Elyy
@ | @
@ ®
x© = ¢
< 0©
vZ,W

Abb. 9-2 Ein 2-Knotenelement

Wir wihlen dazu die Knotenvariablen w und w'. Neben der Verschiebung w verfiigt der
Knoten eines Balkenelementes damit {iber einen zusétzlichen Freiheitsgrad, den Drehfrei-

heitsgrad w'. Jeder Knoten besitzt also zwei und das 2-Knoten-Element damit insgesamt 4
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Freiheitsgrade. Wir wihlen als Verschiebungsansatz ein Polynom 3. Grades mit vier Freiwer-

ten

w(€)=a,+at+a,E +a,E’ Gl. 9-5

Damit werden innerhalb des Elementes die Biegemomente linear und die Querkréfte konstant

approximiert. Differenziation unter Beachtung von

X(e) dX(e) d 1 d
== el —ds= 0 _) ax© Wd_i Gl. 9-6
liefert die Ableitungen
' dw 1 dw 1 )
W= dx© B Wd_& = F(al +2a,6+3a,8")
,  d*w 1 d*w 1
W= dx©? = P2 gg? = iCE (2a, +6a,8) ol o

. d’w 1 d*w 1

= = a
dX(e)3 /g(e)?) d§3 /g(e)?) 3

WI!II — 0

Hinweis: Wegen w''(x)=0 ist w(x) nach Gl. 9-5 Losung der homogen Differenzialglei-

chung der Balkenbiegung EIyywIV (x)=0.

Die vier freien Konstanten ao, a;, az, a3 in Gl. 9-5 sind nun mit den Knotenfreiwerten zu ver-

kniipfen. An den Knoten muss die Ansatzfunktion den folgenden Bedingungen geniigen

’ ’ a
w(0)=w, =a, W) =w =75
w(l)=w,=a,+a, +a, +a, w’(l)zw'zzf(l—e)(a1+2az+3a3)

Die Auflosung des obigen Gleichungssystems ergibt

) =W,

a, =w!
Gl.9-8
a, =-3w, = 20w + 3w, — 1w}

a,= 2w, +/9wW 2w, + (W)

Setzen wir diese Werte in Gl. 9-5 ein und sortieren nach den Knotenvariablen, dann erhalten

wir



9-4

9 Balkenelemente

w=(1-38"+28")w, + 09 -28" +£)w| + (38" —28")w, + (V(& - &")w)

Die Funktionen vor den Knotenfreiwerten

N, (&) =1-3¢8" +28’ =(2e+1(E-1’
N,(§)=£9(E-28"+8)  =09¢E-1)’
N;(8)=3¢" -2¢’ =£°(3-28)

N, (&) =L9(-& +8&) =19 (E-1)

Gl. 9-9

Gl. 9-10

sind die Formfunktionen 3. Grades. Mit Gl. 9-10 konnen wir die Elementverschiebungen

auch wie folgt darstellen

w(€) =N (E)w, + N, () w] + N5 (E)w, + N, (§) w),
=H} (&)W, + ("H} (&) W] + Hy (&) w, + (“'H, (&) W)

Die Funktionen

HY (&)= (2 +(E-1)’ H) (&) =&(E-1)’
H,(8)=€"(3-2¢) H,(O)=E(E-1)

heiBen Hermitesche' Interpolationspolynome 3. Grades.

0.8

0.6

0.4

Hj
: 1 / K
\\

-0.2
0 0.

Abb. 9-3 Hermite-Polynome 3. Grades

! Charles Hermite, frz. Mathematiker, 1822-1901

Gl. 9-11

Gl. 9-12
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Sie besitzen die Eigenschaft, dass entweder ihre Ordinate oder ihre Tangentenneigung an ei-
nem der Stiitzpunkte den Wert 1 besitzt. Alle anderen Stiitzwerte sind Null (Abb. 9-3). Die
Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementlastvektors erfolgt wieder mit Hilfe
des Prinzips der virtuellen Verriickung. Dazu schreiben wir die Elementverschiebungen noch
etwas um. Wir fiihren zunéchst wieder den Vektor der Formfunktionen

N = [N, (), N (xO), Ny (xO), N, (x') Gl.9-13
und den Vektor der Element-Knotenvariablen

29 =[w, W, w, W] Gl. 9-14

ein. Damit geht Gl. 9-11 iiber in die kompaktere Form
W(g) =Nz Gl.9-15

Ausgehend vom elastischen Potenzial' fiir den Biegebalken

/ /
[MM=W-A, = % IEIyyw"z(x)dX - Iq(x)w(x)dx = Extremum Gl. 9-16
x=0

x=0

liefert die Variation
/ 14
ST = j EL, w"(x)5W"(x)dx — jq(x)5w(x)dx =0
x=0 x=0

Aufgrund der Additivitdt der Energieausdriicke diirfen wir die Integration liber die Balken-

lange durch die Summe der Integrale {iber die einzelnen Elemente ersetzten, also

({(e) ((e)

X 1 n (S (S
[MM=W-A, = Z{— IEIyyw 2(x)dx© — Iq(x)w(x)dx( )} = Extremum Gl 9-17

e=l1 x(®=0 x(& =0

Die Variation des Funktionals ergibt

L[ /@)
oIl = Z{ IEIWW”BW” dx® — J.qSW dx“{l =0 Gl. 9-18

e=l | x(_g ©—

' Im Falle zusitzlicher Belastungen, etwa in Form von Einzelkriften und Einzelmomenten, ist die dulere Arbeit
entsprechend zu ergénzen.
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Substituieren wir den Verschiebungsansatz Gl. 9-15 in das variierte Potenzial GI. 9-18, dann

erhalten wir einen Ndherungswert

¢(e)

n ((e)
SIT = z{ [EL W% dx@ — [qdW dx“)} =0 Gl 9-19

e=l | x(&—q x(& =0

Wir benétigen in Gl. 9-19 die zweite Ableitung von w . Mit Gl. 9-15 folgt

Wi
(e d°N, d°N, d’N, d°N, | W, e
W(x9) = L—2,——3 =4 1 |=B9z" Gl. 9-20
dx©@" dx@” dx©@" dx©" | w,
W)
mit der Ableitungsmatrix der Formfunktionen
B© = (1)2 l6(-1+28) 209(=2+38) —6(-1+28) 20 (~1+3¢)] Gl 9-21
/ge

Einsetzen in Gl. 9-19 liefert

n o (©)
511 = Z{ [BOzEI, BYszdx - [q N<e>52<e>dx<e>}
0

e=l| o

/&) y(e)

n [
_ T T (©) 3¢ (e) (e
—ZSZ UB EIL, B®dx"¥ 29 - |

e= 0 0

_ iéz(m [k“)z“) _ p<c)] ~0

e=l

N(e)Tq dx(e)] Gl. 9-22

Wegen der Beliebigkeit der Verschiebungsvariationen 5z'' muss fiir jedes Element
k©z —p© =0 Gl. 9-23

erfullt sein. In GIl. 9-22 bezeichnet

©)

K© — IB(E)TEIWB“) dx© Gl 9-24
0

die symmetrische Elementsteifigkeitsmatrix und
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7(e)
T
p© = IN(C) qdx©

0

Gl. 9-25

den Elementlastvektor. Zur Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix ist das Produkt
B©TB© zu bilden. Die Biegesteifigkeit Elyy sei innerhalb des Elementes konstant und kann

deshalb vor das Integral gezogen werden. Im Einzelnen erhalten wir

o(e)
(e) _ ()T (€) J4 ()
k© = [B'EL,B" dx

0

36(1-28)% | 12092 =7& + 6&7) —36(1-28) | 12092 —5E+687)
j 4090238 | —122=TE+6E7) | 409(2-9E+9E7) &
g(e o 36(1-28)° | —120°9(1-5E +687)
sym. 40'9(1-3¢)
Gl. 9-26
und die Integration liefert
12 | 609 | —-12 | 6/9
©_ EI 4_5(63)2 _ 6£(€) 2€(e)2
K® =" o 6@ Gl. 9-27
sym. 40’

Die Werte in den einzelnen Spalten der Steifigkeitsmatrix kdnnen wie folgt gedeutet werden.

Wird zum Beispiel dem Knoten 1 die Einheitsverschiebung v; = "1" [LE] eingepréigt (Abb.
9-4), dann filtert dieser Verschiebungsvektor die erste Spalte aus der Steifigkeitsmatrix heraus
(Gl 9-28), deren Werte den Festhaltekridften und —Momenten eines beidseitig eingespannten
Tragers infolge dieses Verformungszustandes entsprechen.

12 | 60° | =12 | 6/ TILE] 1201V

e EI 4_£(e)2 —6/0© Zg(e)z 0 60 M
k©z© (e)y3y 5 @3 -1[LE] = ! Gl. 9-28

/ 12 | -6/ 0o | ¢ -12 v,

sym. 409" |0 60 | M,
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Abb. 9-4 Einheitsverschiebung am Knoten 1, Festhaltekrafte

Die zweite Spalte enthélt demzufolge die Festhaltekrifte und —-Momente infolge einer Ein-
heitsverdrehung am Knoten 1 usw..

Unterstellen wir auf Elementebene eine linear verdnderliche Belastung q, also

(e)

X
9= +(9: =) S = (1-8)q, +Ea, Gl. 9-29

IS 1
dann gilt fiir den Elementlastvektor zunichst p'® = _[ N©Tq dx© = ¢© _[ N®"q d¢ und nach
0 0

Einsetzen des Vektors der Formfunktionen N© und der Belastung q

21q, +9q, Vi
(e) _ o f(e)(3q1 + Zqz) _ M
T60| 9q,+21q, | | V., Gl.9-30

- f(e)(qu + 3q2) ML2

1

L1

le g(e) N
X(e) q(x(e))
W I I
(PI M, /PIMLz
[©) \'®

l VL] V]_zl

Abb. 9-5 Beidseitig eingespannter Trager, dquivalente Knotenlasten

Fiir den Sonderfall konstanter Elementbelastung (q, = q, =q,) geht Gl. 9-30 iiber in
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6 Vi,
T Pl R U Gl.9-31
12| 6 V., ad
_K(E) MLZ

(e

Hinweis: Der Elementlastvektor p*’ enthilt die statisch dquivalenten Knotenlasten (Einzel-

kriafte Vi;, Vi, und Einzelmomente My, M;,), die sich als Auflagerkrifte und Vollein-

spannmomente’ eines beidseitig eingespannten Trigers unter Querbelastung q(x) ergeben.

9.2.1 Beispiel 10.1

Wir testen das soeben entwickelte Element am Beispiel der Abb. 9-6. Die analytische Losung

w) =2 2aoon0-8  wi=-2C g8 -155+6)

~ 48EI 48EI
S v Gl. 9-32
M(x) =3 1 _gyi—-4 _ Dl (5_g
(x)= g (1-8&)(1-4¢) Qx) = < (5-8¢)
ist bekannt.
q, =02 MN/m

FERENERRRR RN RN RN
S EL, 7/7/7A/7/7

— /=10m —»‘

Elementnummer

@ L g L ]

@ [ ) Globale Knotennummer

@ @
‘«— (=5m —»L (=5m —

Abb. 9-6 Elementierung eines Balkens, 2 Elemente gleicher Lange

Die Verschiebungen entsprechen einem Polynom 4. Grades, sie lassen sich also mit unserem
kubischen Verschiebungsansatz nicht exakt wiedergeben. Das gilt dann auch fiir die Biege-

momente und die Querkrifte.

" hierbei ist die Anderung der Vorzeichenregel gegeniiber der aus der Statik bekannten Festsetzung zu beachten
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Die Diskretisierung des Balkens erfolgt durch zwei Elemente gleicher Lange. Wir bendtigen

wieder eine Knoten- und eine Elementdatei.

Knotennummer x-Koordinate [m]

1 0

2 5,00

3 10,0

Tabelle 9-1 Knotendatei
Elementnummer Anfangsknoten Endknoten

1 1 2

2 2 3

Tabelle 9-2 Elementdatei

Systemwerte: /' =5m, E =30000MN/m*, Balken mit Rechteckquerschnitt b/h =
40/80cm (Iyy = 0,017lm4), EIyy =512MNm?, q = qo, =0,2MN/m.

Da die Systemwerte fiir beide Elemente gleich sind, sind auch beide Elementsteifigkeitsmatri-

zen und Elementlastvektoren gleich

49,152 | 122,880 | —49,152 | 122,880 0,5
O _ @ _ 409,600 | —122,880 | 204,800 o 04167
49,152 | —122,880 0.5

sym. 409,600 ~0,4167

Zum Autfbau der globalen Steifigkeitsmatrix und des globalen Lastvektors bendtigen wir den
Zusammenhang zwischen den lokalen Elementknotenfreiheitsgraden und den globalen Sys-
temknotenfreiheitsgraden, die wir im Vektor

vi=lv oviov, vhovy i Gl. 9-33
zusammenfassen. Die Einordnung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Elementlastvekto-

ren in die Systemmatrix bzw. die rechte Seite erfolgt mit Hilfe der Knoten- und Elementdatei.

Fiir die Steifigkeitsmatrix ergibt sich folgende Parkettierung
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k = kl + kz =
Abb. 9-7 Bildung der Gesamtsteifigkeitsmatrix
49,152 | 122,880 — 49152 122,880 0 o I
409,600 —122,880 204,800 0 0
49,152 +49,152 | —122,880+122,880 | —49,152 | 122,880
409,600 + 409,600 | —122,880 | 204,800
49,152 | —122,800
| sym. 409,600 |

Fassen wir die Komponenten in der obigen Gleichung zusammen, dann erhalten wir

49,152 | 122,880 | —49,152 | 122,880 0 v, ]
409,600 | —122,880 | 204,800 0 v,
98,304 0 —49,152 | 122,880 | v,
819,200 | —122,880 | 204,800 | v, |
49,152 | —122,800 || v,
| sym. 409,600 | v} |

0,5000 |
0,4167
1,0000
0
0,5000

|- 0,4167 |

v, 0,5
V! 0,4167
v, | 0,5+0,5
vy | |-0,4167+0,4167
v, 0,5
Vi | -04167

Es fehlt noch der Einbau der Randbedingungen. Am linken Rand miissen v, =v| =0 erfiillt

sein, und am rechten Rand ist v; =0 zu fordern. Die aus diesen kinematischen Zwingen re-

sultierenden Reaktionslasten Vi, M; und V3 erscheinen dann auf der rechten Seite im Vektor

der Unbekannten
49,152 | 122,880 | —49.,152 | 122,880 0 1o
409,600 | —122,880 | 204,800 0 0
98,304 0 —49,152 | 122,880 | v,
819,200 | —122,880 | 204,800 | v, -
49,152 | —122,8001 0
| sym. 409,600 || v} |

Wegen v, =v| =v, =0 und dv, =9v, =9dv, =0 konnen die 1., 2., 5. Zeile und Spalte aus

dem Gleichungssystem gestrichen werden. Es verbleibt

0,5000 |
0,4167
1,0000
0
0,5000

|- 0,4167 |

<

< o o Z

(%)

=)
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98,304 0 122,880 | v, 1,0000
819,200 204,800 || v, [=| 0,0000
sym. 409,600 || v, —-0,4167

mit der Losung: v, =0,02034526m v/, =0,00203454 v} =—0,00813818.
Damit sind auch die Reaktionslasten bekannt:

V, =-49,125-v, +122,880- v, - 0,5=—-125MN

M, =-122,880- v, +204,800- v, —0,4167 =—2,5MNm

V, =-49,125-v, -122,880- v}, —122,800 - v; —0,5000 = — 0,7SMN

9.21.1 Ruckrechnung

Mit dem Vektor v der globalen Knotenwerte liegen sdmtliche Zustandsgrofen fest. Fiir beide
Elemente gilt:

N =N =[1-38"+ 28", 5E - 10" +5E", 36" - 28, — 57+ 5]
B"Y =B® =[-0,24 + 0,48, —0,80+1,20¢; 0,24 — 0,48¢; — 0,40 +1,20¢]

Element 1

w® = NOZO [N NS NG N (=[N NG NG N,
w, 0,0203453

W 0,0020345
=0,0203453N, +0,0020345N, = £7(0,0508634 —0,0305181&) [m]

M

W, 0
MY =—EI._ BYz"Y =—EI [B,,B,,B.,B Wi =—-FI [B,.B,.B..B
y - yy - yy[ 1° 2° 39 4] W - yy[ 1° 29 3 4] 00203453
2 )
W) 0,0020345

=—EI(0,0203453B, +0,0020345B,) = -2,08334 + 3,75006€ [MNm]

dM{"  3,75006

M _
2 dx 5,00

=0,75 [MNm]
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Element 2
w, 7 0,0203453
' 0,0020345
w® =N®z® = [N,N,,N;, N, ] o =[N, N,,N;,N,]
W, 0
W), —0,0081382

= 0,0203453N, +0,0020345N,, — 0,0081382N,,
=0,0203453 +0,0101725% — 0,040698” + 0,0101722¢° [m]

0.005

v FEM-L&sung /

0.01 /

0.015

Analytische Losung \ //

/
4
0.02

& _ X
0.025 Y
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 9-8 Durchbiegung w, 2 Elemente gleicher Lénge

-25

RIS
\
as
’ N\

~ FEM-Losung

AN A

11~ Analytische Losung
X Sz
N T~ !

fo —

L~

é X
2 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 -

Abb. 9-9 Biegemomente My, 2 Elemente gleicher Lange
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-0.4

FEM-Lésung /

/ Analytische Lsung

-0.2

0

0.2 /

0.4

0.6

0.8

1 ‘Ex:é

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 l

Abb. 9-10 Querkréfte Q,, 2 Elemente gleicher Lénge

(2)

W, 0,0203453
W 0,0020345
M,® =-EI B®z? =-EI |B,,B,,B,,B, | W‘ =-EI,[B,.B,.B,,B, | 0
2
W) ~0,0081382

= -EI,[0,0203453-B, +0.0020345-B, —0,0081382-B, |
=1,666662400 —1,249959936& [MNm]

o _ AMY  —1,24996

Q dx 5,00

=-0,25 [MNm]

Offensichtlich werden trotz der groben Diskretisierung die Verschiebungen recht gut wieder-
gegeben. Das gilt nicht fiir die Biegemomente My und schon gar nicht fiir die Querkrifte Q..
Fiir eine Bemessung sind die Ergebnisse der Schnittlasten unbrauchbar. Um hier zu akzeptab-

leren Losungen zu kommen, miisste wesentlich feiner elementiert werden.

9.3 Ein Balkenelement mit quintischem Verschiebungsan-
satz

Neben der feineren Elementierung besteht eine weitere Moglichkeit der Ergebnisverbesserung
in der Erhéhung des Polynomgrades der Verschiebungsfunktion w. Bei der Wahl eines Ver-
schiebungsansatzes mit sechs Freiwerten

w() = a, + ali + azaz + 33‘;:3 + 3'4&4 + 3565 Gl.9-34
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konnten wir die beiden zusitzlichen Freiwerte dazu benutzen, die Stetigkeitsforderungen an

beiden Randknoten zu erhdhen, also neben w und w' zusitzlich Stetigkeit in w” zu fordern.

s
| ) [ —

ElL, l EL, (EL)" l (EL)"*"
w, w', w" stet@g w, w', w" stetig
M stetig M unstetig

Abb. 9-11 Stetigkeiten am Ubergang zweier benachbarter Elemente

Damit hitten wir als zusétzlichen Knotenfreiwert die linearisierte Kriimmung w", was aber

wegen M, =—EIl w" nur dann auch Stetigkeit in My bedeutet, wenn die Biegesteifigkeiten

Ely, zweier benachbarter Elemente gleich sind (Abb. 9-11). Es macht also mechanisch keinen
groflen Sinn, ein solches Element weiter zu betrachten. Besser ist es, die beiden hinzukom-
menden Freiwerte einem zusitzlichen Knoten zuzuordnen, etwa dem Elementmittelpunkt
(Abb. 9-12), wobei jeder Knoten die Variablen w und w' erhélt.

® k- Q@ 3
(] (@) O|

7@ ‘ /©
e £
2 \ 2
X(C) — &,((C)

Abb. 9-12 Balkenelement mit drei Knoten

Mit dem Ansatz Gl. 9-34 werden auf Elementebene die Biegemomente kubisch und die Quer-
kréfte quadratisch approximiert. Das ist eine wesentliche Verbesserung gegeniiber dem kubi-
schen Ansatz. Fiir den weiteren Rechengang bendtigen wir die Ableitungen der Verschie-
bungsfunktion

,  dw 1 dw 1

RN T
., d'w 1 d*w 1

SO TC R PR (2a, +6a,& +12a,E7 +20a,&%)

., d’w 1 d3w_ 1

dx(e)a - 5(5)3 da3 - 5(5)3

_— d*w 1 d4w_ 1
- dX(e)4 - E(e)4 d?;4 - €(6)4

(a, +2a,E+3a,8” +4a,5’ +5a.E")

Gl. 9-35

(6a, +24a,t +60a.E”)

(24a, +120a.£)
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Die 6 freien Konstanten ay, a;, az, a3, a4 und as sind mit den Knotenfreiwerten zu verkniipfen.
An den 3 Knoten miissen die Ansatzfunktion sowie deren 1. Ableitung den Knotenvariablen

entsprechen. Das fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

w(0)=w, =a,

! ’ a

w'(0) =w; =£(;)
1 1 1 1 1

w(l/2)=w, :a0+5al+za2+§a3+ga4+3—2a5 e

, 1 3 1 5 7
W(1/2)=W(al+a2 +Za3 +Ea4+gas)
w(l)=w,=a,+a,+a,+a,+a, +a;
w'(l) = %(a1 +2a,+3a, +4a, +5ay)

aus dem die Konstanten berechnet werden. Einsetzen dieser Konstanten in Gl. 9-34 und Koef-
fizientenvergleich in den Knotenvariablen liefert die Formfunktionen 5. Grades fiir unser
Balkenelement

N, (€)= (6E+D(2E-D*(E-1)’ N, (€)= Ee-)*(E-1)’
N, (&) =16&°(E-1)’ N, (€)= (8E* (26 -1)(& - 1)’ Gl. 9-37
N (&) =-E*(6£-T)(2E -1’ No(8) =198 (26-1)*(&~1)

Die Elementverschiebungen gehen dann mit Gl. 9-34 {iber in

w(&) =N, ()w, + N, (E)w] + N;(E)w, + N, ()W), + N (E)w, + N (E)w

€ !’ e !’ e 12 GI 9'38
=H{©w, + (H (W] + Hy(©)w, + (H,(E)W) + H(E)w; + (H; (E)w)

Die Funktionen

H)(8) = (65 +D(26-1)° (£ -1)° H)(§) =£Q2E-D*(E-1)’
H;(8) =167 (£-1)’ H,(8) =88*(26-D(E-1)’
H; (&) = -€* (6 -7)(28-1)° H; (&) =& (26-D*(E-1)

sind die Hermiteschen Interpolationspolynome 5. Grades (Abb. 9-13 und Abb. 9-14).
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1 ‘ \

09 H? / N H°

0.8
0_7LV\ H
0.6

0.5 \

. /A \
TN i
iz N T TN

X
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Y4

Lo

Abb. 9-13 Hermite-Polynome 5. Grades

0.3
0.2 HL
H| L
0.1 / ' 1 / \
—
. \ — \
o N ) / 1 s
- 1
~— H3
-0.2
03 - i
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1 4

Abb. 9-14 Hermite-Polynome 5. Grades

Mit Einfiihrung des Vektors der Formfunktionen N =[N1 N, N, N, N; NG] und

des Vektors der Knotenvariablen

(e)T_ ! 1 1
z =W W W, W, W Wy Gl. 9-39

notieren wie die Elementverschiebungen in Matrizenschreibweise

w=N®z® Gl. 9-40

Der weitere Rechengang entspricht dem des 2-Knotenelementes. Unter Beachtung von Gl.
9-24 und
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=B®z® Gl. 9-41

| &N, N, dN, d&N, &N, N, |w,
W dx©?7 dx@?7 dx©@?7 dx©@?*7 dx@?7  dx©? W)

&N, &N, &N, &N, &N, dzNﬂ und

. . . (e)_
sowie der Ableitungsmatrix B _|:dX(e)2’ T O @ O g

deren Komponenten

B, = ziﬂ (—23+1985 —4088% +2408°) B, = ;e) (—6+39¢ — 7287 + 408?)
(e) 32 2 (e) 16 2 3

B, = yoE (1-65+657) B, ZW(—1+12é—30§ +208°) Gl. 9-42
e 2 o 2

B, = Vs (7-102& +312E% —2408%) B, :W(—1+15a—48g2 +408%)

erhalten wir unter Beachtung der Formfunktionen nach Gl. 9-37 die symmetrische Element-

steifigkeitsmatrix, die jetzt die GroBe [ 6 x 6 | besitzt.

(5092 11380  —3584 1920/ —1508 242/ ]

33207 —8960 3200 —242¢ 38¢(<2

o _ _EL, 7168 0  -3584 896/
35007 128072  —19207© 32002 Gl.9-43

5092 —1138¢

| sym. 332017 |

Zur Ermittlung des Elementlastvektors

o©

p® = I N@Tq@dx Gl. 9-44
0

interpolieren wir die Linienlast ' durch eine quadratische Verteilung mittels der Lagrange-

schen Interpolationspolynome

q¥ =(2E-1)(E~1q, —4EE - Da, +E(2E - Da, Gl. 9-45
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die fiir q, =1/2(q, +q5) in die lineare Verteilung

q? =(1-8&)q, +&q; Gl. 9-46
iibergeht.

Abb. 9-15 Elementlasten

Die Auswertung der Gl. 9-44 liefert die Elementlastvektoren fiir eine quadratische Lastvertei-

lung
[ 57 44 ~3] v, |
30| 40 0 M,,
o 1© 12| 192 16| & | Vi
P = 40| —8r© o 8@ |%2Tm,, Gl 947
-3 44 570 V,,
0 —409 | -4 M, |
sowie fiir eine lineare Lastverteilung
79q, +19q, ] [V, |
(59, +2q;) My,
0® = 0 12(q,+95) | _| Vi Gl. 9-48
420 _86(6)((11_(13) M,,
19q, +79q, Vi,
|~ (2q,+5q,) | [M,, |

Die Elementlasten Vi; und My; (i = 1,..,3) sind die statisch dquivalenten Knotenlasten (Krifte
V und Momente M).
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g(e)
x q(x")

q; 9,
AU A
|® N I® ¥ I@

l VL] VLZ l vLBl

Abb. 9-16 Beidseitig eingespannter Trager, dquivalente Knotenlasten

Fiir den praktisch wichtigen Fall konstanter Elementbelastung (q, =q, =q,) geht Gl. 9-48

iiber in
Co14] [ v, |
4 © ML]
p(e) :M 32 = VL2 Gl. 9-49
60 ol [M,, -
14 Vi,
__E(e)_ _ML3_
9.3.1 Testbeispiel
q,=02MN/m
IR
N x EL, 7/7%7
e— (=10m —»‘
+ Elementnummer
[ ®
o Globale Knotennummer
@ @ @ (Randknoten)
O Globale Knotennummer
« (=5m _,L {=5m _,‘ (Mittenknoten)

Abb. 9-17 Elementierung eines Balkens, 2 Elemente gleicher Lange

Wir testen das Element aus Kap.9.3 am Beispiel der Abb. 9-17. Der Grad des Polynoms GI.
9-34 reicht aus, um die Zustandsgréfen einer linear veridnderlichen Belastung exakt wieder-
zugeben. Bei einer konstanten Belastung entspricht die analytische Verschiebungsfunktion

nidmlich einem Polynom 4. Grades. Wir benétigen deshalb nur ein Element.
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Knotennummer x-Koordinate [m]
1 0
2 5,00
3 10,00
Tabelle 9-3 Knotendatei
Elementnummer Anfangsknoten Mittenknoten Endknoten
1 1 2 3

Tabelle 9-4 Elementdatei

Systemwerte: /' =10m, E =30000MN/m’, Balken mit Rechteckquerschnitt b/h =
40/80¢m (1, =0,0171m*), EL,, =512MNm’, q=q, = 0.2MN/m.

Die Knotenfreiheitsgrade fassen wir im Vektor der globalen Systemfreiheitsgrade

T _ ' ' ’
v _[Vla Vi, Vi, Vy, Vg, V3]

Gl. 9-50

zusammen. Mit den obigen Werten ergibt sich die Systemgleichung des ungefesselten Sys-

tems
(5092 11380 —3584 19200 ~1508 2420 v, ] [ 14
33207 —8960'9 3200 242/ 380 |l v, ©
El, 7168 0 —-3584 896/ | v, =q0€(e) 32
3503 1280/ —1920¢0 3200 | V) 60 0
5092 —1138¢ | v, 14
| sym. 332097 | V4 | |-
Gl. 9-51

Am linken Rand miissen v, = v| =0 erfiillt sein, und am rechten Rand ist v, =0 zu fordern.

Die aus diesen kinematischen Zwéngen resultierenden Reaktionslasten Vi, M; und V3 er-

scheinen dann auf der rechten Seite im Vektor der Unbekannten
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(5092 1138/ —3584 19200 -1508 2420 v, ] 141 [V, ]

332097 —89609 320097 —2420 38097 || v 09 IM,

El 7168 0 —3584 896/ | v, | q | 32 0
¥y — 10 +

3507 1280092 —1920¢  3200% || v}, 60 0 0

5092 —1138/ || v, 14| |V,

| sym. 332097 | V4 | -9 10|

Gl. 9-52

Wegen v, =v, =v, =0 und év, =dv; =9v, =0 konnen die 1., 2., 5. Zeile und Spalte aus dem

Gleichungssystem Gl. 9-51 gestrichen werden. Es verbleibt das reduzierte Gleichungssystem

- 7168 0 896/
24 12800 32002
3503
sym. 33202
E(e)4 g(e)3
mit der Losung: v, L UL ) L VL Vi =—
192EL, 192EL
Der System-Knotenverschiebungsvektor ist dann
o
Vi
VI A P
vy | 192EL,
V3
REY

Vs

v | = qof(e)

: 60
V3
qu(eB
48EIyy

0

0
E(e)

1

0
—4]

Aus Gl. 9-52 ermitteln wir die Auflagerreaktionsgrof3en

5

3

€ 1 € €
\4 :__qog() M, =—§qof( ” \& =—§q0€”

8

9.3.11 Ruckrechnung

32

0

_g(e)

Die Verschiebungen ermitteln wir mittels G1. 9-40. Mit ¢/ = ¢ =10m erhalten wir zuniichst

N &T _

(6&+ 12 -1 (E-1)*
10526 -1)* (& - 1)’
16&*
807 (25 -1(E-1)°
-2 (65 -T)(25- 1)’
108° (2 -1)* (- 1) |

-1’
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£4
und damit: w =N®z® = 42#&2 (3-5E+2E7). Das ist die theoretisch exakte Losung. Die
yy

Schnittlasten folgen in bekannter Weise durch Differenziationsoperationen an der Verschie-

bungsfunktion.

9.3.2 Statische Kondensation

Durch statische Kondensation l4dsst sich der Mittenknoten @ eliminieren. Dazu wird in Ana-

logie zu Kap. 9.3 eine Aufteilung der Gleichung kz =p® vorgenommen:

(e) (e) (e) (e)
Ka | Ka | Za |_| P2 ol 0.5
ki [k z7] [p® '

Dabei sind im Vektor z® die Verschiebungskomponenten der AuBenknoten und im Vektor

z® die Verschiebungskomponenten des Innenknotens zusammengefasst. Eine entsprechende

Umsortierung ist in der Elementsteifigkeitsmatrix k® und dem Elementlastvektor p® vorzu-
nehmen. Wir erhalten im Einzelnen, wenn wir uns auf eine linear verdanderliche Querlastver-

teilung q beschrianken

Wi [ 79q,+19q5] [V,
wi © (59; +2q3) M,
Z(e){ﬁ}: Wi p@):{ﬁ}ﬁ 199, +79q; | _| V4
20 | wh p® | 420~ 2q, +543) | | My
Wo 112(q; +q3) v,
LW | -809—q5)] [M,]

5092 1138/ —1508 242/

o EL, 33207 2420 38¢)?
@ 3503 5092 —1138¢©

sym. 32302

3605 1920/
@ EL, | =896/  3200©? o
835097 _3605 —19200© N

896/ 3200
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1
0= [ TI08 O w350 76
350 0 1280/ El, 0 1

1280/

Hinweis: Zur Berechnung der kondensierten Elementsteifigkeitsmatrix und des kondensierten

Elementlastvektors wird die Inverse von k®

benoétigt, was offensichtlich immer moglich ist,

da die Determinante von K& nicht singulir ist.

Entsprechend Kap. 9 folgt dann die kondensierte Elementsteifigkeitsmatrix

12| 609 —12| 609

. N . EI 4097 | —609 | 20"
kﬁf’ _ kg:) _ kg‘f)kff) 1ki(:) _ (e)yay ( Gl. 9-54

/ 12 | —60°

sym. 40°

die mit der Steifigkeitsmatrix des 2-Knotenelementes iibereinstimmt, und der kondensierte

Elementlastvektor

21q, +9q,
e (e)
B =l Kk po = L B ) 61,955
60 9q, +21q,
- E(e) (2(]1 + 3q3)
der im Falle konstanter Belastung q, = q, = q, libergeht in
6
R f(e) f(e)
Pl = —q‘iz . Gl. 9-56
_ E(e)
Mit Gl. 9-54 und Gl. 9-55 kénnen wir dann kompakter notieren
k$ 29 = p¥ Gl. 9-57

Q]

Die Verformung des Innenknotens z® = k& [p® —k® u®] errechnet sich zu
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Wi
Lo | Wa o0 [50a+a) |, 1[40 ] 0t [ 40 | 0w -
" Lwh] 3840EL, | -2(q,-qy)| 86| -12|-20¢ | 12| -20¢ ] w, |
e
und fiir den Sonderfall q, =q; =q,
Wi
@4 [ (e) ()2 © | _ pler2 '
20 [ V2. q./ KL 097 | 4¢ 0] wi -
wh | 384EL_|0] 8¢ | 12| -2/ | 12]-20 | w,
LE

9.3.3 Beispiel 10.3

Wir testen das soeben entwickelte Element am Beispiel des Trigers nach Abb. 9-17 und ver-
wenden wieder nur ein Element {iber die gesamte Trégerldnge. Damit stimmt die kondensierte
Elementsteifigkeitsmatrix mit der Systemsteifigkeitsmatrix iiberein (¢ = ¢). Das zu 16sende

Gleichungssystem ist

12| 60]-12] 6],

EI A =60 20° V| gyt

A 12| -60]vy,| 12| 6
sym. 40% | v, —/

Der Einbau der homogenen Randbedingungen ergibt

12| 60| —12 6/ 0 Vv
EI 40> | —60 | 20| 0 /l |M
3 BT Gl. 9-60
/ 12]-6cf 0| 12] 6| |V,
sym. 4 || v .y 0
QO€3

Aus der letzten Gleichung folgt v} =— 28EL womit dann aus den drei ersten Gleichungen

Yy

von Gl. 9-60 die Auflagerreaktionsgrof3en ermittelt werden konnen:
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6EL, , q/ 5 2BEL, , q,/’ 1 6EL, , q,/ 3
Vlzg—znyS—%:_gqof;Ml: gzyy V3= 102 =_§q0g2;v3=— fzyy V3—%=—§q0f
Die Verformungen des Innenknotens sind

0
S O DY I B I 2 e L A R A
" lvi] 384EL[0] 8¢|-12|-20|12|-2¢] 0| 384EL,[0] 8|2
Vs
. q,"* ., 1, q)f . . .
und damit v, = ——— sowie v, = ——V; = ———— in Ubereinstimmung mit des Ergebnis-
192EL, 4 192EL,

sen des Beispiels 10.2.

9.4 Der elastisch gebettete Balken

q(x)

"y L 4 X

Biegelinie

Abb. 9-18 Balken auf nachgiebiger Unterlage

Wir betrachten einen Balken, der vollstindig auf einer elastischen Unterlage liegt'. Der Bal-
ken sei durch Streckenlasten und Einzellasten in z-Richtung belastet (Abb. 9-18). Nach
Winkler wird angenommen, dass der Bodendruck qg(x) proportional zur lokalen Eindringtie-

fe w(x) ist

qp(x) = cw(x) Gl. 9-61
Die Konstante ¢ hei3t Bettungszahl.

:"Ma—sselz’ Einheit kgm™'s™ :EZ
Lénge - (Zeit) m

[c]

" Solche Systeme treten z.B. im Bauwesen bei Flachgriindungen auf.
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Material Bettungszahl ¢ [MN/m?]
Sand, locker, rund 10...15

Sand, mitteldicht, rund 50...100

Sand, dicht, eckig 150...250
Geschiebemergel, fest 30...100

Lehm, halbfest 20...50

Torf 04..1

Tabelle 9-1 Rechenwerte von Bettungszahlen c einiger ausgewahlter Béden fur Vorentwiirfe!

Die Differenzialgleichung der elastischen Linie ermitteln wir aus der linearisierten Momen-

ten-Kriimmungsbeziehung EI, w"(x) =-M (x) sowie unter Beachtung der lokalen Gleich-
gewichtsbedingungen M{(x) = —[q(x) - qB(x)] zu
[EL,w"(x)]" = q(x) —cw(x).
Fiir einen Balken mit konstanter Biegesteifigkeit El,, folgt daraus EIyywIV (x)+cw(x) =q(x)
und nach Division durch die Biegesteifigkeit El,,
q(x)

W (x) + —— w(x) = 1)
(x) il (x) Bl Gl. 9-62

Yy Yy

Substituieren wir noch mit

[+ 4EL,

4FEI
—>L=4 o Gl. 9-63
C C

die als charakteristische Lange bezeichnete Konstante L, so erhalten wir abschlieBend die

inhomogene lineare Differenzialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die

Biegung des elastisch gebetteten Balkens
w'(x) +iw(x) =—=
K El Gl. 9-64

Die allgemeine Losung der Gl. 9-64 setzt sich additiv zusammen aus der Losung wy, der zuge-

horigen homogenen Differenzialgleichung w;" (x) + %wh (x) =0 mit der Losung ({=x/L)

w, (x) =¢° (Cl cos{+C, sinC;) +e° (C3 cos{+C, sinC) Gl 9-65

und einer beliebigen partikuldren Losung w;, der inhomogenen Differenzialgleichung

' Nach Empfehlungen des Arbeitsausschusses Ufereinfassungen - EAU, 8. Aufl. 1990
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4 q(x)

ww(x) +=Zw (X)==——
Gl. 9-66

P L' ? ElL,

sodass flir die Gesamtlosung w(x) = w, (x)+w(x) gilt. Ein fiir die Praxis wichtiger Belas-

tungsfall ist q(x) = qo = konst., fiir den durch Einsetzen in Gl. 9-66 die partikuldre Losung

w, =(,/c nachgewiesen werden kann.

9.4.1 Die Steifigkeitsmatrix flr die elastischer Bettung

Um hier zu einer Losung im Sinne der Methode der Finiten Elemente zu kommen, denken wir
uns den Boden durch beliebig dicht gelagerte linear elastische Federn mit der Federsteifigkeit

c ersetzt. Auf die infinitesimale Balkenldnge dx entfdllt dann die Forminderungsenergie der

Federung dW, =1/2cw?’(x)dx, und deren vollstindige Forminderungsenergie ist dann

1 5(5)
W, = J'dWF = ECXJ:OVVZ(X)dX Gl. 9-67
Die Variation liefert
k(e)
dW, =c Iw(x)é‘)w(x)dx Gl. 9-68
x=0

Unter Beachtung von w = N®z® und dw = N®5z® folgt aus Gl. 9-68
¢(®)
SWF — SZ(e)TC%e) J-N(E)TN(e)dX(e) 7@ — BZ(e)Tkﬁe)Z(e)
x=0
In der obigen Beziehung ist
r(e)

K® = ¢ J’N(e)TN(e)dX(e) Gl 9-69

x=0

der Anteil der Elementsteifigkeitsmatrix der elastischen Bettung, zu der der Anteil aus der

Balkenkriimmung hinzuzurechnen ist
k® =k® +k® GI. 9-70

Bei einem kubischen Verschiebungsansatz nach Gl. 9-5 erhalten wir nach kurzer Rechnung
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156 2209 54 13/
e) ple ()2 (@ ()2
O KA 4097 1309 -3¢ oot
© 420 156  —22/ '
sym. 40"
und entsprechend fiir den quintischen Verschiebungsansatz nach Gl. 9-34
(2092 1140 880 —160/ 262  —29¢© ]
g2 88/ 1207 2909  _3p?
@ c0® 5632 0 880  —88/"
© T 13860 12802 1600© 1202 Gl-9o-72
2092 —114¢%
sym. 802

Hinweis: Nummerische Untersuchungen zeigen, dass aufgrund der hochgradig nichtlinearen
Losungsfunktionen des elastisch gebetteten Balkens (s.h. Gl. 9-65) der kubische Verschie-

bungsansatz zu unbefriedigenden Ergebnissen fiihrt. Hier ist es besser, das hoherwertige 3-

Knoten-Element zu verwenden.

9.4.2 Beispiel 10.4

Fiir den links eingespannten und rechts frei gelagerten Balken auf elastischer Unterlage (Bet-

tungszahl c) mit konstanter Belastung q = qo sind sdmtliche Zustandsgréflen zu ermitteln.

Geg.: ¢ = 10m, E = 30000 MN/m?, I,, = 5,10 10 m*, qo = IMN/m, ¢ = 50 MN/m’

Abb. 9-19 Elastisch gebetteter Trager mit konstanter Belastung g

do
IFEREFRRFERRFRRFFRRFERRFRREY!

X

\
W,Z ¢ EIyy

¢ |

Mit den Abkiirzungen L = 41/4EIyy /e =187Tm; A=/¢/L=5346;E=x/(; {=AE lautet die

vollstindige analytische Losung

w(x)=¢e“(C,cos+C,sin{)+e“(C,cos+C,sinl)+q,/c

Die Konstanten
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_ qy(sinAcosA — cos’ A —e " cosh))

C, - .
2c¢(cos” A +cosh” A)
C. =— q,(sinAcosA +cos* A +¢” cosh L)
’ 2¢(cos® A+ cosh® 1)

__qy(sinAcosh + cos’ A —e " cosh))

2 2¢c(cos’ A + cosh” L)
__gy(sinAcosh — cos’ A +¢” cosh)
2¢(cos’ A + cosh” L)

4

ergeben sich aus den Randbedingungen am linken Rand: w(x =0) =0; w'(x =0) =0 und den

Kraftrandbedingungen am rechten Rand: M (x =¢)=0;Q,(x =/)=0. Fir die FE-Losung

verwenden wir das 3-Knotenelement. Wir diskretisieren den Balken durch ein Element der

Linge ¢=10m. Damit ist die Elementsteifigkeitsmatrix identisch mit der Systemsteifig-

keitsmatrix. Die Steifigkeitsmatrix fiir den elastisch gebetteten Balken setzt sich zusammen

aus der Steifigkeitsmatrix k©
sche Bettung k®

(97,728 90,872 16,079 26,211 2,860 0,117 ]

173991 -7,422 96,596 —-0,117 5,789

KO k© K© = 234,509 0 16,079 7,422
1021,303 -26,211 96,596

97,728 —-90,872

| sym. 173,991 |

nach Gl. 9-43 und der Elementsteifigkeitsmatrix fiir die elasti-

nach Gl. 9-72. Einsetzen der Systemwerte liefert

Nach GI. 9-49 erhalten wir den Elementlastvektor, der bei unserem Beispiel auch dem Sys-

temlastvektor entspricht:

[ 14 [ 2,333]

A 1,667

p(e)_q0g<e> 32 | | 5333
60 | 0 0

14 2,333

9] | -1,667

Damit ist folgendes Gleichungssystem zu l6sen

97,728 90,872 16,079 26,211
173,991 -7,422 96,596
234,509 0
1021,303

| sym.

2,860 0117 v, 2,333 ]

—-0,117 5,789 v, 1,667
16,079 7,422 v,| | 5333
~26211 96,596 | v, | 0
97,728 90,872 v, 2,333
173,991 v, | |[-1667
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Wir stellen zunéchst fest, dass sich am linken Rand die Randbedingungen v,=0;v; =0 prob-
lemlos in das obige Gleichungssystem einbauen lassen. Fiir den rechten freien Rand, an dem
Biegemoment und Querkraft verschwinden miissten, stehen im Vektor der Systemfreiheits-
grade nur die Verschiebung v, und die Tangentenneigung v; zur Randwertvorgabe zur Ver-
figung. Damit ist aber die Anpassung der Losung an die Kraftrandbedingungen des rechten
Randes nicht moglich. Wir kdnnen deshalb nur die homogenen Verschiebungsrandbedingun-

gen am linken Rand berticksichtigen und erhalten

(97,728 90,872 16,079 26,211 2,860 0117110 [ 2333] [V, ]
173,991 -7,422 96,596 —0,117 5789 0 1,667 | | M,
234,509 0 16079  7.422|v,| | 5333 .\ 0
1021,303 -26,211 96,596 | v} | 0| |0
97,728 -90,872 | v, 23330 | 0
| sym. 173,991 | vy | [-1667] [ O |
Das obige Gleichungssystem besitzt die Losungen
T o
\4 0
v, | | 2135-107
vy | | 55369-107
v, 2,037-107°
vy ] [-L507-107 ]
V,=-1917MN; M, =-1,777 MNm
w(x)=4,42732-107'8* —1,21141&’ +1,19796&* — 4,08918-107' & [m]
w'(x) =8,85464-107°E —3,63423-107'E* + 4,79185-107'&’ —2,04459-107'¢*  [/]
w"(x) =8,85464-107 —7,26845-107¢ +1,43755-10'¢> —8,17836-1072&’ [1/m]
w"(x)=-7,26845-10" +2,87511-107°& —2,45351-1072¢> [1/m?]

Schnittlasten:
" 2 3
My(x) = —EIyyw (x)=—-1,3548 +11,1207& — 21,9946&" +12,5129¢ [MNm]

Q,(x) =—EI_ w"(x) =11121-4,3989¢ +3,7539¢’ [MN]
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a=0,926m

"\_1 R=1,9177 MN
Qy=9s(X)
- L
3¢
| |

\/'1 * 10 m ’

Abb. 9-20 Resultierende KraftgroRen

Ein Vergleich der Querkraft Q,(x=0)=11121MN mit der berechneten Auflagerkraft
V, =-19177 MN zeigt, dass die Auflagerkraft hier nicht mit der Querkraft Q, am linken

Rand iibereinstimmt, wie wir das von der analytischen Losung erwarten. Vielmehr steht V,

1
im energetischen Mittel mit der Resultierenden R =/ I(qo —q)dE =19177 MN aus der &u-
£=0

Beren Belastung qo und dem entgegengesetzt wirkenden Bodendruck qg(x) =cw(x) im glo-

balen Gleichgewicht: V,+R =0—>V, =—R . Der Angriffspunkt der Resultierenden R liegt

2 1
bei a :g_ I&(qo —(qp)dE =0,926m. Das Momentengleichgewicht bezogen auf den linken

R,

Rand erfordert: M, +aR =0, womit auch das Einspannmoment M, =—-aR =-1,7765MNm
nachgewiesen ist.

Die folgenden Darstellungen zeigen den Vergleich der analytischen Losung mit derjenigen
nach der FE-Methode. Am rechten Rand, an dem keine Randwerte vorgegeben werden konn-
ten, weicht die FE-Losung deutlich von der analytischen Losung ab. Weiterhin ist auch hier
wieder zu beobachten, dass die durch Differenziationen an der Verschiebungsfunktion ge-
wonnenen Zustandsgroflen (Biegemomente und Querkréfte) erheblich von der theoretisch
exakten Losung abweichen. Durch feinere Elementierung kann das Ergebnis jedoch wesent-

lich verbessert werden.
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0.005

FEM-Losung

0.01

w
\
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\
0.015 S
Analytische Losung
A\ <
N\
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0.025
0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
— > =x/(

Abb. 9-21 Durchbiegung w(x) des elastisch gebetteten Balkens [m]

Analytische Losung

<

-0.5
\ FEM-L6sung
\
\ -
\ P RN
0 N - +
\
N /4 N
N
&/ Pl \
N _ -
0.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

—> =¥

Abb. 9-22 Biegemoment M, des elastisch gebetteten Balkens [MNm]

05
A - \\ =<
0 <
- ~
r N
s
// an
/ FEM-Losung N
05
Q, Y
/
/
1
nalytische Losung
15
2
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
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Abb. 9-23 Querkraft Q, des elastisch gebetteten Balkens [MN]









10 Ein einfaches finites Element fur
ebene Rahmentragwerke

Riegel
> I ©)

N\ /
F Biegesteifer
Knoten

Gelenk

T VU

Abb. 10-1 Ebener Stockwerkrahmen
Werden im Gegensatz zum Fachwerk die Stdbe an den Knoten nicht gelenkig sondern vor-
wiegend biegesteif miteinander verbunden, dann sprechen wir von einem Rahmentragwerk.
Rahmentragwerke werden als Einfach- oder Mehrfachrahmen ausgebildet. Stockwerkrahmen
(Abb. 10-1) bestehen aus mehreren ibereinander gesetzten Rahmenstrukturen. Der biegesteife

Anschluss der Stabenden hat die Beanspruchung der einzelnen Stébe durch Biegung und
Normalkraft zur Folge.
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Abb. 10-2 Verformungen und Schnittkréafte in lokalen Koordinaten

Zur Herleitung der ElementgroRen fihren wir Positivbilder der Verformungen und Schnitt-
krafte eines auf Biegung und Normalkraft beanspruchten geraden Stabes in globalen (Abb.
10-2) und lokalen Koordinaten (Abb. 10-3) ein.

(e)
uyy

(PZ2

(e)
uxZ

(e)
u(e) Fxl

x1

Abb. 10-3 Verformungen und Schnittkréfte in globalen Koordinaten

Jeder Knoten besitzt nun 3 Freiheitsgrade, das sind 2 Translationen und die Drehung des Kno-
tens um die z-Achse. Fuhren wir mit

z® Z[le Uy1 $zl |Ux2 Uy2 622]T Gl. 10-1

den Vektor der Stabendlasten in globalen Koordinaten ein und kombinieren die Lésungen fiir
den Dehnstab und Biegestab, dann erhalten wir das Elastizitatsgesetz fir einen durch Biegung
und Normalkraft beanspruchten ebenen Balken
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[ a® 0 0]-a® 0 ofu,] [FE,
12b® | 6b®¢® 0| -120® | 6b®¢® U, | | F,
4p© p(e)2 0] -6b@¢® | 2pEy@2| G _ M, o1 100
a(e) 0 0 sz FxZ . )
12b® | —6b®¢® | Ty, | | R,
| sym. 400 | 5,5 | [ M, |
oder in symbolischer Schreibweise
kK® z® — @ Gl 10-3
In Gl. 10-2 wurden zur Abkirzung
E®A® E®@]®
© _ (®) _ vy
== b™ = PIGE Gl. 10-4

gesetzt. Wir benétigen das Elastizitatsgesetz Gl. 10-3 in globalen Koordinaten. Dazu ist eine

Drehtransformation mit dem Winkel oo um die z-Achse erforderlich.

coso. Sina O x X cosa. —sina O
=|-sina. cosa O|y| < |y|=|sina cosa O
0 1|z ya 0 0 1

N < X
|

o

Gl. 10-5

Die Transformationsgesetze GI. 10-5 sind auf die ZustandsgréRen am Anfang und Ende des

Balkens anzuwenden. Das Ergebnis ist

76 _ 7O ,©

QY O 1O

Substituieren wir Gl. 10-6 in Gl. 10-3, dann erhalten wir

KO TO 760 _ 7@ §6

mit

Gl. 10-6

Gl. 10-7
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[ cosa sino 0 0 0 O] [cosa. —sina 0 0 0 0]
—sinot cosa. 0 0 0 0 sinae cosa O 0 00

T _ 0 0 1 0 . 00 Tt _ 0 0 1 0 . 00
0 0 0 cosa sino O 0 0 0 cosa —-sina O

0 0 0 —sina cosa O 0 0 0 sina cosa O

i 0 00 0 0 1] | 0 00 0 0 1

Die Matrix T® ist eine orthogonale Matrix (Beweis durch Ausrechnen). Multiplikation der
Gl. 10-7 von links mit T® =TET ergibt
TOTKO TO ;6 _ )@ ;6 _f© Gl 10-8

Die symmetrische Matrix

K© = TOTRE TE _ Gl. 109

 sym. Cs |
mit den Abkilrzungen
¢, =a® cos’ o +12b®sin*a ¢, =a®sin® o +12b® cos® a
C, = 4b®/r? ¢, =(@® -12b®)sinacosa Gl. 10-10

C, =6b®¢cosa C, =6b@/sina
ist die globale Steifigkeitsmatrix des finiten Balkenelements fir Biege- und Normalkraftbean-
spruchung. Wir testen dieses Element an folgendem Beispiel.

Beispiel 10-1:
F F @O 5. fB—' ®
' e | > i B
| Iz = Iz ?—’
5 %\j\
: £
| ¢ %2 :
L 1 o I, 1,
i gestrichelte !
‘ Faser y
@ x globale @
Vi Z W 7 Koordinaten 7
6m 6m

Abb. 10-4 System und Belastung Abb. 10-5 Elementierung
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10-5

Fur den eingespannten Rechteckrahmen, der durch eine Horizontalkraft F=50kN in Riegel-

hohe belastet wird, sind sémtliche Verformungen und Schnittlasten zu berechnen. Die beiden
Stiele (Elemente 1, 3) und der Riegel (Element 2) entsprechen jeweils einem finiten Element.
Elementlastvektoren treten hier nicht auf.

Knotennummer x-Koordinate [cm] y-Koordinate [cm]
1 0 0
2 0 400
3 600 400
4 600 0
Tabelle 10-1 Knotendatei
Elementnummer Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3
3 3 4
Tabelle 10-2 Elementdatei
Fiir alle Elemente gilt: E© = E = 21000 kN/cm?.
Element 1: A =626 cm?, ¢(® =4m;  1;=11770 cm*; a=n/2
Element 2: A® =845cm? (@ =6m;  1,=23130 cm* a=0;
Element 3: A® =626 cm?, ¢® =4m;  13=11770 cm*; a=-n/2

Im Einzelnen erhalten wir die folgenden Elementsteifigkeitsmatrizen in lokalen und globalen

Koordinaten

3286,50 0
46,344
K® =
| sym.
(46,344 0
3286,50
k® =
| Sym.

0
9268,88
0,2472 107

—9268,88
0
0,2472107

—3286,50
0

0

3286,50

— 46,344
0
9268,88
46,344

0

— 46,344
~9268,88
0

46,344

0
—3286,50
0

0

3286,50

o
9268,88
0,1236 10’
0
—-9268,88

0,247210 |

—9268,88]
0

0,1236 10"
9268,88

0
0,247210" |

=k®
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2957,50 0 0 —2957,50 0 0]

26,985  8095,50 0 -26985 809550
<@ _ 0,323810’ 0 -809550 0161910’ @

2957,50 0 0
26,985 —8095,50

| sym. 0,323810" |

46,344 0 926888 —46,344 0 926888
3286,50 0 0 -3286,50 0
O _ 0,247210" —9268,88 0 0123610’
46,344 0 —9268,88
3286,50 0

| sym. 0,247210" |

Der Einbau der Elementsteifigkeitsmatrizen in die Systemsteifigkeitsmatrix erfolgt mittels
Indexvektoren. Da der Rahmen 4 Knoten und jeder Knoten 3 FG besitzt, liegen insgesamt
4.3=12 Systemfreiheitsgrade vor, die im Systemfreiheitsgradvektor

V:[Vxl Vyl (le|vx2 Vy2 P2 |Vx3 Vy3 P23 |Vx4 Vy4 (Pz4]T

=[V1 Vo V3| Ve Vs Ve | ViooVg o Vg | vy vy VlZ]T

zusammengestellt werden. Wir ermitteln exemplarisch den Indexvektor IND2 fiir das Element
2. Der Elementdatei entnehmen wir den Anfangsknoten 2 und den Endknoten 3.

_le_(Z) _sz_ _V4_
uy1 Vy2 V5
2@ | Pa| P2 |_| Ve —~IND2=[4 5 6 7 8 9]
Uy, Vys vy
uy, Vya Vg
| P22 | | P3| [ Vo

Entsprechend erhalten wir

INDI=[L 2 3 4 5 6]; IND3=[7 8 9 10 11 12]

Der Einbau der Elementsteifigkeitsmatrizen in die Systemsteifigkeitsmatrix unter Beriicksich-
tigung der Horizontalkraft am Knoten 2 ergibt die Systemgleichung
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X 0 0 0 0 0 0 0 0/]0 0 Ofwv 0
X 0 0 0 0 0 0 0|0 0 Ofv, 0
X 0 0 0 0 0 0|0 0 Ofv, 0
3003,844 0 9268875 -2957,500 0 0|0 0 Ofv, 50.

3313485 8095,500 0 -26985 8095500 0 0 Of vs 0

0,571-10’ 0 -8095500 01619-10" | 0 0 Of v, | |0

3003,844 0 9268875/ 0 0 Ofv,| |0

3313485 -8095500| 0 0 Of v, 0

057110 | 0 0 O v, 0

X 0 0} vy 0

X 0 vy 0

LSym. XV ] L O]

Das obige System wurde nicht auf ein [6x6]- System reduziert, was selbstverstandlich auch
mdoglich ware. Aus nummerischen Grinden sollte X etwa den Wert des betragsgroRten Ele-
mentes der Systemsteifigkeitsmatrix haben (z.B. X =10000) . Das Gleichungssystem hat die

LOsung:

v =[0; 0; 0; 0,72895; 0,44906e-2; -0,93602e-3; 0,72053; -0,44906e-2; -0,91695e-3, 0, 0, 0]T

aus der wir auch die Stabendverformungen entnehmen konnen. Transformieren wir diese mit
der 1. Gleichung in GI. 10-6 auf lokale Koordinaten, dann kommt

zZ®=[0 0 0 04490595¢-2 -0,72894506 -0,93601938e-3]'
7 =[0,7289451 0,4490595e-2 -0,9360194e-3 0,7205280 -0,4490595e-2 -0,9169482e-3["
7™ =[0,4490595¢-2 0,7205280 -0,9169482e-3 0 0 0]

Die Berechnung der Stabendlasten in lokalen Koordinaten erfolgt dann mit der 2. Gleichung
in Gl. 10-6 zu:

f® =[14,758 25107 5599,721 14,758 -25107 4442942]
f® =[24893 -14,758 —4442942 -24,893 14,758 -4412,063]
f® =[14,758 24,893 4412,063 -14,758 —24,893 5545274]

Die folgenden Grafiken zeigen die berechneten Zustandsgréfien nach der in der Baustatik
ublichen Vorzeichenregel wonach positive Momente an der Seite der gestrichelten Faser Zug
erzeugen und Normalkrafte positiv sind (s.h. Abb. 10-4), wenn sie Zug erzeugen.
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7

4

Abb. 10-6 Verschiebungen [cm]

14,758

25,107

Abb. 10-8 Querkrafte [KN]

24,893

14,758

- |4412,063

+

4442,942

[~ 15599721

5545274

+

Abb. 10-7 Biegemomente [kNcm]

24,893

14,758

Abb. 10-9 Normalkréfte [KN]

Da bei fehlender Elementbelastung die homogene Losung auch die vollstandige Loésung ist,
und die gewahlten Elemente mit ihren Ansatzfunktionen die homogene Losung exakt darstel-
len, sind in den obigen Grafiken die theoretisch exakten Ergebnisse unter Berticksichtigung
die Normalkraftverformung wiedergegeben.

10.1 Berucksichtigung von Gelenken

In Rahmentragwerken konnen Gelenkverbindungen Abb. 10-10 auftreten, die die Ubertragung
von Normalkraft, Querkraft oder Biegemoment unterbinden.

Bezeichnung

| —_— «—— 1
Normalkraftgelenk — 1 !
Momentengelenk : )CC :
Querkraftgelenk Nl

! ¢ p—d | !

Geloste Bindung

Normalkraft

Biegemoment

Querkraft

Abb. 10-10 Gelenkformen in Rahmentragwerken

Gelenkverbindungen stellen auch immer Elementgrenzen dar. Sie lassen sich dadurch realisie-
ren, indem in den angrenzenden Stében fur die dualen GréRRen der geldsten Bindung unter-
schiedliche Freiheitsgrade eingefiihrt werden. Bei einem Momentengelenk sind das die
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Drehwinkel ¢, der angrenzenden Stabenden. Neben den beiden Verschiebungen in globaler
X- und y-Richtung treten beim Zusammentreffen zweier Stébe in der Ebene zwei zusétzliche
Unbekannte auf, womit ein solcher "Knoten" 2+2=4 Freiheitsgrade besitzt. Beim Zusam-
mentreffen von n Stdben an einem Momentengelenk treten damit 2+n Freiheitsgrade am
Knoten auf, was zu einer VergroRerung der Systemgleichung um n — 1 Gleichungen fihrt. Fir
Querkraft- und Normalkraftgelenke gelten entsprechende Aussagen.

L N —r
L —1 N
by —> J_> u®
x2 x1
k
P oW

(k)
Vy

Normalkraftgelenk

Momentengelenk | —0~

Querkraftgelenk ! gl '

Abb. 10-11 Unbekannte VerformungsgréfRen an Gelenken

Beispiel 10-2:
@
B

\J@

N
Biegesteife I,
Ecke Gelenk

6 m

Abb. 10-12 Eingespannter Rechteckrahmen mit Gelenk am Knoten 3

Fur den eingespannten Rechteckrahmen nach Abb. 10-12 mit einseitig gelenkig angeschlos-
senem Riegel sind samtliche Verformungen und Schnittlasten zu berechnen.
Da am Knoten 3 ein Momentengelenk vorhanden ist, macht der Drehfreiheitsgrad ¢, des Sys-

temknotens 3 keinen Sinn mehr. Wir fiihren die Drehfreiheitsgrade der angrenzenden Stébe
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als Unbekannte ein. Bezeichnet ¢! den Drehwinkel am Stabende von Element 2 und ¢

den Drehwinkel am Stabanfang von Element 3, dann lautet der Vektor der Knotenverformun-
gen:

2 3
VZ[V1>< Viy @1 Vax Vay @y Vg Vg |(P(2) o |V4x Vay (P4P

=[V1 Vo V3 Vy Vg Vg V; Vg Vg Vi3 Vg3 Vyp V13]T

Unter Beachtung der homogenen Randbedingungen an den Knoten 1 und 4 erhalten wir fol-
gendes Gleichungssystem

13003,844 0 9268875 -2957,500 0 0 ofv,]| [50]
3313,485  8095,500 0 -26,985 8095,50 O vs 0
0,571010’ 0 -809550 016210’ 0 v 0
3003,844 0 0 9268875 v, |=|0
3313,485  —-8095,50 O v 0
0,323810’ 0 v, 0
| sym. 0,247210" | vy, | | O

mit der LOsung

V =[Vy4; Vs; Vs; V73 Vgi Vs Vy]
[1,24015; 0,28831e-2; -0,23505e-2; 1,23531, -0,28831e-2; 0,11608e-2; -0,46324e-2]

Transformation auf lokale Koordinaten ergibt die Stabendverformungen
Z, =[0; 0; 0; 0,28831e-2; -1,24015; -0,23505¢e-2]

Z, =[1,24015; 0,28831e-2, -0,23505e-2; 1,23531; -0,28831e-2, 0,11608e-2]

Z, =[0,28831e-2; 1,23531; -0,46324e-2; 0; 0; 0]

und die Stabendlasten

f, =[-9,475; 35,688; 8589,935; 9,475; -35,688; 5685,114]
f, =[14,312; -9,475; -5685,114; -14,312; 9,475, 0]
f, =[9,475; 14,312; 0, -9,475; -14,312; 5724,950]
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10-11

el 1,24 1,235»‘ ’«l
}:( ””””””””””””””””””””” —
0,0029 " T0,0029 W
] kein rechter '
Winkel mehr |

[ 1858994 5724,95
7 2
Abb. 10-13 Verschiebungen [cm] Abb. 10-14 Biegemomente [kNcm]
9,475 14,312
z = 5 2
n E (=2} o
+ + +
Abb. 10-15 Querkrafte [KN] Abb. 10-16 Normalkréafte [KN]

Abb. 10-14 zeigt die Einhaltung der Bedingung fiir ein Momentengelenk am Knoten 3.

Aufgabe 10-1:

Ermitteln fir den unten skizzierten Rahmen samtliche Zustandsgréiien

6 m

Abb. 10-17 Eingespannter Rechteckrahmen









11 Scheibenelemente

11.1 Allgemeines

Bei der Vorstellung des Ritzschen Verfahrens wurde bereits darauf hingewiesen, dass es bei
zweidimensionalen Randwertproblemen in der Regel uniiberwindliche Schwierigkeiten gibt,
globale Ansatzfunktionen fiir unregelméfige Losungsgebiete zu finden, die den geometri-
schen oder sogar den dynamischen Randbedingungen geniigen. Die exakte Integration der
dem Problem zugeordneten Differentialgleichung unter Einhaltung der oft komplizierten
Randbedingungen gelingt nur in Ausnahmefallen.

Bei diesen komplizierten Aufgabenstellungen zeigt sich nun der wahre Vorteil der FE- Me-
thode, die jetzt auf zweidimensionale Randwertprobleme zu erweitern ist. Hier wird auch de-

ren Ndherungscharakter deutlich.

Abb. 11-1 Vernetztes ebenes Gebiet, Dreieck- und Viereckelemente

Es werden statt der Linienelemente nun Flichenelemente bendtigt. Das kdnnen Dreieck- oder
auch Viereckelemente sein. Da die Vernetzung jedoch weitestgehend willkiirlich ist, konnen
bei einer Vernetzung auch Dreieck- und Viereckelemente in Kombination verwendet werden.

Dreieckelemente haben den Vorteil, dass mit ihnen krummlinig oder auch polygonal berande-
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te Gebiete (Abb. 11-1) besser vernetzt werden konnen als mit Viereckelementen allein. Ge-
radlinig berandete Elemente sind aulerdem mathematisch relativ einfach zu behandeln.

In Abhingigkeit von der Art des zweidimensionalen Randwertproblems sind gewisse Stetig-
keitsforderungen an die Ndherungslosungen und deren Ableitungen zu stellen. Im Fall der
Stab- und Balkenelemente bezog sich die Stetigkeitsforderung auf die Elementiibergidnge am
Systemknoten. Bei zweidimensionalen Problemen ist diese Stetigkeit auf die Kontaktlinien
der Elemente auszudehnen. C°-Stetigkeit bedeutet bei Flichenelementen also Stetigkeit der

Ansatzfunktionen lings gemeinsamer Elementkanten.

11.2 Ein einfaches Dreieckelement

ry (X3>Y3)

Nachbarelement

gemeinsame
Elementkante

(X,,Y5)
O > X

Abb. 11-2 Dreieckelement mit Nachbarelementen

Das Dreieckelement nach Abb. 11-2 besitzt im globalen Koordinatensystem x,y die drei Eck-
punkte 1, 2 und 3, die wir mathematisch positiv im Gegenuhrzeigersinn durchnummerieren.
Im Allgemeinen sind diese Knotenpunkte in der x-y-Ebene frei verteilt. Ein Punkt P im In-
nern des Dreiecks kann entweder durch seine globalen kartesischen Koordinaten x,y oder

durch Einfiihrung dimensionsloser lokaler Koordinaten' ¢,,&,,; beschrieben werden (Abb.

11-3). Zur Bestimmung der lokalen Koordinaten werden die globalen Koordinaten x,y als

Linearkombination der lokalen Koordinaten notiert

X =a,C, +a,0, +a,C;

y=B,C, +B,C, +B5C;

Gl 11-1

! die auch als Dreieckkoordinaten bezeichnet werden
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szl

Abb. 11-3 Dreieckkoordinaten

Die Koordinatenlinien £, =konst. (k = 1, 2, 3) verlaufen parallel zu der dem Punkt k gege-
niiberliegenden Dreieckseite (Abb. 11-3). Im Punkt k istg, =1, so dass an den Eckpunkten

die Dreieckkoordinaten die Werte (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) besitzen. Die Beziehungen in GI.
11-1 sind fiir alle Punkte innerhalb der Dreieckfldche giiltig, insbesondere auch an den Eck-
punkten. Das fiihrt auf die Konstanten

o = X, Bi = (i=123) Gl 11-2
und damit
x =x,§, +x,6, +x,C;
Y=Y +¥,6, +Y;Cs Gl 11-3
1=C, +C, +C5

Losen wir Gl. 11-3 nach den Dreieckkoordinaten £, (k = 1,2,3) auf, dann sind

£, = (X,¥; = X,¥,) + (¥, — V)X +(X; = X,)y
=

X Y, =X,y H X5y, — X, Y3 H X, Y53 — X5,

(XY =X y3) + (Y, _Y1)X+(X1 —X3)y

G, = Gl 114

XY, =X, ¥ T XY, — X, Y3 ¥ X, Y53 —X5Y,

£, = (X,y, =X,¥) +(y, —y,)Xx+(X, —X,)y
, =

XY, =X, ¥, £ XY, — X Y3 XY — X3,

Die lokalen Koordinaten eines beliebigen Zwischenpunktes P(x,y) im Dreieckgebiet erhalten

wir durch Auswertung von GI. 11-4.
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Abb. 11-4 Dreieckelement, Interpretation der Dreieckkoordinaten

Die Dreieckkoordinaten C;,£, und £, in Gl. 11-4 lassen sich noch geometrisch interpretie-

ren. Hat der Punkt P(x,y) den Ortsvektor r, dann liefert unter Beachtung von

I x vy
A© =%|(l’z —1r)x(r, —1)| :%1 X, Y, :%[(xzy3 —X3¥2) (Y2~ Ya)X (X5 = x,)Y]
1 x; vy,
I x, vy
AY :%l(rs —r)x(r, —r)| :%1 Xy :%[(Xsyl —X,¥3) +(¥5 —y)x +(x, = x;3)y]
X3 Ys
1 x, vy,
AL =%|(r1 —1)x(r, —1)| =%1 X, Y, =%[(X1Yz —X,y)+ (¥, = ¥2)x+ (x5 = x,)y]

X y
und

€ € € 1
A = Ai ) +A(2) +Ag : :E[(XJZ =X, ¥) + (XY, —X,¥3) +(X,Y; _X3Y2)]

Ein Vergleich mit Gl. 11-4 zeigt

©
A3

(e)
_A _
A(e)

(e)
— . AZ
A(e) >

ZF; Cs

Ci G,

Gl 11-5

Gl. 11-6

weshalb diese lokalen Koordinaten auch Flichenkoordinaten genannt werden. Die drei loka-

len Koordinaten konnen in der Ebene nicht unabhédngig voneinander sein, sie geniigen der

Nebenbedingung (GI. 11-6)
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G +C,+G; =1

Gl 11-7

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir fiir die nachfolgenden Untersuchungen die
Abkiirzungen

4, =X,¥3 —X3Y, a, =X3Y¥, —X1¥3 a; =Xy, = X,¥,
b, =y, -Yy; b, =y, -y, b=y, -y, GL 11-8
C, ==X, tX, C, =—X5 +X, Cy =—X, +X,
ein. Es gilt (Beweis durch Ausrechnen)
3
> b, =0
i=1
3
3¢, =0 Gl 11-9
i=1
b,c, —b,c; =b,c, —b,c, =b,c, —b,c, =2A
Damit lassen sich die Dreieckkoordinaten auch in der Form
G = IA®© (a, +b;x+cyy)
1
&, G (a, +b,x+c,y) Gl 11-10
1
Cs TA© (a; +byx+cyy)

schreiben. Wir wollen nun die Verschiebungen innerhalb des Elementes festlegen. Der plana-
re Verschiebungsvektor

w(Xx,y) =u(x,y)e, +v(x,y)e, Gl 11-11

ordnet jedem Punkt mit den Koordinaten (x,y) die beiden Verschiebungen u(x,y) und v(x,y)
zu, fiir die wir die linearen Ansétze

u(X, Y) = kl +k2X +k3y
v(x,y) =k, +kx+kgy Gl 11-12

mit noch unbekannten Ansatzkoeffizienten k; (i = 1..6) wahlen. Diese Ansétze auf Element-
ebene erfiillen die geforderte C’-Stetigkeit.
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y:v

¥i

bE

X,U

Abb. 11-5 Dreieckelement, Knotenpunktverschiebungen u,v

Die Beziehungen GIl. 11-12 miissen selbstverstindlich auch fiir jeden Knoten des Dreieckele-

mentes gelten, also

U, I x oy k,
u, I x, vy, 0 k,
Ul I x5 vy, k_3
Vi L x, vy | ks
v, 0 1 x, y,||ks
RENEEN I x; ys] |k

Das obige Gleichungssystem ist offensichtlich in x- und y-Richtung entkoppelt. Im Folgenden

reicht es deshalb aus, das reduzierte Gleichungssystem
u, L x, vy ||k
u (=11 %, vy, |k, Gl 11-13
U, I ox; ys] Lk

zu betrachten. Die Aufldsung nach den unbekannten Koeffizienten k; (i = 1,2,3) liefert

1

k, = 2A®© [(X2Y3 —X3¥ )y + (X3, =X YU, + (XY, _X2Y1)u3]

k :m[(}ﬁ —y)u, +(y; —y)u, +(y, _Y2)u3] Gl. 11-14
1

ky :W[(Xa —X)u; + (X —X5)u, (X, _Xl)u3]

wobei 2A© =(x,y, —X,y,)+(X;y, —X,¥;)+(X,y; —X,y,) der doppelten Dreieckfliche

entspricht.
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Hinweis: Die Fliche A verschwindet u.a. dann, wenn alle drei Eckpunkte des Elementes auf
einer Geraden liegen. Bei der Vernetzung einer Scheibe ist deshalb darauf zu achten, dass
spitzwinklige Dreiecke moglichst vermieden werden, weil es sonst zu nummerischen Schwie-

rigkeiten kommen kann.

Die Losungen k, —k, erhalten wir, indem wir formal die Knotenverschiebungen u; durch v;

ersetzen. Flihren wir die Abkiirzungen Gl. 11-8 ein, dann lassen sich die Koeffizienten noch
etwas kompakter schreiben

k, = IA© (a,u; +a,u, +au;) k, = IA© (a,v, +a,v, +a,v;)

k, = IA© (byu; +b,u, +bsu;) STOA© (byv, +b,v, +b3vs) Gl 11-15
1

k, :W(Clul +c,u, +c5u;) kg ZW(QW +C,V, +65V5)

Einsetzen von Gl. 11-15 in den Verschiebungsansatz GI. 11-12 liefert

1
u(x,y) = m[(alul +a,u, +a,u;)+(bu, +b,u, +byu,)x+(cju, +c,u, + C3u3)Y]

1 Gl. 11-16
v(X,y) = W[(aﬂﬁ +a,v, +a;vy)+(bv, +b,v, +bv)x +(c,v, +¢c,v, + C3V3)Y]
und sortiert nach den Knotenverschiebungen

1
u(x,y) = m[(al +bx+c¢y)u, +(a, +b,x+c,y)u, +(a; +byx + C3Y)u3]
Gl 11-17

1
v(X,Y) :m[(al +bx+cy)v, +(a, +b,x+c,y)v, +(a; +b;x +C3Y)V3]

Eine besonders einfache Darstellung der Verschiebungsfunktionen Gl. 11-17 gelingt bei Be-
achtung von GI. 11-10

u(§,,C,,6;) =Cu; +C,u, +C,uy

Gl. 11-18
v(G,,C,,C35) =G v, +C,v, +Cyvy
Die drei linearen Interpolationsfunktionen

N. = 1
LA

(a, +bx+cy)=C; 1=123 Gl 11-19
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werden Formfunktionen genannt. Am Knoten i besitzen diese Funktionen den Wert N; = 1
an den beiden anderen Knoten jeweils den Wert Null (Abb. 11-6).

A\

Abb. 11-6 Formfunktion N;

Hinweis: Langs der Dreieckseiten sind die Verschiebungen u(x,y) und v(X,y) lineare Funktio-
nen. Damit stimmen aufgrund der Verschiebungskompatibilititen an den Knoten auch die
Verschiebungen lings gemeinsamer Elementkanten iiberein, womit die geforderte C-

Stetigkeit auch lidngs der Elementkanten gewéhrleistet ist.

Die Knotenvariablen werden im Elementknotenverschiebungsvektor zusammengestellt

z® = — Gl 11-20

Da jeder Knoten zwei Verschiebungsfreiheitsgrade besitzt, verfiigt unser Dreiknotenelement
iber insgesamt 6 FG. Die Verschiebungen innerhalb des Elementes interpolieren wir dann mit

den Formfunktionen N; wie folgt

ue =2 = Ny Na Ni |0 0 0y, =N©z© Gl 11-21
v 0 0 0 |N1 N2 N3 \2 .
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In GI. 11-21 bezeichnet

o [N, N, N[O 0 0
N™ = Gl 11-22
0 0 0[N N, N,

die Matrix der Formfunktionen.

11.2.1 Das Prinzip der virtuellen Verriickung

Den auf Elementebene formulierten Verschiebungsansatz Gl. 11-21 setzen wir nun in das
Prinzip der virtuellen Verriickung ein. Dazu notieren wir zunichst das elastische Potenzial I1

nur fir ein Element. Das vollstindige Potenzial

M= => (W -A) = Extremum Gl 11-23

e=1 e=1

der Scheibe erhalten wir dann durch Summation der Energieausdriicke iiber alle Elemente.
Das elastische Potenzial wird gebildet aus der auf das Element entfallenden Formanderungs-

energie W und der Arbeit der duleren Krifte A(®. Wir beschiftigen uns in einem ersten

Schritt mit der Berechnung der Formanderungsenergie

WO —h ”W@dA:% [[#97D e dA Gl 1124

Al®) Al®)

eines Elementes. In der obigen Gleichung bezeichnet h die konstante Scheibendicke und

8(e)T:[8 e ]: du  ov @Jr@
wo By T lE o oy oy ox Gl 11-25

die Verzerrungen, die in bekannter Weise aus dem Verschiebungsfeld berechnet werden, so-

wie der symmetrischen Materialmatrix

1 Y 0
D 0
E X Xy
DES_l_Vz v 1 0 =D, D, O Gl 11-26
_ 0 0
O 0 1 A% s
. 2
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des ebenen Spannungszustandes. Das Zweifachintegral in Gl. 11-24 ist dabei iiber das Ele-
mentgebiet A® zu erstrecken.

y

O

Abb. 11-7 Scheibenelement mit fliichenhafter Belastung p, und p,

Die Arbeit der dulleren Krifte wird gebildet aus den flichenhaft verteilten Kréften

po =| P> (%,y)
= Gl. 11-27
p,(X,y)

die positiv sind, wenn sie in Richtung der globalen Koordinaten (x,y) zeigen, sowie aus den

an den Auf3enrdndern des Elementes wirkenden linienhaft verteilten Randkraften

q© =| & (s)
q, (s) Gl. 11-28

Hinweis: Sind weitere dullere Belastungen vorhanden (z.B. Einzelkrifte), dann ist der Aus-

druck fiir die dulere Arbeit entsprechend zu ergéinzen.

Die Arbeit der du3ern Krifte aus Flachen- und Randlasten ist dann

AY = [[pO xy)uOCy)dA + 4" () u®(s)ds

A© C

Gl. 11-29

und fir das elastische Potenzial erhalten wir

n(h oT e oT o oT o
H:Z_;(E [[e9 Dgee9dA - [[p© (xy)u(xy)dA - [q© (s)u()(s)ds] GL. 11-30

A® A© C
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Wir approximieren nun auf Elementebene die Verschiebung u(x,y) durch den Néherungsan-

satz
u(x,y)
u® = [ =N©@z©® Gl 11-31
v(X,y)

womit das elastische Potenzial IT in den Ndherungswert I1 iibergeht

II->II= ( jjs(e)T g(e) dA — ij(e)T(X,y)u(e)(X,y) dA — jq(e)T(S)u(e) (S)dsj GL 11-32

A© A©

Um die Formédnderungsenergie auswerten zu konnen, bendtigen wir die Verzerrungen

XX yy Xy ox ay ay ox Gl 11-33

Dazu sind die folgenden Ableitungen der Formfunktionen zu bilden

@:%ul+aN—2uz+aN—3u3 ——(b,u, +b,u, +bu;)

ox Ox OX 0x 2A()

N 8N1 v, +—aNz v, +—6N3 v, =——(C,V, +C,V, +C;V;)

oy oy Oy oy 2A©

ou ON ON ON Ol 1134
—=—lu +—2>u, +—>u, =—(c,u, +c,u, +c,u;)

oy 0Oy oy oy 2A©

N
@:% 1+8N_2V2+5_3V3 ——(b,v, +b,v, +b,V,)
0 ox ox Ox 2A(e)

Gl. 11-34 entnehmen wir, dass sdmtliche Ableitungen, und damit auch die Verzerrungen, in-
nerhalb des Elementes konstant' sind. Unter Beachtung von GI. 11-34 lassen sich die Verzer-

rungen durch die Knotenverschiebungen ausdriicken

_ul_
lu,
€,y | b, b, b, 0 0 0
u,
€0 =le, =500 0 ¢ o oo v =B©z© Gl 11-35
Y xy ¢, ¢, ¢; b b, b,
AL
RER

"In der angelsichsischen Literatur wird ein solches Element als constant strain element (CST-Element) be-
zeichnet.
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In GI. 11-35 1st

B9=—0 0 0 ¢ ¢, c Gl. 11-36

die Matrix der Ableitungen der Formfunktionen. Beriicksichtigen wir diesen Sachverhalt in
Gl. 11-32, dann erhalten wir

1= ZH:(E J'J'(B(e) 2©)TD B® 20 dA — ”p(e)T N©zOJA _J'q(e)T N(e)Z(e)dS]

e=1 A A© C Gl. 11-37
= Extremum
Die Variation dieses Funktionals ergibt
ST = 52T (h [[BOTDB® dA 2 — [[N©Tp© dA - | N“’Tq(")ds] =0 Gl 11-38
e=1 Ale) A© C
11.2.1.1 Die Elementsteifigkeitsmatrix
Mit der symmetrischen Elementsteifigkeitsmatrix
© — ©T © dA = hB©T © —hA© B®T ©
K _h/ﬂ)B D, BYdA=hB®'D_B /ﬂ)dA_hA B®'D, B L1130
und dem Elementlastvektor der rechten Seite
© — ©Tpy(© ©Tq©
r Jj)N p dA+'C[N q©ds GL 1140
geht GI. 11-38 tiber in
31 =827 [k ¥z —r©]=0 Gl. 11-41

e=1

Wegen der Beliebigkeit von 6z

ist die obige Beziehung nur dann erfiillt, wenn fiir jedes
Element

K© 2O = p© Gl 11-42
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11-13

besteht. Die Berechnung des Matrizenproduktes B@™D (B, auf dessen Wiedergabe wir hier

verzichten wollen, liefert uns die Steifigkeitsmatrix

K© = Eh kge) + 1_Vk(ze)
4AO©(1—v?)| 2
mit
[ b2 |bb, | bb, | vbe, | vbec, | vbie, |
bl | b,b, [ vbyc, | Vb,c, | Vb,c,
© b; | vbsc, | vbsc, | vbsc,
! ct cc, | cc,
c3 C,Cs
| sym. c3
I ¢i |ec, | e | b | by b3C1_
¢ | ey | bie, | bye, | bic,
K© — c; | by | byes | bicy
’ by | bb, | bb;
b | b,b,
| sym. bl |

Gl. 11-43

Gl. 11-44

Eine andere Darstellung der Steifigkeitsmatrix erhalten wir, wenn wir in Gl. 11-26 den rechts

stechenden Ausdruck fiir die Materialmatrix verwenden und dann nach Dy, Dy, und D; sortie-

ren

k (e 0 0 Kk (e) k (e) k @T
4A O k22 k12 0 k12 kll

Zur Abkiirzung wurden in Gl. 11-45 die [ 3 x 3 ] Untermatrizen

b; bb, bb, ¢ ¢, ¢, b, b,
k{) = by bbb | ki = GRS k{y =|b,c, by,

sym. b3 sym. ¢ b,c, bsc,
eingefiihrt.

11.2.1.2 Der Elementlastvektor aus Flichenlasten

Gl. 11-45

b,c,
b,c,

byc,

Der Fliachenlastvektor p®, der z.B. aus Eigengewicht oder auch aus magnetischen Kriften

resultiert, muss innerhalb des Elementgebietes nicht konstant sein.
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Abb. 11-8 Knotenwerte bilinearer Flichenlasten

Wir beschrianken uns im Folgenden auf bilinear verteilte Flidchenlasten entsprechend Abb.
11-8. Sind die Knotenwerte der Fliachenlast bekannt, dann interpolieren wir diese Belastung

mit den gleichen Formfunktionen wie den Verschiebungszustand selbst, also

Pix Pix
Pax Pax
© o | P2 {Cl G, &[0 0 07ps | [Pubi+Ps8+psLs
P Py | [0 0 00 & &fpy| [PuGitpaGtpsG| R
Pay Pay
| Pay | | Psy
G 0] P& +05.6,8, +15,8,8;
G, 0 18,8, + 5,85 + 15,658,
J‘J’N(e)Tp(e) dA = J‘J‘ CO3 0 |:p1x€1 + P2 Cs +p3x§3i| dA = J‘J‘ pGC.>32»C.>l +5,8565 + 93,65 dA
A® Al Cl plygl +p2yC2 +p3yC->3 A plyCA +p2yC1C2 +p3y€1€3
0 ¢, PGl + P2 85 + 3, 65C5
10 &, Py GsG + P2, G560 + 05,65
Iq!r!
Mit der Integrationsvorschrift J-J. CP gl CidA =2A L) folgt dann der Element-
Ao (p+q+r+2)!

lastvektor aus Flachenlasten
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_plx_
pr
F|0]p;
N“p©@dA=A" [‘\‘ - Gl 11-47
/;..(-!.) 0 F_ ply
p2y
| Py
wobei zur Abkiirzung
| 2 1 1
F=—|1 2 1 }
12 Gl. 11-48
1 1 2

gesetzt wurde.

11.2.1.3 Der Elementlastvektor aus Randlasten

Die Randlasten einer Scheibe werden einem Elementrand zugeordnet (Abb. 11-9). Auch diese
Lasten miissen ldngs des Randes nicht konstant sein. Wir betrachten fiir die folgenden Ablei-

tungen den Rand £, = 0 mit der Lidnge ¢/ = /,. Die orientierten Randpunkte auf diesem Rand

sind die Knoten 2 und 3.

@

Abb. 11-9 Randbelastung eines Scheibenelementes, hier der Rand ; =0

Léngs dieses Randes wirken in globaler x- und y-Richtung (Abb. 11-9) die Linienlasten

Gl. 11-49

o0 _[0:E)]”
' qy(C27C3)

Mit den Knotenlasten (qi2x;qi2,y) am Knoten 2 und (qi3x;q13,y) am Knoten 3 werden auch die

Randlasten, in Anlehnung an die Verschiebungen, lings des Randes linear interpoliert
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(e) (e)
q2x d2x
(e)
q¥ =N Quisx | {Cz Cs | 0 O} Qox | _ Q124G + 913,485 GL 1150
! Qi2,y 0 0 | G G5 iy q12,y€2 + q13,yC3 .
q13,y q13,y
Der Anteil der rechten Seite aus dieser Randlast ist dann ({; = 0)
[0 ] 0] i 0
|10 qlz,xcg +13,8,C5
r (e) 2
J.N(B)que)ds _ J‘ Gy | 0 | d12xC2 T 913465 ds = .[ Q282G + 913,65 ds
) ’ 0160 _q12,yC.>2 + ql3,y€3 7 0
016G, qlz,ygg +q13,yC.!2C.>3
i 0 C3_ _qlz,yC2C3 +q13,yC§_
. . q'r! .
Die Anwendung der Integrationsregel .[ g3 Cids = ¢, ———— liefert
/1 (q+r+1)!
- 0 -
2ql2,x + q13,x
Vi <2955,
[NoTqPds =+ Ao = T Gl 11-51
C 6 0
quz,y Qi
| di2y + 2053,y |
Fiir die AuBenrdnder £, =0 bzw. £, =0 gilt dann entsprechend
_Q23,x +2q,,, | _2q31,x R EP |
0 Qs + 243,
01205, + 95, /¢ 0
J. N©@TqPds =— S T | .[ NOTqPds = > ——— Gl 11-52
7 6 gy, t+ 2q21,y ‘. 6 | 2q;,, +q3,,
0 Jsy + 2q32,y
_2q23,y Ty | L 0 i

11.2.2Die Scheibenschnittlasten

Fiir die Dimensionierung eines Tragwerkes sind nicht die Verformungen entscheidend, son-

dern vielmehr die infolge der Deformation auftretenden Spannungen. Diese planaren Span-
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nungen werden zu Resultierenden, den Scheibenschnittlasten, zusammengefasst. Mit dem

Spannungs- und Verzerrungsvektor
o' =

T _
x> OyysOy € =[g &Yyl Gl. 11-53

und der symmetrischen Materialmatrix Gl. 11-26 fiir den isothermen Fall kann das Werk-
stoffgesetz fiir den ebenen Spannungszustand in Matrizenschreibweise wie folgt notiert wer-
den
¢ =D =D Bz Gl 11-54
Die Schnittlasten selbst ergeben sich dann zu
n® =h“¢“ =hD_® =hD Bz =8z Gl 11-55

Der Vektor

Gl. 11-56

=]
Il
5 B B

heiBt Schnittkraftvektor und die Matrix

bD, b,D, bD  |¢D, ¢,D, ¢D,
bD, b,D, b,D |¢D, ¢,D, ¢D, Gl. 11-57
¢,Dg  ¢,Dg  ¢;Dqg | b,Ds  b,Dg  b,Dg

h
(e _ (e _
SO =hD B =7

wird Schnittkraftmatrix genannt. Wir haben nun alle theoretischen Vorarbeiten abgeschlos-
sen und wollen uns deshalb einem praktischen Beispiel zuwenden. Damit verbinden wir auch
den Vorteil, programmspezifische Vorgehensweisen bei der FEM besser verstehen zu kdnnen.
Als Berechnungsbeispiel wiahlen wir die in Abb. 11-10 dargestellte quadratische Kragscheibe,
fiir die sdmtliche ZustandsgroBBen (Verschiebungen, Verzerrungen, Schnittlasten) berechnet
werden sollen. Wir vernetzen das Scheibengebiet (Abb. 11-11) mit m = 4 Dreieckelementen.
Dabei entstehen n = 6 Systemknoten, von denen jeder Knoten 2 FG (uj, v;) besitzt. Die sym-
metrische Steifigkeitsmatrix des freien ungefesselten Systems hat demnach die GrofBle 12x12,

die allerdings um die Anzahl der vorgegeben Randbedingungen reduziert wird.
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g, = 10MN/m y
PV
Z © @
Z E, = 30000 MN/m’
21 h=020m X
% y =25 MN/m’
g Z v=0.2 @ ®
21
% a=1m B
7
% 9 ©
2a 2a

Abb. 11-10 Quadratische Kragscheibe

Abb. 11-11 Vernetzung

Die Geometrie des Systems wird durch die globalen Knotenkoordinaten festgelegt. Dazu wird
eine Knotendatei aufgestellt (Tabelle 1)

Knotennummer x - Koordinate [m] y - Koordinate [m]
1 0 2,00
2 0 1,00
3 0 0
4 2,00 2,00
5 2,00 1,00
n=06 2,00 0

Tabelle 1 Knotendatei

Die Zuordnung der Elementknoten zu den Systemknoten erfolgt in der Elementdatei. Damit

ist die Topologie' der Elemente in der Ebene festgelegt. Knoten- und Elementdatei werden in

kommerziellen Programmsystemen weitestgehend durch Netzgeneratoren erstellt.

Elementnummer Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3
1 2 4 1
2 2 5 4
3 3 5 2
m=4 3 6 5
Tabelle 2 Elementdatei

Die Losung der Aufgabe erfolgt in Schritten:

1. Eingabe der Systemdaten (preprocessing)

2. Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrizen und Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

3. Ermittlung der Elementlastvektoren und Aufbau des Systemlastvektors

" topo... [zu griech. topos »Ort¢ , >Stelle«, >Platz(]



11.2 Ein einfaches Dreieckelement 11-19

Einbau der Verschiebungsrandbedingungen in die Systemmatrix
Losung des linearen Gleichungssystems (z.B. mit Gaul3)

Ermittlung der Elementverzerrungen und Elementspannungen

NS e

Ausgabe der Ergebnisse (postprocessing)

Wir beginnen mit 2.) und wenden uns der Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrizen zu. Da
die Scheibe aus einheitlichem Material und konstanter Dicke h besteht, und die Elemente
(1,3) und (2,4) geometrisch gleich sind, haben wir hier nur zwei unterschiedliche Elementstei-

figkeitsmatrizen aufzustellen.

Elemente 1, 3
b, =0,00m; b, =1,0m; b, =-1,0m

A® =0,5(0b,c, —b,c,)=1,00m* = A®
¢, =—2,0m; c, =0.00m; ¢, =2,00m

[ 1,6 0] -16 0|-08] 0,8]
LO| -1,0|-04 0f 04
W _ Eh 26| 04| 08| -12 K
4A0 (1-v?) 4,0 0| —-4,0
04]-04
| sym. 4,4

0 3125 -3125|-1250 O 1250
SP=1 0 625 625 | -6250 O 6250 |=S®
-2500 O 2500 | 0 1250 -1250

Elemente 2.4

b, =-1,00m; b, =1,00m; b, = 0,00m

A® =0,5(b,c, —b,c,)=1,00m* =A@
¢, =0,00m; ¢, =-2,00m; ¢, =2,00m;

[ 1,0 -10 0 0| 04]|-04]
26| -1,6| 08| -12| 04
o _ Eh ,6|-08] 08 0 e
4AP (1-v?) 0,4 |-0,4 0
44 -40
| sym. 4,0 |

-3125 3125 0 0  —1250 1250
S@=| -625 625 0 0 —6250 6250 |=S"
0 —2500 2500 |—1250 1250 O
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Die vier Elementsteifigkeitsmatrizen k© der GroBle [6x 6] sind nun in die Systemsteifig-
keitsmatrix K der Grofle [12x12] einzubauen. Dazu ist der Zusammenhang zwischen den
Freiheitsgraden der Elementknoten und der Systemknoten zu beachten. Wéhrend im Element-
knotenverschiebungsvektor zuerst die drei u-Verschiebungen und dann die drei v-

Verschiebungen angeordnet sind, also z®" =[u;, u, u,|v, v, v,] werden in den

meisten FE-Programmen die System-Knotenverschiebungen (u,, v, ) knotenweise aufgelistet

vi=[g, v, |...|9 ¥ |..|1u V]

1

Um eine Verwechslung der Elementknotenverschiebungen mit den Systemknotenverschie-
bungen auszuschlieBen, erhalten die Systemknotenverschiebungen im Vektor v einen Quer-
strich. Die Zuordnung von Elementknoten zu Systemknoten kann mittels Zuordnungsmatrizen
A erfolgen, die wir bereits bei unserem Beispiel des ebenen Fachwerks kennen gelernt ha-
ben: z©® = A©® v —0z@ = A© §v —08z@T =§vTA®T, Die Variation des elasti-

schen Potenzials geht dann iiber in
SIT = ZﬁVT [A(e)T KOA®© y— A(e)Tr(e)]: ZﬁVT [K<e> v—R® ] —0
e=l1 e=1
mit
K®© = AOT KO A ©
R® = A©@Tr©

Fiir das Element 1 erhalten wir z.B. die folgende Zuordnungsmatrix A", die unmittelbar aus

der Elementdatei hergeleitet werden kann.

1

v,

_2
(u, " 0 0|1 00 o]0 oo o]0 0]"v,| [u,]
u, 0 0[0 0/0 0|1 o0 0|0 0| |u,| |u,
wl 4w, [L 00 0/0 00 0j0 00 0 ¥ | |5
v, 0 0/0 1[0 0[0 0/0 0[0 0| |u,| |V,
v, 0 0/0 0[0 0[0 1/0 0[0 0] |V,| |¥,
v, | 0 110 0[0 0f0 o]0 0|0 0] [u,| |¥|

_5

T,

_v6_

[6x1] [6x12] [12x1] [6x1]
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KO = AOTKMA® —

K® = APTKPA® =

kI

b

kI

B

kI,

b

k13,

ki 2,

ki

0

(=R - =

3 k3¢ Kkl 3

6 K6 *16

3 kg Kkl

B

4 Ky K4

3 kiy ¢ Kkl o

5 ks ¢ kI s

2

k21 4

2

2

b

k2, s

b

0
0

0

o o O

0

= =

k2y 4 0

s

k24 4 0

B

k25 4 0

2

k2y ¢ 0

B

k25 4 0

b

K2y 5 0

b

0 0
0 0

b

ki 4 O

b

kg 4 0

(= - =
S o o O

0 k2, 5

2

0 k25 4

2

0 k25 45

2

0 k25 ¢

0 k2, 1

b

0 k25 s

B

0 ki, 4 k13’5 0

b

0 ki, ¢ k15,6 0

)

0 kIy , kI{ 45 O

B

0 k12,4 kly 5 0

(= — =
oS o O

)

k246 k25 4

)

)

)

b b

b

0 0
0 0

(=R - =

S o o O

kzl, 5

k24 s

k23, 5
k25, 6
k22, 5

k25, 5

0
0

(= = =

S o o O

o o o O
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0 0 k333 k35 ¢ k31’3 k33 4 0 0 k35, 5 k335 0 0

b b b b b

0 0 k334 Ko Kig kg 0 0 Kyg ks 00

0 0 k3, 3 k31 ¢ K3; 1 K3, 4 0 0 k3, , k3,5 0 0

b b b b b b

0 0 k334 K3y K4 kg4 0 0 Kyy Kys5 00

K® = AOTKOA® —

0 0 k3,3 k3, ¢ k31,2 k33 4 0 0 k35, 5 k3,5 0 0

b b

0 0 k33 5 k35 ¢ k31 5 k3454 0 0 k355 k355 0 0

b b b B b b

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0 0 0 ki kiy 4 0 0 ki) 3 k) g ki, k4| 5

00 0 0 k4 4 kyy 0 0 kdg 4 k44,6 kdy 4 kdy s

b 5 b b b

K® = AOTK@OA® —

0 0 0 0 k4y 3 ki34 0 0 k45 5 k43,6 kdy 5 ki3 s

s > b b b

0 0 0 0 kg kyeg 0 0 Ky o kg ¢ kdy o kig5 ¢

b b b b b b

00 0 0 Ky, kyy 0 0 k45 5 k42,6 kdy » k45 s

b b b b b

0 0 0 0 k4 5 kiy 5 0 0 ki3 4 k45,6 k45 5 k45’5_

b b b
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Bezeichnet n die Anzahl der Systemknoten, dann haben die Zuordnungsmatrizen A® fiir un-
ser Dreieckelement die Dimension [6 X 2n]. In jeder Zeile j enthalten die A(j,k) genau eine

Eins. Sonst sind sie mit Nullen besetzt. Eine "1" an der Position (j,k) bedeutet eine Kopplung
des j-ten Elementfreiheitsgrades mit dem k-ten Systemfreiheitsgrad. Bei einer "0" besteht
keine Kopplung. Bilden wir die Matrizenprodukte A®Tk@A®©  dann erhalten wir die oben
dargestellten Teilmatrizen K (e = 1..4).

Das Aufstellen der Systemsteifigkeitsmatrizen K unter Zuhilfenahme der Zuordnungsmatri-

zen A®

ist allerdings sehr speicherplatz- und rechenintensiv. Deshalb wird in FE-
Programmen die Berechnung der Systemmatrizen mit Hilfe der A” —Matrizen so nicht vorge-
nommen. Wesentlich schneller und eleganter ist das Arbeiten mit Indexvektoren. Dazu wer-
den zundchst die Unbekannten im Systemverschiebungsvektor v in U; umbenannt und von j =

1..2n durchnumeriert

Vil g V]
“[U, UL Uy Uy | | Usy U,

vi=[g, v, |...|7

Der Index entspricht dann der Position des Freiheitsgrades im Systemverschiebungsvektor v.
Ungerade Indizes (2j-1) entsprechen den u- Verschiebungen, und gerade Indizes (2j) sind den
v- Verschiebungen zugeordnet. Zur Aufstellung der Element-Indexvektoren bendtigen wir
auch hier die Elementdatei. Die Zuordnung von 2-3 =6 Elementfreiheitsgraden zu 2-6 =12

Systemfreiheitsgraden erfolgt beispielhaft flir das Element 1

U, u, U,
u, u, U,
us (|| U,
vl %] |,
v, v, U,
v Vi LU,

Ausgehend von der entsprechenden Zeile der Elementdatei (hier der 1. Zeile)
[2 4 1]
lasst sich der Indexvektor
B 71 4 8 2]
leicht aufbauen. Die Indexberechnung ist in der Folgezeile dargestellt
[3=2-2-1 7=2-4-1 1=2-1-1 4=2-2 8=2-4 2=2.1]
Sdmtliche Informationen fiir das Element 1, die in der Zuordnungsmatrix A® enthalten sind,

sind jetzt auch Bestandteil des Element-Indexvektors.
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[3 7 1 4 8 2]
3] _kn ki, ki ko ki k16_
7 Ky ky Ky ky ks kg
1 Ky ks kg ko ki kg
— |4 k41 k4z k43 k44 k45 k46
8 ks, ks kg kg ks kg
_2_ _k61 ke ke kg kg kas_
1 2 3 4 5 6 7 8
1 Ky | ks | Ky | kg, 0 0 | ky | ks
2 kg | kg | kg | kg 0 0 |k | Kgs
3 ki kg | Ky |k 0 0 |k, | ks
—> 4 k43 k46 k4| k44 0 0 k42 k45
5 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0
7 ky | ky | ky | ky 0 0 | ky | ks
8 kg | ks | ks | kg 0 0 |k | kss

Abb. 11-12 Einordnung des Elementes 1 in die Systemsteifigkeitsmatrix, Indexvektor

[ 26| -12]-16] 04 0 0|-10| 038 0 0
-12| 44| 08|-40 0 0| 04]|-04 0 0
-16| 08| 52|-12|-16| 04 0]-12]|-20| 12

04|-40|-12| 88| 08|-40|-12 0 1.2 -0.8
0 0|-16| 08| 26 0 0 0 0|-12|-10| 04

0 0| 04|-40 0| 44 0 0] -12 0| 0.8]|-04| MN
-1.0| 04 0| -12 0 0| 26 0|-1.6| 038 0 0 [ }
08]-04]-12 0 0 0 0| 44| 04|-40 0 0
0 0-20 1.2 0|-12|-16| 04| 88| -12|-1.6| 0.8

0 0 1.2 -08|-12 0| 08|-40|-12| 88| 04|-40

0 0 0 0|-10] 038 0 0| -16| 04| 26| -12

0 0 0 0] 04|-04 0 0] 08]|-40|-12] 44

S|Io|Oo| O
Sloclioclo

K =1562.5

[12x12]

Gl. 11-58

Die symmetrische Gesamtsteifigkeitsmatrix (Gl. 11-58) erhalten wir durch Addition aller E-
lementsteifigkeitsmatrizen unter Beachtung des Vorfaktors ﬁlhz) =1562.5MN/m".
“d=v

Diese Matrix ist singuldr (det K = 0), da das System noch kinematisch ist.
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Wir kommen nun zum 3.) Schritt, dem Aufbau der Elementlastvektoren und deren Einbau in
den Systembelastungsvektor r. Die Lasten auf Elementebene setzen sich aus den Elementfla-
chenlasten und den Elementrandlasten zusammen. Wir beschiftigen uns zuerst mit der Be-
rechnung der Elementfldchenlasten. Das konstante Eigengewicht als volumenhaft verteilte
Belastung, das hier in negativer y-Richtung wirkt, wird zunichst in eine statisch dquivalente
Flachenlast umgerechnet

Piy =Dy =Ps, =Pyo =—Y h=-25-0,2=-5,0 MN/m* = konst.

Da die Elementflachen fiir alle Elemente gleich sind (A® =1m?), sind nach Gl. 11-47 auch

alle Elementflachenlastvektoren gleich

[0 ] o] [ 0 ]
0 0 0
J‘J‘N(e)Tp(e) dA :A(e)[#} 0 _ APy, |0 |0 [MN]
3 0/L|p, 3 1] |-1.667
Pyo 1| |-1.667
| Pyo | 1] | —1.667 |

Die Elementgewichtskraft pyg A® wird damit gleichmiBig (jeweils zu 1/3) auf die Element-
knoten verteilt.

Es fehlen noch die Randlasten, die in unserem Beispiel nur beim Element 1 auftreten (Abb.
11-13). Bei diesem Element ist der parallel zur globalen x-Achse liegende Rand 1 (£, =0) in
negativer y-Richtung belastet (qi2x = qizx = 0, qi2y = qi3y = -qo). Mit der Lastaufstandsldnge

¢, =2m erhalten wir unter Beachtung von GI. 11-51

0] 0] [ 0 ]
2q10 T i3 0 0
295, + 955 1| |-10.0

| dioy +2453, | 1] [-10.0]




11-26 11 Scheibenelemente

a) globale Knotennumerierung b) lokale Knotennumerierung

q, = 10MN/m q, = 10MN/m
IEIRET RN RN ENY IR

T @ ©

®

Abb. 11-13 Elementrandlasten, Element 1 am Rand 1 mit q, belastet.

Die resultierende Randlast wird also bei konstanter Linienlast jeweils zur Hélfte auf die an-
grenzenden Knoten (hier die Elementknoten 2 und 3) verteilt. Das Einsortieren der Element-
knotenlasten in den Systemlastvektor geschieht wieder vorteilhaft mittels der Indexvektoren.
Wir erhalten z.B. fiir das Element 1 den resultieren Elementlastvektor aus Fldachen- und

Randbelastung zu

0 0 0

0 0 0

o _ 0l.| 0 0
~1.667 0| | —1.667
~1.667| |-10.0| |-11.667
-1.667| [-10.0] |-11.667]

Sédmtliche Elementknotenlasten sind dann in den Systemknotenlastvektor

R" = [le Ex F6x F6y]

Ey |?2x F2y | F3y |i4x ?4y |Ex FSy |
:[F1 F, |F3 E, |F5 F, |F7 F |F9 Fo |F11 FIZ]

einzusortieren, was z.B. unter Beachtung des Indexvektors folgenden Anteil fiir das Element 1

liefert:
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les!

> >

>

lles!

<

e

<

e

~<

und mit den Werten des Beispiels

r® —

Die vollstindige rechte Seite

_?Zx_ _FS_
Ex F7
E. | _|R
E,| |F,
Ey Fg
_Ey_ _F2_
0
~11.667
0
0] ~1.667
0 0
0 — R® = 0
~1.667 0
~11.667 ~11.667
~11.667 | 0
0
0
0
ist dann
BT o
F, | |-11.667
F, 0
F, -5.0
F, 0
ro _ | Fo | _| =3.333
F, 0
F, ~13.333
F, 0
F, -5.0
F, 0
F,| | -1.667

Mit dem vollstdndigen Aufbau der rechten Seite liegt dann auch das Gleichungssystem

K-v=R

Gl. 11-59
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fiir das ungefesselte System vor. Im 4. Schritt miissen die Randbedingungen beriicksichtigt
werden. In unserem Fall sind aufgrund der Einspannung des linken Randes die Systemknoten
1,2,3 in x- und y-Richtung festzuhalten. Die diesen Knoten zugeordneten Verschiebungen
sind damit alle Null. Als Folge der Fesselungen treten nun zusétzlich unbekannte Lagerreakti-
onskréfte auf, die im Lastvektor der rechten Seite erscheinen. Um die Verschiebungsrandbe-
dingungen im Gleichungssystem zu berlicksichtigen, wird der Systemverschiebungsvektor in
zweil Anteile zerlegt, in die eingepréigten Knotenverschiebungen (Index !) und die freien Kno-

tenverschiebungen (Index F)

u,] [u,] [o u,] [U,

_1 U2 O v4 US
[ ﬁZ _ U3 _ O F _ _5 _ U9
vi=|_ " |= = vi=| 7 |=

v, U, 0 Vs U,

ﬁ3 US O ﬁ6 Ull

_v3 _ _U6 _ _O_ __6 _ _U12 _

Durch Umsortieren gehen der Knotenverschiebungsvektor v und die rechte Seite R dann {iber

in
o RET
0 R%
0 R}
0 R}
0 R}
RS 0 ~ | RR® R}
el R
US RS
U, R,
UIO RIO
Ull Rll
_U12_ _R12_
und fiir GI. 11-59 erhalten wir entsprechend
K-v=R GL. 11-60
oder
I’\(11 KIZ V_' _ R_R
st (v

Ausmultiplizieren von GI. 11-61 liefert
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K,  -v'+K, vF =RR

A A Gl. 11-62
KL, -vi+K,, - vF =RF

In der zweiten Zeile von Gl. 11-62 sind nur die freien Knotenverschiebungen unbekannt. Auf-

16sung liefert unter Beachtung von v' =0
vi =K} -[rF ~-KJ, -v’]:K';2 o’ Gl 11-63

Sind die freien Knotenverschiebungen aus GI. 11-63 berechnet worden, dann lassen sich aus

der 1. Zeile von GI. 11-62 die Lagerreaktionsgroflen ermitteln
RR =K, - v'+K,, - vf =K, - vF Gl 11-64

Fiir unser Beispiel erhalten wir mit

26| -12|-16| 04| 0| 0
~12| 44| 08[-40| o o0
. ~16| 08| 52[-12|-16| 04
K, =1562.5

04|-40|-12| 88| 0.8|-4.0
0| 0|-16| 08| 26| 0
0| 0| 04|-40| 0| 44

10| 0.8 0 0 0 0
0.4 | -04 0 0 0 0
. 0| -12]-20] 1.2 0 0
K, =1562.5

12 0| 121]-08 0 0
0 0 0| -12]-1.0| 04
0 0| -1.2 0| 0.8[-04]

2.6 0|-1.6| 08 0 0]
0| 44| 04]-40 0 0
. ~16| 04| 88| -12|-16| 08
K,, =1562.5

08| -40|-12] 88| 04]-4.0
0 0|-16| 04| 26| -12
0 0| 08|-40|-12| 44

die freien Knotenverschiebungen
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u,| [ 3.523655E-03]
V,| |-12.144921E-03
| T 0.118843E - 03 (m] L e
Vi | |-11.214196E-03 '
U, ~3.464859E - 03
Ve | [-11.403717E-03

Abb. 11-14 Verformte Lage, stark iiberhoht

Mit GI. 11-65 und GI. 11-64 lassen sich dann die Lagerreaktionsgréf3en an den Knoten 1-3

berechnen

R, | [-20.687]
R, | | 21.459
O e [MN] GL. 11-66
R,, || 12634 :
R, | | 19313
R, | | 5907

Im 6. und hier abschlieBenden Schritt werden aus den Verschiebungen die Elementverzerrun-
gen und Scheibenschnittlasten berechnet. Dazu benutzen wir die Definition der Elementver-

zerrungen
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_ul_
u,
€ b1 b2 b3 0 0 0
u
g® = Syy =B©@z0 = 0 0 0 ¢, C G4 =
2A© Vi
ny ¢, ¢ G bl b2 b3
v,
V3

Die Rechnung ergibt exemplarisch fiir das Element 1 die konstanten Verzerrungen

0
€., 0 10 -1.0 O 0 0 3523655k ~03 1.7618E —03
eV = €,y :% 0 0 0 -20 0 2. g = 0
Yy -20 0 2.0 0 10 -1.0 —-6.0725E-03
—12.144921E-03
0
und die konstanten Scheibenschnittlasten ) _
1 02 0 1.7618E - 03 11.01
n®” =he¢"” =hD " =% 02 1 0 0 =| 220 [MN/m]

0 0 04|-6.0725E-03 —15.18

Die Richtungen der Hauptldngskrifte ergeben sich aus

2n,  -2-15.18
n,-n, 11.01-220

tan 2¢, = =-3.45 —> 20, =—73.82°

Die Hauptléangskrifte sind dann

_n,+n, n,-n

Ny =—— = 3 2008 2¢, +1n,, sin2¢, = 22,41 MN/m
n,+n, n,-n, _
n, = 5 - 5 cos2¢, —n sin2¢, =-9,20MN/m

An dieser Stelle soll auf eine Besonderheit der FE-Methode hingewiesen werden, die sich auf
die Elementierung des Losungsgebietes bezieht. Hétten wir statt der Vernetzung nach Abb.
11-11 die in Abb. 11-15 rechts stehende gewihlt, dann wiren, unter Wahrung des globalen
Gleichgewichts, die Ergebnisse fiir die Knotenverschiebungen, Reaktionskréifte und die Ele-
mentspannungen anders ausgefallen. Durch die Elementierung wird offensichtlich eine Vor-
zugsrichtung des Tragverhaltens vorgegeben, der einer (allerdings ungewollten) Anisotropie
entspricht. Diesem Modellierungsfehler, der bei Dreiecken auftritt, ist besondere Aufmerk-

samkeit zu widmen. Bei Rechteckelementen tritt dieses Problem nicht auf.

Hinweis: Fiir eine in der Praxis verwertbare Berechnung miisste das Scheibengebiet feiner

elementiert werden. Das betrifft insbesondere den Bereich der Einspannung.
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11-32
Yy
D @
<
+— ®
@
©) ® x
2a
[, 3.523655E - 03]
v, | | —12.144921E-03
u 0.118843E - 03
vi=| 7= [m]
Vi | |-11.214196E-03
U, —3.464859E - 03
| Vs | [-11.403717E-03]
R, | [-20.687]
R 21.459
. IR 1.374
R® = = [MN]
R 12.634
R 19.313
Ry, | | 5.907]

y
S @
!
vy @ @
© ® x
2a
[, | 4.479884E — 03 |
V.| |-13561985E-03
T 0.037064E — 03
V| |—-11714964E -03
U, ~3581796E — 03
| V| [—11131446E-03
(R, | [-20489]
R, 16279
R,, 0978
RR = = [MN]
R, 12.858
R, 19511
|Ry, | | 10862

@ =-53,92°

Y~

Abb. 11-16 Hauptachsentransformation der Scheibenschnittlasten [MN/m]
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11.3 Quadratische Ansatzfunktionen im Dreieck

Soll die Genauigkeit der Ergebnisse gesteigert werden, dann bestehen dazu wieder zwei Mdog-

lichkeiten

1. Feinere Elementierung im Losungsgebiet
2. Wahl hoherer Ansatzfunktionen

Bevor wir uns dem Punkt 2 ndher widmen, sind zur Vorbereitung der folgenden Untersu-
chungen noch einige geometrische Vorarbeiten sinnvoll. Wir transformieren zunédchst mittels

der linearen Transformation

x(E,m) =x, +(x, =x ))&+ (X5 —x N =X, +¢;§—¢,M

Gl. 11-67
yEM) =y, +(y, —-y)E+(y; —y,n=y, -b;&+byn

unter Beachtung von GI. 11-8 das Dreieck Dy aus der allgemeine Lage in das Einheitsdreieck

Dg. Die Kanten =0 und n =0 besitzen dann jeweils die Kantenldnge 1. Durch GI. 11-67
wird jede Gerade im x-y-System wieder in eine Gerade ins & —1 — System iibergefiihrt. Den
drei Eckpunkten P;(x;,y1), Pa(X2,y2), P3(x3,y3) im (x,y) Koordinatensystem entsprechen die
Eckpunkte E (0,0), E (1,0), E (0,1) im Koordinatensystem (&, 1), wobei zu beachten ist, dafl

die drei Eckpunkte nicht auf einer Geraden liegen diirfen, da sonst die Jacobi-Matrix singuldr

wird, und eine Transformation nicht méglich ist.

P,(0,0) P,(1,0)

Abb. 11-17 Lineare Transformation

Losen wir Gl. 11-67 nach (&,m) auf, dann erhalten wir
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1 1
&06y) = o [ =y x) + 0 = x)y = D)= 5l +boxreyy]

1 1 Gl. 11-68
nx,y) = JA© [(Y1 — ¥ )X =X) + (X, _Xl)(y_}ﬁ)]:m[% +b3X+C3Y]

Das Flachenelement dA = dxdy transformiert sich mittels der Jacobi-Determinante (s.h. An-

hang) und mit Gl. 11-9

ox Oy
o el |x,—x yz—yl‘ ¢, —b, ©
J=detd = = = =2A Gl 11-69
% @ X=X Ys=Yy [7C b,
on  0n
Zu
dA = dxdy =detJ dédn =2A" d&dn Gl 11-70

Der Wert der Jacobi-Determinante entspricht damit der doppelten Dreieckfliche A und ist
bei Beachtung des Umfahrungssinnes im Gegenuhrzeigersinn immer positiv. Die partiellen

Ableitungen der Koordinatenfunktionen (&,m) sind

%_Ys_%_ b, . a_n__Yz_Y1_ b,

Ox  2A©  2A@° ox  2A©  2A©

06 X;-X, ¢ | on_X, =X, _ ¢ L1171
dy  2A©  2A@’ dy 2A©  2A0

Die partiellen Ableitungen sind konstant und héngen nur von der Geometrie des Dreiecks ab.

vollstandiger
quadratischer Ansatz

Abb. 11-18 Pascalsches Dreieck

Wir wiéhlen nun fiir das Verschiebungsfeld in x-Richtung einen vollstdndigen quadratischen
Ansatz

u(x,y) =k, +k,x +k;y+k,x* +kxy +k,y’ Gl. 11-72
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den wir dem Pascalschen Dreieck (Abb. 11-18) entnehmen. Eine vollstdndige Ansatzfunktion
eines Polynoms zweiten Grades enthilt genau 6 Terme mit einer entsprechenden Anzahl von
freien Koeffizienten. Zur eindeutigen Festlegung dieser Koeffizienten miissen genau 6 Kno-
tenwerte vorliegen. Wir ordnen deshalb den Knotenwerten die Werte der Feldfunktionen

u(x,y) und v(x,y) an den 3 Eckpunkten und den drei Mittenknoten zu.

Abb. 11-19 6-Knoten-Dreieckelement, Umfahrungssinn

Aus rechentechnischen Griinden ist es von Vorteil, dieses Dreieck in allgemeiner Lage mittels

der linearen Transformation Gl. 11-67 in ein Einheitsdreieck zu transformieren

P.(0.0) E(é,m P, (1,0)

Abb. 11-20 Transformation

Setzen wir die Transformationsbeziehungen GI. 11-67 in Gl. 11-72 ein, dann erhalten wir eine

vollstdndige quadratische Funktion in den Variablen & und n
u€mn)=o, +o,f+om+a,l’ +oEn+om’ Gl 11-73

Die 6 Koeffizienten a, (i = 1..6) werden aus den Interpolationsbedingungen der quadrati-

schen Funktion Gl. 11-73 im Einheitsdreieck ermittelt. Es muss gelten
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o, =u,
o, +a,+0, =1,

o, +0; +0 =U,

o, +0,5a, + 0,250, =u, Gl. 11-74
o, +0,5a, +0,50; + 0,250, +0,250.5 + 0,250, = u;
o, +0,5a, +0,250, =u,
Gl. 11-74 entspricht in symbolischer Schreibweise dem linearen Gleichungssystem
Aa=u Gl 11-75
mit
(1.0 0 0 0 0]
1 1.0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
120l oo
A E Z Gl 11-76
p Ll
2 2 4 4 4
1 1
1 0 — 0 0 =
L 2 4 |
und
a’ = [al a, a3 oy s a6]
u' = [ul u, u; u, U; u6] Gl 11-77

Aufgeldst nach a erhalten wir die gesuchten Koeffizienten in Abhidngigkeit von den Knoten-

verschiebungen
a=A"u GL 11-78
Die Inverse von A, also
1 0 0 0 O]
-3 -1 4 0 O
AT = -3 0 - 0 0 4
= 2 P 4 0 0 Gl 11-79
4 0 -4 4 -4
| 2 0 0 0 -4
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enthilt offensichtlich nur ganze Zahlen. Setzen wir die soeben ermittelten Koeffizienten o in
den Verschiebungsansatz Gl. 11-73 ein und sortieren nach den Knotenpunktverschiebungen,

dann erhalten wir

u(&n)=Nu, +N,u, + Nyu; + N,u, + Nyus + Nu, Gl. 11-80
In Gl. 11-80 sind N;-Ng die quadratischen Formfunktionen im Einheitsdreieck

N, (En)=(1-&—m)(1-2§-2n)

N,(En)=8§(28-1)

N;(Em)=n(2n-1)

N,(En)=4E1-E-1) Gl 11-81
N;(&,n) =4&n

Nyg(Em) =4n(1-E-n)

Die quadratischen Formfunktionen N; besitzen an den Knoten i den Wert 1 und an allen ver-
bleibenden Knoten jeweils den Wert Null (Abb. 11-21 Formfunktionen N; und Ng.

N, =(1-&-m)(1-2£-2n)
=626, -D

Abb. 11-22 Dreieckkoordinaten im Einheitsdreieck
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Im Einheitsdreieck bestehen zwischen den kartesischen Koordinaten (&, ) und den Dreieck-

koordinaten (C,,C,,C, ) besonders einfache Beziehungen, die Abb. 11-22 entnommen werden

konnen
€ =1-€-n
C,=¢ Gl 11-82
Cs=n
Damit gehen die Formfunktionen iiber in
N, =€, -1)

N, =G,(26,-1)
N, =C;(26; - 1)

Gl 11-83
N, = 4C1C2
Ns :4(;2(;3
N6 = 4€1C3

wobei in Gl. 11-83 noch £, =1-C, -, zu beachten ist. Damit hingen die Formfunktionen

nur noch von &, und &, ab. Die Elementverschiebungen u und v interpolieren wir dann ent-

sprechend GI. 11-21 wie folgt

0 — N ()5 (e)
0[N — [=N®z Gl. 11-84

Die weitere Vorgehensweise zur Herleitung der Elementmatrizen ist bekannt. Aus Gl. 11-84
werden die Verzerrungen ermittelt, die dann in das Prinzip der virtuellen Verriickungen ein-
gesetzt werden (s.h. Kap. 11.2.1). Aufgrund des quadratischen Verschiebungsansatzes sind
die Verzerrungen auf Elementebene linear verteilt. Da jeder Knoten 2 Freiheitsgrade besitzt,

ist die Elementsteifigkeitsmatrix von der Dimension [12 x12].
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Wir betrachten in einem ersten Schritt das 4-Knoten-Element nach Abb. 12-1. Die Knoten-

nummerierung P; — P4 wurde im Gegenuhrzeigersinn vorgenommen. Die Kanten des Recht-

ecks Ro mit der Breite 2a'® und der Hhe 2b™ sollen in der Ausgangslage parallel zu den glo-
balen Koordinatenachsen x und y verlaufen'.

y P, P; P,(-L1) ; LI NeR)
T [ P(x | I i
s Y) _
S o P(E.n)
v 5S
i 1 g
= =& Q
LRI I | |
- i © © E P (-1,-1) P,(1,-1)
< a >« a N
X
XS
X =X¢t+ a® E——

Abb. 12-1 Lineare Transformation

Es sind wieder geometrische Vorarbeiten zu leisten. Zur Vereinfachung der folgenden Unter-
suchungen transformieren wir das Rechteck Ry mittels der Transformation

x(&)=x4 +a® g} dx =a'dg

e e Gl 12-1
y(m) =ys+b“'n dy =b'"dn

" was selbstverstindlich fiir kommerzielle FE-Programme eine starke Einschréinkung bedeutet
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in das Grundquadrat Qg. Die dimensionslosen Koordinaten

_ X~ X5, _ Y~ Ys
E=—% " n= e Gl 122

variieren dann im Bereich zwischen —1< & n <1 womit das Grundquadrat die dimensionslo-

se Kantenldnge "2" besitzt. Die Jacobi-Determinante

ox oy
o gl _[a 0 ©n© _ 1 4@

J=detJ = = =a"b" =—A -
% @ O b(e) 4 Gl. 12 3
on  0n

entspricht einem Viertel der Rechteckfliche A©. Mit Gl. 12-1 transformiert sich das Flichen-

element

dA = dxdy =a"de b“dn = %A(e’d&dn = detJ d&dn Gl 124

Abb. 12-2 Pascalsches Dreieck, bilinearer Ansatz mit 4 freien Konstanten

Es stellt sich an dieser Stelle wieder die Frage nach geeigneten Ansatzfunktionen fiir die Zu-
standsgroflen u und v. Jeder Knoten besitzt bei Scheibenproblemen mit den Knotenverschie-
bungen u und v genau zwei Freiheitsgrade, bei 4 Knoten sind das auf Elementebene insge-
samt 8 Freiheitsgrade. In einem Polynomansatz fiir eine der Verschiebungskomponenten
miissten deshalb 4 Freiwerte vorhanden sein. Ein Blick auf das Pascalsche Dreieck zeigt je-
doch, dass ein vollsténdiger linearer Ansatz nur drei und ein vollstdndig quadratischer Ansatz
bereits 6 Freiwerte besitzt. Um auf die erforderlichen vier Koeffizienten zu kommen, wihlen
wir deshalb im Grundquadrat Qg fiir die Verschiebungsfelder u und v die identischen bilinea-

ren Ansitze

u@n)=a, +a,f+a;mn+a,én
v(En) =P, +B,E+Bm+B,EN

Gl. 12-5
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Diese Ansitze enthalten lediglich den vollstindigen linearen Ansatz mit dem gemischten Zu-
satzterm &n. Langs der Koordinatenlinien &,m = konst. verlaufen die Verschiebungen linear,
womit C’-Stetigkeit lings der Rinder gesichert ist.

Wir beschiftigen uns im Folgenden nur mit der Verschiebung u(&,n). Fiir das Verschiebungs-
feld v(&,m) gelten identische Ergebnisse. Die 4 Koeffizienten o, (i = 1..4) werden aus den
Interpolationsbedingungen der bilinearen Funktion Gl. 12-5 im Grundquadrat ermittelt. Fiir
die vier Eckpunkte muss gelten

o, —0, —0;+0, =U,

o, +0o,—0,;—0, =U,

o, +0,+0,+0, =u, Gl 12-6
o,—0,+0,—0, =u,
Gl. 12-6 entspricht in symbolischer Schreibweise dem linearen Gleichungssystem
Ao =u Gl 12-7
mit
I -1 -1 1
A Gl 12-8
I 1 1 1 )
I -1 1 -1
und
o = [al Q, O 0L4]
u'=u, u, uyou] o1

Aufgeldst nach a erhalten wir die gesuchten Koeffizienten in Abhidngigkeit von den Knoten-

verschiebungen
a=A"u Gl 12-10
mit der Inverse
1 1 1 1
P Gl 12-11
41-1 -1 1 1 ’
1 -1 1 -1

Setzen wir die Koeffizienten o, in den Verschiebungsansatz Gl. 12-5 ein und sortieren nach

den Knotenpunktverschiebungen, dann erhalten wir die Darstellung

u(&m) =N, (Enu, + N, (Enu, + N, (En)u; + N, (En)u, Gl. 12-12
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In GI. 12-12 sind N;-N4 die bilinearen Formfunktionen im Grundquadrat
1
N, (En) = Z(l -&(1-n)
1
N,(En) = Z(l +&)(1-n)
1 Gl 12-13
N,;(En) = Z(l +8)(1+mn)
1
N,(En) = Z(l —&)(1+m)

Hinweis: Die obigen Formfunktionen lassen sich als Produkte der Lagrangeschen' Interpola-

tionspolynome 1. Grades in & bzw. 1 darstellen (s.h. Anhang).

Abb. 12-3 Formfunktion Ny(&,n)

Die Formfunktionen N; besitzen an den Knoten i jeweils den Wert 1, an den iibrigen Knoten
verschwinden sie (Abb. 12-3). Innerhalb des Elementes werden die Verschiebungen dann wie
folgt interpoliert

o [WE&W] [N, N, Ny, N,JO 0 0 0 Ju, o
u® = - — |=N©z© Gl 12-14
vEem] [0 0 0 0[N, N, N, N,|v, :

Die Matrix N®© der Formfunktionen kénnen wir noch etwas kompakter schreiben, wenn wir

mit

! Joseph Louis de, eigtl. Giuseppe Ludovico Lagrangia, frz. Mathematiker und Physiker italien. Herkunft, 1736-
1813
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fO EN =[N En N, EN) Ny (En) NE) Gl 1215

den Vektor der Formfunktionen einfiihren. Dann erhalten wir

| AT ©T
0 f Gl. 12-16
%/—/

12.1 Die Elementsteifigkeitsmatrix

Um die Forméinderungsenergie berechnen zu kdnnen, bendtigen wir die Verzerrungen

s(e”:[a €,y Y ]= v @+@ Gl 12-17
XX yy Xy aX ay ay aX . -
Mit den Differenziationsregeln
d4_14d4 4 14
dx a®de’ dy b dn Gl 12-18
erhalten wir folgende Ableitungen
SN =h
= leui = Nl ul
i=1 a5 :
3 1
= leyui = b(e) ; 1nu1
Gl 12-19

Il
M-
z
<

I

o N
g
z
<

Il
—_

1
M-
Z
<

1l

SR
M
Z
2,

22 22 22 (2

Hinweis: Die in den obigen Gleichungen mit einem Komma abgetrennten Indizes & oder m

bedeuten hier die partiellen Ableitungen nach einer der Variablen.

Unter Beachtung von Gl. 12-19 lassen sich die Verzerrungen durch die Knotenverschiebun-

gen ausdriicken.
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Lgor, [or
€ a® '
© T L por © © z(©
g9 =g =10 (e)f al1z®=B9z
. 1 bl Gl 1220
XY for fO',
| b© 1 q@ =
[3x8]
mit
-(1-n) 1-n I+n -(1+n) 0 0 0
BY=—| 0 0 0 0 —a91-8 -a91+8) a®1+E) a?(1-§)
ra¥1-8 —a¥148) a91+E) oV~ —(1-m) I-n —(I+mn)
Gl. 12-21
: al® :
sowie (@ = und damit
b©
A(e) h 1 1
k© = h”B‘e)TDESB(e’ dA=—— j IB(e’TDEsB‘e’didﬂ Gl 12-22
Al®) 4 n=—1&=-1
Beachten wir die Materialmatrix des ebenen Spannungszustandes
1 \Y% 0
D 0
E X Xy
Dy = el 1 0 =D, D, O Gl 12-23
1- 0 0 D,
o o —Y
L 2 |
dann ist der Integrand in Gl. 12-22
1
FO FOT, 0
a(e) ’ ’
D
0 ‘ aOf© fOT
0 | f@© fOT
@7 © — i il
BO'Dy B =51+ Dy | ¢ o | 0 Gl 12-24
a(e)f(e)’nf(e)T’n‘ £© fOT,
+D, 1
_ FOfOT ‘ - FO FOT,

mit A©® =4a©@b© . Im Integranden Gl. 12-24 treten nur Funktionen auf, deren Variablen
getrennt sind. Damit zerfillt das Zweifachintegral in das Produkt zweier Einfachintegrale. Das

Auswerten der Integrale liefert nach Gl. 12-22 die Elementsteifigkeitsmatrix
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1
I oo L 0 P e
Hk = Dx + ny ©T | + Ds 1 Gl 12-25
0 ‘ a©Kk© ki, 0 K© ‘ K©
2 12 0@ n

Die symmetrische Steifigkeitsmatrix hat die Dimension [ 8 x 8 ]. Zur Abkiirzung wurden in GI.
12-25 die [ 4 x 4 ] Untermatrizen

2 -2 -1 1 2 1 -1 =2 I 1 -1 -1
k(e):l -2 2 1 -1 ©o_1 1 2 -2 -1 k(e):l -1 -1 1 1
11 22 12
6| -1 1 2 =2 6| -1 -2 2 1 41-1 -1 1 1
1 -1 -2 2 -2 -1 1 2 I 1 -1 -1
eingefiihrt.

Die Arbeit der duBBeren Krifte wird gebildet aus fldchenhaft verteilten Kriften

p® P (X,y)
= Gl. 12-26
p,(X,y)

die positiv sind, wenn sie in Richtung der globalen Koordinaten zeigen, sowie an den Auflen-

randern des Elementes wirkende linienhaft verteilte Randkrafte

q© = q,(s)
q, (s) Gl. 12-27

Wirken auf die Konstruktion zusitzlich Einzellasten, dann sind diese statisch dquivalent unter

Berticksichtigung der Ansatzfunktionen auf die Knoten zu verteilen.

12.2 Der Elementvektor aus Flachenlasten

Die Elementfldchenlasten interpolieren wir mit den gleichen Formfunktionen wie den Ver-

schiebungszustand selbst, also
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o _ | Px(Y) :N(e>—<e)=F\I1 T et o Gl 12-28
py(XaY) 0 0 0 0 [N, N, Ny N,Jpy .

Abb. 12-4 Knotenwerte bilinearer Flichenlasten

Die Werte pyi bzw. pyi sind die Eckwerte der Flichenlasten py(X,y) und py(x,y) an den Knoten
1=1 .. 4, die mittels der Interpolationsfunktionen N; bilinear im Gebiet des Elementes inter-
poliert werden (Abb. 12-4). Der Elementlastvektor aus Flidchenlasten ist dann

pxl
px2
px3

L|0|p.y
N(e)Tp(e) dA =A® —\— X Gl. 12-29
1;[-!; 0 L pyl

wobei zur Abkiirzung die symmetrische Matrix

4 21 2

112 4 2 1
:% 1 2 4 2 Gl. 12-30

21 2 4
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eingeflihrt wurde. Im Falle des Eigengewichtes ist z.B. mit p,; =p, =—y;h (i = 1..4) nur eine

konstante Flichenlast py in negativer y-Richtung vorhanden (h: Scheibendicke). Auf jeden

Knoten entfillt dann

P, 1 4 2 1 2|1 1

1 A©[2 4 2 1|1 A© |1
[[N©Tp©dA = AL Pzl paer| =Rl =B Gl 12-31
3 P,s 1 36 |1 2 4 2|1 4 |1

1 2 1 2 4|1 1

py4

ein Viertel der gesamten Flichenlast, was auch sofort einleuchtet.

12.3 Der Elementvektor aus Randlasten

Wirken auf das Rechteckelement duere Randlasten, dann sind diese Lasten eindeutig einem
Rand zuzuordnen. Zur Beschreibung der Topologie eines Rechteckelementes ist neben der
Zuordnung der Knoten zu einem Viereck zusitzlich die Zuordnung von Knoten zu einem

Rand in einer Randdatei erforderlich.

Rand Anfangsknoten Endknoten
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 1

Tabelle 12-1 Zuordnung der Knoten zu den Réindern

Die Reihenfolge der Randnummerierung R; (i = 1..4) erfolgt vereinbarungsgeméill gegen den

Uhrzeigersinn. Die Wahl des ersten Randes ist beliebig und wird hier bei n = -1 vorgenom-

men.

(RS Ft T E
n
s
e
1

P, P

S

O X

Abb. 12-5 Bezeichnung der Rinder
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In Tabelle 12-1 ist mit der Wahl des Anfangs- u. Endknotens die Orientierung des Randes
festgelegt. Langs eines Randes i (i = 1..4) wirken in globaler x- und y- Richtung die Linien-

lasten q©.

Aza.y I_T\| CEERY
Qa4x m S EER

P, n=1 P,
ﬂl—
S
g
P, P,

Abb. 12-6 Linear verteilte Randbelastung am Rand R3 (n=1)

Am Rand R3 (n =1) ist das z.B. die Randlast

©
€ _ q3x (&7“ = 1) GL 12-32
P layEn=D '
Mit den Knotenlasten (qs3x; q33,y) am Knoten 3 und (qs4,x; q34y) am Knoten 4 werden auch die
Randlasten, in Anlehnung an die Verschiebungen, lings des Randes linear interpoliert. Am

Rand R3 (n =1) verbleiben vom Satz der Formfunktionen mit N, = N, =0 nur

1
Ny =2(1+8)
1 Gl. 12-33
N, = 5(1 )
und die Interpolationsvorschrift liefert
©
q33,x
©
© {N3 N, | 0 0 } Q34 1 (1+E.>)q33,x +(1_&)q34,x
q;" = == Gl. 12-34
0 0[N, N,Jau, | 2[1+8ay, +(1-8)ds,

S EVRY

Der Elementvektor aus Randlasten ist dann mit ds = —d&
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0 0
0 0
N;| O
g=-1 B ©
J'N(e)Tq(se)dS — @ .[ N, | O l (I+ g)q33,x +(1 @%49{ de
C =1 0 0 (2 (1 + ‘i)%s,y + (1 - ‘i)q34,y
2
0 0
0 | N,
L 0 N4_
Die Integration liefert
0 _
0

2q33,x + Q4%

(© +2q
©T ;! 33« 34,x
[N©Tqds = Gl 12-35
C 3 0

0

2Q33,y nal* BV
| A3y T 2q3,, )

Im Falle konstanter Linienlasten q,;, =q3,, =q3, und qs;, =qs,, =5, entfallen auf die

betreffenden Knoten mit

@T () 3o — ,(©)
[NO'qPds =a® 0 Gl 12-36
C

930,y

| D30,y |

jeweils die Hilfte (Randlinge des Randes 3 ist 2a‘®) der resultierenden Linienlast. Entspre-

chende Ausdriicke lassen sich fiir die verbleibenden Réander herleiten.

12.4 Die Scheibenschnittlasten

Die Schnittlasten selbst ergeben sich wie beim Dreieckelement zu

n® =h®e® = hDEss(e) — hDESB(e)Z(e) =S©z© Gl 12-37



12-12 12 Ein einfaches Rechteckelement fiir die Scheibe

mit der nun von den lokalen Koordinaten & und n abhéngigen Schnittkraftmatrix

S(e) —
-D,(1-m) D, (1-m) D, (I+n) -D,(1+n1) -D,a®(1-§ -Dya?1+§) D a(1+E) D, a®(1-8)
—|-Dy,(0-m) D, ,d-m D, (+n) =D (l+n) -Da?(1-§ -Da“(1+§ D,a?(1+§) D,a®(1-§)
-Dga'”(1-§) -Dga?(1+§) Dsa®(1+&) Dga?(1-&) -Dg(1-m) Dg(1-m) Ds(1+m) —Dg(1+m)

Die Auswertung der Schnittlastmatrix in Elementmitte (§ = n = 0) ergibt

N -D, D, D, -D, -D o -D_a“ D a® D a"
S(e)(fzzo’n:O):E —ny ny ny _ny —DXOL(e) _Dxa(e) Dxa(e) Dxa(e)
-Da® -Dya D Dga® -Dg D, Dy - Dy

Beispiel 12-1:
Wir erldutern die weitere Vorgehensweise am Beispiel der Stahlbetonscheibe nach Abb. 12-7.
Die Scheibe hat die einheitliche Dicke h =10cm. Sie ist links eingespannt (Kragscheibe). Die

Belastung besteht aus dem Eigengewicht (y =2,5 MN/m’) und einer konstanten Linienlast
q, = IMN/m am oberen Rand. Das Eigengewicht und die Randlasten wirken in negativer y-

Richtung.
d,=1 MN/m

IR a NNy

E = 30000 MN/m’
h=0,10m
v=0,2

y=2,5 MN/m’

e—— 2,00m —

A4

< 5,00 m

Abb. 12-7 Stahlbetonscheibe

Um bei der folgenden Handrechnung mit ertrdglichem Rechenaufwand auszukommen, ele-
mentieren wir die Scheibe entsprechend Abb. 12-8 lediglich durch zwei identische Rechteck-
elemente. Die Elementsteifigkeitsmatrix und die Elementlastvektoren miissen dann jeweils

nur fir ein Element berechnet werden.



12.4 Die Scheibenschnittlasten

12-13

by

®

o)

«— 250m ——»f«— 250m —>

Abb. 12-8 Elementierung der Scheibe, 2 gleiche Rechteckelemente, globale Knotennummerierung

Knotennummer x-Koordinate [m] y-Koordinate [m]
1 0,0 2,0
2 0,0 0,0
3 2.5 2,0
4 2.5 0,0
5 5,0 2,0
6 5,0 0,0
Tabelle 12-2 Knotendatei
Elementnummer Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3 Knoten 4
1 2 4 3 1
2 4 6 5 3

Tabelle 12-3 Elementdatei

Elementsteifigkeitsmatrizen

Fiir den ebenen Spannungszustand ist nach G1. 12-23 (E = 30000 MN/m?,v =0,2)

1

E
D, = P v
0

AY

1

0

0

0 p—

I-v
2

31250 6250 0
6250 31250 0

0 0 12500

[MN/m*]=|D,,

D, =31250MN/m*; D, =6250MN/m?*; Dg =12500MN/m’

a” =a® =125m; b® =b® =1,00m; 0" = a

o _ 125m
1,00m

-1,

25

Mit GI. 12-25 folgen die symmetrischen Elementsteifigkeitsmatrizen

D

X

0

D, 0
D, 0
D

0

S
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[1354,17 | -572,92 | -677,084 | -104,17 | 468,75 | 156,25 | -468,75 | 156,25 |

135417 | -104,17 | 677,08 | 156,25 | -468,75 | -156,25 | 468,75

1354,17 | -572,92 | -468,75 | 156,25 | 468,75 | -156,25

O _ @ 1354,17 | -156,25 | 46875 | 15625 | -468,75
163541 317,71 | -817,71 | -113541

163541 | 113541 | -817,71

163541 | 317,71

| sym. 163541

Die Elementlastvektoren fiir die konstante Flichenlast infolge Eigengewicht in y-Richtung

ermitteln wir nach Gl. 12-31 unter Beachtung von p, = —yh =-0,25 MN/m’ zu

0 0 0
0 0 0
0 0 0
J‘J‘N(e)rp(e) dA :A(e{H{} O AP, [0 _ 0 [MN]
3 P 4 1] |-03125
Py 1| |[-03125
Py 1| |-03125
Pyo 1] |-03125]

Auch die Linienlast hat nur Anteile in (negativer) y-Richtung. Mit qop = -1 MN/m am oberen
Rand entfdllt mit Gl. 12-36 auf die Elementknoten 3 und 4 in y-Richtung der Anteil

= —q,a®
0

jN‘e)que)ds —3®©

C

OO‘OOOO

~125
~1,25

930,y

— — O OO O O O

| D30,y |

Die Transformation der lokalen Elementknotenverschiebungen in globale Systemknotenver-

schiebungen erfolgt mittels der Zuordnungsmatrizen A"
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12-15

1

r.. M

Slololocliolo

<
=Nl el i =2 E=A =]

r 7@

il =N K= K=l Nl el el )
S|Io|o ||| ||~
(=N =l el i =l = k=0 k=]

=Rl el el el k= E=1 )

=l el el el e i k=2 k=]

=l el el ol e = Ll K]

(=N RN N R =1 R K N N)
=l Fel el ol el k=2 =1 N

=l Fel el ol Re R k=2 =] N
=l Fel el ol el k=2 =] N

<
=l el el e =Rk =1 K=l R

(=N Fell el el k=N RN Ko R
S|Io|IC|Oo|IC oo |O
=l el el e E=A =1 K= R

(=N el el ke il =A k=2 k=]
el = K=l RN K= K R N

S|o|o ||| |o|~

SOOI |O|Oo ||
S|Io|IC|o|Io |~ |Oo|O

(=N N Bl Rl el el e N an]
=l el el e k=R =1 N R=]
Slol—Iocloloclolo

0]

=

)=

=AWy

=A%y

Die Systemsteifigkeitsmatrix K =K® + K® = AVTKO®AD 1 APTKPA® st von der Gro-

Benordnung [12 x 12]. Der Einbau der Elementsteifigkeitsmatrizen in die Systemsteifigkeits-

matrix erfolgt mittels der Zuordnungsmatrizen A"’ und A®. Das Ergebnis ist

(135417 -468.75
1635.42

sym.

-104.17
156.25
135417

-156.25
-1135.42
468.75
1635.42

-57292
-156.25
-677.08
-468.75
270834

156.25
317.71
-468.75
-817.71
0
327084

-677.08
468.75
-57292
156.25
-20833
0
270834

468.75
-817.708
-156.250
317.708

0
-2270.84
0
327084

0

0

0

0
-572.92
-156.25
-677.08

-468.75
135417

0

0

0

0
156.25
317.71
-468.75
-817.71

468.75
1635.42

0

0

0

0
-677.08
468.75
-57292
156.25
-104.17

-156.25
135417

0
0
0
0
468.75
-817.71
-156.25
31771
156.25
-1135.42

-468.75
163542 |

Im Folgenden werden fiir die Flachenlasten und die Randlasten die Elementlastvektoren zu-

sammengestellt.
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-3125

-3125

-3125

-3125

S o O

S O o O

0
-3125
0
-3125
0
-3125
0

0
-3125
0
-3125
0
-6250
0
-6250
0
-3125
0

3125

|-3125|

Systemlastvektor aus Flichenlasten (Eigengewicht)

o] [T o] [ o]
1,25 0 1,25
0 0 0
0 0 0
0 0 0
125] |-1,25] [-2,50
Ro=| 7 o7 l= o | N
0 0 0
0 0 0
0 1,25 |-125
0 0 0
oo | [o]

Systemlastvektor aus Randlasten

Resultierender Systemlastvektor ergibt sich durch Summation aus dem Eigengewichtsanteil

und der Linienlast zu

R=R, +R, =

0
15625
0
-3125
0
-31250
0
-6250
0
15625
0
| -3125 |

[MN]

Mit der vollstindigen rechten Seite und der Systemsteifigkeitsmatrix liegt dann das Glei-

chungssystem K-v =R vor, allerdings sind noch die Randbedingungen an den Knoten 1 und

2 zu beriicksichtigen. Wir verzichten in diesem Beispiel auf den Einbau der Randbedingungen

und geben sofort die Losung an:

oS o O

0
870303e-2
-166425e-1

-860193e-2
-162382e-1

105220e-1
-422615e-1
-102434e-1
-419559%-1
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®

Abb. 12-9 Beispiel 12-1, Verformte Struktur

Die Auflagerreaktionskréfte errechnen sich zu

R, ] [-0.9374%+1

. Ry 0.41613¢+1
R = - [MN]

R,, 0.93750¢ +1

R,, 0.33387¢+1

Um die Ergebnisse der Vertikalverschiebung hinsichtlich der Grof3enordnung zu tiberpriifen,
bietet sich eine Vergleichsrechnung nach der Balkentheorie an. Das fiir die Giiltigkeit dieser
Theorie erforderliche Verhiltnis von Balkenhdhe h zu Balkenldnge ¢ von h/¢ <1/10 wird
hier jedoch nicht erreicht. Um die Losung fiir den querbelasteten Tréger nutzen zu kénnen,
wird die Last aus Eigengewicht in eine statisch dquivalente Linienlast umgerechnet. Wir er-
halten q,=7" h-2,0=2,5-0,1-2,0=0,5 MN/m und damit in der Summe

q=4q, +q, =15 MN/m. Das Flachentragheitsmoment ist I = 0,1 2° /12 =0,0667 m* . Fiir

gt 15-5*
8EI,,  8-30000-0,0667

den eingespannten Balken gilt: w =0,05856 m, eine Losung,

die in der Umgebung der Vertikalverschiebungen der Knoten 5 und 6 nach der Scheibentheo-
rie liegt. Allerdings wurde in unserem Beispiel aus rechentechnischen Griinden die Scheibe
mit nur zwei Elementen recht grob elementiert.

Wir wollen uns noch etwas niher mit dem Losungsverhalten des Rechteckelementes beschéaf-

tigen. Dazu ermitteln wir aus Gl. 12-19 die Dehnungen

€. :% = 431(6) [—(1—1])u1 +(1—n)u2 +(1—|—n)u3 —(1+n)u4]
= o = gy el =8, w2 li-2)v]
und die Gleitung
ou oOv 1
Y xy 25"‘&: 15O [_(l_é)ul —(l—i—é’;)uz +(l+é’;)u3 +(l—?;)u4]+
1

42 [_ (1 B n)Vl + (1 B T])VZ + (1 + n)Vz» - (1 + n)V4]
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die offensichtlich lineare Funktionen in & bzw. n sind. Die Dehnung &y ist in x-Richtung

konstant und in y-Richtung linear verdnderlich. Analoges gilt fiir die Dehnung &y.

- Zb(e) |

-

Abb. 12-10 Verschiebungszustand u; = 1

Zum Beispiel erhalten wir fiir den speziellen Verschiebungszustand nach Abb. 12-10 mit
u, =1 [LE]:

ugm) =Nyu, = i(l FE1+m); e, = —

220 (1+m); e, =057y, =

yrer

Hinweis: Scheibenelemente mit einem bilinearen Verschiebungsansatz zeigen in beiden Rich-
tungen Unstetigkeiten in den Dehnungen und Gleitungen und damit auch im Schnittkraftver-

lauf. Um hier zu einer akzeptablen Losung zu kommen, ist eine feine Elementierung unab-

dingbar. Um in beiden Richtungen linear verénderliche Schnittkraftverldufe zu erhalten, ist
ein vollstdndiger quadratischer Verschiebungsansatz erforderlich.

Abb. 12-11 Unstetigkeiten in der Schnittlast n,, bei einem bilinearen Verschiebungsansatz
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A Nummerische Integration

A f(x) /A
A 4 A \ANK_MK
a) I
) f(xy) 8 Stiitzstellen

j :
| v v v v v v r

-1 0 1 1

—> AZ; «—
Af ,
3 )y

b)

f(x,) f(x,) f(x5) f(x,) 4 Stiitzstellen

Y Y O l A 4

1 | 1
0,33998

<

A Y]

A
Y
\4

0,86113

Abb. A-1 Exakte Integration eines Polynoms 7. Grades nach a) Newton-Cotes, b) Gaul}

Bei der Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementlastvektors fiir Stabtrag-
werke muBlten Einfachintegrale gelost werden. Die Integration erstreckte sich dabei in beiden
Fillen tiber die Elementldange /© . Die dort auftretenden Integrale konnen jedoch schon recht
kompliziert werden, insbesondere bei Elementen mit hoherwertigen Ansdtzen. In der FE-
Methode werden deshalb die Integrationen nahezu ausnahmslos nummerisch durchgefiihrt.
Um die Rechenzeiten gering zu halten, sind schnelle Integrationsalgorithmen erforderlich. Die
bekanntesten Verfahren zur nummerischen Integration sind das Gaufische Integrationsver-
fahren und die Newton-Cotes-Quadratur, wobei sich das Gaufische Integrationsverfahren
bei FE-Anwendungen durchgesetzt hat. Ohne auf die Herleitung des Verfahrens ndher einzu-
gehen, wird hier nur die GauB3-Quadraturformel angegeben. Die Aufgabe besteht darin, das

bestimmte Integral



b
I= J.f(t)dt Gl A-1
nummerisch auszuwerten. In einem ersten Schritt wird durch die lineare Transformation
1
t:E[(b—a)eraer] te[-1,1] GL A2

das Intervall t €[a,b] auf das normierte Intervall x €[—1, 1] transformiert. Gl. A-1 geht dann

uber in

b 1
I:jf(t)dt:b;ajf[b;ax+a;bjdx Gl A-3
a _l

Da in einer nummerischen Integrationsformel nur endlich viele Funktionswerte vorkommen

sollen, hat die nummerische Integrationsformel die Darstellung

b
I:J.f(t)dt:Qn+Rn Gl A-4
In der Quadraturformel
b—ag b-a a+b b—ag )
Q,= Dowi f X+ = > w f(t;) (i=1.n) Gl A-5
A 2 2 2 S
mit
b-a a+b .
t. = X. + 1i=1.n -
TN T ( ) Gl A-6

sind zunéchst die Stiitzstellen x; und Gewichte w; unbekannt, die so gewéhlt werden, dass
das Restglied R, moglichst klein wird. Die Stiitzstellen x; konnen aus den i-ten Nullstellen
der Legendre'-Polynome P,(x) ermittelt werden, die auch einfache Kugelfunktionen genannt
werden. Unter Beachtung von Py = 1 und P; = x lassen sich die Kugelfunktionen P, rekursiv’
aus

(n+1P,,, +nP,_, =(2n+1)xP, GL A-7

n+l

berechnen. Fiir n = 1 erhalten wir z.B.:

' Adrien-Marie Legendre, franz. Mathematiker, 1742-1833
% spitl. >zuriicklaufenc
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1 3 1
2P, +P, =3xP, — P, =E(3XP1 —P0)=5x2 -3

Die Nullstellen von P, =%x2 —% sind x, = —é 3 und x, =§\/§

N\
\\ /]
TN/ NP
./

RIFAN NN
ol

-1
-1 08  -06 04 02 0 0.2 0.4 06 0.8 1

<
A
/

Abb. A-2 Legendresche Kugelfunktionen P,(x)

Es kann gezeigt werden, dass sdmtliche Nullstellen reell sind und im Intervall —1<x <1 lie-
gen. An der Stelle x = 1 haben alle Kugelfunktionen den Wert 1.

’
n P, Pn Nullstellen Gewichte w; Restglied R,
2,
1 X 1 x;=0 2 Ef(x)
L
Xl——g 3 W1=1
2 Lix2 1) 3x 1 v
2 1 135
Xz_ —‘\/5 W2:1
3
1
X, =15 W=
5 9
1/ 3 15 , 3 8 L v
3 —(5x° -3 —x?-= = =2 —fV(x
2(X x) 2 o Xy =0 W2=3 57507 ™
5 9

Tabelle A-1 Geschlossene Losungen fiir die Stiitzstellen und Gewichte der Gau3-Quadratur

In der FE-Methode werden diese Nullstellen als Gaul-Punkte bezeichnet. Die gro3e Bedeu-
tung der Gaufischen Quadraturformel fiir die FE-Methode liegt in der Tatsache begriindet,
dass sie mit kleinster Anzahl von Stiitzstellen hochste Genauigkeit erzielt. So wird bei Ver-

wendung von n Stiitzstellen noch ein Polynom vom Grade 2n-1 exakt integriert. Um z.B. ein



A-5

Polynom 7. Grades exakt zu integrieren, werden bei Verwendung der Newton-Cotes-Formel
acht und bei GauB lediglich vier Stiitzstellen bendtigt. Das reduziert bei einer grolen Anzahl
von finiten Elementen die Rechenzeit erheblich. Die Gewichte w; ergeben sich aus der Be-
rechnungsvorschrift

2

W= 2 2
(1=x7) [P, (x)]

Gl A-8

In Tabelle A-2 sind die Stiitzstellen x; und die zugehorigen Gewichte w; bis n = 8 angegeben.

Tx; n Wi
n=1
0 2.00000 00000 00000
n=2
0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000
n=3
0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889
n=4
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
n=>5
0.00000 00000 00000 0.56888 38888 88889
0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189
n==6
0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691
0.66120 93864 66256 0.36076 15730 48139
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170
n=7
0.00000 00000 00000 0.41795 91836 73469
0.40584 51513 77397 0.38183 00505 05119
0.74153 11855 99394 0.27970 53914 89277
0.94910 79123 42759 0.12948 49661 68870
n=3_8

0.18343 46424 95650
0.52553 24099 16329
0.79666 64774 13627
0.96028 98564 97536

0.36268 37833 78362
0.31370 66458 77887
0.22238 10344 53374
0.10122 85362 90376

Tabelle A-2 Stiitzstellen x; und Gewichtsfaktoren w; fiir die Gauf3-Integration (n = 1 bis 8)
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Beispiel A-1

Um den hohen Genauigkeitsgrad der Gaufischen Quadraturformel zu dokumentieren, soll das
t=1

Integral 1= J‘e*t sinmit dt mit 15-stelligen Werten fiir die Stiitzstellen und Gewichte berech-
t=0

net werden. Die exakte Losung ist:

1= 4T 4 395352015106460.
(1+m)e

Die transformierten Stiitzstellen ergeben sich aus Gl. A-6:
b-a a+b 1

=X+ —5(xi+l) (i=1.n)

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

n Q. Fehler [I - Qu]
1 1.21306131942527 -0.818E+00
2 0.389419313184207 0.593E-02
3 0.395269764820483 0.823E-04
4 0.395355418276976 -0.340E-05
5 0.395351980576427 0.345E-07
6 0.395352015262665 -0.156E-09
7 0.395352015106183 0.277E-12

Tabelle A-3 Gaull-Quadratur

Beispiel A-2:

Wir betrachten im Folgenden den Dehnstab mit zwei Elementen gleicher Lange und quadrati-
schem Verschiebungsansatz (Abb. A-3), den wir bereits im Kapitel 9 untersuchten. Die Koef-
fizienten der Steifigkeitsmatrizen und der Elementlastvektoren sollen nun mit Hilfe der Gaul3-

schen Integrationsformel bestimmt werden.




A-7

\3
X,u

° . °

O @ 6 0 6

’4— £/ =50cm —»L {=50cm —»

Abb. A-3 Elementierung eines Dehnstabes, 2 Elemente gleicher Linge (quadratischer Ansatz)

Fiir die Elementsteifigkeitsmatrix galt

(e

1
K© = J.B(e)T(X(e))E(e)B(e) (x©) A(x@)dx© = z(e)jB(e’T (E)EUB (&) A(&)dE
0

0
Mit

BO©) = [4@ 3,485, 45— 1]= [B B, B,]

sowie

B (6)=4¢-3, B,(6)=4-8¢, B,(§) =41

liefert das Ausmultiplizieren des Integranden in Gl. A-9

1
k© =0 [BYT (BB () A(E)de

0
A ki ki
A | de= k()
;A

sym.

B,B,A

E© B,A
B,A

~ @
E 0

NUJZ o

Udz wz W
wz Udz wz

symm.

(e)
k13
(e)
k23
(e)
k33

Gl A-9

Gl. A-10
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A f(X)

/i
T T |
f(x,) f(x,)

<«— 0,57735—>|<—0,57735—»
-1 v 0 A4 1

\4

£ = %(1+x)
0,21135 0,50000 0,78868

Abb. A-4 Koordinatentransformation

Zwischen den normierten Elementkoordinaten & (0 <& <1) und den normierten Koordinaten

X (—1<x £1) der GauB-Integration besteht folgender Zusammenhang (Abb. A-4)
1 1
§=5(1+X) —>d§=5dx GL A-11

Damit ergeben sich die Koeffizienten der Steifigkeitsmatrix zu

E(e) 1

(e)
= jB ©B;©AQ &= j BB Adx (i,j=1.3) Gl A-12

g(e)

(e) _
K =

Die Integranden ]§iIN3 ;A sind Polynome 3. Grades, die bei Verwendung einer GauB-

Integration mit 2 Stiitzstellen (n = 2) exakt integriert werden. Nach Tabelle A-2 und unter
Beachtung der Transformationsbeziehung GI. A-11 erhalten wir die Lage der Stiitzstellen im

lokalen Element-Koordinatensystem zu

3 =§<1_x1) =%<1—0,57735> =021135

g = %(1 1x,)= %(1 +0,57735) = 0,78868

An diesen Stellen sind die Integranden auszuwerten und dann mit den entsprechenden Ge-
wichten (hier w = 1) zu versehen.
Element 1: (E® =3000kN/cm?, /" =50cm, A=10-4,5¢)

1

L _ I j4g 3)(4 - 3)(10— 4,58 )dx = j £0(&) dx

11
0
2¢ -1

1

kO = J’
12 f(l

| 4@ 3)(4-8E)10 - 45g)dx_jfg)(a) dx
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1
M _
k13 - 260 J.
E(” L
kY = g (BB
o _ BO .
k23 - Zf(l
E® L
M _
k33 - 26(1 _[

dx =
yAS)

j(4§ 3)(4E—1)10 - 45§)dx—_[ £ () dx
dx = mf (4-8c)4-s2)10- 45a)dx—jf‘”(a>dx
fg—fﬂf (4-8E(4E ~1)(10 4,56 )dx = j £(8) dx

B,Adx =

j(4a 1)(4g -1)10- 45g)dx—jf;;>(g)dx

VA

Element 2: (E®® =3000kN/cm?,/® =50cm, A=55-4,5§)

K® = j (45 -3)(4g-3)5,5-4,5E)dx = If 7 (8) dx

2[(2) %
1
k® = 2£<2> j 48 -3)4-8E)5,5- 45§)dx—jf<2>(§) dx
-1
1
S j 48 -3)4E-1)5,5-4,58)dx = j £ (€) dx
-1 -1
1 1
k) = N) o [(a-seXa-se)(5.5 - 4,56)ix - Jfé? (8) dx
-1 _
E® |
¥ = | (4 8EHAE 155 —4.5ex = Je ix
-1
E 1
K= | J(z-1ae 155 - 4.5EME = [£8)
-1 -1
£ fi(&, =021135) | f)(&, =0,78868) | £’ (&) +f{"(&,)
£ = Z(‘) (4-3)*(10-4,5¢) 1260,368419 4,631582293 1265,00000
fl(?_ o (4@ 3)4-8E)10-4,58) -1350,858800 -69,14120151 -1420,00000
£ = £ 7 (4:;—3)(4@—1)(10—4,5@) 90,49038134 64,50961921 155,00000
ED
O ST (4-8¢)*(10-4,5¢) 1447,846099 1032,153904 2480,00000
fg)_zg O (4—8E)4e—1)10-4,5¢) -96,98729844 -963,0127025 -1060,00000
£ _25 o (4§ 1)°(10-4,5¢) 6,496917088 898,5030834 905,00000

Tabelle A-4 Steifigkeitsmatrix nach GauB fiir das Element 1
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£ £ (g, =0.21135) | £7(&, =0,78868) | £7 )+ (&)
EC
5 =20 (423" (5.5-4.5) 633,5992724 14007276 635,00000
£ - 0 (az-3Ya-se)s5-45) 679,0896534 20,9103466 700,00000
23 Zf(z) - B - s - )
£33 = 2z<2> " (4e-3Nae 15,5 4.52) 454903811 19,5096189 65,00000
EC
® =5 (4-8e)!(5.5-4.5) 727,8460969 312,1539031 1040,00000
?) E®
£ = o (-sekae-1f5.5-4.5) -48,7564435 -291,2435565 -340,00000
@ _ E?
£ = We-1) (55-45¢) 3,2660624 271,7339376 275,00000

Tabelle A-S Steifigkeitsmatrix nach GauB fiir das Element 2

Es werden jetzt noch die Elementlastvektoren bendtigt. Mit ng = konst. galt fiir den Element-

lastvektor
() 1 Nl(é)
p@ = [NOndx® =n ¢ [|N,()|de Gl A-13
N NS ()
und in Komponenten
1
pﬁzn%ﬂ@ij@da= (&) dx
&=0 x=-1
1
p?:=nw“>jN;@oda= , (8) dx GL. A-14
&=0 x=—1
pﬁ-wlﬂﬂjN(adé— (&) dx

x=-—1
Die Auswertung der Formfunktionen

N, (&) =1-3E+2¢?
N, (&) =4&(1-¢) Gl A-15
N, (&) =¢(2e-1)

erfolgt wieder an den Stellen



£ = %(1 —x,)= %(1—0,57735) =0,21135
£, = %(1 +X,)= %(1 +0,57735) = 0,78868

Da beide Elemente identische Langen und Belastungen aufweisen, sind beide Elementlastvek-

toren gleich.

Elemente 1: (np =5 kN/m; ¢/ =0,50m)

p{" p{(&, =0,21135) p{’(&, =0,78868) | p{" (&) +p{" (&)
) nof(l) 2
P! =T(1—3g+2<: ) 0,569177 -0,152511 0,416667
0 nof(l)
=00 ge(1-¢) 0,833333 0,833333 1,666667
o nog(l)
£(28-1) -0,152511 0,569177 0,416667

Tabelle A-6 Elementlastvektor nach Gauf} fiir das Element 1 (Element 2 identisch)

Hinweis: Die in den Elementlastvektoren auftretenden Formfunktionen sind Polynome 2.
Grades, die von der hier verwendeten GauB3-Integration mit zwei Stiitzpunkten exakt integriert

werden.

Der Zusammenbau der Systemsteifigkeitsmatrix und der rechten Seite fiihrt nach Einbau der

Randbedingung am linken Rand selbstverstindlich wieder auf das Gleichungssystem

1265 | —1420 155 0 0 o] [0417+R]
Z1420| 2480 | —1060 | 0 | 0 |v, 1,667
155 i—106o 905+635 | -700| 65 | v,|=| 0834
0 i 0 —~700 | 1040 | —340| v, 1,667

0 10 65 | -340| 275 | vs| | 20417 |

dessen Losung bereits bekannt ist. Sind die Knotenverschiebungen v; bekannt, dann sind noch
die Dehnungen und Spannungen auf Elementebene auszuwerten. In den meisten kommerziel-
len FE-Programmen erfolgt diese Auswertung nicht, wie im vorigen Kapitel gezeigt, als
Funktion der Elementkoordinate &,, sondern diskret an den GauB-Punkten. Wir beschrénken

uns auf die Spannungen

6 = E®g® — EOB©y®© = EOB©AOy
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Element 1:
- S
1 0 0 0 0]0,02302
0“):E“)B(”A(”V:M[4&—3,4—8§,4&—1]O 1 0 0 0/0,05228
30 00 1 0 0]0,09571
1 0,18022 |
=2,388+1,499¢ [kN/cm?]

An den GaufB3-Punkten ergeben sich damit die folgenden Spannungen

o (£ =0,21135) = 2,7048 KN/ cm?
o (€ = 0,78868) = 3,5702 kN / cm?

Element 2:

3000 0 01 0 0]
o<2>=E<2>B<2>A<2>v=T[4e:—3,4—8g,4g—1 00010
0000 1]

=2,746+9,859¢ [kN/cm?]
Die Auswertung der obigen Beziehung an den Gauf3-Punkten liefert
o (£=0,21135) = 4,830 kN /cm?
o'V (& =0,78868) =10,522 kN /cm?

20

0
0,02302
0,05228
0,09571
0,18022

Analytische Losung

5 /
R3} 14 ;
Z )
] 12 !
S /
o0 L
S 7
g ’
g B ’
£ 8 + FEM-L&sung /
an den GauB3-Punkten ’

— ———-*-

..i.—"

~

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Abb. A-5 Spannung oy, Ausgabe an den Gaul3-Punkten
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B Gebietstransformationen

Abb. B-1 Schiefwinklige Koordinaten, Fléichenelement dA

Bei Interpolation der VerschiebungsgroBen im Elementgebiet wurde bereits der Vorteil der
Einfiihrung lokaler Koordinaten deutlich. Wie wir spéter sehen werden, vereinfacht sich auch
die Herleitung der Elementeigenschaften (Elementsteifigkeitsmatrix, Elementlastvektor) bei
Verwendung dieser speziellen Koordinaten ganz erheblich. Wir bendtigen dazu die Transfor-
mationsgleichungen zwischen den kartesischen Koordinaten im globalen System und den
lokalen Dreieckkoordinaten. Um die Transformationsgleichungen moglichst allgemein zu
halten, beziehen wir uns auf allgemein krummlinige Koordinaten. Zwischen den krummlini-

gen Koordinaten (u,v) und den kartesischen Koordinaten (x,y) bestehe der Zusammenhang

u=o(x,y)

Gl B-1
v=y(x,y)

Im Sonderfall konnen krummlinige Koordinaten auch Geraden enthalten. Die Auflosung der

Gl. B-1 nach x und y liefert die Darstellung der kartesischen Koordinaten durch die krummli-

nigen Koordinaten u,v.
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X =0,(u,v)
Gl. B-2
y = \Vl (ua V)

Wir bestimmen jetzt den Flidcheninhalt dA in krummlinigen Koordinaten u,v. In kartesischen
Koordinaten ist bekanntlich dA = dx dy. Das Flachenelement wird durch die infinitesimal

benachbarten Koordinatenlinien
o(x,y)=u  o(x,y)=u+du
V(x,y)=v  y(x,y)=v+dv

gebildet. Die Eckpunkte Py, P,, P3 und P4 (
Abb. B-1) sind bis auf unendlich kleine GroBen hoherer Ordnung durch die Koordinaten

(P x,=0,(u,v)
Yi =y, (u,v)

(P2) X, =(p1(u+du,v)=(pl(u,v)+%du

y, =y, (u+du,v) =y, (u,v)+ aa\lvll du

¢ ¢
P X, =@, (u+du,v+dv) =0, (u,v) +—-du+—-dv
(P3) 3 =0( )=0,(u,v) 2 .

y; =y, (utdu,v+dv) =y, (u,v)+ v, du+%dv
ou ov

(P X, = 0,0y + ) = 0,0+ ey

Yo = () =y )+

gegeben. Den obigen Beziehungen entnehmen wir unmittelbar x, -x, =x, -x, und

Yy, =Y, =Y, —y,. Daraus folgt, dass die Strecken P,P, und P,P, der Grofle und Richtung

nach gleich sind. Dasselbe gilt auch fiir die Strecken ﬁ und P,P; . Bis auf kleine Groflen

hoéherer Ordnung ist P;P,P3;P4 also ein Parallelogramm. Mit den Koordinatendifferenzen

X, 1 :%dua Yo=YV = a;ljll du
Xy =X =%dv, Yo=Y = aa\l‘j/l dv

konnen die infinitesimalen Kantenvektoren du und dv des Parallelogramms in
Abb. B-1 aufgestellt werden



du=(x, —x,)e, +(y, —y,)e, :%du e, +%du e,

e B a(Pl . 5% . Gl. B-3
v=(x,—x)e, +(y,—y)e, —E ve, +E ve,
Das vektorielle Flachenelement dA ist dann
dA=dude=eZ(aa(E' aa\\V/‘ —aa(z‘ aawuljdudv Gl B-4
und damit
o, Oy, Op, Oy j
dA = L0 _ A 21\ dudv )
( du v v ou Gl B-5
Fiithren wir mit
op, Oy,
_| du oOu
J= % % Gl. B-6
ov oV

die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix' der Funktionen ¢,(u,v) und y,(u,v) ein, dann

kann das Flachenelement dA auch in der Form

dA =detJ dudv Gl B-7

geschrieben werden. Die Formel zur Substitution der Verdnderlichen in einem Doppelintegral
lautet mit Gl. B-7

[[tx,y)dA = [[F(u,v)detJ dudv
(A) (A)

Gl. B-8

F(u,v) ist diejenige Funktion von u und v, in die f(x,y) infolge der Transformation GIl. B-2

iibergeht. Entsprechendes gilt fiir die Integrationsgrenzen.

Wir benétigen des Weiteren eine Vorschrift zur Bildung der Ableitungen einer zusammenge-

setzten Funktion von zwei unabhingigen Verdnderlichen. Ist die Funktion w = f(x,y) mit
X =@, (u,v)
y=v,(u,v)

gegeben, dann ist

! Carl Gustav Jacob Jacobi, dtsch. Mathematiker, 1804-1851



B-16 B Gebietstransformationen

ow _ Ow 0, | Ow Oy,
ou 0Ox Ou 0Oy Ou
ow _ Ow 09, , Ow 0y,
ov O0x Ov 0y OV
oder in Matrizenform
ow| [Oe Ov, | oW oW
ou|_| ou Ou || OX |_qy|0x
ow || o, ow, | ow | =7 ow ke
ov ov  ov JLoy oy
Die Umkehrung von Gl. B-9 ist
™ ow
g\),(v =J" gv‘f, Gl B-10
oy o
§=0" (0,0,1)
\ " G=1
Abb. B-2 Dreieckkoordinaten
Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die schiefwinkligen Dreieckkoordinaten
X =X,G +x,0, + XG5
Y =¥.8 +Y,8, +¥,C; Gl. B-11

1:(;1"‘(;2"'(;3

Mit u =, und v =, sowie der Nebenbedingung £, =1-C, —C, folgt aus Gl. B-11



X =X,6, +X,8, +x,6; =(x, =x3)C, +(x, —x;)C, +X;

Gl. B-12
Y=YC +¥,8, +¥:G; =(y, —¥3)G, + (¥, —¥3)C, +y;
und damit
0,(C,,C,) =(x; —=x3)C, +(x, —=x3)C, +x;
Gl. B-13
v, (C,C,) =y, —¥3)G +(¥, —¥3)C, +y,
Die Komponenten der Jacobi-Matrix erhalten wir nach Gl. B-6
o op oy oy
a_gile —X3 =Cy; E::XZ_ 3 =7C; EJZYI_YS =-b,; @235_}’3 =b,
und damit
J _|:X1 -X; Y _Y3} _{ C, _bz}
= = Gl. B-14
X, =X3 Yo7 Y; -C b,
Die Determinante der Jacobi-Matrix
J=detd =(x; =x35)(¥, —y;) — (X, =x3)(y; —y3) =b,c, =b,¢, = 2A £0 Gl B-15

lasst sich geometrisch deuten. Sie verschwindet nur dann, wenn die Dreieckfliche null wird.
Das ist der Fall, wenn alle drei Punkte auf einer Geraden liegen. Die Inverse der Jakobi-

Matrix ist

1 [b, b,
J1 = i
G Ll c, Gl B-16

Mit Gl. B-7 ist dann das Flachenelement

dA =detJ d¢, d¢, =2A9d¢, d¢, Gl. B-17



C-18 C Integration in Dreieckkoordinaten

C Integration in Dreieckkoordinaten

€ =0" (0,0,1)
\ TG =1

gil C}:%
\ 3
(1,0,0)
CZZO
_ P CRZO
Cz_g 2 e
L=2 (0.1.0)

Abb. C-1 Dreieckkoordinaten

Zur Bildung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Elementlastvektoren fiir Dreieckelemen-
te werden Integrationen iiber die Dreieckflache erforderlich. Diese Flachenintegrale mit den

lokalen Koordinaten C,, €, und £, =1-C, —C, haben allgemein die Form

1= [fcr e cida

Al®)

Gl C-1

Die Exponenten p,q,r sind ganzzahlig. Unter Beachtung von dA =2A©d¢ d¢, geht Gl. C-1

uber in

1 1-C,
I=[fcrcecida=2A" | cz{ [era-c, —cofdcl}dcz Gl C2

A© 62=0 [ §=0

Das innere Integral

1-C,

L= [era-¢,-¢)dg, GL C-3



C-19

wird mittels partieller Integration' aufgeldst. Dazu setzen wir

dv =¢Pdg, Syt g
p+1
u=(1-¢,-¢)" Sdu=-r(1-¢,-¢,)dg,
und erhalten

1-¢ r f
52 p+l _ _ r—1
o T !cl (1-8, =&)dg,

L=t gra-g,-¢)
p+1

Der 1. Ausdruck auf der rechten Seite der obigen Gleichung verschwindet. Damit verbleibt:
1-C,

r p+l _ _ r—1
Il=ﬁ£cl (1-G,-¢)dg,

Wird die partielle Integration insgesamt r-mal angewandt, dann ist der Exponent beim Aus-
druck (1-C, —¢,) identisch null, und es verbleibt

rr-Dr-2)...) ..
1= f d 1
(p+D(+2)...(p+1) !C -

r! 1-¢,

0

p+r+l

T p+D)(p+2).. (pr)prrLl)

r!p! .
— 1_ p+r+
(p+r+1)!( %)

Einsetzen in Gl. C-2 liefert

[=2A% jcz L(G,)dg, =240 P ng(l—Cz)‘””‘dgz

too (p+r+D!.",
1 Gl. C+4
oA P
(p+r+1)!
Das Integral
1
L= [¢30-¢,)"dg, GL C-5

C,=0

16sen wir wieder mittels partieller Integration. Dazu setzen wir

dv = e, v=—g
q+1

u=(1-,)"" - du=—(p+r+1(1-C,)""dC,

: IudV:uV—IVdu
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1 + 1+
I, =—q+1C§ =g,

! p+r+1 1 q+l 1 p+r
P J:fz (1-C,)"de,

Der 1. Ausdruck auf der rechten Seite verschwindet wieder und wir erhalten

+r+l oo, B
Iz=pq+1 [cera-c,)mag,

C,=0

Nach p + r + 1-maliger Anwendung partieller Integration verbleibt

- ptr+Dhp+np+r-1)..01) j[CE”’”“df;z __(p+r+Dlq! jggﬂ,wdgz

2

(q+D(q+2)..(q+p+r+]) 7, (Q+p+r+D!.7g
~ (p+r+1)q! gprrea|l (p+r+1!q!
C(qtp+r+D)l(@+p+r+2) 0 o= (qep+r+DI(q+p+r+2)
_ (p+r+1D)!q!
_(q+p+r+2)!

Einsetzen von I, in Gl. C-4 liefert

G p'r! (p+r+1)!q!
(p+r+D!(q+p+r+2)!

und damit
1q'r!
1= [[er ¢egida =2A©@ — P4
AH)CI 52 6 (p+q+1+2)! Gl. C-6
Mit dieser einfachen Formel lassen sich die Integrale von Funktionen in lokalen Koordinaten

iber einer Dreieckfliche mit geringem Aufwand berechnen. Gl. C-6 gilt auch unter Beach-

tung der Definition 0!=1 fiir p=0 oder =0 oder r=0.

Bei der Auswertung von Linienintegralen lings der Dreieckseiten treten Integrale der Form

J £ Gids j £ Cids I &P Gids Gl C-7

auf. Wir konzentrieren uns auf das Linienintegral liangs der Dreieckseite £, = 0.
q g1
ng Csds Gl C-8
Die Transformationsbeziehung fiir das Linienelement ds beschaffen wir uns aus Abb. C-1

op oy
dv=—"Ld{, e +—1dl, e, =—ce_+b,e )
agz CZ X aC2 CZ y 1¥x 1y Gl C-9
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0 0
6_%:X2_X3:_C1; iz}’z
G, oG,

Daraus folgt unmittelbar

ds =|dv| = y/c{ +b7dE, =¢,dC,

und damit
[e3 grds=r, g3 a-¢,)rdg,
‘ ‘

Das Integral

_ [ a-gy,

C,=0

wird mittels partieller Integration geldst. Wir setzen

dv=C3dg, S
q+1
u=(1-¢,) —>du=—r(1—¢;2)“df;2
IQW)%ﬁ—%C)W W“
(1-¢,)™dg,

r-malige Anwendung partieller Integration liefert

1!

r(r—1)(r—-2)...(1)

—Y¥Y; =0

£,)"dg,

q'r!

T (q@+D(q+2).. m+mJC 42 =

und damit

. q'r!
1ds=0, ———
J‘CZ 5 1(q+r+1)!

(@+1)(q+2)..(q+1)q+T+1) (q+r+1)!

Gl. C-10

Gl C-11

Gl C-12

Gl C-13
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C Integration in Dreieckkoordinaten

Die Werte der Integrale iiber die beiden verbleibenden Dreieckseiten erhalten wir durch zykli-

sche Vertauschung

. p'r!
Plds=0, ————
([CI % 2(p+1r+1)!

1q!
for cads=r, L
(/'4

’ (p+q+1D)!

Gl C-14



D-23

D Die Lagrangeschen Interpolati-
onspolynome

S g & & &

Abb. D-1 Interpolationsaufgabe

Gegeben sind von einer Funktion u(&) an diskreten Stiitzstellen &,,&,,...,&  die Stiitzwerte
u,,u,,...,u . Die allgemeine Interpolationsaufgabe besteht darin, den Funktionswert u(§) an

einer beliebig vorgegebenen Zwischenstelle & zu ermitteln (Abb. D-1). Dieser Wert muss
durch Interpolation geschitzt werden. Der Verlauf einer Funktion u(§) wird nach Lagrange

durch eine Linearkombination von n Lagrange-Polynomen angenéhert.
u@)=> L (Eu, GL D-1
k=1

Der Ansatz GI. D-1 fordert von den Lagrange-Polynomen Ly folgende Eigenschaften

L, (E,)=0 firm=k
L.(E,)=1 firm=k

Mit Kenntnis der Nullstellen &,,&,,...,&, ;,&,,».--,&, ldsst sich ein Polynom Py(§) in Line-

arfaktoren zerlegen
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P (@) =a(E—-&)E~8&) (E=C NE~E)(§-E,)

An der Stiitzstelle & =&, besitzt dieses Polynom den Wert

Pk(&k) =a(§k —Eﬂ)(ﬁk _az)"'(&k _&k—l)(ak _‘t:k+1)"'(&k _‘t:n)

Da das Lagrange-Polynom am Punkte & =&, den Wert 1 besitzen muss, lautet das Bildungs-

gesetz

n

L (&)= H C-8) _ (€-&) (€-8&)  (E-& ) (E-&u)  E-& ) E-
i=1,j%k (ik—ij) (SR SY N (ST B (S SHD N (S S B (S SR N (Y Gl. D-2

Beispiel: n =3

Lo 6-8) €-6) . _€-§) €E-5) ., _(E-8) (E-5).
l (él_az) (‘:1_‘?53)’ ’ ({32_‘?51) (&2_{‘:\3)’ ’ (‘23_&1) (‘23_{‘:2)’
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