HALMAZALGEBRA

(alapfogalmak, miveletek)
1. Alapvetd fogalmak

Alapfogalmak. Azt mondjuk, hogy a halmaz fogalma és a halmaz elemének lenni relacié a halmazelméletben
alapfogalom.

A halmazelméletben mindazonéaltal azt gondoljuk, hogy csak a halmazok léteznek és csak a koztiik 1évé el-
eme vagy ,elemként valo tartalmazasi kapcsolat” létezik. Minden kijelentést csak halmazokra fogalmazunk
meg és csak az eleme kapcsolatot hasznalhatjuk. Azt is gondoljuk emellett, hogy a halmazok targyak
Osszessége, mely targyak maguk is halmazok és mely Gsszesség maga is valamely halmaz eleme. A halma-
zok eme vilaga a matematika természetes kozege, minden matematikai allitast megkisérliink halmazokkal
megfogalmazni.

Jelblések.

(1) A halmazokat &ltalaban nagy bettikkel jeloljik: A, B, ... , H, K, ... , X, Y, ...
Az elemeket pedig altalaban kis bettikkel: a, b, ... , =, vy, ...

(2) Azt, hogy az x elem eleme a H halmaznak, az x € H jelsorral jeloljiik.
Ha x nem elem eleme a H halmaznak, azt = ¢ H jeloli.

(3) Halmazokat megadhatunk:

(i) felsorolassal: {a,b,c,d} (véges lista a halmaz elemeirdl),

(ii) tulajdonsaggal: {x € H | T(x)}, ami azt jelenti, hogy ,a H halmaz azon x elemei, melyek rendelkeznek a
T'(z) tulajdonsaggal”
az {x | T(x)} — tehat H nélkiil — tipust halmazmegadas csak akkor hasznalhatd, ha el6tte meggySzodtiink
arrol, hogy ez halmaz (lasd: valodi osztéalyok)

(iii) a halmaz elemeinek formai tulajdonsaganak megadasaval: pl: {1,3,5,...} vagy {1,3,5,....,2n — 1, ...} vagy
{2n — 1| n € Z*} (ekkor végtelen sok elemet is ,felsorolhatunk”).

Definiciok.

(1) Halmazok egyenl&sége. Két halmaz egyenls, ha ugyanazok az elemeik. (Formalisan, ha az x € A kijelentés
egyenértékd az x € B kijelentése, ahol x-re semmilyen megszoritas nincs érvényben.)

(2) Részhalmaz. A részhalmaza B-nek, ha A minden eleme eleme B-nek is. (Formaélisan, ha az © € A kijelentésbdl
kivetkezik az x € B kijelentés, ahol z-re semmilyen megszoritas nincs érvényben.) Jelben: A C B vagy B D A
(illetve A C B vagy B D A).

(3) Valddi részhalmaz. A részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de A nem egyenls B-vel. Jelben a zavar
elkeriilése érdekében A C B vagy A & B vagy A& B (A C B lehet, de keriilendd).

(4) Ureshalmaz. 0 def {z |  # z}. Illetve belathato, hogy egyetlen olyan halmaz van, mely minden halmaznak
részhalmaza, ezt nevezziik az lireshalmaznak.

(5) Hatvanyhalmaz. Ha A halmaz, akkor A Osszes részhalmaza halmazt alkot és ezt P(A) jeloli. (Formaélisan

P(A) def {z | x C A}, amely esetben halmazelméleti axiéma gondoskodik arr6l, hogy ez halmaz legyen.)

Valodi osztalyok. A {|} médon megadhaté matematikai objektumok kozott vannak olyanok, melyek nem halmazok
— ezek nem allhatnak az € jel bal oldalan.

(1) Russell-osztaly: Rus def {z|z¢a}
(2) Neumann-univerzum: Set e {z |z =2z}
2. Részhalmazok

Rendezési tulajdonsagok

(1) ACA C reflexiv tulajdonsaga
(2) ha ACBés BCC(C,akkor ACC C tranzitiv tulajdonsiga
(3) ha ACBés BC A, akkor A =B C antiszimmetrikus tulajdonsaga.

A ko6lcsonos tartalmazas tétele.

() tulajdonsdga: az iires halmaz minden halmaznak része és ez az egyetlen ilyen tulajdonsagi halmaz.



Példa ((P(H),C)). Legyen H halmaz. (P(H),C) struktira rendezett halmaz (azaz re- 1 a,b}
flextv, tranzitiv, antiszimmetrikus). Tovabba () € P(H) a legsziikebb (legkisebb), H € P(H) {a] I """" b}
a legb6vebb (legnagyobb). A véges rendezett halmazokat irdnyitott grafban abréazolhatjuk }'\ 0
(az abran P({a,b}) lathato).

3. Miiveletek

Logikai kot&szavak roviditései: A — és; V — vagy; - — nem (tagadés); 3 — létezik; V — minden.
Definiciok. Ha A, B halmazok, illetve A halmazok halmaza (halmazrendszer), akkor

(1) (i) A és B unidja: AUB def {z|ze Ava e B} (wlegalabb az egyikben benne vannak”)
(ii) Az A halmazrendszer unidja: UA of {z| (A€ A)(z e A)}

(2) (i) A és B metszete: ANB e {r|x€e ANz € B} (,mindkettSben benne vannak”)
(ii) Az A halmazrendszer metszete UA def {zr|(VAe A)(z e A)}

(3) (i) A minusz B (A kiilénbség B): A\ B vagy A — B o {reAlz ¢ B} (solyan A-beliek, melyek nem
B-beliek”)
(ii) ha H halmaz, akkor A-nak a H-ra vonatkoz6 komplementere H \ A. Jelolése: Z’ 5 illetve, ha elore
meg van adva H, akkor A.

(4) (i) Az z és y elemek rendezett parja: (z,y) def {{z}, {z,y}}

(ii) A és B Descartes-szorzata: A X B o {(z,y) |z € ANz € B}

Példa ((P(H),C) halo). P(H)-ban barmely nemiires legfeljebb kételemt halmaznak van legkisebb felss és
legnagyobb also6 korlatja (ezek pont a halmazok unidja és metszete), melyek tehat miveletet eredményeznek
P(H) felett.

Miiveleti azonossagok. Ha H tetszbleges halmaz és A, B,C C H, akkor az alabbi azonossigok teljesiilnek.
Ezek koziil az els6 részben lathatok a Boole-algebrak definialé tulajdonsagai, a méasodik rész két utols6 azonossaga
pedig a de Morgan-szabalyok.

asszociativ

AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANB)NC AUA=A ANA=A4
kommutativ

AUB=BUA ANB=BNA Auph=A AnNH=A
elnyelési (abszorbcios) tulajdonsag _ _
AU(AnB)=A AN(AUB)=A AUVH=H AND=0
disztributiv H =0 0 =H
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AnN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) - N
komplementalt = — = =
AUA=H ANA=0 AUB =ANB ANB = AUB

Boole-algebra. (B,-,+,—,0,1) Boole-algebra, ha B zart a -, + kétvaltozos miiveletekre, ezek asszociativak,
kommutativak, igaz rajuk az elnyelési tulajdonsag és a disztributiv szabély, tovabba 0,1 olyan B-beli elemek, hogy
a+0=a,a-1=1minden a € B-re és komplementéltak, azaz minden a € B-re és az egyvaltozos — miiveletre:
at+a=1¢ésa-a=0.

Példak.
(1) Az igazsagértékek {i,h} halmaza a V, A, = miiveletekre és i, h értékekre a kételemi Boole-algebrat alkotja.

(2) A P(H) tetsz6leges H halmazzal. Ha H véges, n elemt, akkor ez 2" elemii.

(3) Négyzetmentes szam pozitiv 0sztoi.



