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8.3. Módulos de Verma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los conceptos de álgebras de Lie (objetos) y homomorfismos entre álgebras de Lie (morfismos)
se desarrollan en las próximas secciones.

1.1. Objetos

El ejemplo más sencillo de un álgebra de Lie es el siguiente.

Ejemplo 1.1

Sea Mn(K) el espacio vectorial de las matrices de orden n× n sobre un cuerpo K. Además de
esta estructura de espacio vectorial, existe una operación de multiplicación en este conjunto con
las siguientes propiedades. Si A,B,C ∈Mn(K):

1. Distributiva: A(B + C) = AB +AC, (A+B)C = AC +BC

2. Asociativa: A(BC) = (AB)C

3. En general, AB 6= BA

4. La matriz identidad verifica: AI = IA = A

Se dice que Mn(K) es un álgebra asociativa no conmutativa con elemento unidad. En este
conjunto definimos una nueva operación de la forma siguiente:

[ ] : Mn(K)×Mn(K) −→ Mn(K)
(A,B) 7−→ [A,B] = AB −BA

(1.1)

que tiene las siguientes propiedades:

1. Antisimétrica: [A,B] = −[B,A]

2. Jacobi: [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0

Se dice que Mn(K) es un álgebra de Lie con esta operación (conmutador de dos matrices).
Como veremos, toda álgebra de Lie de dimensión finita se obtiene esencialmente de esta forma.

Un álgebra sobre un cuerpo K (que siempre consideraremos de caracteŕıstica cero, y más
concretamente en estas notas R o C) se define de la siguiente forma:

Definición 1.1 Un álgebra sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A, sobre K, en el que se
define una operación (producto):

A×A −→ A
(x, y) 7−→ xy

(1.2)

que tiene las siguientes propiedades:

7



8 MAR. Álgebras de Lie. Versión 4.

1. x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz, x, y, z ∈ A

2. λ(xy) = (λx)y = x(λy), λ ∈ K, x, y ∈ A

La dimensión del álgebra es la dimensión de A como espacio vectorial sobre K. Uno de las casos
más interesantes de álgebras lo constituyen las álgebras asociativas.

Definición 1.2 Un álgebra A se dice que es asociativa si se verifica (además de las propiedades
de álgebra):

x(yz) = (xy)z, x, y, z ∈ A (1.3)

El álgebra Mn(K) estudiada anteriormente es un álgebra asociativa de dimensión finita. Otro
ejemplo muy importante es el siguiente.

Ejemplo 1.2

Sea M una variedad diferenciable real. El espacio vectorial de las funciones suaves sobre M con
valores reales, F(M) = C∞R (M) es un álgebra asociativa (de dimensión infinita).

Definición 1.3 Se dice que el álgebra A es abeliana (conmutativa) si xy = yx para todo par de
elementos de A.

El objeto principal de estas notas, las álgebras de Lie, se define aśı:

Definición 1.4 Sea g un espacio vectorial en el que hemos definido una operación:

[ , ] : g× g −→ g
(x, y) 7−→ [x, y] (1.4)

que hace de g un álgebra y que además verifica:

1. Antisimétrica: [x, y] = −[y, x]

2. Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

Se dice entonces que g es un álgebra de Lie.

Como el cuerpo es de caracteŕıstica distinta de 2, la propiedad de antisimetŕıa es equivalente a:

[x, x] = 0, ∀x ∈ g (1.5)

En efecto, esta propiedad (1.5), implica la antisimetŕıa:

[x+ y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = 0, [x, y] + [y, x] = 0 (1.6)

Un álgebra de Lie no puede ser asociativa (en general, [x, [y, z]] 6= [[x, y], z]). La propiedad de
Jacobi establece como difieren los dos términos en la desigualdad (su diferencia es igual a [[z, x], y]).

Pero a partir de un álgebra asociativa siempre podemos definir un álgebra de Lie. Sea A un
álgebra asociativa (como siempre sobre un cuerpo K). Definamos AL como el álgebra que se
obtiene utilizando el mismo espacio vectorial A como soporte de una nueva operación, definida
como hicimos con las matrices de orden n:

[x, y] = xy − yx, x, y ∈ A (1.7)

AL es un álgebra de Lie. Es más, es posible demostrar (ver por ejemplo [5]) que toda álgebra
de Lie es isomorfa (concepto a definir más tarde aunque su significado sea el natural en este caso)
a una subálgebra de un álgebra de Lie de tipo AL donde A es un álgebra asociativa.

Cuando en un álgebra A existe un elemento (I) que verifica Ix = xI = x para todo elemento
x del álgebra, se le llama elemento unidad y se dice que A es un álgebra con elemento unidad
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(obviamente las álgebras de Lie no tienen elemento unidad, [x, x] = 0 para todo elemento x del
álgebra).

Las transformaciones lineales (endomorfismos de un espacio vectorial) constituyen una de las
realizaciones más usadas de las álgebras. Porque, como se puede ver fácilmente, toda álgebra
asociativa con elemento unidad es isomorfa a un álgebra de transformaciones lineales:

Sea A un álgebra asociativa con elemento unidad. Sea a un elemento de A y consideremos la
transformación lineal en A asociada a a:

ã : A −→ A
x 7−→ xa

(1.8)

Es ésta una transformación lineal (la acción por la derecha del álgebra sobre śı misma). Sea L(A)
el espacio de las transformaciones lineales de A considerada como un espacio vectorial. Entonces
la aplicación:

π : A −→ L(A)
a 7−→ ã

(1.9)

es un homomorfismo inyectivo.
El espacio de endomorfismos de un espacio vectorial (End(V ) ≡ L(V )) es un álgebra asociativa

con la composición. Como hemos visto se puede transformar en un álgebra de Lie, usando el
conmutador de dos endomorfismos. En el caso en que queramos resaltar la estructura de álgebra
de Lie la llamaremos gl(V ).

Dada un álgebra, A, podemos elegir una base de la estructura de espacio vectorial: {xj , j ∈ J}.
La operación producto, dando lugar a otro elemento del álgebra, permite escribir este último como
combinación lineal de los elementos de la base. Si los elementos que se multiplican están en la
base señalada, los coeficientes de la combinación lineal se llaman las constantes de estructura del
álgebra. En particular y para el caso que más nos interesa en estas notas, si g es un álgebra de Lie,
se tiene:

[xi, xk] =
∑
j∈J

cjikxj (1.10)

donde cjik son las constantes de estructura del álgebra en la base dada.
En un álgebra de Lie de dimensión finita, estas constantes se transforman como un tensor con

dos ı́ndices covariantes y uno contravariante cuando se hace un cambio de base:
Si la relación entre dos bases, {xi}, {x′k} es:

x′i = P k
i xk (1.11)

las constantes de estructura satisfacen:

(c′)j
ik = P a

i P
b
k(P−1)j

dc
d
ab (1.12)

Las constantes de estructura verifican las propiedades correspondientes a la antisimetŕıa y la
propiedad de Jacobi de la operación del álgebra de Lie:

ckij + ckji = 0 (1.13)
crijc

m
kr + crjkc

m
ir + crkic

m
jr = 0 (1.14)

Como veremos, aunque las constantes de estructura dependen de la base escogida, sus propieda-
des permiten caracterizar, por ejemplo, de forma muy sencilla, las álgebras semisimples y en el caso
real, las compactas.
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1.2. Morfismos

Una vez conocidos los objetos fundamentales de la teoŕıa, las álgebras asociativas y de Lie,
pasamos ahora a establecer la definición y propiedades de los homomorfismos entre estos objetos.

Definición 1.5 Sean A y A′ dos álgebras sobre un cuerpo K. Una aplicación f : A −→ A′ es un
homomorfismo de álgebras si f es una aplicación lineal y se verifica:

f(xy) = f(x)f(y) (1.15)

Si las álgebras son de Lie (g y g′), la relación a satisfacer es obviamente:

f([x, y]) = [f(x), f(y)], x, y ∈ g (1.16)

La imagen y el núcleo de un homomorfismo tienen una estructura particular que definimos a
continuación.

Definición 1.6 Sea A un álgebra y A′ ⊂ A. A′ es una subálgebra de A si es un subespacio vectorial
cerrado bajo la operación producto.

Definición 1.7 Sea A un álgebra y J ⊂ A. J es un ideal por la izquierda de A si es un subespacio
vectorial y

∀x ∈ J, ∀y ∈ A, yx ∈ J. (1.17)

es decir, AJ ⊂ J

Obviamente todo ideal es una subálgebra pero el inverso no es cierto.
De manera similar se define un ideal por la derecha (JA ⊂ J) y un ideal bilátero (simultánea-

mente por la derecha e izquierda). En un álgebra de Lie solo hay una clase de ideales (biláteros,
por la antisimetŕıa del producto).

Dado un ideal bilátero J de un álgebra A, es posible construir el álgebra cociente: A/J , cuyos
elementos son las clases x + J , donde x ∈ A. La estructura lineal es la propia de la teoŕıa de
espacios vectoriales. En cuanto al producto:

(x+ J)(y + J) = xy + J, x, y ∈ A (1.18)

Si x′, y′ ∈ A están en las mismas clases que x e y, respectivamente, (x′ + J)(y′ + J) = x′y′ + J y
la clase x′y′ + J es la misma que la clase xy + J :

xy − x′y′ = x(y − y′) + (x− x′)y′ ∈ J (1.19)

Nótese que es indispensable que J sea un ideal bilátero. La aplicación π:

π : A −→ A/J
x 7−→ x+ J

(1.20)

es un epimorfismo de álgebras.
La imagen de un álgebra mediante un homomorfismo es una subálgebra del álgebra final. El

núcleo de un homomorfismo es un ideal del álgebra inicial:

f(xy) = f(x)f(y) = 0 si f(x) = 0 o f(y) = 0 (1.21)

e incluso un ideal bilátero. Esta caracteŕıstica permite definir un álgebra cociente y los correspon-
dientes teoremas de isomorf́ıa:

A
f−→ A′

π ↓ ↑ i
A/ ker f

f ′−→ im f

(1.22)
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donde f ′(x+ker f) = f(x). La relación entre homomorfismos e ideales biláteros es muy importante
en la teoŕıa de representaciones. Nótese que en general no es posible construir un álgebra cociente
utilizando una subálgebra.

Ejemplo 1.3

Definamos sl(2,K) como el álgebra de las matrices 2×2, con coeficientes en K y traza nula. Este
conjunto es un espacio vectorial sobre K de dimensión 3. Si elegimos una base con los elementos:

h =
[

1 0
0 −1

]
, e =

[
0 1
0 0

]
, f =

[
0 0
1 0

]
(1.23)

las relaciones de conmutación (con la operación definida en el ejemplo 1.1) son:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h (1.24)

y las constantes de estructura no nulas son en esta base {h, e, f}:

c212 = 2, c313 = −2, c123 = 1 (1.25)

Hemos construido un álgebra de Lie de dimensión 3 (nótese que la operación de conmutación no
nos saca fuera del conjunto).

El subespacio vectorial generado por h es una subálgebra propia (la llamada subálgebra de
Cartan del álgebra). También el que tiene como base {h, e} es una subálgebra (de Borel), no
abeliana de dimensión 2. Sin embargo sl(2,K) no posee ningún ideal propio (es decir, distinto de
0 y sl(2,K)).

Consideremos ahora el espacio vectorial de las matrices 2 × 2 con coeficientes en K, gl(2,K).
Toda matriz X de este espacio se puede escribir de la forma siguiente, descomposición que es única:

X =
1
2
I2 trX + (X − 1

2
I2 trX) (1.26)

y, por lo tanto, el espacio gl(2,K) es suma directa (como espacios vectoriales):

gl(2,K) = KI2 ⊕ sl(2,K) (1.27)

Además, sl(2,K) es una subálgebra de gl(2,K) (y un ideal). También KI2 es un ideal (bilátero como
en todas las álgebras de Lie), ya que la identidad conmuta con cualquier matriz. Otra propiedad
importante es:

[gl(2,K), gl(2,K)] ⊂ sl(2,K) (1.28)

Con la operación de multiplicación usual de matrices, gl(2,K) es un álgebra asociativa. Sin
embargo, sl(2,K) no lo es. El producto de dos matrices de traza cero no es necesariamente una
matriz de traza cero. En este sentido, gl(2,K) corresponde a un álgebra de tipo AL, pero sl(2,K)
es sólo una subálgebra de ésta.

Ejemplo 1.4

El álgebra generada por los campos vectoriales:

d
dx
, x

d
dx
, x2 d

dx
(1.29)

actuando sobre funciones C∞(R) tiene las mismas relaciones de conmutación que sl(2,R), con lo
que podemos establecer un isomorfismo entre ambas álgebras. Diremos que estos campos represen-
tan al álgebra de una manera diferente a como lo haćıan las matrices:

f → − d
dx
, h→ x

d
dx
, e→ 2x2 d

dx
(1.30)

(ver por ejemplo en [6] otra forma de representar esta álgebra).
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1.3. Grupos y álgebras de Lie

Aunque el tema no se va a desarrollar en esta notas, veamos cuál es el origen del conmutador
desde el punto de vista de la teoŕıa de grupos de Lie.

Sea G un subgrupo de GL(n,C), el grupo general lineal en C (es decir las matrices complejas
n× n con determinante distinto de cero). Una transformación infinitesimal se puede definir como:

τ = ĺım
j→∞

σj − In
εj

(1.31)

donde {εj} es una sucesión de números reales positivos con ĺımite cero, y σj es un conjunto de
elementos del grupo G, cuyo ĺımite cuando j → ∞ es la identidad. Supongamos que tenemos dos
transformaciones infinitesimales y queremos hallar la transformación infinitesimal correspondiente
al conmutador en el grupo de los elementos finitos correspondientes, es decir:

ĺım
j→∞

σ1jσ2jσ
−1
1j σ

−1
2j − In

ε1jε2j
(1.32)

con:
τ1 = ĺım

j→∞

σ1j − In
ε1j

, τ2 = ĺım
j→∞

σ2j − In
ε2j

(1.33)

Un sencillo cálculo permite mostrar:

ĺım
j→∞

σ1jσ2jσ
−1
1j σ

−1
2j − In

ε1jε2j
= ĺım

j→∞

(σ1jσ2j − σ2jσ1j)σ−1
1j σ

−1
2j

ε1jε2j
=

ĺım
j→∞

[
σ1j − In
ε1j

,
σ2j − In
ε2j

]
σ−1

1j σ
−1
1j =

[
ĺım

j→∞

σ1j − In
ε1j

, ĺım
j→∞

σ2j − In
ε2j

]
= [τ1, τ2]

No seguiremos aqúı con las relaciones entre las categoŕıas de álgebras y grupos de Lie. Si el grupo
de Lie se considera como una variedad en la que hay definida una operación de grupo que verifica
unas ciertas propiedades topológicas, el álgebra de Lie correspondiente se puede identificar con el
espacio tangente en la identidad del grupo (o con los campos invariantes a derecha o izquierda).

1.4. Operaciones con álgebras

Definición 1.8 Sea g un álgebra de Lie. Se define el centro de g como la subálgebra (abeliana) de
g:

Z(g) = {x ∈ g : [x, y] = 0, ∀y ∈ g} (1.34)

Ejemplo 1.5

El centro de sl(2,K) es 0 (salvo riesgo de confusión, 0 es el ideal trivial {0} en el álgebra
correspondiente), como se comprueba fácilmente:[[

a b
c −a

]
,

[
x y
z t

]]
=
[

bz − cy 2ay − b(t− x)
c(x− t)− 2az cy − bz

]
= 0 (1.35)

y si t = −x:
bz − cy = 0
ay − bx = 0
cx− az = 0

⇒ a = b = c = 0 (1.36)

Sin embargo, el centro de gl(2,K) es KI2:[[
a b
c d

]
,

[
x y
z t

]]
=
[

bz − cy (a− d)y − b(t− x)
c(x− t)− z(a− d) cy − bz

]
= 0 (1.37)
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y por tanto:
bz − cy = 0
(a− d)y + b(t− x) = 0
c(x− t) + (d− a)z = 0

⇒ b = c = 0, d = a (1.38)

En cada álgebra de Lie existen unas subálgebras con ciertas caracteŕısticas que las hacen útiles
en desarrollos posteriores. Veamos algunas de ellas.

Definición 1.9 Sea g un álgebra de Lie, S un subconjunto de esta álgebra. Se llama centralizador
de S en g a la subálgebra:

C(S) = {c ∈ g : [s, c] = 0, ∀s ∈ S} (1.39)

C(S) es efectivamente una subálgebra (que no tiene por qué contener a S):

Es claro que C(S) es un subespacio vectorial.

c, c′ ∈ C(S), [s, [c, c′]] = −[c, [c′, s]]− [c′, [s, c]] = 0, ∀s ∈ S

luego C(S) es una subálgebra de g. Si S = g, el conjunto C(S) = Z(g) es el centralizador de g.

Definición 1.10 Sea W un subespacio de un álgebra de Lie g. El normalizador de W en g es la
siguiente subálgebra:

N (W ) = {x ∈ g : [w, x] ∈W, ∀w ∈W} (1.40)

El conjunto N (W ) es una subálgebra:

Es claro que N (W ) es un subespacio vectorial.

x, x′ ∈ N (W ), [w, [x, x′]] = −[x, [x′, w]]− [x′, [w, x]] ∈W, ∀w ∈W , luego [x, x′] ∈ N (W )

En el caso en que W sea una subálgebra, el normalizador es la mayor de las subálgebras que
contienen a W como ideal.

A partir de una o varias álgebras de Lie es posible construir otras. Ya hemos introducido el
concepto de álgebra cociente para un álgebra asociativa. Para un álgebra de Lie se define de la
misma forma:

Definición 1.11 Sea g un álgebra de Lie y I un ideal de g. Podemos definir el álgebra cociente,
g/I, con el paréntesis siguiente:

[x+ I, y + I] = [x, y] + I, x, y ∈ g (1.41)

Es claro que g/I con la operación definida es un álgebra de Lie. Los teoremas de isomorf́ıa
permiten construir un diagrama conmutativo:

Sean g y g′ dos álgebras de Lie y I un ideal de g. Podemos construir la proyección canónica:

π : g → g/I
x 7→ x+ I

(1.42)

Sea ahora f : g → g′ un homomorfismo de álgebras de Lie tal que I ⊂ ker f . Entonces, f se
factoriza a través de g/I, es decir, existe una única aplicación g : g/I → g′ que es un homomorfismo
de álgebras de Lie, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

g
f−→ g′

π ↓ ↗g
g/I

(1.43)

Como ya hemos visto, si ker f = I, g es inyectiva.
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Definición 1.12 Sean A1 y A2 dos álgebras asociativas, y consideremos su suma como espacios
vectoriales:

A1 ⊕A2 (1.44)

En este conjunto introducimos un producto dado por:

(x1 + y1)(x2 + y2) = x1y1 + x2y2 (1.45)

que convierte a A1 ⊕ A2 en un álgebra asociativa. Esta nueva álgebra, A, se llama el producto
directo de las álgebras A1 y A2:

A = A1 ×A2 (1.46)

aunque a veces escribiremos el śımbolo de suma directa.
Si se tiene una familia arbitraria de álgebras se puede establecer la misma definición. Eviden-

temente lo mismo se puede decir de álgebras de Lie, como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.6

Consideremos el álgebra sl(2,K) y la suma directa:

sl(2,K)⊕ sl(2,K) (1.47)

Si x, x̃, y, ỹ son elementos de sl(2,K), el conmutador de dos elementos de la suma directa, x+y, x̃+ỹ
es:

[x+ y, x̃+ ỹ] = [x, x̃] + [y, ỹ] (1.48)

Si escribimos:
x+ y −→ x⊗ I2 + I2 ⊗ y (1.49)

donde I2 es la matriz identidad 2× 2, la conmutación es:

[x⊗ I2 + I2 ⊗ y, x̃⊗ I2 + I2 ⊗ ỹ] =
[x⊗ I2, x̃⊗ I2] + [x⊗ I2, I2 ⊗ x̃] + [I2 ⊗ y, x̃⊗ I2] + [I2 ⊗ y, I2 ⊗ x̃] =

[x, x̃]⊗ I2 + I2 ⊗ [y, ỹ]

Más adelante volveremos sobre este producto tensorial. Nótese que si dos subálgebras de un álgebra
de Lie son suma directa (como álgebras) su conmutador es cero.

Nota: Si construimos el producto tensorial de los espacios asociados a dos álgebras de Lie, el
espacio vectorial resultante no tiene por qué ser un álgebra de Lie (ver [5], p.30, problema 23).

1.5. Algunos resultados en álgebra lineal

Las álgebras de Lie de endomorfismos son uno de los ejemplos más útiles en el desarrollo
de la teoŕıa de álgebras de Lie (además de las consecuencias del teorema de Ado). No solo eso,
sino que sus propiedades se trasladan en muchas ocasiones a álgebras de Lie abstractas. Por ello
aparecerń a menudo en estas notas y en esta sección estableceremos algunos resultados que serán
útiles posteriormente (ver [5], descomposición de Fitting, sección II.4, y [4], descomposición de
Jordan-Chevalley, página 17).

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, definido sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
(esencialmente C, aunque algunos de los resultados y definiciones pueden establecerse sobre cuerpos
más generales).

Definición 1.13 Se dice que un endomorfismo es semisimple si las ráıces del polinomio mı́nimo
son distintas (si suponemos que el cuerpo es algebraicamente cerrado, como hacemos aqúı, esto
equivale a decir que es diagonalizable).
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Como es bien conocido (formas canónica de Jordan), todo endomorfismo puede escribirse en
una base apropiada como una matriz en forma de cajas formadas por la suma de un múltiplo de
la identidad y una matriz nilpotente. Se tiene también el siguiente resultado.

Proposición 1.1 Si V es un espacio de dimensión finita y X es un endomorfismo de V , existen
dos únicos endomorfismos Xsim, Xnil que conmutan, tales que

X = Xsim +Xnil (1.50)

donde Xsim es semisimple (la parte semisimple) y Xnil es nilpotente (la parte nilpotente).

Sea p(t) el polinomio caracteŕıstico de X,

p(t) = (t− λ1)r1 · · · (t− λk)rk (1.51)

donde λ1, . . . , λk son los autovalores (distintos) de X (el cuerpo es algebraicamente cerrado) y
r1, . . . , rk las multiplicidades (algebraicas). El espacio V es suma directa de los subespacios propios
generalizados (invariantes bajo X, componentes primarias en la notación de [5], página 37):

V = ker(X − λ11V )r1 ⊕ · · · ⊕ ker(X − λk1V )rk (1.52)

Por las propiedades de la división de polinomios es posible1 encontrar un polinomio q, de término
constante cero y cuyo resto al dividirlo por (t−λi)ri sea λi para todo i = 1, . . . , k. Definimos ahora
Xsim = q(X) y Xnil = X −Xsim y veamos que cumplen las propiedades exigidas. En primer lugar,
al ser polinomios en X, conmutan entre si. Veamos como Xsim es semisimple. Es obvio que deja
invariante cada uno de los subespacios Vi = ker(X − λi1V )ri . En cada uno de ellos es diagonal,
pues por construcción

q(t) = mi(t)(t− λi)ri + λi, q(t)− λi = mi(t)(t− λi)ri (1.53)

y por tanto,
Xsim − λi1Vi = q(X)− λi1Vi = mi(X)(X − λi1Vi)

ri = 0 en Vi (1.54)

Es decir, Xsim es un múltiplo de la identidad en cada uno de los subespacios Vi y por tanto
semisimple. Veamos ahora que Xnil es nilpotente. Como Xnil = X − Xsim, en cada uno de los
subespacios Vi, Xnil = X − λi1Vi , luego

Xri

nil = (X − λi1Vi
)ri = 0, en Vi (1.55)

y por tanto Xsim es nilpotente (basta elegir el exponente igual al mayor de los ri). Los operadores
Xsim y Xnil están uńıvocamente definidos por X. Dados dos endomorfismos que conmutan entre
si y con X, X ′

s, semisimple y X ′
n nilpotente, tales que X = X ′

s + X ′
n, se tiene que Xsim = X ′

s y
Xnil = X ′

n. En efecto
Xnil −X ′

n = X ′
s −Xsim (1.56)

Pero estos endomorfismos, Xsim−X ′
s y X ′

n−Xnil son, respectivamente, semisimples y nilpotentes
(como suma de endomorfismos semisimples y nilpotentes que conmmutan). El único endomorfismo
que es nilpotente y semisimple es el 0, luego queda probada la unicidad.

Si X es un endomorfismo semisimple de una subálgebra de Lie de gl(V ) entonces adX (definida
por adX(Y ) = [X,Y ], la representación adjunta como veremos más adelante) es también semisimple
(basta encontrar una base en la que X es diagonal y usar adecuadamente la base canónica (Eij)
del espacio de matrices correspondiente).

1Este resultado es esencialmente el teorema chino del resto: sean p1, p2, . . . , pk enteros positivos, coprimos dos
a dos, p = p1p2 · · · pk y u1, u2, . . . , uk enteros. Existe un único q, entero, 0 ≤ q < p, solución de las ecuaciones
q ≡ ui(mod pi), i = 1, . . . , k. Cualquier otro entero que verifique estas ecuaciones es congruente con q módulo p.
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Proposición 1.2 Dado un endomorfismo X se puede descomponer el espacio vectorial en suma
directa de dos subespacios invariantes bajo X (descomposición de Fitting),

V = V1X ⊕ V0X (1.57)

y se tiene que X|V0X
es nilpotente, mientras que X|V1X

es un isomorfismo. La definición de estos
subespacios es:

V1X =
∞⋂

i=1

XiV, V0X = {v ∈ V : ∃r ∈ N, Xrv = 0} (1.58)

Veamos la demostración de la descomposición de Fitting. Dado X ∈ End(V ) se tiene la cadena
de subespacios invariantes bajo X:

V ⊇ XV ⊇ X2V ⊇ · · · (1.59)

La cadena se estabiliza a partir de un entero r (puede que en el vector 0) y definimos:

V1X = XrV, Xr−1V ) XrV = Xr+1V (1.60)

Como hemos dicho se trata de un subespacio invariante bajo A. De manera similar se define el otro
subespacio. Sea

Wk = {v ∈ V : Xkv = 0} (1.61)

Está claro que W1 ⊆ W2 ⊆ · · · por lo que existe un entero s tal que Ws−1 ( Wk = Ws+1 = · · ·
Entonces, Vnil = Wk. Si c = máx{r, s} se tiene,

V1X = XcV, Vnil = {v ∈ V : Xcv = 0} (1.62)

dado v ∈ V , como X2cV = XcV , existe w ∈ V tal que Xcv = X2cw, Descomponemos v en la
forma:

v = (v −Xtw) +Xtw (1.63)

El segundo vector está obviamente en V1X . No es menos obvio que el primero está en V0X . Vamos
a probar que la suma es directa. Sea u ∈ V0X ∩ V1X . Como w ∈ V1X , se tiene w = Xtw′, para
algún w′ ∈ V . Como también está en V0X , Xtw = X2tw′ = 0. Por lo tanto, w′ ∈Wt = W2t, luego
Xtw′ = 0, es decir w = 0.

Comprobemos que las propiedades son las deseadas. Es obvio por la definición que X es nilpo-
tente cuando nos restringimos a V0X . También es inmediato que X es sobreyectiva en V1X , pues
XV1X = V1X y los endomorfismos sobreyectivos son biyectivos.

Es fácil ver que V0X es simplemente el espacio propio generalizado de autovalor 0 y por tanto
su dimensión es la multiplicidad de 0 como ráız del polinomio caracteŕıstico de X.



Caṕıtulo 2

Álgebras nilpotentes, resolubles y
semisimples

Dependiendo de sus propiedades las álgebras de Lie se clasifican en diferentes clases. En esta
sección estudiaremos algunas de las más importantes.

2.1. Álgebras nilpotentes

Dada un álgebra de Lie g, definimos la serie descendente (ver en [5], p.29, la definición de serie
ascendente) como una cadena de subálgebras construida de la forma siguiente:

C1(g) = g, C2(g) = [g, g], . . . , Ck(g) = [g, Ck−1(g)], . . . (2.1)

Todos los conjuntos Ck(g) son ideales de g que verifican

C1(g) ⊃ C2(g) ⊃ · · · ⊃ Ck(g) ⊃ · · · (2.2)

Definición 2.1 Se dice que el álgebra de Lie g es nilpotente, si existe r ∈ N tal que:

Cr(g) = 0 (2.3)

Si r es el primer entero tal que Cr(g) = 0, se dice que r es el orden de nilpotencia.

Ejemplo 2.1

g =
{[

0 b
0 0

]
, b ∈ C

}
(2.4)

es un álgebra de Lie. Es inmediato que: [g, g] = 0, luego g es un álgebra de Lie nilpotente (C2(g) =
0). En este caso, las matrices del álgebra son nilpotentes (en el sentido de nilpotencia de matrices).
Sin embargo no todas las álgebras de Lie nilpotentes son representadas por matrices nilpotentes.

Ejemplo 2.2

g =
{[

a 0
0 −a

]
, a ∈ C

}
(2.5)

es un álgebra nilpotente. Tanto en este ejemplo como en el anterior, el álgebra es además abeliana,
pero no todas las álgebras nilpotentes son abelianas (aunque todas las abelianas sean nilpotentes,

17
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como se deduce de forma inmediata de la definición). Si un álgebra de Lie es nilpotente, también
lo son sus subálgebras y su imagen mediante homomorfismos.

Ejemplo 2.3

sl(2,K) no es un álgebra nilpotente:

[sl(2,K), sl(2,K)] = sl(2,K) (2.6)

luego:
Ck = sl(2,K), ∀k (2.7)

Sin embargo, si la caracteŕıstica del cuerpo K fuera igual a 2, esta álgebra seŕıa nilpotente (ver [4],
p.14).

Ejemplo 2.4

Álgebras de matrices triangulares:

N+(n,K) =


 0 ∗

. . .
0 0


 (2.8)

(ceros en la diagonal y por debajo de ella) es un álgebra nilpotente pero no es abeliana si n ≥ 2.
Las propiedades más importantes de las álgebras nilpotentes se describen en el siguiente teore-

ma. Se define la transformación lineal adx (se dice que g actúa sobre g a través de la representación
adjunta, como veremos) para todo x ∈ g de la forma siguiente:

adx : g → g
y 7→ adx(y) = [x, y] (2.9)

Teorema 2.1 (Engel) 1. Sea g un álgebra de Lie:

g nilpotente ⇔ adx nilpotente ∀x ∈ g (2.10)

2. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, g un álgebra de Lie, subálgebra del álgebra
gl(V ) (es decir, L(V ) con su estructura de álgebra de Lie), tal que los elementos de g son
nilpotentes. Entonces:

a) g es un álgebra de Lie nilpotente.

b) g está contenida en un álgebra de tipo triangular (superior o inferior)

Probemos en primer lugar que si g es nilpotente, los endomorfismos adx, x ∈ g son nilpotentes (x
es ad-nilpotente). Esto es una consecuencia inmediata de la definición. En general, si el orden de
nilpotencia es n, se tiene:

adx1 adx2 · · · adxn
= 0, x1, . . . , xn ∈ g (2.11)

y en particular,
adn

x = 0 (2.12)

Para demostrar la implicación en sentido contrario, probemos primeramente lo siguiente.

Proposición 2.1 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita (no trivial), g una subálgebra del
álgebra gl(V ), tal que sus elementos son nilpotentes. Entonces existe un vector no nulo v ∈ V tal
que Xv = 0 para todo X ∈ g.
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La demostración se puede hacer por inducción en la dimensión del álgebra. Si la dimensión es igual
a 0, 1, el resultado es trivial. Supongamos que el resultado es correcto para álgebras de dimensión
menor que r y sea g de dimensión r. Si h es una subálgebra de g (distinta de g), los elementos
adX , X ∈ h, son endomorfismos nilpotentes de gl(g), pues a cada X ∈ h le podemos asociar los
endomorfismos de traslación a derecha e izquierda:

ρX(Y ) = Y X, λX(Y ) = XY (2.13)

que son nilpotentes (trivialmente al serlo X, Xm = 0 para algún entero m). Pero

adX Y = λX(Y )− ρX(Y ) (2.14)

luego también es nilpotente pues conmutan).
Podemos construir el espacio cociente g/h (que no es en general un álgebra de Lie) y definir

adX sobre g/h (pues X ∈ h y h es un álgebra):

adX(Y + h) = adX Y + h (2.15)

Los endomorfismos adX son nilpotentes sobre g/h que es un álgebra de dimensión menor que r.
De acuerdo con la hipótesis de inducción, existe un vector en g/h, Z + h 6= h, tal que

adX(Z + h) = h (2.16)

es decir, existe Z ∈ g, Z /∈ h, tal que

[X,Z] ∈ h, ∀X ∈ h (2.17)

Esto quiere decir que Z ∈ N (h), el normalizador de h en g. Además, la inclusión h ⊂ N (h) es propia
(pues Z /∈ h). Supongamos ahora que h es una subálgebra maximal. Pero entonces el normalizador
N (h) es igual a g (pues es una subálgebra y contiene propiamente a h) y h es un ideal de g.

La dimensión de g/h es igual a 1. Si fuera mayor que 1, tendŕıa una subálgebra propia de
dimensión 1, que corresponde a una subálgebra de g que contiene a h (y no es igual a ella). Pero
como h es maximal, esta situación no puede darse, y por tanto dim g/h = 1. Por tanto (suma
directa como espacios vectoriales)

g = h + KZ, Z /∈ h (2.18)

y al ser dim h = r − 1 aplicando la hipótesis de inducción, existe v ∈ V tal que hv = 0 y por tanto
el subespacio de V , V ′ = {v ∈ V : hv = 0} es no trivial. Además, si X ∈ g y v ∈ V ′ entonces
Xv ∈ V ′, pues

∀Y ∈ h, Y Xv = XY v + [Y,X]v = 0 ⇒ Xv ∈ V ′ (2.19)

pues h es un ideal y por tanto [Y,X] ∈ h. Por tanto, si Z ∈ g y Z /∈ h, se tiene un endomorfismo
nilpotente actuando sobre el espacio V ′ de dimensión menor que r. Aplicando la hipótesis de
inducción, existe w ∈ V ′ tal que Zw = 0. Como cualquier endomorfismo X de g se puede escribir
como X = Y + λZ, X,Z ∈ h, λ ∈ K, Z /∈ h, se tiene:

Xw = (Y + λZ)w = Y w + λZw = 0 (2.20)

lo que demuestra la proposición.
Veamos ahora como adx nilpotente ∀x ∈ g (g es un álgebra de Lie arbitraria) implica que el

álgebra g es nilpotente. Por la proposición anterior, {adx : x ∈ g} es una subálgebra de gl(g)
formada por endomorfismos de g nilpotentes. Por tanto, existe y ∈ g tal que:

adx y = 0, ∀x ∈ g (2.21)

es decir, el centro de g es no trivial. Construyendo el álgebra cociente g/Z(g), obtenemos un álgebra
de menor dimensión formada por elementos ad-nilpotentes. Utilizando inducción en la dimensión
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del álgebra se concluye que g/Z(g) es nilpotente. Pero si el cociente de un álgebra sobre su centro
es nilpotente, el álgebra es nilpotente. La demostración de este último hecho es como sigue. Al ser
g/Z(g) nilpotente, existe n tal que Cn(g/Z(g)) = 0. Esto quiere decir que Cn(g) ⊂ Z(g). Pero
entonces

Cn+1(g) = [g, Cn(g)] ⊂ [g,Z(g)] = 0 (2.22)

luego g es nilpotente.
En cuanto a la segunda parte, ya hemos visto que si un endomorfismo X es nilpotente, adX

también lo es. Y por el resultado de la primera parte, g es nilpotente. Veamos ahora que existe
una torre de subespacios (es decir, una cadena de subespacios 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V , de
dimensiones dimVk = k) de V que verifican XVi ⊂ Vi−1 para todo X ∈ g. Como sabemos, existe
v1 ∈ V tal que Xv1 = 0 para todo X ∈ g. Sea V1 = lin{v1}. Claramente V1 ⊂ V0. Se puede
definir X sobre el cociente V/V1 y es un endomorfismo nilpotente. Como la dimensión de V/V1

es menor que la de V se usa la hipótesis de inducción y se construye una cadena de subespacios
con las propiedades adecuadas. Se pasa a una cadena en V usando la imagen inversa mediante la
proyección canónica en el cociente.

Usando una base adaptada a la torre de subespacios, la forma de las matrices de los endomor-
fismos en esa base es triangular superior (estrictamente).

Los resultado sobre descomposición de endomorfismos (descomposición de Fitting y en subes-
pacios propios generalizados) se verifican en las álgebras nilpotentes. Se tiene el siguiente resultado

Proposición 2.2 Sea g un álgebra de Lie nilpotente de endomorfismos de un espacio de dimensión
finita. El espacio V se escribe como:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk (2.23)

Cada subespacio Vi es invariante bajo el álgebra g y el polinomio mı́nimo de todo X|Vi , con X ∈ g
es un factor irreducible elevado a una cierta potencia. Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, la
restricción de todo X a cada Vi es un múltiplo de la identidad más un endomorfismo nilpotente.

El uso de los resultados presentados sobre álgebras nilpotentes y resultados clásicos en álgebra
lineal (vistos en el caṕıtulo 1), permiten llegar al teorema siguiente sobre pesos y subespacios
invariantes (ver [5], sección II.4).

Definición 2.2 Sea g un álgebra de Lie de endomorfismos de un espacio V de dimensión finita
(sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K). Una forma lineal µ : g → K es un peso de V para
g si existe v ∈ V , no nulo, tal que (X − µ(X)1V )rv = 0, para algún r ∈ N (que depende de v y
de X). Se llama espacio de peso µ al conjunto de tales vectores (incluido el 0). Es un subespacio
vectorial invariante bajo X.

Este concepto de pesos se traslada a un álgebra de Lie cualquiera y a una representación de
dimensión finita de manera obvia (ver Caṕıtulo 6). Se tiene,

Teorema 2.2 Sea g un álgebra de Lie nilpotente de endomorfismos de un espacio vectorial V de
dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, g tiene un número de pesos
finito, los espacios peso son invariantes bajo g y V es la suma directa de estos subespacios. Solo
existe una descomposición de V con las propiedades que tienen los espacios peso.

2.2. Álgebras resolubles

El segundo tipo de álgebras de Lie que estudiaremos aqúı es el de álgebras resolubles.
Sea g un álgebra de Lie. Se define la serie derivada de g como la cadena de ideales:

D1(g) = g, D2(g) = [g, g], . . . , Dk(g) = [Dk−1(g), Dk−1(g)], . . . (2.24)
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donde
D1(g) ⊃ D2(g) ⊃ · · · ⊃ Dk(g) ⊃ · · · (2.25)

Definición 2.3 Se dice que un álgebra de Lie es resoluble si existe un entero k tal que

Dk(g) = 0

De las definiciones se deduce que toda álgebra nilpotente es resoluble. Sin embargo hay álgebras
resolubles que no son nilpotentes. Si un álgebra de Lie es resoluble, también lo son sus subálgebras
y su imagen mediante homomorfismos. Además, si el cociente por un ideal resoluble es resoluble, el
álgebra original también lo es. Finalmente, la suma de ideales resolubles es resoluble. Este último
resultado es consecuencia del isomorfismo

(I1 + I2)/I2 ≈ I1/(I1 ∩ I2) (2.26)

Como I1 es resoluble, I1/(I1 ∩ I2) también lo es, y por lo tanto (I1 + I2)/I2. Al ser I2 resoluble,
I1 + I2 es resoluble.

Ejemplo 2.5

Álgebras cuasitriangulares.

T+(n,K) =


 a11 ∗

. . .
0 ann


 (2.27)

es un álgebra resoluble pero no nilpotente. Por ejemplo, para n = 2

T+(2,K) =
{[

a b
0 c

]}
(2.28)

Ck(T+(2,K)) = N+(2,K), ∀k, (2.29)

pero:
D3(T+(2,K)) = 0 (2.30)

T+(n,K) es un álgebra de Borel (maximal resoluble en sl(n,K)).
Las anteriores definiciones de álgebras triangulares y cuasitriangulares se pueden dar sin refe-

rencia a una base expĺıcita, usando sus propiedades en relación a las torres de subespacios.
La suma de ideales resolubles es un ideal resoluble. Por lo tanto toda álgebra de Lie posee un

ideal maximal resoluble, que es único.

Definición 2.4 Se llama radical de un álgebra de Lie g a su ideal resoluble maximal.

Las álgebras resolubles tienen propiedades similares a las nilpotentes.

Teorema 2.3 Sea V un espacio vectorial (no trivial, sobre C, o en general un cuerpo algebrai-
camente cerrado) g una subálgebra resoluble de gl(V ). Entonces, existe un vector v ∈ V que es
autovector de todo x ∈ g

La demostración es similar al teorema de Engel, por inducción en la dimensión del álgebra. Si
la dimensión es cero, es trivial. Como g es resoluble, el álgebra derivada [g, g] no es igual a g, y el
álgebra cociente g/[g, g] es abeliana (obviamente, [X + [g, g], Y + [g, g]] = [X,Y ] + [g, g] = [g, g]).
Tomando un subespacio de dimensión 1, que es un ideal al ser g/[g, g], la imagen inversa mediante
la proyección canónica es un ideal I de g de codimensión (la dimensión del correspondiente espacio
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cociente) 1 en g que contiene a [g, g]. Este ideal es resoluble y no trivial si la dimensión del álgebra
es mayor que 1 (en el caso en que dim g = 1 la demostración es inmediata).

Se puede aplicar la hipótesis de inducción. Es decir, existe w ∈ V que es un autovector de todo
X ∈ I:

Xw = µ(X)w, µ(X) ∈ C (2.31)

Se tiene que µ : I → C es lineal y sea W el subespacio no trivial (propio) de V de los autovectores
comunes:

W = {w ∈ V : Xw = µ(X)w, ∀X ∈ I} (2.32)

Lo que nos falta probar es que g deja invariante W (no solo I). Supongamos que esto es cierto. El
álgebra g se puede descomponer en suma de I y un subespacio de dimensión 1:

g = I + CY, Y ∈ g, Y /∈ I (2.33)

Al ser C algebraicamente cerrado, Y tiene al menos un autovector u ∈ W , con autovalor µ0.
Entonces u es un autovector común a todos los elementos de g (pues está en w). La forma µ se
extiende linealmente a todo g, con µ(Y ) = µ0.

Queda pues por demostrar que W es invariante bajo g, no solo bajo I. Es decir, si dado w ∈W
y X ∈ g, se tiene Xw ∈W . Por la definición de W , lo que hay que verificar es

Y (Xw) = λ(Y )Xw, Y ∈ I (2.34)

Como
Y (Xw) = X(Y w)− [X,Y ]w = λ(Y )Xw − λ([X,Y ])w, (2.35)

lo anterior es equivalente a λ([X,Y ]) = 0 (I es un ideal).
Los vectores w,Xw, . . . ,Xn−1w son linealmente independientes para un cierto n (tal que Xnw

depende de los anteriores). Construimos la cadena de subespacios:

Wk = lin{w,Xw, . . . ,Xk−1w}, k = 0, 1, 2, . . . (2.36)

con W0 = {0}, dimWk = k y Wn+i = Wn cuando i = 0, 1, 2, . . .. El subespacio Wn es invariante
bajo X que lleva Wi en Wi+1. Lo mismo ocurre con Y ∈ I, pues w es un autovector de Y (Y w =
λ(Y )w). En este espacio y en la base {w,Xw, . . . ,Xn−1w}, el endomorfismo Y está representado
por una matriz triangular superior:

Y (Xkw) = (XY − [X,Y ])Xk−1w (2.37)

Por inducción, para k = 0, Y w = λ(Y )w. Supongamos que es cierto para i < k. Para k, en la
expresión anterior (2.37), no hay problemas con el primer sumando usando la hipótesis de inducción,
pues Xk−1 ∈Wk−1, Y verifica la propiedad buscada y X lleva Wi en Wi+1. En cuanto al segundo,
tampoco hay problemas pues [X,Y ] ∈ I.

Al ser la matriz triangular, los autovalores están sobre la diagonal (todos los vectores de Wn

son autovectores de Y con el mismo autovalor), luego

trWn
Y = nλ(Y ) (2.38)

Esta propiedad es cierta para todos los elementos de I en particular para [X,Y ]. Como tr[X,Y ] = 0,
se tiene que λ([X,Y ]) = 0 como queŕıamos demostrar.

La principal consecuencia de este resultado es el teorema de Lie:

Teorema 2.4 (Teorema de Lie) Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y g una subálge-
bra resoluble de gl(V ). Entonces existe una base de V en la cual todos los endomorfismos de g se
representan por matrices triangulares superiores.
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Es decir, g deja estable una torre de subespacios. La demostración del teorema se hace por
inducción en la dimensión de V utilizando la proposición anterior.

En cuanto a la relación entre las álgebras resolubles y nilpotentes, se tiene que si g es resoluble,
el álgebra derivada, [g, g], es nilpotente. Esto es una consecuencia de que los elementos de [g, g]
son ad-nilpotentes. Desde el punto de vista de endomorfismos de un espacio vectorial de dimensión
finita, lo que se está diciendo es que el conmutador de dos matrices triangulares superiores es una
matriz triangular superior estricta, es decir con ceros en la diagonal. La demostración de estos
resultados se basa entonces en una representación por endomorfismos de las álgebras consideradas.

Veamos ahora el criterio de Cartan para las álgebras resolubles.

Teorema 2.5 (Criterio de Cartan) Sea g una subálgebra de gl(V ), V espacio vectorial de di-
mensión finita. Si trxy = 0 para todo x ∈ [g, g], y ∈ g, entonces g es resoluble.

La demostración se basa en un resultado previo sobre una caracterización de endomorfismos
nilpotentes.

Proposición 2.3 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y A y B dos subespacios de gl(V )
tales que A ⊂ B. Sea M el conjunto de endomorfismos x de V que verifican [x,B] ⊂ A. Si un
endomorfismo X ∈M satisface trXY = 0 para todo Y ∈M entonces x es nilpotente.

Basta entonces probar que todos los endomorfismos en [g, g] son nilpotentes. Se aplica el resul-
tado anterior considerando A = [g, g], y B = g. Si probamos que trXY = 0 para todo X ∈ [g, g],
Y ∈ M = {Z ∈ g : [Z, g] ⊂ [g, g]}, el resultado anterior permite concluir con lo que queŕıamos.
Nótese que el espacio M contiene en general que g. Pero

tr([X,Y ]Z) = tr([X, [Y, Z]) = 0 (2.39)

con [Y, Z] ∈M . El criterio de Cartan se extiende sin dificultad a un álgebra de Lie cualquiera (no
necesariamente de endomorfismos).

Teorema 2.6 Sea g un álgebra de Lie tal que tr(adx ady) = 0 si x ∈ [g, g], y ∈ g. Entonces g es
resoluble.

La demostración se basa en que el homomorfismo dado por ad tiene como núcleo el centro de g
que es resoluble. Al ser la imagen resoluble por el criterio de Cartan, también g lo es.

2.3. Álgebras semisimples

Una clase de álgebras de Lie, que será la que estudiaremos en los próximos caṕıtulos, es la de
las álgebras semisimples.

Definición 2.5 Se dice que el álgebra de Lie g es semisimple si no tiene ideales abelianos propios
y no es abeliana (lo que equivale a decir que el único ideal abeliano que tiene es el 0).

Un álgebra de Lie es semisimple si y solo si su radical es 0. En efecto, si el radical es 0, el único
ideal resoluble es 0. Como todo ideal abeliano es resoluble, no hay ideales abelianos salvo el 0 y
por tanto el álgebra es semisimple. Si el álgebra es semisimple, no hay ideales abelianos. Tampoco
puede haber ideales resolubles (distintos del 0), pues si un ideal es resoluble, Dk(I) es 0 para un
primer k y por tanto Dk−1(I) es abeliano (y no trivial), lo que no es posible.

Ejemplo 2.6

sl(2,K) es un álgebra de Lie semisimple.
o(4,C) = {X ∈ C4×4 : X +XT = 0} es un álgebra semisimple.
Sin embargo, gl(2,K) no es un álgebra semisimple. Como hemos visto, KI2 es un ideal de esta

álgebra, que es abeliano y por lo tanto nilpotente y resoluble. El radical de gl(2,K) debe contener
este ideal luego no es 0. Como se puede comprobar fácilmente, el radical coincide con KI2.
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Definición 2.6 Se dice que el álgebra de Lie g es simple si:

1. no es abeliana

2. los únicos ideales son 0 y g.

Ejemplo 2.7

sl(2,C) es un álgebra simple.
o(4,C) no es un álgebra simple. Tiene un ideal que es isomorfo a sl(2,C). Más precisamente:

o(4,C) = sl(2,C)⊕ sl(2,C)

Introduciremos ahora la forma de Killing, que nos permitirá establecer un criterio para saber
si un álgebra de Lie es semisimple.

Definición 2.7 Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita. Se define la forma de Killing como:

K(x, y) = tr(adx ady) (2.40)

Obviamente es simétrica. Además verifica

K(x, [y, z]) = K(x, ady z) = tr(adx ad[y,z]) = tr(adx(ady adz − adz ady)) (2.41)
= − tr((ady adx− adx ady) adz) = − tr(ad[y,x] adz) = −K([y, x], z) (2.42)

y es por tanto una forma bilineal invariante simétrica como veremos en el próximo caṕıtulo.
Las propiedades de la forma de Killing permiten caracterizar a las álgebras semisimples.

Proposición 2.4 Un álgebra de Lie es semisimple si y solo si su forma de Killing es no degene-
rada.

La demostración es como sigue. Supongamos que g es semisimple y probemos que K no es de-
generada. El radical de K, g⊥ = {x ∈ g : K(x, y) = 0 ∀y ∈ g} es un ideal, como se demuestra
fácilmente. Además, es resoluble, ya que tr(adx ady) = 0 si x, y ∈ g⊥ (usando el criterio de Car-
tan). Si g⊥ es no trivial, esto quiere decir que existen ideales abelianos no triviales, lo que no puede
ocurrir al ser g semisimple. Por tanto g⊥ = 0 y la forma es no degenerada. Veamos el resultado
contrario. Supongamos que K es no degenerada, es decir que su radical es 0. Probemos que todo
ideal abeliano I de g está contenido en radK (y por lo tanto es trivial). Sea x ∈ I, y ∈ g, queremos
probar que K(x, y) = 0. Pero al ser I abeliano, [I, I] = 0. Como adx ady va de g en I, se tiene que
(adx ady)2 = 0, con lo que adx ady es nilpotente y su traza es cero, luego K(x, y) = 0

El ser semisimple es una propiedad que se conserva bajo extensiones de cuerpos. No podemos
entrar aqúı en los detalles de esta importante cuestión (ver [5] página 70).

El resultado más importante que nos queda por probar se refiere a la estructura de las álgebras
semisimples. Veremos a continuación que toda álgebra semisimple es la suma directa de todos sus
ideales (que obviamente no son abelianos). El resultado se puede establece para álgebras asociativas
(ver [5], página 71), pero nos limitaremos a las de Lie.

Teorema 2.7 Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita, semisimple. Entonces, g tiene un
número finito de ideales simples, I1,. . . , Ir, y se puede escribir como la suma directa de todos sus
ideales simples:

g = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir (2.43)
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La suma directa es como subespacios de g, pero al ser ideales, el conmutador [Ii, Ij ] está contenido
en la intersección Ii ∩ Ij = 0 y por lo tanto es una suma directa de subálgebras. Usaremos
inducción en la dimensión de g y la caracterización de álgebras semisimples por las propiedades
de sus formas de Killing. Si no hay ideales propios, el álgebra es simple. Sea I un ideal propio
minimal. Su ortogonal, según K, es también un ideal y se tiene:

g = I⊕ I⊥ (2.44)

pues, usando el criterio de Cartan, la intersección I ∩ I⊥ es un ideal resoluble que debe ser 0.
Como cualquier ideal de I lo es de de g, I es semisimple y al ser minimal es simple. Se tiene que
I⊥ es semisiple y de dimensión menor que g. Aplicando la hipótesis de inducción se demuestra el
teorema. Cualquier ideal simple está en la lista de los Ii. Efectivamente, sea I un ideal simple. El
conmutador [I, g] es un ideal contenido en I. Como I es simple es 0 o I. Pero el centro de g es
cero, luego [I, g] = I. Si usamos la descomposición en suma directa de ideales, se tiene:

[I, g] = [I, I1]⊕ · · · ⊕ [I, Ir] = I (2.45)

por lo que existe i ∈ {1, . . . , r} tal que [I, Ii] = I y [I, Ij ] = 0 para j 6= i. De [I, Ii] = I se deduce
que I ⊂ Ii y como Ii es simple se tiene I = Ii.

Se puede comprobar fácilmente que la restricción de la forma de Killing a cada uno de los
ideales es la forma de Killing del ideal. Todos los ideales de un álgebra semisimple son semisimples
y suma directa de ideales simples del álgebra. Además, el álgebra derivada [g, g] coincide con g (se
dice que g es perfecta).

Finalmente enunciaremos sin demostración un resultado debido a Levi sobre la estructura de
un álgebra de Lie en relación a su radical.

Teorema 2.8 Si g es un álgebra de Lie y r su radical, se tiene:

1. g/r es un álgebra semisimple

2. (Teorema de Levi) Si g es un álgebra de dimensión finita, con radical r, existe una subálgebra
semisimple de g, s, tal que:

g = s⊕ r (2.46)

(como suma de espacios vectoriales).

Como consecuencia, s ≈ g/r. El álgebra s no es única. Sin embargo, existe un automorfismo
que relaciona dos de estas álgebras, exp adx, donde x es un elemento del nil-radical de g (es una
consecuencia de un teorema debido a Malcev y Harish-Chandra, ver [5], página 92). El nil-radical
de un álgebra de Lie (de dimensión finita) es un ideal nilpotente (que existe y es único) que contiene
a todo ideal nilpotente del álgebra. Está contenido en el radical del álgebra.
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Caṕıtulo 3

Introducción a la teoŕıa de
representaciones

Aunque volveremos más adelante al estudio detallado de la teoŕıa de representaciones de álge-
bras de Lie, introduciremos aqúı unos conceptos elementales que necesitaremos en los próximos
caṕıtulos.

3.1. Derivaciones

Definición 3.1 Sea A un álgebra sobre un cuerpo K. Una aplicación lineal δ : A → A es una
derivación si:

δ(xy) = δ(x)y + xδ(y) (3.1)

Si g es un álgebra de Lie, una derivación verifica:

δ([x, y]) = [δ(x), y] + [x, δ(y)] (3.2)

La composición de derivaciones no es una derivación. Sin embargo el paréntesis de Lie (como
conmutador en el álgebra asociativa de las aplicaciones lineales) śı es una derivación,

[δ1, δ2](xy) = [δ1, δ2](x)y + x[δ1, δ2](y) (3.3)

por lo tanto, el conjunto de todas las derivaciones, Der(A), (que es un subespacio vectorial del
conjunto de los endomorfismos lineales del álgebra como espacio vectorial), es una subálgebra del
álgebra de Lie asociada, gl(A).

Dada un álgebra de Lie, g, se dice que una derivación δ es interna si existe un elemento del
álgebra x, tal que se tiene:

δ(y) = [x, y], ∀y ∈ g (3.4)

Es decir, δ = adx en la notación introducida previamente. El conjunto de las derivaciones
internas de g es un ideal de Der(g). En efecto, si δ es una derivación y x ∈ g entonces [δ, adx] es
una derivación interna, pues:

[δ, adx]y = δ adx y − adx δy = δ[x, y]− [x, δy] = [δx, y] = adδx y (3.5)

Proposición 3.1 Todas las derivaciones de un álgebra de Lie semisimple son internas.

27
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Un álgebra semisimple tiene centro igual a 0, por lo que el homomorfismo ad : g → gl(g) es un
isomorfismo de g en su imagen, ad g (las derivaciones internas, un ideal en Der g). Por tanto,

[Der g, ad g] ⊂ ad g (3.6)

La forma de Killing de ad g es la restricción de la forma de Killing de Der(g) a ad g y es no dege-
nerada (g es semisimple y g y ad g son isomorfas). El ortogonal de ad g en Der g tiene intersección
0 con ad g (porque la restricción de la forma de Killing es no degenerada). Al ser ad g un ideal, su
ortogonal también lo es, y al ser la intersección 0 el conmutador es también 0.

Sea δ ∈ Der g, un elemento del ortogonal de ad g. Para todo x ∈ g se tiene

[δ, adx] = 0 (3.7)

luego adδx = 0 y por tanto δx = 0 para todo x ∈ g, luego δ = 0. Es decir el ortogonal de ad g es 0
y se tiene ad g = Der g, toda derivación es interna.

Pero un álgebra nilpotente (por ejemplo) tiene al menos una derivación no interna (Ver [4],
p.14 ejemplo 9 y [5] p.29, ejemplo 15).

3.2. Representaciones

Veamos como se define una representación lineal.

Definición 3.2 Sea g un álgebra de Lie y V un espacio vectorial. Una representación de g en V
es un homomorfismo (de álgebras de Lie): π : g → gl(V ), donde gl(V ) son los endomorfismos de
V con la estructura de álgebra de Lie asociada al conmutador.

Se tiene por tanto:
π([x, y]) = [π(x), π(y)], x, y ∈ g (3.8)

Las representaciones de un álgebra de Lie se pueden introducir de otra forma equivalente, como
la acción de un álgebra de Lie en un espacio vectorial.

Definición 3.3 Una acción de un álgebra de Lie en un espacio vectorial es un aplicación bilineal:

· : g× V → V
(x, v) → x · v (3.9)

que verifica:
[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v) (3.10)

En este caso, se dice que V es un g-módulo con respecto a la acción dada.
Dada un acción tenemos una representación y viceversa. Sea π una representación en un espacio

vectorial V . Definimos la siguiente acción en el espacio V :

g× V → V
(x, v) → π(x)v (3.11)

puesto que π(x) es un endomorfismo de V . Es inmediato probar que se verifican las propiedades
de acción. De igual forma, dada una acción (·), se puede definir una representación:

π(x)v = x · v (3.12)

Es evidente que π(x) es un endomorfismo de V y por tanto, π es un homomorfismo de álgebras de
Lie.

Dado un módulo del álgebra de Lie g (no especificaremos la acción cuando no sea necesario),
es posible hablar de submódulos:
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Definición 3.4 Sea V un módulo del álgebra de Lie g. Se dice que un subespacio vectorial de V
es un submódulo si es un g-módulo (es decir, si la acción de g lo deja invariante).

Definición 3.5 Se dice que un g-módulo es irreducible si no tiene submódulos propios.

De forma equivalente, si los endomorfismos de la representación asociada no tienen ningún
subespacio invariante común.

Definición 3.6 Se dice que una representación es fiel, si ker π = 0

Veamos un ejemplo de una representación que se usará con frecuencia en el futuro.

Ejemplo 3.1

Repasemos la definición de representación adjunta. Como g tiene una estructura de espacio
vectorial, podemos considerar a g como un g-módulo:

ad : g → gl(g)
x → adx

(3.13)

donde, como ya sabemos:
adx : g → g

y → adx y = [x, y] (3.14)

Es fácil ver que se verifican las propiedades de g-módulo. En general, ad no es una representación
fiel. Su núcleo, como ya hemos visto, es el centro del álgebra.

ker(ad) = {x ∈ g : adx = 0} = {x ∈ g : [x, y] = 0, ∀y ∈ g} = Z(g) (3.15)

Ejemplo 3.2

Consideremos como ejemplo de la representación adjunta g = sl(2,K). Es fácil ver que en la
base considerada anteriormente {h, e, f}, las matrices que representan a estos elementos son:

adh =

 0 0 0
0 2 0
0 0 −2

 , ade =

 0 0 1
−2 0 0

0 0 0

 , adf =

 0 −1 0
0 0 0
2 0 0

 (3.16)

Dado que un g-módulo tiene una estructura de espacio vectorial, podemos introducir las si-
guientes operaciones con módulos.

Definición 3.7 Módulo cociente:
Sea V un g-módulo y V ′ un submódulo de V . Entonces, el espacio cociente V/V ′ tiene estructura

de g-módulo. La acción de g es:
x · (v + V ′) = x · v + V ′ (3.17)

y está bien definida al ser V ′ invariante bajo g.

Definición 3.8 Suma directa de g-módulos:
Sean Vj , j ∈ J , g-módulos. Entonces ⊕j∈JVj es un g-módulo. Si ⊕vj es un elemento del módulo

suma, la acción de x ∈ g es:
x · (⊕vj) = ⊕(x · vj) (3.18)

donde · es en cada caso, la acción correspondiente al módulo del que se trate.
Si consideramos las representaciones asociadas, πj, la representación en el módulo suma se

escribe como ⊕j∈Jπj.
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Definición 3.9 Productos tensoriales:
Sean Vj , j = 1, . . . , n g-módulos. El producto tensorial de estos módulos: ⊗n

j=1Vj es un módulo
de g, y la acción se define por:

x · (v1 ⊗ v2 ⊗ . . .⊗ vn) =
n∑

j=1

v1 ⊗ v2 ⊗ . . .⊗ (x · vj)⊗ . . .⊗ vn (3.19)

Desde el punto de vista de representaciones, se habla de la representación producto tensorial
de πj.

Dado un g-módulo V , o la representación asociada π, se puede hablar de la representación
contragradiente (dual) en el g-módulo V ∗, que verifica

(π∗(x)ω)(v) = −ω(π(x)), x ∈ g, v ∈ V, ω ∈ V ∗ (3.20)

Veamos que se cumplen las condiciones para que sea una representación:

([π∗(x), π∗(y)]ω)(v) = (π∗(x)π∗(y)ω)(v)− (π∗(y)π∗(x)ω)(v)
= −(π∗(y)ω)(π(x)v) + (π∗(x)ω)(π(y)v)
= ω(π(y)π(x)v)− ω(π(x)π(y)v) = −ω(π[x, y](v)) = π∗[x, y]ω(v)

Si se hace el producto tensorial de una representación y su contragradiente, usando el lenguaje
de módulos, se tiene:

x · (v ⊗ ω) = x · v ⊗ ω + v ⊗ x · ω (3.21)

Pero, como es bien sabido, V ⊗ V ∗ ≈ End(V ). Dados v ∈ V y ω ∈ V ∗, se define f ∈ EndV
por f(u) = ω(u)v. Sea π un representación en V , π∗ su representación contragradiente en V ∗.
Definimos una representación πEnd(V ) usando (3.21)

(πEnd(V )(x)fv,ω)(u) = fπ(x)v,ω(u) + fv,π∗(x)ω(u) = ω(u)π(x)v + (π∗(x)ω)(u)v
= ω(u)π(x)v − ω(π(x)u)v = π(x)fv,ω(u)− fv,ω(π(x)u)

y, para cualquier f ∈ EndV ,
πEnd(V )(x)f = π(x)f − fπ(x) (3.22)

Uno de los teoremas más útiles cuando se trabaja con representaciones es el lema de Schur:

Teorema 3.1 Sea π una representación irreducible de un álgebra de Lie g en un espacio vectorial
V .

1. Todo endomorfismo de V invariante bajo la representación π, es trivial o un automorfismo.

Por invariante se entiende lo siguiente:

f ∈ gl(V ), f(π(x)v) = π(x)f(v), x ∈ g, v ∈ V (3.23)

2. Si σ es un endomorfismo de V que conmuta con π(x), para todo x ∈ g, entonces, si existe
un autovector de σ en V , σ es un escalar (un múltiplo de la identidad).

Finalmente, para acabar este caṕıtulo, introduciremos la noción de forma bilineal invariante.

Definición 3.10 Sea π una representación del álgebra de Lie g en el espacio vectorial V . Una
forma bilineal en V es invariante bajo g respecto la representación π si:

(π(x)v, w) + (v, π(x)w) = 0, ∀x ∈ g, v, w ∈ V (3.24)

Se dice que una forma bilineal en g es invariante si lo es bajo la representación adjunta:

([x, y], z) + (y, [x, z]) = 0, x, y, z ∈ g (3.25)

Obviamente, la forma de Killing es un caso especial de formas bilineales invariantes simétricas
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3.3. Reducibilidad de representaciones

Como hemos dicho, una representación es reducible si existen subespacios del espacio de repre-
sentación que son invariantes (es decir si el módulo correspondiente tiene submódulos). Pero si W
es un subespacio invariante, su complementario puede ser invariante o no. En el caso de que lo sea,
el espacio se escribe como la suma de dos subespacios invariantes. En general,

Definición 3.11 Se dice que un representación es completamente reducible si el espacio de repre-
sentación es suma directa de subespacios invariantes irreducibles.

No toda representación reducible es completamente reducible, pero para álgebras semisimples
se tiene:

Teorema 3.2 (Teorema de Weyl) Toda representación de dimensión finita de un álgebra se-
misimple es completamente reducible

No incluiremos la demostración aqúı (ver por ejemplo [4], página 28).
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Caṕıtulo 4

Álgebras envolventes

El álgebra envolvente (un objeto universal en la categoŕıa de álgebras asociativas) constituye
una herramienta indispensable en el estudio de las álgebras de Lie. Para describirla, definiremos
primero lo que se entiende por álgebra tensorial.

4.1. Álgebra tensorial

Sea X = {xj}j∈J un conjunto de śımbolos. Podemos construir monomios en los śımbolos del
conjunto X, simplemente por yuxtaposición:

xj1xj2 . . . xjn

Si r śımbolos consecutivos son iguales, se escribe: xjxj . . . xj = xr
j .

Sea M(X) el conjunto de monomios (incluido el monomio “vaćıo”, sin ningún śımbolo). Si
definimos en M(X) un producto, por yuxtaposición de monomios, este conjunto se convierte en un
álgebra libre (no hay relaciones entre sus elementos). La estructura de espacio vectorial viene dada
al considerar M(X) como una base. La llamaremos A(X), y es un álgebra asociativa con elemento
unidad. Es el álgebra asociativa libre generada por X.

Esta álgebra es un objeto universal en la categoŕıa de álgebras asociativas. En realidad, vamos
a definir el álgebra asociativa libre como un objeto universal, y después veremos que el álgebra
anteriormente estudiada es una representación expĺıcita de un álgebra libre.

Definición 4.1 Sea X un conjunto no vaćıo. Un álgebra asociativa libre sobre X (y un cuerpo K)
es un álgebra asociativa A con una aplicación i : X → A, tal que, si A′ es otra álgebra asociativa
y f : X → A′ es una aplicación, existe un único homomorfismo de álgebras f̃ : A → A′ que hace
conmutativo el diagrama:

X
f−→ A′

i ↓ ↗
A

(4.1)

De acuerdo con esta definición, el álgebra definida anteriormente es un álgebra libre sobre X,
el conjunto de śımbolos, y la aplicación i la inclusión.

Supongamos ahora que el conjunto de śımbolos es una base de un espacio vectorial V : {vj}j∈J .
En este caso, el álgebra asociativa libre se llama el álgebra tensorial sobre V :

T (V ) =

{∑
n∈N

aj1j2...jnvj1vj2 . . . vjn

}
, (4.2)

33
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donde los coeficientes aj1j2...jn son elementos del cuerpo K todos nulos salvo un número finito. El
álgebra tensorial se puede poner como una suma directa:

T (V ) =
⊕
n∈N

Tn(V ) (4.3)

donde Tn(V ) es la envolvente lineal de los monomios de grado n (el grado de un monomio es el
número de elementos que lo forman). Pero el álgebra aśı definida también se puede poner como:

T (V ) = K⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ · · · = ⊕iT
i (4.4)

con
Tn(V ) = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V, T 0 = K, T 1 = V (4.5)

El álgebra T (V ) no es un álgebra conmutativa. Pero, si consideramos el ideal: J = lin(v ⊗w−
w ⊗ v, v, w ∈ V ), el álgebra cociente T (V )/J es un álgebra conmutativa que se conoce como el
álgebra simétrica de V :

S(V ) = T (V )/J (4.6)

Veamos ahora la definición de álgebra envolvente universal.

Definición 4.2 Sea g un álgebra de Lie. Un álgebra envolvente universal de g es un par (U , σ),
donde U es un álgebra asociativa y σ : g → U , que verifica:

1. σ es un homomorfismo de álgebras de Lie entre g y UL

2. Si A es un álgebra asociativa y f es un homomorfismo de álgebras de Lie, f : g → AL,
entonces existe un único homomorfismo de álgebras: f̃ : U → A tal que el siguiente diagrama
es conmutativo.

g
f→ A

σ ↓ ↗
U

(4.7)

Se demuestra que el álgebra envolvente de un álgebra de Lie existe y es única salvo isomorfismo.
La construcción del álgebra envolvente se hace a partir del álgebra tensorial T (g), construyendo su
cociente por el ideal bilátero I, generado por los elementos de la forma: x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] con
x, y ∈ g. Entonces se tiene:

U(g) = T (g)/I (4.8)

Se llama aplicación canónica, σ, de g en U(g) a la composición de las aplicaciones g → T (g) π→ U(g).
La proyección canónica π : T (g) → U(g) verifica

π(x1 ⊗ . . .⊗ xn) = σ(x1) . . . σ(xn) (4.9)

En particular, como x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] ∈ I, se tiene

π(x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]) = 0 (4.10)

es decir,
σ(x)σ(y)− σ(y)σ(x) = σ([x, y]) (4.11)

Además, si el álgebra g es abeliana, el álgebra envolvente coincide con el álgebra simétrica

U(g) = S(g) (4.12)



MAR. Álgebras de Lie. Versión 4. 35

4.2. El teorema PBW

Uno de los resultados más importantes sobre las álgebras envolventes es el teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, que permite construir una base en esta álgebra:

Teorema 4.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sea g un álgebra de Lie con base {xj}j∈J , donde J es
un conjunto bien ordenado (es decir, todo subconjunto no vaćıo tiene primer elemento). Entonces,
el conjunto de elementos del álgebra envolvente:

σ(xj1)σ(xj2) . . . σ(xjn), j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jn, n ∈ Z>0

junto con el elemento unidad 1 ∈ K, es una base de U .

Veamos cómo se demuestra esta resultado (para dimensión finita). Sea {x1, . . . , xn} una base
de g, y σ(xi) = yi sus imágenes en U(g). Si I = (i1, . . . , ip) enteros comprendidos entre 1 y n se
escribe yI = yi1 · · · yip

, que es un elemento de U(g).
Si Uk = π(T 0 ⊕ · · · ⊕ T k), las series crecientes de enteros I, con longitud menor o igual que

k generan Uk (es suficiente tomar las series crecientes. Si se tiene una que no lo es, se cambia el
orden y eso genera elementos de orden inferior a k).

Sea P = K[z, . . . , zn], Pr = Kr[z1, . . . zn] (polinomios de grado menor o igual que r en la inde-
terminadas zi). La demostración del teorema PBW se reduce a trasladar al espacio de polinomios
la estructura del álgebra envolvente.

Se tiene el siguiente resultado (ver [1], página 70). Para cada entero p ≥ 0, existe una aplicación
lineal única fp : g⊗Pp → P que verifica que la restricción de fp a g⊗Pp−1 es fp−1 y las siguientes
propiedades:

(Ap) : fp(xi ⊗ zI) = zizI , i ≤ I, zI ∈ Pp (4.13)
(Bp) : fp(xi ⊗ zI)− zizI ∈ Pq, zI ∈ Pq, q ≤ p (4.14)
(Cp) : fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zJ)) = fp(xj ⊗ fp(xi ⊗ zJ)) + fp([xi, xj ]⊗ zJ), zJ ∈ Pp−1 (4.15)

La demostración de esta propiedades se hace por inducción en el grado p. Para p = 0 se tiene:

(A0) : f0(xi ⊗ 1) = zi (4.16)

que es la definición de f0. La condición (B0) se satisface trivialmente

(B0) : f0(xi ⊗ λ)− λzi ∈ P0 = K (4.17)

y (C0) no tiene sentido. Supongamos que el resultado es cierto hasta fp−1. Lo único que tenemos
que probar es que podemos extender linealmente fp−1 a g⊗ Pp de forma única de manera que se
cumplan las condiciones exigidas. Entonces fp restringido a Pp−1 es fp−1.

Veamos como definir fp(xi ⊗ zI), con I una serie de enteros entre 1 y n, con p elementos. Si
i ≤ I, (Ap) fija la definición:

(Ap) : fp(xi ⊗ zI) = zizI , i ≤ I, zI ∈ Pp (4.18)

Si i 6≤ I, existe un elemento de I, j, que es menor que i: elegimos ese elemento de forma que todos
los otros en I sean mayores o iguales a él. Sea I = (j, J), con j < i y j ≤ J . Aplicando fp−1 (pues
J tiene p− 1 elementos) tenemos:

fp−1(xj ⊗ zJ) = zjzJ = zI (4.19)

Por lo tanto,
fp(xi ⊗ zI) = fp(xi ⊗ fp−1(xj ⊗ zJ)) (4.20)
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Como queremos que se cumpla (Cp), podemos escribir

fp(xi ⊗ zI) = fp(xj ⊗ fp−1(xi ⊗ zJ)) + fp−1([xi, xj ]⊗ zJ) (4.21)

La aplicación fp−1 verifica las tres propiedades, luego

fp−1(xi ⊗ zJ) = zizJ + w (4.22)

siendo w un elemento de grado p− 1 (en principio de grado menor o igual que p, pero es fácil ver
que no puede ser igual a p al no ser i ≤ I) Sustituyendo, y aplicando la definición de fp para el
caso i ≤ I, se tiene:

fp(xi ⊗ zI) = fp(xj ⊗ zizJ) + fp−1(xj ⊗ w) + fp−1([xi, xj ]⊗ zJ)
= zjzizJ + fp−1(xj ⊗ w) + fp−1([xi, xj ]⊗ zJ)
= zizI + fp−1(xj ⊗ w) + fp−1([xi, xj ]⊗ zJ)

En, resumen, usando (Ap) y (Bp) y la hip’otesis de inducción tenemos definida a fp como una
prolongación lineal de fp−1 que verifica (Ap) y (Bp) (zI ∈ Pp):

fp(xi ⊗ zI) =

{
zizI , i ≤ I

zizI + fp−1(xj ⊗ w) + fp−1([xi, xj ]⊗ zJ), i 6≤ I, I = (j, J), j < i, j ≤ J
(4.23)

con w = fp−1(xi⊗ zJ)− zizJ . En lo que sigue usaremos siempre fp aunque en ocasiones se debeŕıa
escribir fq, con q ≤ p. Solo queda por comprobar que se verifica (Cp). Esta propiedad se ha usado
en el caso j < i, j ≤ J . Además debido a la antisimetŕıa del paréntesis de Lie, es inmediato que
también es cierta cambiando los papeles de i y j , es decir, si i < j, i ≤ J . El caso i = j es trivial.
Solo nos queda demostrarla si i > J y j > J . Entonces i y j son mayores que algún elemento de
J . Sea k el menor de ellos. Se tiene:

J = (k,K), k ≤ K, i > k, j > k (4.24)

Aplicando fp, se tiene (zJ = zkzK):

fp(xj ⊗ zJ) = fp(xj ⊗ fp(xk ⊗ zK)) = fp(xk ⊗ fp(xj ⊗ zK)) + fp([xj , xk]⊗ zK) (4.25)

y por la hipótesis de inducción,

fp(xj ⊗ zK) = zjzK + w, w ∈ Pp−2 (4.26)

Teniendo en cuenta que

fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ fp(xj ⊗ zK))) = fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ zjzK)) + fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ w)) (4.27)

y que, de acuerdo con lo dicho anteriormente, se puede aplicar (Cp) a

1. f(xi ⊗ fp(xk ⊗ zjzK)), pues k < j y k ≤ K (además de k < i)

2. fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ w)), usando la hipótesis de inducción, y el que w ∈ Pp−2,

concluimos que la condición (Cp) se puede aplicar a fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ fp(xj ⊗ zK))). Debido a esto

fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zJ)) =fp(xi ⊗ fp(xk ⊗ fp(xj ⊗ zK))) + fp(xi ⊗ fp([xj , xk]⊗ zK))
=fp(xk ⊗ fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zK))) + fp([xi, xk]⊗ fp(xj ⊗ zK)))

+ fp([xj , xk]⊗ fp(xi ⊗ zK)) + fp([xi, [xj , xk]⊗ zK)



MAR. Álgebras de Lie. Versión 4. 37

Todo lo anterior se puede decir también intercambiando i por j. Por tanto

fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zJ))− fp(xj ⊗ fp(xi ⊗ zJ))
= fp(xk ⊗ fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zK)))− fp(xk ⊗ fp(xj ⊗ fp(xi ⊗ zK)))
+ fp([xi, [xj , xk]⊗ zK)− fp([xj , [xi, xk]⊗ zK)
= fp(xk ⊗ (fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zK))− fp(xj ⊗ fp(xi ⊗ zK)))
+ fp(([xi, [xj , xk]− [xj , [xi, xk])⊗ zK)
= fp(xk ⊗ fp([xi, xj ]⊗ zK)− fp([xk, [xi, xj ]⊗ zK) = fp([xi, xj ]⊗ fp(xk ⊗ zK))

Como
fp(xk ⊗ zK)) = zkzK = zJ (4.28)

por inducción, se tiene finalmente

fp(xi ⊗ fp(xj ⊗ zJ))− fp(xj ⊗ fp(xi ⊗ zJ)) = fp([xi, xj ]⊗ zJ) (4.29)

que es (Cp).
Una vez construidas las aplicaciones fp, volvamos a nuestro objetivo (la demostración del teo-

rema PWB). En primer lugar probaremos que los monomios yI para toda serie creciente I son una
base de cu(g). De lo anterior, está claro que podemos definir

f : g× P → P, f(xi, zI) = zizI , i ≤ I (4.30)

bilineal, tal que:

f(xi, zI) = zizI , i ≤ I, f(xi, f(xj , zJ)) = f(xj , f(xi, zJ)) + f([xi, xj ], zJ), ∀i, j, J (4.31)

Esto nos da una representación del álgebra g en el espacio de polinomios P ,

ρ(xi)zI = f(xi, zI), i ≤ I (4.32)

Debido al carácter universal del álgebra envolvente, podemos definir un homomorfismo

ϕ : U(g) → End(P ), ϕ(yi)zI = zizI , i ≤ I (4.33)

Es fácil ver ahora que

ϕ(yI)1 = zI , I = (i1, . . . , ip), i1 ≤ i2 · · · ≤ ip (4.34)

Como los monomios zI son linealmente independientes, se deduce que los yI también lo son.
Está claro que también son un sistema de generadores (los monomios yI donde I es de longitud
menor o igual que p generan Up, aún restringiéndose a series crecientes, ver más atrás), luego se
trata de una base.

Como consecuencia de este resultado, la aplicación canónica σ es inyectiva. El teorema PBW
es ahora inmediato.

Teorema 4.2 Si {x1, x2, . . . , xn} es una base de g, entonces, los monomios

σ(x1)i1 · · ·σ(x)in
n , i1, . . . in ∈ N (4.35)

forman una base de U(g).

Como σ es inyectiva podemos identificar a g con un subespacio de U(g) y escribir x en vez de σ(x)
para todo x ∈ g.

Las álgebras envolventes de álgebras y subálgebras están relacionadas en la forma natural:
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Sea g′ una subálgebra de un álgebra de Lie g, y sea {xj , yk}j∈J,k∈K una base de g tal que {xj}j∈J

sea una base de g′, con J y K conjuntos bien ordenados. Entonces, la inyección g′ ↪→ g ↪→ U(g)
se puede extender a una inyección: U(g′) ↪→ U(g). Además, si g1, . . . , gn son álgebras de Lie, el
álgebra envolvente de su producto directo, g = g1×· · ·×gn es el producto tensorial de las álgebras
envolventes:

U(g) = U(g1)⊗ · · · ⊗ U(gn)

Utilizando el carácter universal del álgebra envolvente se pueden extender las derivaciones del
álgebra g a derivaciones del álgebra envolvente. Para ello basta considerar la extensión al álgebra
tensorial T (g) en la forma usual.

Veamos como se puede extender la acción de la representación adjunta del álgebra g al álgebra
envolvente (utilizaremos un supeŕındice para indicar en que álgebra estamos trabajando):

ad(g)
x (y) = [x, y], x, y ∈ g

Sea ad(T ) la única extensión de esta aplicación al álgebra tensorial:

ad(T )
x (y1 ⊗ · · · ⊗ yn) =

n∑
j=1

y1 ⊗ · · · ⊗ [x, yj ]⊗ . . .⊗ yn

Nótese que sobre los elementos de g se obtiene la acción inicial. Sobre los elementos de grado 2 la
acción es:

ad(T )
x (y1 ⊗ y2) = [x, y1]⊗ y2 + y1 ⊗ [x, y2]

que es básicamente la regla de Leibniz para las derivaciones.
Pasando al cociente obtenemos la acción sobre el álgebra envolvente:

ad(U(g))
x (y1 . . . yn) =

n∑
j=1

y1 . . . [x, yj ] . . . yn (4.36)

Esta última expresión no es más que el desarrollo de la fórmula usual:

ad(U(g))
x (u) = xu− ux (4.37)

cuando u = y1 . . . yn. En efecto:

xu = xy1 . . . yn = y1xy2 . . . yn + [x, y1]y2 . . . yn

= · · · = y1 . . . ynx+
n∑

j=1

y1 . . . [x, yj ] . . . yn

Puesto que hemos sido capaces de extender la acción de la representación adjunta a todo el
álgebra envolvente, es obvio que U(g) es un g-módulo. Sin embargo no es ésta la única estructura de
g-módulo que posee el álgebra envolvente. Estas son las dos estructuras importantes de g-módulo
de este álgebra:

1. La representación adjunta de g extendida a U(g):

ad(U(g))
x (y1 . . . yn) =

n∑
j=1

y1 . . . [x, yj ] . . . yn (4.38)

2. La restricción a g de la estructura natural de U(g)-módulo de U(g) cuando se considera a
U(g) como un álgebra asociativa:

x(y1 . . . yn) = xy1 . . . yn (4.39)



Caṕıtulo 5

Algunos complementos

La teoŕıa de álgebras de Lie presenta muchos aspectos que no pueden ser tratados de una
manera completa aqúı. Nos limitaremos a esbozar algunos rudimentos y ejemplos interesantes
desde el punto de vista de las aplicaciones en F́ısica.

5.1. Cohomoloǵıa de álgebras de Lie

Veamos la definición y algunas aplicaciones a casos sencillos.
Sea g un álgebra de Lie y V un g-módulo (la acción se designará por ·).

Definición 5.1 Una k-cocadena de g en V es una aplicación ϕ:

ϕ : g× k· · · ×g −→ V (5.1)

que verifica:

1. ϕ es k-lineal

2. ϕ es antisimétrica

El conjunto de las cocadenas de orden m, Cm(g, V ), es un espacio vectorial. En particular las
cocadenas de orden cero son el espacio V y las cocadenas de orden 1 son las aplicaciones lineales
de g en V :

C0(g, V ) = V, C1(g, V ) = L(g, V ) (5.2)

Entre las cocadenas de orden m y las de orden m+ 1 se puede definir un operador lineal de la
forma siguiente:

Definición 5.2 Se define el operador δ como:

δ : Cm(g, V ) −→ Cm+1(g, V ) (5.3)

δϕ(x1, . . . , xm+1) =
m+1∑
i=1

(−1)i+1xi · ϕ(x1, . . . , x̂i, . . . xm+1) +

m∑
i=1

m+1∑
j=i+1

(−1)i+jϕ([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xm+1)

39
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La aplicación aśı definida es lineal. En los casos de orden más bajo su expresión es:

δ : C0(g, V ) −→ C1(g, V ) (5.4)

δv(x) = x · v, x ∈ g, v ∈ V ≡ C0(g, V ) (5.5)

δ : C1(g, V ) −→ C2(g, V ) (5.6)

δϕ(x, y) = x · ϕ(y)− y · ϕ(x)− ϕ([x, y]), x, y ∈ g, ϕ ∈ C1(g, V ) (5.7)

La propiedad más importante de la aplicación δ es:

δ2 = 0 (5.8)

Su demostración es sencilla aunque un tanto penosa de escribir. La expresión detallada de esta
relación es:

· · · → Cm−1(g, V )
δm−1−→ Cm(g, V ) δm−→ Cm+1(g, V ) → · · · (5.9)

entonces:
δmδm−1 = 0 ⇒ im δm−1 ⊂ ker δm (5.10)

De entre todas las posible cocadenas, hay dos tipos particularmente importantes: los cobordes
y los cociclos.

Definición 5.3 Sea ϕ una cocadena, ϕ ∈ Cm(g, V ). Se dice que ϕ es un cociclo si δϕ = 0

El conjunto de cociclos es un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas:

Zm(g, V ) = ker δm ⊂ Cm(g, V ) (5.11)

Definición 5.4 Sea ϕ una cocadena, ϕ ∈ Cm+1(g, V ). Se dice que ϕ es un coborde si existe
ψ ∈ Cm(g, V ) tal que ϕ = δψ

El conjunto de cobordes es un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas:

Bm(g, V ) = im δm−1 ⊂ Cm(g, V ) (5.12)

Pero la propiedad fundamental (δ2 = 0) implica:

Bm(g, V ) ⊂ Zm(g, V ) (5.13)

Podemos por lo tanto construir el grupo cociente (considerando la estructura de grupo aditivo
de estos espacios vectoriales):

Definición 5.5 Se define el grupo de cohomoloǵıa de orden m como el grupo cociente de cociclos
sobre cobordes:

Hm(g, V ) = Zm(g, V )/Bm(g, V ) (5.14)

Veamos en los casos elementales como son los cociclos y cobordes.
Un cociclo de orden cero es un elemento del espacio V que verifica:

x · v = 0 (5.15)

para todo x ∈ g, luego se trata de un elemento invariante de la acción del álgebra sobre el espacio V .
Nótese que invariante no quiere decir que bajo la acción del álgebra se obtiene el mismo elemento.
No tiene sentido hablar de cobordes de orden cero. Se tiene: H0(g, V ) = Z0(g, V )

Un 1-cociclo es una aplicación lineal de g en V que verifica:
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δϕ = 0 ⇒ ϕ([x, y]) = x · ϕ(y)− y · ϕ(x), x, y ∈ g (5.16)

En cuanto a los 1-cobordes, si ϕ ∈ B1(g, V ), existirá un elemento de Z1(g, V ), es decir un vector
v de V tal que:

ϕ = δv (5.17)

luego la acción de ϕ es:
ϕ(x) = δv(x) = x · v (5.18)

En ciertos casos esta expresiones se ven muy simplificadas. Por ejemplo, cuando se toma el
cuerpo K. La acción es entonces trivial:

x · λ = 0, x ∈ g, λ ∈ K (5.19)

La acción de la aplicación δ es ahora:

δϕ(x1, . . . , xm+1) =
m∑

i=1

m+1∑
j=i+1

(−1)i+jϕ([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xm+1) (5.20)

Todos los elementos de K son invariantes, es decir cociclos, por lo tanto el grupo de cohomoloǵıa
de orden cero coincide con el cuerpo:

H0(g,K) = K (5.21)

En particular, las 1-cocadenas verifican:

δϕ(x, y) = −ϕ([x, y]) (5.22)

Si ϕ es un 1-cociclo, δϕ = 0, lo que quiere decir:

ϕ([x, y]) = 0, x, y ∈ g (5.23)

Por tanto, si el álgebra es semisimple (lo que implica [g, g] = g), los 1-cociclos son triviales y el
primer grupo de cohomoloǵıa es trivial ({0}).

Finalmente, si ϕ es un 2-cociclo:

δϕ(x, y, z) = −ϕ([x, y], z) + ϕ([x, z], y)− ϕ([y, z], x) = 0 (5.24)

y por tanto, usando la antisimetŕıa de ϕ:

ϕ([x, y], z) + ϕ([z, x], y) + ϕ([y, z], x) = 0 (5.25)

que es la condición que debe cumplir una aplicación bilineal antisimétrica de g× g en K para ser
un 2-cociclo.

Lo anterior es cierto aunque el espacio final no sea K. Basta con que la acción sea trivial. Por
ejemplo, si se trata de un álgebra abeliana.

Si el espacio V es igual al álgebra g, podemos usar como acción la representación adjunta. El
operador δ se escribe ahora:

δϕ(x1, . . . , xm+1) =
m+1∑
i=1

(−1)i+1[xi, ϕ(x1, . . . , x̂i, . . . xm+1)] +

m∑
i=1

m+1∑
j=i+1

(−1)i+jϕ([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xm+1)

Entonces:
δx(y) = adx(y) = [x, y], x, y ∈ g (5.26)
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y para una 1-cocadena:
δϕ(x, y) = [x, ϕ(y)] + [ϕ(x), y]− ϕ([x, y]) (5.27)

y si ϕ es un 1-cociclo:
ϕ([x, y]) = [ϕ(x), y] + [x, ϕ(y)] (5.28)

es decir, ϕ es una derivación. Si se trata de un 1-coborde, existe un elemento de g, x, tal que:

ϕ(y) = δx(y) = [x, y] (5.29)

Se puede demostrar que si el álgebra es de dimensión finita y semisimple entonces:

H1(g,M) = H2(g,M) = 0 (5.30)

para todo g-módulo M de dimensión finita.

5.2. Graduaciones

Dado un K-espacio vectorial, V , y un grupo aditivo, Q, una graduación de V por Q es una
descomposición de V en suma directa de subespacios, V α, llamados subespacios graduados de
grado α: ⊕

α∈Q

V α (5.31)

Supongamos ahora que tenemos un álgebra A, y construimos la graduación de A como espacio
vectorial con grupo aditivo Q. Se dice que tenemos una Q-graduación de álgebras si:

AαAβ ⊂ Aα+β , α, β ∈ Q (5.32)

Por ejemplo, las álgebras tensoriales y simétricas anteriormente estudiadas están graduadas por
N.

Es fácil ver que A0 es una subálgebra de A.
Los endomorfismos de unQ-espacio graduado pueden preservar, en cierto sentido, la graduación.

Se dice que un endomorfismo del espacio graduado V es graduado de grado λ ∈ Q si:

f(V α) ⊂ V α+λ, ∀α ∈ Q (5.33)

El conjunto de todos los endomorfismo graduados, LQ(V ) es una suma:

LQ(V ) =
⊕
λ∈Q

Lλ(V ) ⊂ L(V ) (5.34)

donde Lλ(V ) son los endomorfismo graduados de grado λ. Este conjunto es una Q-álgebra gradua-
da.

Las graduaciones de álgebras son muy importantes como veremos en algunos ejemplos.

5.3. Extensiones centrales

Las extensiones centrales de álgebras de Lie aparecen frecuentemente en F́ısica. Por ejemplo
cuando se estudia el álgebra del grupo de Galileo o las álgebras de Kac-Moody.

Una sucesión exacta de álgebras de Lie es un conjunto de álgebras y homomorfismos:

· · · → gj−1
fj−1−→ gj

fj−→ gj+1 → · · · (5.35)

tal que im fj−1 = ker fj .
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Una extensión (g′) de un álgebra de Lie g, es una sucesión exacta corta de álgebras de Lie:

0 → a
i−→ g′

π−→ g → 0 (5.36)

y, por tanto, ker i = {0} e im π = g.

Definición 5.6 Se dice que la extensión de álgebras de Lie (5.36) es central si a es un álgebra
abeliana cuya imagen está contenida en el centro de g′.

Como sucesión de espacios vectoriales y aplicaciones lineales, la sucesión está escindida, existe
una aplicación lineal β : g → g′ que es una sección, es decir:

π ◦ β = idg (5.37)

Esto implica (como espacios vectoriales):

g′ = kerπ ⊕ imβ (5.38)

o, si se quiere utilizar la relación entre el núcleo de π y la imagen de i dada por la sucesión exacta:

g′ = i(a)⊕ β(g) (5.39)

Pero, en general, β no es un homomorfismo de álgebras de Lie. Es decir

β([x, y]) 6= [β(x), β(y)] (5.40)

Podemos construir una aplicación bilineal igual a la diferencia entre estas dos expresiones:

ϕ(x, y) = [β(x), β(y)]− β([x, y]) (5.41)

Es sencillo ver que ϕ es bilineal.
La aplicación ϕ cumple las siguientes propiedades:

1. La imagen de ϕ (que está en g′), está contenida en la imagen de a mediante i: como ker π =
im i, basta probar que:

π ◦ ϕ = 0 (5.42)

pero esto es inmediato:

π(ϕ(x, y)) = π([β(x), β(y)]− β([x, y]) = [π ◦ β(x), π ◦ β(y)]− π ◦ β([x, y]) (5.43)

y como β es una sección, π ◦ β = idg. De donde se deduce inmediatamente el resultado
(recuérdese que π es un homomorfismo de álgebras de Lie).

2. La aplicación ϕ es un 2-cociclo (con valores en i(a) que un álgebra abeliana).

Es claro que es antisimétrica. Puesto que el espacio final es un álgebra, utilizamos la acción
siguiente:

x · h = [β(x), z], x ∈ a, h ∈ i(a) (5.44)

(el siguiente argumento muestra que se trata de un 2-cociclo aunque i(a) no esté en el centro
de g′) La acción está bien definida y no depende de la elección de β. Si β′ es otra sección,
probemos que:

[β(x), h] = [β′(x), h], x ∈ a, h ∈ i(a) (5.45)

pero:
π(β(x)− β′(x)) = (5.46)
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por ser β, β′ secciones. Por tanto,

β(x)− β′(x) ∈ kerπ = i(a) (5.47)

Ahora bien, la imagen de a mediante i es abeliana (ya que a es abeliana y i un homomorfismo
de álgebras), por tanto,

[β(x)− β′(x), h] = 0, x ∈ a, h ∈ i(a) (5.48)

Ahora solo nos queda demostrar que con esta acción ϕ es un 2-cociclo. La expresión que debe
satisfacer es (x, y, z ∈ a):

[β(x), ϕ(y, z)]− [β(y), ϕ(x, z)] + [β(z), ϕ(x, y)] −
ϕ([x, y], z) + ϕ([x, z], y)− ϕ([y, z], x) = 0

identidad que se comprueba sin más que sustituir ϕ por su definición en función de β.

Si, como estamos suponiendo, la imagen de a mediante i está contenida en el centro de g′, la
acción anterior es trivial:

x · h = [β(x), h] = 0, x ∈ g, h ∈ i(a) ⊂ Z(g′) (5.49)

y la condición de cociclo es:

ϕ([x, y], z) + ϕ([y, z], x) + ϕ([z, x], y) = 0 (5.50)

Sustituyendo:

[β([x, y]), β(z)] + [β([y, z]), β(x)] + [β([z, x]), β(y)]−
β([[x, y], z])− β([[y, z], x])− β([[z, x], y]) =

[β([x, y]), β(z)] + [β([y, z]), β(x)] + [β([z, x]), β(y)]

pues β es lineal y podemos aplicar la propiedad de Jacobi.

3. Veamos ahora que ocurre si cambiamos la sección β por otra β′.

Sea:
α = β − β′ : g −→ g′ (5.51)

Es claro que α toma valores en i(a):

π ◦ α(x) = 0, ∀x ∈ g (5.52)

Como α es lineal, es una 1-cocadena:

α ∈ C1(g, i(α)) (5.53)

y podemos calcular δα:

δα(x, y) = −α([x, y]) = −β([x, y]) + β′([x, y]) (5.54)

Pero ϕ y ϕ′ son 2-cociclos como acabamos de demostrar, y calculando su diferencia:

ϕ(x, y)− ϕ′(x, y) = [β(x), β(y)]− [β′(x), β′(y)]− (β − β′)([x, y]) =

y usando β′ = β − α:

= [β(x), β(y)]− [β(x)− α(x), β(y)− α(y)]− α([x, y]) =
[β(x), α(y)]− [β(y), α(x)]− [α(x), α(y)]− α([x, y])
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que es igual a:
= −α([x, y]) (5.55)

debido a que la imagen de α está en el centro de g. Pero esto quiere decir que:

δα = ϕ− ϕ′ (5.56)

es decir, si cambiamos la sección, la diferencia de los dos cociclos correspondientes es un
coborde, están en la misma clase de cohomoloǵıa.

Supongamos que el cociclo correspondiente a una sección β sea un coborde, es decir:

ϕ = δγ (5.57)

entonces, la sección β se puede sustituir por otra que sea un homomorfismo de álgebras de
Lie. Basta tomar:

β′ = β − γ (5.58)

En este caso:
ϕ′ = ϕ− δγ = 0 (5.59)

y por tanto β′ es un homomorfismo de álgebras de Lie. En este caso se dice que la extensión
es trivial, lo que quiere decir que g′ es isomorfo a la suma directa de dos álgebras de Lie

En general, como β es lineal, se tiene la descomposición en suma de espacios vectoriales:

g′ = imβ ⊕ kerπ (5.60)

pero si β es un homomorfismo de álgebras de Lie, imβ es una subálgebra de g′ y por tanto
se tiene:

g′ = β(a)⊕ i(a) (5.61)

o si se quiere:
g′ ≈ g⊕ a (5.62)

El conmutador en g′ se puede escribir utilizando esta descomposición (en el caso general,
como suma de subespacios vectoriales):

x ∈ g′ ⇒ x = x1 + x2, x1 ∈ kerπ = i(a) ⊂ Z(g′) (5.63)

de donde:
[x, y] = [x2, y2] = [β(u2), β(v2)] = β([u2, v2]) + ϕ(u2, v2) (5.64)

donde u2, v2 ∈ g y x2 = β(u2), y2 = β(v2).

Se pueden definir morfismos entre dos extensiones centrales:

0 → a1
i1−→ g′1

π1−→ g → 0
↓ φ0 ↓ φ ‖

0 → a2
i2−→ g′2

π2−→ g → 0
(5.65)

donde φ y φ0 son homomorfismos de álgebras y los diagramas son conmutativos.
Veamos ahora algunas propiedades que aplicaremos en la próxima sección.

Definición 5.7 Se dice que un álgebra de Lie g es perfecta si

[g, g] = g (5.66)
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Definición 5.8 Se dice que una extensión central:

0 → a
i−→ h

π−→ g′ → 0 (5.67)

es un recubrimiento si g′ es perfecta.

Definición 5.9 Se dice que un recubrimiento es universal si para toda extensión central de g existe
un único morfismo del recubrimiento a la extensión central.

Se puede demostrar que si el recubrimiento existe, es único (salvo isomorfismo). Sin embargo
no tiene por qué existir. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.1 El álgebra de Lie g admite un recubridor universal si y solo si es perfecta.

Se podŕıa pensar que es posible construir el recubridor universal del recubridor universal... Sin
embargo para un álgebra de Lie perfecta, su recubridor universal es cerrado centralmente (es decir
es su propio recubridor universal).

Como resumen, diremos que toda extensión central está asociada a un 2-cociclo, definido como
el término que hace que la sección β no sea en general un homomorfismo de álgebras de Lie. Y a
la inversa. Todo 2-cociclo genera una extensión central:

Sea α : g×g → a un 2-cociclo (g y a álgebras de Lie). Se define un espacio vectorial como suma
de los espacios vectoriales asociados a g y a.

g′ = g⊕ a (5.68)

y en él un paréntesis de Lie dado por:

[x+ a, y + b] = [x, y] + α(x, y) (5.69)

Está bien definido debido a las propiedades de cociclo de α. Entonces, g′ es un álgebra de Lie y, si
se definen la inclusión: i : a → g′ y la proyección π : g′ → g se tiene una extensión central.

5.4. El álgebra de Virasoro

El álgebra de Virasoro es un objeto fundamental en la teoŕıa de álgebras de Lie de dimensión
infinita. Daremos su definición y algunas propiedades fundamentales siguiendo a [8].

Sea K un cuerpo y X un espacio vectorial de dimensión infinita construido tomando una base
numerable {Ln}n∈Z:

X =
∑
n∈Z

KLn (5.70)

Definimos un paréntesis de Lie en X que lo convierte en un álgebra de Lie:

[Ln, Lm] = (m− n)Ln+m, n,m ∈ Z (5.71)

Se llama a {X, [ ]} el álgebra de Witt, W. Es un álgebra perfecta, [W,W] = W como se puede
comprobar fácilmente.

El álgebra de Virasoro, V, es una extensión central del álgebra de Witt:

V = X ⊕Kc (5.72)

una suma de espacios vectoriales, con el conmutador dado por:{
[Ln, Lm] = (m− n)Ln+m + 1

12 (n3 − n)δn+m,0c
[Ln, c] = 0 (5.73)
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Como el álgebra de Witt es perfecta, según hemos dicho en la sección anterior, admite un único
recubridor universal:

g′ = W ⊕ V (5.74)

una suma de espacios vectoriales, con 2-cociclo α.
El resultado fundamental es que el álgebra de Virasoro es el recubridor universal del álgebra

de Witt. Veámoslo con cierto detalle.
La propiedad fundamental de los cociclos es:

α(Lk, [Lm, Ln]) + α(Lm, [Ln, Lk]) + α(Ln, [Lk, Lm]) = 0 (5.75)

Sustituyendo el paréntesis en W, se tiene:

(n−m)α(Lk, Lm+n) + (k − n)α(Lm, Ln+k) + (m− k)α(Ln, Lk+m) = 0 (5.76)

Demos algunos valores particulares a k,m, n:

1. Si k = 0:
(n−m)α(L0, Lm+n) = (m+ n)α(Lm, Ln) (5.77)

2. Si k +m+ n = 0:

−(k + 2m)α(Lk, L−k) + (2k +m)α(Lm, L−m) + (m− k)α(L−k−m, Lk+m) = 0 (5.78)

y haciendo k = 1:

(m− 1)α(Lm+1, L−m−1) = (m+ 2)α(Lm, L−m)− (2m+ 1)α(L1, L−1) (5.79)

Definimos ahora el paréntesis en la extensión W ⊕ V de la forma que vimos en la sección
anterior. Primero para los elementos de W:

[Lm, Ln]∗ = [Lm, Ln] + α(Lm, Ln) (5.80)

En particular si m = 0 se tiene:

[L0, Ln]∗ = nLn + α(L0, Ln) (5.81)

Se introduce un conjunto de elementos en la extensión W ⊕ V dados por la expresión anterior:

L̃n = Ln +
1
n
α(L0, Ln), n 6= 0 (5.82)

y queremos calcular sus conmutadores (usando la expresión de la sección anterior):

[L0, L̃n]∗ = [L0, Ln +
1
n
α(L0, Ln)]∗ = [L0, Ln] + α(L0, Ln) = nLn + α(L0, Ln) = nL̃n (5.83)

Si n,m 6= 0:

[L̃m, L̃n]∗ = [Lm +
1
m
α(L0, Lm), Ln +

1
n
α(L0, Ln)]∗ = (n−m)Lm+n + α(Lm, Ln) (5.84)

cuando m+ n 6= 0 podemos usar una de las fórmulas halladas antes para el cociclo α:

α(Lm, Ln) =
n−m

n+m
α(L0, Lm+n) (5.85)

de donde:
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[L̃m, L̃n]∗ = (n−m)L̃m+n (5.86)

Ya solo nos queda calcular el conmutador ∗ de L̃n y L̃−n. Primero definimos L̃0:

L̃0 = L0 −
1
2
α(L1.L−1) (5.87)

y ahora:

[L̃n, L̃−n]∗ = [Ln +
1
n
α(L0, Ln), L−n −

1
n
α(L0, L−n)]∗ = [Ln, L−n] + α(Ln, L−n) =

−2nL0 + α(Ln, L−n)

En general no sabemos cuanto vale α(Ln, L−n), pero si n = 1:

[L̃1, L̃−1]∗ = [L1 + α(L0, L1), L−1 − α(L0, L−1)]∗ = [L1, L−1] + α(L1, L−1) =
−2L0 + α(L1, L−1) = −2L̃0

Para calcular los demás, debemos hacer una nueva construcción de cociclos. El conjunto {L̃}n∈Z

genera un subespacio de la extensión central que estamos construyendo. Llamémosle W ′. La pro-
yección π : g′ →W, con núcleo V , restringida a W ′ es un isomorfismo de W ′ en W, como espacios
vectoriales. Sea f :

f : W → W ′

Ln 7→ L̃n
(5.88)

Como en general no es un homomorfismo de álgebras, no conserva el conmutador, pero la
diferencia es un 2-cociclo, por las mismas razones que estudiamos en el caso de las extensiones
centrales:

[f(Ln), f(Lm]∗ = f([Ln, Lm]) + ϕ(Ln, Lm) (5.89)

donde ϕ es un 2-cociclo con valores en V . Por tanto:

[L̃n, L̃m]∗ = (m− n)L̃n+m + ϕ(Ln, Lm) (5.90)

Ahora tenemos que calcular ϕ. Para ello empezamos con los casos que ya conocemos:

[L̃n, L̃m]∗ = (m− n)L̃n+m, n+m 6= 0 (5.91)

por tanto:
ϕ(Ln, Lm) = 0, n+m 6= 0 (5.92)

[L̃1, L̃−1]∗ = −2L̃0 + ϕ(L1, L−1) (5.93)

de donde:
ϕ(L1, L−1) = 0 (5.94)

La aplicación ϕ es un 2-cociclo, luego cumple las mismas propiedades que α, es decir:

(m− 1)ϕ(Lm+1, L−(m+1)) = −(1 + 2m)ϕ(L1, L−1) + (m+ 2)ϕ(Lm, L−m) (5.95)

es decir:
(m− 1)ϕ(Lm+1, L−(m+1)) = (m+ 2)ϕ(Lm, L−m) (5.96)

y por lo tanto tenemos una recursión para los valores de ϕ:

ϕ(L3, L−3) = 4ϕ(L2, L−2) (5.97)

ϕ(L4, L−4) =
5
2
ϕ(L3, L−3) = 10ϕ(L2, L−2) (5.98)
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La regla general es:

ϕ(Lm, L−m) =
m+ 1
m− 2

ϕ(Lm−1, L−(m−1)), m > 2 (5.99)

y la solución de esta ecuación en diferencias:

ϕ(Lm, L−m) =
(m+ 1)!
6(m− 2)!

ϕ(L2, L−2) =
1
6
m(m2 − 1)ϕ(L2, L−2), m > 2 (5.100)

y llamando c = 2β(L2, L−2),

ϕ(Lm, L−m) =
c

12
m(m2 − 1), m > 2 (5.101)

Tras todos estos cálculos, fiel muestra del ingenio de ciertas gentes, llegamos a la expresión final
del conmutador en la extensión central del álgebra de Witt:

[L̃n, L̃m] = (m− n)L̃m+n +
c

12
(n3 − n)δn+m,0 (5.102)

Hemos construido un álgebra V = W ′ + Kc, que es una subálgebra de g′ = W ⊕ V e isomorfa
al álgebra de Virasoro. Pero, g′ es un recubrimiento universal de W, luego es perfecto. Además,
W ≈W ′, luego:

g′ = [g′, g′] = [W ⊕ V,W ⊕ V ] = [V,V] = V (5.103)

pues el álgebra de Virasoro es perfecta.

5.5. El álgebra de Heisenberg

Supongamos un álgebra de Lie g y un subespacio unidimensional c, tal que:{
[g, g] = c
[g, c] = 0 (5.104)

Podemos definir ahora una forma bilineal antisimétrica asociada al subespacio c:

[x, y] = ψ(x, y)c (5.105)

donde c es una base de c.
Si radψ = {x ∈ g : ψ(x, y) = 0,∀y ∈ g}, el subespacio c está contenido en el radical. Sea ψ̃ la

forma inducida en el espacio cociente g/c.

Definición 5.10 Un álgebra de Heisenberg es un álgebra g con un espacio unidimensional c que
verifica (5.104) y tal que ψ es no degenerada.

Ejemplo 5.1

Consideremos el álgebra de polinomios s = K[xj ]j∈J , en la que definimos los operadores: l(xj),
multiplicación por xj , y ∂/∂xj , derivada parcial con respecto a xj , además del operador identidad,
1. Entonces,

g = lin{l(xj),
∂

∂xj
, 1} (5.106)

es un álgebra de Heisenberg de dimensión, 2 card J + 1.
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5.6. Casimires

En el álgebra envolvente de una álgebra de Lie existen ciertos operadores con unas propiedades
que los hacen muy útiles en numerosas aplicaciones.

Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita, semisimple. Consideremos en g una forma bilineal
invariante, simétrica y no degenerada, β. Dada una base de g, {x1, . . . , xn}, podemos construir
otra base que sea dual respecto de la primera, con relación a la forma bilineal β, {y1, . . . , yn}:

β(xi, yj) = δij (5.107)

Debido a esta propiedad de dualidad se tiene, si x ∈ g:

[x, xi] =
n∑

j=1

aijxj , [x, yi] =
n∑

j=1

bijyj (5.108)

y los coeficientes aij , bij están relacionados por:

aik =
n∑

n=1

aijδjk =
n∑

n=1

aijβ(xj , yk) = β(
n∑

n=1

(aijxj , yk) = β([x, xi], yk) =

−β(xi, [x, yk]) = −β(xi,
n∑

j=1

bkjyj) = −
n∑

j=1

bkjβ(xi, yj) = −bki

Consideremos ahora un representación fiel del álgebra g en un espacio vectorial V de dimensión
finita:

φ : g −→ gl(V ) (5.109)

y sea
β(x, y) = tr(φ(x)φ(y)) (5.110)

una forma bilineal, invariante no degenerada. Consideremos el endomorfismo de V dado por:

Cφ(β) =
∑

i

φ(xu)φ(yi) (5.111)

Entonces, el endomorfismo Cφ(β) conmuta con todos los φ(x). En efecto:

[φ(x), Cφ(β)] =
∑

i

[φ(x), φ(xi)φ(yi)] =
∑

i

[φ(x), φ(xi)]φ(yi) +
∑

i

φ(xi)[φ(x), φ(yi)] =∑
(aij + bji)φ(xj)φ(yi) = 0

El operador Cφ(β) es un Casimir del álgebra. El valor de su traza es justamente la dimensión
del álgebra. Si φ es una representación irreducible, el lema de Schur asegura que se trata de un
múltiplo de la identidad. El valor de esta constante es la dimensión del álgebra dividida por la
dimensión de la representación.



Caṕıtulo 6

Estructura de las álgebras de Lie
semisimples

Discutiremos en este caṕıtulo la clasificación de Cartan de las álgebras semisimples. Mientras
no se especifique lo contrario, K es un cuerpo algebraicamnete cerrado (en estas notas C)

6.1. Subálgebras de Cartan

El estudio de las álgebras semisimples se puede enfocar desde varios aspectos. Por ejemplo en
[5], página 107, se usa el concepto de subálgebras semisimples “split”, porque se quiere extender los
resultados a cuerpos no necesariamente cerrados. Una subálgebra de Cartan h (ver más abajo) es
“split” si las ráıces caracteŕısticas de los elementos adh, con h ∈ h están en el cuerpo base. Si éste
es cerrado, una subálgebra de Cartan “split” es simplemente una subálgebra de Cartan. En [4],
página 35, se hace uso de álgebras torales maximales, que son subálgebras maximales compuestas
por elementos semisimples (ad-semisimples). Como se puede demostrar, en el caso de álgebras
semisimples, las subálgebras maximales torales son las subálgebras de Cartan Aqúı usaremos las
subálgebras de Cartan como elementos esenciales en la determinación de la estructura de las
álgebras semisimples.

Definición 6.1 Sea g un álgebra de Lie. Se dice que h es una subálgebra de Cartan de g si

1. es nilpotente

2. es igual a su normalizador (N (h) = {x ∈ g : [x, h] ⊂ h})

Como h es un álgebra nilpotente podemos aplicar los resultados que obtuvimos en los temas
anteriores. En particular, el álgebra adh = {adh : h ∈ h} está formado por endomorfismos nilpoten-
tes. Podemos descomponer el álgebra g (que es el espacio de representación para la representación
adjunta) utilizando la descomposición de Fitting:

g = g0 ⊕ g1 (6.1)

donde
g0 =

⋂
h∈h

gadh
0 (6.2)

en suma directa de subespacios propios generalizados asociados a adh. Sea gλ el subespacio asociado
al peso λ, es decir,

gλ = {x ∈ g : (adh−λ(x)1g)rx = 0, ∀h ∈ h} (6.3)

para algún r ∈ N.
Se tiene

51
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Proposición 6.1 Si λ, µ son dos pesos, entonces

[gadx

λ , gadx
µ ] ⊂ gadx

λ+µ (6.4)

En particular, gadx
0 es una subálgebra de g y los elementos de gadx

0 son ad-nilpotentes.

La demostración se basa en los resultados anteriores sobre pesos en el producto tensorial de repre-
sentaciones

Proposición 6.2 Sea k una subálgebra de g. Sea x ∈ k tal que gadx
0 sea minimal entre todas las

subálgebras gadz
0 con z ∈ k. Entonces, si k ⊂ gadx

0 se tiene

gadx
0 ⊂ gad z

0 , ∀z ∈ k (6.5)

Proposición 6.3 Sea k una subálgebra de g que contiene a gadx
0 para algún x ∈ g. Entonces k es

igual a su normalizador. En particular adadx
0 es igual a su normalizador.

La demostración es como sigue. Si k ⊂ gadx
0 , el endomorfismo adx actúa en N (k)/k y no tiene a 0

como autovalor. Además adx(N ) ⊂ k, luego adx actúa trivialmente en el cociente. Esto solo puede
ser si el cociente es trivial, es decir, si k = N (k).

Veamos algunas propiedades elementales de las subálgebras de Cartan.

Proposición 6.4 Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita y h una subálgebra nilpotente de g.
Entonces, h es una subálgebra de Cartan si y solo si h = g

adh

0 donde g
adh

0 es la componente nula
de la descomposición de Fitting de g respecto a ad h (es decir el subespacio propio generalizado de
autovalor 0 de ad h) (ver [4], página 80).

El subespacio propio generalizado de autovalor cero de ad h es:

g
adh

0 = {x ∈ g : ∃r ∈ N, adr
h x = 0, h ∈ h} (6.6)

Sea h una subálgebra nilpotente de g. Demostremos en primer lugar que N (h) ⊆ g
adh

0 . Sea
x ∈ N (h), Entonces [h, x] ∈ h, por lo que, al ser h nilpotente (y por tanto adh nilpotente sobre h
para todo h ∈ h) se tiene, para un k ∈ N suficientemente grande,

adk
h[h, x] = adk+1

h x = 0 (6.7)

luego x ∈ g
adh

0 . Por lo tanto
h ⊆ N (h) ⊆ g

adh

0 (6.8)

Es decir, si h = g
adh

0 , entonces h = N (h) y h es de Cartan. Veamos la implicación en sentido
contrario.

Supongamos ahora que h ( g
adh

0 . Se tiene que g
adh

0 es invariante bajo adh (obviamente h

también es invariante bajo adh). Por lo tanto, construyendo el espacio cociente, g
adh

0 /h, podemos
definir en él las aplicaciones correspondientes a adh, ãdh

ãdh(x+ h) = adh x+ h, x ∈ g
adh

0 , h ∈ h (6.9)

Estas aplicaciones son nilpotentes (por serlo adh). Aplicando un resultado previo (proposición 2.1),
existe un vector no nulo, x0 + h, con x0 ∈ g

adh

0 , pero x0 /∈ h, tal que

ãdh(x0 + h) = h, h ∈ h (6.10)
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Pero en este caso, adh x0 = [h, x0] ∈ h, luego x0 ∈ N (h). Es decir, h ( N (h). Lo que hemos
probado es:

h ( g
adh

0 ⇒ h ( N (h) (6.11)

o, lo que eso mismo, si h = N (h), entonces h = g
adh

0 , o sea, si h es de Cartan, h = g
adh

0 . (ver [5],
página 58)

En realidad, el espacio g
adh

0 es siempre una subálgebra si h es nilpotente (no es necesario que
sea de Cartan), y si g

adh

1 es el subespacio correspondiente a los autovalores no nulos (o, en general,
el segundo espacio en la descomposición de Fitting) se tiene

[gadh

0 , g
adh

0 ] ⊆ g
adh

0 , [gadh

0 , g
adh

1 ] ⊆ g
adh

1 (6.12)

La demostración es muy sencilla (ver [5], página 58).
La noción de elemento regular será muy importante en lo que sigue.

Definición 6.2 Sea g un álgebra de Lie y h ∈ g. Se dice que h es regular si la dimensión del
subespacio propio generalizado de autovalor 0 de adh es mı́nima.

Se llama rango1 de g a la dimensión de h.
Los elementos regulares de un álgebra de Lie determinan una subálgebra de Cartan.

Teorema 6.1 Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita. Sea x ∈ g regular. El subespacio propio
generalizado de autovalor 0 relativo a adx es una subálgebra de Cartan de g.

Dada una subálgebra de Cartan, h, el álgebra se puede descomponer en una suma directa de
subespacios usando la representación adjunta para la subálgebra de Cartan (que es nilpotente)
como hemos visto antes

g = g0 ⊕ gα1 ⊕ · · · ⊕ gαk
(6.13)

Se tiene como sabemos,
[gα, gβ ] ⊂ gα+β (6.14)

g0 es una subálgebra igual a h:
g = h⊕ gα1 ⊕ · · · ⊕ gαk

(6.15)

Los espacios gαi se llaman espacios de ráıces.
Como hemos dicho anteriormente, Teorema 6.1, existen subálgebras de Cartan (si el cuerpo K

fuera finito el resultado no es correcto). Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo
K. Sea {x1, . . . , xn} una base. Sea K(u) el cuerpo de funciones racionales en las indeterminadas
u1, . . . , un y gK(u) el álgebra de Lie sobre el cuerpo K(u) (combinaciones lineales de los elementos
de la base de g con coeficientes en K(u)).

Consideremos xu = u1x1 + · · · + unxn y la representación adjunta adxu . El polinomio carac-
teŕıstico de este endomorfismo es:

χ(t, u) = tn + gn−1(u)tn−1 + · · ·+ g0(u) (6.16)

donde los coeficientes son polinomios en u. Como 0 es un autovalor del endomorfismo (pues xu

conmuta consigo mismo) se tiene que g0(u) = g1(u) = · · · = gl−1(u) = 0, gl(u) 6= 0. Esto implica
que para cada x ∈ g, adx tiene como autovalor a 0, con multiplicidad al menos l. Si gl(a1, . . . , an) 6=
0, el endomorfismo ada1x1+···+anxn

tiene el autovalor 0 con multiplicidad l y entonces
∑n

i=1 aixi es
regular. Está claro que l es el rango de g.

Se tiene el teorema (el Teorema 6.1 está contenido en éste)

1En [5] se llama rango al número n − dim g
adh
0 . Puesto que adh h = 0, el rango es estrictamente menor que la

dimensión del álgebra. Si el álgebra es nilpotente el rango es cero, pues por el teorema de Engel, los endomorfismos
adx son nilpotentes.
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Teorema 6.2 Sea K un cuerpo (basta con que sea infinito), g un álgebra de Lie de rango l y x ∈ g
un elemento regular. El polinomio caracteŕıstico de adx será:

χ(t) = tlχ̃(t), χ(0) 6= 0 (6.17)

Sea g0 = χ̃(adx)g, g̃ = (adx)lg. Entonces:

1. g = g0 ⊕ g̃ (como espacios vectoriales, se trata de la descomposición de Fitting)

2. g0 es una subálgebra de Cartan, dim g0 = l

3. [g0, g̃] = [x, g̃] = g̃

Veamos la relación entre los espacios de ráıces. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita,
h una subálgebra nilpotente y V un módulo de g, con representación π. Supongamos (como ya
hemos dicho) que el cuerpo K es algebraicamente cerrado (o que los polinomios cracteŕısticos
involucrados tienen todas sus ráıces en el cuerpo). Consideremos la representación π restringida
a h. Como sabemos (ver caṕıtulo 2) el espacio V se descompone en suma de espacios de pesos,
invariantes bajo π(h):

V = Vµ1 ⊕ · · · ⊕ Vµk
(6.18)

Lo mismo se puede decir de g considerado como un módulo de h bajo la representación adjunta.
Por tanto

g = gα1 ⊕ · · · ⊕ gαk
(6.19)

Como hemos dicho, en este caso a los pesos se les llama ráıces. Se tiene el siguiente resultado

Proposición 6.5 En las condiciones anteriores, se verifica:

gαVµ ⊆ Vµ+α (6.20)

si µ+ α es un peso de V relativo a g. En caso contrario gαVµ es cero.

La idea de la demostración es considerar el producto tensorial de la representación adjunta y de π.

v ∈ gαVµ, v =
∑

i

π(xi
α)vi

µ, xi
α ∈ gα, v

i
µ ∈ Vµ (6.21)

Definimos la aplicación f ,
f : gα ⊗ Vµ → gαVµ

xα ⊗ vµ 7→ π(xα)vµ

(6.22)

que es un homomorfismo de h-módulos. En efecto, la aplicación f es lineal por la definición. Además,
si h ∈ h, tenemos

adh⊗π(h)(xα ⊗ vµ) = adh(xα)⊗ vµ + xα ⊗ π(h)vµ (6.23)

Haciendo actuar f :

f((adh⊗π(h))(xα ⊗ vµ)) = π([h, xα])vµ + π(xα)π(h)vµ = π(h)π(xα)vµ (6.24)

como f(xα ⊗ vµ) = π(xα)vµ, se tiene

π(h)(f(xα ⊗ vµ) = π(h)π(xα)vµ (6.25)

que es el resultado anterior, luego f relaciona π con ad⊗π como queŕıamos probar (es decir, es un
homomorfismo de g-módulos). El peso de la representación producto tensorial es α + µ, luego el
de su imagen mediante f , gαVµ, es el mismo o el módulo es cero (consecuencia de la definición de
módulos peso).
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En el caso particular en que Vµ sea un módulo de la representación adjunta tenemos que
(admitiendo que α = 0 es una ráız y g0 = h, aunque en lo sucesivo no consideraremos a 0 como
una ráız)

[gα, gβ ]

{
⊆ gα+β si α+ β es una ráız
= 0 en caso contrario

(6.26)

6.2. Álgebras semisimples: ráıces

Recordemos las ideas esenciales sobre las álgebras semisimples (sobre un cuerpo infinito alge-
braicamente cerrado, esencialmente C). Como sabemos un álgebra semisimple es aquella que tiene
radical (ideal soluble maximal) igual a 0. O bien, aquella que (siendo no abeliana) no tiene ideales
abelianos no triviales. Un álgebra es simple si (siendo no abeliana) no tiene ideales no triviales.
También sabemos que la forma de Killing (K) es no degenerada si y solo si el álgebra es semisimple.
Un álgebra semisimple se puede escribir como la suma directa (como álgebras) de álgebras simples
que son todos los ideales del álgebra.

Dada una subálgebra de Cartan h de g, una ráız es una forma lineal no nula del espacio vectorial
h, tal que el subespacio

gα = {y ∈ g : ∀x ∈ h,∃r ≥ 1, (adx−α(x))ry = 0} (6.27)

es no trivial.
La descomposición en espacios de ráıces es, como ya hemos dicho

g = h⊕ gα ⊕ gβ ⊕ · · · ⊕ gγ (6.28)

Sea h∗ el dual como espacio vectorial de h y ∆ el conjunto de ráıces,

∆ ⊂ h∗, ∆̃ = ∆ ∪ {0} (6.29)

Veremos a continuación una serie de propiedades de las ráıces que nos permitirán estudiar la
estructura de las álgebras semisimples.

Proposición 6.6 Si ±α son ráıces, entonces, si eα ∈ gα y e−α ∈ g−α se tiene que

[eα, e−α] ∈ h (6.30)

Es una consecuencia de (6.26) (nótese que no se dice que si α ∈ ∆ entonces −α ∈ ∆. Esto lo
veremos más adelante).

Proposición 6.7 Si α, β ∈ ∆̃ con α+ β 6= 0, entonces

K(gα, gβ) = 0 (6.31)

Veamos primeramente que g0 = h es ortogonal (siempre según K) a gα, para toda ráız α ∈ ∆.
Como α 6= 0, existe h′ ∈ h tal que α(h′) 6= 0. Sea h ∈ h y eα ∈ gα. Probaremos que son ortogonales

Por definición de gα existe un entero r ≥ 0 tal que:

(adh′ −α(h′))reα = 0 (6.32)

para todo eα ∈ gα. Es decir, adh′ −α(h′) es nilpotente y como α(h′) 6= 0, se tiene que adh′

(restringida a gα) es la suma de una transformación nilpotente, más un múltiplo (no cero) de la
identidad. El único autovalor es α(h). La consecuencia inmediata es que adh′ es un endomorfismo
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no singular en gα. Lo mismo ocurre con cualquiera de sus potencias, luego, para todo k, fijado
eα ∈ gα existe ek

α ∈ gα tal que
adk

h′ e
k
α = eα (6.33)

Como la forma de Killing es invariante respecto a la representación adjunta

K(eα, h) = K(adk
h′ e

k
α, h) = ±K(ek

α, adk
h′ h) (6.34)

El signo depende de k pero es irrelevante, pues h es nilpotente, y por tanto, eligiendo k suficiente-
mente grande se tiene

K(eα, h) = 0 (6.35)

como queŕıamos probar. Supongamos ahora que eβ ∈ gβ , con α+ β 6= 0. Entonces,

K(eα, eβ) = K(adh′ e
1
α, eβ) = K([h′, e1α], eβ) = K([h′, [e1α, eβ ]) (6.36)

Puede ocurrir que α + β sea una ráız (no cero). Entonces [e1α, eβ ] ∈ gα+β y por lo anterior
K(eα, eβ) = 0. Si α + β no es una ráız, entonces [e1α, eβ ] = 0 y se tiene el mismos resultado.

Proposición 6.8 La restricción de la forma de Killing a la subálgebra de Cartan es no degenerada

Si K|h fuera degenerada, existiŕıa h ∈ h tal que K(h, h′) = 0 para todo h′ ∈ h. Pero como h es
ortogonal a cualquier elemento de gα, para toda ráız α, se tiene que K seŕıa degenerada en g lo
que no es posible al ser g semisimple.

Siendo h una subálgebra de Cartan (en particular nilpotente), sabemos que en una base ade-
cuada las matrices que representan adh son triangulares superiores. La traza de adh restringido a
gα es α(h) dim gα (pues solo existe un autovalor, α(h), en esta restricción, por la definición de los
espacios ráıces). El producto de dos de estas matrices sigue siendo triangular y por tanto,

K(h, h′) = tr(adh adh′) =
∑
α∈∆

(dim gα)α(h)α(h′) (6.37)

Proposición 6.9 Si h es una subálgebra de Cartan de un álgebra semisimple g, h es abeliana

Los elementos del álgebra h′, derivada de h, son anulados por cualquier ráız: α(h′) = 0 si h′ ∈ h′,
pues, si x ∈ gα, no nulo, se tiene

[h′, x] =α(h′)x = [[h1, h2], x] = [h1, [h2, x]] + [[h1, x], h2] = α(h2)[h1, x] + α(h1)[x, h2]
=α(h2)α(h1)x− α(h1)α(h2)x = 0 (6.38)

luego
α(h′) = 0 (6.39)

y las ráıces se anulan sobre el álgebra derivada Entonces, para todo h ∈ h,

K(h, h′) = 0 (6.40)

Como la forma de Killing es no degenerada, h′ = 0 y h′ = 0 por lo que h es abeliana.

Proposición 6.10 El conjunto de ráıces es un sistema de generadores del espacio dual h∗
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Si no es aśı, existe h′ tal que α(h′) = 0 para todo α. Lo que implica según hemos visto antes, que
h′ = 0. Luego el sistema de ráıices es un sistema de generadores de h∗. Es decir, al menos hay l
ráıces independientes donde l es la dimensión de h.

Proposición 6.11 Si α es una ráız, entonces −α también lo es

Si α ∈ ∆ pero −α no es una ráız, entonces gα es ortogonal a cualquier otro subespacio gβ (y
también a h). Luego la forma de Killing seŕıa degenerada. Además gα y g−α son espacios duales
respecto a la forma de Killing.

Como la forma de Killing es no degenerada en h, es posible definir un “producto interior” (una
forma bilineal simétrica no degenerada) en h y en h∗. como hemos visto,

〈h, h′〉 = K(h, h′) =
∑
α∈∆

(dim g(α))α(h)α(h′), h, h′ ∈ h (6.41)

Utilizando el teorema de Riesz-Fréchet, dado λ ∈ h∗ existe un único hλ ∈ h tal que

λ(h) = 〈hλ, h〉, h ∈ h∗ (6.42)

y por tanto
〈λ, µ〉 = 〈hλ, hµ〉 = λ(hµ) = µ(hλ) (6.43)

Proposición 6.12 En la producto interior definido anteriormente en h∗, el producto de una ráız
por śı misma es distinto de cero:

〈α, α〉 6= 0, α ∈ ∆ (6.44)

La demostración se puede ver, por ejemplo, en [5].

Proposición 6.13 Si α ∈ ∆
dim g(α) = 1 (6.45)

Además, si α ∈ ∆ y kα ∈ ∆, con k ∈ Z, entonces k = ±1.

Sea

Rα = Keα + Khα +
∞∑

i=1

g−kα (6.46)

donde si kα ∈ ∆, gkα es el subespacio ráız correspondiente y en caso contrario es 0. El subespacio
Rα es invariante bajo adh. Si restringimos adh a Rα, para hα, α(hα) = (α, α), se tiene

tr adR
hα

= 〈α, α〉(1− dim g−α − 2 dim g−2α − · · · − k dim g−kα − · · · ) (6.47)

Rα es también invariante bajo adeα
y ade−α

. Entonces, como hα = [eα, e−α], se tiene

adR
hα

= [adR
eα
, adR

e−α
] (6.48)

y por lo tanto, tr adR
hα

= 0. Como 〈α, α〉 6= 0 se tiene que dim g−α = 1 y dim g−kα = 0, para
k = 2, 3, . . .. De forma similar se prueba para α.

Para terminar de estudiar la estructura de las álgebras semisimples y los sistemas de ráıces,
necesitamos algunos conceptos relacionados con el sistema de pesos de una representación. En
primer lugar, aunque volveremos a ello más adelante, estudiamos las representaciones de dimensión
finita de sl(2,C).
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6.3. Representaciones de dimensión finita de sl(2,C)

Sea {h, e, f} un base de sl(2,C) con las relaciones de conmutación

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h (6.49)

y sea π una representación de dimensión finita en un espacio V . Sean H = π(h), E = π(e),
F = π(f). Los endomorfismos {H,E, F} verifican las mismas relaciones de conmutación anteriores.
Sea j un autovalor de H y v ∈ V un autovector

Hv = jv (6.50)

El vector Ev es también un autovector de H (si no es cero):

HEv = (EH + 2E)v = (j + 2)Ev (6.51)

De esta manera obtenemos una sucesión de vectores en V linealmente independientes (porque
corresponden a distintos autovalores de H) y que necesariamente debe acabar, pues V es de di-
mensión finita. Es decir, existe p tal que

Epv 6= 0, Ep+1v = 0 (6.52)

Sea v′ = Epv. Entonces,
Hv′ = j′v′, Ev′ = 0, j′ = j + 2p (6.53)

Eliminemos la notación con primas: existe v ∈ V tal que

Hv = jv, Ev = 0 (6.54)

Aplicamos ahora el operador F . Tenemos una sucesión de autovectores v0 = v, v1 = Fv, . . . , vq =
Fmv que termina: Fm+1v = 0, con autovalores j, j − 2, . . . , j − 2m

Consideremos el subespacio de V , Wm, generado por los vectores:

{v0, v1, . . . vm} (6.55)

Este espacio es invariante bajo H,E, F e irreducible. Veamos la acción de E (las de H y F son
evidentes por construcción). Para el vector v1 se tiene

Ev1 = EFv0 = (FE +H)v = jv0 (6.56)

La expresión general es
Evk = (kj − k(k − 1))vk−1 (6.57)

Probémoslo por inducción. Para k = 1 es correcta como se ha visto. Para k + 1, supuesta cierta
para k, se tiene:

Evk+1 =EFvk = (FE +H)vk = F ((kj − k(k − 1))vk−1) + (j − 2k)vj

=(kj − k(k − 1))Fvk−1 + (j − 2k)vk = (kj − k(k − 1) + j − 2k)vk

=((k + 1)j − (k + 1)k)vk (6.58)

como queŕıamos probar. El espacio Wm es entonces invariante. La traza del operador H (siendo el
conmutador de otros dos operadores) debe ser cero. Por tanto,

j + (j − 2) + · · ·+ (j − 2m) = j(m+ 1)− 1
2
2m(m+ 1) = j(m+ 1)−m(m+ 1) = 0 (6.59)

luego
j = m (6.60)
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y j es un entero, aśı como el resto de los autovalores de H. Probemos finalmente que el subespacio
Wj es irreducible. Si W̃ ⊂ Wj es un subespacio que contiene a un vector de la forma w = civi +
· · · cjvj , con ci 6= 0 y es invariante bajo H,E, F entonces contiene a todos los vectores xi y es igual
a Wj . En efecto, aplicando F un número suficiente de veces, se obtiene:

1
ci
F j−iw = vj (6.61)

y por invariancia contiene a los demás.
Finalmente se tiene el siguiente resultado

Proposición 6.14 Para cada entero j = 0, 1, 2, . . . existe una única (salvo isomorfismo) represen-
tación irreducible de sl(2,C) de dimensión j + 1, y la acción de los operadores π(h), π(e) y π(f)
viene dada por las expresiones estudiadas anteriormente.

Si ±α son las ráıces de esta álgebra, tenemos

α(h) = 2 (6.62)

en la base elegida. Sea Λ el peso correspondiente al autovalor j:

Λ(h) = j (6.63)

Como la dimensión de h∗ es 1, se tiene

Λ = kα, Λ(h) = j = kα(h) = 2k (6.64)

es decir
2〈Λ, α〉
〈α, α〉

= 2k = j (6.65)

que es un entero no negativo.

6.4. Propiedades de las ráıces de un álgebra semisimple

Sea (V, π) una representación de un álgebra de Lie semisimple g y Λ su sistema de pesos respecto
a una subálgebra de Cartan h, Λ ⊂ h∗ (un sistema finito). Si α ∈ ∆, el sistema de ráıces de g, sea
hα ∈ h tal que α(h) = 〈h, hα〉. Entonces, eligiendo e±α adecuadamente, se tiene

[eα, e−α] = hα (6.66)

El subespacio generado por {hα, eα, e−α} es una subálgebra tridimensional de g.
Las proposiciones que siguen a continuación se refieren a una representación arbitraria de

dimensión finita. Las usaremos posteriormente aplicadas al caso de la representación adjunta.

Proposición 6.15 V es un módulo para h. Si Vλ es un h-módulo de peso λ, entonces

h
∣∣
Vλ

= λ(h)1Vλ
(6.67)

La demostración se basa en que π(h) es un álgebra de operadores semisimples que conmutan, por
lo que se pueden diagonalizar simultáneamente.

Proposición 6.16 Consideremos el álgebra

g(α) = h + Keα + Ke−α (6.68)
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El espacio V es un módulo para g(α). Si W es un g(α)-submódulo irreducible de V , podemos
encontrar una base {v0, v1, . . . , vj} tal que:

π(h)vk = (λ− kα)(h)vk, k = 0, 1, . . . , j (6.69)
π(e−α)vk = vk+1, k = 0, 1, . . . , j − 1, π(e−α)vj = 0 (6.70)

π(eα)vk =
1
2
k(j − k + 1)〈α, α〉vk−1, k = 1, 2, . . . , j, π(eα)v0 = 0 (6.71)

j es un peso que verifica
2〈λ, α〉
〈α, α〉

= j ∈ Z≥0 (6.72)

La demostración se basa en un uso adecuado de los resultados obtenidos para sl(2,C).

Proposición 6.17 Si v ∈ V es distinto de cero, tal que π(h)v = λ(h)v, π(eα)v = 0, entonces v
genera un g(α)-módulo irreducible.

Proposición 6.18 Sea λ un peso de la representación (V, π). Consideremos el conjunto de pesos
que tiene la forma λ+ kα, k ∈ Z, α ∈ ∆. Este conjunto está formado por:

λ− qα, λ− (q − 1)α, . . . , λ+ (p− 1)α, λ+ pα, p, q ≥ 0 (6.73)

Se verifica
2〈λ, α〉
〈α, α〉

= q − p (6.74)

Proposición 6.19 Sea v ∈ V distinto de cero, tal que

π(h)v = (λ+ pα)(h)v (6.75)

Entonces v genera un g(α)-módulo irreducible. Los pesos del conjunto definido anteriormente son
pesos de h en este submódulo. En particular, si λ es un peso, el vector definido por

λ′ = λ− 2〈λ, α〉
〈α, α〉

α (6.76)

es también un peso y las dimensiones de los espacios peso asociados a λ y λ′ son iguales.

La serie de pesos
λ− qα, λ− (q − 1)α, . . . , λ, . . . , λ+ pα (6.77)

se llama una α-serie.
Consecuencia inmediata de estos resultados es la proposición siguiente.

Proposición 6.20 1. Los números Nα,β que aparecen en las relaciones de conmutación de los
vectores ráıces, son distintos de cero si α+ β es una ráız.

2. Si α ∈ ∆ y kα ∈ ∆, con k ∈ K, entonces k = ±1.

3. La α-serie que contiene a una ráız β, contiene cuatro ráıces como máximo, es decir

2〈α, β〉
〈α, α〉

= ±0,±1,±2,±3 (6.78)
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Si β = ±α, la α-serie solo contiene dos ráıces: ±α. Sea β 6= ±α y supongamos que la α-serie
que pasa por β tiene cinco ráıces que se pueden escribir como β − 2α, β − α, β, β + α, β + 2α
(cambiando de nombre a β si es preciso). Consideremos ahora la β-serie que contiene a β + 2α. Si
sumamos β, β + β + 2α = 2(β +α) luego no es ráız. Si restamos β, 2α tampoco es ráız. Luego esa
serie solo contiene un elemento β + 2α. Entonces p = q = 0 (en la notación usada anteriormente)
con lo que

〈β + 2α, β〉 = 0 (6.79)

El mismo argumento se puede emplear con β − 2α y por tanto

〈β − 2α, β〉 = 0 (6.80)

Pero esto lleva
〈β, β〉 = 0 (6.81)

lo que no puede ser. Por lo tanto p+ q + 1 ≤ 4 como máximo, es decir p+ q ≤ 3.

6.5. Sistemas fundamentales de ráıces y Π-sistemas

Los sistemas de ráıces se pueden estudiar como un conjunto de vectores en un espacio euclidiano
con determinadas propiedades. Por ello es necesario en lo que sigue distinguir diferentes situaciones
sobre K (que será siempre en estas notas C), Q y R. Aśı, h∗ es el dual de h sobre K y h∗0 es la
envolvente lineal sobre Q de ∆, es decir, el dual de h0 = linQ{hα} con α ∈ ∆.

Proposición 6.21 Se tienen las siguientes propiedades

1. dimQ h∗0 = dimK h∗ = rango g

2. Todos los pesos están en h∗0

3. 〈 , 〉|h∗0 toma valores en Q y es definida positiva.

Para demostrar la primera parte basta probar que si {α1, . . . , αl} es una base de h∗ (sobre K),
cualquier ráız se puede escribir como una combinación de αi con coeficientes racionales. Como
β =

∑l
i=1 ciαi con ci ∈ K, tenemos:

2〈β, αi〉
〈αi, αi〉

=
l∑

j=1

2〈αj , αi〉
〈αi, αi〉

cj (6.82)

que es un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes enteros. El determinante es distinto de
cero al ser 〈 , 〉 no degenerada

det
(

2〈αj , αi〉
〈αi, αi〉

)
=

2l∏l
i〈αi, αi〉

det
(
〈αj , αi〉

)
6= 0 (6.83)

Luego las constantes ci son racionales.
El segundo enunciado es ahora inmediato. Cualquier peso λ verifica

2〈β, αi〉
〈αi, αi〉

∈ Z (6.84)

luego es una combinación de las ráıces anteriores, con coeficientes racionales y está en h∗0.
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Veamos ahora la tercera propiedad. Si h, h′ ∈ h, se tiene

〈h, h′〉 =
∑
α∈∆

α(h)α(h′) (6.85)

En el dual se tiene
〈λ, µ〉 =

∑
α∈∆

α(hλ)α(hµ) =
∑
α∈∆

〈α, λ〉〈α, µ〉 (6.86)

En particular si β es una ráız
〈β, β〉 =

∑
α∈∆

〈α, β〉2 (6.87)

Si pαβ y qαβ son los extremos de la β-serie que pasa por α, tenemos:

2〈α, β〉
〈β, β〉

= qαβ − pαβ (6.88)

y por lo tanto

〈α, β〉 =
1
2
〈β, β〉(qαβ − pαβ) (6.89)

y sustituyendo en la expresión de 〈β, β〉:

〈β, β〉 =
1
4
〈β, β〉2

∑
α∈∆

(qαβ − pαβ)2 (6.90)

es decir,

〈β, β〉 =
4∑

α∈∆(qαβ − pαβ)2
(6.91)

que, obviamente, está en Q. Se sigue que 〈α, β〉 ∈ Q. Todos los productos de ráıces son racionales.
En cuanto a los pesos, puesto que son combinaciones racionales de ráıces se tiene el mismo resultado.
Finalmente en lo que se refiere a ser definido positivo, ocurre lo siguiente. Sea λ ∈ h∗0, λ 6= 0.

〈λ, λ〉 =
∑
α∈∆

〈α, λ〉2 (6.92)

el resultado es cero si y solo si 〈λ, α〉 = 0 para todo α ∈ ∆ (porque son racionales), lo que no puede
ocurrir al ser la forma no degenerada y generar ∆ todo h∗0. Por tanto la forma es definida positiva
y tenemos un producto escalar.

El siguiente concepto es el de ráız simple. Para definirlo daremos primero una relación de orden
en el ret́ıculo de pesos (Λ). Sea {h1, . . . , hn} una base de h0 (y por supuesto de h). Dados dos pesos
λ1, λ2, se dice que λ1 > λ2 si existe k con 0 ≤ k ≤ l − 1, tal que

λ(h1) = λ2(h1), . . . , λ1(hk) = λ2(hk), λ1(hk+1) > λ2(hk+1) (6.93)

Si λ > 0 se dice que es un peso positivo. La relación de orden es lineal en el ret́ıculo (sobre Q).
Este orden permite separar ∆ en dos conjuntos, las ráıces positivaa y las negativas:

∆ = ∆+ ∪∆−, ∆+ ∩∆− = ∅ (6.94)

Definición 6.3 Sea α ∈ ∆+. Se dice que α es una ráız simple si no puede escribirse como la suma
de dos ráıces positivas.
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Como hemos dicho antes, los sistemas de ráıces se interpretarán como ciertos conjuntos de
vectores en un espacio euclidiano. Un sistema ortogonal en h∗0 lo es en el sentido usual respecto al
producto interior 〈 , 〉. Un sistema ortogonal es linealmente independiente y si es maximal es una
base de h∗0. Como necesitaremos utilizar ráıces cuadradas, hay que pasar de Q a R. El espacio h∗R
es la extensión de h∗0 cuando se extiende Q a R. Se extiende también el producto escalar (nótese
que en h∗0 el producto interior definido anteriormente es definido positivo), con lo que h∗0 es un
subconjunto de h∗R que es un espacio euclidiano.

Proposición 6.22 Sean α, β ráıces simples distintas. Entonces

1.
α− β /∈ ∆ (6.95)

2.
〈α, β〉 ≤ 0 ⇒ α̂β ≥ π

2
(6.96)

Veamos que α − β no puede ser una ráız positiva. Si lo fuera, digamos γ, entonces α − β = γ y
α = β + γ no seŕıa simple. Por razones similares no puede ser una ráız negativa. Para demostrar
la segunda parte, consideremos la α-serie que pasa por β. Puesto que α − β no es ráız, entonces
q = 0. Como

2〈α, β〉
〈β, β〉

= q − p = −p < 0 (6.97)

y se sigue el resultado pues 〈α, α〉 > 0.

Proposición 6.23 Sea {α1, . . . , αl} el conjunto de ráıces simples correspondientes a un cierto
orden fijado. Entonces:

1. {α1, . . . , αl} es una base de h∗0 (sobre Q).

2. β ∈ ∆+, β = c1α1 + · · ·+ clαl, ci ∈ Z+ ∪ {0}.

Demostraremos en primer lugar que son linealmente independientes. Supongamos que una de
ellas se puede escribir como combinación lineal de las demás, por ejemplo α1. Separamos esta
combinación lineal en dos partes, la que lleva coeficientes positivos y la que los lleva negativo, con
lo que

α1 = β − γ (6.98)

donde β y γ son combinaciones lineales de ráıces simples con coeficientes positivos. Cada ráız
simple aparece en β o en γ o en ninguna de las dos (pero no en ambas). Por tanto, como todos los
productos de ráıces simples distintas son negativos o cero, se tiene

〈β, γ〉 ≤ 0 (6.99)

con que
〈α1, β〉 = 〈β − γ, β〉 = 〈β, β〉 − 〈γ, β〉 > 0 (6.100)

pero 〈α1, β〉 ≤ 0 lo que es contradictorio con lo anterior. Las ráıces simples son linealmente inde-
pendientes.

Supongamos ahora que existe una ráız positiva (no simple) β tal que toda ráız positiva menor
que ella se puede poner como combinación lineal con coeficientes no negativos de las ráıces simples.
Como β no es simple, existen dos ráıces positivas cuya suma es β. Cada una de ellas es menor que
β luego se pueden poner como suma de ráıces simples con coeficientes no negativos, y por lo tanto
β, que es su suma, también. Si β es negativa se reduce a este caso tomando −β que es positiva.

Es decir, las ráıces positivas se obtienen como combinaciones de las ráıces simples (que forman
una base) con coeficientes enteros positivos (o cero). Los sistemas fundamentales (que coinciden
con las ráıces simples) se definen entonces de la forma siguiente.
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Definición 6.4 Sea Π ⊂ ∆. Se dice que Π es un sistema fundamental de ráıces si

1. Π = {α1, . . . , αl} es una base de h∗0.

2. Si β ∈ ∆, entonces β = c1α1 + · · ·+ clαl con ci ≥ 0 para todo i = 1, . . . , l o bien ci ≤ 0 para
todo i = 1, . . . , l.

Es evidente que todo sistema de ráıces simples es un sistema fundamental de ráıces. Lo contrario
es también cierto. Todo sistema fundamental es un sistema de ráıces simples para un cierto orden
(una elemento de h∗0 es positivo si escrito en la base del sistema fundamental elegido, el primer
coeficiente no cero es positivo).

Un elemento básico en el estudio de las álgebras semisimples es la matriz de Cartan, que reúne
toda la información necesaria para definir el álgebra. Definimos lo que es un Π-sistema en un
espacio euclidiano, que será equivalente en h∗0 a un sistema fundamental (y a un sistema de ráıces
simples).

Definición 6.5 Sea Rl con el producto escalar usual. El conjunto de vectores de Rl, {α1, . . . , αl}
es un Π-sistema si

1. {α1, . . . , αl} son l.i.

2. cij = 2〈αi,αj〉
〈αj ,αj〉 ∈ Z, cij ≤ 0, i 6= j

La matriz cij se llama la matriz de Cartan del sistema.

Un sistema de ráıces simples (o un sistema fundamental de ráıces) de un álgebra semisimple es un
Π-sistema (en h∗R) y por lo tanto se le puede asociar una matriz de Cartan.

A partir de la matriz de Cartan uno puede construir el sistema completo de ráıces. Además se
tiene:

Proposición 6.24 Sea {α1, . . . , αl} un sistema fundamental de ráıces de un álgebra semisimple
g. Entonces eα1 , . . . , eαl

, e−α1 , . . . , e−αl
generan (como álgebra) g.

Para poder clasificar los Π-sistemas es necesario introducir el concepto de sistemas no descom-
ponibles

Definición 6.6 Se dice que un Π-sistema es indescomponible si no se puede escribir como la unión
de dos conjuntos no vaćıos, Π1 y Π2, tales que si α1 ∈ Π1 y α2 ∈ Π2 entonces 〈α1, α2〉 = 0.

Los sistemas indescomponibles están asociados a álgebras simples.

Proposición 6.25 Sea Π un sistema fundamental de ráıces de un álgebra g.

Π indescomponible ⇔ g simple (6.101)

6.6. Clasificación de Π-sistemas

En este momento uno puede olvidarse de las álgebras semisimples y estudiar sistemas de vectores
(con ciertas propiedades) en un espacio euclidiano. Cuando hablemos ahora de ráıces hay que
entenderlas como vectores de Rl.

Definición 6.7 Sea ∆ ⊂ Rl con el producto escalar usual. Se dice que ∆ es un sistema de ráıces
(∆ es un sistema de generadores de Rl) si

1.
∀α ∈ ∆, α 6= 0 ⇒ Rα ∩∆ = {±α} (6.102)
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2.
2〈β, α〉
〈α, α〉

∈ Z, α, β ∈ ∆ (6.103)

β − kα ∈ ∆, 0 ≤ k ≤ 2〈β, α〉
〈α, α〉

(6.104)

Los sistemas que estamos estudiando son sistemas de ráıces según esta definición. Veamos cuales
son sus propiedades más importantes.

Diremos que dos Π-sistemas son equivalentes si sus matrices de Cartan coinciden. Sea Π =
{α1, . . . , αl} un Π-sistema. Entonces

cijcji =
4〈αi, αj〉

〈αi, αi〉〈αj , αj〉
= 4 cos2 α̂iαj (6.105)

Como cij es un entero y el coseno está acotado, solo tenemos cuatro posibilidades (si i = j, cij = 2).

cijcji = 0, 1, 2, 3 (6.106)

1. cijcji = 0. Entonces 〈αi, αj〉 = 0 y las ráıces forman un ángulo de π
2 , siendo cij = cji = 0.

2. cijcji = 1. La única posibilidad es cij = cji = −1. Las dos ráıces tienen la misma longitud
(〈αi, αi〉 = 〈αj , αj〉) y el ángulo que forman es π

3 .

3. cijcji = 2. La única posibilidad es cij = −2, cji = −1. Las ráıces tienen distinta longitud
(〈αi, αi〉 = 2〈αj , αj〉) y el ángulo que forman es 3π

4 .

4. cijcji = 3. De nuevo solo hay una única posibilidad: cij = −3, cji = −1. Las ráıces tienen
distinta longitud (〈αi, αi〉 = 3〈αj , αj〉) y el ángulo que forman es 5π

6 .

Los diagramas de Dynkin-Coxeter son una forma de codificar la información contenida en
la matriz de Cartan. Dado un Π-sistema consideramos un grafo que tiene tantos vértices como
elementos tiene el Π-sistema y que están unidos por tantas ĺıneas como el valor del número cijcji.
Además una flecha se dirige al vértice que tiene la ráız de mayor longitud, en el caso en que sean
de distinta longitud. Por tanto

Caso 0 e e
αi αj

Caso 1 e e
αi αj

Caso 2 e e@
�

αi αj

Caso 3 e e@
�

αi αj

Dos vértices del diagrama α, β están conectados si 〈α, β〉 6= 0. Se dice que un subdiagrama D1

de un diagrama D es conexo si dados α, β ∈ D1 existen elementos en D1, α = γ0, γ1, . . . , γs = β
tales que cada dos elementos consecutivos están conectados. Un diagrama es conexo si y solo si
Π es indescomponible. Dos diagramas son equivalentes si y solo si los Π-sistemas correspondientes
son equivalentes.

Veamos las propiedades de los diagramas de Dynkin y como se pueden usar para clasificar los
Π-sistemas y como consecuencia las álgebras de Lie simples.

Proposición 6.26 Sea Π = {α1, . . . , αl} un Π-sistema. El número de pares de vértices conectados
entre śı es menor o igual que l − 1.

Proposición 6.27 Sea Π = {α1, . . . , αl} un Π-sistema y D(Π) su diagrama de Dynkin correspon-
diente. Entonces
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Α1

Figura 6.1: Ráıces de A1

1. D(Π) no tiene ciclos, es decir, no existen αi1 , . . . αik
∈ Π tales que

〈αi1 , αi2〉 6= 0, 〈αi2 , αi3〉 6= 0, . . . , 〈αik
, αi1〉 6= 0 (6.107)

2. Si D1 ⊂ D(Π), con D1 conexo, si α ∈ D(Π), α /∈ D1, entonces existe como máximo un
elemento β ∈ D1 tal que α y β están conectados.

3. Como máximo, en cada vértice hay tres segmentos.

4. Si Π es indescomponible y l ≥ 3, D(Π) no tiene ningún subconjunto de la clase 3.

Una cadena homogénea conecta vértices para los que cij = cji, es decir ráıces de la misma
longitud. Se tiene el siguiente resultado:

Proposición 6.28 Sea Π = {α1, . . . , αk, β1, . . . , βj} un Π-sistema y C = {α1, . . . , αk} una cadena
homogénea. Entonces Π/C = {α, β1, . . . , βj} con α = α1, . . . , αk es también un Π-sistema y su
diagrama de Dynkin se obtiene del de Π: entre elementos βr, βs como en Π. Entre α y un elemento
βr como entre βr y el único αt con el que βr puede estar conectado.

Como consecuencia de estas propiedades es ahora posible construir los únicos diagramas posibles
que aparecen en la Tabla I. Hay cuatro series, Al, Bl, Cl y Dl, las series clásicas, y cinco álgebras
excepcionales, G2, F4, E6, E7 y E8. Los diagramas de Dynkin homogéneos corresponden a Al,
Dl, E6, E7, y E8. Los otros tienen ráıces de dos longitudes distintas. El único diagrama con tres
segmentos que unen dos vértices es G2. La serie Al comienza en l = 1, la Bl en l = 2, la Cl en
l = 3 y la Dl en l = 4 (como es fácil de ver, los casos suprimidos o bien son isomorfos a otros o no
son simples). Veamos como son los Π-sistemas correspondientes.

1. Al. En Rl+1, si {ε1, . . . , εl+1} es una base ortonormal, las ráıces simples son:

{α1 = ε1 − ε2, . . . , αl = εl − εl+1} (6.108)

Los productos escalares de las ráıces simples son:

〈αi, αi〉 = 2, 〈αi, αi+1〉 = −1, 〈αi, αj〉 = 0, j 6= i− 1, i, i+ 1 (6.109)

Α2

Α1

Figura 6.2: Ráıces de A2
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El conjunto de todas las ráıces (tienen todas la misma longitud y hay l(l + 1)) es

εi − εj , i, j = 1, . . . , l, i 6= j (6.110)

Las ráıces positivas son:
εi − εj , i ≤ j (6.111)

y su suma es,

εi − εj =
j−1∑
k=i

αk (6.112)

∑
i<j

(εi − εj) =
∑

i≤k<j

αk =
l∑

k=1

αk

( k∑
i=1

l+1∑
j=k+1

1
)

=
l∑

k=1

k(l + 1− k)αk (6.113)

Por ejemplo, para l = 1 solo hay una ráız simple, y el conjunto de todas las ráıces aparece en
la figura 6.1. La matriz de Cartan es simplemente 2. Para l = 2, tenemos dos ráıces simples
que forman un ángulo de 5π/6 y aparecen en la figura 6.2. La matriz de Cartan es(

2 −1
−1 2

)
(6.114)

En general, para rango l, la matriz de Cartan es:

Al =


2 −1

−1 2 −1
. . .
−1 2 −1

−1 2

 (6.115)

El determinante de la matriz de Cartan se puede calcular fácilmente y resulta ser:

detAl = 2 detAl−1 − detAl−2 (6.116)

Como detA1 = 2 y detA2 = 3, se tiene:

detAl = l + 1 (6.117)

2. Bl, Cl, Dl. En Rl, sea {ε1, . . . , εl} una base ortonormal. Las ráıces simples son:

α1 = ε1 − ε2, . . . , αl−1 = εl−1 − εl (6.118)

La última ráız depende del álgebra

a) Bl: αl = εl

b) Cl: αl = 2εl
c) Dl: αl = εl−1 + εl

En el caso Bl, todas las ráıces (2l2) son

±εi ± εj , i 6= j, ±εi (6.119)

las ráıces positivas son
εi − εj , i < j, εi (6.120)
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Cuando l = 2, el digarama de ráıces aparece en la figura 6.3. La matriz de Cartan por ejemplo
para B2 es: (

2 −2
−1 2

)
(6.121)

La ráız α1 es larga y α2 es corta. Esto es inmediato de la matriz de Cartan, pues de

c12 = −2 =
2〈α1, α2〉
〈α2, α2〉

, c21 = −1 =
2〈α2, α1〉
〈α1, α1〉

(6.122)

se deduce:
〈α1, α1〉 = 2〈α2, α2〉 (6.123)

Para cualquier l, todas las ráıces simples son largas salvo αl que es corta. La razón de sus
longitudes es

√
2.

Para cualquier l la matriz de Cartan es:

Bl =



2 −1
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

−1 2 −2
−1 2


(6.124)

Su determinante es:
detBl = 2 detBl−1 − detBl−2 (6.125)

Como detB1 = 2 y detB2 = 2, se tiene:

detBl = 2 (6.126)

Para Cl, las ráıces son (2l2)
±εi ± εj , i 6= j, ±2εi (6.127)

y el diagrama de ráıces de C2 (que es el de B2 girado) aparece en la figura 6.4.

La matriz de Cartan por ejemplo para C2 es:(
2 −1

−2 2

)
(6.128)

La ráız α1 es corta y α2 es larga. Para cualquier l, todas las ráıces simples son cortas menos
αl que es larga. La razón de sus longitudes vuelve a ser

√
2.

La matriz de Cartan es:

Cl =



2 −1
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

−1 2 −1
−2 2


(6.129)

que es la transpuesta de la matriz de Cartan de Bl.

Para Dl se tiene (2l(l − 1))
±εi ± εj , i 6= j (6.130)
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Α1

Α2

Figura 6.3: Ráıces de B2

Α1

Α2

Figura 6.4: Ráıces de C2

La matriz de Cartan es:

Dl =



2 −1
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

−1 2 −1 −1
−1 2
−1 2


(6.131)

Su determinante es 2.

3. G2. En R3 las ráıces simples son α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 + ε3 − 2ε1. La primera ráız es larga y
la segunda corta (la razón de longitudes es

√
3) formando un ángulo de 5π/6.

El sistema tiene 12 ráıces:

±(εi − εj), i < j ± (2εi − εj − εk), i 6= j 6= k 6= i (6.132)
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y su diagrama aparece en la figura 6.5. La matriz de Cartan es

G2 =
(

2 −3
−1 2

)
(6.133)

4. F4. El número de ráıces es 48. En R4 las ráıces simples son:

ε2 − ε3, ε3 − ε4, ε4,
1
2
(ε1 − ε2 − ε3 − ε4) (6.134)

(dos largas y dos cortas) y su matriz de Cartan es

F4 =


2 −1 0 0

−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 (6.135)

5. E6. Tiene 72 ráıces, que se pueden representar en R8. Todas tienen la misma longitud. Su
matriz de Cartan es:

E6 =


2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 −1
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 0
0 0 −1 0 0 2

 (6.136)

6. E7. Tiene 126 ráıces, también realizables en R8 y de la misma longitud. Su matriz de Cartan
es

E7 =



2 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 −1
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 0
0 0 −1 0 0 0 2


(6.137)

7. E8. Las 240 ráıces de E8 se pueden escribir en R8 y son de la misma longitud. Su matriz de
Cartan es

E8 =



2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 −1
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 0
0 0 0 0 −1 0 0 2


(6.138)

6.7. Clasificación de álgebras de Lie simples

Una vez analizados los posibles diagramas de ráıces, la clasificación de álgebras de Lie simples es
muy sencilla. Basta probar que dos álgebras de Lie son isomorfas si sus correspondientes Π-sistemas
son equivalentes.

Para ello conviene fijarse primeramente en el siguiente resultado.
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Α1

Α2

Figura 6.5: Ráıces de G2

Proposición 6.29 Sea Π un Π-sistema de un sistema de ráıces ∆. Si β ∈ ∆+ pero β /∈ Π,
entonces existe α ∈ Π y γ ∈ ∆+ tal que β = γ + α. La α-serie que contiene a β está en ∆+.

Ahora extenderemos las equivalencias entre Π-sistemas a isomorfismos entre los duales (sobre Q)
de las subálgebras de Cartan.

Proposición 6.30 Sea g semisimple, h una subálgebra de Cartan de g, ∆ el correspondiente sis-
tema de ráıces, ∆ ⊂ h∗0, Π ⊂ ∆ un sistema fundamental. Sean g̃, h̃, ∆̃ y Π̃ los elementos corres-
pondientes de otra álgebra semisimple g̃. Si Π y Π̃ son equivalentes, existe un isomorfismo lineal
ϕ : h∗0 → h̃∗0 tal que

ϕ(∆) = ∆̃, 〈ϕ(λ), ϕ(µ)〉 = 〈λ, µ〉, λ, µ ∈ h∗0 (6.139)

Una vez construido el isomorfismo entre los duales de las subálgebras de Cartan correspondien-
tes se estudian las constantes Nα,β .

Proposición 6.31 Se verifican las siguientes relaciones:

1. Si α, β, γ ∈ h∗0 y son distintas de cero, entonces, si α+ β + γ = 0, se tiene que

Nα,β = Nβ,γ = Nγ,α (6.140)

2. Si α, β, γ, δ ∈ ∆ con α+ β + γ + δ = 0, siendo α+ β 6= 0, α+ γ 6= 0, α+ δ 6= 0 se tiene:

Nα,βNγ,δ +Nβ,γNα,δ +Nγ,αNβ,δ = 0 (6.141)

3. Sean α, β ∈ ∆ con α + β ∈ ∆. Si β + iα es la α-serie de ráıces que contiene a β, se tiene
(−j ≤ i ≤ k):

Mα,β = Nα,βN−α,−β =
1
2
(j + 1)k〈α, α〉 (6.142)

4. Es posible escoger eα en cada g(α) tales que

a) B(eα, e−α) = 1

b) Nα,β = N−α,−β , α, β ∈ ∆

Con todos estos resultados se demuestran las siguientes proposiciones:
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Proposición 6.32 Sea g semisimple y Π un sistema fundamental de ráıces. Si g̃ es semisimple y
Π̃ es un sistema fundamental de ráıces de g̃ que es equivalente a Π, entonces g y g̃ son isomorfas.

Proposición 6.33 Sea g semisimple, h una subálgebra de Cartan, ∆ ⊂ h∗0 un sistema de ráıces.
Sea ϕ una transformación lineal con ϕ(∆) ⊂ ∆. Si se define θ ∈ gl(h) tal que

ϕ(λ)(θ(h)) = λ(h), ∀h ∈ h, λ ∈ h∗0 (6.143)

entonces θ se puede extender a un automorfismo de g.

6.8. Álgebras de Lie simples clásicas

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado (en estas notas C). Las álgebras de Lie clásicas que
corresponden a las cuatro series A, B, C y D se describen como álgebras de matrices de la forma
que sigue a continuación.

6.8.1. sl(l + 1,K), l ≥ 1

Se trata del espacio vectorial de las matrices (l+1)×(l+1) de traza nula. Estas matrices actúan
de forma irreducible en Rl+1 (es decir, no dejan ningún subespacio no trivial invariante). Con la
estructura de álgebra de Lie dada por el conmutador de matrices, se tiene que una subálgebra de
Cartan se puede elegir como:

h =
{ l+1∑

i=1

ciEii : c1 + · · ·+ cl+1 = 0
}

(6.144)

(Eij es la base usual del espacio de matrices y εi la usual de Rl+1) es decir, el subespacio de
matrices diagonales de traza nula. Si definimos los siguientes elementos en el dual h∗:

εi(Ejj) = δij (6.145)

tenemos que
adEii

Ejk = (δij − δik)Ejk (6.146)

y por lo tanto un sistema de ráıces es:

∆ = {εi − εj : i 6= j} (6.147)

Un sistema fundamental es:

Π = {αi = εi − εi+1 : i = 1, . . . , l} (6.148)

La forma de Killing es:
K(x, y) = 2(l + 1) tr(xy) (6.149)

y por lo tanto, los elementos del álgebra correspondientes a las ráıces del sistema fundamental son:

hαi
=

1
2(l + 1)

(Eii − Ei+1,i+1) (6.150)

y se tiene:

〈αi, αj〉 = K(hαi
, hαj

) = 2(l + 1) tr(hαi
hαj

) =


1

l+1 , i = j

− 1
2(l+1) , |i− j| = 1

0, |i− j| ≥ 2
(6.151)
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que nos proporciona el digrama de Dynkin de Al.
Las otras series se pueden obtener como subálgebras de sl(l + 1,K). Para verlo, consideremos

una representación del álgebra gl(n,K) en el espacio de endomorfismos de este espacio vectorial,
es decir, el espacio de operadores lineales gl(gl(n,K)):

f : gl(nK) → gl(gl(n,K))
x 7→ f(x) (6.152)

definido por
f(x)y = −xty − yx, y ∈ gl(n,K) (6.153)

Sea k ∈ gl(n,K) y definamos

L(k) = {x ∈ gl(n,K) : f(x)k = 0} = {x ∈ gl(n,K) : xtk + kx = 0} (6.154)

El endomorfismo k se puede asociar a una forma bilineal en el espacio de matrices

k(u, v) = utkv (6.155)

y por tanto:
L(k) = {x ∈ gl(n,K) : k(xu, v) + k(u, xv) = 0} (6.156)

El conjunto L(k) es una subálgebra de gl(n,K). En particular si k = In, se tiene el álgebra
ortogonal o(n,K). Si

k = J =
(

0 In
−In 0

)
(6.157)

se tiene el álgebra simpléctica sp(2n,K) ⊂ gl(2n,K).
Si k define una forma bilineal simétrica o antisimétrica no degenerada, entonces (si n ≥ 3) L(k)

actúa de forma irreducible en Kn. En los casos o(n,K) y sp(2n,K) se da esa circunstancia y, según
un teorema de Cartan, es semisimple o suma directa de un ideal semisimple y el centro. Como los
múltiplos de la identidad (que están en el centro) no forman parte del álgebra, son semisimples.

6.8.2. o(2l + 1,K)

La dimensión de este álgebra es l(2l + 1). Utilizando como matriz k:

k =

1 0 0
0 0 Il
0 Il 0

 (6.158)

Entonces, o(2l + 1,K) = L(I2l+1) = S−1L(k)S, donde

S =

1 0 0
0 1√

2
Il

i√
2
Il

0 1√
2
Il − i√

2
Il

 (6.159)

Los elementos de L(k) (que verifican xtk + kx = 0) son

x =

 0 at bt

−b A B
−a C −At

 , B = −Bt, C = −Ct (6.160)

La subálgebra de Cartan se puede tomar como:

h =


0

A
−At

 , A diagonal (6.161)
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y los vectores ráıces son:

Eεi
=

 0 0 εti
−εi 0 0
0 0 0

 , E−εi
=

 0 εti 0
0 0 0
−εi 0 0

 (6.162)

Eεi+εj =

0 0 0
0 0 Eij − Eji

0 0 0

 , E−εi−εj =

0 0 0
0 0 0
0 Eij − Eji 0

 (6.163)

Eεi−εj
=

0 0 0
0 Eij 0
0 0 −Et

ij

 (6.164)

De esta forma

adεi E±εj = ±δijE±εi , adεi E±εj±εk
= (±δij ± δik)E±εj±εk

(6.165)

Un sistema de ráıces es
∆ = {±εi, εi ± εj} (6.166)

Un sistema fundamental es:

Π = {α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3, . . . , αl−1 = εl−1 − εl, αl = εl} (6.167)

y la forma de Killing
K(x, y) = (2l − 1) tr(xy) (6.168)

nos lleva a definir

hαi =
1

2(2l − 1)
(εi − εi+1), i < l, hαl

=
1

2l(2l − 1)
εl (6.169)

con lo que tenemos un álgebra de tipo Bl. Además:

〈αi, αj〉 =

{
− 1

2(2l−1) |i− j| = 1

0 |i− j| ≥ 2
, 〈αi, αi〉 =

{
1

2l−1 i < l
1

2(2l−1) i = l
(6.170)

6.8.3. sp(2l,K)

El álgebra simpléctica es el siguiente conjunto

sp(2l,K) = {x ∈ gl(2l,K) : xtJl + Jlx = 0}

=
{(

A B
C −At

)
: A,B,C ∈ gl(2l,K), B = Bt, C = Ct

}
(6.171)

Se trata de una álgebra semisimple de dimensión l(2l + 1). Una subálgebra de Cartan es

h =
{(

A 0
0 −At

)
: A diagonal

}
(6.172)

Los vectores ráıces son

Eεi+εj
=
(

0 0
Eij + Eji 0

)
, E−εi−εj

=
(

0 Eij + Eji

0 0

)
, Eεi−εj

=
(
Eij 0
0 −Eij

)
(6.173)

Como se tiene:
adεi

E±εj±εk
= (±δij ± δik)E±εi±εj

(6.174)
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un sistema fundamental es:

Π = {α1 = ε1 − ε2, . . . , αl−1 = εl−1 − εl, αl = 2εl} (6.175)

La forma de Killing es:
K(x, y) = (2l + 2) tr(xy) (6.176)

y los elementos de la subálgebra de Cartan son:

hαi
=

1
4(l + 1)

(εi − εi+1), hαl
=

2
4(l + 1)

εl (6.177)

con productos:

〈αi, αj〉 =


− 1

4(l+1) |i− j| = 1, i, j < l

0 |i− j| ≥ 2
− 1

2(l+1) i = l − 1, j = l

, 〈αi, αi〉 =

{
1

2(l+1 i < l
1

l+1 i = l
(6.178)

El álgebra simpléctica es un álgebra de Lie semisimple con un sistema fundamental de tipo Cl.

6.8.4. o(2l,K)

La forma bilineal se puede escoger como:

k =
(

0 Il
Il 0

)
(6.179)

siendo la matriz que la diagonaliza:

S =

(
1√
2
Il

1√
2
Il

i√
2
Il

i√
2
Il

)
(6.180)

El álgebra correspondiente es

L(k) =
{(

A B
C −At

)
: B +Bt = C + Ct = 0

}
(6.181)

siendo la subálgebra de Cartan

h =
{(

A 0
0 −At

)
: A diagonal

}
(6.182)

La forma de Killing es:
K(x, y) = (2l − 2) tr(xy) (6.183)

lo que nos lleva a los siguientes elementos de la subálgbra de Cartan:

hαi
=

1
2(2l − 2)

(εi − εi+1), hαl
=

1
2(2l − 2)

(εl−1 + εl) (6.184)

Finalmente los productos escalares son:

〈αi, αj〉 =



0 |i− j| ≥ 2, i 6= l, j 6= l

− 1
2(2l−1) i = l − 2, j = l

− 1
2(2l−2) |i− j| = 1, i 6= l, j 6= l

0 i 6= l − 2, i 6= l, j = l
1

2l−2 i = j

(6.185)

Para l ≥ 3, el álgebra o(2l,K) es simple y tiene un sistema fundamental de tipo Dl.
Además de estas álgebras existen 5 álgebras excepcionales, de rango 2 (G2), 4 (F4), 6 (E6),

7 (E7) y 8 (E8). Las dimensiones de estas álgebra son 14, 52, 78, 133 y 248 respectivamente. Su
construcción no es tan sencilla como las de las álgebras clásicas y no la discutiremos aqúı [13].
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Caṕıtulo 7

Automorfismos de álgebras de Lie
semisimples

En este caṕıtulo estudiaremos los automorfismos de las álgebras semisimples complejas y su
relación con las simetŕıas de los diagramas de Dynkin correspondientes.

7.1. Reflexiones en el sistema de ráıces

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja de rango l, h una subálgebra de Cartan y ∆ el
sistema de ráıces asociado a h. Sea E el espacio real generado por ∆ (al que llamamos en el caṕıtulo
anterior h∗R). Dado λ ∈ E, λ 6= 0, se define la reflexión asociada a λ, sλ : E → E por

sλ(ξ) = ξ − 2〈ξ, λ〉
〈λ, λ〉

λ, ξ ∈ E (7.1)

que es otro elemento de E. Se trata de una reflexión respecto al hiperplano perpendicular a λ. Pero
además, las reflexiones respecto a las ráıces dejan invariante ∆, el sistema de ráıces:

sα(β) ∈ ∆, α, β ∈ ∆ (7.2)

pues si α, β ∈ ∆, se tiene

sα(β) = β − 2〈β, α〉
〈α, α〉

α (7.3)

y sabemos que el segundo miembro de esta igualdad es una ráız.
Llamaremos base de Weyl a la siguiente base de un álgebra de Lie semisimple g, con subálgebra

de Cartan h y sistema de ráıces ∆:
g = h +

∑
α∈∆

Ceα (7.4)

[h, h] = 0, [h, eα] = α(h)eα, [eα, e−α] = hα (7.5)

[eα, eβ ] = Nα,βeα+β , α+ β ∈ ∆, 0 6= Nα,β = N−α,−β (7.6)

7.2. El grupo de Weyl

Sea ahora E un espacio euclidiano de dimensión l y 〈 , 〉 el producto escalar en E. Sea ∆ un
sistema de ráıces en E. Podemos construir el grupo ortogonal en E, O(E), que deja invariante el
producto escalar. Llamaremos grupo de Weyl, Ad(∆), del sistema ∆ al grupo generado por las
reflexiones {sα}α∈∆.
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78 MAR. Álgebras de Lie. Versión 4.

El grupo de Weyl no actúa de forma transitiva en el sistema de ráıces ∆, ya que al ser or-
togonal conserva la longitud de las ráıces. Además, dadas dos ráıces simples, no existe ninguna
transformación del grupo de Weyl que las relacione. En efecto, sean α, β ∈ ∆, α una ráız simple.
Entonces

α′ = sβ(α) = α− 2〈α, β〉
〈β, β〉

β (7.7)

lo que implica

〈α, α′〉 = 〈α, α〉 − 2〈α, β〉
〈β, β〉

〈α, β〉 =
1

〈β, β〉
(〈α, α〉〈β, β〉 − 2〈α, β〉2) (7.8)

Por la desigualdad de Schwarz:
〈α, β〉2 ≤ 〈α, α〉〈β, β〉 (7.9)

Pero si α′ ráız simple, en esa cadena no hay ninguna otra ráız simple en particular,. si α, β son
ráıces simples, 〈α, β〉 < 0, luego no existe ninguna ŕız de ese tipo, en particular

β − 2〈β, α〉
〈α, α, 〉

α (7.10)

no es una ráız y α, β no están relacionados por una transformación de Weyl.
El grupo de Weyl deja invariante ∆ como hemos visto, pero puede haber otras transformaciones

que dejen invariante ∆ y que no estén en el grupo de Weyl. Sea Aut(∆ el grupo de automorfismos
(ortogonales) del sistema de ráıces ∆:

Aut(∆) = {T ∈ O(E) : T (∆) = ∆} (7.11)

Obviamente
Aut(∆) ⊃ Ad(∆) (7.12)

Además el grupo de automorfismos es finito (pues es un subgrupo del grupo de permutaciones de
∆ que es finito). Y el grupo de Weyl es un subgrupo normal del grupo de automorfismos, pues es
fácil probar:

TsαT
−1 = sTα, T ∈ Aut(∆), sα ∈ Ad(∆) (7.13)

En efecto, sea ξ ∈ E. Entonces

TsαT
−1(ξ) = T

(
T−1ξ − 2〈T−1ξ, α〉

〈α, α〉
α

)
= ξ − 2〈ξ, Tα〉

〈Tα, Tα〉
Tα = sTαξ (7.14)

El grupo de Weyl permite separar el espacio E en componentes conexas. Sea

E′ = E −
⋃

α∈∆

Pα (7.15)

es decir, E menos los hiperplanos perpendiculares a las ráıces. Cada componente conexa de E′ se
llama una celda de Weyl. Los automorfismos de ∆ transforman unas celdas en otras, es decir:

Proposición 7.1 1. Si C es una celda de Weyl, T ∈ Aut(∆), entonces TC es otra celda de
Weyl.

2. Si Π = {α1, . . . , αl} es un sistema fundamental de ∆, entonces:

W (Π) = {ξ ∈ E : 〈αi, ξ〉 > 0, i = 1, . . . , l} (7.16)

es una celda de Weyl (celda fundamental).
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Las transformaciones ortogonales transforman hiperplanos en hiperplanos y por lo tanto una com-
ponente conexa en otra (o en ella misma). En cuanto a la segunda parte, el hiperplano perpendicular
a la ráız αi divide al espacio E en dos regiones. Los vectores situados en una de ellas (en l que
está αi) verifican 〈ξ, αi〉 > 0. La intersección de estas regiones (para cada ráız simple) es una celda
de Weyl, pues su intersección con un hiperplano perpendicular a una ráız, simple o no, es vaćıa. Si
no fuera aśı, existe β ∈ ∆ tal que en su hiperplano ortogonal hay un vector χ que verifica:

〈χ, αi〉 > 0, 〈β, χ〉 = 0 (7.17)

lo que no es posible. β es una combinación de ráıces simples, con todos los coeficientes del mismo
signo (o cero), por ejemplo:

β =
l∑

i=1

ciαi, ci ≥ 0 (7.18)

Entonces

〈β, χ〉 = ci

l∑
i=1

〈αi, χ〉 > 0 (7.19)

Un sistema de ráıces simples de ∆ permite determinar el grupo de Weyl de ∆.

Proposición 7.2 Sea Π0 = {α1, . . . , αl} un sistema fundamental de ∆ y llamemos sj = sαj . Sea
la celda fundamental del sistema ∆, W0 = W (Π0). Se tiene

1. {si}i=1,...,l es un sistema de generadores del grupo de Weyl, Ad(∆).

2. Si W es una celda de Weyl, existe s ∈ Ad(∆) tal que sW0 = W

3. Para todo s ∈ Ad(∆), sΠ0 es un sistema fundamental y todos los sistemas fundamentales se
obtienen de Π0 de esta forma.

4. Cualquier ráız de ∆ se obtiene de las ráıces simples mediante una sucesión de reflexiones si.

Si β ∈ ∆, se tiene

β =
l∑

i=1

ciαi (7.20)

sβξ = ξ − 2〈ξ, β〉
〈β, β〉

β = ξ −
l∑

i,j=1

cicj
2〈ξ, αi〉
〈β, β〉

αj (7.21)

Sea W una celda de Weyl. Veamos que existe s que transforma W en W0. Sea β ∈ ∆ tal que el
hiperplano ortogonal a β limita la celda W

Consideremos un sistema fundamental, Π, de un sistema de ráıces, ∆, y sea Aut(Π) el grupo
de transformaciones ortogonales que lo dejan invariante (los automorfismos de Π).

Proposición 7.3 El grupo Aut(Π) es un subgrupo de Aut(∆) y se tiene:

Aut(∆) = Ad(∆) Aut(Π) (7.22)

es decir, los automorfismos de un sistema de ráıces se corresponden con los automorfismos de
un sistema fundamental cualquiera y los elementos del grupo de Weyl que mueven los sistemas
fundamentales entre śı. No se trata, sin embargo, de un producto directo, pero śı semidirecto (los
elementos del grupo de Weyl no dejan invariantes los sistemas fundamentales), pues la intersección
de ambos grupos es la identidad:

Ad(∆) ∩Aut(Π) = 1 (7.23)
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7.3. Grupo de automorfismos de un álgebra de Lie semisim-
ple compleja

Vamos ahora a relacionar los automorfismos del álgebra de Lie semisimple con los de su sistema
de ráıces. Sea g un álgebra de Lie semisimple y h una subálgebra de Cartan de g, con un sistema
de ráıces ∆ y un conjunto de ráıces simples Π = {α1, . . . , αl}. Llamaremos Aut(g) al grupo de los
automorfismos de g, N el subgrupo de Aut(g) que deja invariante a h, N0 = N ∩ Ad(g), siendo
Ad(g) el grupo de automorfismos internos de g, es decir el grupo adjunto de g, generado por las
derivaciones internas de g (que en el caso de ser g simple son todas las derivaciones):

{exp(δ) : δ ∈ ad(g)}, ad(g) = {adx : x ∈ g} (7.24)

El grupo N0 está formado por los automorfismos internos que dejan invariante a h.

Proposición 7.4 La relación entre estos grupos es:

Aut(g) = Ad(g)N, Aut(g)/Ad(g) ≈ N/N0 (7.25)

Efectivamente, si σ ∈ Aut(g), σh es una subálgebra de Cartan de g, por lo que existe un automor-
fismo interno τ ∈ Ad(g) tal que σh = τh. Entonces

τ−1σh = h ⇒ τ−σ ∈ N ⇒ σ = τ(τ−1σ)

La segunda parte es consecuencia de un resultado general sobre grupos cociente:

Aut(g)/Ad(g) = (Ad(g)N)/Ad(g) ≈ N/(N ∩Ad(g)) = N/N0 (7.26)

Para proseguir con el estudio de estos automorfismos es necesario considerar espacios reales.
Sea como anteriormente hR =

∑
α∈∆ Rhα, E =

∑
α∈∆ Rα. Si σ ∈ N , entonces σhR = hR. Para

cada σ ∈ N definimos una aplicación f(σ) ∈ GL(E) mediante

(f(σ)ξ)(h) = ξ(σ−1(h)), h ∈ hR, ξ ∈ E (7.27)

f es un homomorfismo sobreyectivo de N en Aut(∆). Se tiene entonces

Proposición 7.5
σhλ = hf(σ)λ, λ ∈ E (7.28)

ker f = exp(ad h) (7.29)

Si llamamos s = f(σ) ∈ Aut(∆), se tiene que

ξ(σ−1hsλ
) = s(ξ)(hsλ

) = 〈sξ, sλ〉 = 〈ξ, λ〉 = ξ(hλ ⇒ σ−1hsλ
= hλ (7.30)

es decir, los automorfismos σ que dejan invariantes la subálgebra de Cartan transforman los ele-
mentos de ésta asociando a hλ el elemento hsλ, siendo s = f(σ).

El homomorfismo f no es inyectivo. Los automorfismos que están en su núcleo son la identidad
en h y además

σ(eα) = q(α)eα (7.31)

siendo q(α) un coeficiente que verifica

q(α+ β) = q(α)q(β) (7.32)

por lo tanto, podemos escoger rj ∈ C tal que

q(αj) = exp(rj) (7.33)
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Si se elige h ∈ h tal que αj(h0) = rj , de aqúı se concluye que

σ = exp(adh0) (7.34)

es decir el núcleo de f es
ker f = exp(ad h) (7.35)

El homomorfismo f es sobreyectivo, es decir f(N) = Aut(∆). Además f(N0) ⊂ Aut(∆). Se puede
probar también que el grupo de Weyl está contenido en f(N0), es decir las imágenes inversas
mediante f de los elementos del grupo de Weyl están en N0 que eran los automorfismos internos
que dejaban invariante la subálgebra de Cartan elegida.

Proposición 7.6 Sea T ∈ Aut(∆). Existe τ ∈ N tal que f(τ) = T y g(τ, 1) ⊂ h.

El conjunto g(τ, 1) se define en general como:

g(σ, c) = {x ∈ g : (σ − cI)nx = 0}, σ ∈ gl(g) (7.36)

con n = dim g y si σ ∈ Ad(g) tiene dimensión mayor o igual que el rango de g.
Pero es posible demostrar aún más:

Proposición 7.7
f(N0) = Ad(∆), Ad(∆) ∩Aut(Π) = 1 (7.37)

es decir, los elementos del grupo de Weyl se obtienen de automorfismos internos que dejan la
subálgebra de Cartan invariante, y viceversa, si un automorfismo interno deja la subálgebra de
Cartan invariante, entonces da lugar a un elemento del grupo de Weyl. La principal consecuencia
de este resultado es la siguiente relación entre estos grupos:

Aut(g)/Ad(g) ≈ N/N0 ≈ Aut(∆)/Ad(∆) ≈ Aut(Π) (7.38)

Veamos a continuación como son estos grupos en cada una de las álgebras de Lie simples.

1. Al

En este caso, el grupo de simetŕıas del diagrama de Dynkin es Z2, como se ve directamente del
diagrama (solo la identidad y el intercambio de ráıces respecto del punto medio del diagrama
lo deja invariante). Por tanto

Aut(g)/Ad(g) ≈ Z2 (7.39)

2. Bl, Cl

Los diagramas de Bl y Cl no tienen simetŕıas, por tanto:

Aut(g) = Ad(g) (7.40)

es decir, todos los automorfismos son internos.

3. Dl

Si l 6= 4, como en Al, el grupo de simetŕıas del diagrama de Dynkin es Z2 (la identidad y el
intercambio de las dos últimas ráıces simples). Luego

Aut(g)/Ad(g) ≈ Z2 (7.41)

Sin embargo, para l = 4 tenemos un grupo de simetŕıas del diagrama de Dynkin que es S3

(el grupo de permutaciones en tres elementos).
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4. G2, F4, E7, E8

Los diagramas de estas álgebras no tienen simetŕıas y por tanto todos los automorfismos son
internos.

5. E6

El diagrama de Dynkin tiene un grupo de simetŕıas que es Z2, y por tanto

Aut(g)/Ad(g) ≈ Z2 (7.42)



Caṕıtulo 8

Teoŕıa de representaciones

La teoŕıa de representaciones de álgebras de Lie es fundamental en el desarrollo de las aplica-
ciones. Se trata, como ya hemos visto, de establecer una correspondencia entre los elementos del
álgebra y operadores que actúan en algún conjunto. Aunque no entraremos en muchos detalles,
intentaremos dar una idea lo suficientemente amplia para que pueda ser aplicada en álgebras de
Lie bastante generales.

8.1. Representaciones en álgebras de Lie triangulares

Toda álgebra de Lie simple admite una descomposición triangular, (la descomposición en espa-
cios de ráıces):

g =
∑

α∈∆−

gα ⊕ h⊕
∑

α∈∆+

gα (8.1)

donde h es una subálgebra de Cartan y α las ráıces del álgebra relativas a h.
Sin embargo, no es necesario que g sea simple para tener este tipo de estructura (ni siquiera de

dimensión finita). Por eso, haremos una introducción para álgebras con este tipo de descomposición
(álgebras con descomposición triangular) y luego nos restringiremos a álgebras simples.

Las primeras nociones que necesitamos para desarrollar la teoŕıa de representaciones son las de
peso y vector peso.

Definición 8.1 Sea h un álgebra de Lie abeliana y π : h → gl(V ) una representación en un
espacio vectorial V (no necesariamente de dimensión finita). Sea ω ∈ h∗ (el dual de h como
espacio vectorial). Se dice que v es un vector peso de peso ω (relativo a la representación π) si:

π(h)v = ω(h)v, ∀h ∈ h (8.2)

El hecho de que h sea abeliana permite la existencia de estos vectores peso.
La representación π se puede extender al álgebra tensorial simétrica S(h) (que en este caso

coincide con el álgebra envolvente, ya que h es abeliana), y también el peso ω:

ω : S(h) −→ K (8.3)

con:
ω(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ω(x1) . . . ω(xn) (8.4)

con lo que:
π(u)v = ω(u)v, u ∈ S(h), v ∈ V (8.5)

es decir, si u = x1 ⊗ · · · ⊗ xn:
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π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)v =
n∏

i=1

π(xi)v =
n∏

i=1

ω(xi)v (8.6)

porque:
π(xi)v = ω(xi)v, i = 1 . . . n (8.7)

Definamos ahora unos subespacios de V asociados a los pesos.

Definición 8.2 El conjunto, con ω ∈ h∗:

V ω = {v ∈ V : π(h)v = ω(h)v, ∀h ∈ h} (8.8)

es un subespacio vectorial de V . Se le llama el espacio de peso ω y tiene una estructura de submódulo
de h.

La suma de espacios de pesos es una suma directa:⊕
ω∈h∗

V ω (8.9)

pero no tiene porque ser igual al espacio V .

Definición 8.3 Se dice que el espacio vectorial V admite una descomposición en espacios de pesos
con respecto al álgebra abeliana h si:

V =
⊕
ω∈h∗

V ω (8.10)

Dado un elemento ω de h∗, diremos que es un peso de h relativo a la representación π en gl(V )
si el subespacio de pesos asociado es no trivial: V ω 6= {0}.

Ejemplo 8.1

Consideremos en sl(2,C) el álgebra abeliana generada por h, h, y la restricción de la represen-
tación adjunta de sl(2,C) a h. El espacio V es ahora de dimensión 3, y los pesos ω verifican:

π(h)v = ω(h)v (8.11)

pero:
π(h)v = [h, v] (8.12)

luego:
ω(h) = 0, 2,−2 (8.13)

Los subespacios de pesos ω son:

V (0) = lin{h}, V (2) = lin{e}, V (−2) = lin{f} (8.14)

y por lo tanto:
sl(2,C) = V (2) ⊕ V (0) ⊕ V (−2) (8.15)

es decir, sl(2,C) admite una descomposición en espacios de pesos relativa a la representación
adjunta y al álgebra h.

Ejemplo 8.2

El álgebra de Virasoro.

V =
+∞∑

n=−∞
KLn ⊕Kc (8.16)
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Sea h = KL0 ⊕Kc una subálgebra abeliana de V y π la representación adjunta de V como en
el ejemplo anterior. Entonces V es un h-módulo con la acción dada por esta representación. Sea
ωn ∈ h∗ definido por:

ωn(L0) = −n
ωn(c) = 0

Por definición de pesos y vectores peso:

π(L0)v = ωn(L0)v, v ∈ V (8.17)

y se tiene:

[L0, Ln] = −nLn

[c, Ln] = 0

y por tanto, Ln es un vector peso, con peso ωn, Además:

V =
⊕
n∈Z

Vn (8.18)

donde cada uno de los subespacios peso es:

Vn = KLn, n 6= 0
V0 = KL0 ⊕Kc = h

es decir, V admite una descomposición en espacios de pesos, relativa a la representación adjunta y
al álgebra h.

Cuando se considera la representación adjunta como en los dos ejemplos anteriores, los pesos
no nulos son las ráıces.

Es fácil ver que si un módulo admite una descomposición en espacios de pesos, cualquier
submódulo la admite también.

Estudiemos ahora el concepto de álgebras con descomposición triangular.
Sea g un álgebra de Lie, h una subálgebra abeliana de g y consideremos la representación

adjunta de h actuando sobre el h-módulo g. Supongamos que g admite una descomposición en
espacio de pesos:

g =
⊕
α∈h∗

gα (8.19)

Esta descomposición es una graduación de g:

[gα, gβ ] ⊂ gα+β (8.20)

con grupo de graduación la Z-envolvente de sus ráıces. Considerando la acción adjunta extendida
al álgebra envolvente, U(g) admite también una descomposición en espacios de pesos, con:

U(g)αU(g)β ⊂ U(g)α+β (8.21)

es decir, es también un álgebra graduada.

Definición 8.4 Una descomposición triangular de un álgebra de Lie g está formada por una
subálgebra abeliana y dos subálgebras n+ y n− tales que:

1.
g = n− ⊕ h⊕ n+ (8.22)
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2. n+ 6= {0} y admite una descomposición en espacios de pesos relativa a h y la representación
adjunta. Los pesos α están en un semigrupo Q+ ⊂ h∗ y 0 no está en Q+.

3. Existe una anti-involución σ, (es decir un anti-automorfismo de orden 2) tal que:

σ(n+) = n−, σ|h = id |h (8.23)

Es decir, para tener una descomposición triangular necesitamos cuatro objetos: (h, n+, Q+, σ),
con n+, h subálgebras (h abeliana), Q+ semigrupo y σ una anti-involución con las propiedades
anteriores.

Como 0 /∈ Q+, se puede probar que σ(n−) = n+, y n− admite una descomposición igual a la de
n+. Debido a esto, g admite una descomposición según h dada por (Q− = −Q+):

g =
⊕

α∈Q+∪Q−∪{0}

gα, gα =

 nα
+ si α ∈ Q+

nα
− si −α ∈ Q+

h si α = 0
(8.24)

El ret́ıculo de ráıces es: Q = ⊕j∈JZαj y cada subespacio gα es el espacio de ráız α.
Si existe un conjunto numerable de ráıces linealmente independientes, tal que cualquier ráız del

ret́ıculo positivo, Q+, se puede poner como una combinación lineal de estas ráıces con coeficientes
números naturales, se dice que la descomposición es regular.

8.2. Módulos de peso máximo

Supongamos que g es un álgebra de Lie que admite una descomposición triangular. Sea π una
representación de g en un módulo M .

Definición 8.5 Sea v ∈M . Se dice que v es un vector de peso máximo si:

1. v es un vector peso (para h, la subálgebra abeliana de la descomposición triangular).

2. π(x)v = 0, ∀x ∈ n+

Interpretados los operadores en n+ como operadores de creación, uno no puede ir más allá de
v. Por eso se llama un vector de peso máximo.

Un vector de peso máximo, v, genera un submódulo de M :

π(U(g))v = {π(u)v : u ∈ U(g)} (8.25)

que es el menor submódulo que contiene a v.

Definición 8.6 Un g-módulo M es un módulo de peso máximo si contiene un vector de peso
máximo, v, que lo genera. El peso correspondiente a este vector se llama peso máximo del módulo
M .

Para un vector de peso máximo se tiene:

M = π(U(n−))v (8.26)

debido a que U(n+) anula al vector y U(h) lo deja igual (al ser un vector peso). Se trata de una
consecuencia del teorema PWB.

Proposición 8.1 Si g es un álgebra de Lie que admite una descomposición triangular y M es un
g-módulo de peso máximo, con peso máximo λ y vector de peso máximo v, se tiene:
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1. M admite una descomposición en espacios de pesos, y los pesos son de la forma λ − α con
α ∈ Q+ ∪ {0}. Además

Mλ = Kv, Mλ−α = U(n−α
− )v, α ∈ Q+ (8.27)

2. M está graduado según la descomposición anterior por Zλ+Q. Los operadores en los espacios
gα y U(gα) son homogéneos de grado α

3. Si la descomposición de g es regular y los espacios gα son de dimensión finita, los espacios
de pesos de M son de dimensión finita

Esta proposición implica que tanto el peso máximo λ como el subespacio unidimensional gene-
rado por un vector de peso máximo, Kv, son únicos.

Ejemplo 8.3

Veamos en un ejemplo simple como se aplican estas ideas. Consideremos el álgebra sl(2,C) y
una descomposición triangular:

g = Ce⊕Ch⊕Cf (8.28)

donde {e, h, f} es la base estudiada en ejemplos anteriores. El ret́ıculo de ráıces positivas es:
Q+ = {α}

Supongamos que tenemos un g-módulo de peso máximo m ∈ N, y sea v un vector de peso
máximo. Los restantes pesos del módulo son de la forma m − 2k, k ∈ N y la descomposición en
espacios de pesos de M es (n− = Cf):

Mm = Cv, Mm−2k = U(n−)−2kv = Cfkv (8.29)

puesto que U(n−) es la envolvente lineal de las potencias de f .

8.3. Módulos de Verma

Los módulos de Verma son módulos universales para álgebras de Lie que admiten descomposi-
ciones triangulares.

Sea g un álgebra de Lie que admite una descomposición triangular (h, n+, Q+, σ). Dado un
peso λ ∈ h∗ se construye un g-módulo M(λ), de peso más alto λ, cuya base está formada por
vectores xnk

jk
. . . xn1

j1
v, donde xj ∈ n− (formando una base de n− con un conjunto de ı́ndices J bien

ordenado) y v es un vector de peso máximo.

Definición 8.7 Un módulo M(λ) de peso máximo λ, y vector de peso máximo v+, es un módulo
de Verma si, dado cualquier otro módulo M , de peso máximo λ y vector de peso máximo v′, existe
un homomorfismo de g-módulos, η : M(λ) →M , tal que η(v+) = v′.

Para estudiar la estructura de un módulo de Verma, veamos primero como el álgebra envolvente
se puede descomponer en suma de dos subespacios, uno de ellos asociado al álgebra envolvente de
n−. Si λ es un peso de g relativo a la subálgebra abeliana h, se tiene:

U(g) = U(n−)⊕ (U(g)n+ +
∑
h∈h

U(g)(h− λ(h),1)) (8.30)

En efecto:
Si λ : h → K, podemos extender su acción a toda el álgebra envolvente de h que coincide con

su álgebra simétrica al ser abeliana:
λ : S(h) −→ K (8.31)
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El núcleo de esta aplicación es: ∑
h∈h

S(h)(h− λ(h),1) (8.32)

de donde el álgebra simétrica de h se puede escribir como:

S(h) = K⊕
∑
h∈h

S(h)(h− λ(h),1) (8.33)

Consideremos ahora la subálgebra de g dada por:

b− = h⊕ n− (8.34)

Su álgebra envolvente, U(b−) es un U(n−)-módulo. Usando el teorema PBW, podemos escribir:

U(g) = U(n−)U(h)U(n+) = U(n−)U(h)(K⊕ U(n+)n+) = U(n−)U(h)⊕ U(g)n+ =

U(n−)K⊕
∑
h∈h

S(h)(h− λ(h),1)⊕ U(g)n+ =

U(n−)⊕
∑
h∈h

U(b−)(h− λ(h),1)⊕ U(g)n+

y usando la inclusión:
n+(h− λ(h),1) ⊂ U(g)n+ (8.35)

que implica:
U(g)(h− λ(h),1) ⊂ U(b−)(h− λ(h),1) + U(g)n+ (8.36)

demostrando la igualdad.
Se tiene el siguiente resultado sobre la existencia de módulos de Verma.

Proposición 8.2 Sea g un álgebra de Lie y (h, n+, Q+, σ) una descomposición triangular. Enton-
ces ∀λ ∈ h∗ existe un módulo de Verma de g, M(λ), con peso máximo λ.

Considerado como un U(g)-módulo, M(λ) es isomorfo a U(n−).
Para demostrarlo, consideremos la proyección dada por la descomposición en suma directa

anterior:
p : U(g) −→ U(n−) (8.37)

con lo que ker p es un ideal por la izquierda de U(g). Definimos una acción de U(g) sobre U(n−):

y · u = p(yu), y ∈ U(g), u ∈ U(n−) (8.38)

Veamos que está bien definida. Sean y, y′ ∈ U(g), y u ∈ U(n−). Entonces el elemento y ·u se puede
descomponer siguiendo la suma directa:

y · u+ r, p(r) = 0 (8.39)

y se tiene:

y′ · (y · u) = y′ · (p(yu)) = y′ · (yu− r) = p(y′(yu− r)) = p(y′yu) = (y′y) · u (8.40)

ya que y′r ∈ ker p.
Si y = u′ ∈ U(n−) entonces u ·u′ = p(uu′) = u′u y por lo tanto U(n−) es generado por 1 cuando

se considera la acción de U(g):

si y ∈ U(n+) y · 1 = p(y) = 0
si h ∈ h h · 1 = p(h) = p(λ(h),1 + h− λ(h)) = λ(h)

con lo que concluimos que U(n−) es un módulo de peso más alto λ y vector más alto 1.
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Proposición 8.3 Propiedades de los módulos de Verma.
Sea M(λ) un módulo de Verma de peso más alto λ. Entonces:

1. Todo submódulo propio admite una descomposición en espacios de pesos relativa a h con
pesos en λ−Q−.

2. M(λ) tiene un único submódulo propio maximal N(λ)

3. El módulo cociente L(λ) = M(λ)/N(λ) es irreducible y es el único módulo de peso más alto
λ, irreducible de g.

8.4. El álgebra sl(2,C)

Aplicaremos en esta sección las técnicas anteriores a la descripción de los módulos de Verma y
representaciones de dimensión finita de sl(2,C).

El álgebra de Lie sl(2,C), matrices 2 × 2 de traza nula con coeficientes complejos, admite
una descomposición triangular de las estudiadas al principio de este caṕıtulo. Expĺıcitamente, si
llamamos como hemos hecho antes:

h =
(

1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
(8.41)

los subespacios generados por cada una de estas matrices, h, n+ y n− respectivamente, son una
descomposición triangular del álgebra:

sl(2,C) = Cf ⊕Ch⊕Ce (8.42)

El espacio n+ tiene dimensión 1, y admite una descomposición en espacios de pesos, relativa a
la subálgebra abeliana h:

[h, e] = 2e (8.43)

donde la ráız es α, con:
α(h) = 2 (8.44)

El ret́ıculo de pesos es Q+ = Z+α, y la anti-involución es simplemente la transposición de
matrices.

Supongamos ahora que λ ∈ h∗ es un peso de sl(2,C), y que v+ ∈ M(λ) es un vector de peso
máximo del módulo de Verma, M(λ) asociado a λ. La descomposición en espacios de pesos de este
módulo será (al ser n− de dimensión 1):

Mλ−nα = Cfnv+, n ∈ N (8.45)

y por lo tanto, si este módulo tiene submódulos, serán necesariamente de la forma:∑
n≥n0

Cfnv+ (8.46)

para algún número natural n0, además del módulo trivial {0}.
Un módulo con esta forma tiene que verificar:

efn0v+ = 0 (8.47)

pues si no fuera aśı, no seŕıa invariante. Y a la inversa, si existe n0 > 0, tal que se verifica la
ecuación anterior, el vector fn0v+ es un vector de peso máximo, y el módulo que genera,

U(g)fn0v+ = U(n−)fn0v+ (8.48)
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es un submódulo propio de M(λ).
De entre estos submódulos habrá uno maximal, que será aquel para el que n0 sea el mı́nimo de

todos los posibles.
Para demostrar el siguiente resultado, relativo a la estructura de los módulos de Verma de

sl(2,C), necesitaremos las siguientes igualdades:

hfnv+ = (a− 2n)fnv+ (8.49)
efnv+ = n(a− n+ 1)fn−1v+ (8.50)

donde a = λ(h). La demostración se hace fácilmente por inducción. En efecto, usando las reglas
de conmutación del álgebra:

[h, f ] = −2f =⇒ hfv+ = fhv+ − 2fv+ = (a− 2)fv+ (8.51)

Supongamos que el resultado es correcto para n y probémoslo para n+ 1:

hfn+1v+ = hf(fnv+) = fh(fnv+)−2fn+1v+ = (a−2n)fn+1v+−2fn+1v+ = (a−2(n+1))fn+1v+
(8.52)

como queŕıamos probar. La segunda es igualmente sencilla:

[e, f ] = h =⇒ efv+ = fev+ + hv+ = 2v+ (8.53)

por tanto,

efn+1v+ = ef(fnv+) = fe(fnv+)+hfnv+ = n(a−n+1)fnv++(a−2n)fnv+ = (n+1)(a−n)fnv+
(8.54)

El resultado fundamental sobre la irreducibilidad de los módulos de Verma de sl(2,C) es el
siguiente:

Teorema 8.1 Sea M(λ) un módulo de Verma de sl(2,C) de peso máximo λ, y v+ un vector de
peso máximo. Entonces:

1. M(λ) es irreducible si y solo si λ(h) /∈ N.

2. Si λ(h) ∈ N, N(λ) es un módulo de Verma, con generador fλ(h)+1v+ y peso más alto
λ − (λ(h) + 1)α. El módulo irreducible L(λ) es de dimensión finita λ(h) + 1, y es el único
módulo cociente no trivial de M(λ).

Daremos algunas ideas sobre la demostración de este teorema.
Sea a = λ(h).M(λ) será irreducible si no tiene submódulos propios. Como hemos visto antes, los

submódulos propios están asociados con los números naturales que verifican la ecuación: efn0v+ =
0. Pero hemos calculado cuanto vale esta expresión:

efn0v+ = n0(a− n0 + 1)fn0−1v+ = 0 (8.55)

que implica:
n0(a− n0 + 1) = 0 (8.56)

Por lo tanto, como n0 ∈ N, se deduce que a ∈ N. El módulo es irreducible si esto no es aśı. Si
el módulo es reducible, es decir si a es un número natural, sólo tiene un submódulo propio, pues n0

queda uńıvocamente determinado por a. Luego solo existe un módulo N(λ), que es generado por
fn0v+, donde n0 = a + 1, y que, por supuesto, es maximal. Podemos calcular el peso (máximo)
asociado a este vector:

hfa+1v+ = (a− 2(a+ 1))fa+1v+ = −(a+ 2)fa+1v+ (8.57)
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es decir N(λ) es un módulo de Verma con peso máximo:

N(λ) = M(λ− (a+ 1)α) (8.58)

El cociente del módulo de Verma M(λ) por su submódulo maximal N(λ), es un módulo irre-
ducible L(λ) de dimensión finita, igual a a+ 1.

La estructura de pesos es:

a −→ Peso más alto de M(λ), λ(h) = a ∈ IN
↓

a− 2
↓
...
↓
−a
↓

−a− 2 −→ peso más alto del submódulo propio maximal N(λ)
−a− 4

...

y por tanto, al dividir M(λ) entre N(λ) obtenemos un módulo irreducible de dimensión finita igual
a a+ 1.

8.5. Representaciones de dimensión finita de sl(2,C)

Usando las reglas de conmutación de sl(2,C) podemos escribir la forma expĺıcita de las re-
presentaciones irreducibles de dimensión finita de esta álgebra. Para ello, elegimos como base del
espacio vectorial, los vectores peso:

h|m〉 = m|m〉, m = a, a− 2, . . . ,−a+ 2,−a (8.59)

Se supone que el espacio vectorial está dotado de un producto escalar, con respecto al cual, el
operador que representa a h es autoadjunto, y los operadores que representan a e y f son adjuntos
uno del otro. Debido a que los vectores de la base corresponden a distintos autovalores, forman
una base ortogonal en el espacio, que supondremos normalizada.

El producto escalar de un vector fn|a〉 consigo mismo es:

〈a|enfn|a〉 = |cn|2 (8.60)

donde
fn|a〉 = cn|a− 2n〉 (8.61)

pues los subespacios de pesos son unidimensionales, y los vectores de la base están normalizados.
Calculamos una relación de recurrencia entre los cn:

|cn+1|2 = 〈a|en+1fn+1|a〉 (8.62)

y usando:
efn+1|a〉 = (n+ 1)(a− n)fn|a〉 (8.63)

obtenemos:
|cn+1|2 = (n+ 1)(a− n)〈a|enfn|a〉 = |cn|2(n+ 1)(a− n) (8.64)
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El primer término de esta serie se calcula fácilmente:

f |a〉 = c1|a− 2〉 (8.65)

〈a|ef |a〉 = a〈a|a〉 = a|c1|2 (8.66)

De aqúı se deduce toda la serie. Tomando c1 real positivo,

c1 = a

c2 =
√

2a(a− 1)
· · ·

cn =
√
n!a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

La acción del operador f se calcula ahora fácilmente:

f |a− 2n〉 =
1
cn
fn+1|a〉 =

cn+1

cn
|a− 2(n+ 1)〉 (8.67)

y el cociente de dos cn consecutivos es:

cn+1

cn
=
(

(n+ 1)!a(a− 1) . . . (a− n+ 1)(a− n)
n!a(a− 1) . . . (a− n+ 2)(a− n+ 1)

)1/2

(8.68)

de donde:
f |a− 2n〉 =

√
(n+ 1)(a− n)|a− 2(n+ 1)〉 (8.69)

La anterior expresión se suele escribir (poniendo a− 2n = m):

f |m〉 =
1
2

√
(a−m+ 2)(a+m)|m− 2〉 (8.70)

El cálculo del otro operador es ahora muy sencillo:

efn|a〉 = n(a− n+ 1)fn−1|a〉 (8.71)

De los cálculos anteriores:
fn−1|a〉 = cn−1|a− 2(n− 1)〉 (8.72)

y por lo tanto:
e|a− 2n〉 =

cn−1

cn
n(a− n+ 1)|a− 2(n− 1)〉 (8.73)

y usando el coeficiente calculado anteriormente:

e|a− 2n〉 =
√
n(a− n+ 1)|a− 2(n− 1)〉 (8.74)

o en la notación de m:
e|m〉 =

1
2

√
(a−m)(a+m+ 2)|m+ 2〉 (8.75)

expresión que junto con las de e y h nos dan la representación para cualquier número natural a.



Caṕıtulo 9

Representaciones de álgebras de
Lie semisimples

U
Las representaciones de dimensión finita de álgebras de Lie simples complejas son muy sencillas

de estudiar. Todas ellas tienen un peso más alto y una estructura de órbitas según el grupo de
Weyl correspondiente que permite su análisis de una forma sencilla.

9.1. Pesos fundamentales

Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja de dimensión n y rango l, y h una subálgebra de
Cartan. Sea ∆ el sistema de ráıces de g y Π un sistema de ráıces simples relativas a la subálgebra
h:

Π = {α1, . . . , αl} (9.1)

La matriz de Cartan de g es:

A = (aij), aij = 〈αi, αj〉 =
2(αi, αj)
(αj , αj)

(9.2)

y en la representación adjunta se tiene:

[hi, ej ] = αj(hi)ej = 〈αj , αi〉ej (9.3)

Si se toma el sistema de ráıces simples como base del sistema de ráıces, las coordenadas de
éstas serán: αi = (0, . . . , 1, . . . , 0), pero como veremos a continuación, usaremos una base más
conveniente. Para ello, supongamos que las coordenadas de las ráıces simples son las filas de la
matriz de Cartan correspondiente:

αi = (〈αi, α1〉, . . . , 〈αi, αl〉), i = 1, . . . , l (9.4)

En la representación adjunta, los pesos son las ráıces, y como ya sabemos, el ret́ıculo de ráıces
está contenido en el de pesos. Llamaremos pesos fundamentales a los de la base en la cual las ráıces
tienen las coordenadas anteriores:

ωi = (0, . . . , 1, . . . , 0), i = 1, . . . , l (9.5)

es decir:
ωi(hj) = δij , i, j = 1, . . . , l (9.6)

93
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Nótese que esta definición de ω como base dual de la base elegida en la subálgebra de Cartan
implica que las coordenadas de las ráıces simples son las filas de la matriz de Cartan:

αi(hj) = 〈αi, αj〉 = aij =
l∑

k=1

λikωk(hj) = λij (9.7)

Los números λ(hi) son simplemente las coordenadas del peso λ en la base de pesos fundamentales.
El siguiente teorema caracteriza las representaciones de dimensión finita de las álgebras de Lie

simples:

Teorema 9.1 Si V es un g-módulo irreducible de dimensión finita, entonces, si λ es su peso
máximo:

λ(hi) ∈ N, i = 1, . . . , l (9.8)

Téngase en cuenta que los módulos irreducibles de dimensión finita de un álgebra de Lie semi-
simple tienen un peso más alto. Basta considerar las subálgebras de tipo sl(2,C) que se pueden
construir sobre las ráıces simples.

Se dice que un peso es dominante si λ(hi) es un número entero positivo. El conjunto de los
pesos enteros (es decir, aquellos para los que λ(hi) ∈ Z), es un ret́ıculo de h∗, que incluye al ret́ıculo
de las ráıces y por supuesto a los pesos dominantes. Los pesos dominantes caracterizan las órbitas
del grupo de Weyl dentro de los pesos de una representación:

Teorema 9.2 Si λ ∈ h∗ es un peso dominante, el g-módulo irreducible que lo tiene como peso más
alto es de dimensión finita. Además los pesos son permutados por el grupo de Weyl (es decir, el
grupo de Weyl deja invariante el sistema de pesos) y

dimVµ = dimVσ(µ) (9.9)

donde σ es un elemento del grupo de Weyl y µ un peso del sistema que genera λ.

Los pesos más altos son dominantes, pero en un sistema de pesos puede haber más de un peso
dominante. Su importancia estriba en que el grupo de Weyl no actúa transitivamente en el sistema
de pesos generado por un peso dominante λ. En cada órbita, todos los subespacios de pesos tienen
la misma dimensión y sólo existe un peso dominante.

9.2. Construcción de los sistemas de pesos

Supongamos que λ es un peso dominante de un álgebra de Lie simple de rango l. Dada una
subálgebra de Cartan h sea Π el sistema de ráıces simples correspondiente. Los pesos de esta
representación se obtienen de λ restando combinaciones lineales de ráıces simples, es decir, el
ret́ıculo de ráıces con coeficientes positivos:

λ−Q+ (9.10)

Equivalentemente, se desciende por el diagrama de pesos (o por el g-módulo asociado), aplicando
los operadores de U(n−), es decir los productos de los operadores fi, i = 1, . . . , l. Como cada
coordenada de λ está asociada a una ráız de g, el procedimiento es el siguiente:

Sea λk la coordenada k-ésima del peso λ. De acuerdo con la teoŕıa de sl(2,C), si λk > 0, este
peso genera un multiplete de sl(2,C) de dimensión λk +1, asociado a la ráız αk. Podemos obtener
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por tanto los siguientes pesos:

λ = (λ1, . . . , λk, . . . , λl)
↓

λ− αk

↓
λ− 2αk

↓
...
↓

λ− λkαk = (λ′1, . . . ,−λk, . . . , λ
′
l)

(9.11)

pues la coordenada k-ésima de αk es necesariamente igual a 2. En el módulo V tenemos que, si v+
es el vector de peso más alto, fkv+ tiene peso λ− αk etc.:

{v+, fkv+, f
2
kv+, . . . , f

λk

k v+} (9.12)

forman una base para un representación de sl(2,C) de dimensión λk + 1 y peso más alto λk.
Si en el proceso aparecen en otras coordenadas, distintas de la k-ésima, números positivos, se

pueden aplicar los operadores fj con j 6= k y obtener nuevas cadenas que llevan a multipletes de
otros sl(2,C).

Ejemplo 9.4

A2.
A2 tiene dos representaciones fundamentales, no conjugadas (relacionadas sin embargo por un

automorfismo externo). con pesos máximos: ω1 = (1, 0) y ω2 = (0, 1). Ambas son de dimensión 3
(la representación 3, quark y 3̄, antiquark). Los diagramas de pesos correspondientes son:

0 1 0 0 1
↓ ↙ ↘
1 1̄ 1 1 1̄
↓ ↘ ↙
2 0 1̄ 1̄ 0

(9.13)

Los números de la primera columna representan los niveles en los que se encuentran los pesos.
Una barra sobre un número es un signo menos. La descomposición de los módulos de estas dos
representaciones en espacios de pesos es:

V3 = = V10 ⊕ V1̄1 ⊕ V01̄

V̄3 = = V01 ⊕ V11̄ ⊕ V1̄0

y la dimensión de cada espacio de pesos es 1. Es inmediato construir una base adaptada a esta
descomposición. Para la representación (01):

v+, f1v+, f2f1v+ (9.14)

donde eiv+ = 0, i = 1, 2. Podemos denotar a estos vectores por sus pesos y suponerlos normaliza-
dos:

|10〉, |1̄1〉, |01̄〉 (9.15)

con lo que el cálculo de las matrices de la representación de A2 de peso máximo (1, 0) es en esta
base:

h1 →

 1
1̄

0

 , h2 →

 0
1

1̄

 (9.16)
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Además, |1̄1〉 = kf1|10〉, donde k es una constante de normalización que en este caso es 1 (ver
como se calcula en el caso de A1). Por tanto:

f1|10〉 = |1̄1〉
f2|1̄1〉 = |01̄〉

y se tiene:

f1 →

 0
1 0

0

 , f2 →

 0
0
1 0

 (9.17)

calculándose de forma similar los demás elementos de la base.
En estos dos ejemplos sólo existe una órbita del grupo de Weyl. No hay más pesos dominantes

que el más alto.
Veamos ahora los pesos de la representación adjunta de A2. El peso más alto es (1, 1), la

dimensión es 8 y el diagrama es:

0 1 1
↓ ↙ ↘
1 1̄2 21̄
↓ ↘ ↙
2 0 0
↓ ↙ ↘
3 1̄ 2 2 1̄
↓ ↘ ↙
4 1̄ 1̄

(9.18)

En este caso tenemos dos órbitas del grupo de Weyl. En la primera, a la que pertenece el peso
más alto (1, 1), todos los subespacios tienen dimensión 1. En la segunda, que solo tiene un peso,
el (0, 0), la dimensión es 2. Todos los pesos, salvo el (0, 0) corresponden a las ráıces de A2, y la
dimensión del subespacio de peso (0, 0) es justamente el rango del álgebra. El peso más alto es
la ráız máxima del álgebra: α1 + α2. La situación es la misma para todas las representaciones
adjuntas de las álgebras simples. No es tan fácil buscar una base en este caso, aunque veremos
posteriormente como hacerlo de una forma sistemática.

Veamos otro ejemplo: la representación de peso más alto (2, 0) (dimensión 6).

0 2 0
↓ ↙
1 0 1
↓ ↙ ↘
2 2̄ 2 1 1̄
↓ ↘ ↙
3 1̄ 0
↓ ↘
4 0 2̄

(9.19)

Hay dos órbitas del grupo de Weyl:

1. La primera contiene los pesos: (2, 0), (2̄2), (0, 2̄)

2. La segunda contiene los pesos: (0, 1), (1, 1̄), (1̄, 0) que es la representación estudiada en
primer lugar.

Todos los subespacios tiene dimensión igual a 1 (es bastante sencillo ver que el subespacio de peso
(0, 1) tiene dimensión 1, pues su único vector linealmente independiente es f1|20〉).
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El último ejemplo es la representación de peso más alto (2, 1) (dimensión 15).

0 2 1
↓ ↙ ↘
1 0 2 3 1̄
↓ ↙ ↘ ↙
2 2̄ 3 1 0
↓ ↘ ↙ ↘
3 1̄ 1 2 2̄
↓ ↙ ↘ ↙
4 3̄ 2 0 1̄
↓ ↘ ↙ ↘
5 2̄ 1 1 3̄
↓ ↘ ↙
6 1̄ 2̄

(9.20)

9.3. Diagramas de pesos

Si elegimos en el espacio de pesos una base cartesiana, podemos dibujar, al igual que se hace
con las ráıces, los diagramas de pesos de representaciones de álgebras de Lie simples. Los diagramas
son triviales para A1 (la única álgebra simple de rango 1) y no es fácil representarlos cuando el
rango es mayor que tres. Nos limitaremos a unos ejemplos en rango 2, concretamente para A2.

En una base cartesiana (ortonormal en R2), las ráıces vienen dadas por:

α1 = (2, 0), α2 = (−1,
√

3) (9.21)

pues tienen longitud 2 y forman un ángulo π/3. Como en la base de pesos fundamentales se teńıa:

α1 = (2,−1), α2 = (−1, 2) (9.22)

no es dif́ıcil llegar a la conclusión de que los pesos fundamentales en la base de ráıces simples son:

ω1 = (
2
3
,
1
3
), ω2 = (

1
3
,
2
3
) (9.23)

y en la base cartesiana:

ω1 = (1,
1√
3
), ω2 = (0,

2√
3
) (9.24)

Por tanto, los pesos de algunas de las representaciones de A2 son en esta base:

(1, 0) → (1,
1√
3
), (−1,

1√
3
), (0,− 2√

3
) (9.25)

(0, 2) → (0,
2√
3
), (1,− 1√

3
), (−1,− 1√

3
) (9.26)

9.4. Acción del grupo de Weyl en los diagramas de pesos

Sea g un álgebra semisimple y h una subálgebra de Cartan, a la que está asociado un sistema
de ráıces simples: Π = {α1, . . . , αl} y un matriz de Cartan A.
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Figura 9.1: Ret́ıculo de pesos de A2

El grupo de Weyl está generado por las reflexiones asociadas a las ráıces simples, que en la base
de pesos fundamentales pueden escribirse aśı:

ri(α) = α− 〈α, αi〉αi, i = 1, . . . , l (9.27)

Es claro que podemos definir las mismas reflexiones sobre los pesos:

ri(m) = α− 〈m,αi〉αi. 〈m,αi〉 =
2(m,αi)
(αi, αi)

(9.28)

El peso m puede ponerse como combinación lineal de ráıces simples o de pesos fundamentales:

m =
l∑

i=1

m̃iαi =
l∑

i=1

miωi (9.29)

y por lo tanto, 〈m,αi〉 es muy sencillo de calcular:

〈m,αi〉 =
2

(αi, αi)
(

l∑
j=1

m̃j
2αj , αi)
αi, αi)

=
l∑

j=1

m̃j(αj , αi) =
l∑

j=1

m̃jaji (9.30)

pero:

m =
l∑

i=1

m̃i

l∑
j=1

aijωj (9.31)

de donde se deduce:

mi =
l∑

j=1

m̃jaji (9.32)

y por tanto la reflexión es:
ri(m) = α−miαi (9.33)

De esta expresión se deduce fácilmente que cuando se aplica una reflexión ri a un peso cuya
i-ésima coordenada es el principio de un multiplete de sl(2,C) se obtiene el peso correspondiente
al final del multiplete. En sl(2,C) es obvio:

r(m) = m− α(h)m = −m (9.34)

pues α(h) = 2.
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Dada cualquier representación irreducible de dimensión finita de un álgebra de Lie simple, existe
un elemento del grupo de Weyl que lleva el peso más alto en el más bajo. Se trata de una involución
que tiene una cierta expresión en término de ráıces simples, aunque ésta no sea única. Sin embargo,
siempre se puede poner como el producto de un número mı́nimo de reflexiones simples, que es igual
al número de ráıces positivas del álgebra.

Ejemplo 9.5

A1. En este caso la involución es simplemente la reflexión asociada a la única ráız simple del
álgebra:

m
↓ r
−m

(9.35)

A2. La involución es el producto de tres reflexiones asociadas a las ráıces simples del álgebra
r1, r2:

(m1,m2)
↓ r1

(−m1,m1 +m2)
↓ r2

(m2,−m1 −m2)
↓ r1

(−m2,−m1)

(9.36)

y la involución es
Ω = r1r2r1 (9.37)

Obviamente podemos empezar por r2 y obtener la involución:

Ω = r2r1r2 (9.38)

No hay ninguna otra posibilidad de escribir la involución mediante el producto de tres reflexiones.
Sin embargo, para rango superior la situación es más complicada.

Ejemplo 9.6

A3

(m1,m2,m3)
↓ r1

(−m1,m1 +m2,m3)
↓ r2

(m2,−m1 −m2,m1 +m2 +m3)
↓ r1

(−m2,−m1,m1 +m2 +m3)
↓ r3

(−m2,m2 +m3,−m1 −m2 −m3)
↓ r2

(m3,−m2 −m3,−m1)
↓ r1

(−m3,−m2,−m1)

(9.39)

y la involución es
Ω = r1r2r3r1r2r1 (9.40)

En general para An se puede elegir como descomposición de la involución la siguiente:

Ω = r1r2 . . . rnr1 . . . rn−1 . . . r1 . . . r2r1 (9.41)
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Veamos que ocurre en el caso de las álgebras Bn.

Ejemplo 9.7

B2

La matriz de Cartan es:

A =
[

2 −2
−1 2

]
(9.42)

y la involución es:

(m1,m2)
↓ r1

(−m1, 2m1 +m2)
↓ r2

(m1 +m2,−2m1 −m2)
↓ r1

(−m1 −m2,m2)
↓ r2

(−m1,−m2)

(9.43)

es decir:
Ω = (r2r1)2 (9.44)

No es dif́ıcil comprobar que en general, la involución para Bn puede escribirse como:

Ω = (r1 . . . rn)n (9.45)

Como veremos más adelante estas expresiones son fundamentales en el cálculo de las bases de
Verma de los espacios de representación. Similares expresiones pueden calcularse para las series Cn

y Dn y para el álgebra excepcional G2. Para las demás álgebras excepcionales, las expresiones de
la involución determinadas hasta ahora no permiten el cálculo de las bases de Verma.



Caṕıtulo 10

Bases en espacios de
representación

La determinación de bases de los espacios de representación es de mucho interés en las aplicacio-
nes. Veremos cómo calcular las multiplicidades de los pesos y la dimensión de las representaciones.

10.1. Fórmulas de multiplicidad

Sea g un álgebra de Lie simple y h una subálgebra de Cartan de g. Sea V (λ) y g-módulo de
peso más alto λ. Si µ ∈ h∗ es un peso de esta representación, se denomina multiplicidad de µ a la
dimensión del espacio de pesos asociado a µ, V (λ)µ. El cálculo de las multiplicidades es fundamental
en la teoŕıa de representaciones. Existen varias formas de hallarlas, pero nos limitaremos a exponer
las ideas básicas de una de ellas, la fórmula de Freudenthal (para detalles ver[4]).

Dada un g-módulo V (λ), sea µ un peso. La multiplicidad m(µ) verifica la siguiente relación de
recurrencia:

((λ+ δ, λ+ δ)− (µ+ δ, µ+ δ))m(µ) = 2
∑
α>0

∞∑
k=1

m(µ+ kα)(µ+ kα, α) (10.1)

donde δ es la semisuma de las ráıces positivas y ( , ) es una forma bilineal en el espacio de pesos,
que proviene por dualidad de la restricción de la forma de Killing a la subálgebra de Cartan.

Veamos algunos ejemplos de aplicación de esta fórmula.

Ejemplo 10.1

Veamos en A2 algunos casos sencillos. En primer lugar, el producto escalar de las ráıces simples
se calcula fácilmente. Si normalizamos la forma bilineal por:

(α1, α1) = (α2, α2) = 2 (10.2)

usando la matriz de Cartan del álgebra obtenemos:

(α1, α2) = −1 (10.3)

Los productos escalares de los pesos fundamentales son también muy sencillos de calcular:

(ω1, ω1) = (ω2, ω2) =
2
3
, (ω1, ω2) =

1
3

(10.4)

y la semisuma de ráıces positivas es:

δ =
1
2
(α1 + α2 + (α1 + α2)) = (1, 1) (10.5)

101
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Tomemos por ejemplo la representación adjunta, de peso más alto (1, 1). Se tiene:

(λ+ δ, λ+ δ) = 8 (10.6)

Si un peso µ = (µ1, µ2) lo es de esta representación, la fórmula de Freudenthal es:

(8− ||(µ1 + 1, µ2 + 1)||2)m(µ) = 2(
∞∑

k=1

m(µ+ kα1)(µ+ kα1, α1) +

∞∑
k=1

m(µ+ kα2)(µ+ kα2, α2) +
∞∑

k=1

m(µ+ kα3)(µ+ kα3, α3))

donde α3 = α1 + α2. El peso más alto (1, 1) tiene multiplicidad 1, al igual que todos los de su
órbita. Queremos hallar la multiplicidad del peso (0, 0). Se tiene:

(8− ||(1, 1)||2)m((0, 0)) = 2||α1||2(
∞∑

k=1

km(kα1) +
∞∑

k=1

km(kα2) +
∞∑

k=1

km(kα3)) (10.7)

puesto que todas las ráıces tiene la misma longitud:

||α1||2 = 2 (10.8)

y:

||(1, 1)||2 = (1, 1)
1
3

[
2 1
1 2

]
(1, 1) = 2 (10.9)

La ecuación que tenemos que resolver es:

6m((0, 0)) = 4
∞∑

k=1

k(m(kα1) +m(kα2) +m(kα3)) (10.10)

Pero esta suma solo da términos distintos de cero cuando k = 1 (cuando no se tiene un peso, la
multiplicidad es cero). Si k = 1, se obtienen tres pesos, correspondientes a α1, α2 y α3 = α1 + α2,
de multiplicidad 1, luego:

6m((0, 0)) = 12 (10.11)

y por tanto, la multiplicidad del peso (0, 0) es 2.

10.2. Bases de Verma

Como ya hemos visto, los vectores peso de los espacios de representación de las álgebras simples
se pueden obtener a partir del peso más alto aplicando los operadores de descenso fi. Cuando la
multiplicidad de los espacios de pesos es 1, este procedimiento no presenta ningún problema. Puede
haber muchas formas de llegar mediante estos operadores a un determinado espacio de pesos, pero
todas ellas llevan a vectores que son proporcionales. Sin embargo, si la dimensión es mayor que uno,
de entre todas esas maneras habrá que seleccionar las que proporcionen una base de ese subespacio
y eso no siempre es sencillo. El procedimiento de Verma nos da una forma de escoger las bases en
estos espacios de representación.

Ejemplo 10.2

Consideramos nuevamente la representación adjunta de A2. Si denotamos por |11〉 un vector de
norma 1 correspondiente al peso más alto, los otros vectores, que nos darán una base del módulo
correspondiente son:

f1|11〉, f2|11〉 (10.12)
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f2f1|11〉, f1f2|11〉 (10.13)

f2f1f2|11〉 ≈ f2
2 f1|11〉, f2

1 f2|11〉 ≈ f1f2f1|11〉 (10.14)

f1f2f1f2|11〉 ≈ f1f
2
2 f1|11〉 ≈ f2f

2
1 f2|11〉 ≈ f2f1f2f1|11〉 (10.15)

En este caso no hay mayores problemas. Solo hay dos formas de llegar al subespacio de peso
(0, 0), que deben corresponder a los dos vectores linealmente independientes que se pueden encon-
trar en él. En general, los vectores obtenidos de esta forma no son ortogonales (salvo si corresponden
a pesos diferentes).

Las bases de Verma para A2 se construyen aplicando los operadores:

fa1
1 fa2

2 fa3
1 (10.16)

al vector de peso más alto (m1,m2), donde los exponentes a1, a2, a3, verifican las desigualdades
siguientes:  0 ≤ a1 ≤ m1

0 ≤ a2 ≤ m2 + a1

0 ≤ a3 ≤ mı́n(m2, a2)
(10.17)

Ejemplo 10.3

Tomemos el caso anterior de la representación adjunta de A2. No es dif́ıcil extraer de las
desigualdades de Verma:  0 ≤ a1 ≤ 1

0 ≤ a2 ≤ 1 + a1

0 ≤ a3 ≤ mı́n(1, a2)
(10.18)

la siguiente tabla:

a1 a2 a3

0 0 0
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 2 0
1 2 1

que nos da una base del espacio de representación, con dos vectores de peso (0, 0) linealmente
independientes:

f1f2|11〉, f2f1|11〉 (10.19)

La construcción de las bases de Verma descansa en la elección de una descomposición de la
involución de grupo de Weyl que lleva el peso más alto en el más bajo y en unas reglas de cálculo
sencillas, pero que, sin embargo, no aseguran que se pueda llegar a las desigualdades, dependiendo
de manera vital de la elección de la descomposición citada. Veamos este cálculo en un ejemplo.

Ejemplo 10.4

A4

Como hemos visto antes, la involución se puede escribir como:

Ω = r1r2r3r4r1r2r3r1r2r1 (10.20)
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y por lo tanto los operadores son:

fa10
1 fa9

2 fa8
3 fa7

4 fa6
1 fa5

2 fa4
3 fa3

1 fa2
2 fa1

1 (10.21)

Consideremos una representación de dimensión finita de peso Λ = (m1,m2,m3,m4).
La primera desigualdad es claramente:

0 ≤ a1 ≤ m1 (10.22)

Para calcular la segunda seguimos la siguiente idea. Al restar a1 veces α1, la coordenada m2 se ve
aumentada en a1 unidades, por tanto:

0 ≤ a2 ≤ m2 + a1 (10.23)

La tercera desigualdad no es tan fácil de calcular. De hecho, su explicación requiere conceptos más
allá del alcance de este curso (ver [10]).

Veamos cuanto vale la acción de Λ− a1α1 − a2α2 sobre h1:

(Λ− a1α1 − a2α2)(h1) = Λ(h1)− a1α1(h1)− a2α2(h1) = m1 − 2a1 + a2 (10.24)

En esta fórmula sustituimos a1 por la siguiente expresión (uno de los pasos más misteriosos del
procedimiento):

a1 =
1
2

(máx(a1) + mı́n(a1)) (10.25)

Como tenemos dos desigualdades que acotan a a1 no es dif́ıcil calcular este valor. El máximo
de a1 es m1, pero su mı́nimo no es cero, pues a1 ≥ a2 −m2. Por tanto:

a1 ≥ máx(0, a2 −m2) (10.26)

y podemos calcular:

a1 =
1
2

(m1 + máx(0, a2 −m2)) (10.27)

Volvamos a la acción de Λ− a1α1 − a2α2 sobre h1:

m1 − 2a1 + a2 = m1 −m1 −máx(0, a2 −m2) + a2 = a2 + mı́n(0,m2 − a2) = mı́n(a2,m2) (10.28)

y la acotación buscada para a3 es:

0 ≤ a3 ≤ mı́n(a2,m2) (10.29)

Las demás desigualdades no ofrecen otras dificultades que las técnicas. Por ejemplo la cuarta:

(Λ− a1α1 − a2α2 − a3α1)(h3) = m3 + a2 (10.30)

Como no hay ráız α3 no es preciso cambiar nada (o si se quiere, es la primera vez que aplicamos
f3) y la desigualdad es:

0 ≤ a4 ≤ m3 + a2 (10.31)

Vayamos a por la quinta:

(Λ− a1α1 − a2α2 − a3α1 − a4α3))(h2) = m2 + a1 − 2a2 + a3 + a4 (10.32)

expresión en la que hay que cambiar a2 por la media:

a2 =
1
2

(máx(a2) + mı́n(a2)) (10.33)
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teniendo en cuenta las desigualdades que satisface a2. De ellas deducimos:

a2 ≥ a4 −m3, a2 ≥ 0, a2 ≥ a3 (10.34)

y por tanto:
a2 ≥ máx(0, a4 −m3, a3) (10.35)

como por otra parte a2 ≤ a1 +m2, podemos escribir:

a2 =
1
2

(a1 +m2 + máx(a4 −m3, a3)) (10.36)

y en la expresión que nos da la acotación, tenemos, al sustituir a2 por a2:

m2 + a2 − 2a2 + a3 + a4 = m2 + a1 + a3 + a4 − a1 −m2 −máx(a4 −m3, a3)
= a3 + a4 + mı́n(m3 − a4,−a3)
= mı́n(m3 + a3, a4)

y la quinta desigualdad es:
0 ≤ a5 ≤ mı́n(a4, a3 +m3) (10.37)

La sexta desigualdad se calcula de igual forma (de hecho se puede aprovechar información de
los anteriores cálculos) y se obtiene:

0 ≤ a6 ≤ mı́n(a5,m3) (10.38)

La séptima es mucho más sencilla. Es la primera vez que aplicamos el operador f4 y por tanto:

0 ≤ a7 ≤ m4 + a4 (10.39)

La octava se calcula igual que las otras:

0 ≤ a8 ≤ mı́n(a7,m4 + a5) (10.40)

mientras que la novena tiene una dificultad añadida, la necesidad de calcular dos medias. En efecto:

(Λ−(a1+a3+a6)α1−(a2+a5)α2−(a4+a8)α3−a7α4)(h2) = m2+a1+a3+a6−2a2−2a5+a4+a8

(10.41)
En esta expresión hay que sustituir a2 y a5 por sus medias respectivas, que se obtienen de las
desigualdades precedentes:

a2 =
1
2
(a1 +m2 + máx(a3, a4 −m3))

a5 =
1
2
(mı́n(a4, a3 +m3) + máx(a6, a8 −m4))

y al sustituir obtenemos:
0 ≤ a9 ≤ mı́n(a8,m4 + a6) (10.42)

La décima y última no es peor que las demás:

0 ≤ a10 ≤ mı́n(a9,m4) (10.43)

Es posible obtener estas expresiones para cualquier An.
Como ejemplo de aplicación en otras series, veamos el sencillo caso de B2. Aqúı, la expresión

de los operadores es:
fa4
1 fa3

2 fa2
1 fa1

2 (10.44)
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y para un peso Λ = (m1,m2), las dos primeras desigualdades son inmediatas:

0 ≤ a1 ≤ m2

0 ≤ a2 ≤ m1 + a1

Para la tercera, empleamos el mismo procedimiento que usamos en A4:

(Λ− a1α2 − a2α1)(h2) = m2 − 2a1 + 2a2 (10.45)

sustituyendo a1 por la media:

a1 =
1
2
(m2 + máx(0, a2 −m1)) (10.46)

obtenemos:
0 ≤ a3 ≤ mı́n(2a2,m1 + a2) (10.47)

Para la cuarta, el procedimiento es el mismo:

(Λ− (a1 + a3)α2 − a2α1)(h2) = m1 + a1 − 2a2 + a3 (10.48)

y sustituyendo a2 por la media:

a2 =
1
2
(m1 + a1 + máx(

1
2
a3, a3 −m1)) (10.49)

deducimos que:

0 ≤ a4 ≤ mı́n(m1,
1
2
a3) (10.50)

Por ejemplo para dos representaciones sencillas de B2:

Ejemplo 10.5

Representación: (1, 0):
Las desigualdades son:

a1 = 0
0 ≤ a2 ≤ 1
0 ≤ a3 ≤ mı́n(2a2, a2 + 1)

0 ≤ a4 ≤ mı́n(1,
1
2
a3)

y los exponentes:

a4 a3 a2 a1

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 1 0
1 2 1 0

El diagrama de pesos y los correspondientes vectores son:

1 0 |Λ〉
↙ ↙

1̄ 2 f1|Λ〉
↘ ↘

0 0 f2f1|Λ〉
↘ ↘

1 2̄ f2
2 f1|Λ〉

↙ ↙
1̄ 0 f1f

2
2 f1|Λ〉

(10.51)
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Representación: (0, 1):
Ahora se tiene:

0 ≤ a1 ≤ 1
0 ≤ a2 ≤ a1

0 ≤ a3 ≤ a2

a4 = 0

los exponentes:

a4 a3 a2 a1

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1

El diagrama de pesos y los correspondientes vectores son:

0 1 |Λ〉
↙ ↙

1 1̄ f2|Λ〉
↘ ↘

1̄ 1 f1f2|Λ〉
↘ ↘

0 1̄ f2f1f2|Λ〉

(10.52)

10.3. Dimensiones de representaciones irreducibles

El cálculo de las dimensiones de las representaciones irreducibles de álgebras de Lie simples se
basa en la fórmula de Weyl, que no demostraremos aqúı:

dimV (λ) =
∏
α>0

(Λ + δ, α)
(δ, α)

(10.53)

donde δ es la semisuma de las ráıces positivas:

δ =
1
2

∑
α>0

α (10.54)

Sin embargo, es posible obtener expresiones más expĺıcitas utilizando bases de pesos fundamen-
tales o cartesianas en el espacio de pesos.

Veamos unos casos sencillos.

Ejemplo 10.6

A1:
En este caso δ = α/2, y el peso máximo λ tiene una sola componente en la base de pesos

fundamentales: Λ = (λ). Por tanto, la fórmula de Weyl da:

dimV (Λ) =
2

(α, α)
(Λ +

1
2
α, α) =

2(Λ, α)
(α, α)

+ 1 (10.55)
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Pero:

λ = Λ(h) =
2(Λ, α)
(α, α)

(10.56)

por lo que la dimensión es:
dimV (Λ) = λ+ 1 (10.57)

A2:
La semisuma de ráıces positivas (que son α1, α2 y α3 = α1 + α2) es ahora:

δ = α1 + α2 (10.58)

y las coordenadas del peso más alto Λ en la base de pesos fundamentales son (λ1, λ2). Por tanto:

dimV (Λ) =
(Λ + δ, α1)

(δ, α1)
(Λ + δ, α2)

(δ, α3)
(Λ + δ, α3)

(δ, α2)
(10.59)

Todas las ráıces tiene la misma longitud (llamémosla c), y además, de la matriz de Cartan tenemos:

〈α1, α2〉 =
2(α1, α2)
(α2, α2)

= −1 (10.60)

de donde se tiene:
(α1, α1) = (α2, α2) = c, (α1, α2) = − c

2
(10.61)

De estas relaciones se obtiene:

(δ, α1) = (δ, α2) =
c

2
, (δ, α3) = c (10.62)

y

(Λ + δ, α1) =
c

2
(λ1 + 1), (Λ + δ, α2) =

c

2
(λ2 + 2), (Λ + δ, α3) =

c

2
(λ1 + λ2 + 2) (10.63)

con lo que la dimensión de la representación es:

dimV (Λ) =
1
2
(λ1 + 1)(λ2 + 1)(λ1 + λ2 + 2) (10.64)

Cambiemos ahora de serie y calculemos la dimensión de las representaciones de B2:
Las ráıces positivas son ahora:

α1, α2, α1 + α2, α1 + 2α2 (10.65)

y su semisuma es por tanto:

δ =
3
2
α1 + 2α2 (10.66)

Si llamamos c a la longitud al cuadrado de la ráız más larga:

(α1, α1) = c, (α2, α2) =
c

2
, (α1, α2) = − c

2
(10.67)

Sustituyendo en la fórmula de Weyl:

dimV (Λ) =
1
6
(λ1 + 1)(λ2 + 1)(2λ1 + λ2 + 3)(λ1 + λ2 + 1) (10.68)

Finalmente, calculemos la dimensión de las representaciones de la otra álgebra de rango 2, G2.
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Las ráıces positivas son:

α1, α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α1 + 3α2, 2α1 + 3α2 (10.69)

y su semisuma es:
δ = 3α1 + 5α2 (10.70)

Si c es la longitud al cuadrado de la ráız más larga:

(α1, α1) = c, (α2, α2) =
c

3
, (α1, α2) = − c

3
(10.71)

y después de algunos sencillos cálculos:

dimV (Λ) =
1

120
(λ1 + 1)(λ2 + 1)(3λ1 + λ2 + 4)(3λ1 + 2λ2 + 5)(λ1 + λ2 + 2)(2λ1 + λ2 + 3) (10.72)

Estas formas se pueden dar para una serie completa. Veamos el caso de An. En este caso, las
ráıces positivas (en número de n(n+ 1)/2) son:

α1, . . . , αn (10.73)

α1 + α2, . . . , αn−1 + αn (10.74)

α1 + α2 + α3, . . . , αn−2 + αn−1 + αn (10.75)

· · · (10.76)

α1 + · · ·+ αn−1, α2 + · · ·+ αn (10.77)

α1 + · · ·+ αn (10.78)

y la semisuma es:

δ =
1
2
(nα1 + 2(n− 1)α2 + 3(n− 2)α3 + · · ·+ (n− 1)2αn−1 + nαn) (10.79)

En la base de pesos fundamentales:

δ = (1, 1, . . . , 1) (10.80)

que es un resultado general. Veamos su demostración. Si aplicamos una reflexión elemental a la
semisuma de ráıces positivas, el resultado es muy sencillo:

σi(δ) = δ − 〈δ, αi〉αi = δ − αi (10.81)

pues la reflexión σi cambia entre śı las ráıces positivas, excepto αi que cambia de signo:

δ =
1
2

∑
j 6=i

αj +
1
2
αi (10.82)

Por tanto:
〈δ, αi〉 = 1, i = 1, . . . n (10.83)

y estas son las coordenadas de δ en la base de pesos fundamentales.
Volvamos al caso de An. Las ráıces son todas de la misma longitud, sea (αi, αi) = c. Por tanto:

(δ, αi) =
c

2
(10.84)
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ya que:
(αi, αi±1) = − c

2
(10.85)

y es cero en el resto de los casos en que i 6= j. Como hemos calculado δ en función de las ráıces
simples, basta comprobar que:

−m(n− (m− 1)) + 2(m+ 1)(n−m)− (m+ 2)(n− (m+ 1)) = 2 (10.86)

Para cualquier otra ráız positiva que no sea una ráız simple, el producto es:

(δ, α) =
kc

2
(10.87)

donde k es el número de ráıces simples que aparecen en α (k = 1, 2 . . . , n, 1 para las ráıces simples
y n para la ráız más alta). El número de ráıces positivas está distribuido de la forma siguiente: n
ráıces simples, n − 1 ráıces suma de dos ráıces simples, etc. Es decir, n − (k − 1) ráıces formadas
por la suma de k ráıces simples.

Calculemos en primer lugar el producto de los denominadores.

∏
α>0

(δ, α) =
( c

2

)n
(

2c
2

)(n−1)

· · ·
(

(n− 1)c
2

)2 (nc
2

)
=
( c

2

)n(n+1)
2

n∏
k=1

kn−k+1 (10.88)

Sea ahora: α = αq +αq+1 + · · ·+αp con p− q+ 1 = k, una ráız positiva y Λ = (λ1, . . . , λn) un
peso máximo de An:

(Λ + δ, α) = (Λ, α) +
kc

2
(10.89)

Repitiendo lo ya hecho muchas veces, las coordenadas de Λ en la base de pesos fundamentales
son:

λi =
2(Λ, αi)
(αi, αi)

(10.90)

y por tanto:
(Λ, αi) =

c

2
λi (10.91)

de donde:
(Λ, α) =

c

2
(λq + · · ·+ λp) (10.92)

y finalmente:
(Λ + δ, α) =

c

2
(λq + · · ·+ λp + k) (10.93)

siempre con k = p− q + 1. Ya solo nos queda hacer el producto de los numeradores:∏
α>0

(Λ + δ, α) =
( c

2

)n

(λ1 + 1) · · · (λn + 1)
( c

2

)n−1

(λ1 + λ2 + 2) · · · (λn−1 + λn + 2) · · · ×

( c
2

)2

(λ1 + · · ·+ λn−1 + n− 1)(λ2 + · · ·+ λn + n− 1)
( c

2

)
×

(λ1 + · · ·+ λn + n) =
( c

2

)n(n+1)
2

(λ1 + 1) · · · (λn + 1) · · · (λ1 + · · ·+ λn + n)

y dividiendo este resultado por el denominador calculado anteriormente, obtenemos la fórmula
general de la dimensión de una representación irreducible de An:

dimV (Λ) =
1∏n

k=1 k
n−k+1

(λ1 + 1) · · · (λn + 1)(λ1 + λ2 + 2) · · · (λn−1 + λn + 2) · · ·

(λ1 + · · ·+ λn−1 + n− 1)(λ2 + · · ·+ λn + n− 1)(λ1 + · · ·+ λn + n) (10.94)



Caṕıtulo 11

Productos tensoriales de
representaciones

Cuando se multiplican tensorialmente dos representaciones irreducibles es decir sus g-módulos
asociados, el producto no es en general una representación irreducible. La descomposición en suma
de representaciones irreducibles (un tema en el que no entraremos en estas notas, pero que es
evidente que se puede hacer en dimensión finita) se llama la serie de Clebsch-Gordan correspon-
diente. Su cálculo es en general complicado, pero daremos una serie de reglas que lo facilitan y que
permiten, al menos en casos sencillos, dar una respuesta rápida.

Sea g un álgebra de Lie simple y Λ1, Λ2 pesos máximos de dos representaciones con g-módulos
V1 y V2. En el producto tensorial V1 ⊗ V2 actúa una representación de g que se llama producto
tensorial de las representaciones en V1 y V2. Concretamente la acción de un elemento de g en el
espacio V1 ⊗ V2 es:

x · (v1 ⊗ v2) = (x · v1)⊗ v2 + v1 ⊗ (x · v2) (11.1)

como ya hemos visto. De esta forma, los pesos de la representación producto tensorial son simple-
mente la suma de los pesos de las representaciones que aparecen en el producto. Concretamente, la
suma de los pesos más altos Λ1 y Λ2 es justamente el peso máximo de una de las representaciones
que aparecen en el producto (y obviamente, no hay otra representación en el producto con peso
mayor que éste). En efecto, si |Λ1〉 y |Λ2〉 son los vectores asociados a estos pesos más altos, y h
es un elemento del álgebra de Cartan de g, se tiene:

h(|Λ1〉 ⊗ |Λ2〉) = (h|Λ1〉)⊗ |Λ2〉+ |Λ1〉 ⊗ (h|Λ2〉) = (Λ1 + Λ2)(h)(|Λ1〉 ⊗ |Λ2〉) (11.2)

El problema es como calcular el resto de las representaciones irreducibles que forman la serie de
Clebsch-Gordan. Para ello introduciremos los conceptos de congruencia e ı́ndices que nos ayudarán
en este cálculo.

11.1. Clases de congruencia

Es bien sabido que en A1 existen dos clases de representaciones, las de peso par y peso impar
(spin entero y semientero en la notación más usada en f́ısica). Se llaman clases de congruencia. Si
se asigna el número 0 a la clase par y el 1 a la impar, se tiene el siguiente resultado:

En la serie de Clebsch-Gordan del producto tensorial de una representación de clase a por otra
de clase b sólo aparecen representaciones de la clase a+ b, mod(2).

En términos más usados en f́ısica, el producto de spins semienteros son spins enteros, el de spin
entero por semientero es semientero y el producto de spins enteros es también entero.
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Una situación similar aparece en A2. Aqúı hay tres clases de congruencia (trialidad en la
nomenclatura f́ısica), denotadas por los números 0, 1, 2 (módulo 3). La representación (1, 0) es de
clase 1, la (0, 1) de clase 2 y la (1, 1) de clase 0. La propiedad de los productos tensoriales dada
para A1 se conserva aqúı.

El número de clases de congruencia para las distintas álgebras de Lie simples viene dada en la
siguiente tabla:

An n+ 1
Bn 2
Cn 2
Dn 4
E6 3
E7 2
E8 1
F4 1
G2 1

El cálculo de la clase de congruencia a la que pertenece una representación dada es sencillo,
aunque solo lo haremos aqúı para las series An, Bn. Para la serie An, dado una representación de
peso más alto Λ = (λ1, . . . , λn), basta hallar el número:

λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn, mod n+ 1 (11.3)

En Bn las clases de congruencia vienen dadas por λn, mod 2. Para las demás el cálculo es igual
de sencillo, aunque las fórmulas vaŕıan de unos casos a otros.

Las clases de congruencia se corresponden con los elementos del grupo P/Q, donde P es el
ret́ıculo de pesos y Q el de ráıces. Este es el número de elementos del centro del grupo corres-
pondiente. El ı́ndice de Q en P es igual al número de clases de congruencia y coincide con el
determinante de la matriz de Cartan.

Las clases de congruencia están relacionadas con la forma en que se expresan los pesos en
función de las ráıces simples. Por ejemplo, para A2:

ω1 =
2
3
α1 +

1
3
α2

ω2 =
1
3
α1 +

2
3
α2

De esta forma, los pesos Λ = (λ1, λ2) se escriben como:

Λ =
2λ1 + λ2

3
α1 +

λ1 + 2λ2

3
α2 (11.4)

con lo que los coeficientes de Λ en función de la base de ráıces simples son múltiplos de tres (en
cuyo caso los coeficientes son enteros), o bien conjugados a 1 o 2 módulo 3 (con más precisión, o
bien son ambos múltiplos de 3, o si uno es conjugado a 1, el otro lo es a 2).

11.2. Índices de representaciones

Se define el ı́ndice de segundo orden de una representación irreducible Λ, de un álgebra simple,
g, como:

IΛ =
∑

m∈Ω(Λ)

m2 (11.5)

Para el cálculo del ı́ndice es más conveniente usar la siguiente expresión:

IΛ =
l

n
NΛ(K2

Λ − δ2) (11.6)
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donde l el el rango del álgebra y n su dimensión. NΛ es la dimensión de la representación, y:

KΛ = Λ + δ (11.7)

siendo δ la semisuma de ráıces positivas.
Como hemos visto, el sistema de pesos de la representación producto Λ1 ⊗ Λ2 es la suma de

los sistemas de pesos de Λ1 y Λ2. Es posible demostrar que existe la siguiente relación entre los
ı́ndices de las representaciones Λ1 y Λ2 y los de las representaciones que aparecen en la serie de
Clebsch-Gordan:

IΛ1⊗Λ2 = (dim Λ1)IΛ2 + (dim Λ2)Iλ1 =
∑
Λ

IΛ (11.8)

Esta expresión constituye una relación que ayuda al cálculo de las representaciones que aparecen
en la serie de Clebsch-Gordan.

11.3. Cadenas minimales

Volvamos al problema de calcular la serie de Clebsch-Gordan:

Λ⊗ Λ′ =
N∑

i=1

m(Λi)Λi (11.9)

donde m(Λi) es el número de veces que la representación Λi aparece en la descomposición (la
multiplicidad).

Como hemos dicho, el peso Λ + Λ′ es un peso más alto de una de las representaciones que
aparecen en la descomposición (el mayor de todos). También es fácil calcular el peso más alto más
pequeño de todos los que aparecen en la descomposición (los conceptos de mayor y más pequeño
se refieren al nivel en el que se encuentra este peso). Este peso es: Λ + Λ̃′ donde Λ̃′ es el peso más
pequeño de la representación Λ′. En realidad, lo más que podemos asegurar, es que este peso se
encuentra en esa representación que buscamos, pero una aplicación del grupo de Weyl nos llevará al
peso más alto en el caso en que éste no lo sea.

El resto de las componentes de la serie se puede obtener de la forma siguiente:

Λ + Λ′ −M(αi) (11.10)

es el segundo peso, donde M(αi) es una cadena minimal que se construye de la forma siguiente.
Se toma Λ (por ejemplo) y se buscan las ráıces simples para las que (Λ, αi) 6= 0 (para lo que basta
ver qué componentes de Λ son distintas de cero). Sea αj una de ellas. Este es el primer elemento
de la cadena. El segundo elemento es otra ráız αk tal que: (αj , αk) 6= 0. Finalmente llegaremos a
una ráız simple αs, tal que: (αs,Λ′) 6= 0.

Es decir una cadena minimal relaciona los dos pesos más altos a través de una serie de ráıces
que forman un camino en el diagrama de Dynkin.

Veamos unos ejemplos de aplicación de estos métodos.

Ejemplo 11.1

Consideremos en A2 las representaciones:

Λ = (1, 0), Λ′ = (0, 1) (11.11)

ambas de dimensión 3. Por tanto la representación producto tensorial tiene dimensión 9. El peso
mayor es la suma de Λ y Λ′, es decir (1, 1). Como esta representación tiene dimensión 8, es obvio
que solo hay otra representación, de dimensión 1, es decir (0, 0):

(1, 0)⊗ (0, 1) = (1, 1)⊕ (0, 0) (11.12)
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Ejemplo 11.2

Sean ahora las representaciones de A2:

Λ = Λ′ = (1, 0) (11.13)

La representación producto tiene también dimensión 9. Sin embargo el peso mayor es (2, 0) que
corresponde a una representación de dimensión 6. Queda pues una dimensión igual a 3. Hay dos
representaciones de dimensión 3 en A2 y no hay representaciones de dimensión 2 (aparte de que
podŕıa corresponder a tres veces la representación de peso (0, 0), aunque este caso puede excluirse
por otras razones). El peso más bajo de la representación (1, 0) es (0,−1), y por tanto:

(1, 0) + (0,−1) = (1,−1) (11.14)

Este peso no es dominante, pero una reflexión r2 lo lleva a uno que śı lo es:

r2(1,−1) = (1,−1) + (−1, 2) = (0, 1) (11.15)

que es una representación de dimensión 3. Aśı pues, no hay que buscar más. Por tanto:

(1, 0)⊗ (1, 0) = (2, 0)⊕ (0, 1) (11.16)

Ejemplo 11.3

Veamos un caso más complicado en C3, con representaciones:

Λ = Λ′ = (0, 0, 1) (11.17)

que tiene dimensión 14. La dimensión de la representación producto es 196. El peso mayor es:
(0, 0, 2), que corresponde a una representación de dimensión 84. El peso menor seŕıa:

(0, 0, 1) + (0, 0,−1) = (0, 0, 0) (11.18)

pues el peso más pequeño de la representación (0, 0, 1) es (0, 0,−1). Nos faltan 196− 84− 1 = 111.
Construyamos una cadena minimal. La ráız α3 conecta Λ consigo mismo. Por tanto un peso es:

Λ + Λ′ − α3 = (0, 0, 2)− (0,−2, 2) = (0, 2, 0) (11.19)

que es una representación de dimensión 90. Solo nos queda 21. Pero las cadenas minimales se
pueden también usar subiendo desde el peso más pequeño:

(0, 0, 0) + (0,−2, 2) = (0,−2, 2) (11.20)

que no es un peso dominante. Pero podemos usar reflexiones para pasar al peso dominante:

r2(0,−2, 2) = (0,−2, 2) + 2(−1, 2,−1) = (−2, 2, 0) (11.21)

y otra vez:
r1(−2, 2, 0) = (−2, 2, 0) + 2(2,−1, 0) = (2, 0, 0) (11.22)

Este peso corresponde a una representación de dimensión 21, con lo que se acaba la descomposición:

(0, 0, 1)⊗ (0, 0, 1) = (0, 0, 2)⊕ (0, 2, 0)⊕ (2, 0, 0)⊕ (0, 0, 0) (11.23)

Ejemplo 11.4

Volvamos a A2 y sea ahora el producto:

(1, 1)⊗ (1, 1) (11.24)
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La dimensión es 8× 8 = 64. El peso mayor y el más pequeño son:

(1, 1) + (1, 1) = (2, 2), (1, 1) + (−1,−1) = (0, 0) (11.25)

Podemos encontrar dos cadenas minimales, una con α1 y la otra con α2. Del peso mayor
obtenemos:

(1, 1) + (1, 1)− (2,−1) = (0, 3), (1, 1) + (1, 1)− (−1, 2) = (3, 0) (11.26)

Partiendo del peso menor:

(0, 0) + (2,−1) = (2,−1), (0, 0)− (−1, 2) = (−1, 2) (11.27)

que no son pesos dominantes. Pero, aplicando una reflexión:

(2,−1) r2−→ (1, 1), (−1, 2) r1−→ (1, 1) (11.28)

es decir en los dos casos se obtiene la misma.
Si sumamos las dimensiones de todas las representaciones:

(2, 2) 27
(3, 0) 10
(0, 3) 10
(1, 1) 8
(0, 0) 1

56

por lo que nos queda todav́ıa 8. Se concluye, analizando por ejemplo las clases de congruencia (todas
las representaciones en este caso están en la clase 0), que el único candidato es la representación
(1, 1). La serie de Clebsch-Gordan completa es:

(1, 1)⊗ (1, 1) = (2, 2) + (3, 0) + (0, 3) + 2(1, 1) + (0, 0) (11.29)

Las dificultades no crecen en general con la dimensión de las representaciones sino con el número
de ellas que aparecen en la descomposición. Veamos un ejemplo con dimensión alta pero sencillo
de tratar.

Ejemplo 11.5

En E6 consideremos el producto tensorial de las representaciones:

(0, 0, 0, 0, 0, 1)⊗ (1, 0, 0, 0, 0, 0) (11.30)

La primera tiene dimensión 78 y la segunda 27, con lo que el producto es 2106.
El peso mayor es (1, 0, 0, 0, 0, 1) que corresponde a una representación de dimensión 1728. El

peso menor es:
(0, 0, 0, 0, 0, 1) + (0, 0, 0, 0,−1, 0) = (0, 0, 0, 0,−1, 1) (11.31)

(calculando el peso más bajo de la representación (1, 0, 0, 0, 0, 0)). No es un peso dominante, pero
la siguiente cadena de reflexiones lo convierte en uno.

r5 : (0, 0, 0, 0,−1, 1) + (0, 0, 0,−1, 2, 0) = (0, 0, 0,−1, 1, 1)
r4 : (0, 0, 0,−1, 1, 1) + (0, 0,−1, 2,−1, 0) = (0, 0,−1, 1, 0, 1)
r3 : (0, 0,−1, 1, 0, 1) + (0,−1, 2,−1, 0,−1) = (0,−1, 1, 0, 0, 0)
r2 : (0,−1, 1, 0, 0, 0) + (−1, 2,−1, 0, 0, 0) = (−1, 1, 0, 0, 0, 0)
r1 : (−1, 1, 0, 0, 0, 0) + (2,−1, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)



116 MAR. Álgebras de Lie. Versión 4.

con lo que obtenemos un peso que corresponde a una representación de dimensión 27. Si hubiéramos
calculado el peso más bajo de la otra representación, habŕıamos obtenido:

(0, 0, 0, 0, 0,−1) + (1, 0, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0,−1) (11.32)

Tampoco es un peso dominante, pero:

r6 : (1, 0, 0, 0, 0,−1) + (0, 0,−1, 0, 0, 2) = (1, 0,−1, 0, 0, 1)
r3 : (1, 0,−1, 0, 0, 1) + (0,−1, 2,−1, 0,−1) = (1,−1, 1,−1, 0, 0)
r2 : (1,−1, 1,−1, 0, 0) + (−1, 2,−1, 0, 0, 0) = (0, 1, 0,−1, 0, 0)
r4 : (0, 1, 0,−1, 0, 0) + (0, 0,−1, 2,−1, 0) = (0, 1,−1, 1,−1, 0)
r5 : (0, 1,−1, 1,−1, 0) + (0, 0, 0,−1, 2, 0) = (0, 1,−1, 0, 1, 0)
r3 : (0, 1,−1, 0, 1, 0) + (0,−1, 2,−1, 0,−1) = (0, 0, 1,−1, 1,−1)
r6 : (0, 0, 1,−1, 1,−1) + (0, 0,−1, 0, 0, 2) = (0, 0, 0,−1, 1, 1)
r4 : (0, 0, 0,−1, 1, 1) + (0, 0,−1, 2,−1, 0) = (0, 0,−1, 1, 0, 1)
r3 : (0, 0,−1, 1, 0, 1) + (0,−1, 2,−1, 0,−1) = (0,−1, 1, 0, 0, 0)
r2 : (0,−1, 1, 0, 0, 0) + (−1, 2,−1, 0, 0, 0) = (−1, 1, 0, 0, 0, 0)
r1 : (−1, 1, 0, 0, 0, 0) + (2,−1, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)

que nos da el mismo resultado anterior, pero con mucho más esfuerzo.
Para calcular el resto de las representaciones tratemos de emplear alguna cadena minimal.

Partiendo de (0, 0, 0, 0, 0, 1) queremos llegar a (1, 0, 0, 0, 0, 0) siguiendo el diagrama de Dynkin.
Claramente la única posibilidad es la cadena:

α6, α3, α2, α1 (11.33)

y por lo tanto el peso obtenido es:

(1, 0, 0, 0, 0, 1)− (0, 0,−1, 0, 0, 2)− (0,−1, 2,−1, 0,−1)− (−1, 2,−1, 0, 0, 0)− (2,−1, 0, 0, 0, 0)
= (0, 0, 0, 1, 0, 0)

que es un peso dominante y que corresponde a una representación de dimensión 351. Pero:

1728 + 351 + 27 = 2106 (11.34)

luego hemos terminado. La serie de Clebsch-Gordan es:

(0, 0, 0, 0, 0, 1)⊗ (1, 0, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 1)⊕ (0, 0, 0, 1, 0, 0)⊕ (1, 0, 0, 0, 0, 0) (11.35)

Para acabar la descripción de estos métodos de cálculo, veamos como los ı́ndices de las repre-
sentaciones que aparecen en los ejemplos verifican las relaciones explicadas anteriormente.

Ejemplo 11.6

A2

(1, 0)⊗ (0, 1) = (1, 1)⊕ (0, 0) (11.36)

Rep. Índice
(1,0) 3
(0,1) 3
(1,1) 18
(0,0) 0
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El ı́ndice del producto tensorial es:

I(1,0)⊗(0,1) = 3× 3 + 3× 3 = 18 (11.37)

y se tiene:
18 = 18 + 0 (11.38)

Ejemplo 11.7

A2

(1, 0)⊗ (1, 0) = (2, 0)⊕ (0, 1) (11.39)

Rep. Índice
(1,0) 3
(2,0) 15
(0,1) 3

El ı́ndice del producto tensorial es:

I(1,0)⊗(1,0) = 3× 3 + 3× 3 = 18 (11.40)

y se tiene:
18 = 15 + 30 (11.41)

Ejemplo 11.8

C3

(0, 0, 1)⊗ (0, 0, 1) = (2, 0)⊕ (0, 1) (11.42)

Rep. Índice
(0,0,1) 20
(0,0,2) 288
(0,2,0) 240
(2,0,0) 32
(0,0,0) 0

El ı́ndice del producto tensorial es:

I(0,0,1)⊗(0,0,1) = 14× 20 + 14× 20 = 560 (11.43)

y se tiene:
560 = 288 + 240 + 32 + 0 (11.44)

Ejemplo 11.9

A2

(1, 1)⊗ (1, 1) = (2, 2)⊕ (3, 0)⊕ (0, 3)⊕ 2(2, 2)⊕ (0, 0) (11.45)

Rep. Índice
(1,1) 18
(2,2) 162
(3,0) 45
(0,3) 3
(0,0) 0
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El ı́ndice del producto tensorial es:

I(1,1)⊗(1,1) = 8× 18 + 8× 18 = 288 (11.46)

y se tiene:
288 = 162 + 45 + 45 + 2× 18 + 0 (11.47)

Ejemplo 11.10

E6

(0, 0, 0, 0, 0, 1)⊗ (1, 0, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 1)⊕ (0, 0, 0, 1, 0, 0)⊕ (1, 0, 0, 0, 0, 0) (11.48)

Rep. Índice
(0,0,0,0,0,1) 72
(1,0,0,0,0,0) 18
(1,0,0,0,0,1) 2880
(0,0,0,1,0,0) 450

El ı́ndice del producto tensorial es:

I(0,0,0,0,0,1)⊗(1,0,0,0,0,0) = 78× 18 + 27× 72 = 3348 (11.49)

y se tiene:
3348 = 2880 + 450 + 18 (11.50)



Caṕıtulo 12

Subálgebras de álgebras de Lie
simples

La caracterización de las subálgebras maximales de una álgebra de Lie simple tiene muchas
aplicaciones en f́ısica. Como ejemplo, considérese el modelo standard de la teoŕıa de unificación en
part́ıculas elementales y la inclusión:

SU(5) ⊃ SU(3)× SU(2)× U(1) (12.1)

Los trabajos más importantes sobre este tema se deben a Morozov, Malcev, Karpelevitch y
Dynkin. Antes de entrar en la descripción de estas subálgebras, veamos unos ejemplos sencillos.

12.1. Ejemplos de subálgebras

Ejemplo 12.1

Consideremos A2 y la representación fundamental (1, 0): a1 b c
d −a1 + a2 e
f g −a2

 (12.2)

Es muy sencillo encontrar una subálgebra de A2 de tipo A1. Basta hacer c = e = f = g = a2 = 0: a1 b 0
d −a1 0
0 0 0

 (12.3)

Esta subálgebra es de tipo A1, concretamente es una representación reducible de A1:

(1, 0) −→ (1)⊕ (0) (12.4)

Es una subálgebra que llamaremos regular: su ráız simple es una de las ráıces de A2 (β = α1). En
el diagrama de ráıces de la figura 12.1 se ve como los pesos de la representación (1, 0) de A2, se
proyectan sobre la recta horizontal que seŕıa el diagrama de ráıces de A1. A saber, ω1 se proyecta
sobre el peso 1, mientras los otros dos lo hacen sobre −1 y 0:

A2 A1

(1, 0) 1
(1̄, 1) 1̄
(0, 1̄) 0

119
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Α2

Α1

Ω1

Figura 12.1: A1 ⊂ A2

La proyección del peso (1, 0) es α1/2, y como β = α1, el valor del peso es:

1
2
α1(h1) =

1
2
β(h1) = 1 (12.5)

Como veremos más adelante todas las representaciones de A2 se comportan de esta forma
al pasar a A1. Por ejemplo, para saber cual es la representación que tiene A1 cuando en A2 se
considera la representación adjunta, basta proyectar otra vez sobre la recta horizontal:

A2 A1

(1, 1) 1
(2, 1̄) 2
(1̄, 2) 1̄
(0, 0) 0
(1, 2̄) 1
(2̄, 1) 2̄
(1, 1) 1̄

es decir:

(1, 1) −→ (2)⊕ 2(1)⊕ (0) (12.6)

El álgebra A1 aśı construida no es maximal en A2. Podemos ampliarla hasta una subálgebra
reductiva (suma directa de una subálgebra semisimple más el centro del álgebra) maximal: A1 +
u(1), donde u(1) es un álgebra de dimensión 1. En términos de matrices: a1 +m b 0

d −a1 +m 0
0 0 −2m

 (12.7)

En este caso u(1) está generado por h1+2h2, que se puede ver que conmuta con todos los elementos
de esta representación de A1.

Se tiene:
(1, 0) −→ (1)(1)⊕ (0)(2̄) (12.8)

donde el primer paréntesis se refiere a A1 y el segundo a u(1).

Ejemplo 12.2



MAR. Álgebras de Lie. Versión 4. 121

La construcción de una subálgebra A1 en A2 no es única. Podemos hacerlo de múltiples for-
mas que darán resultados conjugados al anterior. Pero también podemos hacerlo de una forma
totalmente inequivalente. Consideremos la siguiente subálgebra de A2: 0 b c

−b 0 d
−c −d 0

 (12.9)

Es evidente que se trata de un álgebra de tipo A1. Pero en este caso es la representación irreducible
(2) la que estamos viendo:

(1, 0) −→ (2) (12.10)

Esta subálgebra será llamada singular, en contraposición a la anterior, la ráız simple de A1 no
está en el sistema de ráıces de A2.

La proyección de los pesos es similar a la anterior, incluso podemos usar la misma figura, pero
ahora las escalas son distintas y se tiene:

A2 A1

(1, 0) 2
(1̄, 1) 2̄
(0, 1̄) 0

La proyección es como antes, pero la ráız aqúı es β = α1/2 y por tanto:

1
2
α1(h) = β(h) = 2 (12.11)

Veamos esta diferencia entre subálgebras regulares y singulares con más detalle.

1. En el caso regular, si h = {h1, h2} es la subálgebra de Cartan de A2, la subálgebra regular
A1 está generada por {h1, e1, f1} y su ráız simple es, como hemos dicho, α1. La subálgebra
de Cartan de A1 está contenida en la subálgebra de Cartan de A2 y lo mismo ocurre con
los sistemas de ráıces. Entonces, si ω es el peso más alto de la representación (1, 0) de A2,
tenemos:

ω(h1) = 1, ω(h2) = 0 (12.12)

es decir, la proyección es 1.

2. En el caso singular, A1 está generada linealmente por:

{e1 − f1, e2 − f2, e3 − f3} (12.13)

y cualquiera de estos tres elementos se puede elegir como subálgebra de Cartan. Sin embargo,
para hacer las comparaciones más sencillas, tomemos otra subálgebra A1 conjugada a ésta y
con base:

{2(h1 + h2),
√

2(e1 + e2),
√

2(f1 + f2)} (12.14)

donde las constantes aparecen para ajustar las relaciones de conmutación. En este caso tam-
bién la subálgebra de Cartan de A1 está contenida en la subálgebra de Cartan de A2, pero
no ocurre aśı con el sistema de ráıces. En efecto, la ráız de A1 es

1
2
(α1 + α2) (12.15)

que no es una ráız de A2. Aśı, si ω es el peso más alto de la representación (1, 0) de A2, se
tiene:

ω(h1) = 1, ω(h2) = 0 (12.16)

y por tanto:
ω(2(h1 + h2)) = 2 (12.17)

como hab́ıamos visto antes.
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12.2. Subálgebras conjugadas

La clasificación de subálgebras de un álgebra dada se hace salvo conjugación por elementos del
grupo de Lie correspondiente al álgebra. Por ejemplo, las dos subálgebras de tipo A1 que hemos
visto anteriormente no son conjugadas por ningún elemento del grupo SL(3,C). En este caso, eso
es evidente de la reducción de la representación (1, 0) de A2. Definamos de manera más concreta
la cuestión de equivalencia.

Definición 12.1 Sean g y g′ dos álgebras de Lie. Se dice que el homomorfismo de álgebras de Lie:

f : g′ −→ g (12.18)

es una inclusión, si es inyectivo. Entonces:

f : g′ −→ f(g′) ⊂ g (12.19)

es un isomorfismo, y se dice que g′ es una subálgebra de g (aunque estrictamente hablando, es
f(g′) la que es subálgebra de g).

Definición 12.2 Dos inclusiones son equivalentes si están relacionadas por un automorfismo in-
terno de g, σ:

g′
f1→ g
↘ ↓ σ

g

(12.20)

f2 = σ ◦ f1 (12.21)

Definición 12.3 Dos inclusiones son linealmente equivalentes si para toda representación ϕ de g,
las representaciones de g′, ϕ ◦ f1 y ϕ ◦ f2 son equivalentes:

g′
f1→ g

ϕ→ End(V )
↘ ↓ σ

g
ϕ→ End(V )

(12.22)

ϕ ◦ f2 = σ(ϕ ◦ f1) (12.23)

donde σ es un automorfismo de End(V ) y V es el espacio de representación de ϕ.

Si dos inclusiones son equivalentes, también son linealmente equivalentes. Sin embargo el inverso
no es cierto. Como la equivalencia lineal es en general más sencilla de establecer que la equivalencia,
vamos a estudiar en que condiciones la lineal implica la otra.

Supongamos que g y g′ son semisimples y que existe una inclusión de g′ en g. Se tiene el
siguiente resultado entre dos subálgebras de Cartan de estas álgebras:

Teorema 12.1 Si f : g′ → g es una inclusión, y h′ es una subálgebra de Cartan de g′, existe una
subálgebra de Cartan de g, h, tal que:

f(h′) ⊂ h (12.24)

Como consecuencia se tiene una reducción del problema a las subálgebras de Cartan:

Teorema 12.2 Si f1 y f2 son dos inclusiones linealmente equivalentes ⇔ sus restricciones a una
subálgebra de Cartan de g′ son equivalentes.

Este resultado supone una simplificación mayor del problema. No hace falta estudiar todas
las representaciones para decidir sobre la equivalencia lineal. Como veremos, basta estudiar una
o dos representaciones, dependiendo de los casos. Veamos sucintamente la demostración de este
resultado.
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1. Condición suficiente ⇐
Sea:

f1|h′ ≈ f2|h′ (12.25)

donde h′ es una subálgebra de Cartan de g′. Como las subálgebras de Cartan son conjugadas,
cambiando h′ por una adecuada (que llamaremos igual), podemos tener:

f1|h′ = f2|h′ (12.26)

Por el teorema anterior, existe una subálgebra de Cartan de g, h tal que:

f1(h′) = f2(h′) ⊂ h (12.27)

Sea ahora ϕ una representación lineal de g y Λ su sistema de pesos (en relación a h). Entonces,
ϕ ◦ f1 es una representación de g′ y su sistema de pesos relativo a h′ es la imagen de Λ por
la aplicación (f1|h′)∗. En efecto:

f1|h′ : h′ −→ h (12.28)

si h′ ∈ h′ y por tanto, f1(h′) ∈ h, de donde:

ϕ(f1(h′))v = λ(f1(h′))v (12.29)

donde v es un vector del espacio de representación de ϕ y λ es un peso. La aplicación:

(f1|h′)∗ : h∗ −→ (h′)∗ (12.30)

verifica:
(f1|h′)∗(ω)(h′) = ω(f1(h′)) (12.31)

y por consiguiente:
(ϕ ◦ f1)(h′)v = (f1|h′)∗(ω)(h′)v (12.32)

con lo que, efectivamente, la representación ϕ ◦ f1 tiene como pesos a (f1|h′)∗(ω). Lo mismo
pod́ıamos haber hecho con f2 de donde concluimos que los pesos de estas dos representaciones
son idénticos y ambas representaciones son equivalentes.

2. Condición necesaria ⇒
Sean ahora f1, f2 : g′ → g dos homomorfismos de álgebras de Lie. Supongamos que las
imágenes de una subálgebra de Cartan de g′, h′, mediante estos dos homomorfismos, están
contenidas en una subálgebra de Cartan de g, h (lo que se puede siempre conseguir).

Introducimos una estructura de orden total, (>), en el ret́ıculo de ráıces de g′ relativo a
h′ (compatible con la estructura de espacio vectorial si se considera el ret́ıculo sobre los
racionales). En el ret́ıculo de ráıces de g asociado a h consideramos otros dos órdenes, >i

, i = 1, 2, tales que:
x, y ∈ h∗, fi(x) > fi(y) ⇒ x >i y, i = 1, 2 (12.33)

Cambiando adecuadamente los homomorfismos por otros equivalentes, podemos conseguir
que los sistemas de ráıces simples en h∗, asociados a ambos coincidan (Π). Definamos un
nuevo orden: x >> y si x − y es una combinación lineal con coeficientes no negativos de
ráıces simples de Π. Como consecuencia, x >1 y, x >2 y, pues definen el mismo sistema de
ráıces simples Π.

Una vez introducidos estos órdenes y este sistema de ráıces simples, consideremos una repre-
sentación lineal ϕ de g con sistema de pesos Λ. Si λ ∈ Λ, se dice que λ es especial (en relación
al sistema Π si:

∀λ′ ∈ Λ, λ >> λ′ o λ′ >> λ (12.34)
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Por lo que hemos visto antes, los pesos especiales ocupan el mismo lugar en las relaciones
de orden >i, de lo que se deduce que si las representaciones ϕ ◦ f1 y ϕ ◦ f2 son equivalentes,
entonces:

f∗1 (λ) = f∗2 (λ) (12.35)

para los pesos especiales. Pero los pesos fundamentales son siempre especiales y generan h,
con lo que, si dos inclusiones son linealmente equivalentes, las aplicaciones f∗1 y f∗2 son iguales,
es decir las restricciones de f1 y f2 a h son iguales.

Como resumen, se tiene lo siguiente:
Sean g y g′ álgebras de Lie semisimples. Si {ϕ1, . . . , ϕm} son representaciones de g tal que sus

pesos especiales generan h∗ linealmente, entonces, dos inclusiones f1, f2 de g′ en g son linealmente
equivalentes si y solo si:

ϕi ◦ f1 ≈ ϕi ◦ f2, i = 1, . . . ,m (12.36)

Es decir basta estudiar la equivalencia lineal en esas representaciones. Lo que haremos a con-
tinuación es estudiar cuáles y cuántas representaciones necesitamos para cada una de las álgebras
de Lie simples.

12.3. Pesos especiales

Veamos cuáles son los pesos especiales que necesitamos para construir la equivalencia lineal.

1. An

Consideremos el primer peso fundamental, ω1 = (1, 0, . . . , 0). La representación tiene dimen-
sión n+ 1 y el diagrama de pesos es:

(1, 0, . . . , 0)
↓ α1

(1̄, 1, 0, . . . , 0)
↓ α2

...
↓ αn−1

(0, . . . , 0, 1̄, 1)
↓ αn

(0, . . . , 0, 1̄)

(12.37)

por tanto los pesos son:

ω1, ω1 − α1, ω1 − (α1 + α2), . . . , ω1 − (α1 + · · ·+ αn) (12.38)

y es claro que la diferencia entre cada dos de ellos es una suma de ráıces simples con signo
global más o menos, por lo tanto todos son especiales. Tenemos n pesos especiales linealmente
independientes, por lo que con esta representación basta para estudiar la equivalencia lineal.

2. Bn

El primer peso fundamental es como antes ω1 = (1, 0, . . . , 0). La representación tiene dimen-
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sión 2n+ 1 y el diagrama de pesos es:

(1, 0, . . . , 0)
↓ α1

(1̄, 1, 0, . . . , 0)
↓ α2

...
↓ αn−2

(0, . . . , 0, 1̄, 1, 0)
↓ αn−1

(0, . . . , 0, 1̄, 2)
↓ αn

(0, . . . , 0)
↓ αn

(0, . . . , 0, 1, 2̄)
↓ αn−1

(0, . . . , 0, 1, 1̄, 0)
↓ αn−2

...
↓ α1

(1̄, 0, . . . , 0)

(12.39)

Es fácil ver que los n primeros pesos son especiales y linealmente independientes; como antes,
nos basta esta representación.

3. Cn

Es un caso similar al anterior. El primer peso fundamental es ω1 = (1, 0, . . . , 0). La represen-
tación tiene dimensión 2n y el diagrama de pesos es:

(1, 0, . . . , 0)
↓ α1

(1̄, 1, 0, . . . , 0)
↓ α2

...
↓ αn−2

(0, . . . , 0, 1̄, 1, 0)
↓ αn−1

(0, . . . , 0, 1̄, 1)
↓ αn

(0, . . . , 1, 1̄)
↓ αn−1

(0, . . . , 0, 1, 1̄, 0)
↓ αn−2

...
↓ α1

(1̄, 0, . . . , 0)

(12.40)

También aqúı los n primeros pesos son especiales y linealmente independientes. Basta esta
representación para estudiar la equivalencia lineal.

4. E6



126 MAR. Álgebras de Lie. Versión 4.

Aunque ahora las representaciones son más complicadas que en los casos anteriores, sólo una
de ellas es necesaria. El primer peso fundamental es ω1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0). La representación
tiene dimensión 27. El diagrama de pesos es:

(1, 0, 0, 0, 0, 0)
↓ α1

(1̄, 1, 0, 0, 0, 0)
↓ α2

(0, 1̄, 1, 0, 0, 0, 0)
↓ α3

(0, 0, 1̄, 1, 0, 1)
↙ ↘

...
↘ ↙

(0, 1̄, 1, 0, 0, 1̄)
↓ α3

(0, 0, 1̄, 1, 0, 0)
↓ α4

(0, 0, 0, 1, 1̄, 0)
↓ α5

(0, 0, 0, 0, 1̄, 0, )

(12.41)

Los 4 primeros y los 4 últimos pesos son especiales y entre ellos hay seis linealmente inde-
pendientes. Con esta representación podemos estudiar la equivalencia lineal.

5. G2

También en esta caso nos basta con una. El peso de la representación de dimensión menor
es ω1 = (0, 1). La representación tiene dimensión 7 y diagrama de pesos:

(0, 1)
↘ α2

(1, 1̄)
↙ α1

(1̄, 2)
↘ α2

(0, 0)
↘ α2

(1, 2̄)
↙ α1

(1̄, 1)
↘ α2

(0, 1̄)

(12.42)

Todos los pesos son especiales y los dos primeros linealmente independientes. Basta esta
representación.

6. F4

Sólo hace falta una representación. La representación de dimensión más baja es ω1 = (0, 0, 0, 1).
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La representación tiene dimensión 26:

(0, 0, 0, 1)
↓ α4

(0, 0, 1, 1̄)
↓ α3

(0, 1, 1̄, 0)
↓ α2

(1, 1̄, 1, 0)
↙ ↘

...
↘ ↙

(1̄, 1, 1̄, 0)
↓ α2

(0, 1̄, 1, 0)
↓ α3

(0, 0, 1̄, 1)
↓ α4

(0, 0, 0, 1̄)

(12.43)

Los cuatro primeros pesos son especiales y linealmente independientes. Basta esta represen-
tación.

Pero aqúı se acaba esta caracteŕıstica de necesitar una sola representación para determinar
la equivalencia lineal. En los demás casos son necesarias dos representaciones.

7. Dn

Veamos un ejemplo para comprobar que no hay cinco pesos especiales linealmente inde-
pendientes dentro de una representación. Consideremos la representación de peso más alto:
(1, 0, 0, 0) en D5. La dimensión es 10 y el diagrama de pesos:

(1, 0, 0, 0, 0)
↓

(1̄, 1, 0, 0, 0)
↓

(0, 1̄, 1, 0, 0)
↓

(0, 0, 1̄, 1, 1)
↙ ↘

(0, 0, 0, 1̄, 1) (0, 0, 0, 1, 1̄)
↘ ↙

(0, 0, 1, 1̄, 1̄)
↓

(0, 1, 1̄, 0, 0)
↓

(1, 1̄, 0, 0, 0)
↓

(1̄, 0, 0, 0, 0)

(12.44)

Los cuatro primeros pesos y los cuatro últimos son especiales pero entre ellos no hay cinco
linealmente independientes. Necesitamos otra representación para encontrar un quinto peso
especial que sea linealmente independiente con los cuatro primeros de ésta. Se puede tomar
la representación de peso más alto (0, 0, 0, 1, 0). Un análisis similar daŕıa el mismo resultado
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para E7 y E8; hacen falta dos representaciones para conseguir 7 pesos especiales linealmente
independientes en el caso de E7 y 8 en el caso de E8.

12.4. Resultados generales

En la siguiente tabla se dan las representaciones que hay que estudiar para poder asegurar la
equivalencia lineal para todas las álgebras de Lie simples.

An (1, 0, . . . , 0)
Bn (1, 0, . . . , 0)
Cn (1, 0, . . . , 0)
E6 (1, 0, 0, 0, 0, 0)
F4 (0, 0, 0, 1)
G2 (0, 1)
Dn (1, 0, . . . , 0)

(0, . . . , 0, 1, 0)
E7 (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
E8 (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

Finalmente, como hemos dicho anteriormente, la equivalencia lineal no implica en general la
equivalencia de inclusiones. Sin embargo, los casos excepcionales son bien pocos. El resultado
general es el siguiente:

Teorema 12.3 Sean g y g′ dos álgebras de Lie semisimples y f1, f2 : g′ → g dos inclusiones. Se
tiene:

1. Si g = An, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones.

2. Si g = Bn, Cn, Dn, se tiene el siguiente resultado. Sea ϕ la representación de menor
dimensión de g. Entonces:

ϕ ◦ f1 ≈ ϕ ◦ f2 ⇒ ∃σ, automorfismo de g, tal que f2 = σ ◦ f1 (12.45)

De este resultado se concluye:

a) Si g = Bn, Cn, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones.

b) Si g = Dn, el resultado anterior no es correcto, debido a la existencia de automorfismos
externos en Dn.

3. Si g es un álgebra excepcional, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones
excepto en un caso, cuando g = E6 y g′ = A2 o g′ = G2.



Caṕıtulo 13

Subálgebras regulares

Sea g un álgebra de Lie semisimple sobre C. Sea g′ una subálgebra de g. La primera distinción
que vamos a hacer es entre subálgebras regulares (R-subálgebras) y no regulares (singulares, S-
subálgebras).

13.1. Definición y propiedades

Definición 13.1 Se dice que g′ es una subálgebra regular de g si se puede encontrar una subálgebra
de Cartan de g, h y con ella un sistema de ráıces (∆), de forma que g′ se genera por un subespacio
de h y algunos de los eα, donde α pertenece al sistema de ráıces de g.

Como g′ es una subálgebra se tienen las siguientes propiedades:

1.
α, β ∈ ∆′, α+ β ∈ ∆ ⇒ α+ β ∈ ∆′ (13.1)

donde ∆′ es el subconjunto de ∆ tal que α ∈ ∆′ si eα ∈ g′. No es verdad que ∆′ sea un
sistema de ráıces de una álgebra semisimple en general.

La demostración es muy simple: si α, β ∈ ∆′ está claro que ambas están en ∆. Si la suma
está también en ∆, el conmutador:

[eα, eα] = eα+β (13.2)

debe estar en g′ (pues es una subálgebra), luego la suma está en ∆′.

2. Si α ∈ ∆′ y −α ∈ ∆′, entonces hα ∈ g′. Pues:

[eα, e−α] = hα (13.3)

La propiedad se puede establecer también como:

∆′ ∩ (−∆′) ⊂ (h′)∗ (13.4)

Estas dos propiedades caracterizan los subconjuntos de ∆ que dan lugar a subálgebras regulares
de g.

Como ya hemos dicho, las subálgebras regulares no son necesariamente semisimples. La condi-
ción de que śı lo sean aparece en la siguiente proposición:

Proposición 13.1 Sea g′ una subálgebra regular de g.

g′ es semisimple ⇔
{

∆′ = −∆′

h′ es generada linealmente por ∆′ (13.5)

129
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Veamos unos ejemplos de estas subálgebras.

Ejemplo 13.1

Una base de A2 es: {h1, h2, e1, e2, e3, f1, f2, f3} y el sistema de ráıces es:

∆ = {α1, α2, α1 + α2,−α1,−α2,−α1 − α2} (13.6)

Si escogemos ∆′ = {α1}, g′ = lin{e1} es una subálgebra regular de A2, que no es semisimple.
Si ∆′ = {α1,−α1}, g′ = lin{h1, e1, f1} es una subálgebra regular semisimple de A2, a saber,

A1.

Ejemplo 13.2

El conjunto ∆′ = {α1, α2} no genera una subálgebra regular, pues α1 +α2 debeŕıa estar en ∆′

también. Sea
∆′ = {α1, α2, α1 + α2} (13.7)

El álgebra correspondiente (que no es semisimple) está generado por {e1, e2, e3}. La subálgebra
que además incluye a la subálgebra de Cartan de A2, es decir la que tiene como base:

{h1, h2, e1, e2, e3} (13.8)

es una subálgebra maximal resoluble de A2. Se llama la subálgebra de Borel de A2. Cualquier
subálgebra que contenga a ésta se llama un álgebra parabólica, por ejemplo, escogiendo ∆′ =
{α1, α2, α1 + α2,−α1} y el álgebra con base:

{h1, h2, e1, e2, e3, f1} (13.9)

Esta subálgebra es además maximal
En la representación natural de A2, con matrices 3 × 3 de traza nula, la subálgebra de Borel,

b, es:  a1 b c
0 −a1 + a2 d
0 0 −a2

 (13.10)

Si consideramos la base canónica de C3, {u1, u2, u3}, podemos dar una cadena de subespacios:

V1 = lin{u1}, V2 = lin{u1, u2}, V3 = lin{u1, u2, u3} (13.11)

se tiene:
V1 ⊂ V2 ⊂ V3 (13.12)

y además:
b(Vi) ⊂ Vi, i = 1, 2, 3 (13.13)

situación que caracteriza a las subálgebras parabólicas.
Los elementos de la subálgebra de Cartan de g siempre se pueden añadir sin problemas a una

subálgebra regular g′. Por tanto si g′ es maximal h′ = h, aunque g′ pueda no ser semisimple y por
tanto h′ no será una subálgebra de Cartan de g′. Por eso b es maximal (entre las resolubles. Si se
añaden otros elementos a b, se obtiene otras subálgebras que ya no son resolubles).

13.2. Subálgebras regulares maximales no semisimples

En primer lugar veremos como son los conjuntos de ráıces ∆′ de las subálgebras regulares
maximales.
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Proposición 13.2 Sea g′ una subálgebra regular maximal no semisimple de g, con subconjunto de
ráıces ∆′. Entonces:

∆′ ∪ (−∆′) = ∆ (13.14)

Recuérdese que para una subálgebra semisimple, ∆′ = (−∆′). Con esta proposición, podemos
demostrar el siguiente teorema:

Teorema 13.1 Sea g un álgebra de Lie semisimple, Π un sistema de ráıces simples. Toda subál-
gebra regular maximal no semisimple de g es conjugada a una subálgebra de la forma g(Πα).

donde Πα es un subconjunto del sistema de ráıces simples de g, Π, que se obtiene eliminando la
ráız simple α de Π. El álgebra g(Π′) se obtiene de g considerando la subálgebra de Cartan y los
vectores ráıces correspondientes a ráıces en ∆(Π′), donde:

∆(Π′) = ∆+ ∪ (−
∑

αi∈Π′

kiαi, ki > 0) (13.15)

es decir ∆(Π′) está formado por las ráıces positivas y aquellas negativas que se obtienen de las
ráıces simples que hay en Π′ (por supuesto con coeficientes enteros negativos).

Ejemplo 13.3

Consideremos de nuevo A2. Seleccionemos el subconjunto de ráıces simples:

Πα2 = {α1} (13.16)

Entonces
∆(Πα2) = {α1, α2, α1 + α2,−α1} (13.17)

En la representación matricial anterior, tenemos un álgebra regular maximal no semisimple,
con representación:  a1 b c

d −a1 + a2 e
0 0 −a2

 (13.18)

Si eliminamos α1 del conjunto de ráıces simples, la subálgebra es: a1 b c
0 −a1 + a2 e
0 g −a2

 (13.19)

13.3. Subálgebras regulares maximales reductivas

Las álgebras reductivas son suma de un álgebra semisimple y su centro. Su clasificación se basa
en un resultado de Borel y Siebenthal.

Si g′ es una subálgebra semisimple de g, su álgebra de Cartan es una subálgebra de un álgebra
de Cartan de g.

Dado un subconjunto ∆′ del conjunto de ráıces ∆ de g, podemos definir:

∆(∆′) = {α ∈ ∆ : α =
∑

αi∈∆′

kiαi, ki ∈ Z} ⊂ ∆ (13.20)

Entonces:
∆′ ⊂ ∆(∆′) ⊂ ∆ (13.21)

Si ∆′ contiene a las ráıces simples, entonces ∆(∆′) = ∆.
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Está claro que si g′ es una subálgebra semisimple, su sistema de ráıces simples Π′ está contenido
en el sistema de ráıces de g. Entonces:

∆′ = ∆(Π′) (13.22)

Y viceversa. Si Π′ es un sistema de ráıces linealmente independientes en ∆, tales que

α, β ∈ Π′ ⇒ α− β 6∈ ∆ (13.23)

entonces podemos construir un álgebra semisimple (que llamaremos gs(Π′)), tomando como sistema
de ráıces ∆′ = ∆(Π′). La subálgebra de Cartan h′ está contenida en h y se corresponde con Π′,
mientras los vectores ráıces son aquellos que provienen de las ráıces en ∆′.

Ejemplo 13.4

A2.
Π = {α1, α2}, ∆ = {α1, α2, α1 + α2,−α1,−α2,−α1 − α2} (13.24)

Tomemos Π′ = {α1 + α2}. Entonces:

∆(Π′) = {α1 + α2,−α1 − α2} (13.25)

La subálgebra de Cartan es h′ = {h1 + h2} y los otros elementos de la subálgebra son
eα1+α2 , e−α1−α2 . Se trata de una subálgebra semisimple de tipo A1.

Ejemplo 13.5

Consideremos en A2 el siguiente sistema de ráıces:

Π′ = {α1, α1 + α2} (13.26)

Se trata de dos ráıces linealmente independientes. Es evidente que:

∆(Π′) = ∆ (13.27)

luego la supuesta subálgebra semisimple que buscamos, asociada a Π′, es todo A2. Sin embargo,
Π′ no es un sistema de ráıces simples. Lo que falla aqúı es que:

α1 + α2 − α2 = α1 (13.28)

que es una ráız de ∆.
Definamos estos subconjuntos de ∆ que dan lugar a subálgebras regulares semisimples.

Definición 13.2 Sea Π′ ⊂ ∆. Se dice que Π′ es un P-sistema si las ráıces en Π′ son linealmente
independientes y la diferencia de dos ráıces en Π′ no está en ∆.

El teorema fundamental sobre las subálgebras regulares es el siguiente:

Teorema 13.2 Toda subálgebra regular semisimple de un álgebra de Lie semisimple g, es conjuga-
da a alguna subálgebra gs(Π′), donde Π′ es un P-sistema. Dos subálgebras son conjugadas si existe
algún elemento del grupo de Weyl que lleva un P-sistema en el otro.

El grupo de Weyl se puede considerar aqúı como el inducido en h por los automorfismos internos
de g que dejan invariante a h.

Debido a este teorema, el problema de encontrar y clasificar las subálgebras regulares semisim-
ples de un álgebra de Lie semisimple se reduce al cálculo de los P-sistemas.
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13.4. Determinación de los P-sistemas de un álgebra semi-
simple

La primera cuestión a tener en cuenta es que basta encontrar los P-sistemas que tienen un
número de ráıces igual al rango del álgebra. Los demás estarán contenidos en éstos. Los P-sistemas
de este tipo se obtienen a partir de los llamados diagramas de Dynkin extendidos, que se deducen
del diagrama de Dynkin añadiendo la ráız minimal de g (la opuesta de la maximal). Las ráıces
maximales son:

Álgebra −α0

An

∑n
i=1 αi

Bn α1 + 2
∑n

i=2 αi

Cn 2
∑n−1

i=1 αi + αn

Dn α1 + 2
∑n−2

i=2 αi + αn−1 + αn

E6 α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 + α5 + 2α6

E7 2α1 + 3α2 + 4α3 + 3α4 + 2α5 + α6 + 2α7

E8 2α1 + 3α2 + 4α3 + 5α4 + 6α5 + 4α6 + 2α7 + 3α8

F4 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

G2 2α1 + 3α2

Los diagramas correspondientes aparecen en la Tabla 2 con las coordenadas de la ráız α0

(marcas).
Todos los P-sistemas se obtienen mediante operaciones elementales, que consisten en extender el

diagrama de Dynkin del álgebra que se está estudiando y eliminar una ráız cualquiera. El diagrama
que se obtiene es un diagrama de Dynkin de un álgebra semisimple que es una subálgebra regular
del álgebra inicial. En el caso de que el álgebra de partida sea semisimple no simple, el diagrama
de Dynkin consta de varias componentes no conexas. En este caso hay que extender una de ellas
y aplicar el procedimiento anterior, para luego hacer lo mismo con el resto.

Las subálgebras reductivas maximales se obtienen de acuerdo con el siguiente teorema:

Teorema 13.3 (Borel-Siebenthal) Las subálgebras reductivas maximales se obtienen a partir
de los diagramas de Dynkin extendidos por el siguiente procedimiento:

1. Se borra un nodo cuya marca sea un número primo. De esta forma se obtienen subálgebras
semisimples correspondientes al diagrama de Dynkin que resulta de esta operación elemental.

2. Se borran dos nodos cuyas marcas sean iguales a 1. El diagrama que se obtiene corresponde
a la parte semisimple de un álgebra maximal reductiva cuyo centro es u(1).

Es decir, en lo que respecta a las semisimples, si Π es un sistema de ráıces simples de g,
toda subálgebra maximal semisimple de g es conjugada a una de la forma gs(Π′) donde Π′ es un
P-sistema de longitud n (el rango de g), obtenido de Π por una sola operación elemental.

Sin embargo, el rećıproco no es cierto. Si Π′ es un P-sistema que se obtiene de Π por una
sola operación elemental, y si gs(Π′) 6= g, entonces gs(Π′) es una subálgebra semisimple maximal
excepto en los casos siguientes:

g gs(Π′)
F4 A1 +A3

E7 A1 +A3 +A3

E8 A1 +A7, A1 +A2 +A5, A3 +D5

que son los correspondientes a las marcas que no son números primos, un resultado no considerado
por Dynkin en su trabajo.

Veamos dos sencillos ejemplos:
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Ejemplo 13.6

El álgebra A2 no tiene subálgebras regulares semisimples maximales. Al considerar el diagrama
de Dynkin extendido (ver Tabla 2), si quitamos cualquier ráız, obtenemos nuevamente A2.

Ejemplo 13.7

El álgebra C2 tiene una sola subálgebra regular maximal semisimple. Al eliminar la ráız central
del diagrama extendido obtenemos el diagrama de A1+A1. Desde un punto de vista más geométrico
esto equivale a decir que el álgebra del grupo ortogonal en el espacio de cinco dimensiones (B2 ≈ C2)
tiene una subálgebra regular maximal semisimple que es justamente la del grupo de rotaciones en
el espacio de cuatro dimensiones.

13.5. Cálculo de las subálgebras reductivas maximales de
las álgebras de Lie simples

En lo que sigue, determinaremos de forma expĺıcita todas las subálgebras reductivas maximales
de las álgebras de Lie simples usando el teorema de Borel-Siebenthal.

13.5.1. An

El primer procedimiento del teorema anterior no proporciona ninguna subálgebra distinta de
An: An no tiene subálgebras regulares semisimples maximales.

El segundo proporciona n/2 clases si n es par y (n+ 1)/2 si es impar:

Ak +An−k−1 + u(1) (13.29)

que es una subálgebra maximal reductiva (la parte semisimple es una subálgebra regular, pero no
es maximal). El ejemplo más famoso en teoŕıa de part́ıculas es probablemente la inclusión:

A4 ⊃ A2 +A1 + u(1) (13.30)

Nótese que en esta caso hay otra clase:

A4 ⊃ A3 + u(1) (13.31)

13.5.2. Bn

Primer procedimiento: Si eliminamos la tercera ráız, se obtiene:

Bn ⊃ A1 +A1 +Bn−2 (13.32)

y eliminando la cuarta:
Bn ⊃ A3 +Bn−3 (13.33)

Si eliminamos cualquiera de las otras (que no sean las dos primeras, que llevan trivialmente a Bn)
se obtiene:

Bn ⊃ Dk +Bn−k, k = 4, . . . , n− 1 (13.34)

Como A1 + A1 ≈ D2 y A3 ≈ D3, concluimos que todas las subálgebras regulares semisimples
maximales de Bn son:

Bn ⊃ Dk +Bn−k, k = 2, . . . , n− 1 (13.35)

o también:
o(2n+ 1) ⊃ o(2k) + o(2(n− k) + 1), k = 2, . . . , n− 1 (13.36)

Si ahora usamos el segundo procedimiento, solo obtenemos una clase, pues solo hay dos marcas
iguales a 1:

Bn ⊃ Bn−1 + u(1) (13.37)

es la única subálgebra maximal reductiva.
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13.5.3. Cn

Primer procedimiento: si eliminamos una ráız, se obtienen las n/2 o (n−1)2 clases de subálgebras
maximales regulares semisimples de Cn (dependiendo de la paridad de n):

Cn ⊃ Ck + Cn−k (13.38)

que podŕıan escribirse como:
sp(2n) ⊃ sp(2k) + sp(2(n− k)) (13.39)

Con el segundo procedimiento, solo obtenemos una clase:

Cn ⊃ An−1 + u(1) (13.40)

única subálgebra maximal reductiva.

13.5.4. Dn

Primer procedimiento: si eliminamos una ráız, se obtienen n/2 o (n− 1)2 clases de subálgebras
maximales regulares semisimples de Dn (dependiendo de la paridad de n):

Dn ⊃ Dk +Dn−k (13.41)

que en términos más geométricos podŕıa escribirse como:

o(2n) ⊃ o(2k) + o(2(n− k)) (13.42)

Con el segundo, obtenemos dos clases de álgebras reductivas maximales:

Dn ⊃ An−1 + u(1) (13.43)

Dn ⊃ Dn−1 + u(1) (13.44)

Todos estos resultados y los correspondientes a las álgebras excepcionales aparecen en la si-
guiente tabla:

Álgebra simple Semisimple Reductiva
An Ak +An−k−1 + u(1)
Bn Dk +Bn−k Bn−1 + u(1)
Cn Ck + Cn−k An−1 + u(1)
Dn Dk +Dn−k An−1 + u(1)

Dn−1 + u(1)
E6 A5 +A1 D5 + u(1)

A2 +A2 +A2

E7 A7 E6 + u(1)
D6 +A1

A5 +A2

E8 D8

A8

E7 +A1

E6 +A2

A4 +A4

F4 B4

A2 +A2

C3 +A1

G2 A2

A1 +A1
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Caṕıtulo 14

Subálgebras singulares de álgebras
de Lie simples

Si g′ es un álgebra semisimple y ϕ una representación lineal de g′, entonces ϕ(g′) es una
subálgebra de sl(n), donde n es la dimensión de ϕ. El problema es saber si es maximal o no. Si la
representación admite una forma bilineal invariante, ϕ(g′) no será maximal en sl(n) sino en alguna
de las subálgebras con forma bilineal, so(p) o sp(q). El trabajo de Dynkin consiste en determinar
cuándo la representación admite esa forma bilineal y si es maximal o no

14.1. Definiciones

Definición 14.1 Sea g un álgebra de Lie simple. Se dice que una subálgebra de g, g′, es una
S-subálgebra (singular), si g′ no está contenida en ninguna subálgebra regular propia de g.

Aśı como en las subálgebras regulares hemos encontrado subálgebras maximales semisimples y
no semisimples, en este caso la situación es más sencilla:

Teorema 14.1 Toda subálgebra singular de un álgebra de Lie simple es semisimple

También, en el caso de las subálgebras regulares el rango de la subálgebra era igual al del
álgebra. Sin embargo, para las S-subálgebras el rango es estrictamente menor.

La clasificación de subálgebras singulares se basa en un estudio de las representaciones y for-
mas bilineales invariantes. La propiedad fundamental que caracterizará a estas subálgebras es la
siguiente:

Definición 14.2 Sea g′ un álgebra de Lie semisimple y ϕ una representación de g′ (actuando en
un espacio vectorial V ). Se dice que el par (g′, ϕ) verifica la propiedad P, si se cumple alguna de
las dos condiciones siguientes:

1. ϕ(g′) es una subálgebra maximal de sl(V ).

2. ϕ(g′) es una subálgebra maximal de gl(V ) y deja invariante una forma bilineal simétrica o
antisimétrica:

(ϕ(x)u, v) + (u, ϕ(x)v) = 0, ∀u, v ∈ V, x ∈ g′ (14.1)

Téngase en cuenta cómo es el estudio de la subálgebra lo que da aqúı la información (en el caso
de las regulares part́ıamos del álgebra).

Entonces
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1. Excepto en casos excepcionales, toda representación irreducible de un álgebra de Lie simple
tiene la propiedad P.

2. Si ϕ es una representación irreducible y g′ es semisimple no simple, el par (g′, ϕ) es uno de
los siguientes:

a)
An +Am, n ≥ m ≥ 1 (14.2)

b)
so(p) + so(q), p ≥ q ≥ 3, p, q 6= 4 (14.3)

c)
so(p) + Cn, p ≥ 3, n ≥ 1 (14.4)

d)
Cn + Cm, n ≥ m ≥ 1 (14.5)

y en cada caso, ϕ es la suma de representaciones fundamentales.

3. Si ϕ es una representación reducible de un álgebra semisimple g′ que satisface la propiedad
P, entonces el par (g′, ϕ) es uno de los siguientes:

a)
Cn + Cm, n ≥ m ≥ 1 (14.6)

ϕ = (1, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0)⊕ (0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.7)

b)
so(p) + so(q), p ≥ q ≥ 3 (14.8)

ϕ = (1, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0)⊕ (0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.9)

c)
so(p), p ≥ 3 (14.10)

ϕ = (1, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0) (14.11)

El problema es, una vez conocidos los pares (g′, ϕ), estudiar en qué álgebra simple g es maximal
singular g′.

14.2. Formas bilineales invariantes

Definición 14.3 Sea g un álgebra de Lie semisimple. Se dice que dos representaciones de g,
(ϕ1, V1) y (ϕ2, V2), son contragradientes si existe un homomorfismo

f : V1 −→ V ∗2 (14.12)

tal que:
f(v1)(ϕ2(x)v2) = f(ϕ1(x)v1)(v2), ∀x ∈ g, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 (14.13)

Si 〈 , 〉 es la dualidad entre V2 y V ∗2 , la condición de contragradientes se puede escribir como:

〈f(v1), ϕ2(x)v2〉 = 〈f(ϕ1(x))v1, v2〉 (14.14)

y si los espacios de representación son los mismos y f es la identidad:

〈v1, ϕ2(x)v2〉 = 〈ϕ1(x)v1, v2〉 (14.15)
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También en este último caso es posible definir el concepto de autocontragradiente para una
representación ϕ de un álgebra g:

〈v1, ϕ(x)v2〉 = 〈ϕ(x)v1, v2〉 (14.16)

en este caso, la dualidad entre el espacio y su dual se puede relacionar con una forma bilineal no
degenerada, que debido a esta propiedad es invariante.

Las representaciones que tienen asociada una forma bilineal invariante no degenerada se clasi-
fican según la paridad de esa forma:

Definición 14.4 Una representación se llama ortogonal si existe una forma no degenerada inva-
riante es el espacio de representación que es simétrica.

Se llama simpléctica si es antisimétrica.

El carácter de una representación (ortogonal, simpléctica o no existencia de forma invariante)
se puede calcular con una sencilla fórmula:

Teorema 14.2 1. Sea g un álgebra de Lie simple de los siguientes tipos:

A1, Bn, Cn, D2n, E7, E8, F4, G2 (14.17)

Entonces, toda representación tiene una forma bilineal invariante no degenerada. Su carac-
teŕıstica (ortogonal o simpléctica) se calcula de la forma siguiente. Sea Λ = (λ1, . . . , λn) el
peso máximo de la representación. Si:

n∑
i=1

kiλi (14.18)

es par, la representación es ortogonal. Si es impar, la representación es simpléctica. Las
constantes ki dependen del álgebra que se estudia y sus valores vienen dados en la tabla
siguiente.

A1 1, . . . , 1
Bn 2n, 2(2n− 1), . . . , (n− 1)(n+ 2), 1

2n(n+ 1)
Cn 2n− 1, 2(2n− 2), . . . , (n− 1)(n+ 1), n2

D2n 2n− 2, 2(2n− 3), . . . , (n− 2)(n+ 1), 1
2n(n− 1), 1

2n(n− 1)
E7 34, 66, 96, 75, 52, 27, 49
E8 92, 182, 270, 120, 118, 114, 58, 136
F4 22, 42, 30, 16
G2 10, 6

2. Si g = An, n > 1, E6, D2n+1, debido a la existencia de una automorfismo externo, las
coordenadas del peso más alto deben estar colocadas simétricamente en el diagrama para que
exista una forma bilineal invariante no degenerada (es decir el peso más alto no cambia al
aplicar el automorfismo externo. Nótese que, sin embargo, también D2n tiene un automor-
fismo externo y no hay que imponer esta condición). En caso de que śı exista, su carácter se
calcula como en el apartado anterior.

Una representación irreducible no puede ser a la vez ortogonal y simpléctica. Si una representa-
ción es ortogonal y simpléctica simultáneamente, es la suma de representaciones contragradientes.
De hecho, si una representación es autocontragradiente, es ortogonal, simpléctica o ambas a la vez.

En el caso en que g es semisimple pero no simple, es decir, es la suma de álgebras simples, el
carácter de la representación ϕ se calcula a partir del carácter de las representaciones ϕ de cada
una de las álgebras que aparecen en la suma. Para que ϕ sea ortogonal (o simpléctica), es necesario
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y suficiente que cada ϕ sea ortogonal o simpléctica y el número de representaciones simplécticas
sea par (o impar).

Estos resultados permiten calcular de forma expĺıcita los tres casos de pares que verifican la
propiedad P y el álgebra que contiene a g′ como subálgebra singular maximal.

1. Sea g′ simple, ϕ representación irreducible de g′ de dimensión n. Entonces:

a) Si ϕ es ortogonal:
g′ ⊂ B(n−1)/2, (n impar) (14.19)

g′ ⊂ Dn/2, (n par) (14.20)

b) Si ϕ es simpléctica (n es necesariamente par):

g′ ⊂ Cn/2 (14.21)

El álgebra g′ está siempre contenida en una subálgebra An−1. Sin embargo, cuando
existe una forma bilineal invariante, no es, en general, maximal. Sólo cuando se tiene
g′ = g, de acuerdo con los dos apartados anteriores, se concluye que g′ es maximal en
An−1 (siempre que no se esté en las excepciones que aparecen a continuación).

c) Si ϕ no tiene formas bilineales invariantes:

g′ ⊂ An−1 (14.22)

Todas estas inclusiones son maximales excepto en cuatro series y catorce casos aislados:

Álgebra ⊃ Subálgebra Regla de ramificación
A(n−1)(n+2)/2 ⊃ An (0, 1, 0, . . . , , 0) → (1, 0, 1, 0, . . . , 0), n ≥ 4
An(n+3) ⊃ An (0, 1, 0, . . . , , 0) → (2, 1, 0, . . . , 0), n ≥ 2
D2n+2 ⊃ B2n+1 (0, 0, . . . , 0, , k) → (0, . . . , 0, k), n ≥ 1, k ≥ 1
B3 ⊃ G2 (k, 0, 0) → (0, k), k ≥ 2
G2 ⊃ A1 (0, 1) → 6
C10 ⊃ A5 (0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 1, 0, 1, 0)
D8 ⊃ B4 (0, . . . , 0, 1, 0) → (1, 0, 0, 0, 1)
C7 ⊃ C3 (0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 2, 0)

(0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (1, 2, 0)
A15 ⊃ D5 (0, 1) → (0, 1, 0, 1, 0)
C16 ⊃ D6 (0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 0, 1, 0, 0)

(0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 1, 0, 1, 0)
A26 ⊃ E6 (0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 1, 0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 0, 1, 0, 1)
C28 ⊃ E7 (0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

(0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) → (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1)

2. En el segundo caso, los pares subálgebra-álgebra y las representaciones correspondientes son
los siguientes:

a)
An +Am ⊂ A(n+1)(m+1)−1, n ≥ m ≥ 1 (14.23)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.24)
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b)
so(p) + so(q) ⊂ so(pq), p ≥ q ≥ 3, p, q 6= 4 (14.25)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.26)

c)
so(p) + Cm ⊂ Cpm, p ≥ 3, p,m ≥ 1 (14.27)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.28)

d)
Cn + Cm ⊂ D2nm, n ≥ m ≥ 1 (14.29)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.30)

3. En el tercer y último caso, no tenemos en general una subálgebra singular.

a)
Cn + Cm ⊂ Cn+m (14.31)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0) + (0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.32)

es una subálgebra semisimple regular maximal.

b)
so(p) + so(q) ⊂ so(p+ q), p ≥ q ≥ 3 (14.33)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0) + (0, . . . , 0)(1, 0, . . . , 0) (14.34)

es también una subálgebra semisimple regular maximal, excepto:

Bn +Bm ⊂ Dn+m+1, n ≥ m ≥ 1 (14.35)

que es maximal singular con una inclusión irreducible (aparte de la reducible dada
antes):

(0, . . . , 0, 1) → (0, . . . , 0, 1)(0, . . . , 0, 1) (14.36)

c)
so(p) ⊂ so(p+ 1), p ≥ 3 (14.37)

(1, 0, . . . , 0) → (1, 0, . . . , 0) + (0, . . . , 0) (14.38)

es también una subálgebra semisimple regular maximal, excepto:

Bn ⊂ Dn+1, n ≥ 2 (14.39)

(0, . . . , 0, k) → (0, . . . , 0, k), k ≥ 1 (14.40)

es maximal singular con una inclusión irreducible.

Estudiemos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 14.1

Sea g′ = C3 y consideremos la representación ϕ de peso más alto (0, 1, 0), con dimensión 14.
La representación es ortogonal. No se trata de ningún caso excepcional, por tanto: C3 es una
subálgebra singular maximal de D7 y se tiene la reducción de representaciones:

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) −→ (0, 1, 0) (14.41)

Ejemplo 14.2
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Sea g′ = B4 y la representación de peso máximo (1, 0, 0, 0), de dimensión 9, que es ortogonal.
Se obtiene nuevamente B4, y por lo tanto, es maximal en A8, con la reducción:

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) −→ (1, 0, 0, 0) (14.42)

Ejemplo 14.3

Sea g′ = G2 y la representación de peso máximo (0, 2), de dimensión 27, que es ortogonal. Se
obtiene B13, pero éste es un caso excepcional, y G2 es maximal en B3, con la reducción:

(2, 0, 0) −→ (0, 2) (14.43)

mientras que B3 es una subálgebra maximal en B13, con la reducción:

(1, 0, . . . , 0) −→ (2, 0, 0) (14.44)

14.3. Matrices de Proyección

Para acabar el estudio de las subálgebras de álgebras de Lie simples, describiremos aqúı el
método de la matriz de proyección, que permite conocer el sistema de pesos de las representaciones
de la subálgebra que se obtienen al reducir una representación del álgebra. La idea es utilizar el
dual de la inclusión que es una aplicación entre los espacios de pesos del álgebra y la subálgebra.

Sea f : g′ → g una inclusión de álgebras de Lie semisimples. Como sabemos, existen subálgebras
de Cartan, h y h′ tales que f(h) ⊂ h′. Restringiendo f a h′ tenemos una aplicación lineal entre
espacios vectoriales:

f̂ : h′ −→ h (14.45)

y podemos construir la aplicación dual:

f∗ : h∗ −→ (h′)∗ (14.46)

dada por:
f∗(α)(h′) = α(f̂(h′)) (14.47)

Los sistemas de pesos de g y g′ se relacionan a través de f∗.

Teorema 14.3 Sea ϕ una representación de g. Entonces ϕ ◦ f es una representación de g′. Si Ω
es el sistema de pesos de ϕ, f∗(Ω) es el sistema de pesos de ϕ ◦ f .

Los órdenes introducidos en los sistemas de pesos permiten la construcción de la matriz de
proyección.

Definición 14.5 Se dice que dos órdenes > y >′ introducidos en Ω y Ω′, respectivamente, son
consistentes con la inclusión, si:

λ1 > λ2 =⇒ f(λ1) > f(λ2), ∀λ1, λ2 ∈ Ω (14.48)

Los órdenes en el sistema de pesos se establecen por niveles y dentro de cada nivel usando el
orden lexicográfico. Si los órdenes no fueran consistentes, es posible hacer que lo sean cambiando
adecuadamente la inclusión con algún elemento del grupo de Weyl.

La matriz de proyección de un par g ⊃ g′, con inclusión f es simplemente la expresión de la
aplicación f∗ en una cierta base. Su construcción se basa en el análisis de una o dos reducciones
(dependiendo de los casos) de las representaciones de g a g′. Es decir, para construirla es necesario
saber como se reduce alguna representación, pero una vez calculada nos dice como lo hacen todas,
al darnos el sistema de pesos en la subálgebra.
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Veamos en algunos casos sencillos como construir las matrices de proyección.

Ejemplo 14.4

Sea g = B3 y g′ = A3. El álgebra A3 es una subálgebra maximal regular de B3. Sabemos como
se reduce la representación fundamental:

(100) −→ (010)⊕ (000) (14.49)

Ordenemos los pesos de estas representaciones por niveles:

6 (100)
4 (1̄10) (010)
2 (01̄2) (11̄1)
0 (000) (1̄01), (101̄), (000)
2̄ (012̄) (1̄11̄)
4̄ (11̄0) (01̄0)
6̄ (1̄00)

(14.50)

Como ya hemos visto antes, al hablar de pesos especiales, solo necesitamos los tres primeros
pesos para tener una base:

(100), (1̄10), (01̄2) (14.51)

que se proyectan en los pesos:
(010), (11̄1), (101̄) (14.52)

con lo que la matriz de proyección es:  0 1 1
1 0 0
0 1 0

 (14.53)

Esta matriz nos da la reducción de cualquier representación de B3. Por ejemplo, consideremos
la representación spinorial de B3, (0, 0, 1) de dimensión 8. Sus pesos y las proyecciones son:

(001) (100)
(011̄) (001)
(11̄1) (011̄)

(101̄) (1̄01) (1̄10) (11̄0)
(1̄11̄) (01̄1)
(01̄1) (001̄)
(001̄) (1̄00)

y reuniendo los pesos de A3 concluimos que la reducción de la representación spinorial es:

(001) −→ (100)⊕ (001) (14.54)

Ejemplo 14.5

G2 ⊂ B3 ⊂ D4 es una cadena de subálgebras maximales singulares. Veamos la primera inclusión.
La regla de ramificación para la representación fundamental de B3 es simplemente:

(100) −→ (01) (14.55)

y los pesos (que ocupan cada uno un nivel) son:
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6 (100) (01)
4 (1̄10) (11̄)
2 (01̄2) (1̄2)
0 (000) (00)
2̄ (012̄) (12̄)
4̄ (11̄0) (1̄1)
6̄ (1̄00) (01̄)

(14.56)

con lo que resulta fácil calcular la matriz de proyección a partir de los tres primeros:[
0 1 0
1 0 1

]
(14.57)

De aqúı deducimos la regla de ramificación para las representaciones (k00) de B3:

(k00) −→ (0k)⊕ · · · (14.58)

pues sabemos el primer peso más alto, pero tendŕıamos que estudiarlos todos. Sin embargo, de un
análisis de las dimensiones:

dimB3(00k) =
1
6
(k + 1) = dimG2(0k) (14.59)

y por tanto la regla de ramificación es sólo:

(k00) −→ (0k) (14.60)

De acuerdo con esto, G2(0k) debeŕıa estar contenido como subálgebra maximal en algún Bn

de rango adecuado. Pero éste es justamente uno de los casos excepcionales de Dynkin.
La segunda inclusión es B3 ⊂ D4. Sabemos que:

(1000) −→ (100)⊕ (000) (14.61)

Sólo hay tres pesos especiales en la representación (1000) de D4. La asignación que hacemos es:

6 (1000) (100)
4 (1̄100) (1̄10)
2 (01̄11) (01̄2)

(14.62)

Necesitamos otra regla de ramificación:

6 (0001) (001) (14.63)

y de aqúı se deduce que la matriz de proyección es: 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 (14.64)



Caṕıtulo 15

Álgebras de Kac-Moody

En esta y las siguientes lecciones estudiamos la estructura de las álgebras de Kac-Moody, como
una introducción a las álgebras de Lie de dimensión infinita. Aunque la mayor parte del curso
está dedicada a las álgebras de dimensión finita, los métodos utilizado en el caso particular de
álgebras afines son muy similares a los de dimensión finita por lo que los introducimos aqúı.

15.1. Matrices de Cartan generalizadas

La construcción que vamos a hacer de las álgebras de Kac-Moody está basada en la noción de
matriz de Cartan generalizada.

Definición 15.1 Sea A una matriz n × n con coeficientes enteros. Se dice que A es una matriz
de Cartan generalizada si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. aii = 2, i = 1, . . . n

2. aij , i 6= j son enteros no positivos

3. aij = 0 ⇒ aji = 0

Una representación de A es un triplete: {h,Π, Π̂}, tal que:

1. h es un espacio vectorial complejo de dimensión finita.

2. Π̂ = {α̂i, i = 1, . . . , n} es un conjunto de n elementos linealmente independientes (co-ráıces)
de h.

3. Π = {αi, i = 1, . . . , n} es un conjunto de n elementos linealmente independientes (ráıces) del
dual de H, h∗, que están en dualidad con Π̂ a través de la matriz A:

〈α̂i, αj〉 = aij , i, j = 1, . . . , n (15.1)

Es posible demostrar que existe una realización minimal, con dim h = 2n− l, con l el rango de
A (también se puede probar que dim h ≥ 2n− l).

Ejemplo 15.1

Sea

A =
[

2 −1
−1 2

]
(15.2)

El rango de esta matriz es 2, con lo que una representación minimal de esta matriz viene dada
por un espacio vectorial de dimensión 2, h, un conjunto de dos elementos linealmente independientes
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en este espacio, y un conjunto de dos elementos linealmente independientes en el dual satisfaciendo
las siguientes relaciones:

〈α̂1, α1〉 = 〈α̂2, α2〉 = 2
〈α̂1, α2〉 = 〈α̂2, α1〉 = −1

Ejemplo 15.2

Sea

A =
[

2 −1
−3 2

]
(15.3)

El rango de esta matriz es 2, y tenemos la misma situación que en el ejemplo 1, pero las
relaciones entre ráıces y co-ráıces son:

〈α̂1, α1〉 = 〈α̂2, α2〉 = 2
〈α̂1, α2〉 = −1, 〈α̂2, α1〉 = −3

Ejemplo 15.3

Sea

A =
[

2 −2
−2 2

]
(15.4)

El rango de esta matriz es 1. Una representación minimal viene dada por un espacio vectorial
de dimensión 3, h, 2 elementos linealmente independientes y dos elementos en el dual satisfaciendo
las relaciones siguientes:

〈α̂1, α1〉 = 〈α̂2, α2〉 = 2
〈α̂1, α2〉 = 〈α̂2, α1〉 = −2

Ejemplo 15.4

Sea

A =
[

2 −4
−1 2

]
(15.5)

El rango es 1, con lo que estamos en las mismas condiciones que en el ejemplo anterior, pero
las relaciones entre ráıces y co-ráıces son:

〈α̂1, α1〉 = 〈α̂2, α2〉 = 2
〈α̂1, α2〉 = −4, 〈α̂2, α1〉 = −1

Podemos completar el conjunto Π̂ a una base de h con un tercer elemento, d, que tendrá un
papel especial en lo que sigue.

El espacio h se puede descomponer en suma directa de dos subespacios, uno generado por Π̂ y
el otro un subespacio complementario (de dimensión n− l si estamos utilizando una representación
minimal).

Si {h,Π, Π̂} es una representación minimal para la matriz A, entonces {h∗, Π̂,Π} es una re-
presentación minimal para la matriz At. Este hecho tendrá una cierta utilidad cuando estemos
trabajando con ráıces de distinta longitud.
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15.2. El álgebra g̃(A)

Definiremos un álgebra de Lie, g̃(A), de la forma siguiente:

Definición 15.2 Dada una matriz de Cartan generalizada, A, y una representación minimal,
consideramos el álgebra generada por los elementos en H y un conjunto de 2n elementos, {ei, fi, i =
1, . . . , n} que satisfacen las siguientes relaciones:

[h, h′] = 0, h, h′ ∈ h (15.6)

[ei, fj ] = δijα̂i, i, j = 1, . . . , n (15.7)

[h, ei] = 〈h, αi〉ei, [h, fi] = −〈h, αi〉fi, h ∈ h, i = 1, . . . , n (15.8)

El espacio h es una subálgebra abeliana de g̃(A). La subálgebra n+ está generada libremente por
{ei}, y n− por {fi}. El álgebra total es la suma directa de estos tres subespacios.

Existe un automorfismo de álgebras (ei → −fi, fi → −ei y hi → −hi) que transforma n+ en
n− y deja h invariante.

Podemos introducir, usando h, una graduación de ráıces en g̃(A) de la forma usual. El álgebra
se descompone:

g̃(A) = (⊕α∈Q,α6=0g̃−α)
⊕

g̃0

⊕
(⊕α∈Q,α6=0g̃α) (15.9)

Q es el ret́ıculo de ráıces: Q =
∑n

i=1 Zαi y

g̃α = {x ∈ g̃(A) : [h, x] = α(h)x, ∀h ∈ g̃0}. (15.10)

Finalmente, g̃0 = h.
Existe un ideal maximal, r con una intersección no trivial con h. Este ideal es la suma directa

de dos ideales, en n+ y n− respectivamente.

15.3. El álgebra g(A)

Consideremos el cociente de g̃(A) por el ideal r. Por las caracteŕısticas de este ideal, el subespacio
h se conserva al hacer el cociente y lo mismo ocurre con los elementos ei y fi. Es decir, están en
clases diferentes. Los llamaremos con los mismos śımbolos. La propiedad más importante de la
nueva álgebra, g(A), es que no hay ningún ideal propio que corte de forma no trivial al subespacio
h.

El álgebra está graduada por el espacio de ráıces:

g(A) = ⊕α∈Qgα, gα = g̃(A)α/rα, rα = r ∩ g̃α (15.11)

Se puede construir una involución, como antes (la involución de Chevalley). El conjunto de
todas las ráıces, ∆, está formado por los elementos α ∈ h∗ tales que gα 6= 0. Se definen las ráıces
positivas de la manera usual.

El álgebra derivada de g(A) es:

g′(A) = n− ⊕ h′ ⊕ n+ (15.12)

donde h′ está generado por las co-ráıces del álgebra:

h′ =
n∑

i=1

Cα̂i (15.13)

En un álgebra definida por una matriz A, podemos construir otras graduaciones además de la
de las ráıces. En particular, podemos hacer lo siguiente.
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Sea s = (s1, s2, . . . , sn) un conjunto de enteros, y definamos el grado de los elementos ei, fi, h ∈ h
en g(A) como deg ei = si, deg fi = −si, deg h = 0. Los subespacios graduados son:

gj(s) = ⊕gα (15.14)

y α son las ráıces tales que α =
∑n

i=1 kiαi cuando
∑n

i=1 kisi = j. Si s = (1, · · · , 1) la graduación
se llama principal y los vectores ráıces se clasifican por sus alturas (niveles, la suma

∑n
i=1 ki). El

subespacio de grado 0 es la subálgebra de Cartan, grado 1 es la envolvente lineal de los vectores ei

y grado −1 es la envolvente lineal de los vectores fi.
El álgebra g(A) y su álgebra derivada pueden tener un centro no trivial. Se puede demostrar

que el centro corta de manera trivial a n− y n+, y que, por lo tanto, debe estar contenido en h. Se
define por:

Z(A) = {h ∈ h : 〈h, αi〉 = 0, i = 1, · · · , n} (15.15)

El álgebra g(A) no es simple en general. Sin embargo, si está asociada a una matriz de Cartan
generalizada indescomponible (en el sentido usual) y detA 6= 0 entonces el álgebra es simple.

15.4. Clasificación de matrices de Cartan generalizadas

Consideremos una matriz de Cartan generalizada indescomponible, A. Podemos establecer la
siguiente clasificación (utilizando un orden en el espacio en el que actúa A):

1. A es de tipo finito si existe u > 0 tal que Au > 0.

2. A es de tipo af́ın si existe u > 0 tal que Au = 0.

3. A es de tipo indefinido si existe u > 0 tal que Au < 0.

Los casos más interesantes desde nuestro punto de vista son el primero y el segundo. Se pueden
caracterizar (para una matriz de Cartan generalizada indescomponible) como sigue:

1. A es de tipo finito si y sólo si todos sus menores principales son positivos.

2. A es de tipo af́ın si y sólo si todos sus menores principales propios son positivos y el deter-
minante es cero.

En el segundo caso, el co-rango de A es 1, y el vector nulo (el asociado al autovalor cero) es
único salvo factor constante.

Las matrices de Cartan generalizadas (que supondremos indescomponibles) no son en general
simétricas. Sin embargo, en los casos finito y af́ın son simetrizables en el sentido siguiente.

Teorema 15.1 Dada A, existe una matriz simétrica B y una matriz diagonal D tal que A = DB.
Si

D =

 ε1
. . .

εn

 , B =

 b11 · · · b1n

...
...

bn1 · · · bnn

 (15.16)

entonces aij = εibij (sin sumar), y bij = bji. Los elementos en D se pueden escoger racionales y
positivos. La matriz D se define salvo un factor constante.

La clasificación completa de las matrices de Cartan generalizadas de tipo finito fue dada por
Killing y Cartan como ya sabemos. La clasificación de álgebras afines fue dada por Kac y Moody.
Todas ellas se pueden describir por un diagrama de Dynkin (véase Tablas 1,2).

El orden de las ráıces en los diagramas finitos es el de Dynkin. Los números asociados a los
nodos en los diagramas afines son las coordenadas del vector nulo de la matriz A. Como siempre,
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el número de ĺıneas entre los nodos i e i + 1 es igual a máx{|aij |, |aji|}, y la flecha apunta hacia
el nodo i si |aij | > |aji|. Los diagramas en el caso af́ın no torcido son los diagramas de Dynkin
extendidos. En los casos afines torcidos los diagramas están relacionados con una subálgebra del
álgebra af́ın que es de tipo finito. El caso A(2)

3 debe ser sustituido por D(2)
3 en el caso af́ın torcido

(2).

15.5. Forma bilineal invariante

No es posible, en general, definir una forma de Killing para un álgebra af́ın. Pero podemos
introducir una forma bilineal simétrica invariante que tiene muchas de las propiedades de la forma
de Killing en el caso finito. Recordemos que una forma bilineal simétrica invariante satisface:

([x, y], z) = (x, [y, z]), x, y, z ∈ g(A) (15.17)

Se puede demostrar que si una matriz de Cartan generalizada es simetrizable, existe una forma bili-
neal simétrica invariante no degenerada. La restricción a la subálgebra de Cartan es no degenerada
y los subespacios de ráıces están agrupados de dos en dos, en el siguiente sentido:

x ∈ gα, y ∈ gβ

{
α+ β = 0, (x, y) 6= 0
α+ β 6= 0, (x, y) = 0 (15.18)

Las matrices D y B están relacionadas con esta forma invariante: si {α̂i} es el conjunto de
co-ráıces, la forma bilineal invariante satisface:

(α̂i, α̂j) = εibijεj = aijεj (15.19)
(h, α̂i) = 〈h, αi〉εi, h ∈ H (15.20)

(h′′1 , h
′′
2) = 0, h′′1 , h

′′
2 ∈ h′′ (15.21)

donde: h = h′ ⊕ h′′, h′ está generado por las co-ráıces, y h′′ es un subespacio complementario.
Al ser la forma bilineal no degenerada, podemos definir un isomorfismo entre h y su dual h∗.

Llamémosle ν. Entonces:
ν : h → h∗

h 7→ ν(h) (15.22)

tal que:
〈h, ν(h′)〉 = (h, h′), h, h′ ∈ h (15.23)

Podemos usar este isomorfismo para introducir una forma bilineal en h∗ que es también no
degenerada:

(λ, µ) = (ν−1(λ), ν−1(µ)), λ, µ ∈ h∗ (15.24)

Usando la expresión para la forma invariante en h:

ν(α̂i) = εiαi (15.25)

y:
(αi, αj) = bij (15.26)

En general no obtenemos el mismo valor para el producto de dos ráıces y sus correspondientes
co-ráıces. En su lugar, tenemos:

(αi, αi)(α̂i, α̂i) = 4 (15.27)

usando aii = 2. Nótese también las siguientes fórmulas útiles:

αi =
2ν(α̂i)
(α̂i, α̂i)

, α̂i =
2ν−1(αi)
(αi, αi)

(15.28)
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Con respecto a los vectores ráıces se puede establecer el siguiente resultado:

[x, y] = (x, y)ν−1(α), x ∈ gα, y ∈ g−α (15.29)

para cualquier ráız positiva α. Esta fórmula es una consecuencia de la invariancia de la forma
bilineal:

([x, y], h) = k(ν−1(α), h), (x, [y, h]) = 〈h, α〉(x, y) = (h, ν−1(α))(x, y) (15.30)

y k = (x, y).
Los elementos de la matriz de Cartan generalizada se pueden poner en términos de la forma

bilineal invariante. Usando A = DB,

aij = εibij =
2(αi, αj)
(αi, αi)

(15.31)

con:
(αi, αi) > 0, (αi, αj) ≤ 0, i 6= j (15.32)

Cuando A es una matriz de Cartan generalizada de tipo af́ın, detA = 0 y co-rangoA = 1. Sea
l + 1 = ordenA. La subálgebra de Cartan es la suma de dos espacios complementarios. Uno de
ellos está generado por las co-ráıces (dimensión = l) y el otro tiene dimensión 1. Las coordenadas
del vector nulo son:

(a0, a1, . . . , al) (15.33)

donde podemos escoger a0 = 1 (excepto en el caso A(2)
2l , a0 = 2). En el caso af́ın de tipo 1, corres-

ponden a las coordenadas de la ráız más alta del álgebra finita correspondiente. Si consideramos
la matriz transpuesta, podemos calcular las coordenadas del vector nulo:

(â0, â1, . . . , âl) (15.34)

Entonces, δt = (a0, a1, . . . , al) y δ̂t = (â0, â1, . . . , âl), satisfacen: Aδ = 0, Atδ̂ = 0. La matriz A
es simetrizable y podemos escoger la matriz diagonal D como:

D =

 a0â0

. . .
alâl

 (15.35)

Como hemos visto antes, el centro del álgebra g(A) está contenido en la subálgebra de Cartan.
Podemos calcularlo expĺıcitamente para un álgebra af́ın. En este caso el centro tiene dimensión 1
y uno de sus elementos (el elemento central canónico) está dado por:

c =
l∑

i=0

âiα̂i (15.36)

porque, si c está en el centro debe satisfacer:

〈c, αj〉 =
l∑

i=0

âi〈α̂i, αj〉 =
l∑

i=0

âiaij = 0 (15.37)

debido a la definición de âi.
Es un elemento de la subálgebra de Cartan y está contenido en h′, el subespacio generado por las

co-ráıces. Podemos definir una ráız, combinación lineal de ráıces simples, usando las coordenadas
ai, que dan el vector nulo de A:

δ =
l∑

i=0

aiαi (15.38)
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Para encontrar una base de la subálgebra de Cartan necesitamos otro elemento (dimensión
= l + 2, orden = l + 1, rango = l) para añadir a las l + 1 co-ráıces independientes. Sea d, que
satisface:

〈d, α0〉 = 1, 〈d, αi〉 = 0, i = 1, . . . , l (15.39)

Este elemento está definido de forma única por estas relaciones salvo un factor, y, junto con las
l + 1 co-ráıces forma una base de la subálgebra de Cartan. Se le llama un elemento de escala.

Podemos definir una forma bilineal simétrica invariante canónica en g(A) satisfaciendo las
siguientes relaciones en la subálgebra de Cartan:

(α̂i, α̂j) = aj â
−1
j aij (15.40)

(d, α̂0) = a0 (15.41)
(d, α̂i) = 0, i = 1, . . . , l (15.42)
(d, d) = 0 (15.43)

El elemento central canónico satisface:

(c, α̂i) = 0, i = 0, . . . , l, (c, d) = a0, (c, c) = 0 (15.44)

En el espacio dual podemos definir un elemento (dual a d) del modo siguiente:

〈α̂0,Λ0〉 = 1, 〈α̂i,Λ0〉 = 0, i = 1, . . . , l, 〈d,Λ0〉 = 1 (15.45)

Este elemento forma una base de h∗ junto con las ráıces simples. Se puede inducir una forma
bilineal en el espacio dual. Las relaciones que siguen se pueden deducir fácilmente de las anteriores:

(αi, αj) = âia
−1
i aij (15.46)

(Λ0, α0) = a−1
0 (15.47)

(Λ0, αi) = 0, i = 1, . . . , l (15.48)
(Λ0,Λ0) = 0 (15.49)

El elemento δ (dual a c) satisface:

(δ, αi) = 0, i = 0, . . . , l, (δ,Λ0) = 1, (δ, δ) = 0 (15.50)

Finalmente, el isomorfismo entre la subálgebra de Cartan y su dual se puede escribir, usando
la forma canónica normalizada, como:

ν(α̂i) =
2αi

(αi, αi)
= â−1

i aiαi (15.51)
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Caṕıtulo 16

Representación de álgebras de Lie
afines

En esta sección construiremos una representación expĺıcita de álgebras de Lie afines. Conside-
raremos separadamente los casos girados y no girados, aunque se puede hacer un estudio unificado.

16.1. Álgebras afines no giradas

La matriz de Cartan generalizada asociada a un álgebra af́ın no girada, corresponde a una matriz
de Cartan extendida de un álgebra finita. Es decir, sea Xl un álgebra de Lie simple, Xl = g(Ȧ),
y Ȧ su matriz de Cartan. Sea {α1, · · · , αl} un sistema de ráıces simples y θ =

∑n
i=1 aiαi, la ráız

más alta (siempre una ráız larga). Es fácil demostrar que θ̂ =
∑n

i=1 âiαi es la ráız más alta entre
las cortas del álgebra dual, con matriz de Cartan Ȧt. Podemos construir una matriz de Cartan
generalizada considerando el conjunto {α0 = θ, α1, . . . , αl}. Esta matriz corresponde a X

(1)
l . La

matriz tiene orden l + 1 y la primera fila y columna son:

a00 = 2, a0i = −
l∑

j=1

âjaji, ai0 = −
l∑

j=1

ajaij (16.1)

Es claro que a partir de cada X(1)
l podemos construir un álgebra finita, eliminando la primera

fila y columna de la matriz de Cartan.
Buscamos una representación de las álgebras de Lie afines de tipo (1) basada en las correspon-

dientes álgebras finitas.
Sea ġ un álgebra de Lie finita de tipo Xl, X = A,B,C,D,E, F,G. Sea Ȧ su matriz de Cartan.

Hemos visto como se construye la matriz de Cartan generalizada, A, asociada a un álgebra af́ın no
girada correspondiente a ġ.

Construiremos ahora un álgebra de lazos, series formales en t y t−1 con coeficientes en el álgebra
ġ.

L(ġ) = C[t, t−1]⊗ ġ (16.2)

Las relaciones de conmutación son:

[tnx, tmy] = tn+m[x, y], n,m ∈ Z, x, y ∈ ġ (16.3)

La forma bilineal invariante no degenerada que existe en ġ se extiende a esta nueva álgebra:

(tnx, tmy) = δn+m,0(x, y) (16.4)

153
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Ahora construimos una extensión central de esta álgebra. Para ello consideramos la siguiente
aplicación en L(ġ):

d(tnx) = ntnx, n ∈ Z, x ∈ ġ (16.5)

La aplicación d es una derivación en L(ġ). Usando d construimos un 2-cociclo, ψ en nuestra
álgebra:

ψ : L(ġ)× L(ġ) → C
(a, b) 7→ ψ(a, b) = (da, b) (16.6)

donde se ha usado la forma bilineal dada anteriormente. En particular:

ψ(tnx, tmy) = nδn+m,0(x, y) (16.7)

Esta aplicación es un 2-cociclo. Es sencillo probar que:

ψ(tmy, tnx) = mδm+n,0(y, x) = −nδn+m,0(x, y) = −ψ(tnx, tmy) (16.8)

ψ([tnx, tmy], tsz) + ψ([tsz, tnx], tmy) + ψ([tmy, tsz], tnx) = 0 (16.9)

La extensión central se define por:

L̃(ġ) = L(ġ)⊕Cc (16.10)

y el nuevo conmutador es:

[tnx+ λc, tmy + µc] = tn+m[x, y] + nδn+m,0(x, y)c, n,m ∈ Z, x, y ∈ ġ, λ, µ ∈ C (16.11)

Finalmente añadimos la derivación d:

L̂(ġ) = L̃(ġ)⊕Cd = L(ġ)⊕Cc⊕Cd (16.12)

y el conmutador:

[tnx+ λ1c+ λ2d, t
my + µ1c+ µ2d] =

tn+m[x, y] + nδn+m,0(x, y)c+ λ2mt
my − µ2nt

nx,

n,m ∈ Z, x, y ∈ ġ, λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ C (16.13)

Es un álgebra de Lie con un centro unidimensional generado por c. Probaremos que es isomorfa
al álgebra de Lie af́ın no girada X(1)

l , donde Xl = ġ.
Escogemos una subálgebra de Cartan ḣ en ġ, un sistema de ráıces simples {αi, i = 1, . . . , l} y

sus correspondientes co-ráıces, {α̂i, i = 1, . . . , l}, dadas por el isomorfismo ν construido sobre la
forma bilineal invariante. Escogemos vectores en cada uno de los espacios correspondientes a las
ráıces simples, tal que [ei, fi] = α̂i, ei ∈ ġαi , fi ∈ ġ−αi . Sea θ la ráız más alta, y escojamos eθ ∈ ġθ,
fθ ∈ ġ−θ con la misma condición: [eθ, fθ] = θ̂, θ̂ = 2ν−1(θ)/(θ, θ).

El álgebra ġ se identifica con 1⊗ ġ y en particular, la subálgebra de Cartan ḣ se identifica con
la subálgebra 1⊗ ḣ. Definimos:

h = ḣ⊕Cc⊕Cd (16.14)

Es una subálgebra abeliana de dimensión l + 2; es una subálgebra de Cartan de L̂(ġ). En su
espacio dual construimos un elemento, δ, satisfaciendo:

〈h, δ〉 = 0, h ∈ ḣ⊕Cc, 〈d, δ〉 = 1 (16.15)
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Los otros elementos del álgebra de Lie af́ın (generadores de Chevalley) (hemos establecido
previamente: ei = 1⊗ ei, fi = 1⊗ fi, α̂i = 1⊗ α̂i, i = 1, . . . , l) son:

e0 = tfθ, f0 = t−1eθ (16.16)

Entonces:
[α̂i, ej ] = aijej , [α̂i, fj ] = −aijfj , i = 1, . . . , l (16.17)

[ei, fj ] = δijα̂i, i, j = 1, . . . , l (16.18)

[α̂i, e0] = [α̂i, tfθ] = −t〈α̂i,
l∑

j=1

ajαj〉fθ = −t
l∑

j=1

aijajfθ = ai0(tfθ) = ai0e0 (16.19)

[α̂i, f0] = [α̂i, t
−1eθ] = t−1〈α̂i,

l∑
j=1

ajαj〉eθ = t−1
l∑

j=1

aijajeθ = −ai0(t−1eθ) = −ai0f0 (16.20)

[e0, f0] = [fθ, eθ] + (fθ, eθ)c = −θ̂ +
2

(θ, θ)
c (16.21)

Esta última relación se obtiene usando:

[eθ, fθ] = θ̂ = (eθ, fθ)ν−1(θ) (16.22)

y

θ̂ =
2ν−1(θ)
(θ, θ)

(16.23)

lo que implica:

(eθ, fθ) =
2

(θ, θ)
(16.24)

Las otras relaciones se pueden probar fácilmente. Definamos el último elemento de la base de
co-ráıces, α̂0 como:

α̂0 =
2

(θ, θ)
c− θ̂ (16.25)

y el último de la base de ráıces:
α0 = δ − θ (16.26)

La última relación que hay que comprobar es:

[α̂0, e0] = −[θ̂, tfθ] = 〈θ̂, θ〉e0 = 2e0 (16.27)

El sistema de ráıces de L̂(ġ) es:

∆ = {α+ nδ : α ∈ ∆̇, n ∈ Z} ∪ {nδ : n ∈ Z \ {0}} (16.28)

y la descomposición del espacio de ráıces es:

L̂(ġ) = h⊕ (⊕L(ġ)α) (16.29)

con:
L(ġ)α+nδ = tn ⊗ ġα, L(ġ)nδ = tn ⊗ ḣ (16.30)

Los conjuntos Π = {α0, α1, . . . , αl}, Π̂ = {α̂0, α̂1, . . . , α̂l} y h son una representación minimal
de la matriz generalizada de Cartan A. Se puede probar que el álgebra L̂(ġ) es isomorfa al álgebra
af́ın dada por la matriz de Cartan generalizada A.
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Podemos escoger una forma bilineal invariante, por ejemplo, normalizando el producto:

(θ, θ) = 2 (16.31)

lo que quiere decir que hemos escogido la longitud de las ráıces largas igual a
√

2. Entonces
(c, d) = a0 = 1 (en el caso no girado, a0 = 1) que es la forma invariante canónica que encontramos
en la sección anterior.

En este caso c es el elemento central canónico:

c =
2

(θ, θ)
(α̂0 + θ̂) = α̂0 + θ̂ = α̂0 +

2ν−1(θ)
(θ, θ)

= α̂0 + ν−1(θ) = α̂0 +
l∑

i=1

aiν
−1(αi) (16.32)

Pero en esta forma canónica, ν−1(αi) = a−1
i âiα̂i y siempre â0 = 1, entonces:

c =
l∑

i=0

âiα̂i (16.33)

16.2. Ejemplo de álgebras de Lie afines no giradas

Veremos algunos ejemplos desarrollados para explicar la teoŕıa introducida en la sección ante-
rior.

Ejemplo 16.1

Consideremos el ejemplo más simple de un álgebra de Lie af́ın no girada: A(1)
1 . La matriz de

Cartan del álgebra de Lie finita correspondiente es:

Ȧ = 2 (16.34)

y la ráız simple es α1, con 〈α̂1, α1〉 = 2. (Sólo hay una ráız simple y la subálgebra de Cartan tiene
dimensión =1). Sean e1 y f1 los vectores ráıces que verifican:

[e1, f1] = α̂1 (16.35)

La ráız más alta es θ = α1, y la matriz de Cartan extendida es, usando a1 = â1 = 1 (porque
θ̂ = α̂1), a00 = 2, a01 = −â1a11, a10 = −a1a11:

A =
[

2 −2
−2 2

]
(16.36)

correspondiente a A(1)
1 . Los generadores de Chevalley e0, f0 son:

e0 = tf1, f0 = t−1e1, α̂0 =
2

(α, α)
c− α̂1 (16.37)

el elemento central c es:
c =

1
2
(α, α) (α̂0 + α̂1) (16.38)

y si escogemos (θ, θ) = (α, α) = 2 obtenemos el elemento central canónico. Usando la representación
fundamental para A1, sl(2,C), tenemos:

α̂0 = c−
[

1 0
0 −1

]
, α̂1 =

[
1 0
0 −1

]
(16.39)

e0 = t

[
0 0
1 0

]
, e1 =

[
0 1
0 0

]
(16.40)
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f0 = t−1

[
0 1
0 0

]
, f1 =

[
0 0
1 0

]
(16.41)

También podemos obtener el elemento de escala d actuando como:

d(e0) = e0, d(f0) = −f0, d(e1) = 0, d(f1) = 0 (16.42)

Si la forma bilineal invariante se escoge como antes, (α̂1, α̂1) = 2 y por tanto (e1, f1) = 1.

Ejemplo 16.2

El segundo ejemplo es C(1)
2 . El álgebra finita C2 tiene rango 2 y dimensión 10. La matriz de

Cartan es:

Ȧ =
[

2 −2
−1 2

]
(16.43)

y la ráız más alta es θ = 2α1 + α2, donde α1, α2 son las ráıces simples. Las coordenadas ai son:

a1 = 2, a2 = 1 (16.44)

De forma similar, θ̂ viene dado por:

θ̂ =
2ν−1(θ)
(θ, θ)

=
2ν−1(2α1)
2(α1, α1)

+
2ν−1(α2)
(α2, α2)

= α̂1 + α̂2 (16.45)

y,
â1 = â2 = 1 (16.46)

La matriz de Cartan generalizada es:

a01 = −(â1a11 + â2a21) = −1 (16.47)

a02 = −(â1a12 + â2a22) = 0 (16.48)

a10 = −(a1a11 + a2a12) = −2 (16.49)

a20 = −(a1a21 + a2a22) = 0 (16.50)

A =

 2 −1 0
−2 2 −2
0 −1 2

 (16.51)

Los generadores e0, f0 son:
e0 = tfθ, f0 = t−1eθ (16.52)

donde [eθ, fθ] = θ̂ = α̂1 + α̂2.
De aqúı se deduce:

α̂0 =
2

(θ, θ)
c− α̂1 − α̂2 (16.53)

y:

c =
1
2
(θ, θ) (α̂0 + α̂1 + α̂2) (16.54)

Si escogemos la normalización (θ, θ) = (α2, α2) = 2, encontramos el elemento central canónico:

c = α̂0 + α̂1 + α̂2 (16.55)

Se tiene que: â0 = â1 = â2 = 1 y este es el vector nulo de la matriz At (la suma de las filas es cero).
Si usamos la representación matricial 4× 4 de C2:
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α̂0 = c−


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

 (16.56)

α̂1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , α̂2 =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 (16.57)

e0 = t


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 , e1 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 , e2 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (16.58)

f0 = t−1


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , f1 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

 , f2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 (16.59)



Caṕıtulo 17

Álgebras afines giradas

Las álgebras de Lie afines giradas están asociadas con automorfismos de las álgebras de Lie
finitas. Como ya hemos dicho en otros apartados, éstos están relacionados con las simetŕıas del
diagrama de Dynkin. Es fácil comprobar que sólo para las álgebras de Lie simples de tipos: Al, Dl,
E6 existen simetŕıas no triviales de orden 2 (Al, Dl, E6) o 3 (D4). Obtendremos los tipos X(2)

l y
X

(3)
l de álgebras de Lie afines giradas

En este caso, las ráıces del álgebra de Lie finita de partida no son en general ráıces del álgebra
af́ın. Por eso vamos a cambiar la notación.

17.1. Automorfismos de orden finito

Sea g un álgebra de Lie finita de tipo XN , y µ un automorfismo de orden k del diagrama de
Dynkin de XN . Sea h′ la subálgebra de Cartan de g y α′i, α̂

′
i, i = 1, . . . , l las ráıces correspon-

dientes y co-ráıces. Hemos defnido también los vectores ráıces e′i, f
′
i , satisfaciendo [e′i, f

′
i ] = α̂′i. El

automorfismo de ráıces µ genera un automorfismo σ del álgebra de Lie, dado (por ejemplo) por:

σ(α̂′i) = α̂′µ(i), σ(e′i) = e′µ(i), σ(f ′i) = f ′µ(i), i = 1, . . . , N (17.1)

Como el orden del automorfismo σ es finito (1, 2 o 3), podemos construir una graduación del
álgebra de Lie finita, considerando los autoespacios de σ.

g = ⊗k−1
j=0gj̄ (17.2)

donde gj̄ = {x ∈ g : σ(x) = e2πj/kx}. Ésta es un graduación del álgebra de Lie:

[gī, gj̄ ] ⊂ gī+j̄ (17.3)

La graduación tiene uno, dos o tres subespacios dependiendo del orden de µ. En cualquier caso
g0̄ es una subálgebra de g. Se puede demostrar que esta subálgebra es una subálgebra simple. A
continuación describiremos estas subálgebras.

Si consideramos la subálgebra de Cartan de g, h′, el automorfismo σ dejará parte de esta
subálgebra invariante. Llamemos h0 a esta parte fija. Es una subálgebra abeliana de g, y de g0̄. En
concreto será la subálgebra de Cartan de g0̄. Usaremos el orden establecido en los diagramas de
Dynkin de las álgebras finitas.

Los siguientes operadores generan el álgebra g0̄ en cada caso:

1. g = A2l, k = 2, µ(i) = 2l − i+ 1, i = 1, . . . , 2l

Hi = α̂′l−i + α̂′l+i+1, i = 1, . . . l − 1, H0 = 2(α̂′l + α̂′l+1) (17.4)

159
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Ei = e′l−i + e′l+i+1, i = 1, . . . , l − 1, E0 =
√

2(e′l + e′l+1) (17.5)

Fi = f ′l−i + f ′l+i+1, i = 1, . . . , l − 1, F0 =
√

2(f ′l + f ′l+1) (17.6)

2. g = A2l−1, k = 2, µ(i) = 2l − i, i = 1, . . . , 2l − 1

Hi = α̂′i + α̂′2l−i, i = 1, . . . l − 1, H0 = α̂′l (17.7)

Ei = e′i + e′2l−i, i = 1, . . . , l − 1, El = e′l (17.8)

Fi = f ′i + f ′2l−i, i = 1, . . . , l − 1, Fl = f ′l (17.9)

3. g = Dl+1, k = 2, µ(i) = i, i = 1, . . . , l − 1, µ(l) = l + 1, µ(l + 1) = l

Hi = α̂′i, i = 1, . . . , l − 1, Hl = α̂′l + α̂′l+1 (17.10)

Ei = e′i, i = 1, . . . , l − 1, El = e′l + e′l+1 (17.11)

Fi = f ′i , i = 1, . . . , l − 1, Fl = f ′l + f ′l+1 (17.12)

4. g = E6, k = 2, µ(1) = 5, µ(2) = 4, µ(3) = 3, µ(6) = 6

H1 = α̂′1 + α̂′5, H2 = α̂′2 + α̂′4, H3 = α̂3, H4 = α̂′6 (17.13)

E1 = e′1 + e′5, E2 = e′2 + e′4, E3 = e′3, E4 = e′6 (17.14)

F1 = f ′1 + f ′5, F2 = f ′2 + f ′4, F3 = f ′3, F4 = f ′6 (17.15)

5. g = D4, k = 3, µ(1) = 4, µ(2) = 2, µ(3) = 1, µ(4) = 3

H1 = α̂′1 + α̂′3 + α̂′4, H2 = α̂′2 (17.16)

E1 = e′1 + e′3 + e′4, E2 = e′2 (17.17)

F1 = f ′1 + f ′3 + f ′4, F2 = f ′2 (17.18)

Los sub́ındices para estos operadores son siempre i = 1, . . . , l, excepto en el caso A2l: i =
0, . . . , l − 1. Las fórmulas anteriores son una simple consecuencia del automorfismo del diagrama.

Calculemos ahora las ráıces del álgebra g0̄:

1. A2l

[H0, E0] = 2
√

2
[
α̂′l + α̂′l+1, e

′
l + e′l+1

]
= 2

√
2(2e′l − e′l+1 − e′l + 2e′l+1) = 2E0 (17.19)

[H1, E0] =
√

2[α̂′l−1 + α̂′l+2, e
′
l + e′l+1] = −

√
2(e′l + e′l+1) = −E0 (17.20)

[Hi, E0] =
√

2[α̂′l−i + α̂′l+i+1, e
′
l + e′l+1] = 0, i = 2, . . . , l − 1 (17.21)

Si llamamos a las ráıces asociadas a E0 en g0̄, α0, entonces:

〈H0, α0〉 = 2, 〈H1, α0〉 = −1, 〈Hi, α0〉 = 0, i = 2, . . . , l (17.22)

o:
〈2(α̂′l + α̂′l+1), α0〉 = 2, 〈α̂′l−1 + α̂′l+2, α0〉 = −1 (17.23)

〈α̂′l−i + α̂′l+i+1, α0〉 = 0, i = 2, . . . , l − 1 (17.24)

es decir:
α0 = α′l|h0

= α′l+1

∣∣
h0

(17.25)

Se puede comprobar que esto es correcto para cualquier i = 1, . . . , l − 1:

αi = α′l−i

∣∣
h0

= α′l+i+1

∣∣
h0
, i = 0, . . . , l − 1 (17.26)

y se obtiene simlares resultados en los demás casos.
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2. A2l−1

αi = α′i|h0
= α′2l−i

∣∣
h0
, i = 1, . . . , l (17.27)

3. Dl+1

αi = α′i|h0
, i = 1, . . . , l − 1, αl = α′l|h0

= α′l+1

∣∣
h0

(17.28)

4. E6

α1 = α′1|h0
= α′5|h0

, α2 = α′2|h0
= α′4|h0

(17.29)

α3 = α′3|h0
, α4 = α′6|H0

(17.30)

5. D4, k = 3

α1 = α′1|h0
= α′3|h0

= α′4|h0
, α2 = α′2|h0

(17.31)

Los siguientes resultados serán enunciados sin demostración.

Teorema 17.1 El álgebra g0̄ actúa sobre los otros subespacios de la graduación de una forma
irreducible. Concretamente, en el caso k = 3, las representaciones en g1̄ y g2̄ son equivalentes.
Estas representaciones tienen un peso más alto θ0 en el g0̄–módulo g1̄. Se pueden calcular las
matrices de Cartan de las álgebras g0̄. Los resultados aparecen en la Tabla 3.

Los números de la última columna son los coeficientes del peso más alto θ0, (referido a la base
de ráıces simples, no a la de pesos fundamentales). El caso A(2)

2 tiene como subálgebra g0̄ el álgebra
A1 que es isomorfa a B1. La ráız simple se puede llamar α1 y el coeficiente es 2 (es decir, el peso
más alto es θ0 = 2α1). Nótese el orden de las ráıces en los diagramas.

La forma bilineal invariante en el álgebra g induce una forma bilineal invariante en la subálgebra
g0̄, que no es la que la subálgebra tiene de forma natural. Está claro que son proporcionales (porque
esencialmente es única). Si escogemos en el álgebra g una forma invariante tal que (α, α) = 2k (todas
las ráıces tienen la misma longitud en g), podemos probar que la forma invariante inducida en g0̄:

(θ0, θ0)0 = 2a0 (17.32)

(a0 = 2 en todos los casos excepto en A2l, a0 = 1).
Con más detalle, en g,

α̂′i =
2ν′−1(α′i)
(α′i, α

′
i)

(17.33)

y esto lleva a:

ν′−1(α̂′i) =
1
k
α′i (17.34)

En g0̄ tenemos otro isomorfismo ν entre h0 y su dual, verificando:

ν(h) = ν′(h)|h0
, ∀h ∈ h0 (17.35)

porque, si tenemos un elemento de h0, está también contenido en h′ y su imagen bajo ν′ es una
forma en h′. Pero h0 es un subespacio de h′, entonces, la restricción de esta forma a h0 es una
forma en este espacio, que coincide con la imagen del elemento de h0 bajo ν como se puede probar
fácilmente.
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Tomemos por ejemplo el primer caso, g = A2l, y calculemos la imagen de los elementos en h0:

ν(H0) = 2ν′(α̂′l + α̂′l+1)
∣∣
h0

= (α′l + α′l+1)
∣∣
h0

= 2α0 (17.36)

ν(Hi) = 2ν′(α̂′l−i + α̂′l+i+1)
∣∣
h0

=
1
2
(α′l−i + α′l+i+1)

∣∣∣∣
h0

= αi (17.37)

Ahora podemos calcular la acción de la forma bilineal invariante:

(α0, α0)0 = 〈ν−1(α0), α0〉 =
1
2
〈H0, α0〉 = 1 (17.38)

y los demás productos de forma similar. Usando la expresión de θ0 como una combinación lineal
de ráıces simples podemos demostrar que (θ0, θ0)0 = 4.

Las ráıces en g0̄ están normalizadas de la manera usual. Todas las ráıces largas tienen longitud
al cuadrado igual a 2, y la corta (α0) tiene longitud 1. Todos estos resultados pueden ser probados
de un modo similar

Un resultado útil es el siguiente. Como hemos dicho, el álgebra g0̄ actúa en g1̄ de forma irredu-
cible. Pero se puede demostrar también, que todos los pesos tienen multiplicidad igual a 1, excepto
posiblemente el peso 0. Es decir:

g1̄ = ⊕ω∈Ωθ0
g1̄,ω (17.39)

y dim g1̄,ω = 1 excepto si el peso es cero. Más aún, si escogemos un vector peso con peso ω y otro
con peso −ω, el conmutador es proporcional a ν−1(ω). Todos estos pesos y vectores peso son ráıces
y combinaciones de vectores ráıces de la primera álgebra g. Es muy sencillo demostrar esto último.

(h, [x, y]) = ([h, x], y) = (〈h, ω〉x, y) = 〈h, ω〉(x, y) = (h, ν−1(ω)(x, y)) (17.40)

y esto es cierto para cualquier h ∈ h0. Entonces obtenemos:

[x, y] = (x, y)ν−1(ω), x ∈ g1̄,ω, y ∈ g1̄,−ω (17.41)

Si x y y no son cero, (x, y) 6= 0. Si k = 3 todo esto es cierto cambiando simultáneamente 1̄ y −1̄.
Escogemos ahora el resto de los generadores para construir el álgebra de Lie af́ın girada. Re-

cuérdese que hicimos lo mismo en el caso no girado, aunque aún no hemos fijado aqúı el álgebra
isomorfa a la parte de grado cero (t0).

Debido a las diferentes elecciones de la numeración de ráıces, sea ε = 0 para todos los caso
excepto para A2l, donde ε = l.

Pongamos Eε ∈ g1̄,−θ0
y Fε ∈ g1̄,θ0

. Entonces, como hemos visto antes:

[Eε, Fε] = −(Eε, Fε)ν−1(θ0) (17.42)

El signo menos viene del orden diferente que hemos escogido en el conmutador. Definamos:

Hε = −ν−1(θ0) (17.43)

Si tomamos Eε y Fε tal que (Eε, Fε) = 1:

[Eε, Fε] = Hε (17.44)

Volvamos a la construcción expĺıcita del álgebra de Lie girada. Consideramos de nuevo el álgebra
de lazos constrúıda sobre el álgebra finita g:

L(g) = C[t, t−1]⊗ g (17.45)



MAR. Álgebras de Lie. Versión 4. 163

Tenemos un automorfismo en g asociado a una simetŕıa del diagrama de Dynkin. Extendemos
este automorfismo al álgebra de lazos:

σ(tnx) = e−2nπi/kσ(x), n ∈ Z, x ∈ g (17.46)

Si constrúımos el álgebra de Lie no girada (como hicimos en la sección precedente):

L̂(g) = L(g)⊕Cc0 ⊕Cd0 (17.47)

podemos extender el automorfismo a un automorfismo σ̂ del álgebra completa, poniendo:

σ̂(c0) = c0, σ̂(d0) = d0 (17.48)

y σ̂ = σ en el álgebra de lazos.
Podemos usar el automorfismo σ para construir una graduación de los puntos fijos del álgebra

de lazos, L(g, σ) = {a ∈ L(g) : σ(a) = a}:

L(g, σ) = ⊕n∈Zt
n ⊗ gn̄ (17.49)

porque si x ∈ gn̄, entonces σ(x) = e2πin/kx y el elemento tnx es invariante bajo σ. Podemos
también construir una graduación para los puntos fijos (bajo σ̂) L̂(g, σ) en el álgebra L̂(g):

L̂(g, σ) = L(g, σ)⊕Cc0 ⊕Cd0 (17.50)

poniendo el grado de c0 y d0 igual a cero. En este caso, el subespacio de grado cero es:

L̂(g, σ)0 = 1⊗ g0̄ ⊕Cc0 ⊕Cd0 (17.51)

y los otros subespacios son:
L̂(g, σ)n = tn ⊗ gn̄. (17.52)

Es esta álgebra, el conjunto de puntos fijos en el álgebra de Lie no girada, la que forma el
álgebra de Lie girada.

El resultado final es que, si consideramos un álgebra de Lie finita de tipo Al, Dl, E6, y un auto-
morfismo del diagrama de Dynkin, obtenemos un álgebra de Lie af́ın girada que está representada
por los puntos fijos en la correspondiente álgebra de Lie af́ın no girada, tal y como hemos descrito
antes.

La subálgebra de Cartan del álgebra L̂(g) viene dada por la parte de grado cero:

h = h0 ⊕Cc0 ⊕Cd0 (17.53)

Esta subálgebra tiene dimensión l + 2, (donde l es el número que aparece en A
(2)
2l , A(2)

2l−1, D
(2)
l+1,

4 en el caso E(2)
6 y 2 en el caso D(2)

4 ). Si λ es una forma lineal en h0, se puede extender a h por
〈c0, λ〉 = 〈d0, λ〉 = 0. Podemos definir δ (que será el dual del elemento central) como:

〈h, δ〉 = 0, h ∈ h0, 〈c0, δ〉 = 0, 〈d0, δ〉 = 1 (17.54)

Introducimos los operadores formando la base de Chevalley de un modo similar a como lo
hicimos en el caso no girado:

eε = tEε, fε = t−1Fε, ei = Ei, fi = Fi (17.55)

Comprobamos las relaciones de comutación:

[ei, fi] = α̂i, i = 0(or 1), . . . , l − 1(or l) (17.56)

[eε, fε] = [Eε, Fε] + (Eε, Fε)c0 = Hε + c0 (17.57)
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y las demás: [ei, fj ] = 0, [eε, fi] = 0, [ei, fε] = 0
Siguiendo las mismas ĺıneas que en el caso no girado, pongamos:

α̂ε = c0 +Hε (17.58)
α̂i = Hi (17.59)
αε = δ − θ0 (17.60)

y tenemos el conjunto de co-ráıces y el conjunto de ráıces del álgebra af́ın girada. El conjunto de
ráıces es:

∆ = {α+ nδ : α ∈ Ωs̄ \ {0}, n ∈ Z, n ≡ s(modk), s = 0, 1, . . . , k} ∪
{nδ : n ∈ Z, n 6= 0} (17.61)

y la descomposición del espacio de ráıces es:

L̂(g, σ) = H⊕ (⊕α∈∆L(g, σ)α) (17.62)

con:
L(g, σ)α+nδ = tn ⊗ gn̄,α, L(g, σ)nδ = tn ⊗ gn̄,0 (17.63)

Si la forma bilineal invariante en g está normalizada de tal forma que la longitud al cuadrado
de una ráız larga (en el caso girado todas las ráıces tienen la misma longitud) es igual a 2k (k es
el orden del automorfismo), entonces (usando la forma bilineal invariante en g0̄):

(θ0, θ0)0 = 2a0 (17.64)

En este caso, tenemos una forma bilineal invariante en L̂(g, σ) que coincide con la forma bilineal
canónica en g. El elemento c0 definido arriba es el elemento central canónico.

17.2. Ejemplos

Veremos en esta sección algunos ejemplos de álgebras de Lie afines giradas, estudiando con
detalle la representación explicada en la sección anterior.

Ejemplo 17.1

El ejemplo más sencillo de un álgebra de Lie af́ın girada es A(2)
2 . El automorfismo del diagrama

de Dynkin de A2 (en la base de Chevalley: α̂′1, α̂
′
2, e

′
1, e

′
2, f

′
1, f

′
2, ráıces simples: α′1, α

′
2) es:

µ(1) = 2, µ(2) = 1 (17.65)

y el automorfismo inducido en A2 es:

σ(α̂′1) = α̂′2, σ(e′1) = e′2, σ(f ′1) = f ′2 (17.66)

Ahora calculamos los puntos fijos de A2 bajo este automorfismo (g0̄ = A1):

H0 = 2(α̂′1 + α̂′2), E0 =
√

2(e′1 + e′2), F0 =
√

2(f ′1 + f ′2) (17.67)

y la descomposición del espacio de pesos g1̄, generada por:

α̂′1 − α̂′2, e
′
1 − e′2, f

′
1 − f ′2, e

′
3, f

′
3 (17.68)

donde: e′3 = [e′1, e
′
2], f

′
3 = −[f ′1, f

′
2]
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Es fácil comprobar que:
[H0, α̂

′
1 − α̂′2] = 0 (17.69)

[H0, e
′
1 − e′2] = 2(e′1 − e′2), [H0, f

′
1 − f ′2] = −2(f ′1 − f ′2) (17.70)

[H0, e
′
3] = 4e′3, [H0, f

′
3] = −4f ′3 (17.71)

y el peso más alto es θ0 = 2α0, donde:

α0 = α′1|h0
= α′2|H0

(17.72)

y los vectores peso asociados a θ0 y −θ0 son e′3 y f ′3 respectivamente.
Escogemos la forma bilineal en A2 para que (α′, α′) = 4, entonces (θ0, θ0)0 = 4, porque a0 = 2.

Con más detalle:
(θ0, θ0)0 = 4(α0, α0)0 = 4 (17.73)

pues ν(H0) = 2α0 y (α0, α0) = 〈α0,H0/2〉 = 1.
Si (α′1, α

′
1) = (α′2, α

′
2) = 4, por una relación general que hemos demostrado en las secciones

anteriores, (α̂′1, α̂
′
1) = (α̂′2, α̂

′
2) = 1, y comparando con la forma de Killing para A2 (o simplemente,

usando el carácter invariante de la forma bilineal), encontramos:

(e′i, f
′
i) = 1/2, i = 1, 2, 3, e′3 = [e′1, e

′
2], f

′
3 = −[f ′1, f

′
2] (17.74)

Si queremos normalizar el vector del peso más alto en la representación de A1 tomamos:

E1 =
√

2f ′3, F1 =
√

2e′3, (E1, F1) = 1 (17.75)

y el conmutador es:
[E1, F1] = −2(α̂′1 + α̂′2) = −H0 (17.76)

con lo que Hθ0 = −H0.
El álgebra de Lie af́ın girada se escribe como sigue:

A
(2)
2 ∼ L̂(A2, σ) =

(
⊕n∈Z

(
t2n ⊗A1

)
⊕Cc0 ⊕Cd0

)
⊕
(
⊕n∈Zt

2n−1 ⊗ g1̄
)

(17.77)

y los generadores de Chevalley son:

e0 = 1⊗ E0 = 1⊗
√

2(e′1 + e′2), f0 = 1⊗ F0 = 1⊗
√

2(f ′1 + f ′2) (17.78)

e1 =
√

2t⊗ E1 =
√

2t⊗ f ′3, f1 =
√

2t⊗ F1 =
√

2t⊗ e′3 (17.79)

α̂1 = c− 1⊗H0 = c− 1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2), α̂0 = 1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2) (17.80)

Comprobemos las relaciones de conmutación entre los operadores de Chevalley:

[α̂0, e0] = [1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2), 1⊗
√

2(e′1 + e′2)] = 2(1⊗
√

2(e′1 + e′2)) = 2e0 (17.81)

[α̂1, e0] = [c− 1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2), 1⊗
√

2(e′1 + e′2)] = −2(1⊗
√

2(e′1 + e′2)) = −2e0 (17.82)

[α̂0, e1] = [1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2), t⊗
√

2f ′3] = −2(t⊗
√

2f ′3) = −2e1 (17.83)

[α̂1, e1] = [c− 1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2), t⊗
√

2f ′3] = 2(t⊗
√

2f ′3) = 2e1 (17.84)

[e0, f0] = [1⊗
√

2(e′1 + e′2), 1⊗
√

2(f ′1 + f ′2)] = 1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2) = 1⊗H0 = α0 (17.85)

[e1, f1] = [t⊗
√

2f ′3, t
−1 ⊗

√
2e′3] = 1⊗ 2[f ′3, e

′
3] + (e1, f1)c = (17.86)

−1⊗ 2(α̂′1 + α̂′2) + (E1, F1)c = −1⊗H0 + c = α̂1 (17.87)

El elemento central canónico es:
c = α̂0 + α̂1 (17.88)
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Ejemplo 17.2

Nuestro último ejemplo es A(2)
5 . El automorfismo del diagrama de Dynkin es:

µ(1) = 5, µ(2) = 4, µ(3) = 3 (17.89)

y en el álgebra:
σ(α̂′1) = α̂′5, σ(α̂′2) = α̂′4, σ(α̂′3) = α̂′3 (17.90)

y los otros generadores se transforman de un modo similar. Los puntos fijos bajo este automorfismo
son:

α̂′1 + α̂′5, α̂
′
2 + α̂′4, α̂

′
3 (17.91)

e′1 + e′5, e
′
2 + e′4, e

′
3, f

′
1 + f ′5, f

′
2 + f ′4, f

′
3 (17.92)

e′6 − e′9, e
′
7 − e′8, e

′
10 + e′12, e

′
11, e

′
13 − e′14, e

′
15 (17.93)

f ′6 − f ′9, f
′
7 − f ′8, f

′
10 + f ′12, f

′
11, f

′
13 − f ′14, f

′
15 (17.94)

y la descomposición del espacio de pesos en el subespacio g1̄:

e′13 + e′14 (17.95)

e′10 − e′12 (17.96)

e′7 + e′8 e′6 + e′9 (17.97)

e′2 − e′4 e′1 − e′5 (17.98)

α̂′1 − α̂′5 α̂′2 − α̂′4 (17.99)

f ′1 − f ′5 f ′2 − f ′4 (17.100)

f ′6 + f ′9 f ′7 + f ′8 (17.101)

f ′10 − f ′12 (17.102)

f ′13 + f ′14 (17.103)

que están escritos por niveles (el peso más alto es (0, 1, 0) en la base de pesos fundamentales). El
peso más alto es θ = α1 + 2α2 + α3 donde:

α1 = α′1|h0
= α′5|h0

(17.104)

α2 = α′2|h0
= α′4|H0

(17.105)

α3 = α′3|h0
(17.106)

El vector de peso más alto es e′13 + e′14 = F0 y el más bajo f ′13 + f ′14 = E0. La normalización
de la forma bilineal es tal que: (α′i, α

′
i) = 4, y entonces, (E0, F0) = 1.

El conmutador de estos vectores es:

[E0, F0] = −(α̂′1 + 2α̂′2 + 2α̂′3 + 2α̂′4 + α̂′5) = −H1 − 2H2 − 2H3 (17.107)

donde
H1 = α̂′1 + α̂′5, H2 = α̂′2 + α̂′4, H3 = α̂′3 (17.108)

Los generadores de Chevalley para el álgebra af́ın girada son:

α̂0 = c− (α̂1 + 2α̂2 + 2α̂3) (17.109)

α̂1 = 1⊗ (α̂′1 + α̂′5), α̂2 = 1⊗ (α̂′2 + α̂′4), α̂3 = 1⊗ α̂′3 (17.110)

e0 = t⊗ (f ′13 + f ′14), f0 = t−1 ⊗ (e′13 + e′14) (17.111)
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e1 = 1⊗ (e′1 + e′5), f1 = 1⊗ (f ′1 + f ′5) (17.112)

e2 = 1⊗ (e′2 + e′4), f2 = 1⊗ (f ′2 + f ′4) (17.113)

e3 = 1⊗ e′3, f3 = 1⊗ f ′3 (17.114)

La matriz de Cartan generalizada es:

A =


2 0 −1 0
0 2 −1 0
−1 −1 2 −2
0 0 −1 2

 (17.115)

y el elemento central canónico es:

c = α̂0 + α̂1 + 2α̂2 + 2α̂3 (17.116)
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Tabla 1. Diagramas de Dynkin de álgebras de Lie simples

An

(n ≥ 1)
e e e e- - -
1 2 n− 1 n

Cn

(n ≥ 2)
e e e e- - - Q

�

1 2 n− 1 n

Bn

(n ≥ 3)
e e e e- - - �

Q

1 2 n− 1 n

Dn

(n ≥ 4)
e e e e

e
- - - ��

QQ1 2 n− 2
n− 1

n

E6
e e e e ee
1 2 3 4 5

6

F4
e e e e

�
Q

1 2 3 4

E7
e e e e e ee
1 2 3 4 5 6

7

G2
e e

�
Q

1 2

E8
e e e e e e ee
1 2 3 4 5 6 7

8
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Tabla 2. Diagramas de Dynkin afines

Tipo I Tipo II

A
(1)
1

e e
1 1

A
(2)
2

e e
Q
�

2 1

A
(1)
n

(n ≥ 2) e e e e
e

- - -�
�

�� Q
Q

QQ

1 1 1 1

1
A

(2)
2n

(n ≥ 2)
e e e e- - -�

Q
�
Q

1 2 2 2

B
(1)
n

(n ≥ 3)

e
e e e e- - -
��
QQ

�
Q

1

1

2 2 2

A
(2)
2n−1

(n ≥ 3)

e
e e e e- - -
��
QQ �

Q

1

1

2 2 1

C
(1)
n

(n ≥ 2)
e e e e- - -Q

� Q
�

1 2 2 1

D
(2)
n+1

(n ≥ 2)
e e e e- - -Q
�

�
Q

1 1 1 1

D
(1)
n

(n ≥ 4)

e
e e e e

e
- - -

��
QQ ��

QQ

1

1

2 2
1

1

E
(2)
6

e e e e e
�
Q

1 2 3 1 2

E
(1)
6

e e e e eee

1 2 3 2 1

2

1

E
(1)
7

e e e e e e ee
1 2 3 4 3 2 1

2

E
(1)
8

e e e e e e e ee
1 2 3 4 5 6 4 2

3

F
(1)
4

e e e e e
�
Q

1 2 3 4 2
Tipo III

G
(1)
2

e e e
�
Q

1 2 3
D

(3)
4

e e e
�
Q

1 2 1
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Tabla 3. Pesos más altos en G1

Álgebra Orden G0 Peso más alto en G1

A2n, n ≥ 1 2 Bn

A2n−1, n ≥ 2 2 Cn

Dn+1, n ≥ 2 2 Bn

E6 2 F4

D4 3 G2

e e e e- - - �
Q

2 2 2 2

αn−1 αn−2 α1 α0

e e e e- - - Q
�

1 2 2 1

α1 α2 αn−1 αn

e e e e- - - �
Q

1 1 1 1

α1 α2 αn−1 αn

e e e e
�
Q

1 2 3 2

α4 α3 α2 α1

e e
�
Q

1 2

α2 α1
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