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Capitulo 1

Introduccion

Los conceptos de algebras de Lie (objetos) y homomorfismos entre dlgebras de Lie (morfismos)
se desarrollan en las préximas secciones.

1.1. Objetos

El ejemplo mas sencillo de un algebra de Lie es el siguiente.
Ejemplo 1.1

Sea M,,(K) el espacio vectorial de las matrices de orden n x n sobre un cuerpo K. Ademds de
esta estructura de espacio vectorial, existe una operacién de multiplicaciéon en este conjunto con
las siguientes propiedades. Si A, B,C € M, (K):

1. Distributiva: A(B + C) = AB + AC, (A+ B)C = AC + BC
Asociativa: A(BC) = (AB)C
En general, AB # BA

= W

La matriz identidad verifica: ATl =TA=A

Se dice que M, (K) es un élgebra asociativa no conmutativa con elemento unidad. En este
conjunto definimos una nueva operacién de la forma siguiente:
[]: Mn(K) x Mp(K) — M,y(K) (1.1)
(A, B) — [A,B]=AB - BA '

que tiene las siguientes propiedades:
1. Antisimétrica: [A, B] = —[B, A]
2. Jacobi: [A, [B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0

Se dice que M, (K) es un dlgebra de Lie con esta operacién (conmutador de dos matrices).
Como veremos, toda algebra de Lie de dimension finita se obtiene esencialmente de esta forma.

Un &lgebra sobre un cuerpo K (que siempre consideraremos de caracteristica cero, y méds
concretamente en estas notas R o C) se define de la siguiente forma:

Definicién 1.1 Un dlgebra sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A, sobre K, en el que se
define una operacion (producto):

AxA — A (1.2)
(z,y) — wy

que tiene las siguientes propiedades:
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1.x(y+2)=zy+zz, (t+yz=zz+yz, z,y2€A
2. Mzy) =(M)y=20\y), reK, z,yecA

La dimension del algebra es la dimensién de A como espacio vectorial sobre K. Uno de las casos
més interesantes de algebras lo constituyen las dlgebras asociativas.

Definicién 1.2 Un dlgebra A se dice que es asociativa si se verifica (ademds de las propiedades
de dlgebra):
z(yz) = (zy)z, =,y,z€A (1.3)

El dlgebra M, (K) estudiada anteriormente es un algebra asociativa de dimensién finita. Otro
ejemplo muy importante es el siguiente.

Ejemplo 1.2

Sea M una variedad diferenciable real. El espacio vectorial de las funciones suaves sobre M con
valores reales, F(M) = CF (M) es un &lgebra asociativa (de dimensién infinita).

Definicién 1.3 Se dice que el dlgebra A es abeliana (conmutativa) si xy = yx para todo par de
elementos de A.

El objeto principal de estas notas, las dlgebras de Lie, se define asi:

Definicién 1.4 Sea g un espacio vectorial en el que hemos definido una operacion:

[,]: gxg — g
@y) — (5,9 (1.4)

que hace de g un dlgebra y que ademds verifica:
1. Antisimétrica: [x,y] = —y, x]
2. Jacobi: [z, [y, 2z]] + [y, [z, z]] + [2, [z, 9] =0
Se dice entonces que g es un dlgebra de Lie.

Como el cuerpo es de caracteristica distinta de 2, la propiedad de antisimetria es equivalente a:
[z,2] =0, Vzeg (1.5)

En efecto, esta propiedad (1.5), implica la antisimetria:
[z +y,z+yl=[z2]+[zy]+ [y, 2] + [y,9] =0, [2,y]+[y,2] =0 (1.6)

Un élgebra de Lie no puede ser asociativa (en general, [z, [y, z]] # [[z,y], 2]). La propiedad de
Jacobi establece como difieren los dos términos en la desigualdad (su diferencia es igual a [[z, z], y]).

Pero a partir de un algebra asociativa siempre podemos definir un dlgebra de Lie. Sea A un
algebra asociativa (como siempre sobre un cuerpo K). Definamos A como el dlgebra que se
obtiene utilizando el mismo espacio vectorial A como soporte de una nueva operacién, definida
como hicimos con las matrices de orden n:

[z,y] =2y —yx, x,ycA (1.7)

Ay, es un dlgebra de Lie. Es més, es posible demostrar (ver por ejemplo [5]) que toda dlgebra
de Lie es isomorfa (concepto a definir mds tarde aunque su significado sea el natural en este caso)
a una subdlgebra de un algebra de Lie de tipo Ay, donde A es un dlgebra asociativa.

Cuando en un &lgebra A existe un elemento (I) que verifica [x = 2I = x para todo elemento
x del algebra, se le llama elemento unidad y se dice que A es un algebra con elemento unidad
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(obviamente las dlgebras de Lie no tienen elemento unidad, [z,2] = 0 para todo elemento x del
algebra).

Las transformaciones lineales (endomorfismos de un espacio vectorial) constituyen una de las
realizaciones mas usadas de las dlgebras. Porque, como se puede ver facilmente, toda algebra
asociativa con elemento unidad es isomorfa a un dlgebra de transformaciones lineales:

Sea A un &lgebra asociativa con elemento unidad. Sea a un elemento de A y consideremos la
transformacién lineal en A asociada a a:

a: A A
“ — (1.8)
r > za
Es ésta una transformacion lineal (la accién por la derecha del dlgebra sobre si misma). Sea £(A)
el espacio de las transformaciones lineales de A considerada como un espacio vectorial. Entonces
la aplicacién:
T A — L(A)

a — a

(1.9)

es un homomorfismo inyectivo.

El espacio de endomorfismos de un espacio vectorial (End(V) = L(V)) es un dlgebra asociativa
con la composicion. Como hemos visto se puede transformar en un algebra de Lie, usando el
conmutador de dos endomorfismos. En el caso en que queramos resaltar la estructura de dlgebra
de Lie la llamaremos gl(V).

Dada un algebra, A, podemos elegir una base de la estructura de espacio vectorial: {z;, j € J}.
La operacién producto, dando lugar a otro elemento del dlgebra, permite escribir este tiltimo como
combinacién lineal de los elementos de la base. Si los elementos que se multiplican estdn en la
base senialada, los coeficientes de la combinacion lineal se llaman las constantes de estructura del
algebra. En particular y para el caso que mas nos interesa en estas notas, si g es un algebra de Lie,
se tiene:

(@i ] =) el (1.10)

jeJ

donde ¢, son las constantes de estructura del dlgebra en la base dada.
En un algebra de Lie de dimensién finita, estas constantes se transforman como un tensor con
dos indices covariantes y uno contravariante cuando se hace un cambio de base:
. s / .
Si la relacién entre dos bases, {z;}, {z},} es:

zi = Pkay, (1.11)

K2

las constantes de estructura satisfacen:
j b/ p—1\j .d
(C/)gk = PPy (P )écab (1.12)

Las constantes de estructura verifican las propiedades correspondientes a la antisimetria y la
propiedad de Jacobi de la operacién del dlgebra de Lie:

i+ =0 (1.13)

rom rom room
CiiCrr T CipCir + CiCiy = 0 (1.14)

Como veremos, aunque las constantes de estructura dependen de la base escogida, sus propieda-
des permiten caracterizar, por ejemplo, de forma muy sencilla, las dlgebras semisimples y en el caso
real, las compactas.
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1.2. Morfismos

Una vez conocidos los objetos fundamentales de la teoria, las dlgebras asociativas y de Lie,
pasamos ahora a establecer la definicion y propiedades de los homomorfismos entre estos objetos.

Definicién 1.5 Sean A y A’ dos dlgebras sobre un cuerpo K. Una aplicacién f: A — A’ es un
homomorfismo de dlgebras si f es una aplicacion lineal y se verifica:

flzy) = f(2)f(y) (1.15)
Si las algebras son de Lie (g y g’), la relacién a satisfacer es obviamente:
f(z.y]) =[f(@), f(y)], =yeg (1.16)

La imagen y el nicleo de un homomorfismo tienen una estructura particular que definimos a
continuacion.

Definicién 1.6 Sea A un dlgebra y A’ C A. A’ es una subdlgebra de A si es un subespacio vectorial
cerrado bajo la operacion producto.

Definicién 1.7 Sea A un dlgebra y J C A. J es un ideal por la izquierda de A si es un subespacio

vectorial y
Veeld Yye A, yxeld (1.17)

es decir, AJ C J

Obviamente todo ideal es una subdlgebra pero el inverso no es cierto.

De manera similar se define un ideal por la derecha (JA C J) y un ideal bildtero (simultdnea-
mente por la derecha e izquierda). En un &lgebra de Lie solo hay una clase de ideales (bildteros,
por la antisimetria del producto).

Dado un ideal bildtero J de un algebra A, es posible construir el dlgebra cociente: A/.J, cuyos
elementos son las clases x + J, donde z € A. La estructura lineal es la propia de la teoria de
espacios vectoriales. En cuanto al producto:

(z+Ny+J)=ay+J, z,ycA (1.18)

Si ',y € A estdn en las mismas clases que x e y, respectivamente, (' + J)(y' +J) =2y +J y
la clase z’y’ + J es la misma que la clase xy + J:

zy—2y =z(y—y)+(@—2a)y eJ (1.19)
Notese que es indispensable que J sea un ideal bilatero. La aplicacion m:

T A — A/J

x — x+J

(1.20)

es un epimorfismo de algebras.
La imagen de un algebra mediante un homomorfismo es una subélgebra del algebra final. El
nicleo de un homomorfismo es un ideal del dlgebra inicial:

flxy) = f(2)f(y) =0 si f(z)=0 o f(y)=0 (1.21)

e incluso un ideal bilatero. Esta caracteristica permite definir un algebra cociente y los correspon-
dientes teoremas de isomorfia:

4 Lo

Tl K (1.22)

Akerf 25 imy
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donde f'(z+ker f) = f(x). La relacién entre homomorfismos e ideales bildteros es muy importante
en la teoria de representaciones. Nétese que en general no es posible construir un algebra cociente
utilizando una subélgebra.

Ejemplo 1.3

Definamos s[(2, K) como el dlgebra de las matrices 2 X 2, con coeficientes en K y traza nula. Este
conjunto es un espacio vectorial sobre K de dimensién 3. Si elegimos una base con los elementos:

(3 2] =2 d) [0 8]

las relaciones de conmutacién (con la operacién definida en el ejemplo 1.1) son:
[h,e] =2e, [h,f]==-2f, [e,fl=h (1.24)
y las constantes de estructura no nulas son en esta base {h,e, f}:
Cly =2, Cla=—2 c33=1 (1.25)

Hemos construido un dlgebra de Lie de dimensién 3 (ndtese que la operacién de conmutacién no
nos saca fuera del conjunto).

El subespacio vectorial generado por h es una subdlgebra propia (la llamada subdlgebra de
Cartan del édlgebra). También el que tiene como base {h,e} es una subdlgebra (de Borel), no
abeliana de dimensién 2. Sin embargo s[(2, K) no posee ningtin ideal propio (es decir, distinto de
0y sl(2,K)).

Consideremos ahora el espacio vectorial de las matrices 2 X 2 con coeficientes en K, gl(2, K).
Toda matriz X de este espacio se puede escribir de la forma siguiente, descomposicién que es tnica:

1 1
X = htuX+(X - LX) (1.26)

y, por lo tanto, el espacio gl(2,K) es suma directa (como espacios vectoriales):
9l(2,K) = K, & sl(2,K) (1.27)

Ademas, s[(2, K) es una subélgebra de gl(2, K) (y un ideal). También KI5 es un ideal (bildtero como
en todas las dlgebras de Lie), ya que la identidad conmuta con cualquier matriz. Otra propiedad
importante es:
[gl(2,K), gl(2,K)] C sl(2,K) (1.28)
Con la operacién de multiplicacién usual de matrices, gl(2,K) es un dlgebra asociativa. Sin
embargo, s[(2,K) no lo es. El producto de dos matrices de traza cero no es necesariamente una
matriz de traza cero. En este sentido, gl(2, K) corresponde a un élgebra de tipo Ap, pero sl(2, K)
es sOlo una subdlgebra de ésta.

Ejemplo 1.4

El algebra generada por los campos vectoriales:
d d ,d
o 22
de’ “dz’ T dw

actuando sobre funciones C*°(R) tiene las mismas relaciones de conmutacién que s[(2,R), con lo
que podemos establecer un isomorfismo entre ambas dlgebras. Diremos que estos campos represen-
tan al dlgebra de una manera diferente a como lo hacian las matrices:

d d d
e h—z—, e— 20— (1.30)

dz’ dx
(ver por ejemplo en [6] otra forma de representar esta dlgebra).

(1.29)

;-
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1.3. Grupos y algebras de Lie

Aunque el tema no se va a desarrollar en esta notas, veamos cudl es el origen del conmutador
desde el punto de vista de la teoria de grupos de Lie.

Sea G un subgrupo de GL(n, C), el grupo general lineal en C (es decir las matrices complejas
n x n con determinante distinto de cero). Una transformacion infinitesimal se puede definir como:

O'j—]n

7= lim
j—o0 6]‘

(1.31)

donde {¢;} es una sucesiéon de nimeros reales positivos con limite cero, y o; es un conjunto de
elementos del grupo G, cuyo limite cuando j — oo es la identidad. Supongamos que tenemos dos
transformaciones infinitesimales y queremos hallar la transformacion infinitesimal correspondiente
al conmutador en el grupo de los elementos finitos correspondientes, es decir:

-1 _-—1
O'1j0'2j0’1j 0'2]- —In

: (1.32)
J—00 €15€25
con: I 7
. 015 — . 025 —
7= lim 24— 1 =lim 2" (1.33)
j—o0 €1; Jj—o00 €25

Un sencillo cédlculo permite mostrar:

-1 _ -1 -1 _ -1
01302015 0o —In (01025 — 02j015)01; 055
J—oe €15€2; gm0 €15€2;
, o1 — I, o095 — I -1 _— , o —In |, o9 — I,
lim d , —L o’ljlaljl = | lim , 1 g = [11,72]
Jj—00 €15 €25 J—00 €15 J—00 €25

No seguiremos aqui con las relaciones entre las categorias de algebras y grupos de Lie. Si el grupo
de Lie se considera como una variedad en la que hay definida una operacion de grupo que verifica
unas ciertas propiedades topologicas, el algebra de Lie correspondiente se puede identificar con el
espacio tangente en la identidad del grupo (o con los campos invariantes a derecha o izquierda).

1.4. Operaciones con algebras

Definicién 1.8 Sea g un dglgebra de Lie. Se define el centro de g como la subdlgebra (abeliana) de
g:
Z(g) ={zeg: [x,y] =0, vy € g} (1.34)

Ejemplo 1.5

El centro de s[(2,K) es 0 (salvo riesgo de confusién, 0 es el ideal trivial {0} en el dlgebra
correspondiente), como se comprueba facilmente:

a b z oy || bz — cy 2ay — b(t —z) |
Hc —a}’{z t”{c(w—t)—Qaz cy — bz =0 (1.35)
ysit=—ux:
bz—cy = 0
ay—br = 0 p=>a=b=c=0 (1.36)
cx—az = 0

Sin embargo, el centro de gl(2,K) es KIs:

| P S A e G BT ICE



MAR. Algebras de Lie. Version 4. 13

y por tanto:
bz — cy = 0
(a—d)y+bt—z) = 0 p=>b=c=0,d=a (1.38)
clx—t)+(d—a)z = 0

En cada algebra de Lie existen unas subalgebras con ciertas caracteristicas que las hacen ttiles
en desarrollos posteriores. Veamos algunas de ellas.

Definicién 1.9 Sea g un dlgebra de Lie, S un subconjunto de esta dlgebra. Se llama centralizador
de S en g a la subdlgebra:
C(8S)={ceg: [s,c]=0,VseS} (1.39)

C(S) es efectivamente una subélgebra (que no tiene por qué contener a S):
» Es claro que C(S) es un subespacio vectorial.
v o, €C(S), s e d]]=—[c[d,s]]—[d,[s,c]] =0, Vs €S
luego C(S) es una subdlgebra de g. Si S = g, el conjunto C(S) = Z(g) es el centralizador de g.

Definicién 1.10 Sea W un subespacio de un dlgebra de Lie g. El normalizador de W en g es la
siguiente subdlgebra:

NW)={zxeg: [w,z] e W, Yw e W} (1.40)
El conjunto N (W) es una subdlgebra:
» Es claro que N (W) es un subespacio vectorial.
vz, e NW),  [w,[z,2]] = —[z, [/, w]] — [¢, [w,z]] € W, Yw € W, luego [z,x'] € N (W)

En el caso en que W sea una subélgebra, el normalizador es la mayor de las subalgebras que
contienen a W como ideal.

A partir de una o varias algebras de Lie es posible construir otras. Ya hemos introducido el
concepto de algebra cociente para un algebra asociativa. Para un dlgebra de Lie se define de la
misma forma:

Definicién 1.11 Sea g un dlgebra de Lie y J un ideal de g. Podemos definir el dlgebra cociente,
g/J, con el paréntesis siguiente:

[z +3,y+3]=[z,y] +7, z,y g (1.41)

Es claro que g/J con la operacién definida es un &lgebra de Lie. Los teoremas de isomorfia
permiten construir un diagrama conmutativo:
Sean gy g’ dos dlgebras de Lie y J un ideal de g. Podemos construir la proyeccién canénica:

T g — g/J
z = x+7 (1.42)

Sea ahora f : g — g’ un homomorfismo de dlgebras de Lie tal que J C ker f. Entonces, f se
factoriza a través de g/J, es decir, existe una tinica aplicacién ¢ : g/J — g’ que es un homomorfismo
de algebras de Lie, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

s L 9
ml /g (1.43)
a/3

Como ya hemos visto, si ker f = J, g es inyectiva.
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Definicién 1.12 Sean Ay y As dos dlgebras asociativas, y consideremos su suma como espacios
vectoriales:
A1 @ As (1.44)

En este conjunto introducimos un producto dado por:

(21 +y1) (22 + y2) = T1y1 + T2y2 (1.45)

que convierte a Ay @ As en un dlgebra asociativa. Esta nueva dlgebra, A, se llama el producto
directo de las dlgebras Ay y As:
A= A1 X A2 (146)

aunque a veces escribiremos el simbolo de suma directa.
Si se tiene una familia arbitraria de algebras se puede establecer la misma definicién. Eviden-
temente lo mismo se puede decir de algebras de Lie, como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.6

Consideremos el dlgebra s((2, K) y la suma directa:
sl(2,K) @ sl(2,K) (1.47)

Six, Z,y,y son elementos de s[(2, K), el conmutador de dos elementos de la suma directa, z+y, T+
es:

[z +y, 2+ 9] = [2,7] + [y,7] (1.48)

Si escribimos:
z+y—rQL+hLey (1.49)

donde I5 es la matriz identidad 2 x 2, la conmutacion es:

L+ LRY,TRL+LeY =
(2@, ER@ L] +[r® 1, bR+ [LOy, TR L]+ [Ley eI =
[2,2] @ I, + I, ® [y, ]

Mas adelante volveremos sobre este producto tensorial. Notese que si dos subalgebras de un algebra
de Lie son suma directa (como algebras) su conmutador es cero.

Nota: Si construimos el producto tensorial de los espacios asociados a dos algebras de Lie, el
espacio vectorial resultante no tiene por qué ser un dlgebra de Lie (ver [5], p.30, problema 23).

1.5. Algunos resultados en algebra lineal

Las dlgebras de Lie de endomorfismos son uno de los ejemplos mas ttiles en el desarrollo
de la teoria de &lgebras de Lie (ademds de las consecuencias del teorema de Ado). No solo eso,
sino que sus propiedades se trasladan en muchas ocasiones a algebras de Lie abstractas. Por ello
aparecern a menudo en estas notas y en esta seccién estableceremos algunos resultados que seran
utiles posteriormente (ver [5], descomposicién de Fitting, seccién I1.4, y [4], descomposicién de
Jordan-Chevalley, pagina 17).

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, definido sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
(esencialmente C, aunque algunos de los resultados y definiciones pueden establecerse sobre cuerpos
més generales).

Definicién 1.13 Se dice que un endomorfismo es semisimple si las raices del polinomio minimo
son distintas (si suponemos que el cuerpo es algebraicamente cerrado, como hacemos aqui, esto
equivale a decir que es diagonalizable).
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Como es bien conocido (formas candnica de Jordan), todo endomorfismo puede escribirse en
una base apropiada como una matriz en forma de cajas formadas por la suma de un multiplo de
la identidad y una matriz nilpotente. Se tiene también el siguiente resultado.

Proposicion 1.1 Si V es un espacio de dimension finita y X es un endomorfismo de V', existen
dos unicos endomorfismos Xgim, Xnii que conmutan, tales que

X = Xsim + Xnil (150)

donde Xgim es semisimple (la parte semisimple) y Xni es nilpotente (la parte nilpotente).

Sea p(t) el polinomio caracteristico de X,

p(t) = (= A)™ - (E = Ap)™ (1.51)
donde Aq,..., A son los autovalores (distintos) de X (el cuerpo es algebraicamente cerrado) y
r1,...,r, las multiplicidades (algebraicas). El espacio V' es suma directa de los subespacios propios

generalizados (invariantes bajo X, componentes primarias en la notacién de [5], pdgina 37):
V=ker(X —Mly)" @ @ker(X — A\gly)™ (1.52)

Por las propiedades de la divisién de polinomios es posible! encontrar un polinomio ¢, de término
constante cero y cuyo resto al dividirlo por (¢t —\;)™ sea A; para todo i = 1,. .., k. Definimos ahora
Ksim = q(X) y Xuil = X — Xgim y veamos que cumplen las propiedades exigidas. En primer lugar,
al ser polinomios en X, conmutan entre si. Veamos como Xy, es semisimple. Es obvio que deja
invariante cada uno de los subespacios V; = ker(X — A\;1y)". En cada uno de ellos es diagonal,
pues por construccion

q(t) =mi(t)(t = X)™ + Niy  qt) — A =my(t)(t — A)" (1.53)

y por tanto,
Xeim — Aily, = ¢(X) = Mily, = my(X)(X — A\ily,)™ =0 en V; (1.54)

Es decir, X, es un miltiplo de la identidad en cada uno de los subespacios V; y por tanto
semisimple. Veamos ahora que X,; es nilpotente. Como X3 = X — Xgim, en cada uno de los
subespacios V;, Xpi = X — A1y, luego
X =(X—-X\Nly)" =0, en V; (1.55)
y por tanto X, es nilpotente (basta elegir el exponente igual al mayor de los ;). Los operadores
Xeim ¥ Xnil estan univocamente definidos por X. Dados dos endomorfismos que conmutan entre
si y con X, X!, semisimple y X nilpotente, tales que X = X! + X/, se tiene que Xgm = X, y
Xnil = X),. En efecto
Xnil - X:AL = X; - Xsim (156)

Pero estos endomorfismos, Xgm — X, vy X/, — Xai son, respectivamente, semisimples y nilpotentes
(como suma de endomorfismos semisimples y nilpotentes que conmmutan). El tinico endomorfismo
que es nilpotente y semisimple es el 0, luego queda probada la unicidad.

Si X es un endomorfismo semisimple de una subdlgebra de Lie de gl(V) entonces adx (definida
por adx (Y) = [X, Y], la representacién adjunta como veremos més adelante) es también semisimple
(basta encontrar una base en la que X es diagonal y usar adecuadamente la base canénica (E;;)
del espacio de matrices correspondiente).

1Este resultado es esencialmente el teorema chino del resto: sean pi1,pa,...,p; enteros positivos, coprimos dos
a dos, p = p1p2- Pk ¥ U1,U2,...,ur enteros. Existe un dnico g, entero, 0 < g < p, solucién de las ecuaciones
q =ui(modp;), i =1,...,k. Cualquier otro entero que verifique estas ecuaciones es congruente con g médulo p.



16 MAR. Algebras de Lie. Versién 4.

Proposicion 1.2 Dado un endomorfismo X se puede descomponer el espacio vectorial en suma
directa de dos subespacios invariantes bajo X (descomposicion de Fitting),

V=Vix ®Vox (1.57)

y se tiene que X |y, es nilpotente, mientras que X|v,, es un isomorfismo. La definicion de estos
subespacios es:

Vix = X'V, Vox ={veV:IreNX"v=0} (1.58)

i=1

Veamos la demostracién de la descomposicién de Fitting. Dado X € End(V') se tiene la cadena
de subespacios invariantes bajo X:

VOXVDOX*VD--. (1.59)
La cadena se estabiliza a partir de un entero r (puede que en el vector 0) y definimos:
Vix=X"V, X""'voXxv=Xx"*tv (1.60)

Como hemos dicho se trata de un subespacio invariante bajo A. De manera similar se define el otro
subespacio. Sea
Wi ={veV:XFy=0} (1.61)

Esta claro que W7 C Wy C --- por lo que existe un entero s tal que Wy_1 C Wi, = Wy = ---
Entonces, Vi = Wy. Si ¢ = méx{r, s} se tiene,

Vix :XCV, Vnﬂ:{’UEVIXC’UZO} (1.62)

dado v € V, como X2V = XV, existe w € V tal que X = X?2°w, Descomponemos v en la
forma.
v=(v—X'w)+ X'w (1.63)

El segundo vector esta obviamente en Vi x. No es menos obvio que el primero esta en Vpx. Vamos
a probar que la suma es directa. Sea u € Vox N Vix. Como w € Vix, se tiene w = X', para
algin w’ € V. Como también estd en Vox, Xtw = X%w' = 0. Por lo tanto, w’ € W, = Wy, luego
X'w' =0, es decir w = 0.

Comprobemos que las propiedades son las deseadas. Es obvio por la definicién que X es nilpo-
tente cuando nos restringimos a Vpx. También es inmediato que X es sobreyectiva en Vix, pues
XVix = Vix y los endomorfismos sobreyectivos son biyectivos.

Es facil ver que Vyx es simplemente el espacio propio generalizado de autovalor 0 y por tanto
su dimension es la multiplicidad de 0 como raiz del polinomio caracteristico de X.



Capitulo 2

Algebras nilpotentes, resolubles y
semisimples

Dependiendo de sus propiedades las dlgebras de Lie se clasifican en diferentes clases. En esta
seccion estudiaremos algunas de las més importantes.

2.1. Algebras nilpotentes

Dada un §lgebra de Lie g, definimos la serie descendente (ver en [5], p.29, la definicién de serie
ascendente) como una cadena de subdlgebras construida de la forma siguiente:

Cl(g) =g, C*(g) =[g.0l,---.C"(9) = [5,C* (@), - (2.1)
Todos los conjuntos C*(g) son ideales de g que verifican
CHg) > C*(g) DD CMg) D+ (22)
Definicién 2.1 Se dice que el dlgebra de Lie g es nilpotente, si existe r € N tal que:
C"(g) =0 (2.3)

Si r es el primer entero tal que C"(g) = 0, se dice que r es el orden de nilpotencia.

Ejemplo 2.1

SO

es un dlgebra de Lie. Es inmediato que: [g, g] = 0, luego g es un dlgebra de Lie nilpotente (C?(g) =
0). En este caso, las matrices del dlgebra son nilpotentes (en el sentido de nilpotencia de matrices).
Sin embargo no todas las algebras de Lie nilpotentes son representadas por matrices nilpotentes.

gz{[g Oa},aeC} (2.5)

es un algebra nilpotente. Tanto en este ejemplo como en el anterior, el dlgebra es ademéds abeliana,
pero no todas las dlgebras nilpotentes son abelianas (aunque todas las abelianas sean nilpotentes,

Ejemplo 2.2

17
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como se deduce de forma inmediata de la definicién). Si un dlgebra de Lie es nilpotente, también
lo son sus subdlgebras y su imagen mediante homomorfismos.

Ejemplo 2.3
s[(2, K) no es un dlgebra nilpotente:
[s1(2,K),sl(2,K)] = s(2,K) (2.6)
luego:
C* =51(2,K), Vk (2.7)
Sin embargo, si la caracteristica del cuerpo K fuera igual a 2, esta &lgebra serfa nilpotente (ver [4],
p.14).
Ejemplo 2.4

Algebras de matrices triangulares:

Ni(n,K) = (2.8)
0 0

(ceros en la diagonal y por debajo de ella) es un &lgebra nilpotente pero no es abeliana si n > 2.

Las propiedades més importantes de las dlgebras nilpotentes se describen en el siguiente teore-
ma. Se define la transformacion lineal ad, (se dice que g actiia sobre g a través de la representacién
adjunta, como veremos) para todo z € g de la forma siguiente:

adz: g — @
y — ad(y) = [z,y] (2:9)

Teorema 2.1 (Engel) 1. Sea g un dlgebra de Lie:

g nilpotente < ad, nilpotente Vx € g (2.10)

2. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, g un dlgebra de Lie, subdlgebra del dlgebra
gl(V) (es decir, L(V) con su estructura de dlgebra de Lie), tal que los elementos de g son
nilpotentes. Entonces:

a) g es un dlgebra de Lie nilpotente.

b) g estd contenida en un dlgebra de tipo triangular (superior o inferior)

Probemos en primer lugar que si g es nilpotente, los endomorfismos ad,, € g son nilpotentes (x
es ad-nilpotente). Esto es una consecuencia inmediata de la definicién. En general, si el orden de
nilpotencia es n, se tiene:

ady, ad,, ---ad,, =0, z1,...,2, €9 (2.11)

y en particular,

ad” =0 (2.12)
Para demostrar la implicacion en sentido contrario, probemos primeramente lo siguiente.

Proposicién 2.1 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita (no trivial), g una subdlgebra del
dlgebra gl(V'), tal que sus elementos son nilpotentes. Entonces existe un vector no nulo v € V' tal
que Xv =0 para todo X € g.
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La demostracion se puede hacer por induccién en la dimension del dlgebra. Si la dimension es igual
a 0, 1, el resultado es trivial. Supongamos que el resultado es correcto para dlgebras de dimensién
menor que 7 y sea g de dimensién r. Si h es una subdlgebra de g (distinta de g), los elementos
adx, X € b, son endomorfismos nilpotentes de gl(g), pues a cada X € h le podemos asociar los
endomorfismos de traslacién a derecha e izquierda:

px(Y)=YX, Mx(V)=XY (2.13)
que son nilpotentes (trivialmente al serlo X, X™ = 0 para algin entero m). Pero
ade:Ax(Y>—px(Y) (2.14)

luego también es nilpotente pues conmutan).
Podemos construir el espacio cociente g/h (que no es en general un algebra de Lie) y definir
adx sobre g/h (pues X € b y h es un dlgebra):

adx(Y+h) =adxY +5h (2.15)

Los endomorfismos adx son nilpotentes sobre g/h que es un dlgebra de dimensién menor que r.
De acuerdo con la hipétesis de induccidn, existe un vector en g/h, Z + b # b, tal que

adx (Z +5) = b (2.16)
es decir, existe Z € g, Z ¢ b, tal que
[X,Z]eh, VX ep (2.17)

Esto quiere decir que Z € N (h), el normalizador de h en g. Ademés, la inclusién h C N (h) es propia
(pues Z ¢ B). Supongamos ahora que f es una subdlgebra maximal. Pero entonces el normalizador
N (b) es igual a g (pues es una subdlgebra y contiene propiamente a ) y b es un ideal de g.

La dimensién de g/bh es igual a 1. Si fuera mayor que 1, tendria una subdlgebra propia de
dimensién 1, que corresponde a una subdlgebra de g que contiene a h (y no es igual a ella). Pero
como h es maximal, esta situacién no puede darse, y por tanto dimg/h = 1. Por tanto (suma
directa como espacios vectoriales)

g=h+KZ, Z¢p (2.18)

y al ser dimh = r — 1 aplicando la hipétesis de induccion, existe v € V' tal que hv = 0 y por tanto
el subespacio de V, V! = {v € V : hu = 0} es no trivial. Ademds, si X € gy v € V' entonces
Xv eV’ pues

VY ebh, YXv=XYvu+[V,X]Jv=0= XveV’ (2.19)

pues b es un ideal y por tanto [Y, X] € §. Por tanto, si Z € gy Z ¢ b, se tiene un endomorfismo
nilpotente actuando sobre el espacio V' de dimensién menor que r. Aplicando la hipdtesis de
induccidn, existe w € V' tal que Zw = 0. Como cualquier endomorfismo X de g se puede escribir
como X =Y +AZ, X, Zeh, A€ K, Z ¢, se tiene:

Xw=Y+AX)w=Yw+\Zw=0 (2.20)

lo que demuestra la proposicion.

Veamos ahora como ad, nilpotente Va € g (g es un dlgebra de Lie arbitraria) implica que el
algebra g es nilpotente. Por la proposicién anterior, {ad, : € g} es una subdlgebra de gl(g)
formada por endomorfismos de g nilpotentes. Por tanto, existe y € g tal que:

ad,y=0,Vzeg (2.21)

es decir, el centro de g es no trivial. Construyendo el dlgebra cociente g/Z(g), obtenemos un dlgebra
de menor dimensién formada por elementos ad-nilpotentes. Utilizando induccién en la dimensién
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del algebra se concluye que g/Z(g) es nilpotente. Pero si el cociente de un dlgebra sobre su centro
es nilpotente, el dlgebra es nilpotente. La demostracién de este 1ltimo hecho es como sigue. Al ser
g/Z(g) nilpotente, existe n tal que C"(g/Z(g)) = 0. Esto quiere decir que C™(g) C Z(g). Pero
entonces

C™(g) = [8,C"(9)] C [8, Z(9)] = 0 (2.22)

luego g es nilpotente.

En cuanto a la segunda parte, ya hemos visto que si un endomorfismo X es nilpotente, adx
también lo es. Y por el resultado de la primera parte, g es nilpotente. Veamos ahora que existe
una torre de subespacios (es decir, una cadena de subespacios 0 = Vo Cc V3 C --- C V,, =V, de
dimensiones dim Vj, = k) de V' que verifican XV; C V;_; para todo X € g. Como sabemos, existe
vy € V tal que Xv; = 0 para todo X € g. Sea Vi = lin{v;}. Claramente V; C Vj. Se puede
definir X sobre el cociente V/V; y es un endomorfismo nilpotente. Como la dimensién de V/V;
es menor que la de V se usa la hipétesis de induccién y se construye una cadena de subespacios
con las propiedades adecuadas. Se pasa a una cadena en V usando la imagen inversa mediante la
proyeccion candnica en el cociente.

Usando una base adaptada a la torre de subespacios, la forma de las matrices de los endomor-
fismos en esa base es triangular superior (estrictamente).

Los resultado sobre descomposicién de endomorfismos (descomposicién de Fitting y en subes-
pacios propios generalizados) se verifican en las dlgebras nilpotentes. Se tiene el siguiente resultado

Proposicion 2.2 Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de endomorfismos de un espacio de dimension
finita. El espacio V' se escribe como:

V=VioWhe oV (2.23)

Cada subespacio V; es invariante bajo el dlgebra g y el polinomio minimo de todo X|y,, con X € g
es un factor irreducible elevado a una cierta potencia. Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, la
restriccion de todo X a cada V; es un multiplo de la identidad mds un endomorfismo nilpotente.

El uso de los resultados presentados sobre dlgebras nilpotentes y resultados clasicos en algebra
lineal (vistos en el capitulo 1), permiten llegar al teorema siguiente sobre pesos y subespacios
invariantes (ver [5], seccién I1.4).

Definicién 2.2 Sea g un dlgebra de Lie de endomorfismos de un espacio V de dimension finita
(sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K). Una forma lineal 1 : g — K es un peso de V para
g si existe v € V, no nulo, tal que (X — w(X)1y)"v = 0, para algin r € N (que depende de v y
de X ). Se llama espacio de peso p al conjunto de tales vectores (incluido el 0). Es un subespacio
vectorial invariante bajo X .

Este concepto de pesos se traslada a un algebra de Lie cualquiera y a una representacién de
dimensién finita de manera obvia (ver Capitulo 6). Se tiene,

Teorema 2.2 Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de endomorfismos de un espacio vectorial V' de
dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, g tiene un numero de pesos
finito, los espacios peso son invariantes bajo g y V' es la suma directa de estos subespacios. Solo
existe una descomposicion de V' con las propiedades que tienen los espacios peso.

2.2. Algebras resolubles

El segundo tipo de algebras de Lie que estudiaremos aqui es el de dlgebras resolubles.
Sea g un algebra de Lie. Se define la serie derivada de g como la cadena de ideales:

D'(g) =g, D*(g) =[g.9l,-..,D"(g) = [D*"*(g), D" *(g)]- .. (2.24)
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donde
D'(g) > D*(g) D --- > D"g) D - (2.25)

Definicién 2.3 Se dice que un dlgebra de Lie es resoluble si existe un entero k tal que
D*(g) =0

De las definiciones se deduce que toda algebra nilpotente es resoluble. Sin embargo hay dlgebras
resolubles que no son nilpotentes. Si un dlgebra de Lie es resoluble, también lo son sus subalgebras
y su imagen mediante homomorfismos. Ademsds; si el cociente por un ideal resoluble es resoluble, el
algebra original también lo es. Finalmente, la suma de ideales resolubles es resoluble. Este tltimo
resultado es consecuencia del isomorfismo

(jl + 32)/32 ~ 31/(31 N 32) (2.26)

Como TJ; es resoluble, J;/(J1 N J2) también lo es, y por lo tanto (J; + J2)/Ta. Al ser Jy resoluble,
J1 + T es resoluble.

Ejemplo 2.5

Algebras cuasitriangulares.

a1 *
T, (n,K) = (2.27)

0 Anpn

es un algebra resoluble pero no nilpotente. Por ejemplo, para n = 2

T.(2,K) = H g b ” (2.28)

CHMT.(2,K)) = N (2,K), Vk, (2.29)
e D*(T(2,K)) =0 (2.30)

7+ (n,K) es un dlgebra de Borel (maximal resoluble en sl(n, K)).

Las anteriores definiciones de dlgebras triangulares y cuasitriangulares se pueden dar sin refe-
rencia a una base explicita, usando sus propiedades en relacién a las torres de subespacios.

La suma de ideales resolubles es un ideal resoluble. Por lo tanto toda algebra de Lie posee un
ideal maximal resoluble, que es tinico.

Definicién 2.4 Se llama radical de un dlgebra de Lie g a su ideal resoluble maximal.

Las algebras resolubles tienen propiedades similares a las nilpotentes.

Teorema 2.3 Sea V' un espacio vectorial (no trivial, sobre C, o en general un cuerpo algebrai-
camente cerrado) g una subdlgebra resoluble de gl(V'). Entonces, existe un vector v € V que es
autovector de todo x € g

La demostracién es similar al teorema de Engel, por induccién en la dimensién del algebra. Si
la dimension es cero, es trivial. Como g es resoluble, el dlgebra derivada [g, g] no es igual a g, y el
algebra cociente g/[g, g] es abeliana (obviamente, [X + [g,¢],Y + [g,¢]] = [X,Y] + [g, 9] = [g, 9])-
Tomando un subespacio de dimensién 1, que es un ideal al ser g/[g, g, la imagen inversa mediante
la proyeccién candnica es un ideal J de g de codimensién (la dimensién del correspondiente espacio
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cociente) 1 en g que contiene a [g, g]. Este ideal es resoluble y no trivial si la dimensién del dlgebra
es mayor que 1 (en el caso en que dimg = 1 la demostracién es inmediata).
Se puede aplicar la hipétesis de induccion. Es decir, existe w € V' que es un autovector de todo
Xel:
Xw=pX)w, uX)eC (2.31)

Se tiene que p : J — C es lineal y sea W el subespacio no trivial (propio) de V' de los autovectores
comunes:

W={weV:Xw=puX)w, VX € 7} (2.32)

Lo que nos falta probar es que g deja invariante W (no solo J). Supongamos que esto es cierto. El
algebra g se puede descomponer en suma de J y un subespacio de dimensién 1:

g=0+CY, Yeg, Y¢7 (2.33)

Al ser C algebraicamente cerrado, Y tiene al menos un autovector v € W, con autovalor pg.
Entonces u es un autovector comun a todos los elementos de g (pues estd en w). La forma p se
extiende linealmente a todo g, con u(Y) = uo.

Queda pues por demostrar que W es invariante bajo g, no solo bajo J. Es decir, si dado w € W
v X € g, se tiene Xw € W. Por la definiciéon de W, lo que hay que verificar es

Y(Xw) = \Y)Xw, YeJ (2.34)

Como
Y(Xw)=XYw)—[X,Y]w=AY)Xw - \N[X,Y])w, (2.35)

lo anterior es equivalente a A([X,Y]) =0 (J es un ideal).
Los vectores w, Xw, ..., X" !w son linealmente independientes para un cierto n (tal que X" w
depende de los anteriores). Construimos la cadena de subespacios:

Wi = lin{w, Xw,...,X* w}, k=0,1,2,... (2.36)

con Wy = {0}, dim Wy, = k y Wy4; = W, cuando i = 0,1, 2,.... El subespacio W,, es invariante
bajo X que lleva W; en W;;;. Lo mismo ocurre con Y € J, pues w es un autovector de Y (Yw =
A(Y)w). En este espacio y en la base {w, Xw, ..., X" !w}, el endomorfismo Y est4 representado
por una matriz triangular superior:

Y(X*w) = (XY — [X, Y X" w (2.37)

Por induccidn, para k = 0, Yw = A(Y)w. Supongamos que es cierto para i < k. Para k, en la
expresién anterior (2.37), no hay problemas con el primer sumando usando la hipdtesis de induccion,
pues X¥~1 € W,._,, Y verifica la propiedad buscada y X lleva W; en W;, ;. En cuanto al segundo,
tampoco hay problemas pues [X,Y] € 7.

Al ser la matriz triangular, los autovalores estdn sobre la diagonal (todos los vectores de W,
son autovectores de Y con el mismo autovalor), luego

trw, Y = nA(Y) (2.38)

Esta propiedad es cierta para todos los elementos de J en particular para [X,Y]. Como tr[ X, Y] = 0,
se tiene que A([X,Y]) = 0 como querfamos demostrar.

La principal consecuencia de este resultado es el teorema de Lie:

Teorema 2.4 (Teorema de Lie) Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita y g una subdlge-
bra resoluble de gl(V'). Entonces existe una base de V' en la cual todos los endomorfismos de g se
representan por matrices triangulares superiores.
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Es decir, g deja estable una torre de subespacios. La demostracién del teorema se hace por
induccién en la dimensiéon de V' utilizando la proposiciéon anterior.

En cuanto a la relacién entre las dlgebras resolubles y nilpotentes, se tiene que si g es resoluble,
el algebra derivada, [g, g], es nilpotente. Esto es una consecuencia de que los elementos de [g, g]
son ad-nilpotentes. Desde el punto de vista de endomorfismos de un espacio vectorial de dimensién
finita, lo que se estd diciendo es que el conmutador de dos matrices triangulares superiores es una
matriz triangular superior estricta, es decir con ceros en la diagonal. La demostracién de estos
resultados se basa entonces en una representacién por endomorfismos de las algebras consideradas.

Veamos ahora el criterio de Cartan para las dlgebras resolubles.

Teorema 2.5 (Criterio de Cartan) Sea g una subdlgebra de gl(V'), V espacio vectorial de di-
mension finita. Si trxy = 0 para todo x € [g, 9], y € g, entonces g es resoluble.

La demostraciéon se basa en un resultado previo sobre una caracterizacién de endomorfismos
nilpotentes.

Proposicién 2.3 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y A y B dos subespacios de gl(V')
tales que A C B. Sea M el conjunto de endomorfismos x de V que verifican [x,B] C A. Si un
endomorfismo X € M satisface tr XY = 0 para todo Y € M entonces x es nilpotente.

Basta entonces probar que todos los endomorfismos en [g, g] son nilpotentes. Se aplica el resul-
tado anterior considerando A = [g,g], y B = g. Si probamos que tr XY = 0 para todo X € [g, g],
YeM={Z¢cg:|[Zg] Clgg]}, el resultado anterior permite concluir con lo que queriamos.
Noétese que el espacio M contiene en general que g. Pero

tr([X,Y]Z) = te([X,[Y, Z]) = 0 (2.39)

con [Y, Z] € M. El criterio de Cartan se extiende sin dificultad a un dlgebra de Lie cualquiera (no
necesariamente de endomorfismos).

Teorema 2.6 Sea g un dlgebra de Lie tal que tr(ad, ad,) =0 si x € [g,g], y € g. Entonces g es
resoluble.

La demostracién se basa en que el homomorfismo dado por ad tiene como nitcleo el centro de g
que es resoluble. Al ser la imagen resoluble por el criterio de Cartan, también g lo es.

2.3. Algebras semisimples

Una clase de algebras de Lie, que serd la que estudiaremos en los proximos capitulos, es la de
las algebras semisimples.

Definicién 2.5 Se dice que el dlgebra de Lie g es semisimple si no tiene ideales abelianos propios
y no es abeliana (lo que equivale a decir que el inico ideal abeliano que tiene es el 0).

Un élgebra de Lie es semisimple si y solo si su radical es 0. En efecto, si el radical es 0, el inico
ideal resoluble es 0. Como todo ideal abeliano es resoluble, no hay ideales abelianos salvo el 0 y
por tanto el dlgebra es semisimple. Si el dlgebra es semisimple, no hay ideales abelianos. Tampoco
puede haber ideales resolubles (distintos del 0), pues si un ideal es resoluble, D¥(J) es 0 para un
primer k y por tanto D*~1(J) es abeliano (y no trivial), lo que no es posible.

Ejemplo 2.6

s[(2,K) es un dlgebra de Lie semisimple.

0(4,C) ={X € C¥**: X + XT =0} es un algebra semisimple.

Sin embargo, gl(2, K) no es un algebra semisimple. Como hemos visto, KI5 es un ideal de esta
algebra, que es abeliano y por lo tanto nilpotente y resoluble. El radical de gl(2,K) debe contener
este ideal luego no es 0. Como se puede comprobar facilmente, el radical coincide con K.
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Definicién 2.6 Se dice que el dlgebra de Lie g es simple si:
1. no es abeliana

2. los unicos ideales son 0 y g.

Ejemplo 2.7

5[(2,C) es un algebra simple.
0(4, C) no es un élgebra simple. Tiene un ideal que es isomorfo a s[(2, C). M4s precisamente:

0(4,C) =sl(2,C) ¢ sl(2,C)

Introduciremos ahora la forma de Killing, que nos permitira establecer un criterio para saber
si un algebra de Lie es semisimple.

Definicién 2.7 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Se define la forma de Killing como:
K(z,y) = tr(ad, ad,) (2.40)
Obviamente es simétrica. Ademds verifica

K(z,[y,2]) = K(v,ad, 2) = tr(ad, ad},,.) = tr(ad,(ad, ad. — ad; ad,)) (2.41)
= —tr((ady ad, —ad, ady) ad.) = —tr(ad, . ad.) = —K([y, z], 2) (2.42)

y es por tanto una forma bilineal invariante simétrica como veremos en el proximo capitulo.
Las propiedades de la forma de Killing permiten caracterizar a las algebras semisimples.

Proposicion 2.4 Un dlgebra de Lie es semisimple si y solo si su forma de Killing es no degene-
rada.

La demostracion es como sigue. Supongamos que g es semisimple y probemos que K no es de-
generada. El radical de K, gt = {z € g : K(x,y) = 0 Vy € g} es un ideal, como se demuestra
facilmente. Ademsds, es resoluble, ya que tr(adyad,) = 0si z,y € g+ (usando el criterio de Car-
tan). Si g+ es no trivial, esto quiere decir que existen ideales abelianos no triviales, lo que no puede
ocurrir al ser g semisimple. Por tanto g = 0 y la forma es no degenerada. Veamos el resultado
contrario. Supongamos que K es no degenerada, es decir que su radical es 0. Probemos que todo
ideal abeliano J de g estd contenido en rad K (y por lo tanto es trivial). Sea « € J, y € g, queremos
probar que K (x,y) = 0. Pero al ser J abeliano, [J,J] = 0. Como ad, ad, va de g en J, se tiene que
(ad, ady)? = 0, con lo que ad, ad, es nilpotente y su traza es cero, luego K(z,y) = 0

El ser semisimple es una propiedad que se conserva bajo extensiones de cuerpos. No podemos
entrar aqui en los detalles de esta importante cuestién (ver [5] pagina 70).

FEl resultado més importante que nos queda por probar se refiere a la estructura de las algebras
semisimples. Veremos a continuacién que toda algebra semisimple es la suma directa de todos sus
ideales (que obviamente no son abelianos). El resultado se puede establece para dlgebras asociativas
(ver [5], pdgina 71), pero nos limitaremos a las de Lie.

Teorema 2.7 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita, semisimple. Entonces, g tiene un
numero finito de ideales simples, J1,..., I, y se puede escribir como la suma directa de todos sus
ideales simples:

9=013 &7, (2.43)
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La suma directa es como subespacios de g, pero al ser ideales, el conmutador [J;,J;] estd contenido
en la intersecciéon J; N J; = 0 y por lo tanto es una suma directa de subélgebras. Usaremos
induccién en la dimensién de g y la caracterizacién de algebras semisimples por las propiedades
de sus formas de Killing. Si no hay ideales propios, el dlgebra es simple. Sea J un ideal propio
minimal. Su ortogonal, segin K, es también un ideal y se tiene:

g=J07" (2.44)

pues, usando el criterio de Cartan, la interseccién J N J+ es un ideal resoluble que debe ser 0.
Como cualquier ideal de J lo es de de g, J es semisimple y al ser minimal es simple. Se tiene que
J1 es semisiple y de dimensién menor que g. Aplicando la hipétesis de induccién se demuestra el
teorema. Cualquier ideal simple esta en la lista de los J;. Efectivamente, sea J un ideal simple. El
conmutador [J, g] es un ideal contenido en J. Como J es simple es 0 o J. Pero el centro de g es
cero, luego [J,g] = J. Si usamos la descomposicién en suma directa de ideales, se tiene:

O, =03,0]@ - ®[3,3,]=7 (2.45)

por lo que existe ¢ € {1,...,r} tal que [J,7;] =T y [J,7;] = 0 para j # i. De [J,7;] =T se deduce
j =

que J C J; y como J; es simple se tiene Ji.

Se puede comprobar facilmente que la restriccién de la forma de Killing a cada uno de los
ideales es la forma de Killing del ideal. Todos los ideales de un algebra semisimple son semisimples
y suma directa de ideales simples del dlgebra. Ademas, el dlgebra derivada [g, g] coincide con g (se
dice que g es perfecta).

Finalmente enunciaremos sin demostraciéon un resultado debido a Levi sobre la estructura de
un algebra de Lie en relacion a su radical.

Teorema 2.8 Si g es un dlgebra de Lie y v su radical, se tiene:
1. g/t es un dlgebra semisimple

2. (Teorema de Levi) Si g es un dlgebra de dimension finita, con radical v, existe una subdlgebra
semisimple de g, s, tal que:
g=5dt (2.46)

(como suma de espacios vectoriales).

Como consecuencia, s ~ g/t. El dlgebra s no es unica. Sin embargo, existe un automorfismo
que relaciona dos de estas dlgebras, exp ad,, donde z es un elemento del nil-radical de g (es una
consecuencia de un teorema debido a Malcev y Harish-Chandra, ver [5], pdgina 92). El nil-radical
de un dlgebra de Lie (de dimensién finita) es un ideal nilpotente (que existe y es inico) que contiene
a todo ideal nilpotente del algebra. Estd contenido en el radical del dlgebra.
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Capitulo 3

Introduccion a la teoria de
representaciones

Aunque volveremos maés adelante al estudio detallado de la teoria de representaciones de alge-
bras de Lie, introduciremos aqui unos conceptos elementales que necesitaremos en los proximos
capitulos.

3.1. Derivaciones

Definicién 3.1 Sea A un dlgebra sobre un cuerpo K. Una aplicacion lineal § : A — A es una
derivacion si:
6(zy) = 0(x)y + xo(y) (3.1)

Si g es un algebra de Lie, una derivacién verifica:
6([z,y]) = [0(x),y] + [z, 6(y)] (32)

La composicién de derivaciones no es una derivacién. Sin embargo el paréntesis de Lie (como
conmutador en el dlgebra asociativa de las aplicaciones lineales) sf es una derivacién,

[61,02](zy) = [01, 2] (2)y + z[d1, 62](y) (3.3)

por lo tanto, el conjunto de todas las derivaciones, Der(A), (que es un subespacio vectorial del
conjunto de los endomorfismos lineales del dlgebra como espacio vectorial), es una subélgebra del
algebra de Lie asociada, gl(A).

Dada un algebra de Lie, g, se dice que una derivacién § es interna si existe un elemento del
algebra x, tal que se tiene:

o(y) = [z,y], Vy € g (3.4)

Es decir, § = ad, en la notacién introducida previamente. El conjunto de las derivaciones
internas de g es un ideal de Der(g). En efecto, si § es una derivacién y x € g entonces [, ad,] es
una derivacién interna, pues:

[0,ads]y = dad. y — ad, 0y = 6lx, y] — [z, 0y] = [6x,y] = adsx y (3.5)

Proposicion 3.1 Todas las derivaciones de un dlgebra de Lie semisimple son internas.
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Un &lgebra semisimple tiene centro igual a 0, por lo que el homomorfismo ad : g — gl(g) es un
isomorfismo de g en su imagen, ad g (las derivaciones internas, un ideal en Der g). Por tanto,

[Derg,adg] C adg (3.6)

La forma de Killing de ad g es la restriccién de la forma de Killing de Der(g) a ad g y es no dege-
nerada (g es semisimple y g y ad g son isomorfas). El ortogonal de ad g en Der g tiene interseccién
0 con ad g (porque la restriccién de la forma de Killing es no degenerada). Al ser ad g un ideal, su
ortogonal también lo es, y al ser la interseccién 0 el conmutador es también 0.

Sea § € Der g, un elemento del ortogonal de ad g. Para todo x € g se tiene

[0,ad,] =0 (3.7)

luego ads, = 0 y por tanto dz = 0 para todo x € g, luego § = 0. Es decir el ortogonal de ad g es 0
y se tiene ad g = Der g, toda derivacién es interna.

Pero un &lgebra nilpotente (por ejemplo) tiene al menos una derivacién no interna (Ver [4],
p.14 ejemplo 9 y [5] p.29, ejemplo 15).

3.2. Representaciones
Veamos como se define una representacién lineal.

Definicién 3.2 Sea g un dlgebra de Lie y V' un espacio vectorial. Una representacion de g en V
es un homomorfismo (de dlgebras de Lie): w: g — gl(V'), donde gl(V') son los endomorfismos de
V' con la estructura de dlgebra de Lie asociada al conmutador.

Se tiene por tanto:
m([z,y]) = [v(2), 7(y)], ;¥ € g (3.8)

Las representaciones de un algebra de Lie se pueden introducir de otra forma equivalente, como
la accién de un algebra de Lie en un espacio vectorial.

Definicién 3.3 Una accion de un dlgebra de Lie en un espacio vectorial es un aplicacion bilineal:

gxV — V
(z,0) — z-v (3.9)
que verifica:
[zy] - v=2-(y-v)—y-(z-v) (3.10)

En este caso, se dice que V es un g-moddulo con respecto a la acciéon dada.
Dada un accién tenemos una representacion y viceversa. Sea 7 una representacién en un espacio
vectorial V. Definimos la siguiente accion en el espacio V:

gxV — v

(z,v) — 7(z)v (3.11)

puesto que 7(x) es un endomorfismo de V. Es inmediato probar que se verifican las propiedades
de accién. De igual forma, dada una accién (-), se puede definir una representacion:

m(x)v=x v (3.12)

Es evidente que 7(z) es un endomorfismo de V' y por tanto, 7 es un homomorfismo de dlgebras de
Lie.

Dado un médulo del dlgebra de Lie g (no especificaremos la accién cuando no sea necesario),
es posible hablar de submédulos:
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Definicién 3.4 Sea V un mddulo del dlgebra de Lie g. Se dice que un subespacio vectorial de V
es un submddulo si es un g-mddulo (es decir, si la accion de g lo deja invariante).

Definicién 3.5 Se dice que un g-mdodulo es irreducible si no tiene submddulos propios.

De forma equivalente, si los endomorfismos de la representacién asociada no tienen ningun
subespacio invariante comun.

Definicién 3.6 Se dice que una representacion es fiel, si ker m = 0
Veamos un ejemplo de una representacién que se usara con frecuencia en el futuro.

Ejemplo 3.1

Repasemos la definicién de representacién adjunta. Como g tiene una estructura de espacio
vectorial, podemos considerar a g como un g-médulo:

ad: g — gl(g)
- ad, (3.13)
donde, como ya sabemos:
ade s g = g (3.14)

y — adyy =[x,y

Es facil ver que se verifican las propiedades de g-médulo. En general, ad no es una representacién
fiel. Su nucleo, como ya hemos visto, es el centro del algebra.

ker(ad) ={ze€g: ad, =0} ={x eg: [z,y| =0, Yy € g} = Z(g) (3.15)

Ejemplo 3.2

Consideremos como ejemplo de la representacién adjunta g = s((2,K). Es ficil ver que en la
base considerada anteriormente {h, e, f}, las matrices que representan a estos elementos son:

00 0 00 1 0 -1 0
ady=10 2 0|, ade=| -2 0 0|, adgj=|0 0 0 (3.16)
00 —2 00 0 2 0 0

Dado que un g-médulo tiene una estructura de espacio vectorial, podemos introducir las si-
guientes operaciones con modulos.

Definicién 3.7 Mddulo cociente:
Sea V' un g-mddulo y V' un submddulo de V. Entonces, el espacio cociente V/V' tiene estructura
de g-modulo. La accion de g es:
z-(w+V)=z-v+V' (3.17)

y estd bien definida al ser V' invariante bajo g.

Definicién 3.8 Suma directa de g-mddulos:
Sean V;, j € J, g-mddulos. Entonces ©jc;V; es un g-modulo. Si ©v; es un elemento del médulo
suma, la accion de x € g es:
z - (Bv;) = ®(z - vj) (3.18)

donde - es en cada caso, la accion correspondiente al modulo del que se trate.
Si consideramos las representaciones asociadas, m;, la representacion en el modulo suma se
escribe como @ e T;.
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Definicién 3.9 Productos tensoriales:
Sean V;, j =1,...,n g-mddulos. El producto tensorial de estos médulos: ®@_,V; es un mddulo
de g, y la accion se define por:

m~(v1®02®...®vn):Zv1®v2®...®(:covj)®...®vn (3.19)
j=1

Desde el punto de vista de representaciones, se habla de la representacion producto tensorial
de ;.

Dado un g-médulo V', o la representacion asociada m, se puede hablar de la representacién
contragradiente (dual) en el g-médulo V*, que verifica

(r*(z)w)(v) = —w(w(x)), ze€g,veV,weV” (3.20)
Veamos que se cumplen las condiciones para que sea una representacion:
([7* (2), 7™ (Y)|w) (v) = (7" (x)7" (y)w)(v) — (7" (y)7* (2)w)(v)
— (7" (y)w)(r(x)v) + (7" (z)w) (7 (y)v)
w(m(y)m(z)v) — w(r(z)T(y)v) = —w(rlz, yl(v)) = 7" [z, ylw(v)

Si se hace el producto tensorial de una representacion y su contragradiente, usando el lenguaje
de modulos, se tiene:
z-(VQW) =2 VQWH+ VR T W (3.21)

Pero, como es bien sabido, V ® V* ~ End(V). Dados v € V y w € V* se define f € EndV
por f(u) = w(u)v. Sea 7 un representacién en V, 7* su representacién contragradiente en V*.
Definimos una representacién mgyq(y) usando (3.21)

(TEnd(v) (%) fo,0) (W) = fr(@yo,w(W) + fone@)w(w) = ww)r(z)v + (77 (z)w) (u)v
=wu)m(x)v —w(r(z)u)v = 7(x) fo.u(w) — fow(T(z)u)

y, para cualquier f € EndV,
Tend(v) (@) f = () f — fr(z) (3.22)

Uno de los teoremas mads ttiles cuando se trabaja con representaciones es el lema de Schur:

Teorema 3.1 Sea m una representacion irreducible de un dlgebra de Lie g en un espacio vectorial
V.

1. Todo endomorfismo de V invariante bajo la representacion w, es trivial o un automorfismo.

Por invariante se entiende lo siguiente:
feal(V), f(x(2)v) =7(x)f(v), z€g, veEV (3.23)

2. Si o es un endomorfismo de V que conmuta con w(x), para todo x € g, entonces, si existe
un autovector de o en'V, o es un escalar (un mailtiplo de la identidad).

Finalmente, para acabar este capitulo, introduciremos la nocién de forma bilineal invariante.

Definicién 3.10 Sea m una representacion del dlgebra de Lie g en el espacio vectorial V. Una
forma bilineal en V' es invariante bajo g respecto la representacion m si:

(r(x)v,w) + (v,m(x)w) =0, Vreg vyweV (3.24)
Se dice que una forma bilineal en g es invariante si lo es bajo la representacién adjunta:
(lz,y],2) + (y, [z, 2]) =0, z,y,z€9 (3.25)

Obviamente, la forma de Killing es un caso especial de formas bilineales invariantes simétricas
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3.3. Reducibilidad de representaciones

Como hemos dicho, una representacién es reducible si existen subespacios del espacio de repre-
sentacién que son invariantes (es decir si el médulo correspondiente tiene submdédulos). Pero si W
es un subespacio invariante, su complementario puede ser invariante o no. En el caso de que lo sea,
el espacio se escribe como la suma de dos subespacios invariantes. En general,

Definicién 3.11 Se dice que un representacion es completamente reducible si el espacio de repre-
sentacion es suma directa de subespacios invariantes irreducibles.

No toda representacién reducible es completamente reducible, pero para algebras semisimples
se tiene:

Teorema 3.2 (Teorema de Weyl) Toda representacion de dimension finita de un dlgebra se-
misimple es completamente reducible

No incluiremos la demostracién aqui (ver por ejemplo [4], pdgina 28).
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Capitulo 4

Algebras envolventes

El 4lgebra envolvente (un objeto universal en la categoria de dlgebras asociativas) constituye
una herramienta indispensable en el estudio de las algebras de Lie. Para describirla, definiremos
primero lo que se entiende por algebra tensorial.

4.1. Algebra tensorial

Sea X = {z;}jes un conjunto de simbolos. Podemos construir monomios en los simbolos del
conjunto X, simplemente por yuxtaposicién:

leij te xjn

Si r simbolos consecutivos son iguales, se escribe: zjz; ... z; = x7.

Sea M(X) el conjunto de monomios (incluido el monomio “vacio”, sin ningin sfmbolo). Si
definimos en M (X)) un producto, por yuxtaposicién de monomios, este conjunto se convierte en un
algebra libre (no hay relaciones entre sus elementos). La estructura de espacio vectorial viene dada
al considerar M (X) como una base. La llamaremos A(X), y es un dlgebra asociativa con elemento
unidad. Es el dlgebra asociativa libre generada por X.

Esta algebra es un objeto universal en la categoria de dlgebras asociativas. En realidad, vamos
a definir el algebra asociativa libre como un objeto universal, y después veremos que el algebra
anteriormente estudiada es una representacién explicita de un algebra libre.

Definicién 4.1 Sea X un conjunto no vacio. Un dlgebra asociativa libre sobre X (y un cuerpo K)
es un dlgebra asociativa A con una aplicacion i : X — A, tal que, si A’ es otra dlgebra asociativa
y f: X — A es una aplicacion, existe un inico homomorfismo de dlgebras f : A — A’ que hace
conmutativo el diagrama:

x Low
il (4.1)
A

De acuerdo con esta definicién, el dlgebra definida anteriormente es un algebra libre sobre X,
el conjunto de simbolos, y la aplicacién ¢ la inclusion.

Supongamos ahora que el conjunto de simbolos es una base de un espacio vectorial V: {v;},e.
En este caso, el algebra asociativa libre se llama el dlgebra tensorial sobre V:

V)= { Z Qj1jz...jn V1 Vja + - - vjn} ) (4.2)

neN
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donde los coeficientes aj, ,...;, son elementos del cuerpo K todos nulos salvo un nimero finito. El
algebra tensorial se puede poner como una suma directa:

T(V)=EPT1"(V) (4.3)

neN

donde T™(V) es la envolvente lineal de los monomios de grado n (el grado de un monomio es el
numero de elementos que lo forman). Pero el dlgebra asi definida también se puede poner como:

TV)=KaVaeVeaV)e- - =aT" (4.4)

con

T"(V)=VeVe -V, T'=K, T'=V (4.5)

El dlgebra T'(V') no es un élgebra conmutativa. Pero, si consideramos el ideal: J = lin(v ® w —

w v, v,w € V), el dlgebra cociente T(V)/J es un algebra conmutativa que se conoce como el
algebra simétrica de V:

S(V)y=1T(V)/J (4.6)

Veamos ahora la definicion de dlgebra envolvente universal.

Definicién 4.2 Sea g un dlgebra de Lie. Un dlgebra envolvente universal de g es un par (U, o),
donde U es un dlgebra asociativa y o : g — U, que verifica:

1. o es un homomorfismo de dlgebras de Lie entre g y Ur,

2. Si A es un dlgebra asociativa y f es un homomorfismo de dlgebras de Lie, f : g — Ap,

entonces existe un unico homomorfismo de dlgebras: f : U — A tal que el siguiente diagrama
es conmutativo.

g ENY
ol (4.7)
u

Se demuestra que el dlgebra envolvente de un dlgebra de Lie existe y es tnica salvo isomorfismo.
La construccién del dlgebra envolvente se hace a partir del dlgebra tensorial T'(g), construyendo su
cociente por el ideal bildtero J, generado por los elementos de la forma: z @ y — y ® x — [z, y] con
z,y € g. Entonces se tiene:

U(g) =T(a)/7 (4.8)

Se llama aplicacién canénica, o, de g en U(g) a la composicién de las aplicaciones g — T'(g) — U(g).
La proyeccién candnica 7 : T'(g) — U(g) verifica

(X1 ®...0x,) =0(x1)...0(xy) (4.9)
En particular, como t @ y — y ® x — [z,y] € J, se tiene
@y —y®@z—[z,y]) =0 (4.10)

es decir,
o(x)o(y) —o(y)o(z) = o([z,y]) (4.11)

Ademds, si el algebra g es abeliana, el dlgebra envolvente coincide con el dlgebra simétrica

U(g) = 5(g) (4.12)
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4.2. El teorema PBW

Uno de los resultados més importantes sobre las algebras envolventes es el teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, que permite construir una base en esta algebra:

Teorema 4.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sea g un dlgebra de Lie con base {z;},cs, donde J es
un conjunto bien ordenado (es decir, todo subconjunto no vacio tiene primer elemento). Entonces,
el conjunto de elementos del dlgebra envolvente:

U(Ijl)o—(sz)"'J(:rj7z)’ J1<j2<...<jn, n€Zsg
junto con el elemento unidad 1 € K, es una base de U.

Veamos cémo se demuestra esta resultado (para dimensién finita). Sea {z1,...,2,} una base
de g, y o(z;) = y; sus imagenes en U(g). Si I = (41,...,1p) enteros comprendidos entre 1 y n se
escribe yr = ¥, - -+ i, que es un elemento de U(g).

Si Uy, = m(T° @ --- @ TF), las series crecientes de enteros I, con longitud menor o igual que
k generan U, (es suficiente tomar las series crecientes. Si se tiene una que no lo es, se cambia el
orden y eso genera elementos de orden inferior a k).

Sea P=K|z, ...,2,], P, = K;[z1,...2,] (polinomios de grado menor o igual que r en la inde-
terminadas z;). La demostracién del teorema PBW se reduce a trasladar al espacio de polinomios
la estructura del algebra envolvente.

Se tiene el siguiente resultado (ver [1], pagina 70). Para cada entero p > 0, existe una aplicacién
lineal unica f, : g® P, — P que verifica que la restriccién de f, a g® Pp_; es f,—1 y las siguientes
propiedades:

(Ap) : fplwi ®21) =221, <1, 21 €B (4.13)
(Bp): fp(vi®z21) — 221 € Py, 21 € Py, ¢ <p (4.14)
(Cp)+ fo(@i® fp(xj ®21)) = fp(z; @ fo(xi ® 25)) + fp[ziszj] @ 25), 27 € Ppa (4.15)

La demostracion de esta propiedades se hace por induccion en el grado p. Para p = 0 se tiene:
(Ao): folzi®1) =2 (4.16)
que es la definicién de fy. La condicién (By) se satisface trivialmente
(Bo): fo(®i®A) —Az; € Php=K (4.17)

y (Co) no tiene sentido. Supongamos que el resultado es cierto hasta f,_1. Lo tinico que tenemos
que probar es que podemos extender linealmente f,_; a g ® P, de forma tnica de manera que se
cumplan las condiciones exigidas. Entonces f, restringido a P,_1 es f,_1.

Veamos como definir f,(z; ® 2z7), con I una serie de enteros entre 1 y n, con p elementos. Si
i <1, (Ap) fija la definicién:

(Ap) : fp(l‘i X Z]) =zz;, <1, z1€ Pp (418)

Si i £ I, existe un elemento de I, j, que es menor que i: elegimos ese elemento de forma que todos
los otros en I sean mayores o iguales a él. Sea I = (j,J), con j < iy j < J. Aplicando f,_1 (pues
J tiene p — 1 elementos) tenemos:

fo—1(z; ® 25) = zj25 = 21 (4.19)

Por lo tanto,
fo(zi ® z1) = fp(2: @ fp-1(7; ® 27)) (4.20)
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Como queremos que se cumpla (C}), podemos escribir
fo(@i ® 21) = fp(2; @ fp—1(z: ® 21)) + fp-1([zi, 23] ® 25) (4.21)
La aplicacién f,_; verifica las tres propiedades, luego
fpm1(@i®2zy) = zizg+w (4.22)

siendo w un elemento de grado p — 1 (en principio de grado menor o igual que p, pero es facil ver
que no puede ser igual a p al no ser ¢ < I) Sustituyendo, y aplicando la definicién de f, para el
caso ¢ < I, se tiene:

fo(xi @ 21) = fp(z; @ 2i27) + fp-1(z; @ w) + fp-1([zi 2] © 27)
= 22z + fp-1(x; @ w) + fp-1([2i, 7] ® 27)
= 221 + fp—1(x; @ w) + fp1([xi, 2] @ 27)

En, resumen, usando (A,) y (Bp) y la hip’otesis de induccién tenemos definida a f, como una
prolongacién lineal de f,_1 que verifica (4,) y (Bp) (21 € P,):

ZiRT, lg[

: . o (4.23)
ZiZI""_fpfl(xj ®U}) +fp71([ajiaajj] ®ZJ)a 1 ﬁ I7 I= (]a J)7 J <z, J S J

fr(zi®zr) = {

conw = fp_1(x; ® z5) — z;z;. En lo que sigue usaremos siempre f, aunque en ocasiones se deberia
escribir f,, con ¢ < p. Solo queda por comprobar que se verifica (C}). Esta propiedad se ha usado
en el caso j < 7, j < J. Ademds debido a la antisimetria del paréntesis de Lie, es inmediato que
también es cierta cambiando los papeles de ¢ y j , es decir, si ¢ < 7, ¢ < J. El caso i = j es trivial.
Solo nos queda demostrarla si ¢ > J y j > J. Entonces ¢ y j son mayores que algin elemento de
J. Sea k el menor de ellos. Se tiene:

J=(kK), k<K, i>k j>k (4.24)
Aplicando fp, se tiene (25 = 2zx2K):
fo(m ®27) = fo(x; ® fp(zr ® 2K)) = fp(r ® fp(z; ® 2K)) + fp([2), 28] ® 2K) (4.25)
y por la hipétesis de induccion,
oz ®2x) = zjzk +w, wE Pp_y (4.26)
Teniendo en cuenta que
fo(@i @ fp(zr @ fp(z; ® 2K))) = fp(zi ® fpar ® 2jzK)) + fo(@: @ fp(zr @ w)) (4.27)
y que, de acuerdo con lo dicho anteriormente, se puede aplicar (Cp) a
1. f(z: @ fpzr ® 2j2K)), pues k < j y k < K (ademds de k < 1)
2. fp(x; @ fp(zr ® w)), usando la hipdtesis de induccidn, y el que w € P,_o,

concluimos que la condicién (Cp) se puede aplicar a fj,(z; ® fp(zr ® fp(x; ® 2K))). Debido a esto

fo(@i @ [z @ 25)) =fp(2i ® fp(zr @ fp(z; ® 2K))) + fo(@i @ fp([z5, 28] ® 2K))
=fp(xr @ fp(z: @ f(z; ® 2K))) + fo([7i, k] @ fp(z; ® 2K)))
+ follzj, zk] @ fp(zi ® 2K)) + fp([zi; [2), 2] © 2k)
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Todo lo anterior se puede decir también intercambiando ¢ por j. Por tanto

fo(@: ® fp(zj ® 25)) — fp(2; ® fp(z: ® 21))
= fp(xr @ fp(2: ® fp(z; @ 2K))) — fp(Tk @ fo(z; @ fp(zi ® 2K)))
+ fo([zis [z, 2] @ 210) — fo([2j, [24, 28] ® 2K)
= fo(zr ® (fp(zi ® fo(z; ® 2K)) = fp(2; ® fp(2i ® 2K)))
+ fo(([ws, [z, 2] = [25, 5, 28]) ® 2K)
= fo(zr ® fp([zi 75] ® 2K) — fp([@k, (25, 25] ® 2K) = fp([@i, 23] ® fp(zk @ 2K))

Como
fp(flik X ZK)) = ZLRK = 2J (428)

por induccién, se tiene finalmente
fo(zi @ fp(a; ® 25)) = fpl@; @ fplai @ 21)) = fp(lwi, x;] ® 27) (4.29)

que es (Cy).

Una vez construidas las aplicaciones f,, volvamos a nuestro objetivo (la demostracién del teo-
rema PWB). En primer lugar probaremos que los monomios y; para toda serie creciente I son una
base de cu(g). De lo anterior, esté claro que podemos definir

figxP—P, f(xyz1)=2zz1,1<I (4.30)
bilineal, tal que:
fQiszr) = zizr, i < I, f(wa, [, 20)) = [y, (@i 20)) + f[wi 5], 25), Vi, T (4.31)
Esto nos da una representacion del dlgebra g en el espacio de polinomios P,
plxi)zr = f(xi,2zr), <1 (4.32)
Debido al caracter universal del dlgebra envolvente, podemos definir un homomorfismo
p:U(g) = End(P), @(yi)zr = zizr, 1 <1 (4.33)
Es fécil ver ahora que
eyl =zr, I=(i1,...,0p),101 <idg-- <ip (4.34)

Como los monomios z; son linealmente independientes, se deduce que los y; también lo son.
Estd claro que también son un sistema de generadores (los monomios y; donde I es de longitud
menor o igual que p generan U, ain restringiéndose a series crecientes, ver mds atrds), luego se
trata de una base.

Como consecuencia de este resultado, la aplicacién candnica o es inyectiva. El teorema PBW
es ahora inmediato.

Teorema 4.2 Si {x1,22,...,Z,} es una base de g, entonces, los monomios

o(x)* - o(x)im iy, €N (4.35)

n s

forman una base de U(g).

Como o es inyectiva podemos identificar a g con un subespacio de U(g) y escribir  en vez de o(x)
para todo x € g.
Las dlgebras envolventes de algebras y subdlgebras estédn relacionadas en la forma natural:
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Sea g’ una subdlgebra de un dlgebra de Lie g, y sea {x;, Yi } je s, re k una base de g tal que {z;},cs
sea una base de g’, con J y K conjuntos bien ordenados. Entonces, la inyeccién g’ — g — U(g)
se puede extender a una inyeccién: U(g') — U(g). Ademsds, si g1,...,8, son dlgebras de Lie, el
algebra envolvente de su producto directo, g = g1 X - - - X g5, es el producto tensorial de las dlgebras
envolventes:

U(g) =U(g1) @ @U(gn)

Utilizando el caracter universal del algebra envolvente se pueden extender las derivaciones del
algebra g a derivaciones del algebra envolvente. Para ello basta considerar la extensién al algebra
tensorial T'(g) en la forma usual.

Veamos como se puede extender la accién de la representacién adjunta del algebra g al algebra
envolvente (utilizaremos un superindice para indicar en que dlgebra estamos trabajando):

ad®(y) = [z,9], z,yecg

Sea ad™ 1a tnica extensién de esta aplicacién al dlgebra tensorial:
adD (@ Oy) =D O B[,y ... Oy,

Nétese que sobre los elementos de g se obtiene la accién inicial. Sobre los elementos de grado 2 la
accion es:

adgcT) (Y1 ® y2) = [7, 1] @ Y2 + 11 @ [, y2]

que es basicamente la regla de Leibniz para las derivaciones.
Pasando al cociente obtenemos la accién sobre el dlgebra envolvente:

ad @) (g, Zyl Az 5] yn (4.36)

Esta 1ltima expresion no es méas que el desarrollo de la férmula usual:

ad¥ ) (4) = zu — vz (4.37)
cuando u = ¥ ... Y,. En efecto:
TU = TY1- Yo = Y1TY2 Yo+ [T Y1]Y2 Y
= ynerZyl Az ys] - yn

Puesto que hemos sido capaces de extender la accién de la representacion adjunta a todo el
algebra envolvente, es obvio que U(g) es un g-médulo. Sin embargo no es ésta la nica estructura de
g-médulo que posee el dlgebra envolvente. Estas son las dos estructuras importantes de g-moédulo
de este dlgebra:

1. La representacién adjunta de g extendida a U(g):

ad @) (4, Zyl 5] Y (4.38)

2. La restriccién a g de la estructura natural de U(g)-médulo de U(g) cuando se considera a
U(g) como un dlgebra asociativa:

(Y1 Yn) = TY1 .- Yn (4.39)



Capitulo 5

Algunos complementos

La teoria de &dlgebras de Lie presenta muchos aspectos que no pueden ser tratados de una
manera completa aqui. Nos limitaremos a esbozar algunos rudimentos y ejemplos interesantes
desde el punto de vista de las aplicaciones en Fisica.

5.1. Cohomologia de algebras de Lie

Veamos la definicién y algunas aplicaciones a casos sencillos.
Sea g un dlgebra de Lie y V un g-mdédulo (la accién se designard por -).

Definicién 5.1 Una k-cocadena de g en V' es una aplicacion p:
prgx-toxg—V (5.1)
que verifica:
1. ¢ es k-lineal

2. ¢ es antisimétrica

El conjunto de las cocadenas de orden m, C™(g,V'), es un espacio vectorial. En particular las
cocadenas de orden cero son el espacio V' y las cocadenas de orden 1 son las aplicaciones lineales
de gen V:

C%g, V)=V, Clg,V)=L(g,V) (5:2)

Entre las cocadenas de orden m y las de orden m + 1 se puede definir un operador lineal de la
forma siguiente:

Definicién 5.2 Se define el operador 6 como:

§:C™(g,V) — C™ (g, V) (5.3)
m—+1 )
5¢($1,...,$m+1) = Z(*l)”rll‘i'@(Zl,...7fi7...xm+1)+
i=1
m m-+1 o
Z Z (—1)Z+Jg0([$i,$j],$17...,fi,...7ﬂfj,...,$m+1)
i=1 j=i+1

39
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La aplicacién asi definida es lineal. En los casos de orden mas bajo su expresién es:

§:C%g, V) — C'(g,V) (5.4)

Sv(z)=z-v, z€g veV=0%V) (5.5)

§:CYg, V) — C?%(g,V) (5.6)

Sp(z,y) =z -o(y) —y- (@) —o(z,y]), zyecg ¢cC(gV) (5.7)

La propiedad maés importante de la aplicacién J es:
§2=0 (5.8)

Su demostracion es sencilla aunque un tanto penosa de escribir. La expresion detallada de esta
relaciéon es:

e O (g, V) I o (g, V) 2 0 (g, V) - (5.9)
entonces:
OmOm—1 =0=1md,,_1 C kerd,, (5.10)

De entre todas las posible cocadenas, hay dos tipos particularmente importantes: los cobordes
y los cociclos.

Definicién 5.3 Sea ¢ una cocadena, p € C™(g,V). Se dice que ¢ es un cociclo si d¢ =0

El conjunto de cociclos es un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas:
Z™(g,V) =kerd,, Cc C™(g,V) (5.11)

Definicién 5.4 Sea ¢ una cocadena, ¢ € C™1(g,V). Se dice que ¢ es un coborde si existe
e C™(g,V) tal que p = 0¢

El conjunto de cobordes es un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas:
B™(g,V) =imd,,—1 C C™(g,V) (5.12)
Pero la propiedad fundamental (62 = 0) implica:
B™(g, V) C Z2™(g,V) (5.13)

Podemos por lo tanto construir el grupo cociente (considerando la estructura de grupo aditivo
de estos espacios vectoriales):

Definicién 5.5 Se define el grupo de cohomologia de orden m como el grupo cociente de cociclos
sobre cobordes:
H™(g,V)=2"(g,V)/B™(g,V) (5.14)

Veamos en los casos elementales como son los cociclos y cobordes.
Un cociclo de orden cero es un elemento del espacio V' que verifica:

z-v=0 (5.15)

para todo x € g, luego se trata de un elemento invariante de la accién del dlgebra sobre el espacio V.
Noétese que invariante no quiere decir que bajo la accién del algebra se obtiene el mismo elemento.
No tiene sentido hablar de cobordes de orden cero. Se tiene: H%(g,V) = Z%(g,V)

Un 1-cociclo es una aplicacién lineal de g en V' que verifica:
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dp=0=o(z,y]) =z -¢(y) —y-¢(x), zycg (5.16)

En cuanto a los 1-cobordes, si ¢ € Bl(g, V), existird un elemento de Z!(g, V'), es decir un vector
v de V tal que:
» = v (5.17)

luego la accion de ¢ es:
plz) =0v(z) =2 v (5.18)

En ciertos casos esta expresiones se ven muy simplificadas. Por ejemplo, cuando se toma el
cuerpo K. La accién es entonces trivial:

z-A=0, ze€g, AeK (5.19)

La accién de la aplicacién § es ahora:

m  m+1

5(,0(331, N 7$m+1) = Z Z (—1)i+j(p([$i,$j], Tly.-- ,.fi, . ,ij, [P ,$m+1) (520)
1=1 j=i+1

Todos los elementos de K son invariantes, es decir cociclos, por lo tanto el grupo de cohomologia
de orden cero coincide con el cuerpo:
H%g,K)=K (5.21)

En particular, las 1-cocadenas verifican:

dp(z,y) = —p([z,y]) (5.22)

Si ¢ es un 1-cociclo, dp = 0, lo que quiere decir:

o(z,y]) =0, zyeg (5.23)

Por tanto, si el dlgebra es semisimple (lo que implica [g,g] = g), los 1-cociclos son triviales y el
primer grupo de cohomologfa es trivial ({0}).
Finalmente, si ¢ es un 2-cociclo:

Sp(x,y,2) = —p([2,y], 2) + ([, 2], y) — ¢(ly, 2], ) = 0 (5.24)

y por tanto, usando la antisimetria de ¢:

o[z, yl, 2) + ¢([z, 2], y) + p(ly, 2], 2) = 0 (5.25)

que es la condicién que debe cumplir una aplicacién bilineal antisimétrica de g x g en K para ser
un 2-cociclo.

Lo anterior es cierto aunque el espacio final no sea K. Basta con que la accién sea trivial. Por
ejemplo, si se trata de un algebra abeliana.

Si el espacio V es igual al dlgebra g, podemos usar como acciéon la representacién adjunta. El
operador d se escribe ahora:

m—+1
Sp(@1, .y mir) = (=) ag, o1, Fy )] +
=1
m m—+1
Z Z (71)’L+Jg0([£€i,£€j],131,...,fi,...7fj,...,mm+1)
i=1 j=i+1

Entonces:
ox(y) = ads(y) = [z,y], z,y€g (5.26)
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y para una l-cocadena:
dp(x,y) = [z,0(y)] + le(x), y] — o[z, y]) (5.27)
y si ¢ es un 1-cociclo:
o([z,y]) = [p(),y] + [z, 0(y)] (5.28)

es decir, ¢ es una derivacion. Si se trata de un 1-coborde, existe un elemento de g, z, tal que:
o(y) = oz(y) = [z, y] (5.29)
Se puede demostrar que si el dlgebra es de dimensién finita y semisimple entonces:
H'(g,M) = H*(g,M) =0 (5.30)

para todo g-médulo M de dimension finita.

5.2. Graduaciones

Dado un K-espacio vectorial, V, y un grupo aditivo, ), una graduacién de V por @ es una
descomposicion de V' en suma directa de subespacios, V', llamados subespacios graduados de

grado a:
P ve (5.31)
aceqQ

Supongamos ahora que tenemos un algebra A, y construimos la graduacién de A como espacio
vectorial con grupo aditivo @. Se dice que tenemos una Q-graduacién de algebras si:

AYAP c AP o, BeqQ (5.32)

Por ejemplo, las dlgebras tensoriales y simétricas anteriormente estudiadas estan graduadas por
N.

Es facil ver que A° es una subdlgebra de A.

Los endomorfismos de un Q-espacio graduado pueden preservar, en cierto sentido, la graduacién.
Se dice que un endomorfismo del espacio graduado V' es graduado de grado A € @ si:

fV) cVerr Vae@ (5.33)

El conjunto de todos los endomorfismo graduados, £2(V) es una suma:

LOV) =@ LrV)cLv) (5.34)
AEQ

donde £*(V) son los endomorfismo graduados de grado A. Este conjunto es una @Q-algebra gradua-
da.
Las graduaciones de algebras son muy importantes como veremos en algunos ejemplos.

5.3. Extensiones centrales
Las extensiones centrales de algebras de Lie aparecen frecuentemente en Fisica. Por ejemplo

cuando se estudia el algebra del grupo de Galileo o las dlgebras de Kac-Moody.
Una sucesion exacta de algebras de Lie es un conjunto de dlgebras y homomorfismos:

fi- fi
Co g1 T g S @i — (5.35)

tal que im f;_; = ker f;.
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Una extensién (g') de un dlgebra de Lie g, es una sucesién exacta corta de dlgebras de Lie:
0—a—g Z5g—0 (5.36)
y, por tanto, ker ¢ = {0} e im 7 = g.

Definicién 5.6 Se dice que la extension de dlgebras de Lie (5.36) es central si a es un dlgebra
abeliana cuya imagen estd contenida en el centro de g'.

Como sucesion de espacios vectoriales y aplicaciones lineales, la sucesion esta escindida, existe
una aplicacién lineal 8 : g — g’ que es una seccién, es decir:

mo B =idyg (5.37)
Esto implica (como espacios vectoriales):
¢ =kerm @im 3 (5.38)
0, si se quiere utilizar la relacién entre el nicleo de 7 y la imagen de ¢ dada por la sucesién exacta:
g =i(a) ® B(g) (5.39)

Pero, en general, 8 no es un homomorfismo de algebras de Lie. Es decir

Blz,y]) # [6(x), B(y)] (5.40)
Podemos construir una aplicacion bilineal igual a la diferencia entre estas dos expresiones:
e(z,y) = [B(z), B(y)] — B([z, y]) (5.41)

Es sencillo ver que ¢ es bilineal.
La aplicacion ¢ cumple las siguientes propiedades:

1. La imagen de ¢ (que estd en g'), estd contenida en la imagen de a mediante i: como ker m =
im 4, basta probar que:
Top=0 (5.42)

pero esto es inmediato:

m(p(x,y)) = 7([B(x), B(y)] = B[z, y]) = [ o B(x),m 0 B(y)] — 7 o B([z,y]) (5.43)

y como 3 es una seccién, m o 3 = idg. De donde se deduce inmediatamente el resultado
(recuérdese que 7 es un homomorfismo de dlgebras de Lie).

2. La aplicacién ¢ es un 2-cociclo (con valores en i(a) que un lgebra abeliana).

Es claro que es antisimétrica. Puesto que el espacio final es un algebra, utilizamos la accién
siguiente:
z-h=[3(z),2], z€a, heila) (5.44)

(el siguiente argumento muestra que se trata de un 2-cociclo aunque i(a) no esté en el centro
de g’) La accién estd bien definida y no depende de la eleccién de 8. Si 5’ es otra seccién,
probemos que:

[B(z),h] = [B'(2),h], z€a, heila) (5.45)

pero:

m(B(z) - B'(x)) = (5.46)
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por ser 3, 3’ secciones. Por tanto,
B(x) — B (x) € kerm = i(a) (5.47)

Ahora bien, la imagen de a mediante 7 es abeliana (ya que a es abeliana y ¢ un homomorfismo
de dlgebras), por tanto,

[B(x) — B'(x),h] =0, x€a, heila) (5.48)

Ahora solo nos queda demostrar que con esta accién ¢ es un 2-cociclo. La expresién que debe
satisfacer es (z,y,z € a):

[6(z), ¢(y, 2)] = [B(y), (x, 2)] + [6(2), p(z, y)]
o([z,y],2) + o(lz, 2, y) — e(ly, 2], 2) = 0
identidad que se comprueba sin mas que sustituir ¢ por su definicién en funcién de (.

Si, como estamos suponiendo, la imagen de a mediante 4 estd contenida en el centro de ¢, la
accion anterior es trivial:

z-h=[8(x),h]=0, xzeg, heila)C Z(g) (5.49)
y la condicién de cociclo es:
e[z, 9l 2) + oy, 2], 2) + o([2, 2, y) = 0 (5.50)
Sustituyendo:
[6([z, 1), B(2)] + [8([y 2]), B(2)] + [8([z, z]), By)] -

Bllz,yl, 2]) = B([ly 2, =]) — B([[z,2],9]) =
[6([z,y]), B(=)] + [8(ly, 2]), B(=)] + [B([2, 1), B(y)]

pues [ es lineal y podemos aplicar la propiedad de Jacobi.

. Veamos ahora que ocurre si cambiamos la seccién 3 por otra 3.

Sea:
a=p-03:9—4¢ (5.51)

Es claro que o toma valores en i(a):

moa(r)=0, Vreg (5.52)
Como « es lineal, es una 1-cocadena:
a € Cl(g,i(a)) (5.53)
y podemos calcular da:
dolx,y) = —a[z, y]) = =Bz, y]) + 5 ([, y]) (5.54)
Pero ¢ y ¢’ son 2-cociclos como acabamos de demostrar, y calculando su diferencia:

e(z,y) — ¢'(z,y) = [B(z), By)] — [6'(), B'(W)] — (B 8)([2,y]) =
y usando ' = 8 — a:
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que es igual a:
= —a([z,y]) (5.55)

debido a que la imagen de « esta en el centro de g. Pero esto quiere decir que:
da=¢—¢ (5.56)
es decir, si cambiamos la seccién, la diferencia de los dos cociclos correspondientes es un

coborde, estan en la misma clase de cohomologia.

Supongamos que el cociclo correspondiente a una secciéon (3 sea un coborde, es decir:
© =48y (5.57)

entonces, la seccion ( se puede sustituir por otra que sea un homomorfismo de algebras de
Lie. Basta tomar:

B =B~ (5.58)

En este caso:
o =p—6y=0 (5.59)
y por tanto 3’ es un homomorfismo de dlgebras de Lie. En este caso se dice que la extensién

es trivial, lo que quiere decir que g’ es isomorfo a la suma directa de dos dlgebras de Lie

En general, como f es lineal, se tiene la descomposicién en suma de espacios vectoriales:

¢ =imB@kern (5.60)
pero si 8 es un homomorfismo de algebras de Lie, im 3 es una subélgebra de g’ y por tanto
se tiene:

g = B(a) ®i(a) (5.61)
o si se quiere:

gr~gda (5.62)

El conmutador en g’ se puede escribir utilizando esta descomposicién (en el caso general,
como suma de subespacios vectoriales):

reg =>r=1 422 71 €Ekerm =1i(a) C Z(g) (5.63)

de donde:
[z, y] = [x2,y2] = [B(u2), B(v2)] = B([uz, va]) + p(u2,v2) (5.64)

donde ug, vy € gy x2 = B(uz), y2 = B(va).

Se pueden definir morfismos entre dos extensiones centrales:

0 - o 5 g "5 g - 0
Lo 1o [ (5.65)
0 — a2 5 ghb -5 g — 0

donde ¢ y ¢ son homomorfismos de dlgebras y los diagramas son conmutativos.
Veamos ahora algunas propiedades que aplicaremos en la préxima seccién.

Definicién 5.7 Se dice que un dlgebra de Lie g es perfecta si

9.0 =9 (5.66)
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Definicion 5.8 Se dice que una extension central:
0—a-h-Tsg =0 (5.67)
es un recubrimiento si g’ es perfecta.

Definicién 5.9 Se dice que un recubrimiento es universal si para toda extension central de g existe
un unico morfismo del recubrimiento a la extension central.

Se puede demostrar que si el recubrimiento existe, es tnico (salvo isomorfismo). Sin embargo
no tiene por qué existir. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.1 El dlgebra de Lie g admite un recubridor universal si y solo si es perfecta.

Se podria pensar que es posible construir el recubridor universal del recubridor universal... Sin
embargo para un algebra de Lie perfecta, su recubridor universal es cerrado centralmente (es decir
es su propio recubridor universal).

Como resumen, diremos que toda extensién central estd asociada a un 2-cociclo, definido como
el término que hace que la seccién 8 no sea en general un homomorfismo de dlgebras de Lie. Y a
la inversa. Todo 2-cociclo genera una extensién central:

Sea v : g x g — a un 2-cociclo (g y a dlgebras de Lie). Se define un espacio vectorial como suma
de los espacios vectoriales asociados a g y a.

gd=gda (5.68)
y en él un paréntesis de Lie dado por:
[z +a,y+0] = [z,y] + a(z,y) (5.69)

Est4 bien definido debido a las propiedades de cociclo de a. Entonces, g’ es un &lgebra de Lie y, si
se definen la inclusién: i : a — ¢’ y la proyeccién 7 : g’ — g se tiene una extensioén central.

5.4. El algebra de Virasoro

El dlgebra de Virasoro es un objeto fundamental en la teoria de algebras de Lie de dimensién
infinita. Daremos su definicién y algunas propiedades fundamentales siguiendo a [8].

Sea K un cuerpo y X un espacio vectorial de dimensién infinita construido tomando una base
numerable {L, },ez:

X =) KL, (5.70)
nez

Definimos un paréntesis de Lie en X que lo convierte en un algebra de Lie:
[Ly, L] = (m—=n)Lyym, n,meZ (5.71)

Se llama a {X,[]} el dlgebra de Witt, W. Es un &lgebra perfecta, )V, W] = W como se puede
comprobar facilmente.
El édlgebra de Virasoro, V, es una extension central del algebra de Witt:

V=Xa&Kc (5.72)

una suma de espacios vectoriales, con el conmutador dado por:

(5.73)

[Ln, L] = (m—n)Lyym + %(n?’ — 1)p+m,0C
[Ly, ] 0
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Como el algebra de Witt es perfecta, segin hemos dicho en la seccién anterior, admite un tnico
recubridor universal:
g=woVv (5.74)

una suma de espacios vectoriales, con 2-cociclo a.

El resultado fundamental es que el dlgebra de Virasoro es el recubridor universal del algebra
de Witt. Veamoslo con cierto detalle.

La propiedad fundamental de los cociclos es:

(L, [Lym, Ln)) + oL, [Ln, Li)) + a(Ly, [Li, L)) =0 (5.75)
Sustituyendo el paréntesis en W, se tiene:
(n —m)a(Li, Linn) + (K = n)a(Lm, Lntk) + (m — k)a(Ln, Likym) =0 (5.76)
Demos algunos valores particulares a k, m,n:

1. Sik=0:
(TL - m)a(LOa Lm-‘rn) = (m + n)a(er Ln) (5'77)

2. Sik+m+n=0:
—(k+2m)a(Lk, L_;) + 2k 4+ m)a(Lym, L_pm) + (m — K)a(L_g—m, Li4m) =0  (5.78)
v haciendo k = 1:

(m — 1)a(Lm+1,L,m,1) = (m + 2)0((Lm,L,m) — (2m + 1)0&([11, L,1) (579)

Definimos ahora el paréntesis en la extension W @ V de la forma que vimos en la seccién
anterior. Primero para los elementos de W:

[Lm7 Ln]* = [Lm; Ln] + a(LTYLy Ln) (580)
En particular si m = 0 se tiene:
[Lo,Ln]* = nLn —|—0¢(L0,Ln) (581)

Se introduce un conjunto de elementos en la extensién W @ V' dados por la expresién anterior:

1
Ly= Lo+ ~o(Lo.Ln), n#0 (5.82)

y queremos calcular sus conmutadores (usando la expresién de la seccién anterior):

1 5
(Lo, Lne = [Lo, L + —o(Lo, Ly} = [Lo, L] + (Lo, Ln) = nLy + (Lo, Ly) = nLy  (5.83)

Sin,m # 0:

- 1 1
[Lins Lp)s = [Lm + Ea(LO’ L), Ly + ﬁa(LO’ L))« = —m)Lpmin + &Ly, Ly) (5.84)

cuando m + n # 0 podemos usar una de las formulas halladas antes para el cociclo «:

n—m

n+m

a(LmaLn) = a(L07Lm+n) (5.85)

de donde:
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[E'rru in]* = (ﬂ - m)me—‘rn (586)

Ya solo nos queda calcular el conmutador * de L, y L_,,. Primero definimos Ly:
~ 1
L() = LQ - 50&(L1.L_1) (587)

y ahora:

~ 1 1
[LnaLfn]* = [Ln + EOC(LO,Ln)v L_,—- EQ(LO,LfTL)]* = [Lna Lfn] + Oé(LnaLfn) =
—2nLo + «(Ly, L)
En general no sabemos cuanto vale «(L,, L_,,), pero si n = 1:

[L1,L_1)e = [L1 + a(Lo, L1), Loy — a(Lo, L)}y = [L1, L_4] + a(L1, L) =
72L0 + Oé(Ll,L_l) = 72Z0

Para calcular los demés, debemos hacer una nueva construccién de cociclos. El conjunto {L},cz
genera un subespacio de la extension central que estamos construyendo. Llamémosle W’. La pro-
yeccion w : g’ — W, con nicleo V), restringida a YW’ es un isomorfismo de W’ en W, como espacios
vectoriales. Sea f:

f=w = w

Lo L (5.88)

Como en general no es un homomorfismo de algebras, no conserva el conmutador, pero la
diferencia es un 2-cociclo, por las mismas razones que estudiamos en el caso de las extensiones
centrales:

[f(Ln), f(Lm]« = f([Ln, Lin]) + ©(Lns Lin) (5.89)
donde ¢ es un 2-cociclo con valores en V. Por tanto:

[Lns Lin)e = (m =) Ly + (L, L) (5.90)

Ahora tenemos que calcular ¢. Para ello empezamos con los casos que ya conocemos:

[Ln, Linle = (M = 1)Ly, n+m#0 (5.91)

por tanto:
O(Ly, L) =0, n4+m#0 (5.92)
(L1, L_1]s = —2Lo + (L1, L_1) (5.93)

de donde:
¢(L1,L-1) =0 (5.94)

La aplicacién ¢ es un 2-cociclo, luego cumple las mismas propiedades que «, es decir:
(m - 1)50(Lm+1a Lf(m+1)) = _(1 + Qm)SO(Lla L—l) + (m + 2)90([/17“ L—m) (595)

es decir:
(m — De(Limt1, L-(mr1)) = (M +2)@(Lm, L) (5.96)

y por lo tanto tenemos una recursién para los valores de :

¢(Ls, L—3) = 4p(L2, L_3) (5.97)

5
QD(L4, L,4) = 5(,0(L37 L,3) = 1030([12, L,Q) (598)
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La regla general es:

m+1
(L, L) = 72@(Lm—17L—(m—1))7 m > 2 (5.99)

m—
y la solucién de esta ecuacién en diferencias:

(L, L) = M@(LQ,L_Q) = ém(mQ —Dp(Ly, L), m>2 (5.100)

y llamando ¢ = 23(Ly, L_5),

Smm?—1), m>2 (5.101)

Lm;L—m, =
@(Lm ) =15

Tras todos estos cédlculos, fiel muestra del ingenio de ciertas gentes, llegamos a la expresion final
del conmutador en la extensién central del algebra de Witt:

Ly En] = (1 = 1) D + —= (1 — 1) 0.0 (5.102)

12

Hemos construido un dlgebra ¥V = W’ + Ke, que es una subdlgebra de ¢’ = W @ V e isomorfa
al dlgebra de Virasoro. Pero, g’ es un recubrimiento universal de W, luego es perfecto. Ademds,
W W', luego:

g=[dgdl=wevwevi=p V=V (5.103)

pues el algebra de Virasoro es perfecta.

5.5. El algebra de Heisenberg

Supongamos un algebra de Lie g y un subespacio unidimensional ¢, tal que:
[9.9] = ¢
5.104
R (5104

Podemos definir ahora una forma bilineal antisimétrica asociada al subespacio c:

[z, y] = ¥(z,y)c (5.105)

donde ¢ es una base de . B
Sirady = {z € g: ¢¥(z,y) = 0,y € g}, el subespacio ¢ estd contenido en el radical. Sea v la
forma inducida en el espacio cociente g/c.

Definicién 5.10 Un dlgebra de Heisenberg es un dlgebra g con un espacio unidimensional ¢ que
verifica (5.104) y tal que ¢ es no degenerada.

Ejemplo 5.1

Consideremos el dlgebra de polinomios s = K[z;] e, en la que definimos los operadores: I(z;),
multiplicacién por x;, y 9/0x;, derivada parcial con respecto a x;, ademas del operador identidad,
1. Entonces,

g = lin{i(z;), ai’ 1} (5.106)

Zj

es un algebra de Heisenberg de dimensién, 2card J + 1.
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5.6. Casimires

En el dlgebra envolvente de una dlgebra de Lie existen ciertos operadores con unas propiedades
que los hacen muy ttiles en numerosas aplicaciones.
Sea g un algebra de Lie de dimensidn finita, semisimple. Consideremos en g una forma bilineal

invariante, simétrica y no degenerada, 3. Dada una base de g, {z1,...,2,}, podemos construir
otra base que sea dual respecto de la primera, con relacién a la forma bilineal 3, {y1,...,yn}:

Debido a esta propiedad de dualidad se tiene, si x € g:
[z, z;] Za”:lcj, [z, yi] mey] (5.108)

y los coeficientes a;;, b;; estdn relacionados por:

n

Qi = Z%ﬂjk = Z ai; Bz, yk) = 5(2(%5%',%) =Bz @il y) =
n=1

n=1

ﬂ(xza [CE yk xz»zbkjyj Zbk‘jﬂ fzayg = —bg;

Consideremos ahora un representacion fiel del dlgebra g en un espacio vectorial V' de dimension
finita:
¢:g9g— gl(V) (5.109)

y sea
Blx,y) = tr(o(x)d(y)) (5.110)

una forma bilineal, invariante no degenerada. Consideremos el endomorfismo de V' dado por:

=Y o)) (5111)

Entonces, el endomorfismo Cg4(3) conmuta con todos los ¢(z). En efecto:

[B(x),Co(B)] = D _[d(x), i) d(yi)] = Y _[d(), dli)]b(ys) + Z p(zi)[o(x), ¢(yi)] =

> (ai +bii)dlz;)d(y) = 0

El operador Cy() es un Casimir del dlgebra. El valor de su traza es justamente la dimensién
del &lgebra. Si ¢ es una representacién irreducible, el lema de Schur asegura que se trata de un
miultiplo de la identidad. El valor de esta constante es la dimensién del algebra dividida por la
dimensioén de la representacion.



Capitulo 6

Estructura de las algebras de Lie
semisimples

Discutiremos en este capitulo la clasificacién de Cartan de las dlgebras semisimples. Mientras
no se especifique lo contrario, K es un cuerpo algebraicamnete cerrado (en estas notas C)

6.1. Subadlgebras de Cartan

El estudio de las algebras semisimples se puede enfocar desde varios aspectos. Por ejemplo en
[5], pdgina 107, se usa el concepto de subélgebras semisimples “split”, porque se quiere extender los
resultados a cuerpos no necesariamente cerrados. Una subdlgebra de Cartan h (ver mds abajo) es
“split” si las raices caracteristicas de los elementos ady, con h € h estan en el cuerpo base. Si éste
es cerrado, una subdlgebra de Cartan “split” es simplemente una subdlgebra de Cartan. En [4],
péagina 35, se hace uso de algebras torales maximales, que son subalgebras maximales compuestas
por elementos semisimples (ad-semisimples). Como se puede demostrar, en el caso de algebras
semisimples, las subalgebras maximales torales son las subdlgebras de Cartan Aqui usaremos las
subdlgebras de Cartan como elementos esenciales en la determinacion de la estructura de las
algebras semisimples.

Definicién 6.1 Sea g un dlgebra de Lie. Se dice que § es una subdlgebra de Cartan de g si

1. es nilpotente
2. es igual a su normalizador (N(h) ={z € g:[z,h] C h})

Como h es un algebra nilpotente podemos aplicar los resultados que obtuvimos en los temas
anteriores. En particular, el dlgebra ady = {ady, : h € h} estd formado por endomorfismos nilpoten-
tes. Podemos descomponer el dlgebra g (que es el espacio de representacién para la representacién
adjunta) utilizando la descomposicién de Fitting:

g=080Dm (6.1)

donde

go = ﬂ g5 (6.2)
heh
en suma directa de subespacios propios generalizados asociados a ady. Sea g el subespacio asociado
al peso A, es decir,
g ={z €g:(ady, —A(z)1lg)"z =0, Yh € b} (6.3)

para algun r € N.
Se tiene

51
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Proposicion 6.1 Si A\, i son dos pesos, entonces
[: e K i (6.4)
En particular, ggd” es una subdlgebra de g y los elementos de ggdm son ad-nilpotentes.

La demostracion se basa en los resultados anteriores sobre pesos en el producto tensorial de repre-
sentaciones

do "
57 sea minimal entre todas las

Proposicion 6.2 Sea & una subdlgebra de g. Sea x € ¢ tal que g
subdlgebras ga’s con z € €. Entonces, si t C g3 se tiene

gads cgad® vzet (6.5)

Proposicién 6.3 Sea £ una subdlgebra de g que contiene a ggd“” para algun x € g. Entonces € es

. . . d. . .
igual a su normalizador. En particular adi®™® es igual a su normalizador.

La demostracién es como sigue. Si ¢ C g%, el endomorfismo ad, actiia en A'(£)/€ y no tiene a 0
como autovalor. Ademds ad,(N') C €, luego ad, actiia trivialmente en el cociente. Esto solo puede
ser si el cociente es trivial, es decir, si € = N ().

Veamos algunas propiedades elementales de las subédlgebras de Cartan.

Proposicion 6.4 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita y b una subdlgebra nilpotente de g.
Entonces, h es una subdlgebra de Cartan si y solo si h = ggd" donde ggd" es la componente nula

de la descomposicion de Fitting de g respecto a ad by (es decir el subespacio propio generalizado de
autovalor 0 de adby) (ver [4], pdgina 80).

El subespacio propio generalizado de autovalor cero de ad b es:

g ={recg:IeN, adjz=0, heh} (6.6)

Sea b una subdlgebra nilpotente de g. Demostremos en primer lugar que N(h) C ggdh. Sea

x € N(h), Entonces [h,x] € b, por lo que, al ser b nilpotente (y por tanto ad, nilpotente sobre b
para todo h € h) se tiene, para un k € N suficientemente grande,

adf[h,z] = ady ™ 2 =0 (6.7)

luego = € ggd". Por lo tanto

h C N (h) C gy (6.8)

Es decir, si h = ggd"7 entonces h = N (h) y b es de Cartan. Veamos la implicacién en sentido
contrario.

Supongamos ahora que h C ggd” b

. Se tiene que ggd es invariante bajo ady (obviamente b

también es invariante bajo ady). Por lo tanto, construyendo el espacio cociente, ggd" /b, podemos
definir en ¢él las aplicaciones correspondientes a ady, ady

ady(z+h) =adye+h, zegy™ hep (6.9)

Estas aplicaciones son nilpotentes (por serlo ady,). Aplicando un resultado previo (proposicién 2.1),
existe un vector no nulo, g + b, con xg € ggd"7 pero xg ¢ b, tal que

ady(wo+bh)=b, hep (6.10)
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Pero en este caso, adp xo = [h,xo] € b, luego zo € N(h). Es decir, h € N (h). Lo que hemos
probado es:
h< gy =S Nb) (6.11)

0, lo que eso mismo, si h = N(h), entonces ) = ggd"7 o sea, si h es de Cartan, h = ggdh. (ver [5],
pégina 58)

b

En realidad, el espacio gg es siempre una subdlgebra si h es nilpotente (no es necesario que

. ad . .
sea de Cartan), y si g; " es el subespacio correspondiente a los autovalores no nulos (o, en general,

el segundo espacio en la descomposicién de Fitting) se tiene
dy _ad d d d d
[l I ER P I AR ) e Fa (6.12)

La demostracién es muy sencilla (ver [5], pagina 58).
La nocién de elemento regular serd muy importante en lo que sigue.

Definicién 6.2 Sea g un dlgebra de Lie y h € g. Se dice que h es regular si la dimension del
subespacio propio generalizado de autovalor 0 de ad;, es minima.

Se llama rango! de g a la dimensién de b.
Los elementos regulares de un algebra de Lie determinan una subalgebra de Cartan.

Teorema 6.1 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Sea x € g reqular. El subespacio propio
generalizado de autovalor 0 relativo a ad, es una subdlgebra de Cartan de g.

Dada una subélgebra de Cartan, b, el dlgebra se puede descomponer en una suma directa de
subespacios usando la representacién adjunta para la subdlgebra de Cartan (que es nilpotente)
como hemos visto antes

9=00D gy D D Gay (6.13)
Se tiene como sabemos,
80> 95] C Gats (6.14)
go es una subdlgebra igual a h:
g=hDga, B D ga, (6.15)

Los espacios g, se llaman espacios de raices.

Como hemos dicho anteriormente, Teorema 6.1, existen subédlgebras de Cartan (si el cuerpo K
fuera finito el resultado no es correcto). Sea g un dlgebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo
K. Sea {x1,...,2,} una base. Sea K(u) el cuerpo de funciones racionales en las indeterminadas
Ulyevos Uy VG el dlgebra de Lie sobre el cuerpo K(u) (combinaciones lineales de los elementos
de la base de g con coeficientes en K(u)).

Consideremos x,, = u1x; + - -+ + upx, y la representacién adjunta ad,,. El polinomio carac-
teristico de este endomorfismo es:

x(t,u) =t" + gu_1 (W)t 4+ go(u) (6.16)

donde los coeficientes son polinomios en u. Como 0 es un autovalor del endomorfismo (pues
conmuta consigo mismo) se tiene que go(u) = g1(u) = --- = g;_1(u) = 0, g;(u) # 0. Esto implica
que para cada x € g, ad, tiene como autovalor a 0, con multiplicidad al menos . Si g;(a1,...,a,) #
0, el endomorfismo adg, z,+-.-4a,z, tiene el autovalor 0 con multiplicidad ! y entonces Z?:l a;T; es
regular. Esta claro que [ es el rango de g.

Se tiene el teorema (el Teorema 6.1 esté contenido en éste)

IEn [5] se llama rango al niimero n — dim ggdh. Puesto que ady h = 0, el rango es estrictamente menor que la
dimensién del lgebra. Si el dlgebra es nilpotente el rango es cero, pues por el teorema de Engel, los endomorfismos
adz son nilpotentes.
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Teorema 6.2 Sea K un cuerpo (basta con que sea infinito), g un dlgebra de Lie de rangol yx € g
un elemento regular. El polinomio caracteristico de ad, serd:

X(t) = t'x(t),  x(0)#0 (6.17)
Sea go = x(ad,)g, g = (ad,)'g. Entonces:
1. g=go D g (como espacios vectoriales, se trata de la descomposicién de Fitting)
2. go es una subdlgebra de Cartan, dimgy =1
3. [go,0] =[z,8] =9

Veamos la relacion entre los espacios de raices. Sea g un dlgebra de Lie de dimensién finita,
bh una subdlgebra nilpotente y V' un mdédulo de g, con representacién 7. Supongamos (como ya
hemos dicho) que el cuerpo K es algebraicamente cerrado (o que los polinomios cracteristicos
involucrados tienen todas sus raices en el cuerpo). Consideremos la representacién 7 restringida
a h. Como sabemos (ver capitulo 2) el espacio V' se descompone en suma de espacios de pesos,
invariantes bajo m(h):

V=V,&- oV, (6.18)

Lo mismo se puede decir de g considerado como un médulo de § bajo la representacién adjunta.
Por tanto

Como hemos dicho, en este caso a los pesos se les llama raices. Se tiene el siguiente resultado

Proposiciéon 6.5 En las condiciones anteriores, se verifica:
9oV € Vita (6.20)

st o+ o es un peso de V relativo a g. En caso contrario gV, es cero.

La idea de la demostracion es considerar el producto tensorial de la representacién adjunta y de .
vE PV, v= ZTK’(!E&)UZ“ Tl € gas v; eV, (6.21)
i

Definimos la aplicacion f,

i 8@V — gV
g g (6.22)
To @Uy ’/T(iL’a)’U#

que es un homomorfismo de h-médulos. En efecto, la aplicacién f es lineal por la definicién. Ademas,
si h € b, tenemos
adp @m(h)(za @ vy) = adp(za) ® vy + o @ T(h)Vy (6.23)

Haciendo actuar f:
f((adn @7 (h))(xa @ vu)) = 7([h, 2al)vp + 7 (2a) 7 (h)oy = T(R)T (20 )V (6.24)
como f(xq ®vy,) = m(xa)vy, se tiene
7(h)(f(za ®v,) = (h)T(2a)V, (6.25)

que es el resultado anterior, luego f relaciona 7 con ad ®7 como queriamos probar (es decir, es un
homomorfismo de g-médulos). El peso de la representacién producto tensorial es o + p, luego el
de su imagen mediante f, goV),, es el mismo o el médulo es cero (consecuencia de la definicién de
médulos peso).
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En el caso particular en que V, sea un mddulo de la representacién adjunta tenemos que
(admitiendo que o = 0 es una raiz y go = b, aunque en lo sucesivo no consideraremos a 0 como
una raiz)

(6.26)

C gat+p sia+ B esunaraiz
[gou g,@] .
=0 en caso contrario

6.2. Algebras semisimples: raices

Recordemos las ideas esenciales sobre las dlgebras semisimples (sobre un cuerpo infinito alge-
braicamente cerrado, esencialmente C). Como sabemos un élgebra semisimple es aquella que tiene
radical (ideal soluble maximal) igual a 0. O bien, aquella que (siendo no abeliana) no tiene ideales
abelianos no triviales. Un algebra es simple si (siendo no abeliana) no tiene ideales no triviales.
También sabemos que la forma de Killing (K) es no degenerada si y solo si el dlgebra es semisimple.
Un élgebra semisimple se puede escribir como la suma directa (como dlgebras) de dlgebras simples
que son todos los ideales del algebra.

Dada una subélgebra de Cartan h de g, una raiz es una forma lineal no nula del espacio vectorial
b, tal que el subespacio

0o ={y€g:Vxeh Ir>1 (ad, —a(z))y =0} (6.27)

es no trivial.
La descomposicién en espacios de raices es, como ya hemos dicho

g=0hDgaDgg® - Dgy (6.28)
Sea b* el dual como espacio vectorial de h y A el conjunto de raices,
Ach*, A=AuU{0} (6.29)

Veremos a continuaciéon una serie de propiedades de las raices que nos permitiran estudiar la
estructura de las algebras semisimples.

Proposicién 6.6 Si ta son raices, entonces, si €q € o Y €—a € G S€ tiene que
[ease—al €b (6.30)

Es una consecuencia de (6.26) (ndtese que no se dice que si & € A entonces —a € A. Esto lo
veremos mds adelante).

Proposicién 6.7 Sia,3 € A con a+ 3 # 0, entonces

K(ga,95) =0 (6.31)

Veamos primeramente que go = b es ortogonal (siempre segin K) a g,, para toda raiz o € A.
Como a # 0, existe b’ € h tal que a(h') #0. Sea h € h y e, € go. Probaremos que son ortogonales
Por definicion de g, existe un entero r > 0 tal que:

(adp —a(h'))"eq =0 (6.32)

para todo e, € go. Es decir, ady —a(h’) es nilpotente y como a(h’) # 0, se tiene que adp,
(restringida a g,) es la suma de una transformacién nilpotente, mds un mdltiplo (no cero) de la
identidad. El tinico autovalor es «(h). La consecuencia inmediata es que adys es un endomorfismo
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no singular en g,. Lo mismo ocurre con cualquiera de sus potencias, luego, para todo k, fijado
€q € go existe efi € g, tal que
adf, ef = e, (6.33)

Como la forma de Killing es invariante respecto a la representacién adjunta
K(eo,h) = K(ad}, ek h) = £K (€8 ad}, h) (6.34)

El signo depende de k pero es irrelevante, pues h es nilpotente, y por tanto, eligiendo k suficiente-
mente grande se tiene

K(eq,h) =0 (6.35)
como queriamos probar. Supongamos ahora que eg € gg, con o + 3 # 0. Entonces,
K(ea,ep) = K(adw eg,e5) = K([I, e5],e) = K([I, [eq. e5)) (6.36)

Puede ocurrir que o + 3 sea una raiz (no cero). Entonces [el,es] € gats y por lo anterior
K(eq,es) = 0. Si @+ 3 no es una rafz, entonces [e},es] = 0 y se tiene el mismos resultado.

Proposicion 6.8 La restriccion de la forma de Killing a la subdlgebra de Cartan es no degenerada

Si K|y fuera degenerada, existiria h € b tal que K (h,h') = 0 para todo i’ € h. Pero como h es
ortogonal a cualquier elemento de g,, para toda raiz «, se tiene que K seria degenerada en g lo
que no es posible al ser g semisimple.

Siendo h una subdlgebra de Cartan (en particular nilpotente), sabemos que en una base ade-
cuada las matrices que representan adjy son triangulares superiores. La traza de adj, restringido a
ga es a(h)dimg, (pues solo existe un autovalor, a(h), en esta restriccién, por la definicién de los
espacios raices). El producto de dos de estas matrices sigue siendo triangular y por tanto,

K(h,I) = tr(adyady) = > (dim ga)a(h)a(h) (6.37)
aEA

Proposicion 6.9 Sih es una subdlgebra de Cartan de un dlgebra semisimple g, b es abeliana

Los elementos del dlgebra b’, derivada de b, son anulados por cualquier raiz: a(h’) = 0si b’ € B/,
pues, si & € g,, no nulo, se tiene

(W, 2] =a(h')x = [[h1, hal, 2] = [ha, [he, 2]] + [[h1, 2], ho] = a(h2)[hy, 2] + a(hi)[z, he]
=a(hg)a(hi)x — a(h)a(he)z =0 (6.38)

luego
a(hy=0 (6.39)

v las raices se anulan sobre el dlgebra derivada Entonces, para todo h € b,
K(h,h')=0 (6.40)

Como la forma de Killing es no degenerada, b’ =0y h’ = 0 por lo que b es abeliana.

Proposicion 6.10 El conjunto de raices es un sistema de generadores del espacio dual h*
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Si no es asf, existe b’ tal que a(h’) = 0 para todo «. Lo que implica segin hemos visto antes, que
h' = 0. Luego el sistema de rafices es un sistema de generadores de h*. Es decir, al menos hay [
raices independientes donde [ es la dimension de b.

Proposicién 6.11 Si «a es una raiz, entonces —a también lo es

Si @ € A pero —a no es una raiz, entonces g, es ortogonal a cualquier otro subespacio gg (y
también a h). Luego la forma de Killing serfa degenerada. Ademds g, v g—o son espacios duales
respecto a la forma de Killing.

Como la forma de Killing es no degenerada en b, es posible definir un “producto interior” (una
forma bilineal simétrica no degenerada) en b y en h*. como hemos visto,

() = K1) = 3 (dimg(a))a(h)a(h)), hh' €h (6.41)
aEA
Utilizando el teorema de Riesz-Fréchet, dado A € h* existe un unico hy € b tal que
A(h) = (hx,h), hep* (6.42)
y por tanto
(A ) = (has hy) = Mhy) = p(ha) (6.43)

Proposicion 6.12 En la producto interior definido anteriormente en h*, el producto de una raiz
por st misma es distinto de cero:
(a,a) #0, a €A (6.44)

La demostracién se puede ver, por ejemplo, en [5].

Proposiciéon 6.13 Sia € A
dimg(a) =1 (6.45)

Ademds, sia € A yka € A, con k € Z, entonces k = £1.

Sea

o0
Ro =Kea + Kho + Y g ka (6.46)
i=1
donde si ka € A, giq es el subespacio raiz correspondiente y en caso contrario es 0. El subespacio
R, es invariante bajo ady. Si restringimos ady, a Ry, para hq, a(ha) = (@, @), se tiene

tr adhma = (a,a)(l —dimg_, —2dimg_o94 — -+ — kdimg_go —-+) (6.47)
R, es también invariante bajo ad.,_, y ad.__ . Entonces, como hy = [eq,€_4], se tiene
ady, = [ad) ,ad) ] (6.48)

y por lo tanto, tr adhma = 0. Como {(a,a) # 0 se tiene que dimg_, = 1 y dimg_r, = 0, para
k=2,3,.... De forma similar se prueba para a.

Para terminar de estudiar la estructura de las algebras semisimples y los sistemas de raices,
necesitamos algunos conceptos relacionados con el sistema de pesos de una representaciéon. En
primer lugar, aunque volveremos a ello més adelante, estudiamos las representaciones de dimension

finita de s((2, C).
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6.3. Representaciones de dimensién finita de sl((2,C)

Sea {h,e, f} un base de sl(2, C) con las relaciones de conmutacién
[h7 6] = 2e, [ha f] = _2f7 [67 f] =h (649)

y sea m una representacién de dimensién finita en un espacio V. Sean H = w(h), E = w(e),
F = 7(f). Los endomorfismos {H, E, F'} verifican las mismas relaciones de conmutacién anteriores.
Sea j un autovalor de H y v € V' un autovector

Hv = jv (6.50)
El vector Ev es también un autovector de H (si no es cero):
HEv=(EH+2E)v= (j+2)Ev (6.51)

De esta manera obtenemos una sucesién de vectores en V' linealmente independientes (porque
corresponden a distintos autovalores de H) y que necesariamente debe acabar, pues V es de di-
mension finita. Es decir, existe p tal que

EPv#0, EFftly=0 (6.52)

Sea v’ = EPv. Entonces,
Hv'=j"', Ev'=0, j'=j+2p (6.53)

Eliminemos la notacién con primas: existe v € V' tal que

Hv=jv, Ev=0 (6.54)
Aplicamos ahora el operador F'. Tenemos una sucesién de autovectores vo = v,v1 = Fv,...,v4 =
F™y que termina: F™*+1y = 0, con autovalores j,j —2,...,7 — 2m
Consideremos el subespacio de V', W,,,, generado por los vectores:
{vo,v1,...0m} (6.55)

Este espacio es invariante bajo H, E, F' e irreducible. Veamos la accién de FE (las de H y F son
evidentes por construccién). Para el vector v; se tiene

Evy = EFvg = (FE+ H)v = jug (6.56)

La expresién general es
Bv, = (kj — k(k —1))vg—1 (6.57)
Probémoslo por induccién. Para k = 1 es correcta como se ha visto. Para k + 1, supuesta cierta
para k, se tiene:
Evgy1 =EFv, = (FE+ H)v, = F((kj — k(k — 1))vg—1) + (§ — Qk)vj
—(kj — k(k — 1)) Fog_y + (j — 2k)og = (kj — k(k — 1) + j — 2k)u
=((k+1)j—(k+1Dk)vg (6.58)

como queriamos probar. El espacio W,,, es entonces invariante. La traza del operador H (siendo el
conmutador de otros dos operadores) debe ser cero. Por tanto,

j+(j72)+~-~+(jf2m):j(m+1)f%2m(m+1):j(m+1)—m(m+1):0 (6.59)

luego
(6.60)

Il
3
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y j es un entero, asi como el resto de los autovalores de H. Probemos finalmente que el subespacio
W es irreducible. Si W C W; es un subespacio que contiene a un vector de la forma w = c;v; +
-+ - ¢;v4, con ¢; # 0y es invariante bajo H, E, F' entonces contiene a todos los vectores x; y es igual
a Wj. En efecto, aplicando F' un numero suficiente de veces, se obtiene:

|
— " w = v; (6.61)

C;

y por invariancia contiene a los demas.
Finalmente se tiene el siguiente resultado

Proposicién 6.14 Para cada entero j = 0,1,2,. .. existe una Unica (salvo isomorfismo) represen-
tacion irreducible de sl(2,C) de dimension j+ 1, y la accion de los operadores ww(h), w(e) y w(f)
viene dada por las expresiones estudiadas anteriormente.

Si £« son las raices de esta dlgebra, tenemos
a(h) =2 (6.62)

en la base elegida. Sea A el peso correspondiente al autovalor j:

Ah) =13 (6.63)
Como la dimensién de h* es 1, se tiene
A=ka, A(h)=j=kalh)=2k (6.64)
es decir
2&’3 —2%k=j (6.65)

que es un entero no negativo.

6.4. Propiedades de las raices de un algebra semisimple

Sea (V, ) una representacién de un lgebra de Lie semisimple g y A su sistema de pesos respecto
a una subélgebra de Cartan h, A C h* (un sistema finito). Si aw € A, el sistema de raices de g, sea
he € b tal que a(h) = (h, h,). Entonces, eligiendo e+, adecuadamente, se tiene

[ease—a] = ha (6.66)

El subespacio generado por {hg,eq,e_qo} €s una subdlgebra tridimensional de g.

Las proposiciones que siguen a continuacién se refieren a una representacién arbitraria de
dimensién finita. Las usaremos posteriormente aplicadas al caso de la representacién adjunta.
Proposicion 6.15 V es un maodulo para h. Si Vy es un h-mddulo de peso A, entonces

hly, = A(h)1v, (6.67)

La demostracion se basa en que 7(h) es un élgebra de operadores semisimples que conmutan, por
lo que se pueden diagonalizar simultdneamente.

Proposicion 6.16 Consideremos el dlgebra

g =h+Ke, + Ke_, (6.68)
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El espacio V es un mddulo para g(®. Si W es un g'® -submddulo irreducible de V, podemos
encontrar una base {vg,v1,...,v;} tal que:

m(h)vg = (A —ka)(hvg, k=0,1,...,5 (6.69)

mle—a)Ve =vpt1, k=0,1,...,5—1, w(e_a)v; =0 (6.70)
1

ﬂ-(ea)vk = §k(.] —k+ 1)<a7 Oé>Uk_1, k= 1) 27 B ajv W(ea)’l)o =0 (671)

j es un peso que verifica
2(\, )

(o, a)

La demostracién se basa en un uso adecuado de los resultados obtenidos para sl(2, C).

=Jj€Zxo (6.72)

Proposicién 6.17 Siv € V es distinto de cero, tal que w(h)v = A(h)v, m(eq)v = 0, entonces v
genera un g\ -mddulo irreducible.

Proposicién 6.18 Sea A un peso de la representacion (V, ). Consideremos el conjunto de pesos
que tiene la forma A+ ka, k € Z, o € A. Este conjunto estd formado por:

A—qga, A= (¢g—Da,...,. A+ (p—Da,\+pa, p,q>0 (6.73)
Se verifica
2(\, )
—q- 74
ey 47P (6.74)

Proposicion 6.19 Sea v € V' distinto de cero, tal que
w(h)v = (A + pa)(h)v (6.75)

Entonces v genera un g'® -médulo irreducible. Los pesos del conjunto definido anteriormente son
pesos de b en este submddulo. En particular, si A es un peso, el vector definido por

20\ @)

N=A-
(@, a)

o (6.76)

es también un peso y las dimensiones de los espacios peso asociados a X y N son iguales.

La serie de pesos
A—qga, A= (¢g—1Da,..., A\ ..., A\ +pa (6.77)

se llama una a-serie.
Consecuencia inmediata de estos resultados es la proposicién siguiente.

Proposicion 6.20 1. Los nimeros Nqo g que aparecen en las relaciones de conmutacion de los
vectores raices, son distintos de cero si o+ 3 es una raiz.

2. Siae A ykae, conk € K, entonces k = +1.
8. La a-serie que contiene a una raiz (3, contiene cuatro raices como mdximo, es decir

2(a, B)

(, @)

= 40,41, +2, +3 (6.78)
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Si 8 = +a, la a-serie solo contiene dos raices: £a. Sea § # +« y supongamos que la a-serie
que pasa por [ tiene cinco raices que se pueden escribir como 8 — 2a, 8 — «, 3, 0+ a, § + 2«
(cambiando de nombre a [ si es preciso). Consideremos ahora la (-serie que contiene a 5 + 2. Si
sumamos (3, 5+ [+ 2a = 2(8 + «) luego no es raiz. Si restamos 3, 2. tampoco es raiz. Luego esa
serie solo contiene un elemento § 4 2«. Entonces p = ¢ = 0 (en la notacién usada anteriormente)
con lo que

(B+2a,8) =0 (6.79)
El mismo argumento se puede emplear con § — 2« y por tanto
(B-2a,8)=0 (6.80)
Pero esto lleva
(8,8)=0 (6.81)

lo que no puede ser. Por lo tanto p + ¢ + 1 < 4 como méaximo, es decir p + ¢ < 3.

6.5. Sistemas fundamentales de raices y II-sistemas

Los sistemas de raices se pueden estudiar como un conjunto de vectores en un espacio euclidiano
con determinadas propiedades. Por ello es necesario en lo que sigue distinguir diferentes situaciones
sobre K (que serd siempre en estas notas C), Q y R. Asi, h* es el dual de § sobre K y b es la
envolvente lineal sobre Q de A, es decir, el dual de hy = ling{hs} con a € A.

Proposicién 6.21 Se tienen las siguientes propiedades
1. dimq b§ = dimk h* = rangog
2. Todos los pesos estin en b

3. (, )pz toma valores en Q y es definida positiva.

Para demostrar la primera parte basta probar que si {a,...,q;} es una base de h* (sobre K),

cualquier raiz se puede escribir como una combinacién de «; con coeficientes racionales. Como
1

B =7 ,_;cia; con ¢; € K, tenemos:

l
2(8, 07-) -y 2y, i) (6.82)

que es un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes enteros. El determinante es distinto de
cero al ser (, ) no degenerada

o [(2log, )\ _ 2 et ({a, v
dt( >_Hﬁ< det ({aj, ;) #0 (6.83)

<aivai> ozi,ozi>

Luego las constantes ¢; son racionales.
El segundo enunciado es ahora inmediato. Cualquier peso A verifica

?fjf ¢z (6.84)

luego es una combinacién de las raices anteriores, con coeficientes racionales y estd en .
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Veamos ahora la tercera propiedad. Si I, h’ € b, se tiene

() =" a(h)a(l) (6.85)

aEA

En el dual se tiene

Do) = 3 alhn)ali) = - (Mo ) (6:86)

acA aEA

En particular si § es una raiz

(B8,8) =Y (a.B) (6.87)

acA

Si pag ¥ qap son los extremos de la B-serie que pasa por «, tenemos:

2
<<£;756>> = dap — Pap (688)
y por lo tanto
1
<O‘7 6> = §<67 6>(qaﬁ - paﬁ) (689)
y sustituyendo en la expresién de (3, 8):
1
(8,8) = 748.8)* 3 (dap — Pas)’ (6.90)
acA
es decir,
(B,8) = : (6.91)

> aeallap — Pap)?

que, obviamente, estd en Q. Se sigue que (o, ) € Q. Todos los productos de raices son racionales.
En cuanto a los pesos, puesto que son combinaciones racionales de raices se tiene el mismo resultado.
Finalmente en lo que se refiere a ser definido positivo, ocurre lo siguiente. Sea A € b, A # 0.

LX) =D (0 N)? (6.92)

aEA

el resultado es cero si y solo si (A, @) = 0 para todo @ € A (porque son racionales), lo que no puede
ocurrir al ser la forma no degenerada y generar A todo hj. Por tanto la forma es definida positiva
y tenemos un producto escalar.

El siguiente concepto es el de raiz simple. Para definirlo daremos primero una relacién de orden
en el reticulo de pesos (A). Sea {h1, ..., h,} una base de o (y por supuesto de h). Dados dos pesos
A1, Ao, se dice que A1 > Ao si existe k con 0 < k <[ —1, tal que

A1) = Aa(h)s - s A (ha) = Aa(hi), A (hyesr) > Ao (Bisr) (6.93)

Si A > 0 se dice que es un peso positivo. La relacién de orden es lineal en el reticulo (sobre Q).
Este orden permite separar A en dos conjuntos, las raices positivaa y las negativas:

A=ATUA", ATnA =0 (6.94)

Definicién 6.3 Sea o € AT, Se dice que « es una raiz simple si no puede escribirse como la suma
de dos raices positivas.
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Como hemos dicho antes, los sistemas de raices se interpretaran como ciertos conjuntos de
vectores en un espacio euclidiano. Un sistema ortogonal en b lo es en el sentido usual respecto al
producto interior {, ). Un sistema ortogonal es linealmente independiente y si es maximal es una
base de hj. Como necesitaremos utilizar raices cuadradas, hay que pasar de Q a R. El espacio by
es la extensién de b cuando se extiende Q a R. Se extiende también el producto escalar (nétese
que en b el producto interior definido anteriormente es definido positivo), con lo que b es un
subconjunto de hi que es un espacio euclidiano.

Proposicién 6.22 Sean «, 3 raices simples distintas. Entonces

1.
a—pB¢A (6.95)

—~

(a,0) <0=ap > (6.96)

oy

Veamos que o — 3 no puede ser una raiz positiva. Si lo fuera, digamos ~, entonces a — § = v y
« = [+ 7 no serfa simple. Por razones similares no puede ser una raiz negativa. Para demostrar
la segunda parte, consideremos la a-serie que pasa por . Puesto que a — 3 no es raiz, entonces
q = 0. Como

=q—-p=-p<0 (6.97)

y se sigue el resultado pues (o, a) > 0.

Proposicién 6.23 Sea {a1,...,q;} el conjunto de raices simples correspondientes a un cierto
orden fijado. Entonces:

1. {o1,...,oq} es una base de b (sobre Q).
2. Be At B=ciog+-+ oy, ¢; € Zy U{0}.

Demostraremos en primer lugar que son linealmente independientes. Supongamos que una de
ellas se puede escribir como combinacién lineal de las demds, por ejemplo «;. Separamos esta
combinacién lineal en dos partes, la que lleva coeficientes positivos y la que los lleva negativo, con
lo que

o =p0-9 (6.98)
donde 3 y = son combinaciones lineales de raices simples con coeficientes positivos. Cada raiz
simple aparece en 3 o en «y o en ninguna de las dos (pero no en ambas). Por tanto, como todos los
productos de raices simples distintas son negativos o cero, se tiene

(8,7 <0 (6.99)

con que
(a1, 8) =(B—=7,8)=(8,8) —(7,8) >0 (6.100)

pero {a1,3) < 0 lo que es contradictorio con lo anterior. Las raices simples son linealmente inde-
pendientes.

Supongamos ahora que existe una raiz positiva (no simple) 5 tal que toda raiz positiva menor
que ella se puede poner como combinacién lineal con coeficientes no negativos de las raices simples.
Como 3 no es simple, existen dos raices positivas cuya suma es 3. Cada una de ellas es menor que
0 luego se pueden poner como suma de raices simples con coeficientes no negativos, y por lo tanto
0, que es su suma, también. Si § es negativa se reduce a este caso tomando —( que es positiva.

Es decir, las raices positivas se obtienen como combinaciones de las raices simples (que forman
una base) con coeficientes enteros positivos (o cero). Los sistemas fundamentales (que coinciden
con las raices simples) se definen entonces de la forma siguiente.
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Definicién 6.4 Sea IT C A. Se dice que Il es un sistema fundamental de raices si
1. T ={ay,...,oq} es una base de b.

2. SipB €A, entonces B = craq + -+ oy con ¢; >0 para todo i =1,...,1 o bien ¢; <0 para
todoi=1,...,1.

Es evidente que todo sistema de raices simples es un sistema fundamental de raices. Lo contrario
es también cierto. Todo sistema fundamental es un sistema de raices simples para un cierto orden
(una elemento de by es positivo si escrito en la base del sistema fundamental elegido, el primer
coeficiente no cero es positivo).

Un elemento bésico en el estudio de las dlgebras semisimples es la matriz de Cartan, que reine
toda la informacién necesaria para definir el dlgebra. Definimos lo que es un Il-sistema en un
espacio euclidiano, que serd equivalente en hjj a un sistema fundamental (y a un sistema de raices
simples).

Definicién 6.5 Sea R! con el producto escalar usual. El conjunto de vectores de R!, {ay,..., oy}
es un Il-sistema si

1. {ay,...,q} son L.
2. ¢y =200 ez <0, i %
T (oj,0a5) T = J

La matriz c;; se llama la matriz de Cartan del sistema.

Un sistema de raices simples (o un sistema fundamental de raices) de un 4lgebra semisimple es un
II-sistema (en b ) v por lo tanto se le puede asociar una matriz de Cartan.

A partir de la matriz de Cartan uno puede construir el sistema completo de raices. Ademas se
tiene:

Proposicién 6.24 Sea {a1,...,q;} un sistema fundamental de raices de un dlgebra semisimple
g. Entonces €qyy. ..y €a;5€—ayy- -+, €—a, generan (como dlgebra) g.

Para poder clasificar los II-sistemas es necesario introducir el concepto de sistemas no descom-
ponibles

Definicién 6.6 Se dice que un Il-sistema es indescomponible si no se puede escribir como la union
de dos conjuntos no vacios, Iy y s, tales que si aq € Iy y ag € Iy entonces (o, as) = 0.

Los sistemas indescomponibles estan asociados a dlgebras simples.
Proposicion 6.25 Sea II un sistema fundamental de raices de un dlgebra g.

IT indescomponible < g simple (6.101)

6.6. Clasificacion de Il-sistemas

En este momento uno puede olvidarse de las dlgebras semisimples y estudiar sistemas de vectores
(con ciertas propiedades) en un espacio euclidiano. Cuando hablemos ahora de raices hay que
entenderlas como vectores de R!.

Definicién 6.7 Sea A C R con el producto escalar usual. Se dice que A es un sistema de raices
(A es un sistema de generadores de R!) si

1.
Va €A, a#0=RanA = {+a} (6.102)
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€Z, «o,feA (6.103)

(6.104)

Los sistemas que estamos estudiando son sistemas de raices segtin esta definicién. Veamos cuales
son sus propiedades mas importantes.

Diremos que dos Il-sistemas son equivalentes si sus matrices de Cartan coinciden. Sea II =
{a1,...,q;} un I-sistema. Entonces

4<Oéi, Oéj>

VY I = feos® ayon 6.105
ooy Lo S (6.105)

CijCjs =
Como ¢;; es un entero y el coseno estd acotado, solo tenemos cuatro posibilidades (si i = j, ¢;; = 2).
cijcii =0,1,2,3 (6.106)

1. ¢ijcj; = 0. Entonces (ay, ;) = 0 y las raices forman un angulo de 7, siendo ¢;; = ¢j; = 0.

2. ¢ijc5; = 1. La tnica posibilidad es ¢;; = ¢;; = —1. Las dos raices tienen la misma longitud
({cvi, i) = (@, )) y el &ngulo que forman es Z.

3. cijcj; = 2. La tnica posibilidad es ¢;; = —2, ¢;; = —1. Las raices tienen distinta longitud
((ai, ;) = 2(aj, o)) v el dngulo que forman es %T’T.

4. ¢;5¢5; = 3. De nuevo solo hay una unica posibilidad: ¢;; = —3, ¢;; = —1. Las raices tienen
distinta longitud ({(o, ;) = 3{aj, ;) y el dngulo que forman es 2F.

Los diagramas de Dynkin-Coxeter son una forma de codificar la informacién contenida en
la matriz de Cartan. Dado un Il-sistema consideramos un grafo que tiene tantos vértices como
elementos tiene el Il-sistema y que estdn unidos por tantas lineas como el valor del nimero c;;c;;.
Ademas una flecha se dirige al vértice que tiene la raiz de mayor longitud, en el caso en que sean
de distinta longitud. Por tanto

Caso 0 O O Caso 1 o—O
o Ay o Ay
Caso 2 O%O Caso 3 C%O
Q;  Qy QA

Dos vértices del diagrama «, 8 estdn conectados si {«, 3) # 0. Se dice que un subdiagrama D,
de un diagrama D es conexo si dados «, 3 € D; existen elementos en D1, @ = v9,71,---,7s = 3
tales que cada dos elementos consecutivos estan conectados. Un diagrama es conexo si y solo si
IT es indescomponible. Dos diagramas son equivalentes si y solo si los II-sistemas correspondientes
son equivalentes.

Veamos las propiedades de los diagramas de Dynkin y como se pueden usar para clasificar los
II-sistemas y como consecuencia las adlgebras de Lie simples.

Proposicién 6.26 Seall = {aq,...,q;} unIl-sistema. El nimero de pares de vértices conectados
entre si es menor o igual que [ — 1.

Proposicién 6.27 Sea I1 = {ay,...,q;} un II-sistema y D(IT) su diagrama de Dynkin correspon-
diente. Entonces
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g
- .

Figura 6.1: Raices de A,

1. D(II) no tiene ciclos, es decir, no existen o, ...a;, € II tales que
(@i, 0y) 70, (iy,a,) 70, ..., {0y, 04,) #0 (6.107)
2. Si Dy C D(II), con Dy conexo, si o € D(II), o ¢ D1, entonces existe como mdzimo un
elemento 0 € Dy tal que o y B estdn conectados.
3. Como mdximo, en cada vértice hay tres segmentos.
4. Si 1l es indescomponible y I > 3, D(II) no tiene ningin subconjunto de la clase 3.

Una cadena homogénea conecta vértices para los que ¢;; = cj;, es decir raices de la misma
longitud. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 6.28 Sea Il = {ay,..., o, b1, .., 3} unIl-sistema y C = {aq, ..., a,} una cadena
homogénea. Entonces II/C = {a, p1,...,B3;} con a = ai,...,ap es también un Il-sistema y su
diagrama de Dynkin se obtiene del de I1: entre elementos (3., Bs como en Il. Entre o y un elemento
B como entre 3, y el inico oy con el que B, puede estar conectado.

Como consecuencia de estas propiedades es ahora posible construir los inicos diagramas posibles
que aparecen en la Tabla I. Hay cuatro series, A;, By, C; y Dy, las series clésicas, y cinco algebras
excepcionales, Go, Fy, FEg, F7r y Eg. Los diagramas de Dynkin homogéneos corresponden a Ay,
D, Eg, E7, y Eg. Los otros tienen raices de dos longitudes distintas. El tnico diagrama con tres
segmentos que unen dos vértices es Go. La serie A; comienza en [ = 1, la By en | = 2, la C; en
l=3ylaD;enl=4 (como es ficil de ver, los casos suprimidos o bien son isomorfos a otros o no
son simples). Veamos como son los Il-sistemas correspondientes.

1. A;. En R si {eg,..., €41} es una base ortonormal, las raices simples son:
{al =€ —€2,...,07] = € — €l+1} (6-108)
Los productos escalares de las raices simples son:

(a,00) =2, (i, qiq1) = =1, (oy,045) =0, j#Fi—Lidi+1 (6.109)

a;

a;

Figura 6.2: Raices de Ag
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El conjunto de todas las raices (tienen todas la misma longitud y hay I(I 4+ 1)) es

€; — €5, i,jzl,...7l,i§£j (6.110)
Las raices positivas son:
€ — €5, ) S] (6.111)
y su suma es,
j—1
€ —€ =Y ak (6.112)
k=i

k I+1 l
dDlei—e)= > =Zak<z 3 1) =S k(I +1-k)ay, (6.113)
i k=1

i<j i<k<j k=1 i=1 j=k+1

Por ejemplo, para [ = 1 solo hay una raiz simple, y el conjunto de todas las raices aparece en
la figura 6.1. La matriz de Cartan es simplemente 2. Para [ = 2, tenemos dos raices simples
que forman un dngulo de 57/6 y aparecen en la figura 6.2. La matriz de Cartan es

(_21 21) (6.114)

En general, para rango [, la matriz de Cartan es:

2 -1
-1 2 -1
Ay = (6.115)
-1 2 -1
-1 2

El determinante de la matriz de Cartan se puede calcular facilmente y resulta ser:
det A; = 2det Aj_1 — det A;_o (6.116)

Como det A; =2 y det Ay = 3, se tiene:

det A, =1+1 (6.117)
2. By, Cy, D;. En R!, sea {e1,...,€} una base ortonormal. Las raices simples son:
Q] — €1 —€2,...,0|_1 = €1 — € (6118)

La ultima raiz depende del dlgebra

a) Bli o] = €
b) Cl: o] = 26[

C) Dp;:ag=¢_14+¢
En el caso By, todas las rafces (2/2) son
iq + €5, 7 75 j, iei (6.119)

las raices positivas son
€; — €5, 1<J, € (6.120)
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Cuando | = 2, el digarama de raices aparece en la figura 6.3. La matriz de Cartan por ejemplo

para By es:
( _f _g ) (6.121)

La raiz oy es larga y ag es corta. Esto es inmediato de la matriz de Cartan, pues de

2 2
= o= Howae) oy Aasa) (6.122)
(g, o) (a1, a1)
se deduce:
(a1, 1) = 2(az, az) (6.123)

Para cualquier [, todas las raices simples son largas salvo a; que es corta. La razén de sus
longitudes es /2.

Para cualquier [ la matriz de Cartan es:

2 -1
-1 2 -1
B, = (6.124)
—1 2 -1
-1 2 =2
-1 2
Su determinante es:
det B =2det B;_1 — det B;_»o (6125)
Como det By = 2 y det By = 2, se tiene:
det B, =2 (6.126)
Para C, las raices son (21%)
teitej, i£], +2 (6.127)

y el diagrama de raices de Cy (que es el de B girado) aparece en la figura 6.4.

La matriz de Cartan por ejemplo para Cs es:

< _3 _; ) (6.128)

La raiz a; es corta y as es larga. Para cualquier [, todas las raices simples son cortas menos
a; que es larga. La razén de sus longitudes vuelve a ser /2.

La matriz de Cartan es:

2 -1
-1 2 -1
C = £ (6.129)
-1 2 -1
-1 2 -1
-2 2

que es la transpuesta de la matriz de Cartan de B;.

Para D se tiene (21(1 — 1))
teites, i (6.130)
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Figura 6.3: Raices de Bs

Figura 6.4: Raices de Cy

La matriz de Cartan es:

2 -1
-1 2 -1
D, = -1 2 -1 (6.131)
-1 2 -1 -1
—1 2
-1 2

Su determinante es 2.

3. G2. En R? las raices simples son o = €] — €2, aig = €9 + €3 — 2¢1. La primera raiz es larga y
la segunda corta (la razén de longitudes es v/3) formando un angulo de 57 /6.

El sistema tiene 12 raices:

(e —¢€), i<j £2¢—€—ex), iFjFkF#1 (6.132)
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y su diagrama aparece en la figura 6.5. La matriz de Cartan es
2 -3
Gy = ( 1 5 ) (6.133)

4. Fy. El ntimero de raices es 48. En R* las raices simples son:

1
€2 —63763—6476475(61 — €2 —63—64) (6.134)

(dos largas y dos cortas) y su matriz de Cartan es

2 -1 0 0
-1 2 -2 0
T (6.135)

0 0 -1 2

5. Eg. Tiene 72 raices, que se pueden representar en R8. Todas tienen la misma longitud. Su
matriz de Cartan es:

2 -1 0O 0 0 O
-1 2 -1 0o 0 0
0 -1 2 -1 0 -1
& = 0 0 -1 9 _1 0 (6.136)
0o 0 0 -1 2 0
0o 0 -1 0o 0 2

6. E;. Tiene 126 raices, también realizables en R® y de la misma longitud. Su matriz de Cartan

es
2 -1 0 O 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 -1
Er = 0 0 -1 2 -1 0 0 (6.137)
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 —1 2 0
0 0 -1 0 0 0 2
7. Eg. Las 240 raices de Fg se pueden escribir en R® y son de la misma longitud. Su matriz de
Cartan es
2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
0 —1 2 -1 0 O 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0
£s = o 0 0 -1 2 -1 0 -1 (6.138)
0 0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 -1 2 0
0 0 0 0 -1 0 0 2

6.7. Clasificaciéon de algebras de Lie simples

Una vez analizados los posibles diagramas de raices, la clasificacién de dlgebras de Lie simples es
muy sencilla. Basta probar que dos dlgebras de Lie son isomorfas si sus correspondientes II-sistemas
son equivalentes.

Para ello conviene fijarse primeramente en el siguiente resultado.
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a3
a;

Figura 6.5: Raices de G2

Proposicién 6.29 Sea 11 un Il-sistema de un sistema de raices A. Si 3 € AT pero § ¢ 11,
entonces existe a € Il y v € AT tal que 8 = v+ a. La a-serie que contiene a 3 estd en A™T.

Ahora extenderemos las equivalencias entre II-sistemas a isomorfismos entre los duales (sobre Q)
de las subdlgebras de Cartan.

Proposicién 6.30 Sea g semisimple, b una subdlgebra de Cartan de g, A el correspondiente sis-
tema de raices, A C b, Il C A un sistema fundamental. Sean g, h, A y I los elementos corres-
pondientes de otra dlgebra semisimple g. Si Il y II son equivalentes, existe un isomorfismo lineal

@by — by tal que .
p(A) =4, {(pN), e(n) = (A p)y A p e g (6.139)

Una vez construido el isomorfismo entre los duales de las subdlgebras de Cartan correspondien-
tes se estudian las constantes N, g.

Proposicion 6.31 Se verifican las siguientes relaciones:
1. Sia,B,v € b y son distintas de cero, entonces, si a« + 3+ v =0, se tiene que

Nojg=Ns,=Nyq (6.140)

2. Sia,B,7v, 6 €A cona+B+v+6=0, siendoa+B#0, a+v#0, a+d #0 se tiene:

Na’ﬁN%(s + NﬁﬁNa,g + N%aN/j’g =0 (6141)

3. Sean a,B € A con a+ [ € A. Si B+ ia es la a-serie de raices que contiene a [3, se tiene
(3 <i<k):
1
Maypg=NopgN_o p= i(j + Dk{a, a) (6.142)

4. Es posible escoger e, en cada g(«) tales que

a) B(ea,e_q) =1
b) Na,ﬁ = N—Oz}—ﬂa Oé,ﬁ €A

Con todos estos resultados se demuestran las siguientes proposiciones:
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Proposicién 6.32 Sea g semisimple y 11 un sistema fundamental de raices. Si g es semisimple y
IT es un sistema fundamental de raices de g que es equivalente a I, entonces g y g son isomorfas.

Proposicién 6.33 Sea g semisimple, h una subdlgebra de Cartan, A C h§ un sistema de raices.
Sea ¢ una transformacidon lineal con p(A) C A. Si se define 0 € gl(h) tal que

e(A)(0(h)) = A(h), Yheh, Aeb; (6.143)

entonces 0 se puede extender a un automorfismo de g.

6.8. Algebras de Lie simples clasicas

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado (en estas notas C). Las dlgebras de Lie cldsicas que
corresponden a las cuatro series A, B, C'y D se describen como algebras de matrices de la forma
que sigue a continuacién.

6.8.1. sl(i+1,K), [>1

Se trata del espacio vectorial de las matrices (I+1) x (I+1) de traza nula. Estas matrices actian
de forma irreducible en R'*! (es decir, no dejan ningtin subespacio no trivial invariante). Con la
estructura de dlgebra de Lie dada por el conmutador de matrices, se tiene que una subalgebra de
Cartan se puede elegir como:

I+1
b:{ZCiEii;c1+~-~+cl+1=0} (6.144)
i=1

(E;; es la base usual del espacio de matrices y ¢; la usual de R!*1) es decir, el subespacio de
matrices diagonales de traza nula. Si definimos los siguientes elementos en el dual h*:

gi(Ej;) = bij (6.145)
tenemos que
adp,, Ejr = (0ij — 0ir) B (6.146)
y por lo tanto un sistema de raices es:
A= {Ei — & 1 7& ]} (6147)
Un sistema fundamental es:
H:{ai:si—5i+1:i:1,...,l} (6148)
La forma de Killing es:
K(z,y) =2+ 1) tr(zy) (6.149)

y por lo tanto, los elementos del dlgebra correspondientes a las raices del sistema fundamental son:

1
‘ B 1
ho: = 57T (Eii — Eip1i41) (6.150)

y se tiene:

1 .
1 =17

(i, 0j) = K(hays hay) = 200+ 1) tr(hahay) = § =gy [i—dl=1 (6.151)
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que nos proporciona el digrama de Dynkin de A;.

Las otras series se pueden obtener como subélgebras de sl(I + 1, K). Para verlo, consideremos
una representacién del dlgebra gl(n, K) en el espacio de endomorfismos de este espacio vectorial,
es decir, el espacio de operadores lineales gl(gl(n, K)):

frol(nK)  — gl(gl(n, K))
A (6.152)
definido por
fl@)y=—a'y—yz, yegl(nK) (6.153)
Sea k € gl(n,K) y definamos
L(k) = {z € gl(n,K) : f(2)k =0} = {z € gl(n,K) : 2k + kz = 0} (6.154)

El endomorfismo k se puede asociar a una forma bilineal en el espacio de matrices

k(u,v) = u'kv (6.155)
y por tanto:
L(k) = {z € gl(n,K) : k(zu,v) + k(u,zv) = 0} (6.156)
El conjunto L(k) es una subdlgebra de gl(n,K). En particular si k = I,,, se tiene el dlgebra
ortogonal o(n, K). Si
0 I,
k=J= (_In 0) (6.157)

se tiene el dlgebra simpléctica sp(2n, K) C gl(2n, K).

Si k define una forma bilineal simétrica o antisimétrica no degenerada, entonces (si n > 3) L(k)
actia de forma irreducible en K”. En los casos o(n, K) y sp(2n, K) se da esa circunstancia y, segin
un teorema de Cartan, es semisimple o suma directa de un ideal semisimple y el centro. Como los
multiplos de la identidad (que estdn en el centro) no forman parte del dlgebra, son semisimples.

6.8.2. 0(2l+1,K)

La dimensién de este dlgebra es [(2] 4 1). Utilizando como matriz k:

1 0 0
k={0 0 I (6.158)
05 0

Entonces, 0(2] + 1,K) = L(Iy11) = S7'L(k)S, donde

1 0 0
s=0 50 Sl (6.159)
0 &I -5k
2 V2

Los elementos de L(k) (que verifican z'k + kx = 0) son

0 o b
r=|-b A B |, B=-B' C=-C" (6.160)
—a C -A!

La subélgebra de Cartan se puede tomar como:

0
h= A , A diagonal (6.161)
_At
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y los vectores raices son:

0 0 € 0 € 0
E,=|-e 00|, E.,=[0 0 0
0 0 O - 0 0
0 0 0 0 0 0
Beye,= |0 0 Ey—Ey|, B . =|0 0 0
00 0 0 Ey—E; 0
0 0 0
E._.=|0 Bj o0
0 0 -E

De esta forma
adEi EiEj = iélei€17 adEi EiEjiEk = (:tél] :l: 5%’6)Ei€]i€k

Un sistema de raices es
A= {iEi,Ei + Ej}

Un sistema fundamental es:
O={o; =¢1 —e2,a2 =62 —€3,...,01_1 = €11 — €, 01 = &}

y la forma de Killing
K(z,y) = (2l = 1) tr(zy)

nos lleva a definir

1 1

ho = s (e — €i41), i<l Doy = s
(T oo pla e i< CT -

con lo que tenemos un algebra de tipo B;. Ademas:

i i —jl =1 o i<l
<ai,aj>—{ o (s = T

0 i—j|>2 si-ny L=

6.8.3. sp(2,K)

El édlgebra simpléctica es el siguiente conjunto

sp(2,K) = {xe€gl(2l,K):2"J + Jiz =0}

c A

Se trata de una &lgebra semisimple de dimensién /(2] + 1). Una subédlgebra de Cartan es

A 0 .
h= { (O —At> A dlagonal}
Los vectores raices son

0 0 0 Eij+Ej Eyj
Bevre, = <Eij + Ej; 0)  Bree = (0 o ) » Peme = ( 0

Como se tiene:
adai Eisjiak = (i(sz] + 5ik)Ei5¢iaj

{(A B > 1 A, B,C € gl(2l,K), B= B, C:Ct}

(6.162)

(6.163)

(6.164)

(6.165)

(6.166)

(6.167)

(6.168)

(6.169)

(6.170)

(6.171)

(6.172)

(6.173)

(6.174)
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un sistema fundamental es:

II = {Oq =€&1 —€2,..., |1 = &1 — &, = 251} (6.175)
La forma de Killing es:
K(xz,y) = (20 + 2) tr(zy) (6.176)
y los elementos de la subdlgebra de Cartan son:
1 2
ha, = i —€ix1), ha, = 6.177
i 4(l+1) (E €+1) 1 4(l+1)€l ( )
con productos:
(i o) =20 li —j] >2 , (o, o) = {2(11+1 i—l (6.178)
_2(111) i=l-1,j=I .

El édlgebra simpléctica es un algebra de Lie semisimple con un sistema fundamental de tipo Cj.

6.8.4. 0(2L,K)

La forma bilineal se puede escoger como:

k= (2 g) (6.179)

siendo la matriz que la diagonaliza:

L5 L
S = @I VFI (6.180)
sl sl
El algebra correspondiente es
A B
L(k):{(c At>;B+Bt=C+Ct=0} (6.181)
siendo la subdlgebra de Cartan
h= { (161 _?4t> tA diagonal} (6.182)
La forma de Killing es:
K(x,y) = (20 — 2) tr(xy) (6.183)
lo que nos lleva a los siguientes elementos de la subalgbra de Cartan:
1
hoy = ———(&; — & hoy = =———(g1— 6.184
a; 2(2l — 2) (51 €Z+1)7 g 2(2l — 2) (‘C:l 1+ 51) ( )
Finalmente los productos escalares son:
—g@r i=1-2 =1
(i) = —gmbgs li—jl=1, i #1, j #1 (6.185)
0 1#£1—-2,1#1, =1
i

Para | > 3, el dlgebra 0(2[, K) es simple y tiene un sistema fundamental de tipo D.

Ademds de estas dlgebras existen 5 dlgebras excepcionales, de rango 2 (Gs), 4 (Fy), 6 (Eg),
7 (E7) y 8 (Eg). Las dimensiones de estas dlgebra son 14, 52, 78, 133 y 248 respectivamente. Su
construccién no es tan sencilla como las de las dlgebras cldsicas y no la discutiremos aqui [13].
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Capitulo 7

Automorfismos de algebras de Lie
semisimples

En este capitulo estudiaremos los automorfismos de las algebras semisimples complejas y su
relaciéon con las simetrias de los diagramas de Dynkin correspondientes.

7.1. Reflexiones en el sistema de raices

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de rango [, h una subdlgebra de Cartan y A el
sistema de raices asociado a . Sea E el espacio real generado por A (al que llamamos en el capitulo
anterior hg). Dado A € E, X # 0, se define la reflexién asociada a A, sy : E — E por

NG iff;x ceE (7.1)

que es otro elemento de E. Se trata de una reflexién respecto al hiperplano perpendicular a A. Pero
ademds, las reflexiones respecto a las raices dejan invariante A, el sistema de raices:

sa(B) €A, a,fEA (7.2)
pues si «, 8 € A, se tiene <
_ . 28,9
sa(B) =P ) (7.3)

y sabemos que el segundo miembro de esta igualdad es una raiz.
Llamaremos base de Weyl a la siguiente base de un algebra de Lie semisimple g, con subalgebra
de Cartan b y sistema de raices A:

g=b+ > Ce, (7.4)
aEA
[0,5] =0, [hea] =alh)eq, [ease—a]=ha (7.5)
[em eg} = Nogeats, o+ BeA 0+# Nog=N_o_p (7.6)

7.2. El grupo de Weyl

Sea ahora E un espacio euclidiano de dimensién [ y (, ) el producto escalar en E. Sea A un
sistema de raices en E. Podemos construir el grupo ortogonal en E, O(F), que deja invariante el
producto escalar. Llamaremos grupo de Weyl, Ad(A), del sistema A al grupo generado por las
reflexiones {s4 }acA.-

7
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El grupo de Weyl no actiia de forma transitiva en el sistema de raices A, ya que al ser or-
togonal conserva la longitud de las raices. Ademds, dadas dos raices simples, no existe ninguna
transformacién del grupo de Weyl que las relacione. En efecto, sean o, f € A, «a una raiz simple.
Entonces

"=s5(a) =a— 2(a, B)
lo que implica
/70[0[72(@,/6)0( _ a,a —2(a, 5)?
Por la desigualdad de Schwarz:
(a, )% < (a, ) (3, B) (7.9)

Pero si o’ raiz simple, en esa cadena no hay ninguna otra raiz simple en particular,. si «, 8 son
raices simples, (a, 8) < 0, luego no existe ninguna riz de ese tipo, en particular

_2(8,0)

(a, )

Jé] a (7.10)

no es una raiz y a, (3 no estan relacionados por una transformacién de Weyl.

El grupo de Weyl deja invariante A como hemos visto, pero puede haber otras transformaciones
que dejen invariante A y que no estén en el grupo de Weyl. Sea Aut(A el grupo de automorfismos
(ortogonales) del sistema de raices A:

Aut(A) = {T € O(E) : T(A) = A} (7.11)

Obviamente
Aut(A) D Ad(A) (7.12)

Ademss el grupo de automorfismos es finito (pues es un subgrupo del grupo de permutaciones de
A que es finito). Y el grupo de Weyl es un subgrupo normal del grupo de automorfismos, pues es
facil probar:

TsoT™' =870, T € Aut(A), s, € Ad(A) (7.13)

En efecto, sea £ € E. Entonces

AT ) a) e 28T b (7.14)

2(
Tso TN =T (T ¢~ =l
s (&) < ¢ (o, @) (Ta, Ta)
El grupo de Weyl permite separar el espacio F en componentes conexas. Sea

E=E-|]J P, (7.15)
aEA

es decir, E menos los hiperplanos perpendiculares a las raices. Cada componente conexa de E’ se
llama una celda de Weyl. Los automorfismos de A transforman unas celdas en otras, es decir:

Proposicién 7.1 1. Si C es una celda de Weyl, T € Aut(A), entonces TC es otra celda de
Weyl.

2. Sill ={ay,...,q;} es un sistema fundamental de A, entonces:
W) ={¢€F:{a;,&) >0,i=1,...,1} (7.16)

es una celda de Weyl (celda fundamental).
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Las transformaciones ortogonales transforman hiperplanos en hiperplanos y por lo tanto una com-
ponente conexa en otra (o en ella misma). En cuanto a la segunda parte, el hiperplano perpendicular
a la raiz «; divide al espacio E en dos regiones. Los vectores situados en una de ellas (en 1 que
estd o) verifican (€, ;) > 0. La interseccién de estas regiones (para cada raiz simple) es una celda
de Weyl, pues su interseccion con un hiperplano perpendicular a una raiz, simple o no, es vacia. Si
no fuera asi, existe § € A tal que en su hiperplano ortogonal hay un vector x que verifica:

(x,a;) >0, (B,x)=0 (7.17)

lo que no es posible. 8 es una combinacién de raices simples, con todos los coeficientes del mismo
signo (o cero), por ejemplo:

l
B= ciai, >0 (7.18)
1=1

Entonces
l

(B:x) =i ) (i, x) >0 (7.19)

=1

Un sistema de raices simples de A permite determinar el grupo de Weyl de A.

Proposicién 7.2 Sea Iy = {a1,..., o1} un sistema fundamental de A y llamemos s; = so,. Sea
la celda fundamental del sistema A, Wy = W (Ily). Se tiene

1. {si}i=1,...1 es un sistema de generadores del grupo de Weyl, Ad(A).
2. Si W es una celda de Weyl, existe s € Ad(A) tal que sWy =W

3. Para todo s € Ad(A), slly es un sistema fundamental y todos los sistemas fundamentales se
obtienen de Iy de esta forma.

4. Cualquier raiz de A se obtiene de las raices simples mediante una sucesion de refleriones s;.

Si B € A, se tiene

l
B=> cia (7.20)
=1
L 26B) 260
sl =§ 6.8 B=¢£ gz:l %5 gy (7.21)

Sea W una celda de Weyl. Veamos que existe s que transforma W en Wy. Sea 8 € A tal que el
hiperplano ortogonal a § limita la celda W

Consideremos un sistema fundamental, II, de un sistema de raices, A, y sea Aut(II) el grupo
de transformaciones ortogonales que lo dejan invariante (los automorfismos de II).

Proposicién 7.3 El grupo Aut(Il) es un subgrupo de Aut(A) y se tiene:
Aut(A) = Ad(A) Aut(II) (7.22)

es decir, los automorfismos de un sistema de raices se corresponden con los automorfismos de
un sistema fundamental cualquiera y los elementos del grupo de Weyl que mueven los sistemas
fundamentales entre si. No se trata, sin embargo, de un producto directo, pero si semidirecto (los
elementos del grupo de Weyl no dejan invariantes los sistemas fundamentales), pues la interseccién
de ambos grupos es la identidad:

Ad(A) N Aut(IT) =1 (7.23)
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7.3. Grupo de automorfismos de un algebra de Lie semisim-
ple compleja

Vamos ahora a relacionar los automorfismos del dlgebra de Lie semisimple con los de su sistema
de raices. Sea g un algebra de Lie semisimple y b una subédlgebra de Cartan de g, con un sistema
de raices A y un conjunto de raices simples IT = {ay, ..., a; }. Llamaremos Aut(g) al grupo de los
automorfismos de g, N el subgrupo de Aut(g) que deja invariante a b, N = N N Ad(g), siendo
Ad(g) el grupo de automorfismos internos de g, es decir el grupo adjunto de g, generado por las
derivaciones internas de g (que en el caso de ser g simple son todas las derivaciones):

{exp(d) : 6 € ad(g)}, ad(g) ={ad, : = € g} (7.24)
El grupo N? est4 formado por los automorfismos internos que dejan invariante a b.
Proposicion 7.4 La relacion entre estos grupos es:

Aut(g) = Ad(g)N, Aut(g)/Ad(g) ~ N/N° (7.25)

Efectivamente, si o € Aut(g), ob es una subdlgebra de Cartan de g, por lo que existe un automor-
fismo interno 7 € Ad(g) tal que oh = 7h. Entonces

rloh=h=7"0€N=0=1(r""o)
La segunda parte es consecuencia de un resultado general sobre grupos cociente:
Aut(g)/ Ad(g) = (Ad(g)N)/ Ad(g) ~ N/(N N Ad(g)) = N/N* (7.26)

Para proseguir con el estudio de estos automorfismos es necesario considerar espacios reales.
Sea como anteriormente hr = ZQGA Rh,, E = ZQGA Ra. Si 0 € N, entonces chr = hr. Para
cada o € N definimos una aplicacién f(o) € GL(E) mediante

(f(@)§)(h) =&(c™(h)), hebr, E€E (7.27)
f es un homomorfismo sobreyectivo de N en Aut(A). Se tiene entonces

Proposicion 7.5
ohy = hf(g))\, ANeEFE (7.28)

ker f = exp(ad b) (7.29)

Si llamamos s = f(o) € Aut(A), se tiene que
£(07 hs,) = 5(€)(hs,) = (s&,8A) = (£,X) = £(ha = 0 thyy = hy (7.30)

es decir, los automorfismos ¢ que dejan invariantes la subédlgebra de Cartan transforman los ele-
mentos de ésta asociando a hy el elemento hgy, siendo s = f(o).
El homomorfismo f no es inyectivo. Los automorfismos que estan en su nicleo son la identidad
en h y ademas
oleq) = qla)eq (7.31)

siendo ¢(«) un coeficiente que verifica

q(a+ B) = q(a)q(B) (7.32)

por lo tanto, podemos escoger r; € C tal que

q(a;) = exp(ry) (7.33)
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Si se elige h € b tal que aj(ho) = 75, de aqui se concluye que
o = exp(ad hg) (7.34)

es decir el nicleo de f es
ker f = exp(ad bh) (7.35)

El homomorfismo f es sobreyectivo, es decir f(N) = Aut(A). Ademds f(NY) C Aut(A). Se puede
probar también que el grupo de Weyl esta contenido en f(N?), es decir las imdgenes inversas
mediante f de los elementos del grupo de Weyl estdn en N° que eran los automorfismos internos
que dejaban invariante la subdlgebra de Cartan elegida.

Proposicién 7.6 Sea T' € Aut(A). Existe 7 € N tal que f(1) =T y g(7,1) Cb.

El conjunto g(7,1) se define en general como:
glo,c)={re€g:(c —c)"r =0}, o€gl(g) (7.36)

con n=dimgy si o € Ad(g) tiene dimensién mayor o igual que el rango de g.
Pero es posible demostrar aiin maés:

Proposicion 7.7
F(NY) = Ad(A), Ad(A)NAut(Il) =1 (7.37)

es decir, los elementos del grupo de Weyl se obtienen de automorfismos internos que dejan la
subdlgebra de Cartan invariante, y viceversa, si un automorfismo interno deja la subdlgebra de
Cartan invariante, entonces da lugar a un elemento del grupo de Weyl. La principal consecuencia
de este resultado es la siguiente relacion entre estos grupos:

Aut(g)/ Ad(g) ~ N/N° ~ Aut(A)/ Ad(A) =~ Aut(II) (7.38)
Veamos a continuacion como son estos grupos en cada una de las dlgebras de Lie simples.

1. A

En este caso, el grupo de simetrias del diagrama de Dynkin es Zs, como se ve directamente del
diagrama (solo la identidad y el intercambio de raices respecto del punto medio del diagrama
lo deja invariante). Por tanto

Aut(g)/ Ad(g) ~ Zs (7.39)

2. By, C

Los diagramas de B; y C; no tienen simetrias, por tanto:
Aut(g) = Ad(g) (7.40)

es decir, todos los automorfismos son internos.

3. Dy

Sil # 4, como en Aj, el grupo de simetrias del diagrama de Dynkin es Zs (la identidad y el
intercambio de las dos tltimas raices simples). Luego

Aut(g)/ Ad(g) ~ Z» (7.41)

Sin embargo, para [ = 4 tenemos un grupo de simetrias del diagrama de Dynkin que es S5
(el grupo de permutaciones en tres elementos).
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4. Go, Fy, E7, Eg

Los diagramas de estas algebras no tienen simetrias y por tanto todos los automorfismos son
internos.

5. Eg

El diagrama de Dynkin tiene un grupo de simetrias que es Zs, y por tanto

Aut(g)/ Ad(g) =~ Z5 (7.42)



Capitulo 8

Teoria de representaciones

La teoria de representaciones de algebras de Lie es fundamental en el desarrollo de las aplica-
ciones. Se trata, como ya hemos visto, de establecer una correspondencia entre los elementos del
algebra y operadores que actian en algin conjunto. Aunque no entraremos en muchos detalles,
intentaremos dar una idea lo suficientemente amplia para que pueda ser aplicada en algebras de
Lie bastante generales.

8.1. Representaciones en algebras de Lie triangulares

Toda &lgebra de Lie simple admite una descomposicién triangular, (la descomposicién en espa-

cios de raices):
g= > g"@ho Y g° (8.1)
aEA_ aEA L

donde b es una subélgebra de Cartan y « las raices del dlgebra relativas a b.

Sin embargo, no es necesario que g sea simple para tener este tipo de estructura (ni siquiera de
dimensién finita). Por eso, haremos una introduccién para élgebras con este tipo de descomposicién
(&lgebras con descomposicién triangular) y luego nos restringiremos a dlgebras simples.

Las primeras nociones que necesitamos para desarrollar la teoria de representaciones son las de
peso y vector peso.

Definicién 8.1 Sea b un dlgebra de Lie abeliana y w : h — gl(V) una representacién en un
espacio vectorial V' (no necesariamente de dimensidn finita). Sea w € b* (el dual de h como
espacio vectorial). Se dice que v es un vector peso de peso w (relativo a la representacion w) si:

w(h)v =w(h)v, Vheh (8.2)

El hecho de que h sea abeliana permite la existencia de estos vectores peso.
La representacién 7 se puede extender al dlgebra tensorial simétrica S(h) (que en este caso
coincide con el dlgebra envolvente, ya que b es abeliana), y también el peso w:

w:8(h) — K (8.3)

. w1 ® - ®xy) =w(xy) .. .w(zy) (8.4)
con lo que:

m(uw)v =wu)v, weS),veV (8.5)

esdecir, siu =21 ® - Q Tp:

83
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porque:
m(z)v=w(z;)v, i=1...n (8.7)

Definamos ahora unos subespacios de V' asociados a los pesos.

Definicién 8.2 FEl conjunto, con w € h*:

Ve ={veV: a(h)v=w(h)v, Vh € b} (8.8)
es un subespacio vectorial de V. Se le llama el espacio de peso w y tiene una estructura de submaodulo
de .

La suma de espacios de pesos es una suma directa:
@ ve (8.9)
weh*
pero no tiene porque ser igual al espacio V.

Definicion 8.3 Se dice que el espacio vectorial V admite una descomposicion en espacios de pesos
con respecto al dlgebra abeliana by si:

v=Eg v (8.10)

weh*

Dado un elemento w de h*, diremos que es un peso de § relativo a la representacién 7 en gl(V')
si el subespacio de pesos asociado es no trivial: V¥ # {0}.

Ejemplo 8.1

Consideremos en s[(2, C) el dlgebra abeliana generada por h, b, y la restriccién de la represen-
tacién adjunta de s[(2,C) a h. El espacio V es ahora de dimensién 3, y los pesos w verifican:

w(h)v = w(h)v (8.11)
pero:
w(h)v = [h,v] (8.12)
luego:
w(h)=10,2,-2 (8.13)
Los subespacios de pesos w son:
VO =1in{n}, V& =lin{e}, V2 =lin{f} (8.14)
y por lo tanto:
5(2,C) = V@ v gy (=2 (8.15)

es decir, s[(2,C) admite una descomposicién en espacios de pesos relativa a la representacion
adjunta y al dlgebra b.

Ejemplo 8.2

El algebra de Virasoro.
—+oo

V=Y KIL,®Ke (8.16)

n=—oo
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Sea h = KLy & Kc una subalgebra abeliana de V y 7 la representacién adjunta de ¥V como en
el ejemplo anterior. Entonces V es un h-mddulo con la acciéon dada por esta representacion. Sea
wp, € h* definido por:

wn(Lg) = —-n
wnp(c) = 0

Por definicién de pesos y vectores peso:

7(Lo)v = wy(Lo)v, veEV (8.17)
y se tiene:
[Lo, L) = —-nL,
[e,L,] = 0

y por tanto, L, es un vector peso, con peso w,, Ademads:

V= (8.18)

nez

donde cada uno de los subespacios peso es:

V' = KL, n#0
VO = KLy®Ke=§

es decir, V admite una descomposicién en espacios de pesos, relativa a la representacion adjunta y
al algebra b.

Cuando se considera la representacién adjunta como en los dos ejemplos anteriores, los pesos
no nulos son las raices.

Es facil ver que si un moédulo admite una descomposicién en espacios de pesos, cualquier
submédulo la admite también.

Estudiemos ahora el concepto de algebras con descomposicién triangular.

Sea g un algebra de Lie, h una subdlgebra abeliana de g y consideremos la representacion
adjunta de h actuando sobre el h-modulo g. Supongamos que g admite una descomposicion en

espacio de pesos:
=P (8.19)

aeh*

Esta descomposicion es una graduacién de g:
(0%, ¢”] C g*** (8.20)

con grupo de graduacion la Z-envolvente de sus raices. Considerando la accién adjunta extendida
al algebra envolvente, U(g) admite también una descomposicién en espacios de pesos, con:

U(g)*U(g)” < U(g)*? (8.21)
es decir, es también un &dlgebra graduada.

Definicién 8.4 Una descomposicion triangular de un dlgebra de Lie g estd formada por una
subdlgebra abeliana y dos subdlgebras ny y n_ tales que:

1.
g:n_®h®n+ (822)
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2. ny # {0} y admite una descomposicion en espacios de pesos relativa a by y la representacion
adjunta. Los pesos o estdn en un semigrupo Q4 C h* y 0 no estd en Q4.

3. Existe una anti-involucion o, (es decir un anti-automorfismo de orden 2) tal que:

o(ng) =n_, aly=idy (8.23)

Es decir, para tener una descomposicién triangular necesitamos cuatro objetos: (h,ny,Q4,0),
con ny,h subdlgebras (h abeliana), @+ semigrupo y o una anti-involucién con las propiedades
anteriores.

Como 0 ¢ @, se puede probar que o(n_) = ny, y n_ admite una descomposicién igual a la de
ny. Debido a esto, g admite una descomposicién segin h dada por (Q— = —Q):

ng si a€@Qy
g= P ¢ g*={ n? si —acQy (8.24)
a€Q+UQ-U{0} h si a=0

El reticulo de raices es: @ = ®jesZa; y cada subespacio g“ es el espacio de raiz a.

Si existe un conjunto numerable de raices linealmente independientes, tal que cualquier raiz del
reticulo positivo, @4, se puede poner como una combinacion lineal de estas raices con coeficientes
nuameros naturales, se dice que la descomposicién es regular.

8.2. Modbdulos de peso maximo

Supongamos que g es un algebra de Lie que admite una descomposicién triangular. Sea 7 una
representaciéon de g en un moédulo M.

Definicién 8.5 Sea v € M. Se dice que v es un vector de peso mdximo si:
1. v es un vector peso (para by, la subdlgebra abeliana de la descomposicion triangular).
2. w(x)v=0, Vreng

Interpretados los operadores en n; como operadores de creacién, uno no puede ir més allé de
v. Por eso se llama un vector de peso méximo.
Un vector de peso méximo, v, genera un submédulo de M:

m(U(g))v = {r(u)v: uel(g)} (8.25)
que es el menor submoédulo que contiene a v.

Definicién 8.6 Un g-mddulo M es un mddulo de peso mdzrimo si contiene un vector de peso

mdazximo, v, que lo genera. El peso correspondiente a este vector se llama peso mdzimo del mddulo
M.

Para un vector de peso maximo se tiene:
M=nUMm_))v (8.26)

debido a que U(ny) anula al vector y U(h) lo deja igual (al ser un vector peso). Se trata de una
consecuencia del teorema PWB.

Proposicion 8.1 Si g es un dlgebra de Lie que admite una descomposicion triangular y M es un
g-mddulo de peso mdzrimo, con peso mdzrimo A y vector de peso mdximo v, se tiene:
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1. M admite una descomposicion en espacios de pesos, y los pesos son de la forma A — « con
a € Q4 U{0}. Ademds

M =Kv, M**=Umn""w, acQ, (8.27)

2. M estd graduado segun la descomposicion anterior por ZA+Q. Los operadores en los espacios
g% y U(g*) son homogéneos de grado «

3. Si la descomposicion de g es reqular y los espacios g¢ son de dimension finita, los espacios
de pesos de M son de dimension finita

Esta proposicién implica que tanto el peso maximo A como el subespacio unidimensional gene-
rado por un vector de peso maximo, Kv, son tinicos.

Ejemplo 8.3

Veamos en un ejemplo simple como se aplican estas ideas. Consideremos el dlgebra s((2,C) y
una descomposicion triangular:
g=CedChap Cf (8.28)

donde {e, h, f} es la base estudiada en ejemplos anteriores. El reticulo de raices positivas es:
Q+ ={a}

Supongamos que tenemos un g-médulo de peso maximo m € N, y sea v un vector de peso
maximo. Los restantes pesos del médulo son de la forma m — 2k, k € N y la descomposicién en
espacios de pesos de M es (n_ = Cf):

M™=Cv, M™* =i(n_)"?*v=Cfrv (8.29)

puesto que U(n_) es la envolvente lineal de las potencias de f.

8.3. Modbdulos de Verma

Los médulos de Verma son médulos universales para algebras de Lie que admiten descomposi-
ciones triangulares.

Sea g un algebra de Lie que admite una descomposicién triangular (h,n;, @4, 0). Dado un
peso A € h* se construye un g-médulo M(N), de peso mds alto A, cuya base estd formada por
vectores x;* ... x7'v, donde 2; € n_ (formando una base de n_ con un conjunto de indices J bien

4 J
ordenado) y v es un vector de peso maximo.

Definicién 8.7 Un mddulo M(X) de peso mdximo X, y vector de peso mdximo vy, es un mddulo
de Verma si, dado cualquier otro mddulo M, de peso mdzimo X y vector de peso mdzimo v', existe
un homomorfismo de g-mddulos, 1 : M(X\) — M, tal que n(vy) ='.

Para estudiar la estructura de un mdédulo de Verma, veamos primero como el dlgebra envolvente
se puede descomponer en suma de dos subespacios, uno de ellos asociado al algebra envolvente de
n_. Si A es un peso de g relativo a la subdlgebra abeliana b, se tiene:

Ug) =Un-) © Ulgns + Y Ug)(h = A(h),1)) (8.30)

heh

En efecto:
Si A : b — K, podemos extender su accién a toda el dlgebra envolvente de h que coincide con
su algebra simétrica al ser abeliana:
A:S8(h) — K (8.31)
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El ntcleo de esta aplicacién es:

> S(h)(h = A(h),1) (8.32)

heb

de donde el algebra simétrica de h se puede escribir como:

S(h) =KoY S)(h—Ah),1) (8.33)
heh
Consideremos ahora la subdlgebra de g dada por:
b_=hdn_ (8.34)
Su algebra envolvente, U (b_) es un U(n_)-mddulo. Usando el teorema PBW, podemos escribir:
Ug) = UnJUOUwL) =UmJUb)K S UM ny) = UM JUD) ©U(g)Iny =
U K S S(6)(h - A(h),1) & Ulg)ny =

hebh
Unm_) @Y Ub_)(h— A(h),1) & U(g)ns
heh
y usando la inclusién:
ng(h— A(h),1) CU(g)ns (8.35)
que implica:
U(g)(h = A(h),1) CU(b_)(h = A(h),1) + U(g)ny (8.36)

demostrando la igualdad.
Se tiene el siguiente resultado sobre la existencia de médulos de Verma.

Proposicién 8.2 Sea g un dlgebra de Lie y (h,ny, Q4,0) una descomposicion triangular. Enton-
ces VA € h* existe un mddulo de Verma de g, M(X\), con peso mdzimo .

Considerado como un U(g)-médulo, M(A) es isomorfo a U(n_).
Para demostrarlo, consideremos la proyeccién dada por la descomposiciéon en suma directa
anterior:

p:U(g) — Un_) (8.37)
con lo que ker p es un ideal por la izquierda de U(g). Definimos una accién de U(g) sobre U(n_):

y-u=p(yu), yeU(g), uel(n-) (8.38)

Veamos que estd bien definida. Sean y,y" € U(g), y u € U(n_). Entonces el elemento y - u se puede
descomponer siguiendo la suma directa:

y-u+r, pr)=0 (8.39)

y se tiene:

Y (y-u) =9y (pyw) =y - (yu —7) = p(y'(yu — 7)) = p(y'yu) = (Y'y) - u (8.40)

va que y'r € ker p.
Siy =" €U(n_) entonces u-u' = p(uu’) = u'u y por lo tanto U(n_) es generado por 1 cuando
se considera la accién de U(g):

si yel(ny)

y-1=py) =0
si heh  h-

1=
1= p(h) = p(A(h),1 + h — A(h)) = A(h)

con lo que concluimos que U(n_) es un médulo de peso més alto A\ y vector més alto 1.
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Proposicion 8.3 Propiedades de los médulos de Verma.
Sea M(N\) un mddulo de Verma de peso mds alto A. Entonces:

1. Todo submddulo propio admite una descomposicion en espacios de pesos relativa a § con
pesos en A — Q_.

2. M(X) tiene un dnico submddulo propio mazimal N(X)

3. El mddulo cociente L(A\) = M(X)/N(X) es irreducible y es el inico mddulo de peso mds alto
A, irreducible de g.

8.4. El algebra sl(2,C)

Aplicaremos en esta seccion las técnicas anteriores a la descripcién de los médulos de Verma y
representaciones de dimensién finita de s((2, C).

El dlgebra de Lie sl(2,C), matrices 2 x 2 de traza nula con coeficientes complejos, admite
una descomposicién triangular de las estudiadas al principio de este capitulo. Explicitamente, si
llamamos como hemos hecho antes:

(U8 () () e

los subespacios generados por cada una de estas matrices, b, n. y n_ respectivamente, son una
descomposicion triangular del dlgebra:

5[(2,C)=Cf @ Cha® Ce (8.42)
El espacio n, tiene dimensién 1, y admite una descomposicién en espacios de pesos, relativa a

la subélgebra abeliana b:
[h,e] = 2e (8.43)

donde la raiz es «, con:
alh) =2 (8.44)

El reticulo de pesos es @+ = Z,«, y la anti-involucién es simplemente la transposicién de
matrices.

Supongamos ahora que A € h* es un peso de s((2,C), y que vy € M(A) es un vector de peso
méximo del médulo de Verma, M ()) asociado a A. La descomposicién en espacios de pesos de este
mddulo serd (al ser n_ de dimensién 1):

MA~"* = Cf",, neN (8.45)

y por lo tanto, si este médulo tiene submddulos, seran necesariamente de la forma:

> Cfruyg (8.46)

n>ng

para algun ndimero natural ng, ademds del médulo trivial {0}.
Un médulo con esta forma tiene que verificar:

ef™vy =0 (8.47)

pues si no fuera asi, no seria invariante. Y a la inversa, si existe ng > 0, tal que se verifica la
ecuacion anterior, el vector f™wvy es un vector de peso méaximo, y el médulo que genera,

Ug) f* v =Um_) [y (8.48)
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es un submddulo propio de M ().

De entre estos submédulos habrd uno maximal, que serd aquel para el que ng sea el minimo de
todos los posibles.

Para demostrar el siguiente resultado, relativo a la estructura de los médulos de Verma de
s[(2, C), necesitaremos las siguientes igualdades:

hf"vy = (a—2n)f vy (8.49)
effuy = nla—n+1)f"to, (8.50)

donde a = A(h). La demostracién se hace facilmente por induccién. En efecto, usando las reglas
de conmutacién del algebra:

(h, f] = —2f = hfvs = fhos — 2fvy = (a—2)foy (851)
Supongamos que el resultado es correcto para n y probémoslo para n + 1:

hf" g = hf(fhoy) = FR(fMoe) =2f" oy = (a=2n) " og =2 oy = (a=2(n+1)) f* oy

como queriamos probar. La segunda es igualmente sencilla: (552
le, fl=h= efvy = fevy + hvy = 2v; (8.53)
por tanto,
ef" oy =ef(fvy) = fe(fMoy)+hf vy = nla—n+1) v +(a—2n) froy = (n"‘l)(a—”)(f"?if)
8.5

El resultado fundamental sobre la irreducibilidad de los médulos de Verma de s[(2,C) es el
siguiente:

Teorema 8.1 Sea M () un mddulo de Verma de sl(2,C) de peso mdzimo X, y vy un vector de
peso mdximo. Entonces:

1. M()\) es irreducible si y solo si A(h) ¢ N.

2. 8i AM(h) € N, N()\) es un médulo de Verma, con generador fA"*ly, y peso mds alto
A — (M(h) + 1)a. El médulo irreducible L(X) es de dimensidn finita A(h) + 1, y es el dnico
mddulo cociente no trivial de M(\).

Daremos algunas ideas sobre la demostracion de este teorema.

Sea a = A(h). M (\) serd irreducible si no tiene submdédulos propios. Como hemos visto antes, los
submdédulos propios estan asociados con los nimeros naturales que verifican la ecuacién: ef™ v, =
0. Pero hemos calculado cuanto vale esta expresion:

ef™v, =ngla—no+1)f" v, =0 (8.55)

que implica:
nola—no+1)=0 (8.56)

Por lo tanto, como ng € N, se deduce que a € N. El médulo es irreducible si esto no es asi. Si
el médulo es reducible, es decir si a es un nimero natural, sélo tiene un submédulo propio, pues ng
queda univocamente determinado por a. Luego solo existe un médulo N (), que es generado por
f™wvy, donde ng = a+ 1, y que, por supuesto, es maximal. Podemos calcular el peso (méximo)
asociado a este vector:

Bf oy = (a—2(a+ 1) os = —(a+2) oy (8.57)
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es decir N () es un mddulo de Verma con peso méximo:
NAX)=MA\-(a+1)a) (8.58)

El cociente del médulo de Verma M () por su submddulo maximal N()), es un médulo irre-
ducible L()\) de dimensién finita, igual a a + 1.
La estructura de pesos es:

a —  Peso maés alto de M (), A(h) =a € IN

—a—2 — peso més alto del submddulo propio maximal N (\)
—a—4

y por tanto, al dividir M () entre N () obtenemos un médulo irreducible de dimensién finita igual
aa-+1.

8.5. Representaciones de dimensién finita de sl(2,C)

Usando las reglas de conmutacién de sl(2,C) podemos escribir la forma explicita de las re-
presentaciones irreducibles de dimensién finita de esta algebra. Para ello, elegimos como base del
espacio vectorial, los vectores peso:

hlm) =m|m), m=a,a—2,...,—a+2,—a (8.59)

Se supone que el espacio vectorial estd dotado de un producto escalar, con respecto al cual, el
operador que representa a h es autoadjunto, y los operadores que representan a e y f son adjuntos
uno del otro. Debido a que los vectores de la base corresponden a distintos autovalores, forman
una base ortogonal en el espacio, que supondremos normalizada.

El producto escalar de un vector f"|a) consigo mismo es:

(ale” f"la) = lenl? (8.60)

donde
f"la)y = cpla — 2n) (8.61)

pues los subespacios de pesos son unidimensionales, y los vectores de la base estan normalizados.
Calculamos una relacién de recurrencia entre los ¢,,:

lensal® = (ale" " a) (8.62)

y usando:
ef"ta) = (n+1)(a —n)f"|a) (8.63)

obtenemos:
lens1]? = (n+1)(a = n)(ale”" f*|a) = |en|*(n + 1)(a — n) (8.64)
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El primer término de esta serie se calcula facilmente:
fla) = cila —2)

(alefla) = a(ala) = ale,

De aqui se deduce toda la serie. Tomando c; real positivo,

g = 2a(a—1)
cn = +/nla(a—1)...(a—n+1)

La acciéon del operador f se calcula ahora facilmente:

fla—20) = — " 1]a) = “ 0 — 30 + 1))

n

y el cociente de dos ¢,, consecutivos es:

Cn41 _ ((n—!—l)!a(a—1)...(a—n—|—1)(a—n)>1/2
Cn nla(a—1)...(a—n+2)(a—n+1)

de donde:

fla—2n) = /(n+ D(a - mla - 2(n + 1))

La anterior expresion se suele escribir (poniendo a — 2n = m):

1
flm) = 5/l —m+ 2@+ mlm - 2)
El célculo del otro operador es ahora muy sencillo:
ef"la) =n(a—n+1)f"""|a)

De los calculos anteriores:
[ Ma) = enala—2(n - 1))

y por lo tanto:
Cp—1

ela —2n) = n(a—n+1)ja—2(n—1))

n

y usando el coeficiente calculado anteriormente:
ela —2n) = /nla—n+1)ja—2(n—1))

elm) = 5/Ta—m){a +m + 2m +2)

o en la notacién de m:

(8.65)

(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.70)

(8.71)

(8.72)

(8.73)

(8.74)

(8.75)

expresién que junto con las de e y h nos dan la representacién para cualquier ntimero natural a.



Capitulo 9

Representaciones de algebras de
Lie semisimples

U

Las representaciones de dimensién finita de dlgebras de Lie simples complejas son muy sencillas
de estudiar. Todas ellas tienen un peso mas alto y una estructura de orbitas segun el grupo de
Weyl correspondiente que permite su analisis de una forma sencilla.

9.1. Pesos fundamentales

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de dimensién n y rango I, y h una subéalgebra de
Cartan. Sea A el sistema de raices de g y II un sistema de raices simples relativas a la subalgebra

h:

In={ay,...,} (9.1)
La matriz de Cartan de g es:
2(a, af)
A= (a;;), o = {a, N = AT I 9.2
(aij), aij = (i, a ) (0, 0) (9.2)
y en la representacion adjunta se tiene:
[his e5] = aj(hi)e; = (o, cvi)e; (9:3)

Si se toma el sistema de raices simples como base del sistema de raices, las coordenadas de
éstas serdan: a; = (0,...,1,...,0), pero como veremos a continuacién, usaremos una base mé&s
conveniente. Para ello, supongamos que las coordenadas de las raices simples son las filas de la
matriz de Cartan correspondiente:

a; = ((ag,0a), . (g, ap)), i=1,...,1 (9.4)

En la representacion adjunta, los pesos son las raices, y como ya sabemos, el reticulo de raices
esta contenido en el de pesos. Llamaremos pesos fundamentales a los de la base en la cual las raices
tienen las coordenadas anteriores:

wi=(0,...,1,...,0), i=1,...,1 (9.5)

es decir:
wi(hj)zéij, i,jzl,...,l (96)
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Noétese que esta definicion de w como base dual de la base elegida en la subalgebra de Cartan
implica que las coordenadas de las raices simples son las filas de la matriz de Cartan:

l

i(hy) = (s, a5) = ai; = > Aawr(hy) = Ay (9.7)
k=1

Los ntimeros A(h;) son simplemente las coordenadas del peso A en la base de pesos fundamentales.

El siguiente teorema caracteriza las representaciones de dimensién finita de las dlgebras de Lie
simples:

Teorema 9.1 Si V es un g-mddulo irreducible de dimension finita, entonces, si A es su peso
maximo:

Ah) €N, i=1,...,1 (9.8)

Téngase en cuenta que los médulos irreducibles de dimension finita de un dlgebra de Lie semi-
simple tienen un peso més alto. Basta considerar las subdlgebras de tipo sl(2, C) que se pueden
construir sobre las raices simples.

Se dice que un peso es dominante si A(h;) es un niimero entero positivo. El conjunto de los
pesos enteros (es decir, aquellos para los que A(h;) € Z), es un reticulo de §*, que incluye al reticulo
de las raices y por supuesto a los pesos dominantes. Los pesos dominantes caracterizan las érbitas
del grupo de Weyl dentro de los pesos de una representacién:

Teorema 9.2 Si \ € h* es un peso dominante, el g-modulo irreducible que lo tiene como peso mds
alto es de dimension finita. Ademds los pesos son permutados por el grupo de Weyl (es decir, el
grupo de Weyl deja invariante el sistema de pesos) y

dim V/J = dim Va(#) (9.9)
donde o es un elemento del grupo de Weyl y i un peso del sistema que genera A.

Los pesos més altos son dominantes, pero en un sistema de pesos puede haber mas de un peso
dominante. Su importancia estriba en que el grupo de Weyl no actia transitivamente en el sistema
de pesos generado por un peso dominante A. En cada orbita, todos los subespacios de pesos tienen
la misma dimensién y sélo existe un peso dominante.

9.2. Construccion de los sistemas de pesos

Supongamos que A es un peso dominante de un dlgebra de Lie simple de rango [. Dada una
subdlgebra de Cartan h sea II el sistema de raices simples correspondiente. Los pesos de esta
representacién se obtienen de A restando combinaciones lineales de raices simples, es decir, el
reticulo de raices con coeficientes positivos:

A—Qy (9.10)

Equivalentemente, se desciende por el diagrama de pesos (o por el g-médulo asociado), aplicando
los operadores de U(n_), es decir los productos de los operadores f;, i = 1,...,l. Como cada
coordenada de \ estd asociada a una raiz de g, el procedimiento es el siguiente:

Sea A la coordenada k-ésima del peso A. De acuerdo con la teorfa de s[(2,C), si Ay > 0, este
peso genera un multiplete de s[(2, C) de dimensién Ay + 1, asociado a la raiz «y. Podemos obtener
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por tanto los siguientes pesos:

A = 20 (9.11)

)\—)\kak:(A’l,...,—)\k,...,)\;)

pues la coordenada k-ésima de oy es necesariamente igual a 2. En el médulo V' tenemos que, si vy
es el vector de peso mas alto, frvy tiene peso A — ay, etc.:

{v+,fkv+,flgv+v"'vf]?kv+} (912)

forman una base para un representacién de sl(2, C) de dimensién Ax + 1 y peso més alto Ag.

Si en el proceso aparecen en otras coordenadas, distintas de la k-ésima, nimeros positivos, se
pueden aplicar los operadores f; con j # k y obtener nuevas cadenas que llevan a multipletes de
otros sl(2, C).

Ejemplo 9.4

As.

As tiene dos representaciones fundamentales, no conjugadas (relacionadas sin embargo por un
automorfismo externo). con pesos maximos: wy = (1,0) y we = (0,1). Ambas son de dimensién 3
(la representaciéon 3, quark y 3, antiquark). Los diagramas de pesos correspondientes son:

10 01

11 11 (9.13)

N . e
01 10

N — R — O

Los ntimeros de la primera columna representan los niveles en los que se encuentran los pesos.
Una barra sobre un ntimero es un signo menos. La descomposicién de los médulos de estas dos
representaciones en espacios de pesos es:

Voo = =Vig®d Vi @ Vg
Vs = =Vo1® Vi1 @ Vyg

y la dimensién de cada espacio de pesos es 1. Es inmediato construir una base adaptada a esta
descomposicién. Para la representacién (01):

vy, fivg, fafivy (9.14)

donde e;v; =0, ¢ = 1,2. Podemos denotar a estos vectores por sus pesos y suponerlos normaliza-

dos:
[10), |11), |01) (9.15)

con lo que el célculo de las matrices de la representacién de As de peso maximo (1,0) es en esta

base:
1 0

hl — i s h2 — 1 (916)
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Ademss, |11) = kf;|10), donde k es una constante de normalizacién que en este caso es 1 (ver
como se calcula en el caso de A;). Por tanto:

A110) = [11)
f2|11> = |01>
y se tiene:
0 0
f1 — 1 0 5 f2 - 0 (917)
0 1 0

calculdndose de forma similar los deméas elementos de la base.

En estos dos ejemplos sélo existe una érbita del grupo de Weyl. No hay mas pesos dominantes
que el mas alto.

Veamos ahora los pesos de la representacién adjunta de A;. El peso mds alto es (1,1), la
dimension es 8 y el diagrama es:

0 11

! v N

1 12 21

! \ /

2 00 (9.18)
! / N

3 12 21

! N

4 11

En este caso tenemos dos orbitas del grupo de Weyl. En la primera, a la que pertenece el peso
més alto (1, 1), todos los subespacios tienen dimensién 1. En la segunda, que solo tiene un peso,
el (0,0), la dimensién es 2. Todos los pesos, salvo el (0,0) corresponden a las raices de A, y la
dimensién del subespacio de peso (0,0) es justamente el rango del dlgebra. El peso mds alto es
la raiz maxima del algebra: o + ao. La situacion es la misma para todas las representaciones
adjuntas de las algebras simples. No es tan facil buscar una base en este caso, aunque veremos
posteriormente como hacerlo de una forma sistematica.

Veamos otro ejemplo: la representacién de peso més alto (2,0) (dimensién 6).

0 20

! /

1 01

! / N

2 322 11 (9.19)
! N

3 10

! N

4 02

Hay dos o6rbitas del grupo de Weyl:

1. La primera contiene los pesos: (2,0), (22), (0,2)
2. La segunda contiene los pesos: (0,1), (1,1), (1,0) que es la representacién estudiada en
primer lugar.

Todos los subespacios tiene dimensién igual a 1 (es bastante sencillo ver que el subespacio de peso
(0,1) tiene dimensién 1, pues su tinico vector linealmente independiente es f1]20)).
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El tltimo ejemplo es la representacién de peso més alto (2,1) (dimensién 15).

0 21

! / N
1 02 31
S \ %

2 23 10

! N/ N
3 i1 22 (9.20)
S N

4 32 01

! N/ N
5 21 13
! N

6 12

9.3. Diagramas de pesos

Si elegimos en el espacio de pesos una base cartesiana, podemos dibujar, al igual que se hace
con las raices, los diagramas de pesos de representaciones de dlgebras de Lie simples. Los diagramas
son triviales para A; (la unica dlgebra simple de rango 1) y no es fécil representarlos cuando el
rango es mayor que tres. Nos limitaremos a unos ejemplos en rango 2, concretamente para As.

En una base cartesiana (ortonormal en R?), las raices vienen dadas por:

o = (2,0), az=(-1,V3) (9.21)

pues tienen longitud 2 y forman un édngulo 7/3. Como en la base de pesos fundamentales se tenfa:

ar =(2,—-1), az=(-1,2) (9.22)
no es dificil llegar a la conclusion de que los pesos fundamentales en la base de raices simples son:

21 1 2

gvg)a w2 = (gvg) (923)

wlz(

y en la base cartesiana:
1 2
wi =(1,—%=), ws=(0,—&
=gk =00

Por tanto, los pesos de algunas de las representaciones de A, son en esta base:

) (9.24)

(LO) - (Li)’ <_177)’ (0’_

v v ) (9.25)

(0,2) — (0, %» (1, - ) (9.26)

9.4. Accion del grupo de Weyl en los diagramas de pesos

Sea g un algebra semisimple y § una subdlgebra de Cartan, a la que estd asociado un sistema
de raices simples: IT = {a1,...,q;} v un matriz de Cartan A.
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Figura 9.1: Reticulo de pesos de A,

El grupo de Weyl estd generado por las reflexiones asociadas a las raices simples, que en la base
de pesos fundamentales pueden escribirse asi:

ri(a) =a— (o, )0y, i=1,...,1 (9.27)
Es claro que podemos definir las mismas reflexiones sobre los pesos:

2(m, «;)

(on, ) (9.28)

ri(m) =a—{(m,q;)q;. (m,q;) =

El peso m puede ponerse como combinacion lineal de raices simples o de pesos fundamentales:

l l
m = Z miai = m;w; (929)
i=1 i=1

y por lo tanto, (m, a;) es muy sencillo de calcular:

2 ! ~ QOéj,Ozi) - ! -
<m>04i> = (Z m; = ij(()éj, Oéi) = ijaji (930)

(Oéi, ai) Qy, Oéi)
pero:
l l
m = Z ’Ihi Z [ (931)
i=1 j=1
de donde se deduce:

l
m; = Zﬁzjaﬁ (932)
j=1

y por tanto la reflexién es:
ri(m) = a —m;o; (9.33)

De esta expresion se deduce facilmente que cuando se aplica una reflexion r; a un peso cuya
i-ésima coordenada es el principio de un multiplete de s[(2, C) se obtiene el peso correspondiente
al final del multiplete. En s[(2, C) es obvio:

r(m)=m—alh)m =—-m (9.34)

pues a(h) = 2.
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Dada cualquier representacién irreducible de dimension finita de un algebra de Lie simple, existe
un elemento del grupo de Weyl que lleva el peso més alto en el més bajo. Se trata de una involucién
que tiene una cierta expresion en término de raices simples, aunque ésta no sea dnica. Sin embargo,
siempre se puede poner como el producto de un nimero minimo de reflexiones simples, que es igual
al niimero de raices positivas del algebra.

Ejemplo 9.5
A;q. En este caso la involucién es simplemente la reflexion asociada a la Unica raiz simple del
algebra:
oo (9.35)
—-m

As. La involucién es el producto de tres reflexiones asociadas a las raices simples del algebra
T1,T92:

(ma,m2)
i) 1
(—=m1,m1 4+ m2)
1 ro (9.36)
(mg, —mi — mg)
! T

(=ma, —mq)

y la involucién es

0= r1rory (937)
Obviamente podemos empezar por ro y obtener la involucién:
Q= roriTe (938)

No hay ninguna otra posibilidad de escribir la involucién mediante el producto de tres reflexiones.
Sin embargo, para rango superior la situacién es mas complicada.

Ejemplo 9.6

As
(m1, ma, m3)
! T1
(—=m1,m1 4+ ma, m3)
! T2
(ma, —my — ma, m1 + My + m3)
i) T1
(—mg, —mi,m1 +ma + mg) (939)
! 3
(—=ma, ma +m3, —my —my —m3)
! T2
(m3, —may —m3, —m1)
i) T1

(*m37 —ma, *ml)

y la involucion es
Q = rirerarirar (9.40)

En general para A,, se puede elegir como descomposicién de la involucién la siguiente:

Q=riro...7pT1...Tn—1...71...7971 (9.41)
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Veamos que ocurre en el caso de las algebras B,,.

Ejemplo 9.7
By
La matriz de Cartan es:
A= [ _? _3 ] (9.42)
y la involucién es:
(m1,mo)
l T1
(—ml, 2m1 + m2)
! T2
(m1 + ma, —2my — ms) (9.43)
l T1
(*m1 — ma, mz)
! T2

(_mh —mz)
es decir:

Q= (’I“2’I“1)2 (944)

No es dificil comprobar que en general, la involuciéon para B, puede escribirse como:
Q=(ri...m)" (9.45)

Como veremos més adelante estas expresiones son fundamentales en el cdlculo de las bases de
Verma de los espacios de representacion. Similares expresiones pueden calcularse para las series C,,
y D, vy para el dlgebra excepcional G5. Para las demds algebras excepcionales, las expresiones de
la involucién determinadas hasta ahora no permiten el calculo de las bases de Verma.



Capitulo 10

Bases en espacios de
representacion

La determinacién de bases de los espacios de representacion es de mucho interés en las aplicacio-
nes. Veremos como calcular las multiplicidades de los pesos y la dimensién de las representaciones.

10.1. Férmulas de multiplicidad

Sea g un &lgebra de Lie simple y § una subélgebra de Cartan de g. Sea V() y g-médulo de
peso mas alto A. Si p € h* es un peso de esta representacion, se denomina multiplicidad de p a la
dimensién del espacio de pesos asociado a p, V(). El célculo de las multiplicidades es fundamental
en la teoria de representaciones. Existen varias formas de hallarlas, pero nos limitaremos a exponer
las ideas bésicas de una de ellas, la férmula de Freudenthal (para detalles ver[4]).

Dada un g-médulo V(X), sea u un peso. La multiplicidad m(u) verifica la siguiente relacién de
recurrencia:

(N EX+0) = (40, p+0)m(u) =2 > mlp+ ka)(u + ka, a) (10.1)

a>0k=1

donde 4 es la semisuma de las rafces positivas y (, ) es una forma bilineal en el espacio de pesos,
que proviene por dualidad de la restriccién de la forma de Killing a la subalgebra de Cartan.
Veamos algunos ejemplos de aplicacién de esta férmula.

Ejemplo 10.1

Veamos en A, algunos casos sencillos. En primer lugar, el producto escalar de las raices simples
se calcula facilmente. Si normalizamos la forma bilineal por:

(a1,01) = (g, 0) = 2 (10.2)
usando la matriz de Cartan del algebra obtenemos:
(a1, 02) = —1 (10.3)
Los productos escalares de los pesos fundamentales son también muy sencillos de calcular:
2 1
<w17w1) = <w27w2> = §7 (W]_,(UQ) = § (104)
v la semisuma de raices positivas es:
1
0= §(a1 +ag+ (a1 +a2)) =(1,1) (10.5)
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Tomemos por ejemplo la representacién adjunta, de peso més alto (1,1). Se tiene:
A+5,A+0)=8 (10.6)

Si un peso p = (u1, u2) lo es de esta representacién, la férmula de Freudenthal es:

B = [1(a + Loz + DIPym(u) = 20 m(u+ kar)(p+ ko, an) +
k=1

Zm A kas)(p+ kag, as) +Zm w4 kas)(p+ kag, as))
k=1 k=1

donde a3 = a; + as. El peso més alto (1,1) tiene multiplicidad 1, al igual que todos los de su
6rbita. Queremos hallar la multiplicidad del peso (0,0). Se tiene:

(8 = 1L, DI)m((0,0) = 2] |P(Y_ km(kar) + Y km(kaz) + Y km(kaz)) (10.7)
k=1

k=1 k=1

puesto que todas las raices tiene la misma longitud:

llaa[|? =2 (10.8)
y- )
2 1121 o
lanE =g | § ] an- (109)
La ecuacién que tenemos que resolver es:
6m =4 k(m(kay) + m(kag) + m(kas)) (10.10)

k=1

Pero esta suma solo da términos distintos de cero cuando k = 1 (cuando no se tiene un peso, la
multiplicidad es cero). Si k = 1, se obtienen tres pesos, correspondientes a aq, ao y ag = g + a,
de multiplicidad 1, luego:

6m((0,0)) = 12 (10.11)
y por tanto, la multiplicidad del peso (0,0) es 2.

10.2. Bases de Verma

Como ya hemos visto, los vectores peso de los espacios de representacion de las algebras simples
se pueden obtener a partir del peso més alto aplicando los operadores de descenso f;. Cuando la
multiplicidad de los espacios de pesos es 1, este procedimiento no presenta ningtin problema. Puede
haber muchas formas de llegar mediante estos operadores a un determinado espacio de pesos, pero
todas ellas llevan a vectores que son proporcionales. Sin embargo, si la dimension es mayor que uno,
de entre todas esas maneras habra que seleccionar las que proporcionen una base de ese subespacio
y eso no siempre es sencillo. El procedimiento de Verma nos da una forma de escoger las bases en
estos espacios de representacion.

Ejemplo 10.2

Consideramos nuevamente la representacién adjunta de As. Si denotamos por [11) un vector de
norma 1 correspondiente al peso mas alto, los otros vectores, que nos daran una base del médulo
correspondiente son:

fil11), - fa11) (10.12)
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f2£1111),  fif2[11) (10.13)
Rfifo11) = f3 fi11), [P f2l11) = fif2fi[11) (10.14)
fifafifell1) & fifs filll) & foff fo|11) & fofifafi|l1) (10.15)

En este caso no hay mayores problemas. Solo hay dos formas de llegar al subespacio de peso
(0,0), que deben corresponder a los dos vectores linealmente independientes que se pueden encon-
trar en él. En general, los vectores obtenidos de esta forma no son ortogonales (salvo si corresponden
a pesos diferentes).

Las bases de Verma para As se construyen aplicando los operadores:

o fge fo (10.16)

al vector de peso més alto (m,mz), donde los exponentes aj, as, as, verifican las desigualdades
siguientes:

0< a1 < my
0< ax < me + ay (10.17)
0< a3 < min(me,as)

Ejemplo 10.3

Tomemos el caso anterior de la representacién adjunta de A,. No es dificil extraer de las
desigualdades de Verma:

0 S aq S 1
0< an< 1+4a (10.18)
0< a3 < min(l,as)

la siguiente tabla:

Q
=
Q
N
IS
w

=== =0 OO
NN HHRFEOFERFRO
— O OOk OO

que nos da una base del espacio de representacién, con dos vectores de peso (0,0) linealmente
independientes:

fif2|11),  fafi[11) (10.19)

La construccién de las bases de Verma descansa en la eleccién de una descomposiciéon de la
involucién de grupo de Weyl que lleva el peso més alto en el més bajo y en unas reglas de calculo
sencillas, pero que, sin embargo, no aseguran que se pueda llegar a las desigualdades, dependiendo
de manera vital de la eleccién de la descomposicién citada. Veamos este cdlculo en un ejemplo.

Ejemplo 10.4
Ay

Como hemos visto antes, la involucién se puede escribir como:

Q) = riror3rar1reraTiTor] (10,20)
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y por lo tanto los operadores son:
aio £ag9 £ag £ay £ag £as £a4 £a3 £a2 £a7
SR SO ES PR E R C A E S Ea i (10.21)

Consideremos una representacién de dimensién finita de peso A = (my, mo, ms, my).
La primera desigualdad es claramente:

0<ar <m (10.22)

Para calcular la segunda seguimos la siguiente idea. Al restar a; veces ay, la coordenada mo se ve
aumentada en a; unidades, por tanto:

0<as <msg—+ay (10.23)

La tercera desigualdad no es tan facil de calcular. De hecho, su explicacién requiere conceptos mas
alld del alcance de este curso (ver [10]).
Veamos cuanto vale la acciéon de A — aja; — asag sobre hy:

(A —ar) — a2a2)(h1) = A(hl) - alal(hl) — agag(hl) = mi — 2(11 + ag (1024)

En esta férmula sustituimos a; por la siguiente expresién (uno de los pasos mds misteriosos del
procedimiento):

@ = % (méx(ar) + min(ar)) (10.25)

Como tenemos dos desigualdades que acotan a a; no es dificil calcular este valor. El maximo
de a1 es mq, pero su minimo no es cero, pues a; > as — my. Por tanto:

a1 > méx(0,azs — ma2) (10.26)

y podemos calcular:

1
1= 5 (my + max(0, ay —my)) (10.27)

2l

Volvamos a la accién de A — a1 — asag sobre hq:
my — 2G1 + ag = my —my —max(0,az —mz) + az = az + min(0, my — az) = min(az, m2) (10.28)
y la acotacion buscada para as es:
0 < as < min(ag, m2) (10.29)
Las demés desigualdades no ofrecen otras dificultades que las técnicas. Por ejemplo la cuarta:
(A — a10q — agan — azaq)(hs) = ms + ag (10.30)

Como no hay raiz as no es preciso cambiar nada (o si se quiere, es la primera vez que aplicamos
f3) v la desigualdad es:
0<as <m3g+as (10.31)

Vayamos a por la quinta:
(A — a1 — azag — azag — agas))(he) = mo + a1 — 2a2 + a3 + a4 (10.32)

expresién en la que hay que cambiar as por la media:

as = % (méx(az) + min(az)) (10.33)
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teniendo en cuenta las desigualdades que satisface as. De ellas deducimos:
as > ag —ms, az >0, as>as (10.34)

y por tanto:
az > méx(0,aq —mg, as) (10.35)

como por otra parte as < a; + mg, podemos escribir:

1
Uy = 3 (a1 + mo + méx(ag — ms,az)) (10.36)

y en la expresién que nos da la acotacién, tenemos, al sustituir as por @s:

mo+az—2a2+az+ays = ma+ay+as+ag—a; —moe — méx(ag — ms,as)

as + a4 + min(ms — ag, —as)

= ml’n(mg + as, a4)

y la quinta desigualdad es:
0 < as < min(a4,as + ms) (10.37)

La sexta desigualdad se calcula de igual forma (de hecho se puede aprovechar informacién de
los anteriores calculos) y se obtiene:

0 < ag < min(as, m3) (10.38)
La séptima es mucho més sencilla. Es la primera vez que aplicamos el operador f; y por tanto:
0<ar<my-+ay (10.39)

La octava se calcula igual que las otras:

0 < ag < min(ay, my + as) (10.40)
mientras que la novena tiene una dificultad anadida, la necesidad de calcular dos medias. En efecto:
(A= (a1+as+ag)ar — (as+as)as — (as+ag)as —aray)(he) = ma+a1 +as+ag—2a2 — 2as —i—(a4+ag;

10.41

En esta expresién hay que sustituir as y as por sus medias respectivas, que se obtienen de las
desigualdades precedentes:

1 .
a; = §(a1 + ma + méx(as, ag — mg3))
r ,
as = i(mm(a4, as + ms) + max(ag, ag — my))

y al sustituir obtenemos:
0 < ag < min(as, my + ag) (10.42)

La décima y ultima no es peor que las demas:
0 < ajp < min(ag, my) (10.43)

Es posible obtener estas expresiones para cualquier A,,.
Como ejemplo de aplicacién en otras series, veamos el sencillo caso de By. Aqui, la expresion
de los operadores es:
a4 £a3z p£a2 £al
1 J2 17 )2 (10.44)
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y para un peso A = (m,mz), las dos primeras desigualdades son inmediatas:

0< a1 < mo
0< aa< mi+a

Para la tercera, empleamos el mismo procedimiento que usamos en Ay:
(A —ajog — agal)(hg) = my — 2a1 + 2as
sustituyendo a; por la media:
1 )
a; = §(m2 + méx(0,az —my))

obtenemos:
0 < a3 < min(2ag, m;1 + as)
Para la cuarta, el procedimiento es el mismo:
(A — (a1 + a3>0é2 — agal)(hg) =mq + a1 — 2a2 + ag

y sustituyendo as por la media:

_ 1 ,
oy = §(m1 +ai + max(iag,a3 —my))

deducimos que:
0 < a4 < min(my, 5(13)
Por ejemplo para dos representaciones sencillas de Bs:

Ejemplo 10.5

Representacion: (1,0):
Las desigualdades son:

ay = 0
O < an S 1
0< a3 < min(2as,as + 1)

1
0 ag < min(1,§a3)

y los exponentes:

IS
iy
IS
w
S
)
S
[

= o O O
N = OO

0
1
1
1

o o oo

El diagrama de pesos y los correspondientes vectores son:

10 A)
o/ /
12 £1IA)
N N
00 fafilA)
N N

12 f2f11A)

7 /
10 ALRAIN)

(10.45)

(10.46)

(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)
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Representacion: (0,1):
Ahora se tiene:

0 S ap S 1
0< a2 < u
0< a3 < ao
aq = 0
los exponentes:
ayq as as a1
0O o0 0 O
0o 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1

El diagrama de pesos y los correspondientes vectores son:

01 1A)
/ /
11 fa|A)
AN o (10.52)
11 f1f2|A)
N N
01 f2f1f2|A)

10.3. Dimensiones de representaciones irreducibles

El célculo de las dimensiones de las representaciones irreducibles de dlgebras de Lie simples se
basa en la férmula de Weyl, que no demostraremos aqui:

(A+6, )

dimV(\) = H )

a>0

(10.53)

donde ¢ es la semisuma de las raices positivas:

6= % > a (10.54)

a>0

Sin embargo, es posible obtener expresiones mas explicitas utilizando bases de pesos fundamen-
tales o cartesianas en el espacio de pesos.
Veamos unos casos sencillos.

Ejemplo 10.6

All
En este caso 6 = a/2, y el peso maximo A tiene una sola componente en la base de pesos
fundamentales: A = (\). Por tanto, la férmula de Weyl da:

2 1 2(A, )

dimV(A) = (A+ 3% a) =

) +1 (10.55)
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Pero: (A o)
2(A, «
A=A(h) = : 10.
=" (10.56)
por lo que la dimension es:
dimV(A)=A+1 (10.57)

AQI
La semisuma de raices positivas (que son a1, as y ag = a1 + asg) es ahora:

0=aq + as (1058)
y las coordenadas del peso més alto A en la base de pesos fundamentales son (A1, A2). Por tanto:

(A+9d,a1) (A+6,a2) (A+ 6, a3)
(67 041) (67 a3) (6a 042)

Todas las raices tiene la misma longitud (llamémosla c), y ademds, de la matriz de Cartan tenemos:

dim V(A) = (10.59)

2(0&1, ag)

(a1, 00) = (on.a) -1 (10.60)
de donde se tiene: .
(1, 01) = (g, a2) = ¢, (a1,a2) = 3 (10.61)
De estas relaciones se obtiene:
c
(d,01) = (§,02) = 5, (d,a3) =¢ (10.62)

(A+8a) =S +1), (A+d.a2) =50 +2), (A+das) = (A +Xa+2)  (10.63)
con lo que la dimensién de la representacién es:
1
dimV(A) = 5()\1 + DA+ DM+ A2+ 2) (10.64)

Cambiemos ahora de serie y calculemos la dimensién de las representaciones de Ba:
Las raices positivas son ahora:

a1, Qo, a1+, o1+ 200 (1065)

y su semisuma es por tanto:

3
0= 5041 + 2042 (1066)

Si llamamos ¢ a la longitud al cuadrado de la raiz mas larga:
c c
(a1,01) =¢, (az,a2) = 5 (o, 0) = 3 (10.67)
Sustituyendo en la férmula de Weyl:
1

Finalmente, calculemos la dimensién de las representaciones de la otra dlgebra de rango 2, Gs.
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Las raices positivas son:
a1, o, o) +os, o) +2a, ap+3as, 207 + 3ao (10.69)

y su semisuma es:
6= 30&1 + 50[2 (1070)

Si ¢ es la longitud al cuadrado de la raiz mas larga:

c c
(a1,01) =¢, (a9,a9) = 3 (a1, 9) = ~3 (10.71)
y después de algunos sencillos calculos:
1
dimV(A) = @()\1 F+ 1A+ 1D)BA + A2 +4)(BA1 + 222 +5) (A1 + A2 +2)(2A1 + A2+ 3) (10.72)

Estas formas se pueden dar para una serie completa. Veamos el caso de A,,. En este caso, las
raices positivas (en nimero de n(n + 1)/2) son:

A1,y O (10.73)
a1+ g, .., Q1+ (10.74)
ay +ag+ag,...,0n 2+ a1+, (10.75)
(10.76)
a1+ tap_1, 00+ Fan (10.77)
o)+t oy (10.78)
y la semisuma es:
1
0= E(nal +2(n—Daz+3(n—2)az+ -+ (n—1)20,—1 + nay,) (10.79)
En la base de pesos fundamentales:
0=(1,1,...,1) (10.80)

que es un resultado general. Veamos su demostracién. Si aplicamos una reflexion elemental a la
semisuma de raices positivas, el resultado es muy sencillo:

01(6) =0 <(S, Oéz'>0ti =0 — Q5 (1081)

pues la reflexién o; cambia entre si las raices positivas, excepto a; que cambia de signo:

1 1
b=3 Z a; + 50 (10.82)
J#i
Por tanto:
(0,a5) =1, i=1,...n (10.83)

y estas son las coordenadas de ¢ en la base de pesos fundamentales.
Volvamos al caso de A,,. Las raices son todas de la misma longitud, sea (o, ;) = c. Por tanto:

(8, ) = g (10.84)
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Ya que:
C
(Oél‘7 Oéi:tl) = —5 (1085)

y es cero en el resto de los casos en que ¢ # j. Como hemos calculado § en funcién de las raices
simples, basta comprobar que:

—mn—(m—-1)+2(m+1)(n—m)— (m+2)(n—(m+1))=2 (10.86)

Para cualquier otra raiz positiva que no sea una raiz simple, el producto es:

k
(5,0) = EC (10.87)
donde k es el nimero de raices simples que aparecen en « (k =1,2...,n, 1 para las raices simples

y n para la raiz més alta). El ntimero de raices positivas estd distribuido de la forma siguiente: n
raices simples, n — 1 raices suma de dos raices simples, etc. Es decir, n — (k — 1) raices formadas
por la suma de k raices simples.

Calculemos en primer lugar el producto de los denominadores.

n

Qoo - (5 (5) - ("5%) () - e oy

a>0
Sea ahora: & = ag + g1+ -+ ap con p— g+ 1=k, una raiz positivay A = (A1,...,A,) un
peso maximo de A,:
k
(A+6,0) = (A,a) + 30 (10.89)

Repitiendo lo ya hecho muchas veces, las coordenadas de A en la base de pesos fundamentales
son:

2(A7 O[i)
N\ = /. 10.90
(a’ia Oéi) ( )
y por tanto:
(A i) = g&- (10.91)
de donde: .
(A o) = §(/\q + 4+ Ap) (10.92)
y finalmente:
(A+<5,oz):g()\q+---+/\p+k) (10.93)
siempre con k = p — ¢ + 1. Ya solo nos queda hacer el producto de los numeradores:
n n—1
[[a+6a) = (g) A +1) (A + 1) (g) M AA+2) Mt +An +2) - x

a>0

() it da b n= D004 A1) () %

n(n+1)

(,\1_|_..._|_/\n+n): (g) 2 ()\1+1)...()\n_|_1)...()\1_|_...+)\n_|_n)

y dividiendo este resultado por el denominador calculado anteriormente, obtenemos la férmula
general de la dimensién de una representaciéon irreducible de A,,:

1
dimV(A) = W()\l+1)...()\n+1)()\1+)\2+2)...()\n71+)\n+2)...
k=1

M+t at+n—1DQe+ -+ +n -1\ +--+ A, +n) (10.94)



Capitulo 11

Productos tensoriales de
representaciones

Cuando se multiplican tensorialmente dos representaciones irreducibles es decir sus g-médulos
asociados, el producto no es en general una representacién irreducible. La descomposicién en suma
de representaciones irreducibles (un tema en el que no entraremos en estas notas, pero que es
evidente que se puede hacer en dimensién finita) se llama la serie de Clebsch-Gordan correspon-
diente. Su célculo es en general complicado, pero daremos una serie de reglas que lo facilitan y que
permiten, al menos en casos sencillos, dar una respuesta rapida.

Sea g un algebra de Lie simple y Ay, Ao pesos méximos de dos representaciones con g-mdédulos
Vi v Va. En el producto tensorial V3 ® V5, actiia una representacién de g que se llama producto
tensorial de las representaciones en V; y V5. Concretamente la accién de un elemento de g en el
espacio Vi ® V5 es:

- (V1 ®uy)=(z-v1) @2+ v, ® (- v2) (11.1)

como ya hemos visto. De esta forma, los pesos de la representacién producto tensorial son simple-
mente la suma de los pesos de las representaciones que aparecen en el producto. Concretamente, la
suma de los pesos més altos A; y As es justamente el peso méximo de una de las representaciones
que aparecen en el producto (y obviamente, no hay otra representacién en el producto con peso
mayor que éste). En efecto, si [A1) y |A2) son los vectores asociados a estos pesos més altos, y h
es un elemento del algebra de Cartan de g, se tiene:

h([A1) @ [Az)) = (kA1) ® |A2) + A1) @ (h[A2)) = (A1 + A2)(R)(|A1) @ [A2)) (11.2)

El problema es como calcular el resto de las representaciones irreducibles que forman la serie de
Clebsch-Gordan. Para ello introduciremos los conceptos de congruencia e indices que nos ayudaran
en este célculo.

11.1. Clases de congruencia

Es bien sabido que en A; existen dos clases de representaciones, las de peso par y peso impar
(spin entero y semientero en la notacién mds usada en fisica). Se llaman clases de congruencia. Si
se asigna el nimero 0 a la clase par y el 1 a la impar, se tiene el siguiente resultado:

En la serie de Clebsch-Gordan del producto tensorial de una representacién de clase a por otra
de clase b sélo aparecen representaciones de la clase a + b, mod(2).

En términos més usados en fisica, el producto de spins semienteros son spins enteros, el de spin
entero por semientero es semientero y el producto de spins enteros es también entero.

111
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Una situacién similar aparece en A,. Aqui hay tres clases de congruencia (trialidad en la
nomenclatura fisica), denotadas por los ndmeros 0, 1, 2 (médulo 3). La representacién (1,0) es de
clase 1, la (0,1) de clase 2 y la (1,1) de clase 0. La propiedad de los productos tensoriales dada
para Aj se conserva aqui.

El ntimero de clases de congruencia para las distintas dlgebras de Lie simples viene dada en la
siguiente tabla:

—_

Djhjbj:UQDo:m
== N W R NN

El célculo de la clase de congruencia a la que pertenece una representaciéon dada es sencillo,
aunque solo lo haremos aqui para las series A,,, B,,. Para la serie A,,, dado una representacién de
peso més alto A = (A1,...,A,), basta hallar el niimero:

A +2X o+ - +n),, modn+1 (11.3)

En B, las clases de congruencia vienen dadas por \,, mod 2. Para las demas el calculo es igual
de sencillo, aunque las férmulas varian de unos casos a otros.

Las clases de congruencia se corresponden con los elementos del grupo P/Q, donde P es el
reticulo de pesos y @ el de raices. Este es el nimero de elementos del centro del grupo corres-
pondiente. El indice de Q en P es igual al nimero de clases de congruencia y coincide con el
determinante de la matriz de Cartan.

Las clases de congruencia estdn relacionadas con la forma en que se expresan los pesos en
funcién de las raices simples. Por ejemplo, para As:

1
wp = qu + gag
1
woy = §OZ1 + gOZQ
De esta forma, los pesos A = (A1, \2) se escriben como:
221+ A A1+ 2A
A= 1; % 1+3 % g (11.4)

con lo que los coeficientes de A en funcién de la base de raices simples son multiplos de tres (en
cuyo caso los coeficientes son enteros), o bien conjugados a 1 o 2 médulo 3 (con més precisién, o
bien son ambos miltiplos de 3, o si uno es conjugado a 1, el otro lo es a 2).

11.2. Indices de representaciones

Se define el indice de segundo orden de una representacién irreducible A, de un dlgebra simple,
g, como:

In= > m (11.5)

meQ(A)
Para el cédlculo del indice es més conveniente usar la siguiente expresion:

l
e 5NA(K2 —6%) (11.6)
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donde [ el el rango del algebra y n su dimensién. Ny es la dimensién de la representacion, y:
Ky=A+9 (11.7)

siendo ¢ la semisuma de raices positivas.

Como hemos visto, el sistema de pesos de la representacién producto A; ® Ay es la suma de
los sistemas de pesos de A; y As. Es posible demostrar que existe la siguiente relacion entre los
indices de las representaciones A; y Ao v los de las representaciones que aparecen en la serie de
Clebsch-Gordan:

Inyga, = (dimAy)Ip, + (dimAp) Ty, = > Ia (11.8)
A

Esta expresion constituye una relacién que ayuda al calculo de las representaciones que aparecen
en la serie de Clebsch-Gordan.

11.3. Cadenas minimales

Volvamos al problema de calcular la serie de Clebsch-Gordan:

N
AN =) m(A)A; (11.9)

i=1

donde m(A;) es el ntimero de veces que la representacién A; aparece en la descomposicién (la
multiplicidad).

Como hemos dicho, el peso A + A’ es un peso més alto de una de las representaciones que
aparecen en la descomposicién (el mayor de todos). También es fdcil calcular el peso mds alto mds
pequenio de todos los que aparecen en la descomposicién (los conceptos de mayor y més pequeno
se refieren al nivel en el que se encuentra este peso). Este peso es: A + A’ donde A’ es el peso mas
pequerio de la representaciéon A’. En realidad, lo mds que podemos asegurar, es que este peso se
encuentra en esa representacion que buscamos, pero una aplicaciéon del grupo de Weyl nos llevara al
peso mas alto en el caso en que éste no lo sea.

El resto de las componentes de la serie se puede obtener de la forma siguiente:

A+ N — M(a) (11.10)

es el segundo peso, donde M («;) es una cadena minimal que se construye de la forma siguiente.
Se toma A (por ejemplo) y se buscan las raices simples para las que (A, «;) # 0 (para lo que basta
ver qué componentes de A son distintas de cero). Sea «; una de ellas. Este es el primer elemento
de la cadena. El segundo elemento es otra raiz «y, tal que: (o, o) # 0. Finalmente llegaremos a
una raiz simple «g, tal que: (as, A') # 0.

Es decir una cadena minimal relaciona los dos pesos mas altos a través de una serie de raices
que forman un camino en el diagrama de Dynkin.

Veamos unos ejemplos de aplicacién de estos métodos.

Ejemplo 11.1

Consideremos en A, las representaciones:
A=(1,0), A =(0,1) (11.11)

ambas de dimensién 3. Por tanto la representacién producto tensorial tiene dimensién 9. El peso
mayor es la suma de A y A’; es decir (1,1). Como esta representacion tiene dimensién 8, es obvio
que solo hay otra representacién, de dimension 1, es decir (0, 0):

(1,0) ® (0,1) = (1,1) & (0,0) (11.12)
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Ejemplo 11.2
Sean ahora las representaciones de As:
A=A =(1,0) (11.13)

La representacién producto tiene también dimensién 9. Sin embargo el peso mayor es (2,0) que
corresponde a una representacién de dimension 6. Queda pues una dimensién igual a 3. Hay dos
representaciones de dimensién 3 en As y no hay representaciones de dimensién 2 (aparte de que
podria corresponder a tres veces la representacién de peso (0,0), aunque este caso puede excluirse
por otras razones). El peso mds bajo de la representacion (1,0) es (0,—1), y por tanto:

(1,0) 4+ (0,—1) = (1,-1) (11.14)
Este peso no es dominante, pero una reflexién ry lo lleva a uno que si lo es:
rao(1,—1) = (1,—-1) + (-1,2) = (0,1) (11.15)
que es una representacién de dimension 3. Asi pues, no hay que buscar més. Por tanto:

(1,0) ® (1,0) = (2,0) & (0,1) (11.16)

Ejemplo 11.3

Veamos un caso més complicado en C3, con representaciones:
A=A =(0,0,1) (11.17)

que tiene dimensiéon 14. La dimensién de la representacion producto es 196. El peso mayor es:
(0,0,2), que corresponde a una representacién de dimensién 84. El peso menor seria:

(0,0,1) + (0,0, —1) = (0,0,0) (11.18)

pues el peso més pequerio de la representacién (0,0, 1) es (0,0, —1). Nos faltan 196 —84 — 1 = 111.
Construyamos una cadena minimal. La raiz a3 conecta A consigo mismo. Por tanto un peso es:

A+ A —as=(0,0,2) — (0,-2,2) = (0,2,0) (11.19)

que es una representacion de dimensién 90. Solo nos queda 21. Pero las cadenas minimales se
pueden también usar subiendo desde el peso méas pequeno:

(0,0,0) + (0,-2,2) = (0,—2,2) (11.20)
que no es un peso dominante. Pero podemos usar reflexiones para pasar al peso dominante:
r9(0,—2,2) = (0,-2,2) + 2(—1,2,-1) = (—2,2,0) (11.21)

y otra vez:

r1(—2,2,0) = (=2,2,0) +2(2, —1,0) = (2,0,0) (11.22)

Este peso corresponde a una representacién de dimensién 21, con lo que se acaba la descomposicién:

(0,0,1) ® (0,0,1) = (0,0,2) & (0,2,0) & (2,0,0) & (0,0,0) (11.23)

Ejemplo 11.4

Volvamos a As y sea ahora el producto:

(L) ®(1,1) (11.24)
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La dimensién es 8 x 8 = 64. El peso mayor y el mas pequeno son:

Podemos encontrar dos cadenas minimales, una con «; y la otra con as. Del peso mayor
obtenemos:

(LD +(1,1) = (2,-1) = (0,3), (1,1)+(1,1) — (=1,2) = (3,0) (11.26)

Partiendo del peso menor:
(0,0)+ (2,-1) = (2,-1), (0,0) —(-1,2) =(-1,2) (11.27)
que no son pesos dominantes. Pero, aplicando una reflexién:
(2,-1) 22 (1,1), (=1,2) = (1,1) (11.28)

es decir en los dos casos se obtiene la misma.
Si sumamos las dimensiones de todas las representaciones:

) o1
) 10
) 10
)
)

3
3

Y

8
1
56

Y

O = O W N
S = W O N

(
(
(
(
( Y

por lo que nos queda todavia 8. Se concluye, analizando por ejemplo las clases de congruencia (todas
las representaciones en este caso estan en la clase 0), que el dnico candidato es la representacién
(1,1). La serie de Clebsch-Gordan completa es:

(1,1) @ (1,1) = (2,2) + (3,0) + (0,3) +2(1,1) + (0,0) (11.29)

Las dificultades no crecen en general con la dimensién de las representaciones sino con el nimero
de ellas que aparecen en la descomposiciéon. Veamos un ejemplo con dimensién alta pero sencillo
de tratar.

Ejemplo 11.5

En F§ consideremos el producto tensorial de las representaciones:
(0,0,0,0,0,1) ® (1,0,0,0,0,0) (11.30)

La primera tiene dimensién 78 y la segunda 27, con lo que el producto es 2106.
El peso mayor es (1,0,0,0,0,1) que corresponde a una representacién de dimensién 1728. El
peso menor es:
(0,0,0,0,0,1) + (0,0,0,0,—1,0) = (0,0,0,0,—1,1) (11.31)

(calculando el peso més bajo de la representacién (1,0,0,0,0,0)). No es un peso dominante, pero
la siguiente cadena de reflexiones lo convierte en uno.

rs ¢ (0,0,0,0,— )+(000 1,2,0) (0,0,0,—1,1,1)

ry (ooo 11,1)+( ~1,0) = (0,0,—1,1,0,1)

rs : (0,0,—1,1,0,1) + (0, 10—1) (0,-1,1,0,0,0)
(0, 1,1,000)+( 1000) (—1,1,0,0,0,0)
(- )+ (

1,1,0,0,0,0) + (2, — 10000) (1,0,0,0,0,0)

)

1
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con lo que obtenemos un peso que corresponde a una representaciéon de dimensién 27. Si hubiéramos
calculado el peso mas bajo de la otra representacién, habriamos obtenido:

(0,0,0,0,0,—1) + (1,0,0,0,0,0) = (1,0,0,0,0, —1) (11.32)

Tampoco es un peso dominante, pero:

re : (1,0,0,0,0,—1) + (0,0, 1002) (10—100,1)

rs :+ (1,0,—1,0,0,1) + (0, — ~1)=(1,-1,1,-1,0,0)
ra o (1,-1,1, 100)+( 1000) (010 ~1,0,0)
Ty (0,1,0 1,0 0) (0, ,0) = (0,1,—1,1,—1,0)
rs ¢ (0,1,—1,1, )+(000 1,2,0):(0,1,—1,0,1,0)
ry ¢ (0,1,— 10,1,0)+(0, ~1)=(0,0,1,—1,1,—1)
re : (0,0,1,—1,1,— 1)+(, 1002):(00,0,—1,1,1)
Ty (0 0,0,—1,1,1) + (0,0,-1,2,—1,0) = (0,0, —1,1,0,1)
ry : (0,0,—1,1,0,1) + (0,—1,2,-1,0,—1) = (0, —1,1,0,0,0)
ro (o, 11000)+( 1000) (-1,1,0,0,0,0)
o (- 110000)+(2,—10000) (1,0,0,0,0,0)

que nos da el mismo resultado anterior, pero con mucho mas esfuerzo.

Para calcular el resto de las representaciones tratemos de emplear alguna cadena minimal.
Partiendo de (0,0,0,0,0,1) queremos llegar a (1,0,0,0,0,0) siguiendo el diagrama de Dynkin.
Claramente la tnica posibilidad es la cadena:

Qg, 3, (g, (1 (1133)
y por lo tanto el peso obtenido es:

(1a0a0a0707 1) - (07()’ _1707072) - (07 _1527 _1a03 _1) - (_172a _1707070) - (27 _1a07070v0)
=(0,0,0,1,0,0)

que es un peso dominante y que corresponde a una representacion de dimensién 351. Pero:
1728 + 351 + 27 = 2106 (11.34)
luego hemos terminado. La serie de Clebsch-Gordan es:
(0,0,0,0,0,1)®(1,0,0,0,0,0) = (1,0,0,0,0,1) & (0,0,0,1,0,0) & (1,0,0,0,0,0) (11.35)

Para acabar la descripcion de estos métodos de cédlculo, veamos como los indices de las repre-
sentaciones que aparecen en los ejemplos verifican las relaciones explicadas anteriormente.

Ejemplo 11.6

Ao
(1,0) ® (0,1) = (1,1) @ (0,0) (11.36)
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El indice del producto tensorial es:

I10)0,1) =3 x3+3x3=18
y se tiene:
18 =18+0
Ejemplo 11.7

As
(1,0) @ (1,0) = (2,0)© (0,1)

Rep. Indice

(1,0) 3
(2,0) 15
(0,1) 3

El indice del producto tensorial es:

I1,0)0(1,00 =3%x3+3x3=18

y se tiene:
18 =15+30

Ejemplo 11.8

Cs
(0,0,1) ® (0,0,1) = (2,0) & (0,1)
Rep. Indice
(0,0,1) 20
0,02) | 288
(02,00 | 240
(2,0,0) 32
(0,0,0) 0

El indice del producto tensorial es:

1(0,071)®(070’1) - 14 X 20 + 14 X 20 = 560

y se tiene:
560 = 288 + 240+ 3240

Ejemplo 11.9
A

(1,1) @ (1,1) = (2,2) & (3,0) & (0,3) & 2(2,2) @ (0,0)

Rep. Indice

) 18
) 162
) 45
)

)

3
0
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(11.37)

(11.38)

(11.39)

(11.40)

(11.41)

(11.42)

(11.43)

(11.44)

(11.45)
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El indice del producto tensorial es:

I 1yea,) =8 x 18 +8 x 18 = 288

y se tiene:
288 =162+ 454+45+2 x 1840

Ejemplo 11.10
Eg

(0,0,0,0,0,1) ®(1,0,0,0,0,0) = (1,0,0,0,0,1) & (0,0,0,1,0,0) & (1,0,0,0,0,0)

Rep. ‘ Indice
(0,0,0,0,0,1) 72
(1,0,0,0,0,0) 18
(1,0,0,0,0,1) 2880
(0,0,0,1,0,0) 450

El indice del producto tensorial es:

I(O,O,O,O,O,1)®(1,0,0,0,0,0) =78 x 18 + 27 x 72 = 3348

y se tiene:
3348 = 2880 + 450 + 18

(11.46)

(11.47)

(11.48)

(11.49)

(11.50)



Capitulo 12

Subalgebras de algebras de Lie
simples

La caracterizacién de las subalgebras maximales de una algebra de Lie simple tiene muchas
aplicaciones en fisica. Como ejemplo, considérese el modelo standard de la teoria de unificacién en
particulas elementales y la inclusién:

SU(5) D SU(3) x SU(2) x U(1) (12.1)

Los trabajos mas importantes sobre este tema se deben a Morozov, Malcev, Karpelevitch y
Dynkin. Antes de entrar en la descripcién de estas subalgebras, veamos unos ejemplos sencillos.

12.1. Ejemplos de subalgebras

Ejemplo 12.1

Consideremos As y la representacién fundamental (1,0):

a1 b c
d —a1+ay e (12.2)
f g —az

Es muy sencillo encontrar una subédlgebra de As de tipo A;. Bastahacerc=e= f =g =as = 0:

aq b 0
d —a; 0 (12.3)
0 0 0

Esta subdlgebra es de tipo A;, concretamente es una representaciéon reducible de A;:
(1,0) — (1) & (0) (12.4)

Es una subélgebra que llamaremos regular: su raiz simple es una de las raices de As (8 = ;). En
el diagrama de raices de la figura 12.1 se ve como los pesos de la representacién (1,0) de A, se
proyectan sobre la recta horizontal que seria el diagrama de raices de A;. A saber, w; se proyecta
sobre el peso 1, mientras los otros dos lo hacen sobre —1 y 0:
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s

wq
a;

Figura 12.1: A; C A,

La proyeccién del peso (1,0) es a1/2, y como 8 = ay, el valor del peso es:

1 1
§0¢1(h1) = §ﬁ(h1) =1 (12.5)

Como veremos mas adelante todas las representaciones de As se comportan de esta forma
al pasar a A;. Por ejemplo, para saber cual es la representaciéon que tiene A; cuando en A se
considera la representacion adjunta, basta proyectar otra vez sobre la recta horizontal:

&
B

e e e L e
=N O RRIN
== NO N =

_— — T O
N = O RN =

es decir:

(1,1) — (2) ®2(1) & (0) (12.6)

El algebra A; asi construida no es maximal en As. Podemos ampliarla hasta una subélgebra
reductiva (suma directa de una subdlgebra semisimple mds el centro del &lgebra) maximal: A; +
u(1), donde u(1) es un dlgebra de dimensién 1. En términos de matrices:

ai+m b 0
d —ai+m 0 (12.7)
0 0 —2m

En este caso u(1) estd generado por hy +2ha, que se puede ver que conmuta con todos los elementos
de esta representacion de Aj.
Se tiene:

(1,0) — (1)(1) & (0)(2) (12.8)
donde el primer paréntesis se refiere a Ay y el segundo a u(1).

Ejemplo 12.2
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La construcciéon de una subélgebra A; en As no es unica. Podemos hacerlo de multiples for-
mas que dardn resultados conjugados al anterior. Pero también podemos hacerlo de una forma
totalmente inequivalente. Consideremos la siguiente subalgebra de As:

0 b ¢
-b 0 d (12.9)
—c —d 0

Es evidente que se trata de un algebra de tipo Ay. Pero en este caso es la representacion irreducible
(2) la que estamos viendo:
(1,0) — (2) (12.10)
Esta subdlgebra serd llamada singular, en contraposicién a la anterior, la raiz simple de A; no
esté en el sistema de raices de As.
La proyeccion de los pesos es similar a la anterior, incluso podemos usar la misma figura, pero
ahora las escalas son distintas y se tiene:

Zaq(h) = B(h) =2 (12.11)

Veamos esta diferencia entre subdlgebras regulares y singulares con més detalle.

1. En el caso regular, si h = {h,ha} es la subdlgebra de Cartan de As, la subdlgebra regular
A estd generada por {hi,e1, f1} y su raiz simple es, como hemos dicho, a;. La subélgebra
de Cartan de A; estd contenida en la subdlgebra de Cartan de As y lo mismo ocurre con
los sistemas de raices. Entonces, si w es el peso mds alto de la representacién (1,0) de As,

tenemos:
w(hl) = 1, w(hg) =0 (12.12)

es decir, la proyeccién es 1.

2. En el caso singular, A; estd generada linealmente por:

{e1 — fi,e2 — fa,e3 — f3} (12.13)

y cualquiera de estos tres elementos se puede elegir como subélgebra de Cartan. Sin embargo,
para hacer las comparaciones mas sencillas, tomemos otra subdlgebra A, conjugada a ésta y
con base:

{2(h1 + h2), V2(e1 + €2), V2(f1 + f2)} (12.14)

donde las constantes aparecen para ajustar las relaciones de conmutacién. En este caso tam-
bién la subdlgebra de Cartan de A; estd contenida en la subalgebra de Cartan de As, pero
no ocurre asi con el sistema de raices. En efecto, la raiz de Ay es

1
5(0(1 —+ 042) (1215)
que no es una raiz de As. Asi, si w es el peso més alto de la representacién (1,0) de As, se
tiene:
whi)=1, wlhy)=0 (12.16)
y por tanto:
w(2(hy + hs)) =2 (12.17)

como habiamos visto antes.
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12.2. Subalgebras conjugadas

La clasificacion de subdlgebras de un algebra dada se hace salvo conjugacién por elementos del
grupo de Lie correspondiente al dlgebra. Por ejemplo, las dos subdlgebras de tipo A; que hemos
visto anteriormente no son conjugadas por ningin elemento del grupo SL(3, C). En este caso, eso
es evidente de la reduccién de la representacién (1,0) de As. Definamos de manera més concreta
la cuestion de equivalencia.

Definicién 12.1 Sean g y g’ dos dlgebras de Lie. Se dice que el homomorfismo de dlgebras de Lie:
f:d —g (12.18)

es una inclusion, si es inyectivo. Entonces:
frg—fl@)cae (12.19)

es un isomorfismo, y se dice que g es una subdlgebra de g (aunque estrictamente hablando, es
f(g") la que es subdlgebra de g).

Definicién 12.2 Dos inclusiones son equivalentes si estan relacionadas por un automorfismo in-
terno de g, o:

¢ &g
N o (12.20)

g
fa=00ofi (12.21)

Definicion 12.3 Dos inclusiones son linealmente equivalentes si para toda representacion ¢ de g,
las representaciones de g', v o f1 y p o fa son equivalentes:

¢ &g L Endv)

N lo (12.22)
g A End(V)
po fao=oc(po fi1) (12.23)

donde o es un automorfismo de End(V) y V es el espacio de representacion de .

Si dos inclusiones son equivalentes, también son linealmente equivalentes. Sin embargo el inverso
no es cierto. Como la equivalencia lineal es en general més sencilla de establecer que la equivalencia,
vamos a estudiar en que condiciones la lineal implica la otra.

Supongamos que g y g’ son semisimples y que existe una inclusién de g
siguiente resultado entre dos subdlgebras de Cartan de estas dlgebras:

"‘en g. Se tiene el

Teorema 12.1 Si f: g’ — g es una inclusion, y b’ es una subdlgebra de Cartan de ¢, existe una
subdlgebra de Cartan de g, b, tal que:
f)ch (12.24)

Como consecuencia se tiene una reduccién del problema a las subdlgebras de Cartan:

Teorema 12.2 Si f1 y fo son dos inclusiones linealmente equivalentes < sus restricciones a una
subdlgebra de Cartan de g’ son equivalentes.

Este resultado supone una simplificacién mayor del problema. No hace falta estudiar todas
las representaciones para decidir sobre la equivalencia lineal. Como veremos, basta estudiar una
o dos representaciones, dependiendo de los casos. Veamos sucintamente la demostracion de este
resultado.
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1. Condicién suficiente <
Sea:
fily = falyr (12.25)

donde b’ es una subdlgebra de Cartan de g’. Como las subédlgebras de Cartan son conjugadas,
cambiando b’ por una adecuada (que llamaremos igual), podemos tener:

fily = faly (12.26)
Por el teorema anterior, existe una subéalgebra de Cartan de g, b tal que:
i) = f2(0") C b (12.27)

Sea ahora ¢ una representacion lineal de g y A su sistema de pesos (en relacién a §j). Entonces,
o f1 es una representacién de g’ y su sistema de pesos relativo a b’ es la imagen de A por
la aplicacién (f1]y)*. En efecto:

filer b — b (12.28)
si h' € b’ y por tanto, fi(h') € b, de donde:
e(fr(h)v = A(fr(R'))v (12.29)
donde v es un vector del espacio de representacién de ¢ y A es un peso. La aplicacién:
(file)" : " — ()" (12.30)
verifica:
(fily)" (W) (R') = w(f1(h)) (12.31)
y por consiguiente:
(po fi)(h)v = (filg))" (W)(h)v (12.32)

con lo que, efectivamente, la representacién ¢ o fi tiene como pesos a (f1|s)*(w). Lo mismo
podiamos haber hecho con f5 de donde concluimos que los pesos de estas dos representaciones
son idénticos y ambas representaciones son equivalentes.

2. Condicién necesaria =

Sean ahora fi, fo : g — g dos homomorfismos de dlgebras de Lie. Supongamos que las
imdgenes de una subdlgebra de Cartan de g’, ), mediante estos dos homomorfismos, estédn
contenidas en una subdlgebra de Cartan de g, h (lo que se puede siempre conseguir).

Introducimos una estructura de orden total, (>), en el reticulo de raices de g’ relativo a
b’ (compatible con la estructura de espacio vectorial si se considera el reticulo sobre los
racionales). En el reticulo de raices de g asociado a b consideramos otros dos dérdenes, >;
, 1 =1,2, tales que:

r,yeb” filz)> fily) = x>y, i=1,2 (12.33)

Cambiando adecuadamente los homomorfismos por otros equivalentes, podemos conseguir
que los sistemas de raices simples en h*, asociados a ambos coincidan (II). Definamos un
nuevo orden: x >> y si x — y es una combinacion lineal con coeficientes no negativos de
raices simples de II. Como consecuencia, x >1 y, * >2 y, pues definen el mismo sistema de
raices simples II.

Una vez introducidos estos 6rdenes y este sistema de raices simples, consideremos una repre-
sentacion lineal ¢ de g con sistema de pesos A. Si A € A, se dice que A es especial (en relacién

al sistema II si:
VN eAA>>N o XN >>)A (12.34)
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Por lo que hemos visto antes, los pesos especiales ocupan el mismo lugar en las relaciones
de orden >;, de lo que se deduce que si las representaciones @ o f1 y ¢ o fo son equivalentes,
entonces:

Ji) = f3(A) (12.35)

para los pesos especiales. Pero los pesos fundamentales son siempre especiales y generan b,
con lo que, si dos inclusiones son linealmente equivalentes, las aplicaciones f; y f5 son iguales,
es decir las restricciones de f1 y f2 a b son iguales.

Como resumen, se tiene lo siguiente:

Sean g y g’ 4lgebras de Lie semisimples. Si {1, ..., @} son representaciones de g tal que sus
pesos especiales generan h* linealmente, entonces, dos inclusiones f1, fo de g’ en g son linealmente
equivalentes si y solo si:

piofirpiofs, i=1,...,m (12.36)
Es decir basta estudiar la equivalencia lineal en esas representaciones. Lo que haremos a con-

tinuacién es estudiar cudles y cudntas representaciones necesitamos para cada una de las algebras
de Lie simples.

12.3. Pesos especiales
Veamos cudles son los pesos especiales que necesitamos para construir la equivalencia lineal.

1. A,

Consideremos el primer peso fundamental, w; = (1,0, ...,0). La representacion tiene dimen-
sién n + 1 y el diagrama de pesos es:

(1,0,...,0)
N Lo
(1,1,0,.. ,0)
1 s
; (12.37)
lan—l_
(0,...,0,1,1)
1 an
0,...,0,1)
por tanto los pesos son:
wi, w1 —aq, wy — (@1 Fag),...,w1 — (a1 + -+ ay) (12.38)

y es claro que la diferencia entre cada dos de ellos es una suma de raices simples con signo
global més o menos, por lo tanto todos son especiales. Tenemos n pesos especiales linealmente
independientes, por lo que con esta representacién basta para estudiar la equivalencia lineal.

2. B,

El primer peso fundamental es como antes wy = (1,0,...,0). La representacién tiene dimen-
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sion 2n 4 1 y el diagrama de pesos es:

lan (12.39)

l oy, B
(0,...,0,1,2)
lanfl_
(0,...,0,1,1,0)
lan72

e
(1,0,...,

Es fécil ver que los n primeros pesos son especiales y linealmente independientes; como antes,
nos basta esta representacion.

0)

3. C,

Es un caso similar al anterior. El primer peso fundamental es w; = (1,0, ...,0). La represen-
tacién tiene dimension 2n y el diagrama de pesos es:

(1,0,...,0)

ol

(1,1,0,...,0)
L ag

lantQ

(0,...,0,1,1,0)
lan—l_

(0,...,0,1,1) (12.40)
Lon

0,...,1,1)

lan—17

(0,...,0,1,1,0)
lan72

B oy
1,0,...,

(1, 0)

También aqui los n primeros pesos son especiales y linealmente independientes. Basta esta
representacién para estudiar la equivalencia lineal.

4. Eq
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Aunque ahora las representaciones son méas complicadas que en los casos anteriores, s6lo una
de ellas es necesaria. El primer peso fundamental es w; = (1,0,0,0,0,0). La representacién
tiene dimensién 27. El diagrama de pesos es:

(17030)0,070)
B Loy
(1,1,0,0,0,0)
o
(0,1,1,0,0,0,0)
l_as
(0,0,1,1,0,1)
e N
: (12.41)
N i /
(0,1,1,0,0,1)
L ag
(07 07 1)17070)

Loy B
(07030)1,170)
lOZ57
(0,0,0,0,1,0,)

Los 4 primeros y los 4 ultimos pesos son especiales y entre ellos hay seis linealmente inde-
pendientes. Con esta representacién podemos estudiar la equivalencia lineal.

5. Ga

También en esta caso nos basta con una. El peso de la representacién de dimensién menor
es w1 = (0,1). La representacién tiene dimensién 7 y diagrama de pesos:

(0,1)
Q2 B
(L, 1)
/al
(1,2)
N\ Q2
(0,0) (12.42)
Nz B
(1,2)
/o
(1,1)
N\ Q2 B
(0,1)

Todos los pesos son especiales y los dos primeros linealmente independientes. Basta esta
representacion.

6. Fy

Sélo hace falta una representacién. La representacion de dimensién més bajaesw; = (0,0,0,1).
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La representacién tiene dimension 26:

(0707 0? 1)
Loy
(0,0,1,1)
las
(0,1,1,0)
lﬁOéQ
(1717 ]‘?0)

[

(17 ]-7 Ia O)
«
1,1,0)

1)
)

(0

—
o

l
7\L ’O{
(0,0,
l
,0

)
)

=1

Qy

703

=1

(0

127

(12.43)

Los cuatro primeros pesos son especiales y linealmente independientes. Basta esta represen-

tacion.

Pero aqui se acaba esta caracteristica de necesitar una sola representacién para determinar
la equivalencia lineal. En los demas casos son necesarias dos representaciones.

7. Dn

Veamos un ejemplo para comprobar que no hay cinco pesos especiales linealmente inde-
pendientes dentro de una representacién. Consideremos la representacién de peso mas alto:
(1,0,0,0) en D5. La dimensién es 10 y el diagrama de pesos:

(0,0,0,1,1)

(1,0,0,0,0)

(1,1,

(0,0,1,1,1)
!
(0,1,1,0,0)

o
(1,1,0,0,0)

o
(1,0,0,0,0)

N
v

(0,0,0,1,1) (12.44)

Los cuatro primeros pesos y los cuatro ultimos son especiales pero entre ellos no hay cinco
linealmente independientes. Necesitamos otra representaciéon para encontrar un quinto peso
especial que sea linealmente independiente con los cuatro primeros de ésta. Se puede tomar
la representacién de peso mas alto (0,0,0,1,0). Un andlisis similar darfa el mismo resultado
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para E7 y Eg; hacen falta dos representaciones para conseguir 7 pesos especiales linealmente
independientes en el caso de E7 y 8 en el caso de Fy.

12.4. Resultados generales

En la siguiente tabla se dan las representaciones que hay que estudiar para poder asegurar la
equivalencia lineal para todas las dlgebras de Lie simples.

Eg

Finalmente, como hemos dicho anteriormente, la equivalencia lineal no implica en general la
equivalencia de inclusiones. Sin embargo, los casos excepcionales son bien pocos. El resultado
general es el siguiente:

Teorema 12.3 Sean g y g’ dos dlgebras de Lie semisimples y f1, fo : ¢ — g dos inclusiones. Se
tiene:

1. Sig=A,, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones.

2. Sig = B,, C, D,, setiene el siguiente resultado. Sea ¢ la representacion de menor
dimension de g. Entonces:

po fixpo fo=do, automorfismo de g, tal que fo =00 f1 (12.45)

De este resultado se concluye:

a) Si g = By, Cp, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones.
b) Sig = D,, el resultado anterior no es correcto, debido a la existencia de automorfismos

externos en D,,.

3. Si g es un dlgebra excepcional, la equivalencia lineal implica la equivalencia de inclusiones
excepto en un caso, cuando g = Eg yg' = As 0 g = Gs.



Capitulo 13

Subalgebras regulares

Sea g un algebra de Lie semisimple sobre C. Sea g’ una subélgebra de g. La primera distincién
que vamos a hacer es entre subédlgebras regulares (R-subdlgebras) y no regulares (singulares, S-
subdlgebras).

13.1. Definicién y propiedades

Definicién 13.1 Se dice que g’ es una subdlgebra regular de g si se puede encontrar una subdlgebra
de Cartan de g, h y con ella un sistema de raices (A), de forma que g’ se genera por un subespacio
de b y algunos de los e, donde « pertenece al sistema de raices de g.

Como g’ es una subélgebra se tienen las siguientes propiedades:

1.
a,feN a+pfeA=a+3eA (13.1)

donde A’ es el subconjunto de A tal que oo € A’ si e, € g'. No es verdad que A’ sea un
sistema de raices de una algebra semisimple en general.

La demostracién es muy simple: si o, 3 € A’ estd claro que ambas estdn en A. Si la suma
estd también en A, el conmutador:

[ea,€a] = €atp (13.2)
debe estar en g’ (pues es una subdlgebra), luego la suma estd en A’
2. Siae Ay —a € A, entonces h, € g’. Pues:
[ea;€—a] = ha (13.3)
La propiedad se puede establecer también como:
A'n(=A") c (p)* (13.4)
Estas dos propiedades caracterizan los subconjuntos de A que dan lugar a subdlgebras regulares
de g.

Como ya hemos dicho, las subdlgebras regulares no son necesariamente semisimples. La condi-
ciéon de que si lo sean aparece en la siguiente proposicién:

Proposicién 13.1 Sea g’ una subdlgebra regular de g.

A=A

p .
g es semisimple < { b’ es generada linealmente por A’ (13.5)

129
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Veamos unos ejemplos de estas subalgebras.
Ejemplo 13.1

Una base de Az es: {h1, ha,e1,e9, €3, f1, f2, f3} vy el sistema de raices es:
A ={a1,az, 01 + az, —a1, —az, —a1 — az} (13.6)

Si escogemos A’ = {1}, g’ =lin{e;} es una subdlgebra regular de Az, que no es semisimple.
Si A" = {a1,—a1}, ¢ = lin{hy,eq, f1} es una subdlgebra regular semisimple de A,, a saber,
Ay

Ejemplo 13.2

El conjunto A’ = {ay, s} no genera una subdlgebra regular, pues o + ay deberfa estar en A’
también. Sea

A = {041,052,()&1 +042} (137)
El 4lgebra correspondiente (que no es semisimple) estd generado por {ej,es,e3}. La subdlgebra
que ademas incluye a la subédlgebra de Cartan de Ao, es decir la que tiene como base:

{1, ho,e1, €2, €3} (13.8)

es una subdlgebra maximal resoluble de As. Se llama la subédlgebra de Borel de A,. Cualquier
subdlgebra que contenga a ésta se llama un dlgebra parabdlica, por ejemplo, escogiendo A’ =
{a1,a9,a1 + ag, —ay } vy el dlgebra con base:

{hlah2361762763af1} (139)

Esta subélgebra es ademéas maximal
En la representacion natural de As, con matrices 3 x 3 de traza nula, la subdlgebra de Borel,
b, es:

ay b c
0 —a1 + az d (1310)
0 0 —as

Si consideramos la base canénica de C?, {uy,us,u3}, podemos dar una cadena de subespacios:

Vi =lin{uy}, Vo =lin{uy,uo}, Vs =lin{us,us,us} (13.11)
se tiene:
icVaCcVs (13.12)
y ademas:
b(V;))cV;,, i=1,2,3 (13.13)

situacién que caracteriza a las subdlgebras parabdlicas.

Los elementos de la subalgebra de Cartan de g siempre se pueden anadir sin problemas a una
subdlgebra regular g'. Por tanto si g’ es maximal )’ = §, aunque g’ pueda no ser semisimple y por
tanto h’ no serd una subdlgebra de Cartan de g'. Por eso b es maximal (entre las resolubles. Si se
anaden otros elementos a b, se obtiene otras subdlgebras que ya no son resolubles).

13.2. Subdlgebras regulares maximales no semisimples

En primer lugar veremos como son los conjuntos de raices A’ de las subdlgebras regulares
maximales.
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Proposicion 13.2 Sea g’ una subdlgebra reqular mazximal no semisimple de g, con subconjunto de
raices A’. Entonces:
AU (=AY =A (13.14)

Recuérdese que para una subdlgebra semisimple, A’ = (—A’). Con esta proposicién, podemos
demostrar el siguiente teorema:

Teorema 13.1 Sea g un dlgebra de Lie semisimple, I1 un sistema de raices simples. Toda subdl-
gebra reqular mazimal no semisimple de g es conjugada a una subdlgebra de la forma g(I1,,).

donde II,, es un subconjunto del sistema de raices simples de g, II, que se obtiene eliminando la
raiz simple « de II. El dlgebra g(IT") se obtiene de g considerando la subdlgebra de Cartan y los
vectores raices correspondientes a raices en A(IT'), donde:

A) = Ay U (= > ki, ki >0) (13.15)
a; €I

es decir A(IT") estd formado por las raices positivas y aquellas negativas que se obtienen de las
raices simples que hay en I’ (por supuesto con coeficientes enteros negativos).

Ejemplo 13.3

Consideremos de nuevo As. Seleccionemos el subconjunto de raices simples:
I, = {a1} (13.16)

Entonces
A(Ia,) = {on, 02,01 + g, —a1} (13.17)

En la representacion matricial anterior, tenemos un algebra regular maximal no semisimple,
con representacion:

ai b c
d —ai+a e (13.18)
0 0 —as9

Si eliminamos a; del conjunto de raices simples, la subalgebra es:

ay b c
0 —a1 + ag € (13.19)
0 qg —as9

13.3. Subadlgebras regulares maximales reductivas

Las algebras reductivas son suma de un algebra semisimple y su centro. Su clasificacién se basa
en un resultado de Borel y Siebenthal.

Si g’ es una subélgebra semisimple de g, su dlgebra de Cartan es una subédlgebra de un &lgebra
de Cartan de g.

Dado un subconjunto A’ del conjunto de rafces A de g, podemos definir:

AA)={aeA:a= Y ki, ki €Z}CA (13.20)
a; EA’
Entonces:
A C A(A’) CA (13.21)

Si A’ contiene a las raices simples, entonces A(A') = A.
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Estd claro que si g’ es una subdlgebra semisimple, su sistema de raices simples IT’ est4 contenido
en el sistema de raices de g. Entonces:

A= AT (13.22)
Y viceversa. Si II' es un sistema de raices linealmente independientes en A, tales que
a,Belll =a—-FEA (13.23)

entonces podemos construir un glgebra semisimple (que llamaremos g*(I1')), tomando como sistema
de raices A’ = A(II'). La subélgebra de Cartan §’ estd contenida en b y se corresponde con IT',
mientras los vectores raices son aquellos que provienen de las raices en A’.

Ejemplo 13.4

As.
I={a1, 00}, A={a1, 02,01+ a2, —1, —a2, —a1 — az} (13.24)

Tomemos II' = {a; + as}. Entonces:
A(H/) = {a1 + Qo, —] — ag} (1325)

La subélgebra de Cartan es h’ = {h; + ho} y los otros elementos de la subélgebra son
€y tagy €—al—as- € trata de una subélgebra semisimple de tipo A;.

Ejemplo 13.5
Consideremos en A, el siguiente sistema de raices:
' = {a1,a1 + az} (13.26)
Se trata de dos raices linealmente independientes. Es evidente que:
Al = A (13.27)

luego la supuesta subdlgebra semisimple que buscamos, asociada a I, es todo As. Sin embargo,
IT' no es un sistema de raices simples. Lo que falla aqui es que:

a1+ o — g = (13.28)

que es una raiz de A.
Definamos estos subconjuntos de A que dan lugar a subdlgebras regulares semisimples.

Definicién 13.2 Sea II' C A. Se dice que II' es un P-sistema si las raices en II' son linealmente
independientes y la diferencia de dos raices en II' no estd en A.

El teorema fundamental sobre las subdlgebras regulares es el siguiente:

Teorema 13.2 Toda subdlgebra regular semisimple de un dlgebra de Lie semisimple g, es conjuga-
da a alguna subdlgebra g*(I'), donde II' es un P-sistema. Dos subdlgebras son conjugadas si existe
algin elemento del grupo de Weyl que lleva un P-sistema en el otro.

El grupo de Weyl se puede considerar aqui como el inducido en b por los automorfismos internos
de g que dejan invariante a b.

Debido a este teorema, el problema de encontrar y clasificar las subalgebras regulares semisim-
ples de un algebra de Lie semisimple se reduce al célculo de los P-sistemas.
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13.4. Determinacion de los P-sistemas de un algebra semi-
simple

La primera cuestién a tener en cuenta es que basta encontrar los P-sistemas que tienen un
ntmero de raices igual al rango del algebra. Los demés estaran contenidos en éstos. Los P-sistemas
de este tipo se obtienen a partir de los llamados diagramas de Dynkin extendidos, que se deducen
del diagrama de Dynkin afiadiendo la rafz minimal de g (la opuesta de la maximal). Las raices
maximales son:

Algebra —Qp
An D i1 Qi
B, ag + 2 2?22 ;
Chn 2 Z;:ll a; + ap
Dn a1 +22?:_22 o+ ap—1 +an
Es a1 + 2a9 + 3as + 2a4 + a5 + 205
E7 20[1 + 30[2 + 40&3 + 30é4 + 20[5 + (675 + 20[7
FEg 2001 4 3ag + 4das + bay + 6as + dag + 27 + 3ag
Fy 201 + 3aig + 4ag + 20
Gy 201 4 32

Los diagramas correspondientes aparecen en la Tabla 2 con las coordenadas de la raiz «q
(marcas).

Todos los P-sistemas se obtienen mediante operaciones elementales, que consisten en extender el
diagrama de Dynkin del dlgebra que se estd estudiando y eliminar una raiz cualquiera. El diagrama
que se obtiene es un diagrama de Dynkin de un algebra semisimple que es una subdlgebra regular
del algebra inicial. En el caso de que el algebra de partida sea semisimple no simple, el diagrama
de Dynkin consta de varias componentes no conexas. En este caso hay que extender una de ellas
y aplicar el procedimiento anterior, para luego hacer lo mismo con el resto.

Las subalgebras reductivas maximales se obtienen de acuerdo con el siguiente teorema:

Teorema 13.3 (Borel-Siebenthal) Las subdlgebras reductivas mazimales se obtienen a partir
de los diagramas de Dynkin extendidos por el siguiente procedimiento:

1. Se borra un nodo cuya marca sea un numero primo. De esta forma se obtienen subdlgebras
semisimples correspondientes al diagrama de Dynkin que resulta de esta operacion elemental.

2. Se borran dos modos cuyas marcas sean iguales a 1. El diagrama que se obtiene corresponde
a la parte semisimple de un dlgebra mazimal reductiva cuyo centro es u(1).

Es decir, en lo que respecta a las semisimples, si Il es un sistema de raices simples de g,
toda subélgebra maximal semisimple de g es conjugada a una de la forma g*(II') donde II' es un
P-sistema de longitud n (el rango de g), obtenido de II por una sola operacién elemental.

Sin embargo, el reciproco no es cierto. Si II’ es un P-sistema que se obtiene de II por una
sola operacién elemental, y si g°(II') # g, entonces g°(I) es una subdlgebra semisimple maximal
excepto en los casos siguientes:

g g (Ir)

Fy, A+ Az

E; A+ A3+ Az

Ey Ay + A7, A+ As+ As, As+ Ds

que son los correspondientes a las marcas que no son ntimeros primos, un resultado no considerado
por Dynkin en su trabajo.
Veamos dos sencillos ejemplos:
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Ejemplo 13.6

El algebra As no tiene subalgebras regulares semisimples maximales. Al considerar el diagrama
de Dynkin extendido (ver Tabla 2), si quitamos cualquier raiz, obtenemos nuevamente A,.

Ejemplo 13.7

El dlgebra Cs tiene una sola subdlgebra regular maximal semisimple. Al eliminar la raiz central
del diagrama extendido obtenemos el diagrama de A;+ A;. Desde un punto de vista méds geométrico
esto equivale a decir que el dlgebra del grupo ortogonal en el espacio de cinco dimensiones (By = Cs)
tiene una subdlgebra regular maximal semisimple que es justamente la del grupo de rotaciones en
el espacio de cuatro dimensiones.

13.5. Calculo de las subalgebras reductivas maximales de
las algebras de Lie simples

En lo que sigue, determinaremos de forma explicita todas las subalgebras reductivas maximales
de las algebras de Lie simples usando el teorema de Borel-Siebenthal.

13.5.1. A,

El primer procedimiento del teorema anterior no proporciona ninguna subalgebra distinta de
A,: A, no tiene subdlgebras regulares semisimples maximales.
El segundo proporciona n/2 clases si n es par y (n+1)/2 si es impar:

A+ A1 +u(1) (13.29)

que es una subdlgebra maximal reductiva (la parte semisimple es una subdlgebra regular, pero no
es maximal). El ejemplo mds famoso en teoria de particulas es probablemente la inclusion:

Ay D Ay + Ay +u(l) (13.30)
Noétese que en esta caso hay otra clase:
Ay D As 4 u(l) (13.31)
13.5.2. B,
Primer procedimiento: Si eliminamos la tercera raiz, se obtiene:
B, D> A1+ A1+ B,_» (13.32)
y eliminando la cuarta:
B, D A3+ B,_3 (13.33)

Si eliminamos cualquiera de las otras (que no sean las dos primeras, que llevan trivialmente a B,,)
se obtiene:
B,D>DDy+B, x, k=4,....,.n—1 (13.34)
Como A; + A1 = Dy y A3 = D3, concluimos que todas las subdlgebras regulares semisimples
maximales de B,, son:
B,>Dy+Bp—k, k=2,...,n—1 (13.35)
o también:
o(2n+1) D o(2k)+0(2(n—k)+1), k=2,...,n—1 (13.36)
Si ahora usamos el segundo procedimiento, solo obtenemos una clase, pues solo hay dos marcas

iguales a 1:
B, D B,—1+u(l) (13.37)

es la unica subalgebra maximal reductiva.
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13.5.3. C,

Primer procedimiento: si eliminamos una raiz, se obtienen las n/2 o (n—1)2 clases de subélgebras
maximales regulares semisimples de C,, (dependiendo de la paridad de n):

Cp,DCr+Ch_p (13.38)

que podrian escribirse como:
sp(2n) D sp(2k) + sp(2(n — k)) (13.39)

Con el segundo procedimiento, solo obtenemos una clase:
Cp D Ap_1+u(l) (13.40)

tnica subdlgebra maximal reductiva.

13.5.4. D,

Primer procedimiento: si eliminamos una raiz, se obtienen n/2 o (n — 1)2 clases de subélgebras
maximales regulares semisimples de D,, (dependiendo de la paridad de n):

D, DD+ D,y (13.41)
que en términos mas geométricos podria escribirse como:
o(2n) D o(2k) + o(2(n — k)) (13.42)
Con el segundo, obtenemos dos clases de dlgebras reductivas maximales:
D, D> A,1+u(l) (13.43)
D, > Dy, +u(l) (13.44)

Todos estos resultados y los correspondientes a las dlgebras excepcionales aparecen en la si-
guiente tabla:

Algebra simple | Semisimple Reductiva
Ap Ak +Ap—g—1+ ’U,(l)
Ch Cp+Ch_k An—1 +u(l)
E6 A5 + A1 D5 —|— u(l)

Ao+ Ay + As
E; Az Eg + u(1)
D¢ + Ay
As + Az
Eg Dy
As
E; + Ay
Eg + A
Ag+ Ay
Fy By
As + As
C3+ Ay
G2 Az
A+ Ay
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Capitulo 14

Subalgebras singulares de algebras
de Lie simples

Si g’ es un dlgebra semisimple y ¢ una representacién lineal de g’, entonces ¢(g’) es una
subdlgebra de sl(n), donde n es la dimensién de ¢. El problema es saber si es maximal o no. Si la
representacién admite una forma bilineal invariante, ¢(g’) no serd maximal en sl(n) sino en alguna
de las subdlgebras con forma bilineal, so(p) o sp(q). El trabajo de Dynkin consiste en determinar
cuando la representacién admite esa forma bilineal y si es maximal o no

14.1. Definiciones

Definicién 14.1 Sea g un digebra de Lie simple. Se dice que una subdlgebra de g, g, es una
S-subdlgebra (singular), si g’ no estd contenida en ninguna subdlgebra regular propia de g.

Asi como en las subélgebras regulares hemos encontrado subdlgebras maximales semisimples y
no semisimples, en este caso la situacién es mas sencilla:

Teorema 14.1 Toda subdlgebra singular de un dlgebra de Lie simple es semisimple

También, en el caso de las subalgebras regulares el rango de la subdlgebra era igual al del
algebra. Sin embargo, para las S-subdlgebras el rango es estrictamente menor.

La clasificacién de subdlgebras singulares se basa en un estudio de las representaciones y for-
mas bilineales invariantes. La propiedad fundamental que caracterizard a estas subalgebras es la
siguiente:

Definicién 14.2 Sea g’ un dlgebra de Lie semisimple y ¢ una representacion de g' (actuando en
un espacio vectorial V' ). Se dice que el par (g',p) verifica la propiedad P, si se cumple alguna de
las dos condiciones siguientes:

1. o(g') es una subdlgebra mazimal de s((V).

2. o(g') es una subdlgebra mazimal de gl(V') y deja invariante una forma bilineal simétrica o
antisimétrica:
(p(z)u,v) + (u,o(z)v) =0, Vu,veV,zeg (14.1)

Téngase en cuenta cémo es el estudio de la subélgebra lo que da aqui la informacién (en el caso

de las regulares partiamos del dlgebra).
Entonces
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1. Excepto en casos excepcionales, toda representacion irreducible de un algebra de Lie simple
tiene la propiedad P.

2. Si ¢ es una representacion irreducible y g’ es semisimple no simple, el par (g’, ) es uno de
los siguientes:

a)

A, +A,, n>m>1 (14.2)

b)
so(p) +so0(q), p>q>3, pg#4 (14.3)

¢)
so(p)+Cpn, p>3,n>1 (14.4)

d)
Co+Cpn, n>m>1 (14.5)

y en cada caso, @ es la suma de representaciones fundamentales.

3. Si ¢ es una representacién reducible de un dlgebra semisimple g’ que satisface la propiedad
P, entonces el par (g, ¢) es uno de los siguientes:

a)

Ch+Chph, n>m>1 14.6
©=(1,0,...,0)(0,...,0)® (0,...,0)(1,0,...,0) (14.7

b)
so(p) +so(q), p>q>3 (14.8
SD_ (17()’ 70)(()’ 70)@(07 70)(17()’ 70) (14 9)

¢)
so(p), p=>3 (14.10)
©=(1,0,...,0)(0,...,0) (14.11)

El problema es, una vez conocidos los pares (g', ¢), estudiar en qué dlgebra simple g es maximal
singular g’.
14.2. Formas bilineales invariantes

Definicién 14.3 Sea g un dlgebra de Lie semisimple. Se dice que dos representaciones de g,
(01, V1) y (92, Va), son contragradientes si existe un homomorfismo

[V — Vs (14.12)

tal que:
f1)(pa(x)v2) = flp1(x)v1)(v2), Vo €9, v1 € Vi, v2 € V2 (14.13)

Si (, ) esla dualidad entre V5 y V5, la condicién de contragradientes se puede escribir como:

(f(v1), p2(x)v2) = (f(P1())v1, v2) (14.14)

y si los espacios de representacion son los mismos y f es la identidad:

(v1, p2()v2) = (P1(T)V1, V2) (14.15)
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También en este ultimo caso es posible definir el concepto de autocontragradiente para una
representacion ¢ de un algebra g:

(v1, p(x)v2) = (P(T)V1,V2) (14.16)

en este caso, la dualidad entre el espacio y su dual se puede relacionar con una forma bilineal no
degenerada, que debido a esta propiedad es invariante.

Las representaciones que tienen asociada una forma bilineal invariante no degenerada se clasi-
fican segun la paridad de esa forma:

Definicién 14.4 Una representacion se llama ortogonal si existe una forma no degenerada inva-
riante es el espacio de representacion que es simétrica.
Se llama simpléctica si es antisimétrica.

El cardcter de una representacién (ortogonal, simpléctica o no existencia de forma invariante)
se puede calcular con una sencilla férmula:

Teorema 14.2 1. Sea g un dlgebra de Lie simple de los siguientes tipos:
Al) B’ru C’I’L7D2n7 E?a E87 F47 G2 (1417)

Entonces, toda representacion tiene una forma bilineal invariante no degenerada. Su carac-
teristica (ortogonal o simpléctica) se calcula de la forma siguiente. Sea A = (A1,...,\,) el
peso mdzximo de la representacion. Si:

> ki (14.18)
=1

es par, la representacion es ortogonal. Si es impar, la representacion es simpléctica. Las
constantes k; dependen del dlgebra que se estudia y sus valores vienen dados en la tabla
stguiente.

A 1,01

B, | 2n,22n—-1),...,(n—1)(n+2),3n(n+1)

Cn |2n—-1,22n-2),...,(n—1)(n+1),n?

Dsy | 2n—2,2(2n—3),...,(n —2)(n+1),in(n — 1), in(n — 1)
Er | 34,66,96,75,52,27,49

Es | 92,182,270,120,118, 114, 58, 136

Fy | 22,42,30,16

Gy | 10,6

1
2

2. 85ig=A,,n > 1, Eg, Dopy1, debido a la existencia de una automorfismo externo, las
coordenadas del peso mds alto deben estar colocadas simétricamente en el diagrama para que
exista una forma bilineal invariante no degenerada (es decir el peso mds alto no cambia al
aplicar el automorfismo externo. Ndtese que, sin embargo, también Do, tiene un automor-
fismo externo y no hay que imponer esta condicion). En caso de que si exista, su cardcter se
calcula como en el apartado anterior.

Una representacion irreducible no puede ser a la vez ortogonal y simpléctica. Si una representa-
cion es ortogonal y simpléctica simultaneamente, es la suma de representaciones contragradientes.
De hecho, si una representacién es autocontragradiente, es ortogonal, simpléctica o ambas a la vez.

En el caso en que g es semisimple pero no simple, es decir, es la suma de dlgebras simples, el
caracter de la representacién ¢ se calcula a partir del caracter de las representaciones ¢ de cada
una de las dlgebras que aparecen en la suma. Para que ¢ sea ortogonal (o simpléctica), es necesario
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y suficiente que cada ¢ sea ortogonal o simpléctica y el nimero de representaciones simplécticas
sea par (o impar).

Estos resultados permiten calcular de forma explicita los tres casos de pares que verifican la
propiedad P y el dlgebra que contiene a g’ como subélgebra singular maximal.

1. Sea g’ simple, ¢ representacién irreducible de g’ de dimensién n. Entonces:

a) Si ¢ es ortogonal:
g’ C B(n_1)/2, (n impar) (14.19)

g C Dy, /2, (n par) (14.20)
b) Si ¢ es simpléctica (n es necesariamente par):

g CCup (14.21)

El dlgebra g’ estd siempre contenida en una subdlgebra A, ;. Sin embargo, cuando
existe una forma bilineal invariante, no es, en general, maximal. Sélo cuando se tiene
g = g, de acuerdo con los dos apartados anteriores, se concluye que g’ es maximal en
A, _1 (siempre que no se esté en las excepciones que aparecen a continuacion).

¢) Si ¢ no tiene formas bilineales invariantes:
g CA, (14.22)

Todas estas inclusiones son maximales excepto en cuatro series y catorce casos aislados:

Algebra D Subdlgebra | Regla de ramificacién

A(n,l)(n+2)/2 DA, (0,1,0,...,,0) — (1,0,1,0,...,0), n > 4

An(n+3)3An (0,1,0,...,,0) — (2,1,0,...,0), n > 2

Doypi0 D Bopga (0,0,...,O,,k‘) —>( s ..,O,k‘), n>1k>1

B3 D Gs (]C,0,0 H(O,k),kZQ

Gy D Ay (0, 1) — 6

Cio D A5 (0,1,0,...,0) — (0,1,0,1,0)

Dg D By (0,...,0,1,0) — (1,0,0,0,1)

C7 D Cs (O, 1,0, ,0) — (0,2,0)
(0,0,1,0,...,0) — (1,2,0)

A5 D Ds (0, ].) — (0, 1,0, 1,0)

Cis O Dg (0,0,0,0,1,0,...,0) — (0,0,0,1,0,0)
(0,0,0,0,1,0,...,0) — (0,0,1,0,1,0)

Ass D Eg (O, 1,0,...,0) — (O, 1, 0,0,0,0)
(0,0,0,1,0,...,0) — (0,0,0,1,0,1)

Cog O Er (0,1,0,...,0) — (0,0,0,0,1,0,0)
(0,0,1,0,...,0) — (0,0,0,1,0,0,0)
(0,0,0,1,0,...,0) — (0,0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,0,...,0) — (0,1,0,0,0,0,1)

2. En el segundo caso, los pares subdlgebra-algebra y las representaciones correspondientes son
los siguientes:

a)
An + Am - A(n+1)(m+1)—17 n>m> 1 (1423)

(1,0,...,0) = (1,0,...,0)(1,0,...,0) (14.24)
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b)
so(p) + so(q) C so(pq), p=q=3,p,q#4 (14.25)
(1,0,...,0) — (1,0,...,0)(1,0,...,0) (14.26)
¢)
so(p) +Cp, C Cpmy, p>3,p,m>1 (14.27)
(1,0,...,0) — (1,0,...,0)(1,0,...,0) (14.28)
d)
Cn+Cn CDoyppny, n>2m>1 (14.29)
(1,0,...,0) — (1,0,...,0)(1,0,...,0) (14.30)
3. En el tercer y dltimo caso, no tenemos en general una subalgebra singular.
a)
Chn+Chp CChim (14.31)
(1,0,...,0) — (1,0,...,0)(0,...,0) + (0,...,0)(1,0,...,0) (14.32)
es una subdlgebra semisimple regular maximal.
b)
so(p) +so(q) Cso(p+q), p>q=>3 (14.33)
(1,0,...,0) = (1,0,...,0)(0,...,0) + (0,...,0)(1,0,...,0) (14.34)
es también una subdlgebra semisimple regular maximal, excepto:

B, +Bp C Dpimt1, n2>m>1 (14.35)
que es maximal singular con una inclusién irreducible (aparte de la reducible dada
antes):

0,...,0,1) — (0,...,0,1)(0,...,0,1) (14.36)
c)
so(p) C solp+1), p=>3 (14.37)
(1,0,...,0) — (1,0,...,0) + (0,...,0) (14.38)
es también una subdlgebra semisimple regular maximal, excepto:
B, CDpi1, n>2 (14.39)
0,...,0,k) —(0,...,0,k), k>1 (14.40)

es maximal singular con una inclusion irreducible.

Estudiemos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 14.1

Sea g’ = C5 y consideremos la representacién ¢ de peso mas alto (0,1,0), con dimensién 14.
La representacién es ortogonal. No se trata de ningin caso excepcional, por tanto: C3 es una

subalgebra singular maximal de D7 y se tiene la reduccién de representaciones:

(1,0,0,0,0,0,0) — (0,1,0)

Ejemplo 14.2

(14.41)
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Sea g’ = By y la representacién de peso méximo (1,0,0,0), de dimensién 9, que es ortogonal.
Se obtiene nuevamente By, y por lo tanto, es maximal en Ag, con la reduccién:

(1,0,0,0,0,0,0,0) — (1,0,0,0) (14.42)

Ejemplo 14.3

Sea g’ = Gy y la representacién de peso méximo (0,2), de dimensién 27, que es ortogonal. Se
obtiene Bjs, pero éste es un caso excepcional, y G2 es maximal en Bs, con la reduccién:

(2,0,0) — (0,2) (14.43)
mientras que Bs es una subélgebra maximal en Bis, con la reduccién:

(1,0,...,0) — (2,0,0) (14.44)

14.3. Matrices de Proyeccién

Para acabar el estudio de las subdlgebras de algebras de Lie simples, describiremos aqui el
método de la matriz de proyeccién, que permite conocer el sistema de pesos de las representaciones
de la subéalgebra que se obtienen al reducir una representacion del algebra. La idea es utilizar el
dual de la inclusién que es una aplicacién entre los espacios de pesos del dlgebra y la subélgebra.

Sea f : g’ — g una inclusién de algebras de Lie semisimples. Como sabemos, existen subédlgebras
de Cartan, b y b’ tales que f(h) C b’. Restringiendo f a b’ tenemos una aplicacién lineal entre
espacios vectoriales:

iy — (14.45)
y podemos construir la aplicaciéon dual:
frop — ()" (14.46)
dada por: .
Frla)(h) = a(f(h)) (14.47)

Los sistemas de pesos de g y ¢’ se relacionan a través de f*.

Teorema 14.3 Sea ¢ una representacion de g. Entonces @ o f es una representacion de g’. Si )
es el sistema de pesos de p, f*(Q) es el sistera de pesos de o f.

Los érdenes introducidos en los sistemas de pesos permiten la construcciéon de la matriz de
proyeccion.

Definicién 14.5 Se dice que dos drdenes > y >' introducidos en Q2 y Q', respectivamente, son
consistentes con la inclusion, si:

A1 > A — f(>\1) > f()\g), V)\l,)\g cN (1448)

Los 6rdenes en el sistema de pesos se establecen por niveles y dentro de cada nivel usando el
orden lexicografico. Si los érdenes no fueran consistentes, es posible hacer que lo sean cambiando
adecuadamente la inclusién con algtin elemento del grupo de Weyl.

La matriz de proyeccién de un par g O ¢’, con inclusién f es simplemente la expresién de la
aplicacién f* en una cierta base. Su construccién se basa en el anilisis de una o dos reducciones
(dependiendo de los casos) de las representaciones de g a g’. Es decir, para construirla es necesario
saber como se reduce alguna representacion, pero una vez calculada nos dice como lo hacen todas,
al darnos el sistema de pesos en la subélgebra.
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Veamos en algunos casos sencillos como construir las matrices de proyeccion.
Ejemplo 14.4

Sea g = B3 y g’ = As. El dlgebra A3 es una subélgebra maximal regular de Bs. Sabemos como
se reduce la representacion fundamental:

(100) —> (010) & (000) (14.49)

Ordenemos los pesos de estas representaciones por niveles:

6 (100)

4 (110) (010)

2 (012) (111)

0 (000) (101),(101),(000) (14.50)
2 (012) (111)

1 (110) (010)

6 (100)

Como ya hemos visto antes, al hablar de pesos especiales, solo necesitamos los tres primeros
pesos para tener una base:

(100), (110), (012) (14.51)
que se proyectan en los pesos:
(010), (111), (101) (14.52)
con lo que la matriz de proyeccién es:
0 1 1
100 (14.53)
0 10

Esta matriz nos da la reducciéon de cualquier representacién de Bs. Por ejemplo, consideremos
la representacién spinorial de Bs, (0,0, 1) de dimensién 8. Sus pesos y las proyecciones son:

y reuniendo los pesos de Az concluimos que la reduccién de la representacién spinorial es:

(001) — (100) @ (001) (14.54)

Ejemplo 14.5

G2 C B3 C Dy es una cadena de subalgebras maximales singulares. Veamos la primera inclusién.
La regla de ramificacién para la representacién fundamental de B3 es simplemente:

(100) — (01) (14.55)

y los pesos (que ocupan cada uno un nivel) son:
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6 (100) (01)
4 (110) (11)
2 (012) (12)
0 (000) (00) (14.56)
2 (012) (12)
4 (110) (11)
6 (100) (01)
con lo que resulta facil calcular la matriz de proyeccion a partir de los tres primeros:
01 0
[ oL } (14.57)
De aqui deducimos la regla de ramificacién para las representaciones (k00) de Bs:
(k00) — (Ok) @ - - - (14.58)

pues sabemos el primer peso mas alto, pero tendriamos que estudiarlos todos. Sin embargo, de un
andlisis de las dimensiones:

1
dimp, (00k) = B(k + 1) = dimg, (0k) (14.59)
y por tanto la regla de ramificacién es sélo:
(k00) — (0Ok) (14.60)

De acuerdo con esto, G2(0k) deberfa estar contenido como subdlgebra maximal en algin B,
de rango adecuado. Pero éste es justamente uno de los casos excepcionales de Dynkin.
La segunda inclusién es B3 C D4. Sabemos que:

(1000) — (100) & (000) (14.61)

Sé6lo hay tres pesos especiales en la representacién (1000) de Dy. La asignacién que hacemos es:

6 (1000) (100)
4 (1100) (110) (14.62)
2 (0111) (012)
Necesitamos otra regla de ramificacién:
6 (0001) (001) (14.63)

y de aqui se deduce que la matriz de proyeccién es:

(14.64)

O O =
o = O
—_ o O
= o O



Capitulo 15

Algebras de Kac-Moody

En esta y las siguientes lecciones estudiamos la estructura de las dlgebras de Kac-Moody, como
una introduccién a las algebras de Lie de dimensién infinita. Aunque la mayor parte del curso
estd dedicada a las dlgebras de dimensién finita, los métodos utilizado en el caso particular de
algebras afines son muy similares a los de dimension finita por lo que los introducimos aqui.

15.1. Matrices de Cartan generalizadas

La construccién que vamos a hacer de las algebras de Kac-Moody estd basada en la nocién de
matriz de Cartan generalizada.

Definicién 15.1 Sea A una matriz n x n con coeficientes enteros. Se dice que A es una matriz
de Cartan generalizada si se satisfacen las siguientes condiciones:

1ay=2i=1,...n
2. a;;, © # ] son enteros no positivos

3. a;;j =0=aj; =0

Una representacién de A es un triplete: {h, I, I1}, tal que:

1. b es un espacio vectorial complejo de dimension finita.

2. I = {&;, i=1,...,n} es un conjunto de n elementos linealmente independientes (co-raices)
de b.
3. I={wy, i=1,...,n} es un conjunto de n elementos linealmente independientes (raices) del

dual de H, b*, que estén en dualidad con II a través de la matriz A:
<@iaaj>:aij7 i?j::lw"an (151)
Es posible demostrar que existe una realizacién minimal, con dimh = 2n — [, con [ el rango de
A (también se puede probar que dim b > 2n — ).
Ejemplo 15.1

Sea,

A= { _21 _21 } (15.2)

El rango de esta matriz es 2, con lo que una representaciéon minimal de esta matriz viene dada
por un espacio vectorial de dimensién 2, , un conjunto de dos elementos linealmente independientes
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en este espacio, y un conjunto de dos elementos linealmente independientes en el dual satisfaciendo
las siguientes relaciones:

(1, 0) = (dn,02) = 2

(61, a2) = (G, 1) = -1

Ejemplo 15.2

Sea

A= [ _23 _21 ] (15.3)

FEl rango de esta matriz es 2, y tenemos la misma situacion que en el ejemplo 1, pero las
relaciones entre raices y co-raices son:

(G, 00) = (G2, 0) = 2
<(311,0lz>:—1, <d2,a1> = —3
Ejemplo 15.3
Sea
2 =2
A= [ 9 9 ] (15.4)

El rango de esta matriz es 1. Una representacién minimal viene dada por un espacio vectorial
de dimensién 3, b, 2 elementos linealmente independientes y dos elementos en el dual satisfaciendo
las relaciones siguientes:

(G1,00) = (G2, ) = 2
(G, a0) = (G2,01) = —2
Ejemplo 15.4
Sea
2 -4
T .

El rango es 1, con lo que estamos en las mismas condiciones que en el ejemplo anterior, pero
las relaciones entre raices y co-raices son:

(a1,00) = (G2, 0) = 2

<&1>a2> = _47 <d2,0{1> = -1

Podemos completar el conjunto II a una base de h con un tercer elemento, d, que tendra un
papel especial en lo que sigue.

El espacio h se puede descomponer en suma directa de dos subespacios, uno generado por 11 y
el otro un subespacio complementario (de dimensién n —{ si estamos utilizando una representacién
minimal).

Si {h,II,II} es una representacién minimal para la matriz A, entonces {h*, I, II} es una re-
presentacién minimal para la matriz A*. Este hecho tendrd una cierta utilidad cuando estemos
trabajando con raices de distinta longitud.
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15.2. El algebra g(A)

Definiremos un &lgebra de Lie, g(A), de la forma siguiente:

Definicién 15.2 Dada una matriz de Cartan generalizada, A, y una representacion minimal,
consideramos el dlgebra generada por los elementos en H y un conjunto de 2n elementos, {e;, f;, i =

1,...,n} que satisfacen las siguientes relaciones:
[h,h'] =0, h,h' €h (15.6)
[ei,fj] :(Sijdi, i,j = 17...,’1’1, (157)
[h,ei] = <h,0&i>€i, [h,fz] = _<h704i>fi7 h e h,i=1,...,n (158)

El espacio h es una subdlgebra abeliana de g(A). La subdlgebra ny estd generada libremente por
{ei}, yn_ por {fi}. El dlgebra total es la suma directa de estos tres subespacios.

Existe un automorfismo de dlgebras (e; — —f;, fi — —e; y hy — —h;) que transforma n; en
n_ y deja b invariante.

Podemos introducir, usando §, una graduacién de raices en g(A) de la forma usual. El dlgebra
se descompone:

3(4) = (Bac@az08—a) P 8o P(Sacq.ar08a) (15.9)

Q es el reticulo de raices: Q = >0 | Zoy y
fo = {2 € §(A): [ha] = a(h)z, Vh € §o). (15.10)

Finalmente, gg = b.
Existe un ideal maximal, t con una interseccién no trivial con . Este ideal es la suma directa
de dos ideales, en n; y n_ respectivamente.

15.3. El algebra g(A)

Consideremos el cociente de g(A) por el ideal t. Por las caracteristicas de este ideal, el subespacio
h se conserva al hacer el cociente y lo mismo ocurre con los elementos e; y f;. Es decir, estan en
clases diferentes. Los llamaremos con los mismos simbolos. La propiedad méas importante de la
nueva algebra, g(A), es que no hay ningtin ideal propio que corte de forma no trivial al subespacio
b.

El algebra estd graduada por el espacio de raices:

9(A) = Bac@lar 8o = 8(A)a/tas ta =tNla (15.11)

Se puede construir una involucién, como antes (la involucién de Chevalley). El conjunto de
todas las raices, A, estd formado por los elementos a € h* tales que g, # 0. Se definen las raices
positivas de la manera usual.

El dlgebra derivada de g(A) es:

gd(A)=n_oh ony (15.12)

donde b’ estd generado por las co-raices del dlgebra:

b => Ca; (15.13)
i=1

En un dlgebra definida por una matriz A, podemos construir otras graduaciones ademas de la
de las raices. En particular, podemos hacer lo siguiente.
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Sea s = (s1, S2, . . ., 8y ) un conjunto de enteros, y definamos el grado de los elementos e;, f;, h € b
en g(A) como deg e; = s;, deg f; = —s;, deg h = 0. Los subespacios graduados son:

g;(s) = Oga (15.14)

y a son las raices tales que a = Y " | k;ja; cuando Y k;s; = j. Si s = (1,---,1) la graduacién
se llama principal y los vectores raices se clasifican por sus alturas (niveles, la suma Y ., k;). El
subespacio de grado 0 es la subalgebra de Cartan, grado 1 es la envolvente lineal de los vectores e;
y grado —1 es la envolvente lineal de los vectores f;.

El 4lgebra g(A) y su dlgebra derivada pueden tener un centro no trivial. Se puede demostrar
que el centro corta de manera trivial a n_ y ny, y que, por lo tanto, debe estar contenido en h. Se
define por:

Z(A)={heb: (hya;)=0,i=1,--- ,n} (15.15)

El dlgebra g(A) no es simple en general. Sin embargo, si estd asociada a una matriz de Cartan
generalizada indescomponible (en el sentido usual) y det A # 0 entonces el dlgebra es simple.

15.4. Clasificaciéon de matrices de Cartan generalizadas

Consideremos una matriz de Cartan generalizada indescomponible, A. Podemos establecer la
siguiente clasificacién (utilizando un orden en el espacio en el que actia A):

1. A es de tipo finito si existe u > 0 tal que Au > 0.
2. A es de tipo afin si existe u > 0 tal que Au = 0.
3. A es de tipo indefinido si existe u > 0 tal que Au < 0.

Los casos més interesantes desde nuestro punto de vista son el primero y el segundo. Se pueden
caracterizar (para una matriz de Cartan generalizada indescomponible) como sigue:

1. A es de tipo finito si y sélo si todos sus menores principales son positivos.

2. A es de tipo afin si y sélo si todos sus menores principales propios son positivos y el deter-
minante es cero.

En el segundo caso, el co-rango de A es 1, y el vector nulo (el asociado al autovalor cero) es
unico salvo factor constante.

Las matrices de Cartan generalizadas (que supondremos indescomponibles) no son en general
simétricas. Sin embargo, en los casos finito y afin son simetrizables en el sentido siguiente.

Teorema 15.1 Dada A, existe una matriz simétrica B y una matriz diagonal D tal que A = DB.
Si
€1 bir - b

; B=1 : (15.16)

€n bpi -+ bpn

D:

entonces a;; = €;by; (sin sumar), y bi; = bj;. Los elementos en D se pueden escoger racionales y
positivos. La matriz D se define salvo un factor constante.

La clasificaciéon completa de las matrices de Cartan generalizadas de tipo finito fue dada por
Killing y Cartan como ya sabemos. La clasificacién de dlgebras afines fue dada por Kac y Moody.
Todas ellas se pueden describir por un diagrama de Dynkin (véase Tablas 1,2).

El orden de las raices en los diagramas finitos es el de Dynkin. Los niimeros asociados a los
nodos en los diagramas afines son las coordenadas del vector nulo de la matriz A. Como siempre,
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el nimero de lineas entre los nodos i e i + 1 es igual a méx{|a;;|,|a;|}, y la flecha apunta hacia
el nodo 7 si |a;;| > |a,;|. Los diagramas en el caso afin no torcido son los diagramas de Dynkin
extendidos. En los casos afines torcidos los diagramas estan relacionados con una subalgebra del
algebra afin que es de tipo finito. El caso Aéz) debe ser sustituido por D§2) en el caso afin torcido

2).

15.5. Forma bilineal invariante

No es posible, en general, definir una forma de Killing para un algebra afin. Pero podemos
introducir una forma bilineal simétrica invariante que tiene muchas de las propiedades de la forma
de Killing en el caso finito. Recordemos que una forma bilineal simétrica invariante satisface:

([#,9],2) = (@, [y, 2]), 2,9,z € g(A) (15.17)

Se puede demostrar que si una matriz de Cartan generalizada es simetrizable, existe una forma bili-
neal simétrica invariante no degenerada. La restriccién a la subédlgebra de Cartan es no degenerada
y los subespacios de raices estan agrupados de dos en dos, en el siguiente sentido:

Oé—|—ﬂ207(3?,y)7é0
xega,yegg{ ot B 40 (2.1) =0 (15.18)

Las matrices D y B estdn relacionadas con esta forma invariante: si {&;} es el conjunto de
co-raices, la forma bilineal invariante satisface:

(Gi, &) = ebije; = agje; (15.19)
(h, OAéZ) = (h,ai)q, heH (1520)
(W ,hy) = 0, h{ hyeb” (15.21)

donde: h = h’ & bh”, b’ estd generado por las co-raices, y " es un subespacio complementario.
Al ser la forma bilineal no degenerada, podemos definir un isomorfismo entre b y su dual h*.
Llamémosle v. Entonces:

Vi - V?;) (15.22)
tal que:
(h,v(h)) = (h, "), h,h' €Y (15.23)

Podemos usar este isomorfismo para introducir una forma bilineal en h* que es también no
degenerada:

(o) = (™ (), v~ (), Ao p € b° (15.24)
Usando la expresion para la forma invariante en b:
I/(&Z) = €;0; (1525)
y:
(0, 05) = by (15.26)

En general no obtenemos el mismo valor para el producto de dos raices y sus correspondientes
co-raices. En su lugar, tenemos:

(viy ) (G, ) = 4 (15.27)
usando a;; = 2. Notese también las siguientes férmulas ttiles:
2w( s 20—
o= 2G) (@) (15.28)
(6, &) (cvi, )



150 MAR. Algebras de Lie. Versién 4.

Con respecto a los vectores raices se puede establecer el siguiente resultado:

[z,y] = (z,y)v (@), 2 € ga, Y€ I-a (15.29)

para cualquier raiz positiva «. Esta féormula es una consecuencia de la invariancia de la forma
bilineal:

([‘T7y]vh) = k(V_l(a)>h)7 (-757 [y7h]) = <h, Oé>(l‘,y) = (h, V_l(a))(m,y) (15'30)
y k= (zy)

Los elementos de la matriz de Cartan generalizada se pueden poner en términos de la forma
bilineal invariante. Usando A = DB,

2(a, ay)
Q5 = Q‘bij = (041,704:) (15.31)
con:
(ai,ai) > 0, (Oéi,Oéj) <0, 1 75] (15.32)

Cuando A es una matriz de Cartan generalizada de tipo afin, det A = 0 y co-rangoA = 1. Sea
[+ 1 = orden A. La subélgebra de Cartan es la suma de dos espacios complementarios. Uno de
ellos estd generado por las co-raices (dimensién = 1) y el otro tiene dimensién 1. Las coordenadas
del vector nulo son:

(ag,a1,...,a;) (15.33)

donde podemos escoger ag = 1 (excepto en el caso AS), ap = 2). En el caso afin de tipo 1, corres-
ponden a las coordenadas de la raiz més alta del algebra finita correspondiente. Si consideramos
la matriz transpuesta, podemos calcular las coordenadas del vector nulo:

(a0, a1, .. ., @) (15.34)

Entonces, 6! = (ag,ay,...,a;) y 0' = (o, d1,...,a), satisfacen: A5 =0, A'§ = 0. La matriz A
es simetrizable y podemos escoger la matriz diagonal D como:

aodo
D (15.35)

aiay

Como hemos visto antes, el centro del dlgebra g(A) estd contenido en la subalgebra de Cartan.
Podemos calcularlo explicitamente para un algebra afin. En este caso el centro tiene dimensién 1
y uno de sus elementos (el elemento central canénico) estd dado por:

l
c= Z a;0; (15.36)
=0

porque, si ¢ estd en el centro debe satisfacer:

l l
(e,a5) =Y aildi,a5) = Y dsag; =0 (15.37)
1=0 1=0

debido a la definicién de a;.

Es un elemento de la subdlgebra de Cartan y estd contenido en b’, el subespacio generado por las
co-raices. Podemos definir una raiz, combinacion lineal de raices simples, usando las coordenadas
a;, que dan el vector nulo de A:

l
5= aiq (15.38)
1=0
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Para encontrar una base de la subdlgebra de Cartan necesitamos otro elemento (dimensién
=142, orden = [ + 1, rango = [) para anadir a las [ + 1 co-raices independientes. Sea d, que
satisface:

(d,a0) =1, (d,oy)=0,i=1,...,1 (15.39)

Este elemento estd definido de forma tnica por estas relaciones salvo un factor, y, junto con las
I 4+ 1 co-raices forma una base de la subalgebra de Cartan. Se le llama un elemento de escala.

Podemos definir una forma bilineal simétrica invariante canénica en g(A) satisfaciendo las
siguientes relaciones en la subalgebra de Cartan:

(G, ) ajdj_laij (15.40)
( ,do) = Qq (1541)
d,6;) = 0,i=1,...,1 (15.42)
(d,d) = 0 (15.43)
El elemento central candnico satisface:
(¢,4;)=0,i=0,...,l, (¢,d)=ag, (c,c)=0 (15.44)

En el espacio dual podemos definir un elemento (dual a d) del modo siguiente:
<&07A0> = 17 <OAéi7A0> :07 i= 17"'7la <daA0> =1 (1545)

Este elemento forma una base de h* junto con las raices simples. Se puede inducir una forma
bilineal en el espacio dual. Las relaciones que siguen se pueden deducir facilmente de las anteriores:

(ai,aj) dia;laij (1546)
(Mo, a0) = ag! (15.47)
(Ag,o;) = 0,i=1,...,1 (15.48)
(Ao, Ag) = 0 (15.49)
El elemento § (dual a c) satisface:
(B,0;)=0,i=0,....1, (6,Ag)=1, (6,8)=0 (15.50)

Finalmente, el isomorfismo entre la subédlgebra de Cartan y su dual se puede escribir, usando
la forma candnica normalizada, como:
20[2‘

v(d;) = ar o) = a; tajo; (15.51)
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Capitulo 16

Representacion de algebras de Lie
afines

En esta seccién construiremos una representacién explicita de dlgebras de Lie afines. Conside-
raremos separadamente los casos girados y no girados, aunque se puede hacer un estudio unificado.

16.1. Algebras afines no giradas

La matriz de Cartan generalizada asociada a un algebra afin no girada, corresponde a una matriz

de Cartan extendida de un algebra finita. Es decir, sea X; un dlgebra de Lie simple, X; = g(4),
y A su matriz de Cartan. Sea {a1, - ,a;} un sistema de raices simples y 0 = ZZL:I a; o, la raiz
mas alta (siempre una raiz larga). Es ficil demostrar que 0= Yo, Giay es la raiz més alta entre
las cortas del algebra dual, con matriz de Cartan A'. Podemos construir una matriz de Cartan

generalizada considerando el conjunto {ag = 0, a1,...,q;}. Esta matriz corresponde a Xl(l). La
matriz tiene orden [ 4+ 1 y la primera fila y columna son:

l l
apo — 2, ag; = — E djaji, ;0 = — E ajaij (16.1)
j=1 j=1

Es claro que a partir de cada X l(l) podemos construir un algebra finita, eliminando la primera
fila y columna de la matriz de Cartan.

Buscamos una representacién de las dlgebras de Lie afines de tipo (1) basada en las correspon-
dientes algebras finitas.

Sea ¢ un dlgebra de Lie finita de tipo X;, X = A, B,C, D, E, F,G. Sea A su matriz de Cartan.
Hemos visto como se construye la matriz de Cartan generalizada, A, asociada a un élgebra afin no
girada correspondiente a g.

Construiremos ahora un algebra de lazos, series formales en t y ¢t~ con coeficientes en el dlgebra

g.
L(g) =C[t,t '|®g (16.2)

Las relaciones de conmutacion son:

[t"a, t"y] =t" " x,y], n,m € Z, v,y €9 (16.3)

La forma bilineal invariante no degenerada que existe en g se extiende a esta nueva algebra:
(tnx, tmy) = 6n+m,0(xa y) (164)
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Ahora construimos una extension central de esta algebra. Para ello consideramos la siguiente
aplicacién en L(g):

dit"z) =nt"z, neZ xeg (16.5)

La aplicacién d es una derivacién en L(g). Usando d construimos un 2-cociclo, ¢ en nuestra
algebra:
Vi L@xLE) — C

(@b)  — (a,b) = (da,b) (16.6)
donde se ha usado la forma bilineal dada anteriormente. En particular:

¢(tnx7 tmy) = n5n+m,0 (Jf, y) (167)

Esta aplicacién es un 2-cociclo. Es sencillo probar que:
w(tmya tnx) = m5m+n,0(y7 I) = 7n5n+m,0(xa y) = 71/)(2571‘%, tmy) (168)
B[, ), 2) + D (2, 7], ) + ([, 2], ") = 0 (16.9)

La extensién central se define por:

L(§) = L(g) ® Cc (16.10)

y el nuevo conmutador es:

[t"x + e, ™y + pc] = " T2, y] + npimo(z,y)e, nom e Z, my€ g, \,ueC (16.11)

Finalmente anadimos la derivacién d:

L(§) = L(g) ® Cd = L(§) ® Cc® Cd (16.12)

y el conmutador:

[tnl’ —+ )\10 —+ )\Qd, tmy —+ ulc —+ ,LLQd] =
z, y] + n(sn—&-m,O(m; Z/)C + )\thmy - ‘u27’ltnl‘7
n,m€Z7 x7yeg7 )‘17>\27/1/1au2€c (1613)

thrm[

Es un algebra de Lie con un centro unidimensional generado por ¢. Probaremos que es isomorfa
al dlgebra de Lie afin no girada X l(l), donde X; = g.

Escogemos una subdlgebra de Cartan b en g, un sistema de raices simples {a;, i =1,...,l} y
sus correspondientes co-raices, {&;, ¢ = 1,...,1}, dadas por el isomorfismo v construido sobre la
forma bilineal invariante. Escogemos vectores en cada uno de los espacios correspondientes a las
raices simples, tal que [e;, fi] = di, €; € §a,, fi € §—q,. Sea 0 la raiz mas alta, y escojamos ey € gg,
fo € G_g con la misma condicién: [eg, fo] = 0, 6 = 2071(0)/(8, ). )

El algebra g se identifica con 1 ® g y en particular, la subalgebra de Cartan h se identifica con
la subdlgebra 1 ® b Definimos:

h=h® Ced Cd (16.14)

Es una subalgebra abeliana de dimensién [ + 2; es una subédlgebra de Cartan de f/(g) En su
espacio dual construimos un elemento, d, satisfaciendo:

(h,8) =0, he h@® Cec, (d,8) =1 (16.15)
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Los otros elementos del dlgebra de Lie afin (generadores de Chevalley) (hemos establecido

previamente: ¢; = 1®e;, fi=1Q fi, &¢; =10 &, i=1,...,1) son:

eo=tfs, fo=1t"eg
Entonces:
(&, €5] = aizej, |Gy, fj] = —aijfj, i=1,...,1
[ei,fj] =004, 4,5 =1,...,1
! !
(G4, e0] =[G, tfo] = —t<@i,zaj04j>fe = _tzaijajfe = a;o(tfo) = aioeo
j=1

J=1

Esta ultima relacién se obtiene usando:

lea, fo] = 0 = (eq, fo)v ™" (0)

y
é - 21/_1(9)
-~ (6,0)
lo que implica:
2
(eo, fo) = ©.9)

(16.16)

(16.17)
(16.18)

(16.19)

(16.20)

(16.21)

(16.22)

(16.23)

(16.24)

Las otras relaciones se pueden probar facilmente. Definamos el 1iltimo elemento de la base de

co-raices, &gy como:

2 ~
o= ——~C—0 16.25
00" (16:25)
y el ultimo de la base de raices:
ap=6—10 (16.26)
La dltima relaciéon que hay que comprobar es:
[@0, 60] = —[é,tfg] = <é, 9>€0 = 260 (1627)
El sistema de raices de L(§) es:
A={a+né: acA neZyu{nd: nez\{0}} (16.28)
y la descomposicién del espacio de raices es:
L(g) =H® (9L(§)a) (16.29)
con: )
L(g)aJrné =t"® gocu L(g)né =t"® h (1630)
Los conjuntos IT = {ag, ay,...,oq}, Il = {9, é4,...,4;} y b son una representacién minimal

de la matriz generalizada de Cartan A. Se puede probar que el dlgebra ﬁ(g) es isomorfa al dlgebra

afin dada por la matriz de Cartan generalizada A.
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Podemos escoger una forma bilineal invariante, por ejemplo, normalizando el producto:
(6,0) =2 (16.31)

lo que quiere decir que hemos escogido la longitud de las raices largas igual a /2. Entonces
(¢,d) = ag =1 (en el caso no girado, ag = 1) que es la forma invariante candnica que encontramos
en la seccién anterior.

En este caso c es el elemento central canoénico:

2 X 2v~1(6)

l
= o —do+0=6o+ 2 =a 10} = 4 =
¢= . Q0TI =0 F0=a0+ =G =do+v(6) OéoJr;an (i) (16.32)

Pero en esta forma canénica, V_l(ozi) = a;ldidi y siempre agp = 1, entonces:
l
c= E a;q; (16.33)
i=0

16.2. Ejemplo de algebras de Lie afines no giradas

Veremos algunos ejemplos desarrollados para explicar la teoria introducida en la seccién ante-
rior.
Ejemplo 16.1

)

Consideremos el ejemplo mas simple de un dlgebra de Lie afin no girada: Agl . La matriz de

Cartan del algebra de Lie finita correspondiente es:

A=2 (16.34)

y la rafz simple es oy, con (&1, 1) = 2. (S6lo hay una raiz simple y la subdlgebra de Cartan tiene
dimensién =1). Sean ey y fi los vectores raices que verifican:

ler, f1] = éu (16.35)

La rafz mds alta es 0 = 1, y la matriz de Cartan extendida es, usando a; = a1 = 1 (porque
0 = 1), ago = 2, ap1 = —G1a11, a0 = —aA1011:

A= [ _22 _22 ] (16.36)

correspondiente a Agl). Los generadores de Chevalley eq, fy son:

eo=tfi, fo=t"ler, o= c—dy (16.37)

el elemento central ¢ es:

- %(a,a) (G0 + 1) (16.38)

y si escogemos (6, 6) = (a, ) = 2 obtenemos el elemento central canénico. Usando la representacion
fundamental para A;, sl(2, C), tenemos:

. 1 0 R 1 0

ao—c—{o _1}, al—{o _1} (16.39)
0
0

} (16.40)
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1101 100
También podemos obtener el elemento de escala d actuando como:
d(eo) = €p, d(fo) = —fo, d(el) = 0, d(fl) =0 (1642)
Si la forma bilineal invariante se escoge como antes, (&1,d1) = 2 y por tanto (eq, f1) = 1.
Ejemplo 16.2

El segundo ejemplo es Cél). El élgebra finita Cy tiene rango 2 y dimensién 10. La matriz de
Cartan es:

p 2 =2

A= { 1 9 } (16.43)

y la raiz mas alta es 8 = 2a; + a, donde a1, as son las raices simples. Las coordenadas a; son:
a; = 2, as = 1 (1644)

De forma similar, # viene dado por:

5 2071(0) B 2w (20) 2w (ay) s
"= 0.0)  2ana) | (amay) T (16.45)

¥
ay =ag =1 (16.46)
La matriz de Cartan generalizada es:
apr = —(ara11 + agag) = —1 (16.47)
agz = —(ara12 + dsass) =0 (16.48)
aig = —(a1a11 + agalg) =-2 (1649)
aso = —(arag + azazs) =0 (16.50)
2 -1 0
A=| -2 2 =2 (16.51)
0o -1 2
Los generadores eg, fo son:
eo =tfo, fo=1 tes (16.52)
donde [69, fg] = é = dl + 6&2.
De aqui se deduce:
& —chd — & (16.53)
e '
y: 1
c= 5(0, 0) (G + 1 + G2) (16.54)

Si escogemos la normalizacién (0, 6) = (a2, az) = 2, encontramos el elemento central candnico:
c= Q¢+ a1 + Qo (1655)

Se tiene que: g = a1 = ao = 1y este es el vector nulo de la matriz A’ (la suma de las filas es cero).
Si usamos la representacién matricial 4 x 4 de Cs:



(16.56)
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(16.57)

(16.58)

o O O O

O~ O O

S o oo

S O oo

-

S o oo

jen i en e B an)

o O O O

oo O -

(16.59)

o o oo
o o oo
oS o —H O

oS O OO

oS o oo

—
000_

oS O oo

o - O O

-]

— o O O

o O O o

oS O OO

o o oo

fo=t7" {



Capitulo 17

Algebras afines giradas

Las algebras de Lie afines giradas estdn asociadas con automorfismos de las algebras de Lie
finitas. Como ya hemos dicho en otros apartados, éstos estan relacionados con las simetrias del
diagrama de Dynkin. Es facil comprobar que sélo para las dlgebras de Lie simples de tipos: A;, Dy,
Es existen simetrias no triviales de orden 2 (4;, D;, Eg) 0 3 (D4). Obtendremos los tipos X 1(2) v

X 1(3) de algebras de Lie afines giradas
En este caso, las raices del dlgebra de Lie finita de partida no son en general raices del algebra
afin. Por eso vamos a cambiar la notacién.

17.1. Automorfismos de orden finito

Sea g un algebra de Lie finita de tipo Xy, y g un automorfismo de orden k del diagrama de
Dynkin de Xy. Sea b’ la subélgebra de Cartan de g y o}, &}, ¢ = 1,...,1 las raices correspon-
dientes y co-raices. Hemos defnido también los vectores raices e, f/, satisfaciendo [e}, f/] = &}. El
automorfismo de raices p genera un automorfismo o del dlgebra de Lie, dado (por ejemplo) por:

Como el orden del automorfismo o es finito (1, 2 o 3), podemos construir una graduacién del
algebra de Lie finita, considerando los autoespacios de o.

g=0"]g; (17.2)

donde g; = {z € g: o(z) = e>™/Fz}. Esta es un graduacién del dlgebra de Lie:

(97, 95] C 9345 (17.3)

La graduacién tiene uno, dos o tres subespacios dependiendo del orden de p. En cualquier caso
g5 es una subdlgebra de g. Se puede demostrar que esta subdlgebra es una subdlgebra simple. A
continuacién describiremos estas subalgebras.

Si consideramos la subdlgebra de Cartan de g, b’, el automorfismo o dejard parte de esta
subdlgebra invariante. Llamemos hy a esta parte fija. Es una subalgebra abeliana de g, y de gg. En
concreto serd la subdlgebra de Cartan de gg. Usaremos el orden establecido en los diagramas de
Dynkin de las algebras finitas.

Los siguientes operadores generan el algebra gz en cada caso:

Lg=Ay, k=2 p(i)=20—i+1,i=1,...,2

Hi= @&+ @) 0, i=1,...1—1, Hy=2(&+a},,) (17.4)
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Ei=e¢_;+eqi,i=1,...,1—1, Ey= V2(e) + €141) (17.5)
Fi=fl_ i+ fiyp,i=1...,01-1, F= \/i(fll + fli1) (17.6)
2. 9=Ay 1, k=2, p(i)=2l—4,i=1,...,2l -1
Hi =& +ay ;,,i=1,...1—1, Hy=4 (17.7)
Ei=¢e +ey ,,i=1,....1—1, E; =¢ (17.8)
Fi=fl+fy_;i=1...,1-1 F=f (17.9)
3.9=Diy1, k=2, p(i) =4, i=1,...,0—1, () =1+1, u(l+1) =1
Hy=d&;,i=1,...,1—-1, H =d&+d, (17.10)
Ei=e¢,i=1,...,1—1, E =e+e€, (17.11)
Fo=fli=1...1-1, F=f+f (17.12)
4. 9= Eg, k=2, p(1) =5, p(2) =4, u(3) = 3, u(6) = 6
Hy =&} +a5, Ho=dh+d)y, Hs=ds, Hy=dg (17.13)
Ey=¢\+ef, Ey=¢ey+ey, Es=ec; Eji=e¢; (17.14)
R=fit+fs, Fe=fi+tfi, Fs=[f; Fi=[g (17.15)
5.9=D4 k=3, (1) =4, p(2) =2, u3) =1, p(4) =3
Hy =&, +a5+ay, He=d, (17.16)
Ei=¢\+e5+ey, Ey=ceh (17.17)
Br=fi+fitfi, Fa=f; (17.18)
Los subindices para estos operadores son siempre i = 1,...,[, excepto en el caso Ag;: i =
0,...,1 — 1. Las férmulas anteriores son una simple consecuencia del automorfismo del diagrama.
Calculemos ahora las raices del algebra gg:

1. Ay

[Ho, Eo] = 2V2 [&] + &)1, €] + €],1] = 2V2(2¢] — €] — €] +2¢],1) =2E,  (17.19)

[Hy, Eo) = \&[5‘271 + Gy, ep + e = _\/5(62 +e1) = —Eo (17.20)
[Hi, Eo) = V2[&]_; + &) yip1s€) +€jq] =0,i=2,...,1—1 (17.21)
Si llamamos a las raices asociadas a Fy en gg, o, entonces:
<H0,0(0> :2, <H17O(o> = —1, <Hi,0¢0> :O, 222,,l (1722)
o:
(2(67 + d741),00) =2, (4]_y + Glpp,0) = —1 (17.23)
()i 4+ dpyip00)=0,i=2,...,1—1 (17.24)
es decir:
ao = ajfly, =l (17.25)
Se puede comprobar que esto es correcto para cualquier i =1,...,1 — 1:
ai:ag_i|hoza;+i+1|ho,i:O,...,l—l (17.26)

y se obtiene simlares resultados en los demaés casos.
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2. Ay
o = Al = ay_; hoo E =11 (17.27)
3. Dig1
aip= oy i=1 0= 1 = oqly, = o (17.28)
4 g
ar = o]y = agly, az = aply = ally (17.29)
az = agly = agly, (17.30)
5. Dy k=3
ar = o]y = agly = Ay, as = asly (17.31)

Los siguientes resultados seran enunciados sin demostracion.

Teorema 17.1 El dlgebra gz actia sobre los otros subespacios de la graduacion de una forma
irreducible. Concretamente, en el caso k = 3, las representaciones en g7 y g5 son equivalentes.
Estas representaciones tienen un peso mds alto 6y en el gg—modulo g7. Se pueden calcular las
matrices de Cartan de las dlgebras gg. Los resultados aparecen en la Tabla 3.

Los niimeros de la tdltima columna son los coeficientes del peso mds alto 6y, (referido a la base
de raices simples, no a la de pesos fundamentales). El caso Ag) tiene como subdlgebra gg el dlgebra
A1 que es isomorfa a Bj. La raiz simple se puede llamar «; y el coeficiente es 2 (es decir, el peso
maés alto es 0y = 2a1). Nétese el orden de las raices en los diagramas.

La forma bilineal invariante en el algebra g induce una forma bilineal invariante en la subalgebra
95, que no es la que la subdlgebra tiene de forma natural. Esté claro que son proporcionales (porque
esencialmente es unica). Si escogemos en el dlgebra g una forma invariante tal que (o, o) = 2k (todas
las raices tienen la misma longitud en g), podemos probar que la forma invariante inducida en gg:

(60, 60)0 = 2a0 (17.32)

(ao = 2 en todos los casos excepto en Ay, ap = 1).
Con mas detalle, en g,

e
y esto lleva a:
1
A CORY (17.34)

En g5 tenemos otro isomorfismo v entre hy y su dual, verificando:
v(h) = 1/(h)|ho , Yh € b (17.35)

porque, si tenemos un elemento de by, estd también contenido en §’ y su imagen bajo v’ es una
forma en §’. Pero hy es un subespacio de b’, entonces, la restriccién de esta forma a by es una
forma en este espacio, que coincide con la imagen del elemento de hy bajo v como se puede probar
facilmente.
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Tomemos por ejemplo el primer caso, g = Ay, y calculemos la imagen de los elementos en hg:

v(Ho) = 20/ (&) + aj1q)|, = (o] +aj)],, = 2a0 (17.36)

« A 1
V(HZ) = 21//(06271* + a;+z+1)|h0 = 5(0&;72 + a2+i+l> = Q4 (1737)
o

Ahora podemos calcular la accién de la forma bilineal invariante:

(010,0(())0 = <l/_1(0[0),040> = %(HQ,Oéo) =1 (1738)

y los demads productos de forma similar. Usando la expresién de 6y como una combinacién lineal
de raices simples podemos demostrar que (6, 6g)o = 4.

Las raices en gg estan normalizadas de la manera usual. Todas las raices largas tienen longitud
al cuadrado igual a 2, y la corta (ap) tiene longitud 1. Todos estos resultados pueden ser probados
de un modo similar

Un resultado 1til es el siguiente. Como hemos dicho, el dlgebra gg actia en g7 de forma irredu-
cible. Pero se puede demostrar también, que todos los pesos tienen multiplicidad igual a 1, excepto
posiblemente el peso 0. Es decir:

91 = Bueq, 010 (17.39)

y dim gy , = 1 excepto si el peso es cero. Maés aU?, si escogemos un vector peso con peso w y cztro
con peso —w, el conmutador es proporcional a v~ !(w). Todos estos pesos y vectores peso son raices
y combinaciones de vectores raices de la primera algebra g. Es muy sencillo demostrar esto ultimo.

(h, [z,9]) = ((h,z],y) = ((h,w)z,y) = (hw)(@,y) = (h,v™H(w)(z,y)) (17.40)
y esto es cierto para cualquier h € hy. Entonces obtenemos:
[2,y] = (z,9)v" (@), © € 070, € 0T, (17.41)

Si 2 y y no son cero, (x,y) # 0. Si k = 3 todo esto es cierto cambiando simultdneamente 1y —1.

Escogemos ahora el resto de los generadores para construir el dlgebra de Lie afin girada. Re-
cuérdese que hicimos lo mismo en el caso no girado, aunque atin no hemos fijado aqui el algebra
isomorfa a la parte de grado cero (°).

Debido a las diferentes elecciones de la numeracién de raices, sea ¢ = 0 para todos los caso
excepto para Ao, donde € = [.

Pongamos F. € g1 _g, y Ft € 91,9,- Entonces, como hemos visto antes:

[Ee, F.] = —(Ee, Fo)v = (60) (17.42)
El signo menos viene del orden diferente que hemos escogido en el conmutador. Definamos:
H.=—v"1(6) (17.43)
Si tomamos E. y F. tal que (E, F.) = 1:
[E., F] = H. (17.44)

Volvamos a la construccion explicita del dlgebra de Lie girada. Consideramos de nuevo el algebra
de lazos construida sobre el dlgebra finita g:

L(g)=C[t,t |®g (17.45)
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Tenemos un automorfismo en g asociado a una simetria del diagrama de Dynkin. Extendemos
este automorfismo al algebra de lazos:

o(t"z) = e ™/ kg(z), neZ,x € g (17.46)

Si construimos el dlgebra de Lie no girada (como hicimos en la seccién precedente):

L(g) = L(g) ® Ccy & Cdy (17.47)
podemos extender el automorfismo a un automorfismo & del algebra completa, poniendo:
5’(00) = Cop, 5’(d0) = d() (1748)

y & = o en el dlgebra de lazos.
Podemos usar el automorfismo ¢ para construir una graduacién de los puntos fijos del algebra
de lazos, L(g,0) = {a € L(g) : o(a) = a}:

L(g,0) = ®nezt" @ ga (17.49)

porque si = € gn, entonces o(z) = €2™"/kz y el elemento t"x es invariante bajo o. Podemos

también construir una graduacién para los puntos fijos (bajo ) L(g, o) en el dlgebra L(g):

L(g,0) = L(g,0) ® Ccy & Cdy (17.50)

poniendo el grado de ¢y y dg igual a cero. En este caso, el subespacio de grado cero es:

L(g,0)0 =1® g5 ® Ccp @ Cdp (17.51)

y los otros subespacios son:

L(g,0)n =t" @ gn. (17.52)

Es esta algebra, el conjunto de puntos fijos en el dlgebra de Lie no girada, la que forma el
algebra de Lie girada.

El resultado final es que, si consideramos un algebra de Lie finita de tipo A;, D;, Fg, y un auto-
morfismo del diagrama de Dynkin, obtenemos un dlgebra de Lie afin girada que esta representada
por los puntos fijos en la correspondiente dlgebra de Lie afin no girada, tal y como hemos descrito
antes.

La subdlgebra de Cartan del algebra ﬁ(g) viene dada por la parte de grado cero:

h=ho @ Ccy @ Cdy (17.53)

Esta subdlgebra tiene dimensién [ + 2, (donde ! es el nimero que aparece en Ag), Aglp Dl(i)l,

4 en el caso Eé2) vy 2 en el caso Df)). Si A es una forma lineal en by, se puede extender a h por
(co, Ay = (do, A) = 0. Podemos definir ¢ (que serd el dual del elemento central) como:

<h, 5> =0, he ho, <C0,(5> =0, <d0,(5> =1 (1754)

Introducimos los operadores formando la base de Chevalley de un modo similar a como lo
hicimos en el caso no girado:

€ = tEE, fe = tilp'67 €; = Ez fl = Fz (1755)
Comprobamos las relaciones de comutacién:
lei, fi] = &;,i=0(or 1),...,1—1(or ) (17.56)

[eeafe} = [EeaFe] + (EeaFe)CO =H.+co (1757)



164 MAR. Algebras de Lie. Versién 4.

y las demds: [e;, f;] =0, [ec, fi] =0, [e;, f] =0
Siguiendo las mismas lineas que en el caso no girado, pongamos:

&e = co+ H. (17.58)
& = H; (17.59)
ae = 5—6 (17.60)

y tenemos el conjunto de co-raices y el conjunto de raices del algebra afin girada. El conjunto de
raices es:

A = {a+ndi: aeQ\{0}, ne Z n=s(modk), s=0,1,...,k}U
{né: nez, n+#0} (17.61)

v la descomposicién del espacio de raices es:

L(g,0) = H S (Paeal(g,0)a) (17.62)

con:
L(gv 0)a+n6 =" & In, 0 L(Q? U)n5 =t" & 9n,0 (1763)

Si la forma bilineal invariante en g estd normalizada de tal forma que la longitud al cuadrado
de una raiz larga (en el caso girado todas las raices tienen la misma longitud) es igual a 2k (k es
el orden del automorfismo), entonces (usando la forma bilineal invariante en gg):

(60, 60)0 = 2ao (17.64)

En este caso, tenemos una forma bilineal invariante en L(g, o) que coincide con la forma bilineal
canonica en g. El elemento ¢y definido arriba es el elemento central candnico.

17.2. Ejemplos

Veremos en esta secciéon algunos ejemplos de algebras de Lie afines giradas, estudiando con
detalle la representacién explicada en la seccién anterior.

Ejemplo 17.1

El ejemplo mas sencillo de un dlgebra de Lie afin girada es Agz). El automorfismo del diagrama
de Dynkin de As (en la base de Chevalley: &, &5, €}, €5, f1, f4, raices simples: o, ab) es:

p(1) =2, p(2)=1 (17.65)
y el automorfismo inducido en A; es:
N AN N o ! N g/
o(4y) =ay, oley) =€, o(f1) =/fa (17.66)
Ahora calculamos los puntos fijos de Ay bajo este automorfismo (g5 = A4;):
Hy=2(&) +dy), Eo=vV2(ei +¢eb), Fo=V2f + f3) (17.67)
y la descomposicién del espacio de pesos g7, generada por:
6/1_6/23 6/1—6,2, f{_.f£7 eéa fé (1768)

donde: e3 = [e], e5], f3 = —[f1, f3]



MAR. Algebras de Lie. Version 4. 165

Es facil comprobar que:

[Ho, &) — 5] =0 (17.69)
[Ho, €} — 5] = 2(ey —€3),  [Ho, fi — fa] = =2(f1 — f3) (17.70)
[Ho, €5] = 4ef,  [Ho, f3] = —4f3 (17.71)
y el peso mas alto es 0y = 2ag, donde:
ap = Ay, = sy, (17.72)

y los vectores peso asociados a 0y y —0p son e} y fi respectivamente.
Escogemos la forma bilineal en Ay para que (¢/, ) = 4, entonces (0y,00)o = 4, porque ag = 2.
Con més detalle:
(907 90)0 = 4(0[0, 040)0 =4 (1773)

pues v(Hp) = 200 y (a0, a0) = (o, Ho/2) = 1.

Si (o, o)) = (a,ah) = 4, por una relacién general que hemos demostrado en las secciones
anteriores, (&}, d}) = (&%, &) = 1, y comparando con la forma de Killing para A, (o simplemente,
usando el cardcter invariante de la forma bilineal), encontramos:

(e5, fi) =1/2,i=1,2,3, ey=e},ed], f3=—[f1, f3] (17.74)
Si queremos normalizar el vector del peso més alto en la representacion de A; tomamos:
Ey=V2f,, F =2, (Bi,F)=1 (17.75)

y el conmutador es:
[Er, Fi] = =2(6) + &) = —Ho (17.76)

con lo que Hy, = —Hp.
El algebra de Lie afin girada se escribe como sigue:

AP ~ (A9, 0) = (Bnez (2" © Ay) @ Ceo & Cdo) @ (Bnezt® ' @ g1) (17.77)

y los generadores de Chevalley son:

co=10E =10V2(e, +¢), fo=10F =12V2(f] + f3) (17.78)
e =V22AQE =V2te fi, fi=V2A@F =V2t®ed, (17.79)
G1=c—1Q@Hy=c—1Q2& 4+ &), a=1®2& +ah) (17.80)

Comprobemos las relaciones de conmutacién entre los operadores de Chevalley:
[Gos col = [1®2(&} + ab), 1 ® V(e + )] = 2(1 ® V2(eh +€)) = 2eq (17.81)
[a1,e0] = [c — 1@ 2(&) 4+ @), 1 © V2(el + €5)] = —2(1 @ V2(e) + b)) = —2eg (
6o, e1] = [1 ® 2(8) + &),t ® V2f3] = —2(t ® V2f}) = —2e; (
(1, e1] = [c — 1 @ 2(&, 4 64),t © V23] = 2(t © V2f3) = 2e, (17.84
leo, fo] = [1® V2(e} +¢€b), 1@ V2(f{ + )] = 1®2(&] + é4) = 1® Hy = ag (
[61’ fl] = [t ® \/ﬁf?lnt_l ® \/ieé] =1® 2[f:f/}76£’>} + (elvfl)c = (
—-1®2(8) +a5) + (B, Fi)ce=-1® Hy+ ¢ = &y (

El elemento central candnico es:
c=adao+ & (1788)
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Ejemplo 17.2

Nuestro ultimo ejemplo es A?). El automorfismo del diagrama de Dynkin es:

p(1) =5, u(2) =4, u(3) =3 (17.89)

y en el algebra:
o(&)) = &5, a(ay) = &y, o(&s) = aj; (17.90)

y los otros generadores se transforman de un modo similar. Los puntos fijos bajo este automorfismo
son:

& + &, Gy + Ay, a4 (17.91)

e1tes ehtel, en fit S5 ot fi S (17.92)

€6 — €9, €7 — €5, €19+ €1y, €1y, €13 — €y, €5 (17.93)

fo = for 1= f3» Fio+ fi2s fi1s fiz — fias fis (17.94)
v la descomposicién del espacio de pesos en el subespacio g7:

ey +ehy (17.95)

€lo — €la (17.96)

er + eg e + €4 (17.97)

en—ey e —es (17.98)

Ay — ag ay — Al (17.99)

H=1  B-h (17.100)

fe+fs  frt+fs (17.101)

Fo— Iia (17.102)

Fis+ fla (17.103)

que estan escritos por niveles (el peso més alto es (0,1,0) en la base de pesos fundamentales). El
peso mas alto es § = a1 + 2as + a3 donde:

a1 = oy, = agly (17.104)
as = ahly, = ally, (17.105)
az = ol (17.106)

El vector de peso mds alto es e}5 + €j, = Fp y el més bajo fi5 + f14 = Eo. La normalizacién
de la forma bilineal es tal que: (af, o) = 4, y entonces, (Ey, Fp) = 1.
El conmutador de estos vectores es:

[Eo, Fo] = — (&}, + 28 + 264, + 2&, + 4}) = —H; — 2H, — 2Hj (17.107)

donde
H, =& + a5, Hy = &b+ &), Hs = &y (17.108)

Los generadores de Chevalley para el dlgebra afin girada son:
Gog=c— (dl + 269 + 2@3) (17.109)
G1=1® (&) +4}), Ga=1® (a4 + &), 3 =1® & (17.110)
eo=t® (fis+ fla), fo=1t""® (€15 +ely) (17.111)
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e1=1® (e} +e5), i=1@(fi + f3)
e2=1@ (3 +€)), f2=1® (f3+ 1)
63:1®6/3, f3:1®fé

La matriz de Cartan generalizada es:

y el elemento central candnico es:

c= a9+ &1 + 269 + 243

167

(17.112)
(17.113)
(17.114)

(17.115)

(17.116)
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Tabla 1. Diagramas de Dynkin de algebras de Lie simples

Ay OO - —O—0O Cn o0—0 o%o
n>1) 1 2 n-1n @m>2)1 2 n—1 n
n
n O O___ n () (F---
m=3) 1 2 n-1n 0241 2 pn-2
n—1
O—OEI—O—O
Eg F, O0—0=0—0
1 2 3 4 5 1 2 3 4
o—oii—o—o—o
E; Gy =0
1 2 3 4 5 6 172

O—Q—Q—jS—o—o
Eg
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Tabla 2. Diagramas de Dynkin afines

Tipo I Tipo II
A 0=0 AP 0&=0
11 2 1
1
1 2
A A3 C=0—- - -—0=0
(n=>2) n=2) 1 2 27 2
11 11
1 1
Q Q
Bv(Ll) _ . —%)%O A;Qn)—l - _4()%0
(n=>3) 2 27 2 (n>3) 2 2 1
1 1
o D@
n O=0—- - -——O&=0 ntl 00— - -—0=0
n=2) 1 2 2 1 n=>22) 1 1 11
1 1
Dél) @) <Z
(n>4) o>ék 9 E® 0—0=0—0—0
1 1 1 273 1 2
1
2
1
EM
1 2 3 2 1
H&%H
1
EY
1 2 3 4 3 2 1
3
e
1 2 3 4 5 6 4 2
FY O—0—0=0—0 .
Tipo III
1 2 3 4 2 'Po
1 3
atV O—0=0 D c=0—0

1 2 3 1 2 1
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Tabla 3. Pesos mas altos en G;

Algebra Orden | Gy Peso mas alto en G;

Qp—1 Qp—2 ay Qg
Aoy, n > 1 2 |B,| 0—o0—--
2 2 2 2

A2n71> n>2 2 Cn O—0—---

1 2 2 1
ap Q2 Qp—1 _Qnp
Dypi1, n>2 2 B, | O0—0O—--
1 1 1 1
a4 Q3 Q2 Q7
Es 2 F,
1 2 3 2
Q2 Q1

D4 3 GQ O%
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