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. Tapoléon’un bilimi Ve'matematigi sevdigi, hat-
N_ta bir - 6l¢iide yetenekli oldugu da bilinir.
Diinyay1 fetbetm'eye caligmaktan ve imparatorluk
mesleginden arta kalan zamanlarinda, stirekli ya-
ninda bulundurdugu bilim adamlar1 ve matematik-
cilerle sohbet eden Napoléon, Misir seferine ayrica

bir de ansiklopedi gorevi-
ni istlenecek bir bilim
adami ordusu gotirmis.
Napoléon’un kanitladig
sOylenen ancak bir¢ok ki-
sinin bundan kugku duy-
dugu bir teorem vardir.
Cok ilging ve sasirtici bir

teoremdir:

; Herhangi bir tcgen
Napoléon, ressami

David'in fircasindan alin. Uggenin ii¢ kdsesinin

Ustlne, ister ticgenin digi-
na dogru ister igine dogru birer egskenar tiggen ci-
zin. Bu ¢izdiginiz ti¢ eskenar ticgenin merkezleri ge-
ne bir eskenar liggen olusturacaktir!

A’

Napoléon Teoremi. Bir ABC iicgeninin iic ke-
nari tizerine ticgenin icine/disina dogru sekildeki gi-
bi BA’C, CB'A ve AC'B eskenar iicgenleri yerlesti-
rilirse ve bu ticgenlerin agirlik merkezleri sirasiyla
D, E ve F ise DEF iicgeni de eskenardir. Ayrica AD,
BE ve CF dogrular: noktadastir.
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Dogrularin kesistikleri noktalara sirasiyla Bi-
rinci ve Ikinci Napoléon Noktasi denir ve genellik-
le N ve N’ harfleriyle gosterilir. Soldakine Birinci
Napoléon Ucgeni veya I¢ Napoléon Ucgeni, sagda-
kine de Ikinci Napoléon Ucgeni veya Dis Napolé-
on Ucgeni denir.

Trigonometrik Kanit: Dis Napoléon tiggeninin
eskenar oldugunu kanitlamakla yetinecegiz. I¢ Na-
poléon lggeninin eskenar oldugunun kanitini
okurlara birakiyoruz.

B’

ol

A/
ABC tiggeninde BC=a, AC=b, AB =, AE =
m, AF = n, FE = x ve ABC li¢geninin alani A olsun.
AF ve AE iginde bulunduklar eskenar ticgenlerin

icaciortay dogrular1 olduklarindan m(FAB)
m(EAC) = 30° dir. O halde m(FAE) = A + 60°.
FAE tuggeninde kosiniis teoreminden,

2mmn cos(A + 60°) (1)

bulunur. 72 ve 7 uzunluklari, i¢cinde bulunduklar: eg-

x2 =m? +n? -

kenar uggenlerin yiiksekliklerinin 2/3’4 oldugundan
= (2/3)x(bN3/2) = b3
ve
n = (2/3)x(cN3/2) = cN3
tur. Bu degerler (1) esitliginde yerine yazilirsa
3x2 = b2 + ¢2 — 2bc cos(A + 60°)
elde edilir.
cos(A + 60°) = cos(A)cos(60°) — sin(A)sin(60°)
A)/2 —3sin(A)/2
degeri (2)’de yerine yazilirsa

(2)

= cos(
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3x2 = b2 + 2 = 2bc [cos(A)/2 — 3sin(A)/2]
elde edilir ki, diizenlenirse,
3x2 = b2 + 2 — be cos(A) + V3bc sin(A)
olur.

(3)

Diger yandan ABC iicgeninde kosiniis teore-
minden ¢ikan
—bc cos(A) = (1/2)(a2 - b2 - 2)
ve gene ABC li¢geninde alan formiiliinden ¢ikan
bc sin(A) = 2A
degerleri (3)’te yerine yazilip formiil diizenlenirse

2
+ ZA\/§

2 A+ b e
3x"=———
bulunur. Bu esitligin a, b, ¢ degerlerine gore simet-

2

rik olmasi, bize ayni iglemlerin FD ve ED kenarla-
rina gore yapilirsa da ayni sonucun elde edilecegi-
ni anlatiyor. Demek ki EF = FD = DE ve DEF ug-
geni eskenardir.

Her ne kadar kanit tamamlanmus olsa da Mic-
hael Lambrou’nun (2) esitliginden sonra saptigi
farkli yola goz atmakta fayda var.

(2) esitliginin sag tarafinin B'B2 olduguna dik-
kat ediniz, ¢ciinkii ABB’ tiggeninde m(BAB') = A +
60°, BA = cve AB' = b. O halde

3x2 = b2 + 2 — 2bc cos(A + 60°)

= B'B2 = 42 + b2 — 2ab cos(C + 60°)
=3ED?=A'A2 =42 + 2 - 2ac cos(B + 60°)

=3DF2 = C'C2,
Dolayisiyla EF = ED = DF ve ek olarak
A'A=BB=C'C.

Bunu zaten gegen sayida Fermat-Toricelli Noktasi
bashkli yazida kanitlamigtik. Napoléon Teore-
mi’nin son tiimcesi de o yazida [MD-2004-1, sayfa
59] kanitlanmust. O

Sentetik Kanit: ABC li¢geninin kenarlar: tizeri-
ne ve liggenin digina dogru sekildeki gibi BA'C,
CB'A ve AC’'B eskenar uggenlerini yerlestirelim.

A" Agirlik merkezleri de

Crr C

sirasiyla D, E, F ol-
sun. AC = AB’ oldu-
gundan ABC uggeni-
ni B'C"A iiggeninin
bulundugu yere kop-
yalayabiliriz. Sonra
bu tiggenin de kenar-
lar1 tzerine Uggenin
digsina dogru B'A"C"
ve C'"B"A eskenar
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tggenlerini insa edelim. Bu uggenlerin de agirhk
merkezleri sirasiyla F' ve D’ olsun. B”A = BC, C'A
= AB ve, kolayca goriilecegi tizere, m(B"AC') =
m(ABC) oldugundan, olusan C’AB" uggeninin
ABC tiggeniyle es olduguna dikkat ediniz. O halde
B"”C’ = b’dir. Benzer sekilde B'C = AC oldugun-
dan, ABC ii¢genini CA"'B’ licgeninin bulundugu
yere kopyalayalim ve bu tg¢genin de kenarlar1 tize-
rine birer eskenar ticgen konuglandiralim.

Simdi
elimizde ilk B
basladig:-

cr ¢ A"

miz Uggen-
den 6 tane
Bu 6
ug¢gen tipa-

var.

tip aym ol-
dugundan,
kenarlari
lizerine ya-
pistirllan eg-
kenar  iig-
genler de digerleriyle ayni durumdadir, yani her
yerde ilk seklin kaydirilmug hali gibi diistinebilecegi-
miz sekiller olustu. Ik basladigimiz ABC ii¢geninde
kenar uzunluklari a ve ¢ olan eskenar ticgenlerin
merkezleri arasindaki uzaklik, diger ABC tiggeni es-
lerinde de kenarlar tizerine yapistirilan eskenar tig-
genlerin kenarlari a ve ¢ olanlarininkinin merkezle-
ri arasindaki uzakhigin eskisi ile ayni olmasini bek-
lemek hakkimiz. O halde DF = FD' = D'F = F'D"
= D"F = F'D. Yani DED'F'D"F" bir eskenar alti-
gen. Yetmez, biz eskenar degil diizgtin altigen bek-
liyorduk. Simdi de kenar uzunluklari b ve ¢ olan es-
kenar tggenlerin merkezleri arasindaki uzakliklar
esitleyelim; benzer sekilde a ve b olanlarini da. Bu-
radan da EF = EF’' = EF" ve ED = ED’ = ED" ol-
dugu ¢ikar. Bir kogesi E olan tim ticgenlerin ticer
kenarinin egit oldugunu bulmus olduk. Bu 6 ii¢ge-
nin de E acilarinin ol¢iileri esit oldugundan her biri
60°dir. O halde DFD'F'D"F" bir diizgiin altigen
ve dolayisiyla DEF bir eskenar tggendir. O

Teorem. Dis Napoléon iicgeniyle ic Napoléon
ticgenlerinin alanlarimn pozitif farki ABC ii¢geni-
nin alamna esittir.

Kanit: Herhangi bir ABC ti¢geni ¢gizelim. Alani
A olsun. DEF li¢geni de bu tggenin dis Napoleon
tiggeni olsun. D, E, F noktalarinin sirasiyla BC,
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B CA, AB kenarlarina
gore simetrikleri
olan D', E/, F' nokta-
lar1 da i¢ Napoléon
licgeninin  koseleri

olurlar elbette. Her

iki Napoléon ti¢geni-
nin de eskenar oldu-
gunu biliyoruz. O
halde FE ve F'E’
uzunluklarini bulabi-

lirsek,  uggenlerin
alanlarini da bulu-
ruz. FAE acisinin olgtisiiniin A + 60° oldugu asi-
kar, o halde, simetriden dolayi, F’AE’ agisinin 6l-
cisti de A — 60° dir.
3FE2 = b2 + ¢2 — 2bc cos(A + 60°)
esitligini Napoléon Teoremi’nin trigonometrik ka-
nitinda bulmustuk. Benzer sekilde F'AE’ ii¢genin-
de kosiniis teoreminden
3F'E2 = b2 + ¢2 - 2bc cos(A - 60°)
esitligi cikar. Bu iki esitlik birbirinden ¢ikarilirsa,
FE2 — F'E"? =
= 2bc[cos(A - 60°) — cos(A + 60°)]/3
= (4/3)bc sin(A)sin(60°)
= 2bc sin(A)AN3 = 4AN3
bulunur. DEF ve D'E'F’ birer eskenar tiggen oldu-
gundan alanlar1 birbirinden ¢ikarilirsa
(N3/4)(FE2 - F'E"2) = A
cikar.

Sanki bu haliyle yeterince ilging degilmis gi-
bi, Napoléon Teoremi genellestirilebilir. Eskenar
Ucgenler insa edecegimize, benzer liggenler inga
edelim.

Resimde gorilen mozaik kaplama Napoléon Teore-
mi’nden elde edilmistir. Koyu gri i¢gen, herhangi bir Ug-
gen. Bu l¢genin ¢ kenarina eskenar dggenler (acik gri)
yerlestirdik ve bu dért Gggenden elde ettigimiz figart
tum duzlemi kaplayacak bigcimde kaydirip yapistirdik.
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Napoléon Teoremi’nin Ge-
nellemesi. Bir ABC ii¢geninin ii¢
kenari iizerine ticgenin disina
dogru, A’ + B' + C' = 180° ola- |
cak sekilde A'BC, AB'C ve ABC'
benzer iicgenleri yerlestirilsin. O |§
zaman, bu ii¢genlerin cevrel cem-
ber merkezlerinden olugan iicgen

de bu iicgenlere benzer olur. Ay-

rica, bu iic cevrel cemberin ortak
bir noktasi vardsr.

Teorem, asagidaki onsavin dogrudan bir uygu-
lamasi olacak:

Onsav. Bir ABC iicgeninin ii¢c kenan iizerine
sicgenin disina dogru A'BC, AB'C ve ABC' ti¢cgen-
leri yerlestirelim. A’, B', C' acilarimn toplami 180°
olsun. O zaman yerlestirilen iicgenlerin cevrel cem-
berlerinin gectigi ortak bir nokta vardwr. Ayrica,
eger A'BC, AB'Cve ABC' benzer ii¢genlerinin cev-
rel cember merkezleri sirastyla A", B" ve C" ise,
olusan A"B"C" iicgeninin A", B" ve C'" agilari si-
rasiyla A', B' ve C' acilarina esittir.

Kanit: BPAC ve CBA' tiggenlerinin ¢evrel ¢em-
berlerini cizelim. C disinda kesistikleri ikinci nokta P
olsun. B’APC ve A'BPC dortgenleri birer kirig dort-
geni olur. O halde m(APC) = 180° — m(B’) ve
m(BPC) = 180° — m(A’) olmalidir. Bu da m(APB) =
m(B') + m(A’) olmasim gerektirir. m(A’) + m(B’) +
m(C') = 180° olarak verildiginden C’APB dortgenin-
de karsilikli acilarin 6lgiileri toplami 180° ¢ikar ki bu
da bir kirig dortgeni oldugunu anlatir. Sonug olarak

Jan Op De Beeck'in
kaleminden Napoléon
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bu dortgenin gevrel cemberi de P noktasindan geger.
Boylece 6nsavin birinci kismi kanitlanmug oldu.
B"C" dogrusu AB"P agisinin, B"A" dogrusu
da PB”C agisinin agiortayr  oldugundan
m(C"B"A") = m(AB"C)/2 = m(AB'C) ve benzer se-
kilde m(C"A"B") = m(BA"C)2 = m(BA'C),
m(A"C"B") = m(BC"A)2 = m(BC'A). 0

Genellestirilmig Napoléon Teoremi dogrudan bu
onsavdan cikar. Yukaridaki sekil her seyi soyliyor.

Napoléon Teoremi’nde bir ti¢genin kenarlari-
na birer Uggen yerlestirince yerlestirilen ti¢genlerin
farkhiligina bagh olarak nelerin olustuguna degin-
dik. Simdi de bir ticgenin kenarlar tizerine ticgenin
icine veya digina dogru kareler yerlestirildiginde
neler olustuguna goz atacagiz.

K Teorem. ABC

ticgenin AB ve AC

kenarlar:  iizerine

ticgenin dismma dog-

ru birer ABDE ve
ACFK kareleri yerlesti-
rilsin. BC’nin orta noktasi
Vise AV=EK/2ve AV | EK.

C

\

B Kanmit: AV dogru pargasini
V yonunde kendi boyu kadar uzatirsak bir ABPC
paralelkenari elde ederiz. EAK acisiyla BAC agist
biitiinler, BAC agisiyla
da ABP agisi biitiinler ol-
dugundan m(EAK)

m(ABP)’dir. Aymi za-
manda EA = AB ve AK =
AC = BP oldugundan,
EAK ile ABP uggenleri

estir. Buradan AP = EK
yani AV = EK/2 ¢ikar.
Simdi teoremin ikin-
ci kismina gecelim. PA dogrusunun EK’yi kestigi
yere Z dersek; m(PAB) + m(ZAE) 90°
m(PAB) = m(AEZ) oldugundan, AV 1 EK.

ve
O

Simdi bir¢ok 6nemli sonucun bulunmasina yol
acmis, ayrica kendi bagina da 6nemi olan bir teore-
mi verecegiz. Daha sonra buradan dogan bazi
sonuglar1 kanitlayacagiz.

Bottema Teoremi. Herhangi bir ABC iicgeni-
nin AB ve AC kenarlari iizerine iicgenin disina

77

dogru M merkezli ACDE ve O merkezli BAFK ka-
releri yerlestirilsin. BC kenarmmn orta noktast V ise
OV =VMuwve OV L VM’dir.

Kamt: FC ve
BE dogru parca-
lar ¢izilirse FA =
BA, EA = CA ve
m(FAC) =
m(BAE) oldu-
gundan FAC ile
BAE ucgenleri
estir. O halde FC
= BE. Ote yandan, FBC iicgeninde OV, ECB iicge-
ninde MV orta tabandir. Demek ki OV = FC/2 ve
MYV = EB/2. Bundan, OV = VM ¢ikar. Diger yan-

dan EAB tiggeninde icagilarin olgiileri toplamin-
dan o + B + vy = 90° olur ki bu FAET konkav dort-
geninde yerine yazilirsa m(FTE) = 90° oldugu go-
rular. Boylece OV L VM de kanitlanmus olur. O

Bottema Teoremi’nin Sonuglar

Finsler-Hadwiger Teoremi. A kogseleri ortak
ama birbirlerini kesmeyen Z merkezli ACFK ve Y
merkezli ABML
karelerini yandaki

K

sekildeki gibi yer-
lestirelim. BC’nin
orta noktast V ve
LK’nin orta nok-
tast P ise YVZP
bir karedir.
Kanit: Bottema Teoremi’ne gore, BAC tigge-
ninde YV = VZ ve YV 1 VZ. Gene Bottema Teore-
mi’ne gore, AKL tggeninde PZ = PY ve PZ L PY.
O halde YVZP bir karedir. 0

B C

\%

Van Aubel Teoremi 1. Bir ABC ii¢cgeninin iic
kenari iizerine disa dogru X merkezli BCDE, Z
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merkezli CAKF ve Y mer-
kezli ABML kareleri yer-
lestirilsin. O zaman AX =
YZ ve AX 1 YZ.

Kanita gegmeden once

kanitta  kullanacagimiz

kavrami aciklayalim. Diiz-

D E

lemin noktalarini, 6nceden

verilmig bir O noktasi etrafinda g derece dondurip,
sonra O’ya olan uzakligini belli bir » katsayisiyla
¢arpmaya, genlenik dondiirii (rotasyon) diyecegiz.
Diizlemin bu doniigiimiinii O(r, ¢°) ile gosterelim.
A Burada O dondiirii merkezi, »

B genleme (biiyime ya da kiigiilme)
katsayisi, ¢g° de donme agsidir.
Eger donme saat yontunde yapi-
O

tersine yapilirsa pozitif olarak alinir. Eger AOB tig-

lirsa ag1 negatif, saat yoniintin

geni O(r, g°) genlenik dondurtst altinda A’OB’ tig-
genine donuigtiyorsa, B'O =7 x BO, A’O =r x AO
ve m(B'OB) = m(A’OA) oldugundan soyle bir ba-
kinca K-A-K benzerliginden bagka bir sey yapilma-
dig1 da belli! Sanirim boyle daha bilimsel oluyor!
Simdi Von Aubel Teoremi’nin kanitina gegebiliriz.

Van Aubel Teoremi 1’in Kamiti: BC = V2 x BX,
BL =2 x BA ve m(ABX) = m(LBC) oldugundan
B(\2 ,45°) genlenik dondiiriisit ABX iicgenini LBC
iigenine doniistiiriir. Benzer sekilde AL = V2AY,
AC = \2AZ ve m(ZAY) = m(CAL) oldugundan
A(N2, —45°) genlenik dondiriisii de ZAY iicgenini
CAL tiggenine dontstiirir. LBC ve CAL {iggenle-
rinde LC kenarinin ortak olmasi, dontisuimden 6n-
ce AX ve YZ dogru parcalarinin boylarinin esit ol-

K
L
A
/043 4 F
Y
M 45
B[N\45 C
X
D E
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dugunu soyler, c¢inkii LC hem AX’in hem de
YZ’nin V2 katidir. Demek ki AX = YZ. Ayrica, 45°
+ (—45°) = 0° olmasi da dogrularin dontigimden 6n-
ce birbirlerine dik olduklarini soyler, ¢uinkii biri sa-
at yoniinde digeri saat yontiniin tersinde 45° don-
mis ve cakigmiglar, demek ki donmeden 6nce ara-
larindaki aginin 6lgtsi 90° imis. O

Simdi de kareleri bir dortgenin kenarlari tizeri-
ne inga edecegiz.

Van Aubel Teoremi 2. Bir ABCD dortgeninin
tiim kenarlari iizerine dort-
genin disima dogru birer kare
yerlestirilsin. Bu karelerin

agirlik merkezlerini karsilikly 4
olarak birlestiren dogru par-
calart hem esit uzunluktadr D C

bhem de birbirlerini dik keser.

Aymi zamanda kesistikleri
nokta ABCD dortgeninin
kosegenlerinin kesistigi nokta olup, BD kosegeni-

nin orta noktasidir.

Kant: Bir sonraki sekilden izleyelim. Once XW
ile YT dogru pargalarini ¢izelim. Arakesitine Z di-
yelim. AC kosegeninin orta noktasi da S olsun.
Bottema Teoremi’ni ABC tiggenine uygularsak, SX
= 8T ve SX L ST dir. Durmayalim, bir de CDA ii¢-
genine uygulayalim. SW = SY ve SW L SY olmali-

dir ve olur da! SX = ST, SW = SY ve m(XSW) =
m(TSY) esitliklerinden XSW {iggenine modaya
uyarak TSY ti¢geninin klonlanmus halidir diyebili-
riz. O halde XW = YT. Uzatmayalim, aynen Botte-
ma Teoremi’ne verdigimiz kanitta oldugu gibi
XSYZ icbukey dortgeninin igagilar toplamindan
m(XZY) = 90° bulunur ve boylelikle XW L YT de
kanitlanmig olur. v



