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Geometri Köflesi

N
apoléon’un bilimi ve matemati¤i sevdi¤i, hat-

ta bir ölçüde yetenekli oldu¤u da bilinir.

Dünyay› fethetmeye çal›flmaktan ve imparatorluk

mesle¤inden arta kalan zamanlar›nda, sürekli ya-

n›nda bulundurdu¤u bilim adamlar› ve matematik-

çilerle sohbet eden Napoléon, M›s›r seferine ayr›ca

bir de ansiklopedi görevi-

ni üstlenecek bir bilim

adam› ordusu götürmüfl.

Napoléon’un kan›tlad›¤›

söylenen ancak birçok ki-

flinin bundan kuflku duy-

du¤u bir teorem vard›r.

Çok ilginç ve flafl›rt›c› bir

teoremdir:

Herhangi bir üçgen

al›n. Üçgenin üç köflesinin

üstüne, ister üçgenin d›fl›-

na do¤ru ister içine do¤ru birer eflkenar üçgen çi-

zin. Bu çizdi¤iniz üç eflkenar üçgenin merkezleri ge-

ne bir eflkenar üçgen oluflturacakt›r!

Napoléon Teoremi. Bir ABC üçgeninin üç ke-

nar› üzerine üçgenin içine/d›fl›na do¤ru flekildeki gi-

bi BA′C, CB′A ve AC ′B eflkenar üçgenleri yerleflti-

rilirse ve bu üçgenlerin a¤›rl›k merkezleri s›ras›yla

D, E ve F ise DEF üçgeni de eflkenard›r. Ayr›ca AD,

BE ve CF do¤rular› noktadaflt›r.

Do¤rular›n kesifltikleri noktalara s›ras›yla Bi-

rinci ve ‹kinci Napoléon Noktas› denir ve genellik-

le N ve N′ harfleriyle gösterilir. Soldakine Birinci

Napoléon Üçgeni veya ‹ç Napoléon Üçgeni, sa¤da-

kine de ‹kinci Napoléon Üçgeni veya D›fl Napolé-

on Üçgeni denir.

Trigonometrik Kan›t: D›fl Napoléon üçgeninin

eflkenar oldu¤unu kan›tlamakla yetinece¤iz. ‹ç Na-

poléon üçgeninin eflkenar oldu¤unun kan›t›n›

okurlara b›rak›yoruz.

ABC üçgeninde BC = a, AC = b, AB = c, AE =

m, AF = n, FE = x ve ABC üçgeninin alan› ∆ olsun.

AF ve AE içinde bulunduklar› eflkenar üçgenlerin

içaç›ortay do¤rular› olduklar›ndan m(FAB) =

m(EAC) = 30º dir. O halde m(FAE) = A + 60º.

FAE üçgeninde kosinüs teoreminden,

x2 = m2 + n2 – 2mn cos(A + 60º) (1)

bulunur. m ve n uzunluklar›, içinde bulunduklar› efl-

kenar üçgenlerin yüksekliklerinin 2/3’ü oldu¤undan 

m = (2/3)×(b√3/2) = b/√3

ve 

n = (2/3)×(c√3/2) = c/√3

tür. Bu de¤erler (1) eflitli¤inde yerine yaz›l›rsa 

3x2 = b2 + c2 – 2bc cos(A + 60º) (2)

elde edilir. 

cos(A + 60º) = cos(A)cos(60º) – sin(A)sin(60º)

= cos(A)/2 – √3sin(A)/2 

de¤eri (2)’de yerine yaz›l›rsa 
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3x2 = b2 + c2 – 2bc [cos(A)/2 – √3sin(A)/2]

elde edilir ki, düzenlenirse,

3x2 = b2 + c2 – bc cos(A) + √3bc sin(A) (3)

olur.

Di¤er yandan ABC üçgeninde kosinüs teore-

minden ç›kan

–bc cos(A) = (1/2)(a2 – b2 – c2)

ve gene ABC üçgeninde alan formülünden ç›kan

bc sin(A) = 2∆
de¤erleri (3)’te yerine yaz›l›p formül düzenlenirse

bulunur. Bu eflitli¤in a, b, c de¤erlerine göre simet-

rik olmas›, bize ayn› ifllemlerin FD ve ED kenarla-

r›na göre yap›l›rsa da ayn› sonucun elde edilece¤i-

ni anlat›yor. Demek ki EF = FD = DE ve DEF üç-

geni eflkenard›r.

Her ne kadar kan›t tamamlanm›fl olsa da Mic-

hael Lambrou’nun (2) eflitli¤inden sonra sapt›¤›

farkl› yola göz atmakta fayda var.

(2) eflitli¤inin sa¤ taraf›n›n B′B2 oldu¤una dik-

kat ediniz, çünkü ABB′ üçgeninde m(BAB′) = A +

60º, BA = c ve AB′ = b. O halde

3x2 = b2 + c2 – 2bc cos(A + 60º)

= B′B2 = a2 + b2 – 2ab cos(C + 60º)

= 3ED2 = A′A2 = a2 + c2 – 2ac cos(B + 60º)

= 3DF2 = C′C2.

Dolay›s›yla EF = ED = DF ve ek olarak

A′A = B′B = C ′C.

Bunu zaten geçen say›da Fermat-Toricelli Noktas›

bafll›kl› yaz›da kan›tlam›flt›k. Napoléon Teore-

mi’nin son tümcesi de o yaz›da [MD-2004-I, sayfa

59] kan›tlanm›flt›. ■■

Sentetik Kan›t: ABC üçgeninin kenarlar› üzeri-

ne ve üçgenin d›fl›na do¤ru flekildeki gibi BA′C,

CB′A ve AC ′B eflkenar üçgenlerini yerlefltirelim.

A¤›rl›k merkezleri de

s›ras›yla D, E, F ol-

sun. AC = AB ′ oldu-

¤undan ABC üçgeni-

ni B ′C ′′A üçgeninin

bulundu¤u yere kop-

yalayabiliriz. Sonra

bu üçgenin de kenar-

lar› üzerine üçgenin

d›fl›na do¤ru B ′A′′C′′
ve C ′′B′′A eflkenar

üçgenlerini infla edelim. Bu üçgenlerin de a¤›rl›k

merkezleri s›ras›yla F′ ve D′ olsun. B′′A = BC, C′A
= AB ve, kolayca görülece¤i üzere, m(B′′AC′) =

m(ABC) oldu¤undan, oluflan C ′AB′′ üçgeninin

ABC üçgeniyle efl oldu¤una dikkat ediniz. O halde

B′′C′ = b’dir. Benzer flekilde B′C = AC oldu¤un-

dan, ABC üçgenini CA′′′B′ üçgeninin bulundu¤u

yere kopyalayal›m ve bu üçgenin de kenarlar› üze-

rine birer eflkenar üçgen konuflland›ral›m.

fi i m d i

elimizde ilk

bafl lad›¤ › -

m›z üçgen-

den 6 tane

var. Bu 6

üçgen t›pa-

t›p ayn› ol-

du¤undan,

k e n a r l a r ›

üzerine ya-

p›flt›r›lan efl-

kenar üç-

genler de di¤erleriyle ayn› durumdad›r, yani her

yerde ilk fleklin kayd›r›lm›fl hali gibi düflünebilece¤i-

miz flekiller olufltu. ‹lk bafllad›¤›m›z ABC üçgeninde

kenar uzunluklar› a ve c olan eflkenar üçgenlerin

merkezleri aras›ndaki uzakl›k, di¤er ABC üçgeni efl-

lerinde de kenarlar› üzerine yap›flt›r›lan eflkenar üç-

genlerin kenarlar› a ve c olanlar›n›nkinin merkezle-

ri aras›ndaki uzakl›¤›n eskisi ile ayn› olmas›n› bek-

lemek hakk›m›z. O halde DF = FD′ = D′F′ = F′D′′
= D′′F′ = F′′D. Yani DFD′F′D′′F′′ bir eflkenar alt›-

gen. Yetmez, biz eflkenar de¤il düzgün alt›gen bek-

liyorduk. fiimdi de kenar uzunluklar› b ve c olan efl-

kenar üçgenlerin merkezleri aras›ndaki uzakl›klar›

eflitleyelim; benzer flekilde a ve b olanlar›n› da. Bu-

radan da EF = EF ′ = EF ′′ ve ED = ED′ = ED′′ ol-

du¤u ç›kar. Bir köflesi E olan tüm üçgenlerin üçer

kenar›n›n eflit oldu¤unu bulmufl olduk. Bu 6 üçge-

nin de E aç›lar›n›n ölçüleri eflit oldu¤undan her biri

60º’dir. O halde DFD′F ′D′′F ′′ bir düzgün alt›gen

ve dolay›s›yla DEF bir eflkenar üçgendir. ■■

Teorem. D›fl Napoléon üçgeniyle iç Napoléon

üçgenlerinin alanlar›n›n pozitif fark› ABC üçgeni-

nin alan›na eflittir.

Kan›t: Herhangi bir ABC üçgeni çizelim. Alan›

∆ olsun. DEF üçgeni de bu üçgenin d›fl Napoleon

üçgeni olsun. D, E, F noktalar›n›n s›ras›yla BC,
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CA, AB kenarlar›na

göre simetrikleri

olan D′, E′, F′ nokta-

lar› da iç Napoléon

üçgeninin köfleleri

olurlar elbette. Her

iki Napoléon üçgeni-

nin de eflkenar oldu-

¤unu biliyoruz. O

halde FE ve F′E′
uzunluklar›n› bulabi-

lirsek, üçgenlerin

alanlar›n› da bulu-

ruz. FAE aç›s›n›n ölçüsünün A + 60º oldu¤u afli-

kâr, o halde, simetriden dolay›, F′AE′ aç›s›n›n öl-

çüsü de A – 60º d›r.

3FE2 = b2 + c2 – 2bc cos(A + 60º)

eflitli¤ini Napoléon Teoremi’nin trigonometrik ka-

n›t›nda bulmufltuk. Benzer flekilde F′AE′ üçgenin-

de kosinüs teoreminden

3F′E′2 = b2 + c2 – 2bc cos(A – 60º)

eflitli¤i ç›kar. Bu iki eflitlik birbirinden ç›kar›l›rsa,

FE2 – F ′E′2 =

= 2bc[cos(A – 60º) – cos(A + 60º)]/3 

= (4/3)bc sin(A)sin(60º)

= 2bc sin(A)/√3 = 4∆/√3

bulunur. DEF ve D′E′F′ birer eflkenar üçgen oldu-

¤undan alanlar› birbirinden ç›kar›l›rsa

(√3/4)(FE2 – F ′E′2) = ∆
ç›kar. ■■

Sanki bu haliyle yeterince ilginç de¤ilmifl gi-

bi, Napoléon Teoremi genellefltirilebilir. Eflkenar

üçgenler infla edece¤imize, benzer üçgenler infla

edelim.

Napoléon Teoremi’nin Ge-

nellemesi. Bir ABC üçgeninin üç

kenar› üzerine üçgenin d›fl›na

do¤ru,  A′ + B′ + C ′ = 180º ola-

cak flekilde A′BC, AB ′C ve ABC ′
benzer üçgenleri yerlefltirilsin. O

zaman, bu üçgenlerin çevrel çem-

ber merkezlerinden oluflan üçgen

de bu üçgenlere benzer olur. Ay-

r›ca, bu üç çevrel çemberin ortak

bir noktas› vard›r.

Teorem, afla¤›daki önsav›n do¤rudan bir uygu-

lamas› olacak:

Önsav. Bir ABC üçgeninin üç kenar› üzerine

üçgenin d›fl›na do¤ru A′BC, AB′C ve ABC ′ üçgen-

leri yerlefltirelim. A′, B′, C ′ aç›lar›n›n toplam› 180º

olsun. O zaman yerlefltirilen üçgenlerin çevrel çem-

berlerinin geçti¤i ortak bir nokta vard›r. Ayr›ca,

e¤er A′BC, AB ′C ve ABC ′ benzer üçgenlerinin çev-

rel çember merkezleri s›ras›yla A′′, B ′′ ve C ′′ ise,

oluflan A′′B ′′C ′′ üçgeninin A′′, B ′′ ve C ′′ aç›lar› s›-

ras›yla A′, B ′ ve C ′ aç›lar›na eflittir. 

Kan›t: B′AC ve CBA′ üçgenlerinin çevrel çem-

berlerini çizelim. C d›fl›nda kesifltikleri ikinci nokta P

olsun. B′APC ve A′BPC dörtgenleri birer kirifl dört-

geni olur. O halde m(APC) = 180º – m(B′) ve

m(BPC) = 180º – m(A′) olmal›d›r. Bu da m(APB) =

m(B′) + m(A′) olmas›n› gerektirir. m(A′) + m(B′) +
m(C′) = 180º olarak verildi¤inden C ′APB dörtgenin-

de karfl›l›kl› aç›lar›n ölçüleri toplam› 180º ç›kar ki bu

da bir kirifl dörtgeni oldu¤unu anlat›r. Sonuç olarak
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bu dörtgenin çevrel çemberi de P noktas›ndan geçer.

Böylece önsav›n birinci k›sm› kan›tlanm›fl oldu.

B′′C ′′ do¤rusu AB′′P aç›s›n›n, B′′A′′ do¤rusu

da PB′′C aç›s›n›n aç›ortay› oldu¤undan

m(C′′B′′A′′) = m(AB′′C)/2 = m(AB′C) ve benzer fle-

kilde m(C ′′A′′B′′) = m(BA′′C)/2 = m(BA′C),

m(A′′C ′′B′′) = m(BC ′′A)/2 = m(BC ′A). ■■

Genellefltirilmifl Napoléon Teoremi do¤rudan bu

önsavdan ç›kar. Yukar›daki flekil her fleyi söylüyor.

Napoléon Teoremi’nde bir üçgenin kenarlar›-

na birer üçgen yerlefltirince yerlefltirilen üçgenlerin

farkl›l›¤›na ba¤l› olarak nelerin olufltu¤una de¤in-

dik. fiimdi de bir üçgenin kenarlar› üzerine üçgenin

içine veya d›fl›na do¤ru kareler yerlefltirildi¤inde

neler olufltu¤una göz ataca¤›z. 

Teorem. ABC

üçgenin AB ve AC

kenarlar› üzerine

üçgenin d›fl›na do¤-

ru birer ABDE ve

ACFK kareleri yerleflti-

rilsin. BC’nin orta noktas›

V ise AV = EK/2 ve AV ⊥ EK.

Kan›t: AV do¤ru parças›n›

V yönünde kendi boyu kadar uzat›rsak bir ABPC

paralelkenar› elde ederiz. EAK aç›s›yla BAC aç›s›

bütünler, BAC aç›s›yla

da ABP aç›s› bütünler ol-

du¤undan m(EAK) =

m(ABP)’dir. Ayn› za-

manda EA = AB ve AK =

AC = BP oldu¤undan,

EAK ile ABP üçgenleri

efltir. Buradan AP = EK

yani AV = EK/2 ç›kar. 

fiimdi teoremin ikin-

ci k›sm›na geçelim. PA do¤rusunun EK’yi kesti¤i

yere Z dersek; m(PAB) + m(ZAE) = 90° ve

m(PAB) = m(AEZ) oldu¤undan, AV ⊥ EK. ■■

fiimdi birçok önemli sonucun bulunmas›na yol

açm›fl, ayr›ca kendi bafl›na da önemi olan bir teore-

mi verece¤iz. Daha sonra buradan do¤an baz›

sonuçlar› kan›tlayaca¤›z.

Bottema Teoremi. Herhangi bir ABC üçgeni-

nin AB ve AC kenarlar› üzerine üçgenin d›fl›na

do¤ru M merkezli ACDE ve O merkezli BAFK ka-

releri yerlefltirilsin. BC kenar›n›n orta noktas› V ise

OV = VM ve OV ⊥ VM’dir.

Kan›t: FC ve

BE do¤ru parça-

lar› çizilirse FA =

BA, EA = CA ve

m(FAC) =

m(BAE) oldu-

¤undan FAC ile

BAE üçgenleri

efltir. O halde FC

= BE. Öte yandan, FBC üçgeninde OV, ECB üçge-

ninde MV orta taband›r. Demek ki OV = FC/2 ve

MV = EB/2. Bundan, OV = VM ç›kar. Di¤er yan-

dan EAB üçgeninde içaç›lar›n ölçüleri toplam›n-

dan α + β + γ = 90º olur ki bu FAET konkav dört-

geninde yerine yaz›l›rsa m(FTE) = 90º oldu¤u gö-

rülür. Böylece OV ⊥ VM de kan›tlanm›fl olur. ■■

Bottema Teoremi’nin Sonuçlar›

Finsler-Hadwiger Teoremi. A köfleleri ortak

ama birbirlerini kesmeyen Z merkezli ACFK ve Y

merkezli ABML

karelerini yandaki

flekildeki gibi yer-

lefltirelim. BC’nin

orta noktas› V ve

LK’nin orta nok-

tas› P ise YVZP

bir karedir.

Kan›t: Bottema Teoremi’ne göre, BAC üçge-

ninde YV = VZ ve YV ⊥ VZ. Gene Bottema Teore-

mi’ne göre, AKL üçgeninde PZ = PY ve PZ ⊥ PY.

O halde YVZP bir karedir. ■■

Van Aubel Teoremi  1. Bir ABC üçgeninin üç

kenar› üzerine d›fla do¤ru X merkezli BCDE, Z
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merkezli CAKF ve Y mer-

kezli ABML kareleri yer-

lefltirilsin. O zaman AX =

YZ ve AX ⊥ YZ.

Kan›ta geçmeden önce

kan›tta kullanaca¤›m›z

kavram› aç›klayal›m. Düz-

lemin noktalar›n›, önceden

verilmifl bir O noktas› etraf›nda q derece döndürüp,

sonra O’ya olan uzakl›¤›n› belli bir r katsay›s›yla

çarpmaya, genlenik döndürü (rotasyon) diyece¤iz.

Düzlemin bu dönüflümünü O(r, qº) ile gösterelim.

Burada O döndürü merkezi, r

genleme (büyüme ya da küçülme)

katsay›s›, qº de dönme aç›s›d›r.

E¤er dönme saat yönünde yap›-

l›rsa aç› negatif, saat yönünün

tersine yap›l›rsa pozitif olarak al›n›r. E¤er AOB üç-

geni O(r, qº) genlenik döndürüsü alt›nda A′OB′ üç-

genine dönüflüyorsa, B′O = r × BO, A′O = r × AO

ve m(B′OB) = m(A′OA) oldu¤undan flöyle bir ba-

k›nca K-A-K benzerli¤inden baflka bir fley yap›lma-

d›¤› da belli! San›r›m böyle daha bilimsel oluyor!

fiimdi Von Aubel Teoremi’nin kan›t›na geçebiliriz.

Van Aubel Teoremi 1’in Kan›t›: BC = √2 × BX,

BL = √2 × BA ve m(ABX) = m(LBC) oldu¤undan

B(√2 ,45º) genlenik döndürüsü ABX üçgenini LBC

üçgenine dönüfltürür. Benzer flekilde AL = √2AY,

AC = √2AZ ve m(ZAY) = m(CAL) oldu¤undan

A(√2, −45º) genlenik döndürüsü de ZAY üçgenini

CAL üçgenine dönüfltürür. LBC ve CAL üçgenle-

rinde LC kenar›n›n ortak olmas›, dönüflümden ön-

ce AX ve YZ do¤ru parçalar›n›n boylar›n›n eflit ol-

du¤unu söyler, çünkü LC hem AX’in hem de

YZ’nin √2 kat›d›r. Demek ki AX = YZ. Ayr›ca, 45º

+ (−45º) = 0º olmas› da do¤rular›n dönüflümden ön-

ce birbirlerine dik olduklar›n› söyler, çünkü biri sa-

at yönünde di¤eri saat yönünün tersinde 45º dön-

müfl ve çak›flm›fllar, demek ki dönmeden önce ara-

lar›ndaki aç›n›n ölçüsü 90º imifl. ■■

fiimdi de kareleri bir dörtgenin kenarlar› üzeri-

ne infla edece¤iz.

Van Aubel Teoremi 2. Bir ABCD dörtgeninin

tüm kenarlar› üzerine dört-

genin d›fl›na do¤ru birer kare

yerlefltirilsin. Bu karelerin

a¤›rl›k merkezlerini karfl›l›kl›

olarak birlefltiren do¤ru par-

çalar› hem eflit uzunluktad›r

hem de birbirlerini dik keser.

Ayn› zamanda kesifltikleri

nokta ABCD dörtgeninin

köflegenlerinin kesiflti¤i nokta olup, BD köflegeni-

nin orta noktas›d›r.

Kan›t: Bir sonraki flekilden izleyelim. Önce XW

ile YT do¤ru parçalar›n› çizelim. Arakesitine Z di-

yelim. AC köflegeninin orta noktas› da S olsun.

Bottema Teoremi’ni ABC üçgenine uygularsak, SX

= ST ve SX ⊥ ST dir. Durmayal›m, bir de CDA üç-

genine uygulayal›m. SW = SY ve SW ⊥ SY olmal›-

d›r ve olur da! SX = ST, SW = SY ve m(XSW) =

m(TSY) eflitliklerinden XSW üçgenine modaya

uyarak TSY üçgeninin klonlanm›fl halidir diyebili-

riz. O halde XW = YT. Uzatmayal›m, aynen Botte-

ma Teoremi’ne verdi¤imiz kan›tta oldu¤u gibi

XSYZ içbükey dörtgeninin içaç›lar toplam›ndan

m(XZY) = 90º bulunur ve böylelikle XW ⊥ YT de

kan›tlanm›fl olur. ♥
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