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Poglavlje 4

Linearni funkcionali

Nakon uvodjenja mnostva pojmova neophodnih za funkcionalnu analizu, u
ovom poglavlju napokon su navedeni neki od najznacajnih rezultata ove
oblasti. U prvom dijelu studenti/ce se trebaju upoznati sa pojmom funkcionala,
te znati utvrditi da li su odredjeni funkcionali linearni i ograniceni, i naéi nji-
hovu normu. U drugom dijelu naveden je Hahn-Banachov teorem i njegove
posljedice, pa je neophodno njihovo razumijevanje kako bi se isti mogli prim-
jeniti u zadacima iz ove sekcije. U zavrsnom dijelu poglavlja zbog svoje su
znacajnosti navedeni rezultati koji nam daju informaciju o obliku svih lin-
earnih ogranicenih funkcionala na pojedinim Banachovim prostorima, te je
uveden iznimno zanimljiv pojam slabe konvergencije.

Funkcionali su samo posebna vrsta operatora. Naime:

Definicija 4.0.1 (FUNKCIONAL) Neka je X proizvoljan linearan vek-
torski prostor. Funkcional je proizvoljno preslikavanje f : X — R(C).

Linearni operatori

Linearni funkcionali

152
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Dakle, funkcional je "lijepa” vrsta operatora, koja proizvoljne prostore
uvijek slika u polje skalara, tj. Y = R(C). Stoga, sve §to vrijedi za oper-
atore, vrijedi i za funkcionale. Tako se analogno definiraju pojmovi poput
linearan, ogranicen ili neprekidan funkcional, te norma funkcionala, a vaze i
svi rezultati iz prethodnog poglavlja. Te definicije ¢e sada samo biti nesto
jednostavnije, jer je norma u R(C) uobicajena Euklidska norma, tj. za sve
z € R(C) vrijedi ||z|| = |z|. Tako, ako bismo htjeli naprimjer definirati
ogranicen funkcional imali bismo sljede¢u definiciju

Definicija 4.0.2 (OGRANICEN FUNKCIONAL) Neka je f : X —
R(C) linearan funkcional. f je ogranicen funkcional ako vrijedi

(BM > 0) (Ve € X) = [f(2)] < Mllz].

Infimum svih brojeva M za koje vazi navedena relacija je norma operatora
f, woznaci || f]|-

ZADATAK 4.0.1 Dokazati da su sljedeca preslikavanja linearni
funkcionali:

a. X = R", f(z) = Y axy, gdje je a = (a1,az,...,a,) € R
prozivoljan i fiksiran.

b. X =Cla,b], f(z) = [ x(t)dt
c. X =Cla,b], f(z) =x(to), gdje je to € [a,b] proizvoljan i fiksiran.

d X =1,(1 <p < ), flxr) = &, gdje je k € N proizvoljan i
fiksiran.

Rjesenge:

a. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € R™ vri-
jedi f(z) € R, jasno je jer je f(x) definiran kao kona¢na suma real-
nih brojeva. Uvjerimo se i u linearnost ovako definiranog funkcionala.
U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne xz; = (xgl),xgl),...,xs)),@ =
(:c§2),:c;2), ...,xﬁf)) eR" ia,B€R.

n

flaxy + Bxy) = Z ai(ozxgl) + ﬂx@)

i=1
=« Z a,-:)sz(-l) + 4 Z ai:BZ@)
i=1

= af(;l) + B f(x2)
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pa je f zaista linearan funkcional.

b. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € Cla, b
vrijedi f(x) € R, jasno je jer je svaka neprekidna funkcija integrabilna.
Uvjerimo se i u linearnost ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu
posmatrajmo proizvoljne xq, s € Cla,b], i o, f € R.

Flaw + Br) = / (aa(t) + Bralt))dt
= a/bzvl(t)dt +ﬁ/bzg(t)dt

a

= af(x1) + Bf(z2),
pa je f zaista linearan funkcional.

c. Daje funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € Cla, b] vrijedi
f(x) € R, jasno je jer x realna funkcija. Uvjerimo se i u linearnost
ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne
x1,22 € Cla,b], i o, € R.

flazy + Bry) = (axy + Bra)(to)
= I (t()) + ﬁl’g(to)
= af(r) + Bf(z2),

pa je f zaista linearan funkcional.

d. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € [, vrijedi
f(z) € R, jasno je jer x niz realnih brojeva. Uvjerimo se i u linearnost
ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne

L1 = (fi(l))ieN>iB2 = (:EZ@)),EN €ly,ia,feR

flaxy + frg) = 04331(:) + 5%&2) = af(z) + Bf(z2),

pa je f zaista linearan funkcional.
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ZADATAK 4.0.2 Dokazati da je sa
0. f(z) =26~ &+5& (2= (&)ien € 1)
b f(2) =Y iene (2= (&)ien € 1)
c. fl@)=Tien (v=(&)ien € 1)

dobro definiran linearan neprekidan funkcional u ly, te naci njegovu
noTrmau.

Rjesenge:
a. Neka je © = (§)ien € 13 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora Iy,

to znaci da

Z Sl < oo

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(x) €R, tj. dajey < 0.

lyl = 1[f(z)]
= |26 — &3 + B¢
<26 + | = &l + 565
< 2|61 + (&3] + 5[&5]
< 5(]&| + [&3] + 1651)
< 5Z|fi|

ieN

< 00,

pa je zaista y € R. Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional,
posmatrajmo proizvoljne r; = (fi(l)),-eN, Ty = (552)),-61\1 €l,ia,feR.

flamy + Brs) = 2(ats + Be?) — (ags” + Be?) + 5(ael! + )
= a(2¢(" — &8V + 5elY) + p2el? — e +5¢)
= af(x1) + Bf(x2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu ve¢ ustanovljene relacije

@) <5) &l =5z

1€EN
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Na osnovu posljednje relacije i definicije norme funkcionala, takodjer
mozemo zakljuciti da
Il < 5.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

)] 1f (o)

zerfoy 1zl [l@oll

IfIF=

za bilo koji zy € [;. Izaberimo x( na sljede¢i nacin
xro =e5=(0,0,0,0,1,0,0,...,0,...).
Kako vrijedi ), |§Z-(O)| =1 < 00, xq je zaista u [y, i imamo

|f(z0)| =12-0—-0+5-1] = [5] =5,
ol = €7 = 1.
1EN
Stoga je
= 5.

|f(930)| _?
[zoll 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
Ifll<5 A [fIl=5,

pa je ||f]| = 5.

b. Neka je x = (&;)ien € [3 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora Iy,

to znaci da

> &l < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(x) €R, tj. dajey < 0.

y=f@)=Y &<) |Gl <) |4l <.
ieN ieN ieN
Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne

Ty = (gi(l))iENMIQ = (é-i@))iEN S ll7 1 Oé,ﬂ c R.

flaz + Brs) =Y (agl + By

ieN
1 2
= azgéi) +ﬁzgéi)
i€N i€N

= af(ry) + Bf(z2)
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Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

= > &l

1€EN

<> lal

ieN
<l

= [|[].

( Primjetite da je relacija | Y . yai| < > ,.yla;| dokazana u nekom
od ranijih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace
neophodno obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije
norme funkcionala, takodjer mozemo zakljuciti da

Il < 1.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

)] 1f (o)

zetfoy 2l [loll

IfIF=

za bilo koji xg € l;. Izaberemo li xy kao bilo koji element u [y cije su

neparne koordinate nule dobiti ¢emo da je |’|£|(?H)‘ = 1, naprimjer
1 1 1
Ty = (Oa 57 07 ?7 Oa ?7 Oa ) )
Kako vrijedi ), |§Z-(O)| =Y vzl = 1_% =2 < 00, xg je zaista u [y,
1 imamo
Flao)l =1 &5 IZIZ | =2,
i€EN 1€EN
lzoll = 1€ I—ZI | =2
1€N 1€EN
Stoga je
|f (o) _ 2 -1
lzoll 2

Dakle, dobili smo da vrijedi
A<t A flfll =1,

pa je | f] = 1.
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c. Neka je x = (&)ien € [1 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora [y,

to znaci da

> &l < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(zr) €R,tj. dajey < 0.

=@ = <Y <Y lel < o

ieN 1€eN 1€N

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 .
v = (6 )iew 22 = (§)ien €l i a, B ER.

8 e
flaz + Bry) = (=48

7 7

¢® @
:az : +8) ;

€N €N

= af(ry) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

@l =1

1€EN

§Z|%|

ieN
< Z |&:i]

= []-

)

( Primjetite da je relacija | Y .. yai| < > ,cylai| dokazana u nekom
od ranijih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace
neophodno obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije
norme funkcionala, takodjer mozemo zakljuciti da

Il <1
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifl = sup &S /@)l

zeinioy 2l ol
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za bilo koji xg € ly. Izaberemo li zo = (1,0,0,0,...), jasno je da je
To € Iy jer Y .oy |§Z-(O)| =1 < c0. Dalje imamo

&
flao) =13 =

1€EN

ol = €7 = 1.

1€EN

1
=7 F0+0+ . =1,

Stoga je

Dakle, dobili smo da vrijedi
A< A flfll =1,
pa je || f]| = 1.

ZADATAK 4.0.3 Neka je 0 < 9§ < 1, i preslikavange f definirano sa

=) 56 (2= (&)ien € o)

ieN

Dokazati da je f ogranicen linearan funkcional na ly, i izracunati || f]|.

Rjesenje: Neka je © = (&)ien € lo proizvoljan. Na osnovu definicije
prostora [, to znaci da je niz x ogranicen, tj. da vrijedi

sup |&;] < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je i
y= f(z) € R, tj. dajey < oo.

=) dG<swplel) o=

ieN ieN ieN

SUP\&\ < 0.

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 .
T = (51( ))iENalQ = (gz( ))ZEN € loo> 1 Oé,/@ e R.

flam + Bra) =Y 5 (gl + B¢?)

€N
€N ieEN

= af(z1) + Bf(z2)
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Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno ogranicen,
jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

f(@)] =) 5l
ieN

< Z |6°€;]
ieN

<suplg|y o
1€EN

1€EN

_ 1
= [zl =-

( Primjetite da je relacija | Y, yai| < >,y la;| dokazana u nekom od rani-
jih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace neophodno
obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije norme funkcionala,
takodjer mozemo zakljuciti da

1
< —.
17 < 17—

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll= sup @IS 1)l

st oy 12T ol

za bilo koji xg € lo. Izaberemo li xy = (1,1,1,1,...), jasno je da je xg € I

jer sup |§Z-(O)| =1 < co. Dalje imamo
ieN

o)l = 130060 = 136 = —,

1N 1€EN
|zo]| = sup [€] = 1.
€N

Stoga je

paje |lfl = . A
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ZADATAK 4.0.4 Neka je X = {z = (&)ien © Y ien G| < 00}, i na

njemu definirana norma ||x|| = sup,ey |&i|. Dokazati da je sa

fl@) =& (v=(&)ien € X)

1€eN

definiran lineran funkcional na X, ali da f nije ogranicen.

Rjesenje: Primjetimo prvobitno da je skup X ustvari definiran kao [y.
Medjutim, na X ne posmtramo uobi¢ajenu normu za [y, ve¢ supremum
normu, pa stoga i posebno uvodjenje prostora X. Ako bismo posmatrali
l1, jednostavno se utvrdjuje da je navedeni funkcional ogranicen, Sto nam
potvrdjuje da zaista ima smisla na [; kao uobic¢ajenu normu uzimati || - ||;.
Predjimo sada na dokazivanje dobre definiranosti funkcionala f. Neka je
r = (&)ien € X proizvoljan. Na osnovu definicije prostora X, to znaci

da vrijedi

Z & < oo

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je i
y= f(z) € R, tj. dajey < oo.

y=Ffle)=> &< |6 <.
1€EN i€EN

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 )
21 = (6 )ien, 22 = (€ )ien € X, i @, B € R.

flam + Br2) =Y (agl” + B¢

1€EN

=a) &V +p> &”

1€EN 1€EN

= af(r1) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Jasno je da f nije ogranicen, jer nema
razloga zasto bi uvijek vrijedilo

£@) =16l < sup s

1€EN

U to se uvjeravamo posmatrajuéi npr. niz (z,),eny U X, pri ¢emu je opéi ¢lan
niza element u X koji na prvih n mjesta ima jedinice, a na svim ostalim nule,
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tj.

zp=(1,1,1,...,1,1,0,...)

Prvobitno je neophodno %Jr)ovjeriti da je navedeni niz zaista u X, tj. da za
n

sve n € N vrijedi z,, = (§;")ien € X. To je zadovoljeno jer

Z@(") =n < 00.

1€EN

Dalje imamo

@)= 1> & = In| = n,

ieN
o]} = sup €] = 1.
ieN
pa sigurno ne vrijedi

(BM > 0)(Ve € X) - [f(2)] < Mllz],

tj. f nije ogranicen. A

ZADATAK 4.0.5 Dokazati da je f, definiran sa
f(l’) =T — T2 (ZL': (1’1,1’2) €R2)>

linearan neprekidan funkcional na R%. Odrediti normu funkcionala f ako
je norma definirana na R?

a- |-l
bl - [l2
¢ |-l

Rjesenge: Jasno je da je f dobro definiran jer ustvari f(z) predstavlja raz-
liku dva realna broja, pa je i sam realan. Dokazimo da je f lineran funkcional
(linearnost funkcionala zavisi od aglebarske strukture Banachovog prostora,
a ne metricke, kao sto je to ve¢ nekoliko puta naglaseno, pa linearnost ne
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zavisi od norme na prostoru). Posmatrajmo proizvoljne x = (z1,22),y =

(y1,72) €R? i, B €R.

flax + By) = (ax1 + Byr) — (ws + Byo)
= a(r; — x2) + B(y1 — ¥2)
= af(r1) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Dokazimo ogranic¢enost, te izrac¢unajmo
normu funkcionala. Neka je x = (x1,75) € R%

a. Kako je ||z]|1 = |z1| + |22/, imamo

[f(x)| = ]x1 — 22|
< | + ||
= ||z

Dakle, f je ogranicen, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

IfIl < 1.
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll = sup LIS @)

cer2\(0} 1Zll1 T |7l

za bilo koji xg € R2. Izaberemo li 7y = (1,0), jasno je da je 2y € R?, te

da
|f(z0)] = [2i” — 28| =1 - 0] =1,
ol = 28] + 28] = [1] +]0] = 1.
Stoga je
|f (o) _ 1 -1
|zolli 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
Ifl<t A ffll=1,

pa je [|f]| = 1.



POGLAVLJE 4. LINEARNI FUNKCIONALI 164

b. Kako je ||z|lz = /2% + 23, te na osnovu nejednakosti izmedju arit-
meticke i kvadratne brojne sredine, imamo

|f(@)] = |z — 22|
< @] + |22
— 9lzaltlza|
2

< 2 m%—l—m%
— 2

% 3 + a3
=V2||z|l2.

Dakle, f je ograni¢en, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

171 < V2.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

@) 1)

zer\(0} [Tl — lzoll2

IfIF=

za bilo koji zg € R?. Izaberemo li 2y = (1, —1), jasno je da je zg € R?,

te da
0 0
o)l = | =’ = 1= (1) =2,
frolla = /() + (o) = VI (17 = V2
Stoga je

|zoll2 B \/§ B

Dakle, dobili smo da vrijedi

| f (w0)] _ 2 _\/5_

IFl<v2 A lIfll = V2,
paje [ f]| = v2.

c. Kako je [|z]|oc = max{|z1|,|z2|}, imamo

|f(z)] = |21 — 2y
< o] + |22
< max{|z1, |za|} + max{|a1], |22}
= 2max{|zy|, |z2|}
= 2||z[|co-
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Dakle, f je ograni¢en, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

1l < 2.
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll = sup LIS (o)

2er2\{0} |Z]loc — |T0]|o

za bilo koji xg € R2. Izaberemo li 7y = (1, —1), jasno je da je zo € R?,

te da
f(zo)| = |21 — 2| = [1— (1) = 2,
lzolls = max{|z{"], |28 |} = max{[1],| — 1]} = 1.
Stoga je
|f (o) _ 2 —9
zolly 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
<2 A flfll =2,

pa je | f] = 2.

4.1 Geometrijski smisao linearnih funkcionala

U ovoj sekciji skripte ”Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/09)”,
kao Sto joj i sam naziv kaze, kroz nekoliko rezultata data je geometrijska
interpretacija linearnih funkcionala - postoji bijektivno preslikavanje izmedju
svih funkcionala f : X — R(C) i hiperpovrssi prostora X. Zbog ograni¢enosti
kursa, zadatke iz ove sekcije ¢emo takodjer izostaviti.

4.2 Hahn-Banachov teorem

Hahn-Banachov teorem zasigurno je jedan od vaznijih teorema funkcionalne
analize. Zbog razumljivosti i ljepote svog dokaza, i njegovih mnogobrojnih
posljedica koje su same po sebi veliki rezultati, a takodjer imaju jednostavne
dokaze, studentima se preporucuje da posebno obrate paznju na ovu sekciju
skripte " Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/09),” koja je mozda
i jedna od najvaznijih i najljepsih u kursu.
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Teorem 4.2.1 (HAHN-BANACH) Neka je X realan Banachov prostor,
i L vektorski podprostor od X. Neka je na L definiran linearan ogranicen
funkcional f : L — R. Tada postoji linearan ogranicen funkcional f*: X — R
takav da

a. (Veel): f(z)=f(z),
b = 1A1-

Dakle, na osnovu Hahn-Banachovog teorema imamo da svaki linearan
ogranicen funkcional f definiran na bilo kojem podprostoru L C X ima svoju
ekstenziju f* definiranu na cijelom prostoru X, te da je pri tome oCuvana
norma. To je vrlo lijep rezultat, sto nam takodjer potvrdjuju i mnogobrojne
posljedice Hahn-Banachovog teorema, poput:

Teorem 4.2.2 Neka je 0 # x¢ € X. Tada postoji ogranicen linearan funkcional
fF: X — R takav da

a. f*(wo) = [loll
b |lf*|l = 1.

Teorem 4.2.3 Neka je X Banachov prostor, L C X njegov podprostor, i
xo € X\ L. Tada postoji ogranicen linearan funkcional f*: X — R takav da

a. VxeLl): f*(z)=0
b. f*(l'o) = d(l’o, L)
c. £ =1
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Sto se tice zadataka iz ove sekcije, oni mogu biti ¢ak iskazani u obliku
spomenutih posljedica Hahn-Banachovog teorema, jer su im dokazi sasvim
jednostavni i razumljivi. Naravno, zbog Siroke primjene ovog teorema i nje-
govih posljedica, mnostvo je i drugih tipova zadataka. Ovdje ¢emo navesti
samo nekoliko takvih.

ZADATAK 4.2.1 Neka je X Banachov prostor, i x,y € X. Ako za

svaki lineran ogranicen funkcional f : X — R vrijedi

onda je x = vy. Dokazati!

Rjesenje: Posmatrajmo element x —y € X. Na osnovu prve navedene
posljedice Hahn-Banachovog teorema, zakljucujemo da postoji linearan ogranic¢en
fF: X — R takav da

f—=y) =z =yl
sto je, zbog linearnosti funkcionala f*, ekvivalentno sa
fr@) = () =l —yll
Kako f(z) = f(y) vrijedi za sve linearne ogranicene funkcionale f : X — R,
onda vrijedi i f*(z) = f*(y), pa imamo
0=[lz—yl,
odnosno, zbog osobine (N2) norme,
r—Yy= Oa
tj. * =y, Sto je i trebalo dokazati. A

Ovaj vrlo lijep rezultat jos jednom nam ukazuje na znacaj fukcionala.
Naime, sada nam je omoguc¢eno da jednakost dva elementa u proizvoljnom
prostoru X posmatramo preko jednakosti u nama bliskom skupu R, jer je
dokazano da je dovoljan uslov za jednakost dva elementa jednakost vrijednosti
svih linearnih ogranic¢enih funkcionala u tim tackama.

ZADATAK 4.2.2 Neka normiran linearan vektorski prostor X sadrzi
n linearno nezavisnih vektora. Dokazati da postoji n linearno nezavisnih
linearnih ogranicenih funkcionala f : X — R.
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Rjesengje: Neka je A = {ey,ea,...,e,} skup od n linearno nezavisnih vek-
tora u X. Posmatrajmo skupove

Li = E(AZ), pI'l cemu je Az = A\{@Z} (Z S 1,—77,)

Neka je i € 1,n proizvoljan i fiksiran. Kako su po pretpostavci e, e, ..., €
linearno nezavisni vektori, onda skup A; sigurno ne moze generirati cijeli
prostor X, tj. vrijedi

L, C X,

a zbog iste ¢injenice zakljucujemo i da

Na osnovu druge navedene posljedice Hahn-Banachovog teorema, sada znamo
da postoji ogranicen linearan funkcional f; : X — R takav da

a. (Ve L;): fi(x)=0
c. [Ifill =1.

Zelimo pokazati da d(e;, L;) # 0. To jednostavno slijedi iz ¢injenice da je L;
zatvoren kao konaénodimenzionalni vektorski prostor (generiran je sa n — 1
linearno nezavisnih vektora, pa je dimenzije n — 1). Naime, prisjetimo se da
je

d(ei, L) = inf{d(e;,y) :  y € Li},

a kako je e; ¢ L;, i L; zatvoren, sigurno se neée desiti da ovaj infimum
bude nula. Konaé¢no, pokazimo da su ovako dobijeni funkcionali f1, fo, ..., f
upravo trazenih n linearno nezavisnih funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo
njihovu linearnu kombinaciju, i neka

> a;f;=0.
j=1

Navedena suma je jedan funkcional, pa posmatrajmo njegovo djelovanje u
vektorima e; :

0= (Z a;fi)(e:) = aif(e:;) = aid(ei, Ly).
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Kako je d(e;, L;) > 0 mora vrijediti a; = 0, i to za proizvoljan ¢ € 1,n. Dakle,
dobili smo da

Zajfj:() = (Vzel,—n) a; = 0,
=1

pa su fi, fa, ..., fn linearno nezavisni. ( Relacija c. iz posljedice nam je bila
suvisna za ovaj zadatak, ali mozemo primjetiti da smo ¢ak pronasli n linearno
nezavisnih normiranih, tj. ”jedini¢nih” funkcionala. ) A

4.3 Reprezentacija ogranicenih linearnih funkcionala

funkcionalne analize. Naime, postoji nekoliko ”ogromnih” rezulata kada su u
pitanju ograniceni linearni funkcionali na pojedinim poznatim Banachovim
prostorima, poput [,, co,Cla, b|, L,. Pokazuje se tacno kakav oblik moraju
imati svi funkcionali na odredjenom prostoru, te kolika je ta¢no njegova
norma, Sto je iznenadjujuce lijep rezultat. Upravo zbog toga ¢emo ovdje
navesti neke od tih rezulata u obliku primjera, a dokazi istih nalaze se u
”Uvod u realnu i funkcionalnu analizu”, S. Aljancié¢.

ZADATAK 4.3.1 Neka je f : 1y — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

By = (i)ien € lo) (Ve = (&)ien € h) = f(z) = Zmé},

1€EN

i pri-tome ge | £ = [lyl-

ZADATAK 4.3.2 Neka je f : 1, — R ogranicen linearan funkcional
(1 <p< o). Tada vrijedi

(Bl = (ien € by + 0 = DV = (Ehien €): (@) = Y

1€N

i pri-tome ge | £ = [lyl-
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ZADATAK 4.3.3 Neka je f : co — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

By = (m)iew € L) (Ve = (E)ien € co) = f(2) =D mik,

1€EN

i pri-tome ge |[ £ = [lyl-

ZADATAK 4.3.4 Neka je f : 1y — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

(Fy = ()ien € loo) (Ve = (Eien € 1) 1 fz) = mi&,

1€EN

i pri tome je || f[| = [[y]-

ZADATAK 4.3.5 Neka je f : Cla,b] — R ogranicen linearan
funkcional. Tada vrijedi

b
(B'y € Vla, b, y(a) = 0)(Vz € Cla,b]) - f(x) = / x(t)dy(t),

i pri tome je || ]| = V2.

ZADATAK 4.3.6 Neka je f : Ly(a,b) — R ogranicen linearan
funkcional (1 < p < 00). Tada vrijedi

(Fly € Ly(a,b), % + é =1)(Vz € Ly(a,b)):  f(x)= / x(t)y(t)dt,

i pri-tome ge | f| = [lyl-
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ZADATAK 4.3.7 Neka je f : Li(a,b) — R ogranicen linearan
funkcional. Tada vrijedi

b
(By € Loo(a, b)) (Ve € Li(a,b)) :  f(x) = / £(t)y(b)dt,

i pri tome je || f]| = lly]-

4.4 Konjugovani prostori

Skup svih ogranicenih linearnih funkcionala f : X — R(C) oznacavati ¢emo
sa X* 1 nazivati ga dualni/adjungovani/konjugovani prostor prostora X.
Dakle, X* = L(X,R(C)), a kako smo ranije pokazali da je za normiran
vektorski prostor X i Banachov prostor Y i £(X,Y) Banachov, jasno je da
je za normiran vektorski prostor X dualni prostor X* Banachov.

Ponovno ¢emo imati iznimno lijepe rezultate o dualnim prostorima poje-
dinih Banachovih prostora - pokazati ¢e se tacno kakvu strukturu ima prostor
X*. Te tvrdnje upravo su posljedica rezultata iz prethodne sekcije. Naime,
iz ranijih zadataka zakljucujemo da postoji dobro definirano preslikavanje F
izmedju odgovarajucih prostora X* i Y, a lako se pokazuje da je F' izomor-
fizam i izometrija. Pokazimo to na prvom primjeru, a dokazi za ostale pros-
tore su analogni.

ZADATAK 4.4.1 Dokazati da vrijedi I} = l.

Rjesenje: U prvom zadatku prethodne sekcije pokazano je da svaki lin-
earan ogranicen funkcional f :[; — R ima oblik

f(z) = mei (7 = (&)ien € l1),

1€EN

pri cemu je ¥y = (Mi)ien € leo, 1 ||f|l = |ly||. Posmatrajmo preslikavanje
F : I} — l» koje svakom ograni¢enom linearnom funkcionalu f : [; — R
pridruzuje odgovarajuéi y € . Kako je dokazano da vrijedi || f|| = ||ly]|,
odmah zakljucujemo da je F' izometrija.
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Dokazimo da je F' izomorfizam. Lako uoc¢avamo da je F' sirjekcija, jer za svaki
y = (Mi)ien € ls postoji linearan ogranicen funkcional f: X — R, takav da
je F(f) = y. Na osnovu definicije preslikavanja F' jasno da je da ¢e taj
funkcional biti definiran sa

angz ZL’ - gz)zeN S ll)

€N

( U dokazu navedenog zadatka iz prethodne sekcije pokaze se da je ovako
definirana funkcija f zaista linearan ogranicen funkcional na [;. ) Neka su
sada fi, fo € [ proizvoljni. Na osnovu dokazane tvrdnje, oni moraju biti
sljedeceg oblika

an 527f2 an i SL’ - gz)zeN S ll)

ieN €N

pri ¢emu su y; = (nfl))ieN,?h = (7]1(2))1'61\1 € Il jedinstveno odredjeni. Na
osnovu definicije preslikavanja F, vrijedi y; = F(f1),y2 = F(f2). Ako pret-
postavimo da y; # y9, jasno je da je tada f; # fo. Naime, kako su po pret-
postavci y; 1 yo razliGiti, oni se razlikuju u barem k-toj koordinati. Uzmemo
li z kao vektor koji ima sve nule, te jedinicu samo kao k-tu koordinatu, jasno
jedax €ly,ida

fi@) =n # 0 = f),

pa su i funkcionali f; i fo razliciti, tj. F' je injekcija. Dakle, F' je bijekcija,
pa je ostalo jos da pokazemo da vrijedi

F(afi+ Bf2) = aF(fi) + BE(f2).
Neka su «, # € R proizvoljni. Tada je

(afi+Bf)(x) = afi(z)+Bf(x) =a Y 0 et+8Y nPe = (an+n*)e;,

€N €N €N
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pa imamo
Flafi+8f) =y
= (an" + B0 ien
= a(n)ien + B )ien
= ayi + Bya
= aF(fi1) + BF(f2).

Dakle, F' je izomorfizam i izometrija, pa je [ = l. A

ZADATAK 4.4.2 Dokazati da vrijedi ly =1, (1 <p < o0, + 1 =1).

ZADATAK 4.4.3 Dokazati da vrijedi cfy = ;.

ZADATAK 4.4.4 Dokazati da vrijedi Cla,b]* = NVy[a,b], pri cemu je
NVyla, b] skup svih funkcija iz V]a,b] koje su neprekidne s desne strane
(tzv. normalizovane funkcije ogranicene varijacije).

ZADATAK 4.4.5 Dokazati da vrijedi Ly(a,b)* = Ly(a,b), (1 < p <
00, % + % =1).

ZADATAK 4.4.6 Dokazati da vrijedi Ly(a,b)* = Ly (a,b).

Naravno, jednakosti u prethodnim primjerima nisu jednakosti na kakve
smo mozda do sada navikli. Posmatramo li samo prvi primjer, primjec¢ujemo
da su elementi prostora [ funkcionali, dok su elementi prostora [, nizovi,
pa navedena jednakost ne podrazumijeva jednaku prirodu elemenata. Ona
ustvari podrazumijeva ¢injenicu da se radi o prostorima koji su algebarski
izomorfni i izometri¢ni, pa ih sa aspekta funkcionalne analize mozemo iden-
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tificirati.
Jos jedan iznimno vazan rezultat iskazan je u sljede¢em teoremu:

Teorem 4.4.1 Neka je X proizvoljan normiran linearni vektorski prostor, i
X** dualni prostor njegovog dualnog prostora X*. Tada vrijed:

X CX™.

Jasno, i ovdje nas ne zanima priroda elemenata prostora X i X* (koja je nar-
avno razlicita), ve¢ samo njihova algebarska i metricka struktura. S obzirom
na posljednji teorem, ima smisla sljedec¢a definicija:

Definicija 4.4.1 (REFLEKSIVAN PROSTOR) Neka je X Banachov
prostor. X je refleksivan prostor ako vrijedi X = X**, a u suprotnom, ako
vrigedi X C X, nazivamo ga irefleksivnim.

Uzmemo li u obzir prethodne primjere, potpuno je jasno da su prostori [, i
L,(a,b), (1 < p < oo) refleksivni, a ¢y i Cla, b] irefleksivni. (Zasto?)

4.5 Slaba konvergencija

Jos jedan zanimljiv pojam u ovom poglavlju svakako je i pojam slabe kon-
vergencije. Konvergencija na kakvu smo do sada navikli, definiranu preko
norme odgovarajuceg prostora, je ustvari jaka konvergencija. Medjutim, zan-
imljivo je posmatrati konvergenciju niza u X i na jedan drugi nacin, preko
funkcionala f: X — R(C).

Definicija 4.5.1 (SLABA KONVERGENCIJA) Neka je X Banachov
prostor. Niz (x,)neny C X slabo konvergira ka xo € X ako vrijedi

(VfeX"):  lim f(zn) = f(zo).

n—oo

Pisemo x,, — xo (n — o0).

Dakle, pojam slabe konvergencije omoguc¢ava nam posmatranje ”konvergen-
cije” nekog niza u X preko konvergencije nama blizih brojnih nizova, i to tako
Sto posmatramo vrijednosti svih funkcionala f u tackama pocetnog niza. To
je jos jedna u nizu potvrda moci i vaznosti funkcionala za funkcionalnu anal-
izu.
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ZADATAK 4.5.1 Jaka konvergencija povlaci slabu konvergenciju, ali
obrat ne vrijedi. Dokazati!

Rjesenge: Neka niz (z,)nen C X konvergira jako, x, — zp (n — o0).
Neka je f € X* proizvoljan. Kako je f linearan i ogranic¢en, imamo

1 (en) = Fl@o)ll = I[f (@n = 2o) | < I F][ll2 = o],
pa f(x,) — f(zo) (n — o0), odnosno
T, =29 (n— 00).

Dakle, dobili smo da je svaki jako konvergentan niz slabo konvergentan, a
sada pokazimo da obrat ne vrijedi. Posmatrajmo prostor X =[5 i u njemu
niz jedini¢nih vektora (e;);en. Jasno je da niz (e;);eny ne konvergira jako u [y,
jer

[T — 2nll = |lem — enll = \/57

pa (€;)ien nije ni Cauchyev. S druge strane, posmatramo li proizvoljan f € I3,
na osnovu prethodnih sekcija f ima oblik

f(x) = mei (= (&)ien),

pri ¢emu je y = (1;)ien € lo. Dakle, f(e;) = n;. Medjutim, kako je y € o,
vrijedi 7, [mi]* < 00, pa |eta;|* — 0(n — 00), tj.

7 —0 (n— 00).
Stoga za sve funkcionale f : [y — R vrijedi
lim f(e,) = lim n, =0,

pa je niz (e;);en slabo konvergentan. A

Primjedba 4.5.1 Jos iz Matematicke analize I poznato je da za niz (x,)nen C
X, z, = g (n— o) i neprekidnu funkciju f vrijedi

Tim f(zn) = f(z0) = f(lim ),

t1. da limes i djelovanje funkcije f mogu mijenjati mjesta. Posmatrajmo
sada niz (x,)nen C X koji je slabo konvergentan, tj. niz za koji vrijedi

(Vf € X lim fan) = fao).
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Kako je, po definiciji dualnog prostora X*, f neprekidan funkcional, iskoris-
timo prethodnu osobinu:
(Ve X*):  f(lim a,) = f(xo).

Prisjetimo se jednog od ranijih zadataka, gdje smo na osnovu posljedice Hahn-
Banachovog teorema pokazali da

(VieX®): [fla)=fy)] = z=yv.
Na osnovu toga, sada bismo dalje imali

nlingo T, = Xo,
odnosno da je niz (x,)nen jako konvergentan. Dakle, zakljucili smo da je
svaki slabo konvergentan miz i jako konvergenta, sto sigurno nije tacno na
osnovu prethodnog zadatka. Gdje je greska?
Navedeno mijenjanje mjesta limesa 1 djelovanja funkcije f moguce je, kao sto
je to uostalom i navedeno na pocetku primjedbe, samo ukoliko je niz (x,)nen
(jako) konvergentan, Sto ne mora biti slucaj.

Dalje se analogijom mogu uvoditi pojmovi slabo Cauchyevog niza, slabe
kompaktnosti, itd.



