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5. Linearni diferencialni rovnice n-tého radu
(rovnice s konstantnimi koeficienty)

y(n) +a1y(n71) +'“+an—1y'+any = q(X) , ai,...,an S R (5'1)
LIyl=y®™ +ay"® +---+a_,y'+ay, g je spojitana | = (a,b), a<b.

Z obecné teorie vyplyva, ze mnozina vSech feSeni rovnice (5.1) na intervalu | (tzv. obecné
feSeni) je mnozina

y+ker(L),
kde ¥ je libovoln¢ vybrané feSeni partikularni (na |), tj. feSeni rovnice s pravou stranou g,

L[yl=aq, (5.2)
a ker(L) je mnozina vSech feSeni ptidruzené rovnice homogenni, tj.
y eker(L) < L[§]=0.

Skute¢nost, ze se dale vzdy bude jednat o feSeni na intervalech spojitosti funkce ¢, nebude
dale vzdy zdlraznovana.

Dale je znamo, ze dim(ker(L)) = n a tedy v prostoru ker(L) existuje baze 0 n prvcich
Y1, ¥2,..., Yn. Lze tedy kazdé feseni rovnice (5.1) psat ve tvaru

y= 9+C1 Yi+C Y, -+ G Y,
kde ¢y, Cy,..., Cy jsou n&jaké konstanty.
Uvedenymi poznatky jsou motivovany dale uvedené kroky feSeni rovnice.

Postup reSeni linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty

1. Vyhledani bdze mnoZiny vSech feSeni homogenni rovnice (stanoveni fundamentalniho
systému), tj. nalezeni n-tice linearné nezavislych feseni y1, y,..., y» homogenni
diferencidlni rovnice, tj.

LIy, 1=0,k=1,...,n, yi1,¥2,...,Yn, linedrn¢ nezavislé.

2. Stanoveni partikularniho feSeni ¥, tj. nalezeni alespon jedné funkce, ktera resi
diferencialni rovnici s pravou stranou g.

3. Konstrukce obecného feSeni ve tvaru
y=9Y+C Yy, +C, ¥, +--+C.Y,.
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4. Je-li feSena pocatecni tloha, stanoveni konstant c;, Cy,..., C, tak, aby feSeni vyhovélo
pocate¢nim podminkam (,,pfizpusobeni konstant*).

Fundamentalni systém.
Necht L[y]=y®™ +a,y" ™ +---+a_ Yy +ay.Jestlize y(x) =e™, pak L[y(x)]=L[e*]=

(eﬂ.X)(n) +a1(eAX)(n—l) +"'+an_1(elx)’+an(elx) — elx (/»Ln +a12’n—1 +”.+an_li+an). Tedy plati:
L[e”]=0 pravé kdyz A" +aA"" +---+a, ,A+a,=0. (5.3)

Polynom A" +a A" +---+a _,A+a, je tzv. charakteristicky polynom diferencidlni rovnice
LIyl=y™ +ay"™® +---+a_,y’ +a y=0, vznikne z diferencialni rovnice snadno zaménou
y® = 2% k=0,...n (y=y? - 1°=1). Z rovnice (5.3) vyplyva, ze funkce y(x)=¢e" je
feSenim linearni homogenni diferencialni rovnice L[y] = 0 pravé kdyz koeficient A je kofenem
charakteristického polynomu této rovnice. Pokud ma charakteristicky polynom pravé n
navzajem ruznych (obecné komplexnich) kotenti A1, A,..., 45, pak miZzeme snadno sestavit n
linearné nezavislych fesent, tj. fundamentalni systém, e™* e . e Dikaz linearni
nezavislosti takto sestrojenych funkci provedeme v nasledujici vété, zato i pro piipad
vicenasobnych kofenti. Ma-li charakteristicky polynom vicenasobné kofeny je situace

vvvvvv

Véta 5.1 (konstrukce fundamentalniho systému - baze ker(L))
Necht’ charakteristicky polynom linedrni diferencialni rovnice

y® +ay" +---+a,y'+a,y=0, (5.4)
ma pravé k, k <n, navzajem riznych (komplexnich) kofenti s nasobnostmi ny, ny,..., N, {j.
plati:
A"ra A+ ra Ava = (A-4) " (A-4,)" (A=A )™,

kde i#j=>A4#4, n+--+n=n.

Pak dale uvedené funkce tvoii fundamentalni systém (bazi ker(L)) rovnice (5.4):

e/llx1 Xe11x1 Xzellx’ . an—lellx ,
e/lzx, Xelzx, Xzelzx1 . an—lelzx '
e/13x' Xelgx, Xze/l3x, . Xn3—1e/13x’ (55)
elkx, Xeikx, Xzeikx, . Xnk—leﬂkx.

Poznamka 5.1
Funkce v (5.5) typu ,,polynom x exponenciala“ se nazyvaji kvazipolynomy. Nez ptistoupime
k dikazu Véty 5.1, prozkoumejme chovani téchto kvazipolynomu z hlediska derivace.

(1) Derivace kvazipolynomu je kvazipolynom. Je totiz
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(P()e™) =(AP(x) +P'(x))e*"

kde P(x) = p X"+ p, X" +:--+ p,X+ p, je n&jaky polynom. Pak oviem

AP(X)+P'(X) = Ap, X" + (AP, +MP, )X "+ + (AP, + 2P, )X+ AP, + Py (5.6)
je opét polynom.
(2) Pokud A #0 derivace neméni stupné polynomui. Tento poznatek plyne ze vztahu (5.6), tj.:

A#0=st(P)=st(AP +P’).

(3) Pokud A #0 pak derivace zachovava nulové polynomy, tj. P=0 < AP+P'=0.Je-li P
nulovy polynom, pak AP+ P’ je nutné taky nulovy polynom. Je-li AP + P’ nulovy polynom,

pak P nemuze byt nenulovy, jinak by neplatilo tvrzeni v bod¢ (2).

Pro snazsi vyjadiovani definujme stupeit kvazipolynomu vztahem st(Pe**) :=st(P). Pokud
tedy A4 #0 derivovani zachovava stupen a nulovost kvazipolynomu.

m (dtikaz Véty 5.1)
(@) Funkce (5.5) jsou LN. Napisme nulovou linearni kombinaci vSech funkci z (5.5),
dostaneme:

A4X A4X m-1,AX AoX AoX n,—1 _A,X
C,e™ +C,xe™ +--4c, XM 4, €7 +C, HXeT +ee ke X e
A X A X N =144 X
Gy @ HC L HXeT et X TR =0, (5.7)
Je ziejmé, ze (5.7) je mozno psat ve tvaru
P, (X)e™ + Py (x)e"” P, (x)e™ =0 5.8
), (X)e™ + Py (x)e +---+ P (x)e™ =0, (5.8)
kde jsme oznacili:
Po(X) =C +CX+-4c X",
n,-1
Ppo(X) =Cp iy +C o X+ 4C 1 X7, (5.9)
-1
PkO(X) = Cn—nk+1+Cn—nk+2X+'“+Cn—nk+nkX .

Nasim cilem je ukazat, ze koeficienty Cy, C,...,Cp, V linearni kombinaci (5.7) nemohou byt
nenulové, tj. polynomy Pjo v rovnici (5.8) musi nutné byt nulové. Za tim Géelem rovnici (5.8)

vydé&lime exponencialou e*”, dostaneme

P, (X)+ P,y (x)e™™ +---+ B (x)e™* =0, (5.10)
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kde jsme oznacili A, =4, — A, #0, protoZe ¢isla A, jsou po dvou riizna ¢isla (tj. plati

i# =4, # 4,), jsou ¢isla diy nenulova a jsou opét po dvou riiznd.

Nyni budeme nékolikrat po sobé derivovat rovnici (5.10) tak dlouho, az polynom P1p(X)
vymizi. Po této operaci bude mit vysledna rovnice (5.10) tvar:

P, (X)e" +---+ P, (x)e"* =0, (5.11)

kde podle poznamky 5.1 budou zachovavany stupné i nulovosti kvazipolynomd, tj.
st(Piy) =st(Pig)a P,=0< P, =0,1=2,....k

Nyni na rovnici (5.11) aplikujme stejny postup jako na (5.10), tj. vydélme e*** a
,,vyderivujme* polynom P5;(x). Dostaneme

P, (x)e" +...+ P, (x)e"* =0,

kde jsme oznacili A,, =4, —4,, =4, — 4, #0, opét po dvou rlizna nenulové ¢isla a opét
st(Pi2) =st(Piy)a P, =0< P, =0, i=3,...,k. Takto budeme postupovat dokud v rovnici
zbude jediny kvazipolynom.

Zapisme posledni dva kroky tohoto postupu, tj. k — 2 a k — 1 krok. Dostaneme

Pk—lkfz (X)eﬂk—lk—zx + Pk kiz(x)eikmx -0 ’ (512)
P (X)e™ =0, (5.13)

Z posledni rovnice vyplyva, ze polynom PB,, , je nulovy, pak oviem musi byt podle
poznamky 5.1 nulové i polynomy B, _;, j=1...k. Odtud vyplyva, Ze Py je nulovy polynom.

Z rovnice (5.12) plyne i nulovost polynomu Py k-2 a tedy nakonec nulovost ze Py.10 a
obdobné vsech ostatnich polynomi (5.9). Odtud plyne nulovost vSech koeficientd ¢ a tedy
linearni nezavislost funkci (5.5).

(b) Skutecnost, ze funkce (5.5) jsou fesenim homogenni rovnice (5.4) dokazeme pozdéji
S vyuzitim vhodnéjSiho aparatu. [ |

m

Stanovme obecné feSeni diferencidlni rovnice y”" —2y"—-4y'+8y=0.
Pro charakteristicky polynom zadané rovnice plati:

2202 —44+8 = P +2°-2A(A+2) = (A+2)(A2=21+4-22) = (A+2)(A-2)>.
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Polynom ma tedy dva rizné koteny, z toho koten 2 je dvojnasobny. Podle Véty 5.1 tomu
odpovida fundamentalni systém {e’2x e, Xezx} :

Obecnym fesenim zadané homogenni rovnice bude libovolna linedrni kombinace ,,vektort
baze®, tj.:

—2X 2x 2x
y=Ce " +Ce7 +Cyxe”

(komplexni kotfeny charakteristického polynomu)
Stanovme obecné feseni diferencialni rovnice y” +3y"+2y'+6y=0.
Pro charakteristicky polynom zadané rovnice plati:
AP +302424+6 = A2 (A+3)+2(A+3) = (A+3)(A%+2) = (A+3)(A-iV2)(1+iv2).

Podle Véty 5.1 kofenim polynomu odpovida fundamentalni systém

{e73x1eiﬁx,e—i«5x} . (5.14)

Nevyhodou této baze je jeji komplexni charakter, €"2* = cos(+/2 x) +isin(v/2 x) ,
g VX = COS(\/E X)—Ii Sin(\/E X) , takZe realna feSeni dané diferencialni rovnice je nutno

vyjadiovat linearnimi kombinacemi s komplexnimi koeficienty, coZ se mize v konkrétnich
piipadech jevit jako nepraktické. V kazdém vektorovém prostoru, tedy i v ker(L), vSak baze

W2x -V2x provedeme transformaci

.| J1 1 g2 cos(+/2 X)
=3 | = (5.15)
Y —i 0] e ™| |sin(+2x)
pak funkce yi, y», opét fesi danou homogenni diferencialni rovnici, nebot’ jsou to linearni
kombinace jejiho fundamentalniho systému a trojice funkci

neni ur¢ena jednoznacné. JestliZze na dvojici vektort e

{e’SX,cos(\/Ex),sin(\/Ex)} (5.16)

je linearni nezavisla, nebot’ transformace (5.15) je urCena regularni matici. Je tedy mnozina
(5.16) opét fundamentalnim systémem zadané rovnice.

Obecné feseni zadané diferencialni rovnice miiZzeme tedy vyjadrit dvéma zptsoby:
-3x iN2x —i2x
y=ce+c,e" +ce , (5.17)

nebo
y=c,e*+c,cos(v2 X)+¢,sin(x/2X). (5.18)

Poznamka 5.2
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Koeficienty linearni kombinace jsme v rovnicich (5.17), (5.18) oznacili stejnymi symboly c;j,
ac je zfejmé, ze vyjadiuji-li obé rovnice tutéz funkci y, mohou byt v kazdé rovnici koeficienty
razné. Uvazujeme-li komplexni koeficienty c;, pak obé formule vyjadiuji tutéz mnozinu
feSeni dané homogenni diferencidlni rovnice, mnoZzina vSech realnych feSeni se ovSem snaze
popisuje formuli (5.18).

Transformaci pouzitou v (5.15) je ovSem mozno pouzit na libovolnou dvojici navzajem
komplexn¢ sdruzenych funkci v seznamu (5.5). Jestlize ma charakteristicky polynom dvojici
komplexné sdruzenych kofent se stejnou nasobnosti, tj. v jeho rozkladu na kotenové Cinitele
1ze vyhledat vyraz

(A=) (A=2,)"  kde 1, =c+iw, o,weR,

pak podle Véty 5.1 této dvojici kofentt odpovida posloupnost funkci fundamentalniho
systému

kterou Ize opét v seznamu (5.5) nahradit posloupnosti realnych funkci

e’ cos(wX), xe”™cos(wx), x%e’*cos(wx), ---, X" e”cos(wXx),
e”™sin(wx), xe™sin(wx), x%7sin(wx), -, X" ‘e sin(wx),
aplikaci stejné linearni transformace jako v (5.15).
Partikularni ieSeni
Véta 5.2 (variace konstant)
Necht  LIyl=p,(x)y™” +p, )y +---+ p ()Y + P, ()Y, (5.19)

funkce po, pP1,..., Pn, g jsou spojité na | = (a, b), a < b, a funkce y1, ya,..., Yn, tvoii
fundamentalni systém homogenni diferencialni rovnice L[y] = 0 na I. Pak funkce

Y =) Y1 () + €, (X) Yo (X) ++--+ ¢, (X) ¥, (X) (5.20)

je feSenim (partikularnim) rovnice L[y] = g na I, jestlize funkce 3, Cy,..., Cy, vyhovuji na |
soustave:
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Cl
c;
WYy Yol =] 5 (5.21)
Cha| |0
Lo ] L

W Staci ovéfit, Ze funkce ¥ definovana formuli (5.20) vyhovuje rovnici L[y] = q za
predpokladu (5.21). Vypocet bude piehlednéjsi, pouzijme-li maticovy zapis. Definujme
matice:

Cl
Y=[y,,Y,,.-,¥,], C=| : |, paklzepsat y=Y-C.

C

n

Vzhledem k podmince (5.21) pro derivace funkce § =Y -C plati:

SRS 0
yr Y( O
N N P
-y y (D) 0
I o |l Q) | _pio_
Dale
Cy ] [y ] 0]
yr Y! O
L[y]z[pn’p”_l""’pl’po]. =[pn’pn—1""’p1’ pO] .C+[pn’pn—1!---!p11 pO] L=
oy (D) 0
I g | ] v | _pio_
[LIY.] LIY,]..... LIy, .1 LIy,1]-c+q=[0,0,...,0,0]-c+q = q, coZ se mé&lo dokazat. |

Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice y"—2y'+y=1e".
Prava strana rovnice je spojita na (—o0,0) U (0,+ ), na této mnoziné bude existovat obecné

feSeni diferencialni rovnice.

(1) Fundamentalni systém. Charakteristicky polynom: 2> -21+1=(1-1)% A1=1je
jedinym kofenem charakteristického polynomu a je kofenem dvojnasobnym. Podle Véty 5.1
je {e*, xe*} baze feSeni homogenni rovnice.
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(2) Partikularni FeSeni. Podle Véty 5.2 je kazda funkce §(x) =c,(x)e* +c,(x)xe”
partikularnim feSenim dané rovnice pokud pomocné funkce C;, Cz, jSOU FeSenim soustavy

e* xe* ¢| |0
eX e +xe*||cy| |ie*|
1 X o 0| . |¢ 1+x —x|{0] |-1
Odtud plyne 0= U = = . Integraci dostaneme
1 1+x||c i c, -1 1|1 i

C -
o X ,atedy Y(x)=—xe* +In]|x]|xe".
In|x|

C,

(3) Obecné FeSeni. y(x)=In|x|xe* +c e*+c, xe*.

Poznamka 5.3

V rovnici (5.19) jsme zavedli koeficient p,(x) a¢ ho lze vzdy z rovnice odstranit délenim,
proto jsme jej napf. v rovnici (5.1) neuvazovali (resp. uvazovali jsme jej jednotkovy). Chtéli
jsme zde zdUraznit jeho vliv na tvar soustavy (5.21).



