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Передмова

Навчальний посiбник написаний на основi лекцiй з курсу “Неглад-
кий аналiз та оптимiзацiя”, якi читаються студентам–магiстрам механiко-
математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi
Тараса Шевченка протягом останнiх 10 рокiв.

В першому роздiлi “Опуклi множини” викладенi основнi властивостi
опуклих множин, опуклих многогранникiв, конусiв. Доведенi теореми
про роздiлення опуклих множин, про крайнi точки опуклої множини.

У другому роздiлi “Опуклi функцiї” описанi властивостi опуклих фун-
кцiй, субградiєнти та субдиференцiали, умови оптимальностi в задачах
математичного програмування, задачi опуклого програмування. Як при-
клад застосування вiдповiдних теоретичних результатiв розглядаються
задачi теорiї наближень.

Третiй роздiл “Верхня опукла апроксимацiя” посiбника мiстить основ-
нi властивостi функцiй, що допускають верхню опуклу апроксимацiю або
нижню угнуту апроксимацiю. Дослiдженi необхiднi умови екстремуму
для таких функцiй.

Четвертий роздiл “Похiднi за напрямком” присвячений функцiям, якi
мають похiднi за напрямками Дiнi чи Адамара. Описанi апроксимацiї
множин та функцiй за допомогою конусiв. Сформульованi та доведенi
умови екстремуму для функцiй, що мають похiднi за напрямками.

У п’ятому роздiлi “Субдиференцiйовнi функцiї” вивчаються узагаль-
ненi похiднi та субдиференцiали. Описанi властивостi та взаємозв’язок
субдиференцiалiв Кларка, Шора, Мiшеля—Пено. Встановленi умови мi-
нiмуму для субдиференцiйовних функцiй.

У шостому роздiлi “Квазiдиференцiйовнi функцiї” вивчаються власти-
востi квазiдиференцiйовних функцiй та правила квазiдиференцiйовно-
го числення. Встановленi умови екстремуму квазiдиференцiйовних фун-
кцiй. Як приклад, описана модель математичної економiки.

Сьомий роздiл “Кодиференцiйовнi функцiї” присвячений вивченню
правил кодиференцiйного числення. Встановлено умови екстремуму пер-
шого та другого порядку.

Навчальний посiбник пiдготовлений та виданий за пiдтримки програ-
ми Tempus у рамках проекту TEMPUS PROJECT IB-JET-25054-2004.
Автор користується нагодою щоб висловити подяку за пiдтримку коор-
динаторам проекту професору Сiльвестрову Дмитру Сергiйовичу, Сiльве-
стровiй Евелiнi Дмитрiвнi (Малардаленський унiверситет, Швецiя), про-
фесору Мiшурi Юлiї Степанiвнi (Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка).
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Вступ

В останнi роки невпинно зростає iнтерес до дослiдження екстремаль-
них задач з параметрами, якi не задовольняються стандартним припуще-
нням про гладкiсть (диференцiйовнiсть). Це пояснюється як потребами
розвитку теорiї, так i важливими застосуваннями в економiцi, технiцi,
фiзицi, бiологiї, екологiї (див., наприклад, [4,2,10, 14, 15, 16, 24, 25, 31,
33, 35, 40, 43, 45]).

Необхiднiсть дослiдження диференцiйних властивостей негладких фун-
кцiй виникає в багатьох роздiлах математики. Це теорiя наближень [29,
53], фунуцiональний аналiз [3,45,44], рiвняння математичної фiзики, до-
слiдження операцiй [11,12, 34]. Але найбiльша необхiднiсть таких дослi-
джень в теорiї екстремальних задач, не негладкостi виникають приро-
дним чином у зв’язку з використанням операцiй максимуму та мiнiмуму,
методiв декомпозицiї, двоїстостi, збурень [13, 20, 26, 28, 54, 58].

Одним з головних понять класичного (гладкого) математичного ана-
лiзу є поняття похiдної (градiєнту). Негладкий аналiз вивчає властивостi
недиференцiйовних функцiй. Тому виникає проблема замiнити градiєнт
iншим поняттям, що має принаймi частину властивостей градiєнту. Рi-
знi науковi школи використовують рiзнi узагальнення поняття градiєнту,
що дозволяють вивчати класи недиференцiйовних (негладких) функцiй
i розв’язувати оптимiзацiйнi задачi та iншi проблеми негладкого аналi-
зу. Опишемо основнi властивостi диференцiйовних функцiй та можливi
узагальнення поняття градiєнту.

1. Гладкий аналiз. Диференцiйовнi функцiї.

Нехай f : Rn → R неперервно диференцiйовна функцiя на вiдкритiй
множинi S ⊂ Rn. Тодi визначений градiєнт f ′ : S → Rn, що є неперерв-
ною функцiєю на S. За допомогою градiєнта ми можемо:
1. Знайти похiднi за напрямком

f ′(x,g) = lim
α↓0

(f(x+ αg) − f(x))

α
= 〈f ′(x),g〉. (1)

2. Побудувати апроксимацiю першого порядку функцiї f в околi точки
x:

f(x+ ∆) = f(x) + 〈f ′(x),∆〉 + ox(∆), (2)

де

lim
α↓0

ox(α∆)

α
= 0 ∀∆ ∈ Rn. (3)
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3. Сформулювати необхiднi умови екстремуму першого порядку:
3а. Якщо x∗ ∈ locmin f(x), x ∈ Rn, то необхiдно, щоб

f ′(x∗) = 0. (4)
3b. Якщо x∗∗ ∈ locmax f(x), x ∈ Rn, то необхiдно, щоб

f ′(x∗∗) = 0. (5)
Зауважимо, що умови (4), (5) спiвпадають. Точки x ∈ Rn, що задоволь-
няють умови (4), (5), називаються стацiонарними точками функцiї f .
4. Можемо визначити напрямки найшвидшого спуску та найшвидшого
пiдйому функцiї f в точцi x (якщо точка x не є стацiонарною):
4a. Напрямок g0(x) = − f ′(x)

‖f ′(x)‖ , f
′(x) 6= 0 є напрямком найшвидшого спу-

ску функцiї f в точцi x.
4b. Напрямок g1(x) = f ′(x)

‖f ′(x)‖ , f
′(x) 6= 0 є напрямком найшвидшого пiдйо-

му функцiї f в точцi.
Зауважимо, що у гладкому випадку iснує лише один напрямок найшвид-
шого спуску та один напрямок найшвидшого пiдйому. При цьому

g0(x) = −g1(x). (6)
5. Будувати чисельнi методи знаходження екстремальних значень фун-
кцiї f (рiзнi варiанти градiєнтного методу).
6. Якщо f ′(x,g) < 0(> 0), то f ′(x,− g) > 0(< 0), тобто функцiя f спадає
(зростає) за деяким напрямком g тодi i тiльки тодi, коли вона зростає
(спадає) за протилежним напрямком −g. При цьому

f ′(x,g) = −f ′(x,− g). (7)
7. Якщо f ′(x,g) < 0, то f ′(x′,g) < 0 для всiх x′ з околу точки x, тоб-
то напрямок g є робастним напрямком спадання функцiї f . Аналогiчна
властивiсть справджується i для напрямку зростання функцiї f .
8. Функцiя F (x,∆) = 〈f ′(x),∆〉 = f ′(x,∆), яка визначає апроксимацiю
приросту f(x+ ∆) − f(x), неперервна як функцiя вiд x.
9. Справджується наступна теорема про середнє: якщо conv {x1,x2} ∈ S,
то iснує таке число α ∈ (0,1), що

f(x2) − f(x1) = 〈f ′(x1 + α(x2 − x1)),x2 − x1〉. (8)
10. Диференцiальне числення. Знаючи похiднi (градiєнти) базових фун-
кцiй, за допомогою правил диференцiального числення можна знайти
похiднi (градiєнти) цiлого класу гладких функцiй, а також доводити
основнi теореми диференцiйного числення, такi як теорема про неявну
та обернену функцiї, теорема про нерухому точку.

Отже градiєнт – це один iз базових iнструментiв класичного матема-
тичного аналiзу. Чи iснує замiна градiєнта в класi недиференцiйовних
функцiй? Наведемо список можливих кандидатiв (у вiдповiдних класах)
та опишемо їх основнi властивостi.
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2. Похiднi за напрямком.

Розглянемо клас функцiй, що мають похiднi за напрямками. Границя

f ′D(x,g) = lim
α↓0

(f(x+ αg) − f(x))

α
, (9)

якщо вона iснує, називається похiдною Дiнi функцiї f в точцi x за на-
прямком g.
Функцiя f : S → R Дiнi диференцiйовна за напрямками, якщо для всiх
напрямкiв g iснує i скiнченна похiдна f ′D(x,g).
Границя

f ′H(x,g) = lim
[α,g′]→[+0,g]

(f(x+ αg′) − f(x))

α
, (10)

якщо вона iснує, називається похiдною Адамара функцiї f в точцi x за
напрямком g.
Функцiя f диференцiйовна за напрямками за Адамаром, якщо для всiх
напрямкiв g iснує i скiнчена похiдна f ′H(x,g).
Якщо функцiя f диференцiйовна за напрямками за Адамаром, то фун-
кцiя f диференцiйовна за напрямками за Дiнi. Обернене твердження не
вiрне.
Оскiльки похiдна f ′D(x,g) i похiдна f ′H(x,g) додатньо однорiднi першого
порядку функцiї вiд g, тобто f ′D(x,λg) = λf ′D(x,g), f ′H(x,λg) = λf ′H(x,g),
∀λ > 0, то достатньо брати g ∈ S1 = {g ∈ Rn : ‖g‖ = 1}.
Якщо функцiя f диференцiйовна за напрямками за Адамаром, то фун-
кцiя h(g) = f ′H(x,g) неперервна.

Перевiримо, чи справджуються властивостi 1-10, якi ми сформулю-
вали для диференцiйовних функцiй в тому випадку, коли функцiя f
диферецiйовна в точцi x за напрямками (за Адамаром, чи за Дiнi).
1. Ми можемо знайти похiднi за напрямком (за означенням).
2. Побудувати апроксимацiї першого порядку

f(x+ ∆) = f(x) + f ′D(x,∆) + ox1(∆), (11)

f(x+ ∆) = f(x) + f ′H(x,∆) + ox2(∆), (12)
де

lim
α↓0

ox1(α∆)

α
= 0 ∀∆ ∈ Rn, (13)

lim
‖∆‖→0

ox2(‖∆‖)
‖∆‖ = 0. (14)

3. Сформулювати необхiднi умови екстремуму першого порядку:
3а. Якщо x∗ ∈ locmin f, x ∈ Rn, то

f ′D(x∗,∆) ≥ 0 ∀∆ ∈ Rn, (15)
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f ′H(x∗,∆) ≥ 0 ∀∆ ∈ Rn. (16)
Якщо

f ′H(x∗,∆) > 0 ∀∆ ∈ Rn \ {0n}, (17)
то x∗ ∈ locmin f(x),x ∈ Rn.
3b. Якщо x∗∗ ∈ locmax f, x ∈ Rn, то

f ′D(x∗∗,∆) ≤ 0 ∀∆ ∈ Rn, (18)

f ′H(x∗∗,∆) ≤ 0 ∀∆ ∈ Rn. (19)
Якщо

f ′H(x∗∗,∆) < 0 ∀∆ ∈ Rn \ {0n}, (20)
то x∗ ∈ locmax f(x),x ∈ Rn.
Точки x∗ ∈ Rn, що задовольняють умову (15), називаються D − inf -
стацiонарними точками функцiї f .
Точки x∗ ∈ Rn, що задовольняють умову (16), називаються H − inf -
стацiонарними точками функцiї f .
Точки x∗∗ ∈ Rn, що задовольняють умову (18), називаються D − sup-
стацiонарними точками функцiї f .
Точки x∗∗ ∈ Rn, що задовольняють умову (19), називаються H − sup-
стацiонарними точками функцiї f .
4. Можемо визначити напрямки найшвидшого спуску (якщо точка не
є D − inf (чи H − inf)–стацiонарною) та найшвидшого пiдйому (якщо
точка не є D − sup (чи H − sup)–стацiонарною):
4a. Напрямок g0(x) ∈ S1 є напрямком D–найшвидшого спуску функцiї f
в точцi x, якщо

f ′D(x,g0(x)) = inf
g∈S1

f ′D(x,g).

Напрямок g0(x) ∈ S1 є напрямком H–найшвидшого спуску функцiї f в
точцi x, якщо

f ′H(x,g0(x)) = inf
g∈S1

f ′H(x,g).

4b. Напрямок g1(x) ∈ S1 є напрямком D–найшвидшого пiдйому функцiї
f в точцi x, якщо

f ′D(x,g1(x)) = sup
g∈S1

f ′D(x,g).

Напрямок g1(x) ∈ S1 є напрямком H–найшвидшого пiдйому функцiї f в
точцi x, якщо

f ′H(x,g1(x)) = sup
g∈S1

f ′H(x,g).

Зауважимо, що напрямки найшвидшого спуску та найшвидшого пiдйому
не обов’язково єдинi.
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Властивостi 6,7,8 не виконуються.
9. Справедлива теорема про середнє значення: якщо [x1,x2] ∈ S, то iснує
таке α ∈ (0,1), що

f(x2) − f(x1) = 〈f ′H(x1 + α(x2 − x1);x2 − x1〉. (21)

З теореми про середнє значення випливає, що диференцiйовна за на-
прямками за Адамаром функцiя визначається однозначно з точнiстю до
константи.
Аналогiчну властивiсть має диференцiйовна за напрямками за Дiнi фун-
кцiя. Якщо S опукла множина i

f ′1D(x; g) = f ′2D(x; g) ∀g ∈ Rn ∀x ∈ S,

то f1(x) = f2(x) + C ∀x ∈ S.
10. Правила обчислення похiдних за напрямками вiд суми, добутку, час-
тки, композицiї диференцiйовних за напрямками функцiй аналогiчнi пра-
вилам обчислення похiдних для гладких функцiй.
Крiм того, з’являються новi правила. Наприклад, якщо функцiї f1, . . . ,fN
диференцiйовнi за Дiнi (чи за Адамаром) в точцi x за напрямком g, то
функцiї

F1(x) = max
i∈I

fi(x), F2(x) = min
i∈I

fi(x),

де I = {1,2, . . . ,N}, теж диференцiйовнi в точцi x за напрямком g. При
цьому

F ′
1(x; g) = max

i∈R(x)
f ′i(x; g), F ′

2(x; g) = min
i∈Q(x)

f ′i(x; g),

де R(x) = {i ∈ I : fi(x) = F1(x)}, Q(x) = {i ∈ I : fi(x) = F2(x)}.
Отже в класi диференцiйовних за напрямками функцiй похiдна за на-
прямком є достойна замiна градiєнта.

3. Опуклi функцiї. Субдиференцiали.

Опукла функцiя f : S → R1 на опуклiй вiдкритiй множинi S ⊂ Rn

неперервна на S i в кожнiй точцi x ∈ S диференцiйовна за напрямками
за Адамаром. Крiм того

f ′(x,g) = f ′H(x,g) = max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 ∀g ∈ Rn, (22)

∂f(x) = {v ∈ Rv : f(z) − f(x) ≥ 〈v,z − x〉} (23)

Множина ∂f(x) ⊂ Rn, для якої виконується вказане спiввiдношення, на-
зивається субдиференцiалом функцiї f в точцi x. Ця множина непоро-
жня, опукла, замкнута, обмежена. Елементи цiєї множини називаються
субградiєнтами функцiї f в точцi x. Ж. Моро [39] та Р. Рокафеллар [49]
започаткували розвиток теорiї опуклих функцiй та субдиференцiалiв.
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Гарнi пiдручники з опуклого аналiзу написали Р. Рокафеллар [50],
Б. М. Пшеничний [47], [48], С. Бойд, Л. Ванденберг [9], Ж. Борвейн,
А. Льюис [8], Ж. Ирриар-Уррутi, С. Лемаречал [56].

Клас опуклих функцiй замкнутий вiдносно додавання та множення на
додатнi числа. Максимум опуклих функцiй також є опуклою функцiєю.

Умови екстремуму опуклих функцiй можна виразити в термiнах су-
бдиференцiалу.
Якщо точка x∗ ∈ S є точкою локального мiнiмуму опуклої функцiї f , то
необхiдною умовою є

0 ∈ ∂f(x∗). (24)

Умова

0 ∈ int ∂f(x∗) (25)

є достатньою умовою строго локального мiнiмуму опуклої функцiї f в
точцi x∗ ∈ S.
Необхiдною умовою локального максимуму опуклої функцiї є

∂f(x∗∗) = {0}. (26)

Якщо 0 6∈ ∂f(x), то напрямок

g0(x) = −z(x)/‖z(x)‖, ‖z(x)‖ = min
v∈∂f(x)

‖v‖,

є напрямком найшвидшого спуску функцiї f в точцi x. Напрямок най-
швидшого спуску визначається однозначно.
Якщо ∂f(x) 6= {0}, то напрямок

g1(x) = z1(x)/‖z1(x)‖, ‖z1(x)‖ = max
v∈∂f(x)

‖v‖,

є напрямком найшвидшого пiдйому функцiї f в точцi x. Напрямок най-
швидшого пiдйому визначається неоднозначно.

Субдиференцiальне числення. Можна сформулювати правила субди-
ференцiального числення, що аналогiчнi правилам диференцiального чи-
слення (виключення – множення на вiд’ємнi числа).

Кожнiй опуклiй функцiї f в точцi x вiдповiдає компактна множина
(субдиференцiал) ∂f(x), яка для гладкої функцiї складається з однiєї
точки - градiєнта. Субдиференцiал має багато ’гарних’ властивостей, що
’аналогiчнi’ властивостям градiєнта. Отже в класi опуклих функцiй су-
бдиференцiал є достойною замiною градiєнта.

4. Субдиференцiйовнi функцiї.

Властивостi субдиференцiала опуклих функцiй наводять на думку бу-
дувати класи функцiй, що мають принаймi частину базових властивостей
опуклих функцiй. Б. М. Пшеничний [47,48] визначив та дослiджував
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новий клас негладких функцiй - субдиференцiйовнi функцiї (Б. М. Пше-
ничний називав їх квазiдиференцiйовними).
Функцiя f : S → R1, S ⊂ Rn, субдиференцiйовна за Дiнi в точцi x ∈ S,
якщо iснує така опукла компактна множина ∂f(x) ⊂ Rn, що

f ′D(x,g) = lim
α↓0

f(x+ αg) − f(x)

α
= max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 ∀g ∈ Rn.

Множина ∂f(x) ⊂ Rn, для якої виконується вказане спiввiдношення,
називається субдиференцiалом Дiнi функцiї f в точцi x ∈ S.

Функцiя f : S → R1, S ⊂ Rn, субдиференцiйовна за Адамаром в точцi
x ∈ S, якщо iснує опукла компактна множина ∂f(x) ⊂ Rn така, що

f ′H(x,g) = lim
[α,g′]→[+0,g]

f(x+ αg′) − f(x)

α
= max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 ∀g ∈ Rn.

Множина ∂f(x) ⊂ Rn, для якої виконується вказане спiввiдношення,
називається субдиференцiалом Адамара функцiї f в точцi x ∈ S.
Клас субдиференцiйовних функцiй включає диференцiйовнi функцiї та
опуклi функцiї. Вiн замкнутий вiдносно додавання та множення на до-
датнi числа. Максимум субдиференцiйовних функцiй також є субдифе-
ренцiйовною функцiєю.

Субдиференцiйовнi функцiї мають всi властивостi диференцiйовних
за напрямком функцiй.
Умови екстремуму субдиференцiйовних функцiї можна виразити в тер-
мiнах субдиференцiалу.
Якщо точка x∗ ∈ S є точкою локального мiнiмуму субдиференцiйовної
за Дiнi чи Адамаром функцiї f на множинi S, то необхiдною умовою є

0 ∈ ∂f(x∗).

Якщо функцiя f субдиференцiйовна за Адамаром в точцi x∗ ∈ S, то
умова

0 ∈ int ∂f(x∗)

є достатньою умовою мiнiмуму функцiї f в точцi x∗ ∈ S.
Якщо точка x∗∗ ∈ Rn є точкою локального максимуму субдиференцiйов-
ної за Дiнi чи Адамаром функцiї f , то необхiдною є умова

∂f(x∗∗) = {0}.
Якщо 0 6∈ ∂f(x), то напрямок

g0(x) = −z(x)/‖z(x)‖, ‖z(x)‖ = min
v∈∂f(x)

‖v‖,

є напрямком найшвидшого спуску (за Дiнi чи Адамаром в залежностi вiд
типу субдиференцiйовностi) функцiї f в точцi x. Напрямок найшвидшого
спуску визначається однозначно.
Якщо ∂f(x) 6= {0}, то напрямок

g1(x) = z1(x)/‖z1(x)‖, ‖z1(x)‖ = max
v∈∂f(x)

‖v‖,
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є напрямком найшвидшого пiдйому (за Дiнi чи Адамаром в залежностi
вiд типу субдиференцiйовностi функцiї) функцiї f в точцi x. Напрямок
найшвидшого пiдйому визначається неоднозначно.

В 1972 роцi Н. З. Шор [59] запропонував конструкцiю майже гра-
дiєнту. Розглянемо на множинi S локально лiпшицеву функцiю f . Така
функцiя диференцiйовна на S майже скрiзь. Зафiксуємо x ∈ S i побуду-
ємо множину

∂Shf(x) =
{
v ∈ Rn|∃ {xi} : v = lim

i→∞
f ′(xi),xi → x,xi ∈ Q

}
,

де Q ⊂ S – множина точок, в яких функцiя f диференцiйовна. Оскiльки
функцiя f диференцiйовна на S майже скрiзь, то мiра множини S \ Q
рiвна нулю. Множина ∂Shf(x) називається субдиференцiалом Шора, а
елементи цiєї множини називаються майже градiєнтами. Н. З. Шор [60]
використовував майже градiєнти для побудови чисельних методiв мiнi-
мiзацiї лiпшицевих функцiй. Субдиференцiал Шора – компактна мно-
жина. Проте ця множина не опукла. Тому вона дає бiльш "iндивiдуаль-
ну"iнформацiю про функцiю, нiж субдиференцiал ∂f(x).

В 1973 роцi Ф. Кларк (студент Р. Т. Рокафеллара) запропонував кон-
струкцiю узагальненого градiєнту (див., наприклад, [25]).
Величини

f ↑

Cl
(x,g) = lim sup

[x′,α]→[x,+0]

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)),

f ↓

Cl
(x,g) = lim inf

[x′,α]→[x,+0]

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′))

називаються вiдповiдно верхньою i нижньою похiдною Кларка. Якщо
функцiя f локально лiпшицева, то цi величини скiнченнi. У цьому ви-
падку визначимо субдиференцiал Кларка за формулою

∂Clf(x) = conv
{
v ∈ Rn|∃ {xi} : v = lim

i→∞
f ′(xi),xi → x,xi ∈ Q

}
,

тобто ∂Clf(x) = conv ∂Shf(x). Множина ∂Clf(x) опукла i компактна.
Елементи множини ∂Clf(x) називаються узагальненими градiєнтами. Ко-
жен майже градiєнт є узагальненим градiєнтом. Обернене твердження
невiрне. Кларк показав, що

f ↑

Cl
(x,g) = max

v∈∂Clf(x)
〈v,g〉,

f ↓

Cl
(x,g) = min

w∈∂Clf(x)
〈w,g〉.

Умови екстремуму субдиференцiйовної за Кларком функцiї f можна
виразити в термiнах субдиференцiала Кларка. Умова

0 ∈ ∂Clf(x∗)
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є необхiдною умовою (локального чи глобального) мiнiмуму функцiї f
в точцi x∗ ∈ S. Ця умова є також необхiдною умовою (локального чи
глобального) максимуму функцiї f в точцi x∗ ∈ S. Точка x∗ ∈ S, що за-
довольняє умову, називається стацiонарною за Кларком. Множина ста-
цiонарних за Кларком точок може мати точки, що не являються точка-
ми мiнiмуму чи максимуму. Бiльшiсть властивостей, описаних для ди-
ференцiйовних функцiй, не справджуються для субдиференцiйовних за
Кларком функцiй. Проте субдиференцiал Кларка дозволяє виявити деякi
властивостi функцiй. Наприклад, якщо

Якщо 0 6∈ ∂Clf(x), то напрямок

g0(x) = −z(x)/‖z(x)‖, ‖z(x)‖ = min
v∈∂Clf(x)

‖v‖,

є напрямком найшвидшого спуску функцiї f в точцi x, а напрямок
g1(x) = −g0(x) є напрямком найшвидшого пiдйому функцiї f в точцi
x.

Р. Т. Рокафеллар [50] визначив таку похiдну за напрямком

f ↑

R
(x,g) = lim sup

[x′,g′,α]→[x,g,+0]

1

α
(f(x′ + αg′) − f(x′)).

Якщо функцiя f локально лiпшицева, то

f ↑

R
(x,g) = f ↑

Cl
(x,g).

П. Мiшель та I. П. Пено (див., наприклад, [32]) запропонували вико-
ристовувати узагальненi похiднi

f ↑
mp

(x,g) = sup
q∈Rn

lim
α↓0

1

α
(f(x+ α(g + q)) − f(x+ αq)),

f ↓
mp

(x,g) = inf
q∈Rn

lim
α↓0

1

α
(f(x+ α(g + q)) − f(x+ αq)),

що називаються вiдповiдно верхньою i нижньою похiдною Мiшеля–Пено.
Якщо функцiя f локально лiпшицева, то iснує така опукла i компактна
множина ∂mpf(x) ⊂ Rn, що

f↑mp(x,g) = max
v∈∂mpf(x)

〈v,g〉,

f↓mp(x,g) = min
w∈∂mpf(x)

〈w,g〉.

Множину ∂mpf(x) називають також малим субдиференцiалом.
Якщо функцiя f : Rn → R1, задовольняє умову Лiпшиця з константою

K в околi точки x, то похiдна за напрямком Дiнi, похiдна Кларка та
похiдна Мiшеля–Пено є сублiнiйними функцiями i задовольняють умову

f ′D(x,g) ≤ f ↑
mp

(x,g) ≤ f ↑

Cl
(x,g) ≤ K‖g‖.
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Субдиференцiали Дiнi ∂Df(x) (може бути порожньою множиною), Клар-
ка ∂Clf(x) (непорожня множина) та Мiшеля–Пено ∂mpf(x) (непорожня
множина) є компактними опуклими множинами. Вони задовольняють
умову

∂Df(x) ⊂ ∂mpf(x) ⊂ ∂Clf(x) ⊂ KB(x).

Якщо точка x∗ є точкою локального мiнiмуму субдиференцiйовної фун-
кцiї f , то виконуються необхiднi умови

0 ∈ ∂Df(x) ⊂ ∂mpf(x) ⊂ ∂Clf(x).

Iншi конструкцiї субдиференцiалiв та їх застосування для вивчен-
ня властивостей вiдповiдних класiв негладких функцiй запропонували
Ж. Ириарт-Уррутi [55], A. Д. Iоффе [21], А. Я. Кругер [27], В. С. Мор-
духович [40]. Їх спiльною рисою є те, що функцiї дослiджуються за
допомогою однiєї множини (опуклої чи неопуклої).

5. Апроксимацiї похiдної за напрямком множиною опуклих функцiй.

Б. Н. Пшеничный [48] визначив поняття верхньої опуклої апроксима-
цiї функцiї f(x) та нижньої угнутої опуклої апроксимацiї функцiї f(x).

Нехай f(x), x ∈ X, функцiя, що приймає скiнченнi значення i значе-
ння ±∞. Покладемо

dom f = {x : |f(x)| < +∞}.
Нехай x ∈ dom f , g ∈ X, g 6= 0. Величина

F (x,g) = sup
r(·)

lim sup
λ↓0

f(x+ λg + r(λ)) − f(x)

λ
,

називається похiдною за напрямком Пшеничного. Величина F (x,g) –
скiнченна або нескiнченна – iснує завжди. Легко перевiрити, що функцiя
F (x,g) додатньо однорiдна за g, тобто для λ > 0

F (x,λg) = λF (x,g).

Функцiя h(x,g) називається верхньою опуклою апроксимацiєю (в.о.а.)
функцiї f(x) в точцi x, якщо:

1) h(x,g) > F (x,g) для всiх g 6= 0;
2) h(x,g) – опукла замкнута додатньо однорiдна функцiя аргументу

g.
Якщо h(x,g) є в.о.а. для f в точцi x, то множина

∂h(x,0) = {x∗ ∈ X∗ : h(x,g) > 〈x∗,g〉 , g ∈ X} (27)
називається субдиференцiалом функцiї f в точцi x i позначається ∂f(x).
Субдиференцiал ∂h(x,0) опуклої замкнутої додатньо однорiдної функцiї
h(x,g) вiдносно g iснує завжди. При цьому

h(x,g) = sup
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂f(x)}. (28)
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Функцiя h(x,g) i субдиференцiал ∂f(x) однозначно визначають одне одно-
го. Якщо ∂f(x)– субдиференцiал, то ∂f(x)– замкнута опукла множина,
а функцiя h(x,g) є в.о.а. для f в точцi x. Як i в.о.а., субдиференцiал
визначений неоднозначно.
У третьому роздiлi функцiї дослiджуються за допомогою в. о. а.

6. Квазiдиференцiйовнi функцiї.

Визначена на вiдкритiй множинi S у просторi Rn функцiя f(x) нази-
вається квазiдиференцiйовною в точцi x ∈ S, якщо вона диференцiйовна
за напрямками в цiй точцi i її похiдну f ′(x,g) можна подати у виглядi

f ′(x,g) = max
h∈U

(h,g) + min
h∈V

(h,g), g ∈ Rn, (29)

де U,V – опуклi компактнi множини в Rn. Пара опуклих компактiв [U,V ],
що використовується для представлення похiдної, визначена неєдиним
чином. Клас еквiвалентних пар опуклих компактiв [U,V ], якi мають вла-
стивiсть (29) називається квазiдиференцiалом функцiї f в точцi x i по-
значається символом Df(x). Квазiдиференцiйовнiсть функцiї f у точцi x
означає, що функцiя f має похiдну за напрямками (похiдну Дiнi) у цiй
точцi i вказана похiдна може бути виражена через лiнiйнi функцiї (ква-
зiлiнеаризована) за допомогою квазiдиференцiала Df(x) = [∂f(x),∂f(x)].

7. Кoдиференцiйовнi функцiї.

Функцiя f(x) кодиференцiйовна в точцi x ∈ X ⊂ Rn, якщо iснують
опуклi компакти df(x) ⊂ Rn+1 i df(x) ⊂ Rn+1 такi, що

f(x+ ∆) = f(x) + Φx(∆) + ox(∆), (30)

Φx(∆) = max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉] + min
[b,w]∈df(x)

[b+ 〈w,∆〉], (31)

ox(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn. (32)

де a,b ∈ R1; v,w ∈ Rn, conv {x,x+ ∆} ⊂ X.
Пара множин Df(x) = [df(x),df(x)] називається кодиференцiалом

функцiї f в точцi x, множина df(x) називається гiподиференцiалом, а
множина df(x) — гiпердиференцiалом функцiї f у точцi x. Кодиферен-
цiал, як i квазiдиференцiал, визначається неоднозначно.

Кодиференцiйовна в точцi x функцiя f(x) допускає апроксимацiю пер-
шого порядку в околi точки x.

Детально властивостi квазiдиференцiйовних та кодиференцiйовних
функцiй описанi в книгах [18], [17].
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Роздiл I
Опуклi множини

1.1. ОЗНАЧЕННЯ ТА ОСНОВНI ПОНЯТТЯ

Означення 1.1.1. Вiдрiзком, що з’єднує точки x1, x2 n–вимiрного лiнiй-
ного простору Rn, називається множина

[x1,x2] = {x ∈ Rn : x = λx1 + (1 − λ)x2, 0 ≤ λ ≤ 1}.
Означення 1.1.2. Непорожня множина X ⊂ Rn називається опуклою,
якщо разом з будь-якими двома тoчками вона мiстить i вiдрiзок, що
з’єднує цi точки. Порожню множину ∅ будемо вважати опуклою.

Прикладами опуклої множини у просторi R1 є одноточковi множини,
iнтервали, пiвпрямi, прямi. Прикладами опуклої множини в просторi Rn

є сам простiр, будь-який його пiдпростiр, одноточковi множини, куля,
вiдрiзок, а також:
1) пряма, що проходить через точку x̂ в напрямку h

lx̂h = {x ∈ Rn : x = x̂+ αh ,α ∈ R};
2) промiнь, що виходить з точки x̂ в напрямку h

l+x̂h = {x ∈ Rn : x = x̂+ αh ,α ∈ R ,α ≥ 0};
3) гiперплощина з нормаллю p

Hpβ = {x ∈ Rn : 〈p,x〉 = β};
4) пiвпростори, що породженi цiєю гiперплощиною

H+
pβ = {x ∈ Rn : 〈p,x〉 ≥ β};

H−
pβ = {x ∈ Rn : 〈p,x〉 ≤ β}.

Лема 1.1.1. Нехай I – множина iндексiв (скiнченна чи нескiнченна),
та нехай Xi ,i ∈ I, – опуклi множини. Перетин X = ∩i∈IXi опуклих
множин є опуклою множиною.

Лема 1.1.2. Нехай X1, . . . ,Xm - опуклi множини, a1, . . . ,am - довiльнi
числа. Тодi опукла множина

m∑

i=1

aiXi =

{
x

∣∣∣∣∣x =

m∑

i=1

aix
i, xi ∈ Xi, i = 1, . . . ,m

}
,

що називається лiнiйною комбiнацiєю множин X1, . . . ,Xm.
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Як наслiдок, опуклими є сума i рiзниця опуклих множин X1,X2:

X1 ±X2 =
{
x|x = x1 ± x2, x1 ∈ X1, x

2 ∈ X2

}
.

Означення 1.1.3. Множина K ⊂ Rn називається:
а) конусом, якщо з того, що x ∈ K i λ > 0, випливає, що λx ∈ K;
б) опуклим конусом, якщо з того, що x1,x2 ∈ K i λ1 > 0, λ2 > 0,
випливає, що λ1x

1 + λ2x
2 ∈ K.

Означення 1.1.4. Множина X ⊂ Rn називається афiнною, якщо λx1 +
(1 − λ)x2 ∈ X для всiх x1, x2 ∈ X,λ ∈ R, тобто якщо множина X разом
iз своїми двома точками x1, x2 мiстить пряму, що проходить через цi
точки.

Афiннi множини мають зовсiм просту стуктуру: вони є зсувами лiнiйних
пiдпросторiв.
Очевидно, що для афiнних множин та конусiв справедливi аналоги лем
1.1.1 та 1.1.2.

1.2. КОМБIНАЦIЇ ТОЧОК ТА ОБОЛОНКИ МНОЖИН

Означення 1.2.1. Нехай x1, . . . ,xm – точки з Rn. Комбiнацiя
m∑
i=1

λix
i точок

називається:

1) опуклою, якщо λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,
m∑
i=1

λi = 1;

2) конiчною, якщо λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m ;

3) афiнною, якщо
m∑
i=1

λi = 1;

4) лiнiйною, якщо λi – числа з R1.

Лема 1.2.1. Опукла множина (опуклий конус, афiнна множина, лiнiй-
ний пiдпростiр) мiстять всi можливi опуклi (конiчнi, афiннi, лiнiйнi)
комбiнацiї своїх точок.

Доведення. Доведемо твердження для опуклої множини X. Треба пока-
зати, що для довiльного m = 1,2, . . . з умов

x =

m∑

i=1

λix
i, xi ∈ X,λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m;

m∑

i=1

λi = 1, (1.2.1)

випливає x ∈ X. Проведемо iндукцiю за m. Якщо m = 1, то випадок
тривiальний. Припустимо, що твердження доведене для m = k, i нехай
спiввiдношення (1.2.1) справджується при m = k + 1. Якщо λk+1 = 1, то
λ1 = . . . = λk = 0, i, вiдповiдно, x = xk+1 ∈ X. Якщо ж λk+1 < 1, то ми
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можемо записати

x = (1 − λk+1)x+ λk+1x
k+1, x =

k∑

i=1

λi
1 − λk+1

xi. (1.2.2)

Точка x – це опукла комбiнацiя точок x1, . . . ,xk. Тодi за припущенням
iндукцiї x ∈ X. З (1.2.2) з урахуванням опуклостi X випливає, що x ∈
X.

Означення 1.2.2. Перетин всiх опуклих множин (опуклих конусiв, афiн-
них множин, лiнiйних пiдпросторiв), що мiстять дану множину X, нази-
вається опуклою (конiчною, афiнною, лiнiйною) оболонкою множини
X и позначається convX (coneX, affX, LinX).

Означення 1.2.3. LinX – це паралельний до афiнної оболонки X лiнiй-
ний пiдпростiр.

Таким чином LinX = affX − x0, де x0 - довiльна точка X, або навiть з
affX, причому LinX визначається однозначно.

Лема 1.2.2. Лiнiйний пiдпростiр LinX має такi властивостi:
1) якщо x1,x2 ∈ X, то x1 − x2 ∈ LinX;
2) якщо x ∈ X, h1, h2 ∈ LinX, α1, α2 ∈ R, то x+ α1h

1 + α2h
2 ∈ affX;

3) якщо 0 ∈ X, то LinX = affX.

Означення 1.2.4. Розмiрнiсть простору LinX називається розмiрнiстю
опуклої множини X и позначається dimX.

Лема 1.2.3. Опукла (конiчна, афiнна, лiнiйна) оболонка довiльної мно-
жини X спiвпадає з множиною всiх опуклих (конiчних, афiнних, лi-
нiйних) комбiнацiй точок з X.

Теорема 1.2.1. Теорема Каратеодорi. Нехай dimLinX = n. Кожну то-
чку, що належить опуклiй (конiчнiй, афiннiй, лiнiйнiй) оболонцi мно-
жини X можна подати у виглядi опуклої (конiчної, афiнної, лiнiйної)
комбiнацiї не бiльш нiж r точок x1, . . . ,xr iз X. Для опуклої i афiнної
оболонки r = n + 1 причому точки x1, . . . ,xr можна вважати афiнно
незалежними. Для конiчної i лiнiйної оболонки r = n причому точки
x1, . . . ,xr можна вважати лiнiйно незалежними.

Доведення. Доведемо твердження для опуклої оболонки множини X.
Зрозумiло, що центральним мiсцем у теоремi є твердження про те, що
r ≤ n + 1. Вiзьмемо точку вигляду (1.2.1) i покажемо, що число не-
нульових доданкiв у сумi (1.2.1) можна зменшити, якщо m > n + 1.
Достатньо припустити, що всi λi > 0. Вiзьмемо (n + 1)-вимiрнi вектори
(xi,1),i = 1, . . . ,m, у яких першi n компонент збiгаються з вiдповiдними
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компонентами вектора xi, а остання компонента дорiвнює 1. Оскiльки чи-
сло таких векторiв m > n+ 1, то вони лiнiйно залежнi. Тому знайдуться
не всi рiвнi нулю числа αi,i = 1, . . . ,m, такi, що

m∑

i=1

αix
i = 0,

m∑

i=1

αi = 0.

Серед чисел αi обов’язково є додатнi в силу останнього спiввiдношення.
Покладемо

ε0 = min

{
λi
αi

: αi > 0 ,i = 1, . . . ,m

}
.

Нехай мiнiмум досягається при деякому i = i0. Тодi
λ̄i = λi − ε0αi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Це очевидно для αi ≤ 0, а для αi > 0 випливає з вибору ε0. Тепер iз
спiввiдношень

m∑

i=1

λ̄ix
i =

m∑

i=1

λix
i − ε0

m∑

i=1

αix
i = x,

m∑

i=1

λ̄i =

m∑

i=1

λi − ε0

m∑

i=1

αi = 1

випливає, що точку x можна подати у виглядi опуклої комбiнацiї меншої
кiлькостi ненульових доданкiв. Так можна дiяти доти, доки m > n + 1.
Звiдси i випливає твердження теореми.

Наслiдок 1.2.1. Якщо X – компактна множина в Rn, то convX також
компактна множина.

Доведення. Розглянемо декартiв добуток Y = Λ × X × · · · × X, де X
береться n+ 1 раз, а

Λ =

{
λ ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣λ = (λ1, . . . ,λn+1) ≥ 0,

n+1∑

i=1

λi = 1

}
.

Зрозумiло, що Y - це компакт. Визначимо вiдображення f : Y → Rn

за формулою f (y) =
n+1∑
i=1

λix
i, y =

(
λ,x1, . . . ,xn+1

)
∈ Y. Воно неперерв-

не на Y . Теорема Каратеодорi стверджує, що convX є образом Y при
вiдображеннi f , тобто convX = f (Y ). Але, як вiдомо, образ компактної
множини є компактна множина.
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1.2.1. Замкнутi опуклi оболонки

Перетин будь-якої кiлькостi опуклих множин є множина опукла. Таку
ж властивiсть мають i замкнутi множини. Тому доцiльно ввести таке
означення.

Означення 1.2.5. Перетин всiх замкнутих опуклих множин, якi мiстять
дану множину X, називається замкнутою опуклою оболонкою X i
позначається convX.

Теорема 1.2.2. convX = convX.

Доведення. Зрозумiло, що convX ⊇ convX тому що в процесi утворення
convX беруть участь всi опуклi множини, а не тiльки замкнутi. Звiдси
випливає, що convX ⊇ convX. I навпаки, convX є опукла замкнута
множина. Тому convX ⊆ convX, що завершує доведення.

Теорема 1.2.3. Опукла оболонка компакту є компакт.

Доведення. Нагадаємо, що в Rn компакт є замкнута обмежена множина.
Якщо x ∈ convX, де X - компакт, то за теоремою 1.2.1 (Каратеодорi)

x =

n+1∑

i=1

λix
i, xi ∈ X, λi ≥ 0,

n+1∑

i=1

λi = 1.

Тому

‖x‖ ≤
n+1∑

i=1

λi
∥∥xi
∥∥ ≤ c,

де c - така константа, що ‖x‖ ≤ c для будь-якого x ∈ X. Отже, convX –
обмежена множина. Покажемо, що вона замкнута. Нехай

xk =

n+1∑

i=1

λikx
ik, xik ∈ X,

n+1∑

i=1

λik = 1.

Оскiльки послiдовностi λik та xik обмеженi, то з них можна вибрати
збiжнi пiдпослiдовностi. Можна вважати, що λik → λi0 та xik → xi0 ∈ X,
оскiльки X –компакт. Переходячи до границi, отримаємо

x0 =

n+1∑

i=1

λi0x
i0, xi0 ∈ X,

n+1∑

i=1

λi0 = 1.

Це означає, що x0 ∈ convX. Замкнутiсть convX доведена.
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1.3. ТОПОЛОГIЧНI ВЛАСТИВОСТI ОПУКЛИХ МНОЖИН

Означення 1.3.1. Точка x ∈ X називається внутрiшньою точкою мно-
жини X, якщо iснує таке ε > 0, що x + εB ⊆ X, де B - одинична
куля в Rn з центром у початку координат, тобто B = {x : ‖x‖ < 1},
‖x‖ = 〈x,x〉1/2. Множина таких точок називається множиною внутрi-
шнiх точок множини X i позначається int X.

Означення 1.3.2. Точка x називається граничною точкою множини X,
якщо iснує послiдовнiсть точок xk ∈ X, що збiгається до x. Сукупнiсть
усiх граничних точок множини X називається замиканням множини X
i позначається X.

Лема 1.3.1. Замикання X i множина внутрiшнiх точок int X опуклої
множини X опуклi. При цьому їх афiннi оболонки спiвпадають affX =
affX.

Доведення. Якщо X опукла, то iз того що x1 ∈ intX, x2 ∈ intX ви-
пливають включення x1 + ε1B ⊆ X, x2 + ε2B ⊆ X. Нехай λ1x

1 + λ2x
2

– опукла комбiнацiя точок x1 i x2. Тодi λ1(x
1 + ε1B) + λ2(x

2 + ε2B) =
λ1x

1 + λ2x
2 + (λ1ε1 + λ2ε2)B ⊆ X, тобто λ1x

1 + λ2x
2 ∈ intX. Якщо

x1,x2 ∈ X, то за означенням iснують послiдовностi точок x1k,x2k ∈ X
такi, що x1k → x1, x2k → x2. Нехай λ1x

1k + λ2x
2k – опукла комбiна-

цiя точок x1k,x2k. Тодi λ1x
1 + λ2x

2 = lim
k→∞

(λ1x
1k + λ2x

2k) ∈ X, оскiльки

λ1x
1k + λ2x

2k ∈ X в силу опуклостi останньої.
Афiнна множина affX замкнута. Тому iз спiввiдношення X ⊂ affX ви-
пливає, що X ⊂ affX. Тому affX ⊂ affX. Обернене включення очеви-
дне.

Опуклi множини мають ту властивiсть, що в певному розумiннi їх зав-
жди можна помiстити в пiдпростiр, в якому вони вже мають внутрiшнi
точки.

Теорема 1.3.1. Опукла множина X, що лежить в Rn, або має вну-
трiшнi точки, або знаходиться в пiдпросторi меншої розмiрностi,
змiщеному на деякий вектор.

Доведення. Нехай x0 ∈ X. Розглянемо всi вектори вигляду x−x0,x ∈ X.
Серед таких векторiв є r ≤ n лiнiйно незалежних: x1 − x0, . . . ,xr − x0.
Можливi два випадки.

а) r = n. У цьому випадку є n лiнiйно незалежних векторiв xi−x0,xi ∈
X; i = 1, . . . ,n. Розглянемо множину
Sn =

{
x|x = λ0x

0 + · · · + λnx
n : λi ≥ 0,i = 1, . . . ,m;λ0 + · · · + λn = 1

}
.
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Множина Sn називається n–вимiрним симплексом породженим точками
x0,x1, . . . ,xn. За лемою 1.2.1 маємо Sn ⊆ X. Якщо буде доведено, що Sn

має внутрiшнi точки, то їх буде мати i множина X. Доведемо, що будь-
яка точка x ∈ Sn iз строго додатними коефiцiєнтами λi належить intSn.
Розглянемо систему рiвнянь вiдносно λi,i = 1, . . . ,n:

x− x0 =

n∑

i=1

λi(x
i − x0).

Оскiльки вектори xi − x0 лiнiйно незалежнi, то ця система має єдиний
розв’язок λi(x),i = 1, . . . ,n, який неперервно залежить вiд x (пригадає-
мо формули Крамера для систем рiвнянь з невиродженим визначником).
Тому, вважаючи x рiвним x = λ̄0x

0 + · · · + λ̄nx
n, λ̄i > 0, одержимо, що

λi (x) = λ̄i > 0 ,i = 1, . . . ,n, i λ0 = 1 −
n∑
i=1

λ̄i > 0. Звiдси випливає, що

λi (x) > 0 ,i = 1, . . . ,n, для всiх x з деякого околу x та

λ0 (x) = 1 −
n∑

i=1

λi (x) > 0.

Тому для всiх точок x з деякого околу x̄ справедливе включення

x =

n∑

i=1

λi (x)x
i ∈ Sn,

що доводить першу частину теореми.
б) r < n. Розглянемо пiдпростiр X0, що складається з векторiв

y =

r∑

i=1

αi
(
xi − x0

)
.

За побудовою X − x0 ⊆ X0, тобто X ⊆ x0 +X0.
Побудований в теоремi пiдпростiр X0 r-вимiрний i в ньому множина
X − x0 мiстить внутрiшнi точки. Це можна показати так само, як при
доведеннi теореми 1.3.1. Далi, X0 не залежить вiд вибору точки x0 i
векторiв xi − x0 ,i = 1, . . . ,r. Справдi, будь-який пiдпростiр, що мiстить
X−x0, має мiстити вектори xi−x0, а значить i весь X0. Звiдси випливає,
що X0 є перетином усiх пiдпросторiв, що мiстять X−x0. Якщо пiдпростiр
X1 мiстить X −x0 для деякого x0 ∈ X, то вiн мiстить i X −x0 для будь-
якої iншої точки. Дiйсно, x − x0 = (x − x0) − (x0 − x0), i оскiльки X1 -
пiдпростiр, то вiн мiстить рiзницю будь-яких двох своїх векторiв. Таким
чином, X1 мiстить X − x0 i X − x0 одночасно, тобто X не залежить вiд
вибору x0.

Тепер можна дати таке означення.
Означення 1.3.3. Точка x називається вiдносно внутрiшньою точкою
опуклої множини X, якщо x+ LinX ∩ (εB) ⊆ X, тобто x мiститься в X
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разом iз кулею радiуса ε > 0, яка лежить в LinX. Множина таких точок
називається множиною вiдносно внутрiшнiх точок опуклої множини X
i позначається riX. Множина X називається вiдносно вiдкритою, якщо
X = riX.

Лема 1.3.2. riX = riX.

Доведення. Оскiльки LinX – це замкнута множина, що мiстить X, то
LinX ⊇ X. Легко бачити, що LinX = LinX. Очевидно, що riX ⊇ riX.
Доведемо протилежне включення. Нехай x ∈ riX, а e1, . . . ,er– базис у
LinX. Тодi при малому ε матимемо

yk = x+ ε

(
ek − 1

r + 1
e

)
∈ X, k = 1, . . . ,r;

y0 = x− ε

r + 1
e ∈ X,

де e = e1 + · · · + er. Вектори yk − y0 = εek лiнiйно незалежнi i

x =
1

r + 1
y0 + · · · + 1

r + 1
yr.

Остання рiвнiсть означає, що x є внутрiшня точка симплекса, поро-
дженого точками y0, . . . ,yr. Якщо взяти достатньо близькi до yk точки
yk ∈ X, то виявляється, що x ∈ X є внутрiшня точка симплекса поро-
дженого точками yk ∈ X i є вiдносною внутрiшньою точкою X. Тому
riX ⊆ riX.

Теорема 1.3.2. Нехай X - опукла множина. Якщо x1 ∈ X,x2 ∈ riX, то
при всiх λ ∈ (0,1] точка (1 − λ)x1 + λx2 ∈ riX. Крiм того, X = riX.

Доведення. Якщо x2 ∈ riX, то x2 + LinX ∩ (εB) ⊆ X. Тому з опуклостi
X випливає, що

(1 − λ)x1 + λ(x2 + LinX ∩ (εB)) =

(1 − λ)x1 + λx2 + LinX ∩ (λεB) ⊆ X.

Тобто (1 − λ)x1 + λx2 ∈ riX оскiльки riX = riX за лемою 1.3.2.
Нехай x0 ∈ X, xk ∈ X, xk → x0, λk → 0. Тодi (1−λk)xk+λky ∈ riX якщо
y ∈ riX. Тому x0 є гранична точка для riX. Отже X ⊆ riX. Обернене
включення очевидне.

Теорема 1.3.3. Якщо для опуклих множин X1 i X2 виконується умова
riX1 ∩ riX2 6= ∅, то

LinX1 ∩ LinX2 = Lin (X1 ∩X2),

riX1 ∩ riX2 = ri (X1 ∩X2).
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Доведення. Будемо вважати, що 0 ∈ riX1 ∩ riX2. В цьому випадку
LinX1 ⊇ X1, LinX2 ⊇ X2. Тому

LinX1 ∩ LinX2 ⊇ X1 ∩X2,

i

LinX1 ∩ LinX2 ⊇ Lin (X1 ∩X2).

Навпаки, нехай z ∈ LinX1∩LinX2. Тодi при досить малому λ > 0,λz ∈ X1

i λz ∈ X2, тому що 0 ∈ riX1 ∩ riX2. Звiдси випливає, що λz ∈ X1 ∩X2.
Отже λz ∈ Lin (X1 ∩ X2). Оскiльки Lin (X1 ∩ X2) – це пiдпростiр, то
z ∈ Lin (X1 ∩X2).

Доведемо другу частину твердження. Якщо x ∈ riX1 ∩ riX2, то x +
LinX1 ∩ (εB) ⊆ X1, x+ LinX2 ∩ (εB) ⊆ X2, так що (x+ LinX1 ∩ (εB)) ∩
(x+LinX2 ∩ (εB)) = x+Lin (X1 ∩X2)∩ (εB) ⊆ X1 ∩X2 i x ∈ ri (X1 ∩X2).
Тому ri (X1 ∩X2) ⊇ riX1 ∩ riX2.
Нехай тепер x ∈ ri (X1∩X2). Оскiльки 0 ∈ riXj , то (1−λ)x ∈ riXj ,j = 1,2
для 0 < λ ≤ 1. Тому (1 − λ)x ∈ riX1 ∩ riX2. Спрямовуючи λ до нуля,
одержуємо x ∈ riX1 ∩ riX2. Таким чином,

riX1 ∩ riX2 ⊆ ri (X1 ∩X2) ⊆ riX1 ∩ riX2.

Нехай e1,e2, . . . ,er – базис в Lin (X1∩X2), e = e1+· · ·+er, x ∈ ri (X1∩X2).
Тодi при досить малому ε > 0 всi точки

yk = x+ ε

(
ek − 1

r + 1
e

)
, k = 1, . . . ,r, y0 = x− ε

r + 1
e

належать ri (X1 ∩X2). Oтже належать riX1 ∩ riX2. У той же час

x =
1

r + 1
y0 + · · · + 1

r + 1
yr

є внутрiшньою точкою симплекса, породженого точками y0, . . . ,yr вiд-
носно пiдпростору Lin (X1 ∩ X2). Якщо взяти досить близькими до yk

точки yk ∈ riX1 ∩ riX2 то ясно, що точка x буде внутрiшньою точкою
симплекса, породженого точками yk, а тому буде належати riX1 ∩ riX2

Тим самим доведено, що будь-яка точка x iз ri (X1 ∩X2) належить i
riX1 ∩ riX2. Разом з попереднiм це означає, що

ri (X1 ∩X2) = riX1 ∩ riX2.

що i потрiбно було довести.

Теорема 1.3.4. Нехай X - опукла множина i нехай x0 ∈ X, але x0 /∈ X.
Тодi у будь-якому околi x0 знайдуться точки, що не належать X.

Доведення. Вiзьмемо точку y ∈ riX. Тодi точки променя

l+y,x0−y = {x : x = y + λ(x0 − y), λ ≥ 0}
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при λ > 1 не належать X. Справдi, якщо при λ > 1 точка x1 = y+λ(x0−
y) ∈ X, то

x0 =
1

λ
x1 +

(
1 − 1

λ

)
y ∈ riX

за теоремою 1.3.2, що суперечить тому, що x0 /∈ X.

Теорема 1.3.5. Нехай X - необмежена замкнута опукла множина в
Rn. Тодi:
1) для будь-якої точки x0 ∈ X iснує ненульовий вектор h ∈ Rn такий,
що промiнь

l+x0h = {x ∈ Rn : x = x0 + αh, α ≥ 0}
лежить в X;
2) якщо l+x0h ⊂ X при деякому x0 ∈ X, то l+xh ⊂ X при всiх x ∈ X;
iншими словами, якщо деякий промiнь лежить в X, то промiнь з
початком в будь-якiй точцi x ∈ X у тому ж напрямку h також
лежить в X.

Доведення. Нехай x0 ∈ X. Множина X необмежена. Тому iснує по-
слiдовнiсть xk ∈ X,k = 1,2 . . . така, що ‖xk‖ → ∞. Покладемо для
α ≥ 0,k = 1,2, . . .

hk =
xk − x0

‖xk − x0‖ , λk =
α

‖xk − x0‖ , x
k = λkx

k + (1 − λk)x
0.

Тодi ‖hk‖ = 1 i можна вважати, що послiдовнiсть {hk}∞k=1 збiгається
до вектора h 6= 0. При досить великих k маємо 0 ≤ λk ≤ 1. Оскiльки
множина X опукла, то для таких k справджується включення xk ∈ X. В
той же час xk = x0 + λk(x

k − x0) = x0 +αhk. Отже xk → x0 +αh. В силу
замкнутостi множини X при всiх α ≥ 0 матимемо x0 + αh ∈ X, тобто
l+x0h ⊂ X.
Нехай тепер l+x0h ⊂ X i x ∈ X. При всiх α ≥ 0 та k = 1,2, . . . покладемо

xk = x0 + (αk)h, xk =
1

k
xk +

(
1 − 1

k

)
x.

Тодi xk ∈ l+x0h ⊂ X i xk ∈ X при всiх k = 1,2 . . . . В той же час xk =

x+(xk−x)/k = x+αh+(x0 −x)/k. Тому xk → x+αh. Отже x+αh ∈ X
при всiх α ≥ 0, тобто l+xh ⊂ X.
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1.4. РОЗДIЛЕННЯ ДВОХ МНОЖИН

Теорема 1.4.1. Нехай M – опукла множина i точка x0 /∈M . Тодi iснує
x∗ 6= 0 i число ε > 0 такi, що

〈x,x∗〉 ≤ 〈x0,x
∗〉 − ε

для всiх x ∈M .

Доведення. Нехай y ∈ M – найближча точка до x0. Оскiльки множина
замкнута, то така точка iснує i задовольняє нерiвнiсть

‖x− x0‖ ≥ ‖y − x0‖, x ∈M.

Точка λx+(1−λ)y = y+λ(x−y) ∈M для всiх λ ∈ [0,1] в силу опуклостi
M . Тому

‖λx+ (1 − λ)y − x0‖ = 〈y − x0 + λ(x− y),y − x0 + λ(x− y)〉 =

= ‖y − x0‖2 + 2λ〈x− y,y − x0〉 + λ2‖x− y‖2 ≥ ‖y − x0‖2.

Звiдси отримаємо
2〈x− y,y − x0〉 + λ‖x− y‖ ≥ 0, λ ∈ [0,1].

При λ = 0 матимемо
〈x− y,y − x0〉 ≥ 0.

Покладемо x∗ = x0 − y, ε = ‖x∗‖2. Оскiльки x0 /∈ M , y 6= x0 i x∗ 6= 0.
Тому ε > 0. Останню нерiвнiсть можна записати так

〈x,x∗〉 ≤ 〈y,x∗〉 = 〈x0,x
∗〉 − 〈x∗,x∗〉 = 〈x0,x

∗〉 − ε.

Оскiльки точка x була вибрана довiльно, то доведення завершено.

Теорема 1.4.2. Нехай M – опукла множина i точка x0 /∈M . Тодi iснує
x∗ 6= 0, що задовольняє нерiвностi

〈x,x∗〉 ≤ 〈x0,x
∗〉

для всiх x ∈M .

Доведення. Якщо x0 /∈ M , то твердження є наслiдком попередньої тео-
реми. Якщо x0 ∈ M , то за теоремою 1.3.4 iснує послiдовнiсть xk → x0,
xk /∈M . Застосуємо до M та xk попередню теорему. Отримаємо

〈x,x∗k〉 ≤ 〈xk,x∗k〉 − εk, εk > 0.

Оскiльки εk > 0, то x∗k 6= 0. З останньої нерiвностi отримаємо〈
x,

x∗k
‖x∗k‖

〉
≤
〈
xk,

x∗k
‖x∗k‖

〉
.

Можна вважати, що
x∗k

‖x∗k‖
→ x∗0, ‖x∗0‖ = 1.
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Переходячи до границi в останнiй нерiвностi, отримаємо 〈x,x∗0〉 ≤ 〈x0,x
∗
0〉 .

Що i потрiбно було показати.

Теорема 1.4.3. Нехай M1, M2 – опуклi множини, що не перетинаю-
ться. Тодi iснує така точка x∗ 6= 0, що виконується нерiвнiсть

〈x1,x
∗〉 ≤ 〈x2,x

∗〉
для всiх x1 ∈M1, x2 ∈M2.

Доведення. Нехай M = M1 −M2. Оскiльки M1, M2 не перетинаються,
то точка x0 = 0 6∈ M . Застосуємо попередню теорему до M та x0 = 0.
Отримаємо, що iснує точка x∗ 6= 0 така, що

〈x,x∗〉 ≤ 〈0,x∗〉
для всiх x ∈M , тобто для всiх x = x1 −x2,x1 ∈M1,x2 ∈M2. З останньої
нерiвностi отримаємо

〈x1 − x2,x
∗〉 ≤ 0, x1 ∈M1,x2 ∈M2.

Теорема доведена.

Теорема 1.4.4. Нехай M1, M2 – замкнутi опуклi множини, що не
перетинаються. Нехай одна з множин компактна. Тодi iснує точка
x∗ i число ε > 0 такi, що

〈x1,x
∗〉 ≤ 〈x2,x

∗〉 − ε

для всiх x1 ∈M1, x2 ∈M2.

Означення 1.4.1. Функцiя
s(x∗|M) = sup

x
{〈x,x∗〉 : x ∈M}

називається опорною функцiєю множини M .

Як наслiдок теореми 1.4.1 маємо таке твердження.

Теорема 1.4.5. Нехай M – замкнута опукла множина. Тодi x ∈ M
тодi i тiльки тодi, коли

〈x,x∗〉 ≤ s(x∗|M)

для всiх x ∈M .

1.4.1. Функцiя Мiнковського

Ця функцiя представляє iнтерес сама по собi, як приклад опуклої
функцiї, що систематично буде вивчатися далi. В цьому параграфi вона
буде використана при доведеннi теореми про роздiлення, що базується
на теоремi Хана – Банана.
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Означення 1.4.2. Нехай M – опукла множина i 0 ∈ int M . Покладемо

µ(x|M) = inf
{
α : α > 0,

x

α
∈M

}
.

Функцiя µ(x|M) визначена на всьому просторi X i називається функцiєю
Мiнковського. Така функцiя позначається ще як rM (x).

Оскiльки 0 ∈ intM , то α−1x ∈M при великому α для будь – якого x.
Тому µ(x|M) – скiнченне число. Крiм цього, за означенням µ(x|M) ≥ 0.

Лема 1.4.1. Нехай M – опукла множина i 0 ∈ int M . Функцiя Мiнков-
ського має такi властивостi:

а) якщо λ ≥ 0, то µ(λx|M) = λµ(x|M);
б) якщо x ∈M , то µ(x|M) ≤ 1, а якщо x /∈M , то µ(x|M) ≥ 1;
в) µ(x+ y|M) ≤ µ(x|M) + µ(y|M).

Доведення. а) Нехай λα1 = α. Маємо

µ(λx|M) = inf
α

{
α : α > 0,

λx

α
∈M

}
= inf

α1

{
λα1 : α1 > 0,

x

α1
∈M

}
=

= λ inf
α1

{
α1 : α1 > 0,

x

α1
∈M

}
= λµ(x|M).

б) Якщо x ∈M , то x/1 ∈M , так що µ(x|M) ≤ 1. Нехай тепер x /∈M.
Якщо µ(x|M) < 1, то iснує таке α < 1, що α−1x ∈ M. Оскiльки 0 ∈ M i
M опукла, то

x = (1 − α) · 0 + α(α−1x) ∈M,

що суперечить припущенню. Отже µ(x|M) ≥ 1 для x /∈M.
в) Нехай γ > µ(x|M) + µ(y|M). Тодi знайдуться такi α i β, що γ =

α + β,α > µ(x|M),β > µ(y|M). Iз нерiвностi α > µ(x|M) випливає, що
α−1x ∈ M. Дiйсно, за означенням µ(x|M) iснує число α1 таке, що α >
α1 > µ(x|M) i α−1

1 x ∈ M . Тому α−1x = (1 − α−1α1) · 0 + α−1α1(α
−1
1 x) ∈

M в силу опуклостi M i того, що 0 ∈ M . Аналогiчно доводиться, що
β−1y ∈M . Звiдси випливає справедливiсть спiввiдношення

x+ y

γ
=
x+ y

α+ β
=

α

α+ β
(α−1x) +

β

α+ β
(β−1y) ∈M.

Тому µ(x+ y|M) ≤ γ.
Але оскiльки γ – довiльне число, яке бiльше µ(x|M) + µ(y|M), то

µ(x+ y|M) ≤ µ(x|M) + µ(y|M).

1.4.2. Теорема Хана – Банаха

Ця теорема являється однiєю з основних у функцiональному аналiзi.
Вона практично еквiвалентна теоремi про роздiлення.
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Теорема 1.4.6. Теорема Хана–Банаха. Нехай на просторi X визначе-
на функцiя p(x) така, що

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), p(λx) = λp(x), λ ≥ 0.

Нехай, крiм цього, задана лiнiйна функцiя f(x) на пiдпросторi X0 ⊆ X
i f(x) ≤ p(x) для всiх x ∈ X0. Тодi iснує лiнiйна функцiя F (x), що
визначена на всьому просторi X i така, що f(x) = F (x) для x ∈ X0 i
F (x) ≤ p(x) для x ∈ X.

Доведення. Нехай x0 /∈ X0. За умовою для x1,x2 ∈ X0:
f(x2) − f(x1) = f(x2 − x1) ≤ p(x2 − x1) =

= p((x2 + x0) + (−x1 − x0)) ≤ p(x2 + x0) + p(−x1 − x0),

звiдки
−p(−x1 − x0) − f(x1) ≤ p(x2 + x0) − f(x2).

Покладемо
m = sup

x1∈X0

[−p(−x1 − x0) − f(x1)],

M = inf
x2∈X0

[p(x2 + x0) − f(x2)].

Очевидно, що числа m та M скiнченнi i m ≤ M . Якщо взяти r0 мiж m
та M , то для довiльного x ∈ X0 будемо мати

−p(−x− x0) − f(x) ≤ r0 ≤ p(x+ x0) − f(x). (1.4.1)
Розглянемо тепер множину точок X1 вигляду x+ αx0, де x ∈ X0,α ∈ R1.
Очевидно, що X1 - пiдпростiр X, оскiльки X1 замкнутий вiдносно опе-
рацiй додавання векторiв i множення на число. Далi, якщо y = x+ αx0,
то x i α визначенi однозначно. Дiйсно, якщо iснує iнше представлення
y = x1 + α1x0,x1 ∈ X0, то

x1 − x = (α− α1)x0,

i якщо α− α1 6= 0, то x0 ∈ X0, що суперечить припущенню.
Для y ∈ X1 покладемо ϕ(y) = f(x) + αr0. Функцiя ϕ(y) визначена

однозначно, вона лiнiйна i ϕ(y) = f(y) при y ∈ X0. Покажемо, що
ϕ(y) ≤ p(y).

Цю нерiвнiсть можна переписати у виглядi
f(x) + αr0 ≤ p(x+ αx0). (1.4.2)

Якщо α > 0, то нерiвнiсть (1.4.2) перетвориться в наступну:

r0 ≤ p
(x
α

+ x0

)
− f

(x
α

)
,

еквiвалентну правiй нерiвностi з (1.4.1), якщо замiнити в нiй x на α−1x.
Аналогiчно, якщо α < 0, то нерiвнiсть (1.4.2) перетвориться в лiву не-
рiвнiсть iз (1.4.1).
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Отже показано, що функцiя f(x) може бути продовжена зi збере-
женням всiх своїх властивостей на пiдпростiр X1, розмiрнiсть якого на
одиницю бiльша розмiрностi X0. Повторюючи дану процедуру потрiбну
кiлькiсть разiв, ми побудуємо функцiю f(x) в усьому просторi X.

Покажемо, як з цiєї теореми випливає теорема про роздiлення.

Теорема 1.4.7. Нехай M – опукла множина, int M 6= ∅ та x0 6∈ M .
Тодi iснує така лiнiйна функцiя F (x), що

F (x) ≤ F (x0), F (x0) ≥ 1, ∀x ∈M.

Доведення. Оскiльки int M 6= ∅, то можна вважати, що 0 ∈ int M . Iна-
кше можна взяти x ∈ int M та розглядати M − x i точку x0 − x.

Оскiльки 0 ∈ int M , то визначена функцiя Мiнковського µ(x|M). За
лемою 1.4.1 якщо x ∈ M , то µ(x|M) ≤ 1, а якщо x /∈ M , то µ(x|M) ≥
1. Визначимо тепер на одномiрному пiдпросторi X0, що складається з
елементiв x = αx0,α ∈ R1, лiнiйну функцiю f(x), таким чином:

f(x) = αµ(x0|M).

За лемою 1.4.1 функцiя µ(x|M) та лiнiйна функцiя f(x) на пiдпросторi
X0 задовольняють всi умови теореми 1.4.6, оскiльки легко перевiрити
нерiвнiсть f(x) ≤ µ(x|M), x ∈ X0.
Застосовуючи терему 1.4.6, отримаємо функцiю F (x) таку, що

F (x) ≤ µ(x|M), x ∈ X,

F (x0) = f(x0) = µ(x0|M) ≥ 1.

Але оскiльки µ(x|M) ≤ 1 при x ∈M , то
F (x) ≤ µ(x|M) ≤ 1 ≤ µ(x0|M) = F (x0),

що й завершує доведення.

Теорема 1.4.7 майже еквiвалентна теоремi 1.4.2, оскiльки в скiнчен-
новимiрному просторi X = Rn будь-яка лiнiйна функцiя задається ска-
лярним добутком. Залишається умова int M 6= ∅, не враховувати яку в
загальному випадку не можна. Але в скiнченновимiрному просторi це
можна зробити, розглядаючи M в Lin M , де внутрiшнiсть множини M
непорожня.

1.5. ОПУКЛI КОНУСИ

Означення 1.5.1. Опукла множина K ⊂ Rn називається опуклим кону-
сом, якщо з того, що x ∈ K i λ > 0, випливає, що λx ∈ K.
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Лема 1.5.1. Опуклий конус мiстить будь-якi лiнiйнi комбiнацiї своїх
елементiв iз додатнiми коефiцiєнтами. Якщо x1, . . . ,xm ∈ K, λ1 ≥
0, . . . ,λm ≥ 0, то

λ1x1 + · · · + λmxm ∈ K.

Означення 1.5.2. Множина векторiв x∗ ∈ X∗ таких, що 〈x,x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈
K, називається спряженим конусом до конуса K i позначається K∗. Це
можна записати так:

K∗ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x,x∗〉 ≥ 0, x ∈ K} .
Наведемо ряд властивостей спряжених конусiв.
Очевидно, що K∗ – опуклий конус.

Лема 1.5.2. K∗ – замкнутий конус.

Лема 1.5.3. Конуси K та K мають однаковi спряженi конуси, тобто
K∗ = (K)∗.

Лема 1.5.4. Якщо K – замкнутий конус i 〈x,x∗〉 ≥ 0 ∀x∗ ∈ K∗, то
x ∈ K.

Оскiльки K∗ – опуклий конус, то можна поставити питання про обчи-
слення спряженого до нього конуса (K∗)∗, тобто K∗∗.

Лема 1.5.5. Якщо K – замкнутий конус, то K∗∗ = K.

В загальному випадку K∗∗ = K. Це випливає з леми 1.5.3, оскiльки
K∗ = (K)∗ i тому K∗∗ = (K)∗∗ = K.

Лема 1.5.6. Якщо K1,K2 – опуклi конуси, то K1 +K2 також опуклий
конус i

(K1 +K2)
∗ = K∗

1 ∩K∗
2 .

Лема 1.5.7. Для замкнутих конусiв K1 та K2 справджується рiвнiсть

(K1 ∩ K2)
∗ = K∗

1 +K∗
2 .

Доведення. Доведення леми формально спирається на попереднi резуль-
тати:

(K1 ∩ K2)
∗ = (K∗∗

1 ∩ K∗∗
2 )∗ = ((K∗

1 +K∗
2 )∗)∗ = (K∗

1 +K∗
2 )∗∗ = K∗

1 +K∗
2 .

Лема 1.5.8. Якщо добуток 〈x,x∗〉 обмежений знизу для всiх x ∈ K, то
x∗ ∈ K∗. Якщо x ∈ int K, то 〈x,x∗〉 > 0, для всiх x∗ ∈ K∗, x∗ 6= 0.

33



Доведення. Доведемо друге твердження. Якщо x ∈ int K, то iснує таке
ε > 0, що x + εB ⊆ K, де B- одинична куля з центром в нулi. Тому
〈x+ εz,x∗〉 ≥ 0 для x∗ ∈ K∗ при всiх z ∈ B. Звiдси випливає, що

〈x,x∗〉 ≥ ε sup
z∈B

〈−z,x∗〉 ≥ ε

〈
x∗

‖x∗‖ ,x
∗

〉
= ε ‖x∗‖ > 0.

Що й потрiбно було довести.
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1.5.1. Роздiлення опуклих конусiв

Теорема 1.5.1. Нехай K1, . . . ,Km– опуклi конуси. Для того, щоб їх
перетин був порожнiм, необхiдно, щоб знайшлись такi x∗i ∈ K∗

i ,i =
1, . . . ,m, не всi рiвнi нулю, що

x∗1 + · · · + x∗m = 0.

Доведення. Розглянемо простiр Xm, тобто простiр Rmn, елементи якого
мають вигляд (x1, . . . ,xm), де кожна компонента xi належить X. Скаляр-
ний добуток векторiв (x1, . . . ,xm) i (x∗1, . . . ,x

∗
m) в такому просторi можна

записати у виглядi суми:
〈x1,x

∗
1〉 + · · · + 〈xm,x∗m〉 .

Розглянемо в Xm два конуси:

K̃ = K1 × · · · ×Km = {(x1, . . . ,xm) : x1 ∈ K1, . . . ,xm ∈ Km},
P̃ = {(x, . . . ,x) : x ∈ X}.

Другий конус складається з векторiв, всi n – вимiрнi компоненти яких
рiвнi мiж собою. Оскiльки перетин конусiв K1, . . . ,Km порожнiй, то K̃ i
P̃ не перетинаються. Застосовуючи теорему 1.4.3, отримаємо, що iснує
такий вектор (x∗1, . . . ,x

∗
m), що

〈x,x∗1〉+· · ·+〈x,x∗m〉 ≤ 〈x1,x
∗
1〉+· · ·+〈xm,x∗m〉 , x ∈ X,x1 ∈ K1, . . . ,xm ∈ Km.

(1.5.1)
Iз нерiвностi (1.5.1) випливає, що добуток 〈xi,x∗i 〉 обмежений на конусi
Ki,i = 1, . . . ,m. Тодi за лемою 1.5.8

x∗i ∈ K∗
i , i = 1, . . . ,m. (1.5.2)

Лiва частина нерiвностi (1.5.1) в свою чергу показує, що добуток
〈x,x∗1 + · · · + x∗m〉

обмежений зверху для всiх x ∈ X. Але це може бути лише в тому
випадку, коли

x∗1 + · · · + x∗m = 0, (1.5.3)
оскiльки ненульова лiнiйна функцiя може приймати як завгодно великi
значення. Iз (1.5.2) i (1.5.3) випливає твердження теореми.

Теорема 1.5.2. Нехай

K = K1 ∩ · · · ∩Km,

K1 ∩ int K2 ∩ · · · ∩ int Km 6= ∅.
Тодi

K∗ = K∗
1 + · · · +K∗

m.
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Доведення. Справедливiсть включення
K∗ ⊇ K∗

1 + · · · +K∗
m,

перевiряється безпосередньо, виходячи з означення спряженого конуса.
Доведемо обернене включення. Нехай x∗ ∈ K∗,x∗ 6= 0. Покладемо

K0 = {x : 〈x,x∗〉 < 0} .
Конуси K0 i K не перетинаються, оскiльки в протилежному випадку iз
iснування елемента x1 ∈ K ∩K0 6= ∅ випливає, що 〈x1,x

∗〉 < 0, оскiльки
x1 ∈ K0, i 〈x1,x

∗〉 ≥ 0, оскiльки x1 ∈ K,x∗ ∈ K∗. Розглянемо конус,
спряжений до K0. Нехай iз 〈x,x∗〉 < 0 випливає, що 〈x,y∗〉 ≥ 0, тобто
y∗ ∈ K∗

0 ,y
∗ 6= 0. Тодi x∗ i y∗ лiнiйно залежнi. Отже, при деяких не рiвних

одночасно нулю α1 i α2 виконується α1x
∗ − α2y

∗ = 0. Оскiльки x∗ 6= 0 i
y∗ 6= 0, то α2 6= 0 i

y∗ = λx∗, λ = α1/α2.

Далi, для x ∈ K0

0 ≤ 〈x,y∗〉 = λ 〈x,x∗〉 .
Оскiльки 〈x,x∗〉 < 0, то λ < 0. У тому випадку, коли y∗ = 0, покладаємо
y∗ = 0x∗.

Отже, доведено, що
K∗

0 = {y∗ : y∗ = λx∗,λ ≤ 0} .
Оскiльки конуси K0 i K не перетинаються, то за попередньою теоремою
iснують такi y∗ ∈ K∗

0 ,x
∗
i ∈ K∗

i ,i = 1, . . . ,m, що
y∗ + x∗1 + · · · + x∗m = 0, (1.5.4)

причому не всi доданки в цiй сумi рiвнi нулю. Перепишемо рiвнiсть
(1.5.4) у виглядi

−λx∗ = x∗1 + · · · + x∗m, (1.5.5)
використовуючи те, що y∗ = λx∗,λ ≤ 0. Якщо λ < 0, то

x∗ =

(
− 1

λ

)
x∗1 + · · · +

(
− 1

λ

)
x∗m ∈ K∗

1 + · · · +K∗
m,

оскiльки x∗i належать конусам K∗
i ,i = 1, . . . ,m. Покажемо, що λ не може

бути рiвним нулю. Припустимо протилежне. Нехай λ = 0. Тодi спiввiд-
ношення (1.5.5) переходить в рiвнiсть

x∗1 + · · · + x∗m = 0. (1.5.6)
Тут не всi x∗i рiвнi нулю. Отже, не рiвнi нулю принаймнi два елемента,
наприклад x∗1 i x∗2. За припущенням теореми iснує точка x0 ∈ K1∩int K2∩
· · · ∩ int Km така, що за лемою 1.5.8

〈x0,x
∗
2〉 > 0, 〈x0,x

∗
i 〉 ≥ 0, i 6= 2.

Домножуючи тепер обидвi частини (1.5.6) на x0 скалярно, отримаємо
суперечнiсть:

0 = 〈x0,x
∗
1 + · · · + x∗m〉 = 〈x0,x

∗
1〉 + · · · + 〈x0,x

∗
m〉 > 0.
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Теорема 1.5.3. Нехай K1, . . . ,Km - опуклi конуси, K = K1 ∩ · · · ∩Km.
Тодi або

K∗ = K∗
1 + · · · +K∗

m, (1.5.7)

або iснують не всi рiвнi нулю вектори x∗i ∈ K∗
i такi, що

x∗1 + · · · + x∗m = 0.

Доведення. Знову звернемося до спiввiдношення (1.5.5). Якщо для всiх
x∗ ∈ K∗ в (1.5.5) виявиться, що λ < 0, то x∗ можна представити у
виглядi суми елементiв x∗i ∈ K∗

i . Це доводить рiвнiсть (1.5.7). Якщо ж
для деякого x∗ виявляється, що λ = 0, то виконується рiвнiсть (1.5.6).

З теореми 1.5.3 випливає, що якщо перетин конусiв порожнiй, то
виконується (1.5.6). Поставимо питання: при яких найбiльш загальних
припущеннях може бути виконана ця рiвнiсть?

Означення 1.5.3. Конуси K1, . . . ,Km роздiляються, якщо iснують не всi
рiвнi нулю x∗i ∈ K∗

i такi, що x∗1 + · · · + x∗m = 0.

Теорема 1.5.4. Для того, щоб конуси K1 i K2 не роздiлялись, необхi-
дно i достатньо виконання умов:

а) ri K1 ∩ ri K2 6= ∅;
б) Lin K1 + Lin K2 = Rn.

Доведення. Якщо конуси роздiляються, то знайдуться x∗1 ∈ K∗
1 , x

∗
2 ∈

K∗
2 , x

∗
1 6= 0 такi, що x∗1 + x∗2 = 0. Тодi

〈x1 − x2,x
∗
1〉 = 〈x1,x

∗
1〉 + 〈x2,x

∗
2〉 ≥ 0, x1 ∈ K1, x2 ∈ K2. (1.5.8)

Iз (1.5.8) випливає, що якщо конуси K1 i K2 роздiляються, то нуль не
може бути внутрiшньою точкою K1−K2. Дiйсно, якщо 0 ∈ int (K1−K2),
то −εx∗1 ∈ K1 − K2 при досить малому ε > 0, тобто −εx∗1 = x1 − x2,
x1 ∈ K1,x2 ∈ K2. Тодi

〈x1 − x2,x
∗
1〉 = −ε ‖x∗1‖2

< 0,

що суперечить (1.5.8).
I навпаки, якщо 0 6∈ int (K1 −K2), то iснує точка x∗ 6= 0 така, що

〈x1 − x2,x
∗〉 ≥ 0, x1 − x2 ∈ int (K1 −K2).

Покладаючи x∗1 = x∗,x∗2 = −x∗, отримуємо, що x∗1 ∈ K∗
1 ,x

∗
2 ∈ K∗

2 i x∗1 +
x∗2 = 0, тобто конуси K1 i K2 роздiляються.

Отже, необхiдною i достатньою умовою нероздiльностi двох конусiв
є умова 0 ∈ int (K1 −K2).
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Якщо ri K1∩ri K2 = ∅, то K1 i K2 роздiляються. Для цього достатньо
роздiлити ri K1 i ri K2:

〈x1,x
∗〉 ≥ 〈x2,x

∗〉 , x1 ∈ ri K1, x2 ∈ ri K2, (1.5.9)

i позначити x∗1 = x∗,x∗2 = −x∗. Залишається вiдзначити, що Ki
∗

= ri Ki i
K∗
i =

(
Ki

)∗
= (ri Ki)

∗.
Припустимо тепер, що ri K1 ∩ ri K2 6= ∅, але Lin K1 + Lin K2 6= Rn.

Так як 0 ∈ K i Lin K = Lin K, то K ⊆ Lin K для конуса. Далi, K1−K2 ⊆
Lin K1 − Lin K2. Так як Lin K2 – пiдпростiр, який разом iз елементом x
мiстить i елемент −x, то −Lin K2 = Lin K2. Тому маємо

K1 −K2 ⊆ Lin K1 + Lin K2.

Але Lin K1 + Lin K2 6= Rn i тому є власним пiдпростором Rn. Значить,
iснує вектор x∗ 6= 0 ортогональний всiм векторам iз Lin K1 + Lin K2,
зокрема,

〈x1 − x2,x
∗〉 = 0, x1 ∈ K1,x2 ∈ K2.

Остання рiвнiсть фактично показує, що K1 i K2 роздiляються.
Залишилось розглянути випадок, коли ri K1 ∩ ri K2 6= ∅ i Lin K1 +

Lin K2 = Rn.
Нехай e1, . . . ,en - базис в Rn. Так як ek ∈ Lin K1 +Lin K2, то iснують

такi gk ∈ Lin K1 i fk ∈ Lin K2, що ek = gk − fk.
Нехай x0 ∈ ri K1 ∩ ri K2. Позначимо через g = g1 + · · · + gn, f =

f1 + · · ·+ fn. Очевидно, що g ∈ Lin K1,f ∈ Lin K2. Виберемо тепер ε > 0
настiльки малим, щоб виконувалось включення:

x0 + ε

(
gk −

1

n+ 1
g

)
∈ K1,k = 1, . . . ,n; x0 −

ε

n+ 1
g ∈ K1,

x0 + ε

(
fk −

1

n+ 1
f

)
∈ K2,k = 1, . . . ,n; x0 −

ε

n+ 1
f ∈ K2.

Тодi точки

yk =

(
x0 + ε

(
gk −

1

n+ 1
g

))
−
(
x0 + ε

(
fk −

1

n+ 1
f

))
=

= ε

(
ek −

1

n+ 1
e

)
∈ K1 −K2,k = 1, . . . ,n.

y0 =

(
x0 −

ε

n+ 1
g

)
−
(
x0 −

ε

n+ 1
f

)
= − ε

n+ 1
e ∈ K1 −K2,

де e = g−f = e1+ ...+en, вершини симплексу в Rn, для якого точка нуль
– внутрiшня. Цей симплекс лежить в K1 − K2, оскiльки його вершини
лежать в K1−K2. Отже 0 ∈ int (K1−K2) i K1 та K2 не роздiляються.
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Теорема 1.5.5. Для того, щоб конуси K1, . . . ,Km не роздiлялись, не-
обхiдно i достатньо, щоб виконувались умови:

а) ri K1 ∩ ri K2 ∩ · · · ∩ ri Km 6= ∅;
б) Lin K1 ∩ · · · ∩ Lin Kj−1 + Lin Kj = Rn для всiх j = 2, . . . ,m.

1.5.2. Приклад опуклого конуса

Нехай M – непорожня множина. Позначимо
cone M = {x : x = λx1, x1 ∈M,λ > 0}.

Теорема 1.5.6. Нехай M – опукла множина. Тодi cone M – опуклий
конус, причому x ∈ int(cone M) при x = λx1, x1 ∈ int M,λ > 0.

Доведення. Вiзьмемо x1,x2 ∈ cone M . Тодi
x1 = λ1x1, x2 = λ2x2, x1, x2 ∈M,λ1,λ2 > 0.

Нехай γ1,γ2 > 0 довiльнi. Маємо
γ1x1 + γ2x2 = γ1λ1x1 + γ2λ2x2 =

= (γ1λ1 + γ2λ2)

[
γ1λ1

γ1λ1 + γ2λ2
x1 +

γ2λ2

γ1λ1 + γ2λ2
x2

]
∈ cone M,

оскiльки в силу опуклостi M вираз в квадратних дужках належить M .
Далi, якщо x = λx1, x1 ∈ int M,λ > 0, то x1 + εB ⊆M при достатньо

малому ε > 0. Тому
x+ λεB = λ(x1 + εB) ⊆ cone M,

тобто x ∈ int cone M .

Теорема 1.5.7. Якщо M1, . . . ,Mk - опуклi множини i 0 ∈Mi, то
k⋂

i=1

cone Mi = cone (
k⋂

i=1

Mi).

Доведення. Якщо x = λx1, де x1 ∈
k⋂
i=1

Mi, то ясно, що x ∈ cone Mi для

всiх i = 1, . . . ,k. Навпаки, нехай x ∈ cone Mi, тобто x = λixi, λi > 0, xi ∈
Mi, i = 1, . . . ,k. Тодi λ−1

i x ∈Mi i

λ(λ−1
i x) = (1 − λ)0 + λ(λ−1

i x) ∈Mi

при 0 ≤ λ < 1. Вибираючи µ iз умов 0 < µ ≤ minλ−1
i , отримаємо

µx = (µλi)(λ
−1
i x) ∈Mi, i = 1, . . . ,k,

тобто

µx ∈
k⋂

i=1

Mi, x =

(
1

µ

)
(µx) ∈ cone

(
k⋂

i=1

Mi

)
,
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що i потрiбно було довести.

Теорема 1.5.8. Вектор x∗ ∈ (cone M)∗ тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується нерiвнiсть 〈x,x∗〉 ≥ 0 для всiх x ∈M.

Доведення. Дiйсно, x∗ ∈ (cone M)∗, тодi i тiльки тодi, коли 〈λx,x∗〉 ≥ 0
при всiх λ ≥ 0 i всiх x ∈ M . Оскiльки λ ≥ 0, то з цiєї нерiвностi i
випливає справедливiсть твердження.

Теорема 1.5.9. Нехай 0 ∈M . Тодi x ∈ cone M тодi i тiльки тодi, коли
λx ∈M при достатньо малих λ > 0.

Доведення. Якщо x ∈ cone M , то x = λ1x1, де λ1 > 0,x1 ∈M . Тому

λx = λλ1x1 = (1 − λλ1)0 + λλ1x1 ∈M,

при λλ1 ≤ 1. Навпаки, якщо λx ∈ M,λ > 0, то x = 1
λx1,x1 ∈ M i

x ∈ cone M.

1.6. КРАЙНI ТОЧКИ ОПУКЛОЇ МНОЖИНИ

Означення 1.6.1. Точка x опуклої множини X називається крайньою
(екстремальною) точкою, якщо її не можна подати у виглядi опуклої
комбiнацiї

x = λx1 + (1 − λ)x2, x1,x2 ∈ X, x1 6= x2, 0 < λ < 1. (1.6.1)

Сукупнiсть всiх крайнiх точок множини X позначимо через E(X).

Таким чином, точка x є крайньою в X, якщо її не можна помiстити на
вiдрiзок, кiнцi якого лежать в X. Наприклад, у трикутника крайнiми
точками є його вершини, у променя – початок, у круга – всi точки кола.
Наведемо лему, яка є корисним iнструментом для доведення наступних
основних теорем теорiї крайнiх точок.

Лема 1.6.1. Нехай X – замкнута опукла множина в Rn, H = Hpβ –
власна опорна до X в точцi x̂ ∈ r∂ X = X \ riX гiперплощина, тобто
виконанi умови

〈p,x〉 ≥ β = 〈p,x̂〉 при всiх x ∈ X, (1.6.2)

〈p,x̄〉 > β при деякому x̄ ∈ X. (1.6.3)

Покладемо X̂ = X ∩H. Тодi:
1) будь-яка крайня точка в X̂ є крайньою i в X, тобто E(X̂) ⊂ E(X);

2) dim X̂ < dimX.
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Доведення. 1). Нехай x ∈ E(X̂), але x 6∈ E(X), тобто x можна подати у
виглядi (1.6.1). Користуючись (1.6.2), отримаємо

β = 〈p,x〉 = λ〈p,x1〉 + (1 − λ)〈p,x2〉 ≥ λβ + (1 − λ)β = β.

Звiдки 〈p,x1〉 = 〈p,x2〉 = β. Тобто x1,x2 ∈ X̂ = X ∩H. Разом з (1.6.1) це
означає, що x 6∈ E(X̂). Ця суперечнiсть доводить, що x ∈ E(X). Тобто
E(X̂) ⊂ E(X).
2). Покладемо M = affX, M̂ = aff X̂. Тодi M̂ ⊂ M , M̂ ⊂ H, оскiльки
X̂ ⊂ X, X̂ ⊂ H. Припустимо, що M̂ = M . Тодi X ⊂ M = M̂ ⊂ H, тобто
β = 〈p,x〉 ∀x ∈ X, що суперечить (1.6.3). Отже M̂ 6= M . Паралельнi
пiдпростори L = LinX та L̂ = Lin X̂ пов’язанi такими самими спiввiд-
ношеннями L̂ ⊂ L, L̂ 6= L. Тому базис L має принаймi на один вектор
бiльше, нiж в L̂, тобто dim L̂ < dimL. Але за означенням dimX = dimL,
dim X̂ = dim L̂.

Теорема 1.6.1. Критерiй iснування крайньої точки. Нехай X – за-
мкнута опукла множина в Rn. Тодi X має принаймi одну крайню
точку тодi i тiльки тодi, коли в X не включаються прямi, тобто
множини виду

lx0h = {x ∈ Rn : x = x0 + αh, α ∈ R},
де x0 ∈ Rn ,h ∈ Rn ,h 6= 0.

Доведення. 1). Нехай x ∈ E(X), але lx0h ⊂ X при деяких x0 та h 6= 0.
Тодi за теоремою 1.3.5 маємо lxh ⊂ X, звiдки x1 = x + h ∈ X та x2 =
x − h ∈ X. При цьому x = 0,5x1 + 0,5x2,x1 6= x2, тобто x 6∈ E(X). Це
доводить твердження теореми в один бiк.
2). Припустимо тепер, що X не мiстить прямих. Покажемо, що E(X) 6= ∅
методом математичної iндукцiї за розмiрнiстю X. Якщо dimX = 0, то
X = {x̂} – одноточкова множина i E(X) = {x̂} 6= ∅. Нехай твердження
справедливе для dimX < m i dimX = m. Виберемо яку-небудь точку
x̂ ∈ r∂ X. Нехай H = Hpβ – власна опорна до X в точцi x̂ гiперплощина.
Вiзьмемо X̂ = X∩H. Ця множина замкнута, опукла i не мiстить прямих.
При цьому dim X̂ < m. За припущенням E(X̂) 6= ∅. Але E(X̂) ⊂ E(X).
Тому E(X) 6= ∅.

Теорема 1.6.2. Теорема Мiнковського про опуклий компакт. Нехай
X – опуклий компакт (опукла замкнута обмежена множина) в Rn.
Тодi X = convE(X), тобто X спiвпадає з опуклою оболонкою мно-
жини своїх крайнiх точок.

Доведення. Твердження доведемо методом математичної iндукцiї за роз-
мiрнiстю X. Якщо dimX = 0, то теорема очевидна. Нехай твердження
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справедливе у тому випадку, коли dimX < m та нехай dimX = m. Нехай
H = Hpβ – власна опорна до X у деякiй точцi x̂ ∈ r∂ X гiперплощина.
Вiзьмемо X̂ = X ∩H. У даному випадку ця множина - опуклий компакт.
При цьому dim X̂ < m. Тодi за припущенням iндукцiї X̂ = convE(X̂).
Маємо x̂ ∈ convE(X̂). Але E(X̂) ⊂ E(X). Тому x̂ ∈ convE(X). Отже
r∂ X ⊂ convE(X).

Розглянемо тепер довiльну точку x̂ ∈ riX i вектор h ∈ LinX. Тодi
пряма lx̂h лежить в affX. Перетин цiєї прямої з X утворює вiдрiзок з кiн-
цями на вiдноснiй границi X. Тобто lx̂h ∩X = conv{x1,x2}, x1,x2 ∈ r∂ X.
Отже x̂ ∈ conv{x1,x2} ⊂ conv (r∂ X) ⊂ conv (convE(X)) = convE(X).
Таким чином riX ⊂ convE(X), X = r∂ X ∪ riX ⊂ convE(X). Обернене
включення convE(X) ⊂ X очевидне, оскiльки E(X) ⊂ X i X - опукла
множина.

Означення 1.6.2. Полiедром називається множина розв’язкiв системи
скiнченної кiлькостi лiнiйних нерiвностей, тобто перетин скiнченної кiль-
костi пiвпросторiв:

X =
{
x ∈ Rn : 〈ai,x〉 ≤ bi,i ∈ I = {1, . . . ,m}

}
, (1.6.4)

або
X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} ,

де b = (b1, . . . ,bm) ∈ Rm, A - матриця розмiрностi m × n з рядками
a1,a2, . . . ,am ∈ Rn.

Теорема 1.6.3. Для того щоб точка x̂ була крайньою точкою полiедра
X, що визначений системою (1.6.4) лiнiйних нерiвностей, необхiдно i
достатньо, щоб множина

I(x̂) =
{
i : 〈ai,x̂〉 = bi,i ∈ I

}

мiстила пiдмножину I0 розмiрностi n таку, що вектори ai,i ∈ I0,
лiнiйно незалежнi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай множина {ai : i ∈ I(x̂)} мiстить менше
нiж n лiнiйно незалежних елементiв. Тодi на пiдставi вiдомих теорем
лiнiйної алгебри система лiнiйних за x рiвнянь

〈ai,x〉 = 0, i ∈ I(x̂),

має ненульовий розв’язок x. Iз означення множини I(x̂) випливає, що
〈x̂± εx,ai〉 = bi, i ∈ I(x̂),

〈x̂± εx,ai〉 < bi, i ∈ I\I(x̂),
при достатньо малому ε > 0, такому що

x̂+ εx ∈ X, x̂− εx ∈ X,
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x̂ =
1

2
(x̂+ εx) +

1

2
(x̂− εx) ∈ X,

тобто x̂ не є крайньою точкою X.
Достатнiсть. Нехай точка x̂ ∈ X, розмiрнiсть I0 дорiвнює n i для i ∈ I0

вектори ai лiнiйно незалежнi. Тодi система нерiвностей, що описують
множину X, може бути записана в такому видi:

〈x̂,ai〉 = bi, i ∈ I0, (1.6.5)

〈x̂,ai〉 ≤ bi, i ∈ I\I0. (1.6.6)
Припустимо, що

x̂ = 0,5x1 + 0,5x2, x1 ∈ X, x2 ∈ X, x1 6= x2. (1.6.7)
Оскiльки x1,x2 ∈ X , то за означенням справедливi нерiвностi

〈xk,ai〉 ≤ bi, i ∈ I0, k = 1,2. (1.6.8)
В силу умов (1.6.5), (1.6.8) спiввiдношення (1.6.7) виконується лише в
тому випадку, коли

〈xk,ai〉 = bi, i ∈ I0, k = 1,2. (1.6.9)
Отже, двi рiзнi точки задовольняють системi n лiнiйно незалежних рiв-
нянь (1.6.9). Це неможливо в силу вiдомих теорем. Теорему доведено.

З останнiх двох теорем випливає така теорема.

Теорема 1.6.4. Обмежений полiедр, що заданий скiнченною системою
лiнiйних нерiвностей (1.6.4), є опуклою оболонкою своїх крайнiх то-
чок, кiлькiсть яких скiнченне.

1.7. ОПУКЛI МНОГОГРАННИКИ

Означення 1.7.1. Опукла оболонка множини, що складається iз скiнчен-
ної кiлькостi точок, називається опуклим многогранником породженим
цими точками.

Теорема 1.7.1. Обмежена множина, що задана скiнченною системою
лiнiйних нерiвностей (1.6.4), є опуклим многогранником.

Опуклий многогранник X = conv
{
x1, . . . ,xm

}
має вигляд

X =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣x =

m∑

i=1

λix
i, λi ≥ 0;

m∑

i=1

λi = 1

}
.

Опорна функцiя многогранника має вигляд
s(x∗|M) = sup

x∈M
〈x,x∗〉 = max

1≤i≤m
〈xi,x∗〉.
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Нехай
I(x∗) = {i : 〈xi,x∗〉 = s(x∗|M), i = 1, . . . ,m},

тобто I(x∗) – це множина iндексiв i, для яких скалярний добуток 〈xi,x∗〉
досягає максимуму.

Означення 1.7.2. Гiперплощина
{x : 〈x,x∗〉 = s(x∗|M)}

називається опорою гiперплощиною. Якщо j ∈ I(x∗) i серед векторiв〈
xi − xj ,x∗

〉
= 0, i ∈ I(x∗) є n лiнiйно незалежних, то опора називається

крайньою.

Теорема 1.7.2. Нехай многогранникM мiстить внутрiшнi точки Тодi
будь-яку точку x0 6∈M можна роздiлити за допомогою крайньої опо-
ри, тобто знайдеться вектор x∗, який визначає крайню опору такий,
що

〈x,x∗〉 <
〈
x0,x∗

〉
, x ∈M.

Доведення. Будемо вважати, що 0 ∈ int M . За теоремою 1.4.1 iснує такий
вектор x∗, що

〈x,x∗〉 ≤ 〈x0,x
∗〉 − ε (1.7.1)

для всiх x ∈M. Зрозумiло, що
s(x∗|M) < 〈x0,x

∗〉 . (1.7.2)
Припустимо, що x∗ не визначає крайню опору. Тодi серед векторiв xi−xj
де i ∈ I(x∗), j – фiксований елемент з I(x∗), iснує не бiльше n − 2
лiнiйно незалежних. Виберемо тепер вектор x∗ так, щоб виконувались
спiввiдношення: 〈

xi − xj ,x∗
〉

= 0, i ∈ I(x∗),
〈
x0 − xj ,x∗

〉
= 0, (1.7.3)

〈
x0,x∗

〉
≤ 0.

Це завжди можна зробити, оскiльки серед векторiв x0 − xj ,xi − xj ,i ∈
I(x∗), iснує не бiльше n− 1 лiнiйно незалежних.
Покажемо, що знайдеться такий iндекс q ∈ I, що

〈xq,x∗〉 > 0.

Дiйсно, оскiльки за припущенням 0 ∈ int M , то
0 < s(x∗|M) = max

1≤i≤m

〈
xi,x∗

〉
,

звiдки випливає iснування вказаного iндекса q. В силу (1.7.3)
〈
xi,x∗

〉
≤ 0

для i ∈ I(x∗), тому q /∈ I(x∗). Для i ∈ I(x∗) iз тих же спiввiдношення
отримуємо〈

xix∗ + αx∗
〉

=
〈
xi,x∗

〉
+ α

〈
xi,x∗

〉
= s(x∗|M) + α

〈
x0,x∗

〉
. (1.7.4)
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Визначимо αi для i /∈ I(x∗) рiвнянням

αi =
s(x∗|M) −

〈
xi,x∗

〉

〈xi,x∗〉 − 〈x0,x
∗〉 , i /∈ I(x∗). (1.7.5)

В цiй формулi чисельник i знаменник завжди додатнi, тому αi 6= 0.
Оскiльки

〈
x0,x∗

〉
≤ 0, а 〈xq,x∗〉 > 0, то αq > 0. Виберемо серед додатних

αi,i /∈ I(x∗) найменше: αp. В силу того, що〈
xi,x∗

〉
< s(x∗|M), /∈ I(x∗),

маємо 〈
xi,x∗ + αpx

∗
〉
≤ s(x∗|M) + αp

〈
x0,x∗

〉
, i /∈ I(x∗),

причому
〈xp,x∗ + αpx

∗〉 = s(x∗|M) + αp
〈
x0,x∗

〉
.

Порiвнюючи останню рiвнiсть з спiввiдношенням (1.7.4), отримуємо
s(x∗ + αpx

∗|M) = s(x∗|M) + αp
〈
x0,x∗

〉
,

I(x∗ + αpx
∗) ⊇ I(x∗) ∪ {p}.

Таким чином, множина I(x∗ + αpx
∗) мiстить бiльше iндексiв нiж I(x∗).

Бiльш того, вектори xi−xj ,i ∈ I(x∗) i xp−xj лiнiйно незалежнi, оскiльки〈
xi − xj ,x∗

〉
= 0, i ∈ I(x∗),

а 〈
xp − xj ,x∗

〉
= 〈xp,x∗〉 −

〈
x0,x∗

〉
> 0,

що випливає з формули (1.7.5) i додатностi αp.
Отже показано, що серед векторiв xi−xj ,i ∈ I(x∗+αpx

∗) число лiнiйно
незалежних принаймнi на один бiльше, нiж серед векторiв xi − xj ,i ∈
I(x∗). Крiм цього, для всiх x ∈M :

〈x,x∗ + αpx
∗〉 ≤ s(x∗ + αpx

∗|M) =

= s(x∗|M) + αp 〈x0,x
∗〉 <

〈
x0,x∗

〉
+ αp

〈
x0,x∗

〉
=

=
〈
x0,x∗ + αpx

∗
〉
,

тобто вектор x∗+αpx
∗ вiдокремлює точку x0 вiдM . Якщо серед векторiв

xi − xj ,i ∈ I(x∗ + αpx
∗), число лiнiйно незалежних менше нiж n − 1, то

описану вище процедуру можна повторити.

Очевидно, що крайня опора буде побудована за скiнченне число кро-
кiв. Неважко побачити, що число крайнiх опор скiнченне. Дiйсно, якщо
вектор x∗ визначає крайню опору, то вiн ортогональний до n−1 векторiв
xi−xj ,i ∈ I(x∗) i отже визначається однозначно з точнiстю до скалярно-
го множника. Оскiльки I(x∗) є пiдмножиною скiнченної множини I, то
число можливих пiдмножин I(x∗) скiнченне, а отже i скiнченне число
крайнiх опор.
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Теорема 1.7.3. Опуклий многогранник може бути заданий скiнченною
системою лiнiйних нерiвностей.

Доведення. Нехай int M 6= ∅ i вектори x∗k,k = 1, . . . ,l визначають всi
крайнi опори до M . Тодi система лiнiйних нерiвностей

〈x,x∗k〉 ≤ s(x∗k|M), k = 1, . . . ,l

визначає многогранник M . Дiйсно, довiльна точка x ∈ M задовольняє
цiй системi, а довiльна точка x /∈M повинна порушувати принаймi одну
з цих нерiвностей за теоремою 1.7.2.

Якщо int M = ∅, то можна розглядати множину M − x0,x0 ∈ M , вiд-
носно пiдпростору Lin M , в якому лежить M −x0 i має внутрiшнi точки.
В пiдпросторi Lin M многогранник M може бути заданий скiнченною
системою нерiвностей. Сам пiдпростiр Lin M можна задати скiнченним
числом лiнiйних рiвнянь. Поєднуючи всi цi спiввiдношення, отримуємо
твердження теореми.

1.8. МНОГОГРАННI КОНУСИ

Многогранники представляють собою обмеженi множини, якi можна
задати скiнченною системою лiнiйних нерiвностей. Розглянемо важли-
вий клас необмежених множин, якi можна задати системою однорiдних
лiнiйних нерiвностей.

Означення 1.8.1. Конус K називається многогранним, якщо iснує скiн-
ченний набiр векторiв x1, . . . ,xm таких, що для векторiв x ∈ K i тiльки
для них виконується рiвнiсть

x =

m∑

i=1

λixi, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m. (1.8.1)

Теорема 1.8.1. Многогранний конус може бути заданий скiнченною
кiлькiсттю лiнiйних однорiдних нерiвностей

〈x,x∗k〉 ≥ 0, k = 1, . . . ,l. (1.8.2)

Теорема 1.8.2. Многогранний конус замкнутий.

Теорема 1.8.3. Якщо конус K заданий системою лiнiйних нерiвностей
(1.8.2), то спряжений до нього конус K∗ є многогранним i складається
з елементiв

x∗ =

l∑

k=1

γkx
∗
k, γk ≥ 0.
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Доведення. Розглянемо многогранний конус

K̃ =

{
x∗ : x∗ =

l∑

k=1

γkx
∗
k,γk ≥ 0

}
.

Вiн замкнутий за попередньою теоремою. За означенням x ∈
(
K̃
)∗

, якщо
〈
x,

l∑

k=1

γkx
∗
k

〉
≥ 0, γk ≥ 0, k = 1, . . . ,l.

А це можливо лише в тому випадку, коли

〈x,x∗k〉 ≥ 0, k = 1, . . . ,l,

тобто x ∈ K. Отже K =
(
K̃
)∗

. Оскiльки K̃ замкнутий, то K∗ =
(
K̃
)∗∗

=

K̃, що й потрiбно було довести.

Теорема 1.8.4. Заданий системою лiнiйних нерiвностей конус є мно-
гогранним конусом.

Доведення. Нехай конус K заданий системою нерiвностей (1.8.2). Оскiль-
ки спряжений до нього конус є многогранним, то iснують такi точки
xi,i = 1, . . . ,m, що точки x∗ ∈ K∗ i тiльки вони задовольняють нерiвностi

〈xi,x∗〉 ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Оскiльки конус K замкнутий, то K = (K∗)
∗ i на основi теореми 1.8.3

x =

m∑

i=1

λixi, λi ≥ 0,

тобто K – многогранний конус.

Теорема 1.8.5. Сума многограних конусiв є многогранним конусом.

Теорема 1.8.6. Перетин многогранних конусiв є многогранним кону-
сом.

Теорема 1.8.7. Спряжений до многогранного конус є многогранним
конусом.

Теорема 1.8.8. Для многогранних конусiв K1, . . . ,Km виконується спiв-
вiдношення

(K1 ∩ · · · ∩Km)
∗

= K∗
1 + · · · +K∗

m.
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1.9. МНОГОГРАННI МНОЖИНИ

Означення 1.9.1. Множина точок, що задовольняють систему лiнiйних
нерiвностей

〈x,x∗i 〉 ≥ αi, i = 1, . . . ,l, (1.9.1)
називається многогранною.

Теорема 1.9.1. Многогранна множина є сумою многогранника i мно-
гогранного конуса, i навпаки, сума многогранника i многогранного
конуса є многогранною множиною.

Доведення. Введемо додаткову координату x0 i запишемо систему нерiв-
ностей у такому виглядi

〈x,x∗i 〉 − x0αi ≥ 0, i = 1, . . . ,l, x0 ≥ 0. (1.9.2)
Це однорiдна система лiнiйних нерiвностей в Rn+1. За теоремою 1.8.4
вона задає многогранний конус, елементи якого можна подати так

(
x0

x

)
=

m∑

j=1

λj

(
x0
j

xj

)
,λj ≥ 0, (1.9.3)

де через
(
x0

x

)
позначений (n + 1) мiрний вектор з компонентами

x0, . . . ,xn. При будь-яких λj ≥ 0 вираз в правiй частинi формули (1.9.3)
повинен задовольняти нерiвностям (1.9.2). Зокрема, якщо λj = 1, а λi = 0
при i 6= j, то з нерiвностей випливає, що x0

j ≥ 0. Нехай

I0 =
{
j : x0

j = 0,j = 1, . . . ,m
}
,

I+ =
{
j : x0

j > 0,j = 1, . . . ,m
}
.

Позначимо yj = xj/x
0
j ,γj = λjx

0
j ,j ∈ I+ i перепишемо формули (1.9.3) в

наступному виглядi:

x0 =
∑

j∈I+

λjx
0
j =

∑

j∈I+

γj , γj ≥ 0, (1.9.4)

x =
∑

j∈I0

λjxj+
∑

j∈I+

λjx
0
j

(
xj
x0
j

)
=

=
∑

j∈I0

λjxj +
∑

j∈I+

γjyj , γj ≥ 0. (1.9.5)

Отже кожний розв’язок системи (1.9.2) можна представити в виглядi
(1.9.4), (1.9.5). Але розв’язок системи (1.9.1) отримується з розв’язку
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системи (1.9.2), якщо покласти x0 = 1. Отже кожен розв’язок системи
(1.9.1) можна представити у виглядi

x =
∑

j∈I0

λjxj +
∑

j∈I+

γjyj , λj ≥ 0 (1.9.6)

∑

j∈I+

γj = 1, γj ≥ 0, j ∈ I+. (1.9.7)

Перша сума в правiй частинi формули (1.9.6) визначає точки деякого
многогранного конуса, друга сума визначає точки деякого многогранни-
ка. Те, що сума многогранника i многогранного конуса є многогранною
множиною, доводиться аналогiчними мiркуваннями.

Теорема 1.9.2. Нехай K – опуклий конус, K0 – многогранний конус i
нехай ri K ∩K0 6= ∅. Тодi

(K ∩K0)
∗

= K∗ +K∗
0 .

Доведення. Оскiльки K ⊆ Lin K, то K∗ ⊇ (Lin K)
⊥, де (Lin K)

⊥–
ортогональне доповнення Lin K до всього простору X. Очевидно, що
K ∩K0 ⊆ Lin K. Вiзьмемо як основний простiр Lin K i знайдемо спря-
жений конус (K ∩K0)

∗ вiдносно цього простору. Оскiльки ri K∩K0 6= ∅,
то в просторi Lin K можна застосувати теорему 1.5.2, тобто
(K ∩K0)

∗
Lin K = (K ∩ (K0 ∩ Lin K))

∗
Lin K = K∗

Lin K + (K0 ∩ Lin K)
∗
Lin K .

Можна переконатися, що для довiльного конуса K1, що лежить в Lin K,

K∗
1 = (K1)

∗
Lin K + (Lin K)

⊥
,

тому

(K ∩K0)
∗

= K∗
Lin K + (K0 ∩ Lin K)

∗
Lin K + (Lin K)

⊥
=

=
(
K∗

Lin K + (Lin K)
⊥
)

+
(
(K0 ∩ Lin K)

∗
Lin K + (Lin K)⊥

)
=

= K∗ + (K0 ∩ Lin K)
∗
.

Але Lin K- многогранник конус, причому (Lin K)
∗

= (Lin K)
⊥, тому по

теоремi 1.8.8
(K0 ∩ Lin K)

∗
= K∗

0 + (Lin K)⊥.

Враховуючи, що K∗ ⊇ (Lin K)
⊥, отримуємо

(K ∩K0)
∗

= K∗ +K∗
0 + (Lin K)

⊥
= K∗ +K∗

0 .
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Роздiл II
Опуклi функцiї

2.1. ОЗНАЧЕННЯ ТА ОСНОВНI ВЛАСТИВОСТI

Будемо розглядати функцiї f : Rn → R = R∪{−∞}∪{+∞}, якi визна-
ченi на просторi X = Rn i можуть приймати нескiнченнi значення −∞ та
+∞. Для кожної такої функцiї дамо означення множин, якi визначають
функцiю.
Означення 2.1.1. Ефективна множина функцiї f(x) – це непорожня
множина

dom f : = {x ∈ Rn : f(x) <∞}
точок, в яких функцiя приймає скiнченнi значення та значення −∞.
Означення 2.1.2. Надграфiк (епiграф) функцiї f : Rn → R ∪ {−∞} ∪
{+∞}, яка не дорiвнює тотожно +∞, це непорожня множина

epi f : = {(x,r) ∈ Rn × R : f(x) ≤ r}.
Зауважимо, що точка (x,r) ∈ Rn × R належить epi f лише тодi, коли

x ∈ dom f .
Надграфiк epi f функцiї f(x) визначає цю функцiю. Дiйсно,

f(x) = inf{r ∈ R : (x,r) ∈ epi f}. (2.1.1)
Якщо в просторi Rn × R взяти множину S, яка разом з кожною точкою
(x,r) ∈ S мiстить всi точки (x,r′),r′ ≥ r, то ця множина буде надграфiком
функцiї, яка визначається спiввiдношенням (2.1.1). Отже мiж множинами
в просторi Rn × R, що мають вказану властивiсть, i функцiями f : Rn →
R ∪ {−∞} ∪ {+∞} iснує тiсний зв’язок. Цей зв’язок дозволяє вивчати
властивостi функцiй (множин) знаючи вiдповiднi властивостi множин
(функцiй).
Означення 2.1.3. Функцiя f : Rn → R ∪ {−∞} ∪ {+∞}, що не дорiв-
нює тотожно +∞, називається опуклою, якщо надграфiк (епiграф) epi f
функцiї f – опукла множина в Rn × R.
Означення 2.1.4. Функцiя f : Rn → R ∪ {−∞} ∪ {+∞} називається вла-
сною, якщо вона не приймає значення −∞ i не дорiвнює тотожно +∞.

З означення випливає, що для власної функцiї f(x) її ефективна мно-
жина dom f 6= ∅ i така функцiя f(x) приймає скiнченнi значення в точках
x ∈ dom f .
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Для власної функцiї означення опуклостi через надграфiк можна за-
мiнити на бiльш звичне означення.

Лема 2.1.1. Для того, щоб власна функцiя f(x) була опуклою, необ-
хiдно i достатньо, щоб справджувалась нерiвнiсть

f (λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f (x1) + λ2f (x2) (2.1.2)

для всiх x1,x2 ∈ Rn, та всiх λ1 ≥ 0,λ2 ≥ 0,λ1 + λ2 = 1.

Лема 2.1.2. Ефективна множина dom f опуклої функцiї f(x) – опукла
множина.

Зауважимо, що ефективна множина dom f опуклої функцiї f(x) є
опуклою навiть у тому випадку коли функцiя f(x) невласна. Проте
f(x) = −∞ для всiх x ∈ ri dom f якщо функцiя f(x) невласна. Отже
невласна опукла функцiя може приймати скiнченнi значення лише на
вiдноснiй границi своєї областi визначення.

Лема 2.1.3. Нехай f – власна опукла функцiя. Тодi справджується
нерiвнiсть Iєнсена

f

(
m∑

i=1

λixi

)
6

m∑

i=1

λif (xi), (2.1.3)

для всiх m = 1,2 . . . ; xi ∈ X, λi > 0, i = 1, . . . ,m,
∑m
i=1 λi = 1.

Лема 2.1.4. Нехай f1(x), . . . ,fm(x) – власнi опуклi функцiї, α1, . . . ,αm
– невiд’ємнi числа. Тодi опукла функцiя

f (x) =
m∑

i=1

αifi (x).

Лема 2.1.5. Нехай f1(x), . . . ,fm(x) – власнi опуклi функцiї. Тодi опукла
функцiя

(⊕mi=1fi) (x) = inf

{
m∑

i=1

fi (xi) :

m∑

i=1

xi = x

}
,

що називається iнфiмальною конволюцiєю функцiй f1(x), . . . ,fm(x).

Лема 2.1.6. Нехай fi(x),i ∈ I = {1, . . . ,m}, – опуклi функцiї. Тодi опу-
кла функцiя

f(x) = (∨i∈Ifi) (x) = sup
i∈I

{fi(x)},

що називається верхньою гранню функцiй fi(x), i ∈ I.
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Лема 2.1.7. Нехай fi(x),i ∈ I, – опуклi функцiї. Тодi опукла функцiя

f(x) = (conv (∧i∈I) fi(x)) = inf {α ∈ R : (x,α) ∈ conv (∪i∈I epi fi)} ,
що називається опуклою оболонкою нижньої гранi функцiй fi(x), i ∈
I.

Лема 2.1.8. Нехай Λ: X → Y – лiнiйний оператор, f - опукла функцiя
на X, g - опукла функцiя на Y . Тодi опуклi функцiї gΛ (називається
прообразом функцiї g при вiдображеннi Λ) та Λf (називається обра-
зом функцiї f при вiдображеннi Λ), якi задаються спiввiдношеннями

(gΛ)(x) = g(Λx),

(Λf)(y) = inf{f(x) : x ∈ X,Λx = y}.

Покажемо, для прикладу, якi результати дають вказанi операцiї над iн-
дикаторними функцiями:

δ(·|A1) + δ(·|A2) = δ(·|A1) ∨ δ(·|A2) = δ(·|A1 ∩A2),

δ(·|A1) ⊕ δ(·|A2) = δ(·|A1 +A2),

conv (δ(·|A1) ∧ δ(·|A2)) = δ(·| conv(A1 ∪A2)),

δ(·|A)Λ = δ(·|AΛ), Λδ(·|A) = δ(·|ΛA).

Наведемо декiлька критерiїв, що дозволяють розпiзнати опуклу функцiю.

Лема 2.1.9. Нехай f(x) – власна функцiя, та нехай gx,p(α) = f(x+αp),
α ∈ R, p ∈ Rn. Функцiя f(x) опукла тодi i тiльки тодi, коли функцiя
gx,p(α) опукла за α для всiх x ∈ Rn та p ∈ Rn.

Теорема 2.1.1. Критерiї опуклостi диференцiйовних функцiй. Нехай
функцiя f(x) диференцiйовна. Наступнi твердження еквiвалентнi:

• (i) функцiя f опукла;

• (ii) для всiх x,x̂ ∈ Rn

f(x) − f(x̂) > 〈f ′(x̂),x− x̂〉; (2.1.4)

• (iii) для всiх x,x̂ ∈ Rn

〈f ′(x) − f ′(x̂),x− x̂〉 > 0; (2.1.5)

• (iiii) функцiя 〈p,f ′(x + αp)〉 неспадна як функцiя вiд α ∈ R для
всiх x ∈ Rn та p ∈ Rn;

• (iiiii) за умови, що функцiя f(x) двiчi неперервно диференцiйовна:

〈f ′′(x)h,h〉 > 0 для всiх x,h ∈ Rn; (2.1.6)
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Лема 2.1.10. Нерiвностi для опуклих функцiй. Нехай g(α) - опукла
функцiя вiд α ∈ R, нехай α0 < α1 < α2; α0,α1,α2 ∈ dom g. Тодi

g(α2) − g(α0)

α2 − α0
≥ g(α1) − g(α0)

α1 − α0
,

g(α1) − g(α0)

α1 − α0
≤ g(α2) − g(α1)

α2 − α1
.

Доведення. Покладемо

λ1 =
α1 − α0

α2 − α0
, λ2 = 1 − λ1 =

α2 − α1

α2 − α0
.

Тодi

λ1α2 + λ2α0 =
α1 − α0

α2 − α0
α2 +

α2 − α1

α2 − α0
α0 = α1.

Тому

g(α1) = g(λ1α2 + λ2α0) ≤
α1 − α0

α2 − α0
g(α2) +

α2 − α1

α2 − α0
g(α0).

Отриману нерiвнiсть можна перетворити кiлькома способами:
1) Вiднiмаючи вiд обох частин g(α0), отримаємо

g(α1) − g(α0) ≤
α1 − α0

α2 − α0
(g(α2) − g(α0),

звiдки, пiсля дiлення на α1 − α0, випливає перша нерiвнiсть леми.
2) Оскiльки λ1 + λ2 = 1, то
α1 − α0

α2 − α0
g(α1) +

α2 − α1

α2 − α0
g(α1) ≤

α1 − α0

α2 − α0
g(α2) +

α2 − α1

α2 − α0
g(α0),

або
α2 − α1

α2 − α0
[g(α1) − g(α0)] ≤

α1 − α0

α2 − α0
[g(α2) − g(α1)],

звiдки отримаємо другу нерiвнiсть леми.

Зауважимо, що перша з нерiвностей, якi доведенi в лемi, показує, що
функцiя

g(α) − g(α0)

α− α0

монотонно неспадна при зростаннi α ≥ α0.

2.2. НЕПЕРЕРВНIСТЬ ОПУКЛИХ ФУНКЦIЙ

Теорема 2.2.1. Нехай власна опукла функцiя f обмежена зверху в
деякому околi точки x̂. Тодi функцiя f неперервна в цiй точцi.
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Доведення. Нехай, для простоти, x̂ = 0. Нехай B – вiдкрита куля з
центром в нулi така, що f(x) ≤ c1 для всiх x ∈ B. Розглянемо функцiю
g(α) = f(αx) при фiксованому x ∈ B. Взявши в першiй нерiвностi леми
2.1.10 α0 = 0,α1 = α,α2 = 1, отримаємо

g(α) − g(0)

α
≤ g(1) − g(0)

1
.

Оскiльки
g(1) = f(x) ≤ c1, g(0) = f(0) ≤ c1,

то
f(αx) − f(0) ≤ 2c1α.

Якщо у другiй нерiвностi леми 2.1.10 взяти α0 = −1,α1 = 0,α2 = α, то
отримаємо

g(0) − g(−1)

0 − (−1)
≤ g(α) − g(0)

α
,

звiдки
−2c1α ≤ f(αx) − f(0).

Отже
|f(αx) − f(0)| ≤ 2c1α. (2.2.1)

Вiзьмемо тепер ε > 0, δ = ε/(2c1) < 1, Bδ = δB. Нехай y ∈ Bδ. Тодi iснує
такий вектор x ∈ B, що y = δx. Отже

|f(y) − f(0)| = |f(δx) − f(0)| ≤ 2c1δ = ε.

Це доводить неперервнiсть функцiї в точцi x̂ = 0.

Теорема 2.2.2. Якщо опукла функцiя f неперервна в точцi x̂, то вона
задовольняє умову Лiпшиця в деякому околi точки x̂, тобто

|f(x) − f(x̂)| ≤ L‖x− x̂‖
для всiх x з деякого околу точки x̂.

Доведення. Нехай, для простоти, x̂ = 0. Нехай Br – вiдкрита куля радiу-
са r з центром в нулi. Вiзьмемо y ∈ Br, ‖y‖ < r/2, x = r

2
y

‖y‖ . З нерiвностi
(2.2.1) випливає, що

|f(y) − f(0)| =

∣∣∣∣f
(

2‖y‖
r

x

)
− f(0)

∣∣∣∣ ≤ L‖y‖,

де L = 4c/r.

Теорема 2.2.3. Нехай f : Rn → R ∪ {+∞} – власна опукла функцiя.
Тодi функцiя f неперервна на множинi ri dom f .

Означення 2.2.1. Функцiя f : Rn → R ∪ {+∞} називається замкнутою,
якщо її надграфiк epi f - замкнута множина в Rn × R.
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Теорема 2.2.4. Наступнi властивостi функцiї f еквiвалентнi:

• (i) функцiя f напiвнеперервна знизу на Rn;

• (ii) функцiя f замкнута;

• (iii)множини рiвня Sr(f) = {x ∈ Rn : f(x) 6 r} функцiї f замкнутi
в Rn для всiх r ∈ R.

Теорема 2.2.5. Якщо f(x) – замкнута опукла функцiя, що приймає в
деякiй точцi x̂ скiнченне значення, то f(x) > −∞ для всiх x.

Означення 2.2.2. Замикання (напiвнеперервна знизу оболонка) функцiї
f : Rn → R ∪ {±∞} визначається спiввiдношенням

cl f(x) = lim inf
y→x

f(y) ∀x ∈ Rn,

або (еквiвалентно)
epi (cl f) : = cl (epi f).

Теорема 2.2.6. Замикання власної опуклої функцiї f(x) можна пода-
ти як супремум опорних до f(x) афiнних функцiй

cl f(x) = sup
(s,b)∈Rn×R

{〈s,x〉 − b : 〈s,y〉 − b ≤ f(y)∀ y ∈ Rn} . (2.2.2)

2.3. СПРЯЖЕНI ФУНКЦIЇ. ПЕРЕТВОРЕННЯ
ЮНГА-ФЕНХЕЛЯ

Означення 2.3.1. Нехай функцiя f(x) визначена на просторi X. Функцiя
f∗(x∗) на спряженому просторi X∗, яка визначена рiвнiстю

f∗(x∗) = sup
x

{〈x∗,x〉 − f(x)} , (2.3.1)

називається перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї f або спряженою
функцiєю до функцiї f .
Означення 2.3.2. Нехай функцiя g(x∗) визначена на просторi X∗. Спря-
жена функцiя g∗(x) на просторi X визначається рiвнiстю

g∗(x) = sup
x∗

{〈x∗,x〉 − g(x∗)} . (2.3.2)

Спряжена функцiя f∗∗ = (f∗)∗ на просторi X називається другою спря-
женою функцiєю до функцiї f .

Зауваження 2.3.1. Зауважимо, що у тому випадку, коли f (x) – опу-
кла гладка функцiя на Rn, що росте на нескiнченностi швидше лiнiйної
функцiї, перетворення Юнга–Фенхеля – це перетворення Лежандра:

f∗ (x∗) = 〈x∗,x0〉 − f (x0) ,
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де x0 визначається рiвнiстю x∗ = f ′ (x0).

Приклад 2.3.1. Нехай A ⊂ X i f (x) = δ (x|A) – iндикаторна функцiя
множини A. Тодi

f∗ (x∗) = sup {〈x∗,x〉 : x ∈ A} = s (x∗|A) ,

тобто спряженою з iндикаторною функцiєю множини A буде опорна фун-
кцiя цiєї множини.

Множина
A0 = {x∗ ∈ X∗ : s (x∗|A) 6 1}

називається полярою множини A. Якщо K – конус, то K0 теж конус:
K0 = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗,x〉 6 0, ∀x ∈ K} .

Конус K∗ = −K0 називають спряженим з конусом K. Якщо L – пiдпро-
стiр X, то

L0 = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗,x〉 = 0, ∀x ∈ L} = L⊥

– анулятор пiдпростору L.

Приклад 2.3.2. Нехай A ⊂ X. Функцiя

f (x) = µ (x|A) =

{
0, x = 0
inf
{
λ > 0: λ−1x ∈ A

}
, x 6= 0

називається функцiєю Мiнковського множини A. Знайдемо до неї спря-
жену:

f∗ (x∗) = sup {〈x∗,x〉 − f (x) : x ∈ X} =

= sup
{
〈x∗,x〉 − inf

{
λ > 0: λ−1x ∈ A

}
: x ∈ X

}
=

= sup
{
〈x∗,x〉 − λ : λ > 0,λ−1x ∈ A

}
=

sup {sup {〈x∗,x〉 : x ∈ λA} − λ : λ > 0} =

= sup
λ>0

(
λ

(
sup
x∈A

〈x∗,x〉 − 1

))
= δ

(
x∗|A0

)
.

Отже спряженою до функцiї Мiнковського множини A є iндикаторна
функцiя поляри A0 множини A.

Спряжена функцiя f∗ є супремумом сiмейства лiнiйних функцiй вiд x∗.
Тому справджується наступна лемма.

Лема 2.3.1. Спряжена функцiя f∗ опукла i замкнута (незалежно вiд
того, чи є опуклою сама функцiя f).

Iз визначення спряженої функцiї випливає справедливiсть наступної не-
рiвностi, що називається нерiвнiстю Юнга–Фенхеля.
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Лема 2.3.2. Для всiх x ∈ X, x∗ ∈ X∗ справджується нерiвнiсть

f (x) + f∗ (x∗) > 〈x∗,x〉 . (2.3.3)

Лема 2.3.3. Для всякої функцiї f справедлива нерiвнiсть

f > f∗∗.

Доведення. З нерiвнiстю Юнгa–Фенхеля маємо
f∗∗ (x) = sup

x∗
(〈x∗,x〉 − f∗ (x∗)) 6 f (x) .

Лема 2.3.4. Нехай f – власна замкнута опукла функцiя на X. Тодi
f∗ – власна функцiя.

Доведення. Якщо x0 ∈ dom f , то
f∗ (x∗) > 〈x∗,x0〉 − f (x0) > −∞

для всiх x∗. З iншого боку, точка (f (x0) − 1,x0) /∈ epi f . Тодi за теоремою
про роздiлення iснує пара (β0,y

∗
0) така, що

sup
(α,x)∈epi f

(β0α+ 〈y∗0 ,x〉) < β0 (f (x0) − 1) + 〈y∗0 ,x0〉 .

Зрозумiло, що β0 6= 0. З iншого боку, β0 не може бути додатнiм числом,
тому що iнакше верхня грань злiва дорiвнює +∞. Подiливши на |β0|,
одержуємо:

sup
x∈dom f

(〈
y∗0 |β0|−1

,x
〉
− f (x)

)
= f∗

(
y∗0 |β0|−1

)

< 1 − f (x0) +
〈
y∗0 |β0|−1

,x0

〉
<∞.

З доведеного випливає, що власна замкнута опукла функцiя f (x) обме-
жена знизу на кожнiй обмеженiй пiдмножинi простору X, оскiльки вона
мажорує принаймi одну афiнну функцiю.

Лема 2.3.5. Нехай Λ : X → Y – лiнiйний гомеоморфiзм X на Y , i
нехай g – функцiя на Y . Покладемо

f (x) = λg (Λx+ y0) + 〈x∗0,x〉 + γ0,

де y0 ∈ Y , x∗0 ∈ X∗, γ0 ∈ R, λ > 0. Тодi

f∗ (x∗) = λg∗
(
λ−1

(
Λ−1

)∗
(x∗ − x∗0)

)
−
〈
x∗ − x∗0,Λ

−1y0
〉
− γ0.

Доведення. Маємо
f∗ (x∗) = sup

x
(〈x∗,x〉 − λg (Λx+ y0) − 〈x∗0,x〉 − γ0) =
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(покладаючи y = Λx+ y0)

= λ sup
y

(
λ−1

〈(
Λ−1

)∗
(x∗ − x∗0) ,y

〉
− g (y)

)
−
〈
x∗ − x∗0,Λ

−1y0
〉
− γ0

= λg∗
(
λ−1

(
Λ−1

)∗
(x∗ − x∗0)

)
−
〈
x∗ − x∗0,Λ

−1y0
〉
− γ0.

З цiєї леми випливають, зокрема, такi властивостi

f (x) = g (x+ x0) ⇒ f∗ (x∗) = g∗ (x∗) − 〈x∗,x0〉 ;

f (x) = g (x) + 〈x∗0,x〉 ⇒ f∗ (x∗) = g∗ (x∗ − x∗0) ;

f (x) = λg (x) , λ > 0 ⇒ f∗ (x∗) = λg∗
(
λ−1x∗

)
;

f (x) = λg
(
λ−1x

)
, λ > 0 ⇒ f∗ (x∗) = λg∗ (x∗) ;

f (x) = g (λx) , λ > 0 ⇒ f∗ (x∗) = g∗
(
λ−1x∗

)
.

Теорема 2.3.1. Теорема Фенхеля–Моро. Нехай f – функцiя на X, що
всюди бiльша −∞. Тодi f = f∗∗ тодi i тiльки тодi, коли f опукла i
замкнута.

Доведення. Якщо f = f∗∗, то f опукла i замкнута. Далi, якщо f (x) ≡
+∞, то рiвнiсть f = f∗∗ очевидна. Нам досить перевiрити, що для вла-
сної опуклої i замкнутої функцiї f справедлива нерiвнiсть f 6 f∗∗.
Iдею подальшого доведення i його основних етапiв iлюструє рисунок
2.3.1.

Рис. 2.3.1: Теорема Фенхеля–Моро.
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Припустимо, що f∗∗ (x0) < f (x0) в деякiй точцi x0 ∈ dom f∗∗. Тодi epi f

як непорожню опуклу i замкнуту множину можна сильно роздiлити з то-
чкою (f∗∗ (x0) ,x0) ненульовим лiнiйним функцiоналом, що визначається
(β,y∗) ∈ R ×X∗, тобто

βf∗∗ (x0) + 〈y∗,x0〉 > sup

{
βα+ 〈y∗,y〉 : (α,y) ∈ epi f

}
. (2.3.4)

Величина β 6 0, оскiльки при β > 0 верхня грань праворуч дорiвнює
+∞. Якщо β = 0, то, вибравши y∗1 ∈ dom f∗ (dom f∗ 6= ∅), одержимо для
t > 0

f∗ (y∗1 + ty∗) = sup {〈y∗1 + ty∗,y〉 − f(y) : y ∈ dom f} 6

6 sup
{
〈y∗1 ,y〉 − f(y) : y ∈ dom f

}
+ t sup

{
〈y∗,y〉 : y ∈ dom f

}
=

= f∗ (y∗1) + t sup {〈y∗,y〉 : y ∈ dom f} .
Враховуючи (2.3.4), отримаємо

f∗∗ (x0) > 〈y∗1 + ty∗,x0〉 − f∗ (y∗1 + ty∗) >

> 〈y∗1 ,x0〉 − f∗ (y∗1) + t
[
〈y∗,x0〉 − sup

{
〈y∗,y〉 : y ∈ dom f

}]
→ ∞

при t → ∞, тобто x0 /∈ dom f∗∗, що суперечить припущенню. Таким

чином, випадок β = 0 теж виключається. Залишається випадок β < 0.
Подiливши обидвi частини нерiвностi (2.3.4) на |β| i покладаючи x∗ =

|β|−1
y∗, одержимо

〈x∗,x0〉 − f∗∗ (x0) > sup

{
〈x∗,y〉−α : (α,y) ∈ epi f

}
= f∗ (x∗) .

Це означає, що гiперплощина α = 〈x∗,x〉 − f∗ (x∗) проходить вище точки
(f∗∗ (x0) ,x0):

〈x∗,x〉 > f∗∗ (x0) + f∗ (x∗) .

Це суперечить нерiвностi Юнга–Фенхеля. Теорема доведена.

З теореми вiдразу випливає “двоїсте” описання власних замкнутих опу-
клих функцiй.

Наслiдок 2.3.1. Власна замкнута опукла функцiя f(x) на X збiгає-
ться з верхньою гранню сiмейства всiх неперервних афiнних функцiй,
що не перевищують f(x).

Доведення. За теоремою Фенхеля–Моро f(x) є верхньою гранню сiмей-
ства афiнних функцiй вигляду

x→ 〈x∗,x〉 − f∗ (x∗)
(
x ∈ dom f∗

)
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i тим бiльше всiх неперервних афiнних функцiй, що не перевищують
f(x).

Наслiдок 2.3.2. Якщо conv f – власна функцiя, то f∗∗ = conv f .

Доведення. Надграфiк epi f∗∗ – опукла замкнута множина, яка мiстить
epi f (оскiльки f > f∗∗). Тому epi f ⊂ conv (epi f) ⊂ epi f∗∗. Це значить,
що f > conv f > f∗∗. З лiвої нерiвностi випливає, що f∗ 6 (conv f)

∗

i, отже, f∗∗ > (conv f)
∗∗

= conv f , оскiльки conv f – опукла замкнута
функцiя.

2.4. ТЕОРЕМИ ДВОЇСТОСТI

Теореми двоїстостi показують, як пов’язанi перетворення Юнга–Фенхеля
функцiї, яку отримали в результатi тих чи iнших операцiй, з перетворе-
ннями Юнга–Фенхеля вихiдних функцiй. Виявляється, що операцiї над
опуклими функцiями розпадаються на пари двоїстих операцiй.

Сформулюємо спочатку теореми двоїстостi, а потiм перейдемо до їх
доведень.

Теорема 2.4.1. Нехай f1(x), . . . ,fn(x) – функцiї на X. Тодi

(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn)
∗

= f∗1 + f∗2 + . . .+ f∗n,

(f1 + f2 + . . .+ fn)
∗

6 f∗1 ⊕ f∗2 ⊕ . . .⊕ f∗n.

Якщо ж f1, . . . ,fn – власнi опуклi функцiї i їх ефективнi множини
мають спiльну точку, в якiй всi цi функцiї, за винятком може однiєї,
неперервнi, то

(f1 + f2 + . . .+ fn)
∗

= f∗1 ⊕ f∗2 ⊕ . . .⊕ f∗n.

Бiльш того, в цьому випадку для всякого x∗ ∈ dom (f1 + · · · + fn)
∗

знайдуться такi точки x∗i ∈ dom f∗i ,i = 1, . . . ,n, що

x∗ = x∗1 + · · · + x∗n,

(f1 + f2 + . . .+ fn)
∗
(x∗) = f∗1 (x∗1) + f∗2 (x∗2) + . . .+ f∗n (x∗n) .

Теорема 2.4.2. Нехай f1, . . . ,fn – функцiї на X. Тодi

(conv (f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fn))∗ = f∗1 ∨ f∗2 ∨ . . . ∨ f∗n,
(f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fn)∗ 6 conv (f∗1 ∧ f∗2 ∧ . . . ∧ f∗n) .

Якщо ж f1, . . . ,fn – скiнченнi на всьому просторi X опуклi функцiї i
всi вони, за винятком може однiєї, неперервнi, то

(f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fn)∗ = conv (f∗1 ∧ f∗2 ∧ . . . ∧ f∗n) .
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Бiльш того, в цьому випадку для всякого x∗ ∈ dom (f1 ∨ · · · ∨ fn)∗ зна-
йдуться такi вектори x∗i ∈ dom f∗i ,i = 1, . . . ,n, i такi невiд’ємнi числа
αi,i = 1, . . . ,n, сума яких дорiвнює одиницi, що

x∗ = α1x
∗
1 + ...+ αnx

∗
n,

(f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fn)∗ (x∗) = α1f
∗
1 (x∗1) + α2f

∗
2 (x∗2) + . . .+ αnf

∗
n (x∗n) .

Теорема 2.4.3. Нехай Λ : X → Y – лiнiйний неперервний оператор.
Якщо g – функцiя на X, f – функцiя на Y , то

(Λg)
∗

= g∗Λ∗, (fΛ)
∗

6 Λ∗f∗.

Якщо ж f – неперервна в деякiй точцi множини Im Λ опукла функцiя,
то

(fΛ)
∗

= Λ∗f∗.

Бiльш того, в цьому випадку для всякого x∗ ∈ dom (fΛ)
∗
знайдеться

такий вектор y∗ ∈ Y ∗, що

x∗ = Λ∗y∗, (fΛ)
∗
(x∗) = f∗ (y∗) .

Вiдзначимо, що в кожнiй iз сформульованих теорем перше твердже-
ння носить безумовний характер, у той час як друге твердження спра-
ведливе лише при додаткових умовах. Причина цього криється в рiзнiй
природi двоїстих операцiй у кожнiй парi. Одна з них локальна (значен-
ня результуючої функцiї в кожнiй точцi визначається лише значеннями
вихiдних функцiй у вiдповiднiй точцi) i перетворює замкнутi функцiї в
замкнутi. Такi операцiї – це сума, верхня грань i прообраз при лiнiй-
ному неперервному вiдображеннi. Друга операцiя нелокальна (значення
результуючої функцiї в кожнiй точцi залежить вiд усiєї сукупностi зна-
чень вихiдних функцiй) i може не зберiгати замкнутiсть.

Приведемо приклади, якi показують, що умови, якi фiгурують у тео-
ремах, iстотнi.

Приклад 2.4.1. Нехай f1 i f2 - функцiї на прямiй, заданi рiвностями
f1(x) = ||x| − 1| , f2(x) = |x| .

Тодi

f∗1 (y) =

{
|y| , |y| 6 1,
∞, |y| > 1,

f∗2 (y) =

{
0, | y| 6 1,
∞, |y| > 1,

(f1 + f2) (x) =

{
1, |x| 6 1,
2 |x| − 1, |x| > 1,

(f1 + f2)
∗
(y) =

{
|y| − 1, |y| 6 1,
∞, |y| > 1.
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З iншого боку,

(f∗1 ⊕ f∗2 ) (y) = inf
z

{f∗1 (y − z) : |z| 6 1} =





0, |y| 6 1,
|y| − 1, 1 6 |y| 6 2,
∞, |y| > 2.

Отже перетворення Юнга–Фенхеля суми неопуклих функцiй (функцiя
f1 неопукла) може не збiгатися з iнфiмальною конволюцiєю спряжених
функцiй, навiть якщо вихiднi функцiї всюди неперервнi.

Приклад 2.4.2. Нехай

f1 (x) =

{
−
√

2x1x2, x1 > 0, x2 > 0,
∞, x1 < 0, або x2 < 0;

f2 (x) =

{
0, x1 > 0, x2 > 0,
∞, x1 < 0, або x2 < 0;

де x =
(
x1,x2

)
∈ R2. Обидвi функцiї опуклi, а їхнi ефективнi множи-

ни перетинаються по пiвосi x1 = 0,x2 > 0, у кожнiй точцi якої обидвi
функцiї мають розрив. Зокрема,

(f1 + f2) (x) =

{
0, x1 = 0, x2 > 0,
∞, x1 6= 0, або x2 < 0;

Маємо для y =
(
y1,y2

)
∈ R2

f∗1 (y) =

{
0, y1y2 > 1, y1 < 0, y2 < 0,
∞, в iнших точках;

f∗2 (y) =

{
0, y1 > 0, y2 6 0,
∞, y1 < 0, або y2 > 0;

(f1 + f2)
∗
(y) =

{
0, y2 6 0,
∞, y2 > 0.

З iншого боку, функцiя f∗1 ⊕ f∗2 як iнфiмальна конволюцiя iндикаторних
функцiй дорiвнює iндикаторнiй функцiї суми ефективних множин фун-
кцiй f∗1 i f∗2 . Сума цих множин складається з усiх точок пiвплощини
y2 6 0, за винятком точок прямої y2 = 0, тобто вона не збiгається з
ефективною множиною функцiї (f1 + f2)

∗.

Аналогiчнi приклади можна навести для пiдтвердження iстотностi
умов iнших теорем.

Переходячи до доведень, вiдмiтимо зразу, що першi двi теореми до-
сить довести для випадку двох функцiй.

Доведення. Доведення теореми 2.4.1. Перша рiвнiсть випливає з того,
що

(f1 ⊕ f2)
∗
(x∗) = sup

x

{
〈x∗,x〉 − inf

z
(f1 (x− z) + f2 (z))

}
=
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= sup
z,y

{〈x∗,y〉 − f1 (y) + 〈x∗,z〉 − f2 (z)} = f∗1 (x∗) + f∗2 (x∗) .

Далi, за нерiвнiстю Юнга – Фенхеля
f∗1 (x∗1) + f∗2 (x∗2) > 〈x∗1 + x∗2,x〉 − f1 (x) − f2 (x)

для будь-яких x∗1 ∈ X∗, x∗2 ∈ X∗, x ∈ X. Тому
f∗1 (x∗1) + f∗2 (x∗2) > (f1 + f2)

∗
(x∗1 + x∗2) .

Ця нерiвнiсть вiрна, зокрема, для всiх x∗1 i x∗2 таких, що x∗1 + x∗2 = x∗.
Тому

f∗1 ⊕ f∗2 > (f1 + f2)
∗
.

Перша частина теореми доведена. Перейдемо до доведення другої ча-
стини. З останньої нерiвностi, зокрема, випливає, що третя з формул, що
доводяться, вiрна, якщо

dom (f1 + f2)
∗

= ∅.
Припустимо тепер, що (f1 + f2)

∗
(x∗) = α0 < ∞ i функцiя f1 неперервна

в деякiй точцi з dom f2. Tодi dom (f1 + f2) 6= ∅ i, виходить, що (f1 + f2)
∗

всюди бiльше −∞; зокрема, −∞ < α0 <∞. Розглянемо множину
A = {(α,x) ∈ R ×X |α 6 〈x∗,x〉 − f2 (x) − α0 } .

Ця множина опукла. Покажемо, що A ∩ int (epi f1) = ∅. Дiйсно, якщо
(α,x) ∈ A ∩ int (epi f1), то

f1 (x) < α 6 〈x∗,x〉 − f2 (x) − α0,

тобто
α0 < 〈x∗,x〉 − f1 (x) − f2 (x) 6 (f1 + f2)

∗
= α0.

За теоремою про роздiлення iснує ненульовий лiнiйний неперервний фун-
кцiонал, що визначається елементом (β,y∗) ∈ R × X∗, який роздiляє
множини A та int (epi f1), тобто такий, що

sup {βα+ 〈y∗,x〉 : (α,x) ∈ epi f1} 6 inf {βα+ 〈y∗,x〉 : (α,x) ∈ A} .
Ясно, що β 6 0. Якщо β = 0, то з останньої нерiвностi випливає, що
y∗ роздiляє множини dom f1 i dom f2 (y∗ 6= 0, коли β = 0). Останнє в
силу теореми про роздiлення неможливо, оскiльки за умовою множини

int
(
dom f1

)
i dom f2 перетинаються.

Отже, β < 0. Роздiливши обидвi частини останньої нерiвностi на |β| i
поклавши x∗1 = |β|−1

y∗, одержимо
f∗1 (x∗1) = sup {〈x∗1,x〉 − f1 (x) : x ∈ X} =

= sup {〈x∗1,x〉 − α : (α,x) ∈ epi f1} 6 inf {〈x∗1,x〉 − α : (α,x) ∈ A} =

= inf {〈x∗1 − x∗,x〉 + f2 (x) : x ∈ dom f2} + α0 = −f∗2 (x∗ − x∗1) + α0.

З цього спiввiдношення випливає нерiвнiсть
(f∗1 ⊕ f∗2 ) (x∗) = f∗1 (x∗1) + f∗2 (x∗ − x∗1) 6 α0 = (f1 + f2)

∗
(x∗) .

Це доводить теорему.
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Доведення. Доведення теореми 2.4.3. Як i в попередньому випадку, пер-
ше спiввiдношення випливає з означень, друге випливає з нерiвностi
Юнга–Фенхеля. Нам залишається довести нерiвнiсть

(Λ∗f∗) (x∗) 6 (fΛ)
∗
(x)

∗

у припущеннi, що функцiя f неперервна в деякiй точцi, що належить
множинi Im Λ, i що x∗ ∈ dom (fΛ)

∗. Покладемо α0 = (fΛ)
∗
(x∗). Оскiль-

ки (dom f) ∩ (ImΛ) 6= ∅, функцiя fΛ приймає скiнченнi значення, то
виходить, що (fΛ)

∗ всюди бiльше −∞. Зокрема, α0 -– скiнченне число.
Розглянемо в R ×X лiнiйний многовид

M = {(α,y) ∈ R × Y |∃x ∈ X : α = 〈x∗,x〉 − α0,y = Λx} .
Вiн не перетинається з int epi f , тому що в iншому випадку для деякого
x ∈ X було б

f (Λx) < 〈x∗,x〉 − α0,

тобто
α0 < 〈x∗,x〉 − f (Λx) 6 (fΛ)

∗
(x)

∗
= α0.

За теоремою про роздiлення множини M i epi f можна роздiлити не-
нульовим лiнiйним функцiоналом, що визначається елементом (β,y∗) ∈
R × Y ∗, тобто

sup

{
βα+ 〈y∗,y〉 : (α,y) ∈ epi f

}
6 inf {βα+ 〈y∗,y〉 : (α,y) ∈M} .

Переконуємося, що β 6 0. Якщо β = 0, то y∗ не дорiвнює нулю та роздi-
ляє множини dom f i ImΛ всупереч припущенню про те, що int (dom f)∩
(Im Λ) 6= ∅. Отже, β < 0. Роздiливши обидвi частини останньої нерiвно-
стi на |β| i поклавши y∗0 = |β|−1

y∗, одержимо
f∗ (y∗0) 6 inf {〈y∗0 ,y〉 − α : (α,y) ∈M} =

= inf {〈y∗0 ,Λx〉 − 〈x∗,x〉 + α0 : x ∈ X} .
Оскiльки f∗ (y∗) > −∞ для всiх y∗, то x∗ = Λ∗y∗. В iншому випадку

inf
x

(〈y∗0 ,Λx〉 − 〈x∗,x〉) = inf
x

〈Λ∗y∗0 − x∗,x〉 = −∞.

Таким чином, x∗ ∈ Im Λ∗, x∗ = Λ∗y∗0 i
(Λ∗f∗) (x∗) 6 f∗ (y∗0) 6 α0 = (fΛ)

∗
(x∗) .

2.5. ДОДАТНЬО ОДНОРIДНI ОПУКЛI ФУНКЦIЇ

Означення 2.5.1. Функцiя f називається додатньо однорiдною, якщо
f(λx) = λf(x) для λ > 0.
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Якщо, крiм того, функцiя f опукла, то

f(x1 + x2) = f

(
2

(
1

2
x1 +

1

2
x2

))
= 2f

(
1

2
x1 +

1

2
x2

)
≤ f(x1) + f(x2).

Так само можна показати, що для додатньо однорiдної опуклої функцiї
f справджується нерiвнiсть

f(x1 + x2 + · · · + xn) ≤ f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn).

Якщо в попереднiй нерiвностi покласти x1 = 0, x2 = x, то отримаємо
f(x) ≤ f(0) + f(x), звiдки маємо, що f(0) ≥ 0.
Нехай функцiя f додатньо однорiдна, опукла i замкнута. В силу замкну-
тостi

lim
λ↓0

f(λx) = lim
λ↓0

λf(x) = 0 ≥ f(0).

Отже f(0) = 0 для замкнутої додатньо однорiдної опуклої функцiї.
Знайдемо спряжену функцiю для такої функцiї

f∗(x∗) = sup
x

{〈x∗,x〉 − f(x)} ≥ −f(0) = 0.

Нехай iснує таке x1, що
〈x∗,x1〉 − f(x1) > 0.

Тодi
f∗(x∗) ≥ sup

λ>0
{〈x∗,λx1〉 − f(λx1)} =

sup
λ>0

λ {〈x∗,x1〉 − f(x1)} = +∞.

Отже функцiя f∗(x∗) приймає лише два значення 0 та +∞. Тому

f∗(x∗) = δ (x∗|dom f∗) =

{
0, x∗ ∈ dom f∗;

+∞, x∗ 6∈ dom f∗.

Теорема 2.5.1. Нехай f – додатньо однорiдна опукла i замкнута фун-
кцiя. Тодi

f∗(x∗) = δ (x∗|dom f∗) .

Множина dom f∗ замкнута.

Теорема 2.5.2. Нехай f – додатньо однорiдна опукла i замкнута
функцiя. Тодi

f(x) = sup
x∗

{〈x∗,x〉 : x∗ ∈ dom f∗} .

Доведення. За теоремою Фенхеля-Моро f(x) = f∗∗(x). За попередньою
теоремою f∗(x∗) = δ (x∗|dom f∗). Тому

f∗∗(x) = sup
x∗

{〈x∗,x〉 − δ (x∗|dom f∗)} =
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= sup
x∗

{〈x∗,x〉 : x∗ ∈ dom f∗} .

Теорема 2.5.3. Спряжена функцiя до опорної функцiї замкнутої опу-
клої множини є iндикаторною функцiєю цiєї множини.

Доведення. Нехай C∗ – замкнута опукла множина в X∗ i
f(x) = sup

x∗
{〈x∗,x〉 : x∗ ∈ C∗}

опорна функцiя множини C∗. Функцiя f(x) додатньо однорiдна, опукла
i замкнута.

Розглянемо iндикаторну функцiю δ (x∗|C∗) множини C∗. Спряженою
до цiєї функцiї буде функцiя

sup
x∗

{〈x∗,x〉 − δ (x∗|C∗)} =

= sup
x∗

{〈x∗,x〉 : x∗ ∈ C∗} = f(x).

Отже функцiя f(x) є спряженою до iндикаторної функцiї δ (x∗|C∗) мно-
жини C∗. З теореми Фенхеля-Моро випливає, що

f∗(x∗) = δ (x∗|C∗) , dom f∗ = C∗.

2.6. УЗАГАЛЬНЕННЯ ОПУКЛИХ ФУНКЦIЙ

2.6.1. Квазiопуклi функцiї

Означення 2.6.1. Нехай X – опукла пiдмножина Rn. Функцiя f : X →
R називається квазiопуклою або унiмодальною, якщо всi її множини
Лебега

Xβ = {x ∈ X | f(x) 6 β}
опуклi. Функцiя f називається квазiугнутою, якщо функцiя g = −f
квазiопукла. Функцiя, яка одночасно є квазiопуклою та квазiугнутою
називається квазiлiнiйною.

Опуклi функцiї мають опуклi множини Лебега. Отже опуклi функцiї є
квазiопуклими. Обернене твердження не вiрне.

Приклад 2.6.1. Функцiя f(x) = lnx на int R+ квазiопукла (та квазiу-
гнута, отже квазiлiнiйна).
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Приклад 2.6.2. Функцiя f(x) = ceil(x) = min{z ∈ Z | z > x} квазiопукла
(та квазiугнута).

Цi приклади показують, що квазiопукла функцiя може бути угнутою,
навiть розривною. Розглянемо приклади на Rn.

Приклад 2.6.3. Довжина вектора. Визначимо довжину вектора x ∈ Rn

як найбiльший iндекс ненульової компоненти, тобто
f(x) = max {k 6 n |xi = 0, i = k + 1, . . . ,n} .

Ця функцiя квазiопукла на Rn. Її множини Лебега є пiдпросторами Rn.

Приклад 2.6.4. Розглянемо функцiю f(x) = x1x2 на R2
+. Ця функцiя не

є опуклою або угнутою, бо матриця

f ′′(x) =

(
0 1
1 0

)

невизначена. Вона має одне додатнє i одне вiд’ємне власне число. Але
ця функцiя квазiугнута, оскiльки опуклi всi множини вигляду{

x ∈ R2
+ |x1x2 > β

}
.

Приклад 2.6.5. Дробово-лiнiйнi функцiї. Функцiя

f(x) =
〈a,x〉 + b

〈c,x〉 + d

з областю визначення {x | 〈c,x〉 + d > 0} квазiопукла (та квазiугнута),
оскiльки опуклi її множини Лебега

Xβ =

{
x

∣∣∣∣ 〈c,x〉 + d > 0,
〈a,x〉 + b

〈c,x〉 + d
6 β

}
=

=

{
x

∣∣∣∣ 〈c,x〉 + d > 0,
〈a− βc,x〉 + b− βd

〈c,x〉 + d
6 0

}
.

Приклад 2.6.6. Вiдношення вiдстаней. Нехай a, b ∈ Rn. Визначимо
функцiю

f(x) =
‖x− a‖2

‖x− b‖2
,

тобто вiдношення вiдстаней вiд точки x до точок a та b. Функцiя f(x)
квазiугнута на {x : ‖x − a‖2 6 ‖x − b‖2}. Щоб показати це, розглянемо
множину Лебега Xβ при β 6 1, оскiльки f(x) 6 1 на {x : ‖x − a‖2 6

‖x− b‖2}. Множина Лебега Xβ – це множина точок, що задовольняють
умову

‖x− a‖2 6 β‖x− b‖2.

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату. Отримуємо
(1 − β2)〈x,x〉 − 2〈a− β2b,x〉 + β2〈b,b〉 6 0.

Ця нерiвнiсть описує опуклу множину (кулю), якщо β 6 1.
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Наведенi вище приклади показують, що квазiопуклiсть є суттєвим
узагальненням опуклостi. Проте багато властивостей опуклих функцiй
зберiгаються або мають аналоги для квазiопуклих функцiй. Наприклад,
аналог нерiвностi Iєнсена, що характеризує квазiопуклiсть.

Теорема 2.6.1. Функцiя f : X → R, де X ⊂ Rn – опукла множина,
квазiопукла тодi i тiльки тодi, коли для всiх x1, x2 ∈ X, 0 6 λ 6 1
виконується нерiвнiсть

f(λx1 + (1 − λ)x2) 6 max{f(x1),f(x2)}. (2.6.1)

Доведення. Нехай функцiя f квазiопукла, тобто множина Xβ опукла
для будь-якого β. Зафiксуємо двi довiльнi точки x1, x2 ∈ X та роз-
глянемо точку x = λx1 + (1 − λ)x2, λ ∈ (0,1). Точки x1, x2 ∈ Xβ при
β = max{f(x1),f(x2)}. Оскiльки множина Xβ опукла, то x ∈ Xβ , а, от-
же, f(x) 6 β = max{f(x1),f(x2)}, тобто нерiвнiсть (2.6.1) виконується.

Нехай тепер виконується (2.6.1). Зафiксуємо довiльнi точки x1, x2 ∈
Xβ . Тодi max{f(x1),f(x2)} 6 β. Оскiльки X – опукла, то для будь-якого
λ ∈ (0,1) точка x = λx1 + (1 − λ)x2 ∈ X. З нерiвностi (2.6.1) випливає,
що f(x) 6 max{f(x1),f(x2)} 6 β, тобто x ∈ Xβ . Оттже, Xβ – опукла
множина i f – квазiопукла функцiя.

Приклад 2.6.7. Ранг невiд’ємно визначеної матрицi. Функцiя f(X) =
Rank(X) є квазiугнутою на множинi всiх невiд’ємно визначених матриць
розмiрностi n × n. Це випливає з нерiвностi Iєнсена для квазiугнутих
функцiй (2.6.1)

Rank(X + Y ) > max{Rank(X),Rank(Y )},
де X, Y – невiд’ємно визначенi матрицi розмiрностi n× n.

Дамо просту характеризацiю квазiопуклих функцiй на R. Ми розгля-
немо неперервнi функцiї, оскiльки формулювання теореми в загальному
випадку надто складне.

Теорема 2.6.2. Неперервна функцiя f: X → R, де X - опукла множина
в R, квазiопукла тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з таких
умов: 1) f – неспадна; 2) f – незростаюча; 3) iснує така точка c ∈ X,
що для всiх t ∈ X, t 6 c, функцiя f незростаюча, i для всiх t ∈ X, t > c,
функцiя f неспадна.

Диференцiйовнi квазiопуклi функцiї

Теорема 2.6.3. Нехай f : X → R – диференцiйовна функцiя на X, де
X ⊂ Rn – вiдкрита опукла множина. Тодi f квазiопукла на X тодi i
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тiльки тодi, коли справджується спiввiдношення

f(y) 6 f(x) ⇒ 〈f ′(x),y − x〉 6 0 для всiх x,y ∈ X. (2.6.2)

Доведення. Покажемо, що якщо функцiя квазiопукла, то виконується
(2.6.2). Розглянемо будь-якi точки x, y ∈ X такi, що f(y) 6 f(x). З
диференцiйовностi f(x) у точцi x при λ ∈ (0,1) маємо

f(λy + (1 − λ)x) − f(x) = λ〈f ′(x),y − x〉 + λ‖y − x‖α(x;λ(y − x)),

де α(x;λ(y − x)) → 0 при λ → 0. Оскiльки функцiя f квазiопукла, то
f(λy + (1 − λ)x) 6 f(x). Тодi

λ〈f ′(x),y − x〉 + λ‖y − x‖α(x;λ(y − x)) 6 0.

Подiливши цю нерiвнiсть на λ та спрямувавши λ до нуля, отримає-
мо, що 〈f ′(x),y − x〉 6 0.
Нехай виконується твердження (2.6.2). Розглянемо будь-якi точки x,
y ∈ X, для яких f(y) 6 f(x). Потрiбно довести, що f(λy+(1−λ)x) 6 f(x)
для будь-яких λ ∈ (0,1). Для цього достатньо показати, що множина

L = {z | z = λy + (1 − λ)x, λ ∈ (0,1), f(z) > f(x)}
порожня. Нехай це не так, тобто припустимо, що x′ ∈ L. Тодi x′ =
λy + (1 − λ)x для деякого λ ∈ (0,1) та f(x′) > f(x). Оскiльки функцiя f
диференцiйовна, то вона неперервна, а отже, знайдеться таке δ ∈ (0,1),
що

f(µx′ + (1 − µ)x) > f(x) для будь-якого µ ∈ [δ,1],

а f(x′) > f(δx′ + (1 − δ)x). З цiєї нерiвностi та теореми про середнє
значення отримуємо, що

0 < f(x′) − f(δx′ + (1 − δ)x) = (1 − δ)〈f ′(x̂),x′ − x〉,
де x̂ = µ̂x′ + (1 − µ̂)x для деякого µ̂ ∈ (δ,1). Ясно, що f(x̂) > f(x).
Подiливши попередню нерiвнiсть на 1− δ > 0, отримуємо 〈f ′(x̂),x′−x〉 >
0. Звiдси випливає

〈f ′(x̂),y − x〉 > 0.

З iншого боку, f(x̂) > f(x) > f(y), а точка x̂ є опуклою комбiнацiєю
точок x та y, x̂ = λ̂y+(1− λ̂)x, λ̂ ∈ (0,1). За припущенням теореми маємо
〈f ′(x̂),y − x̂〉 6 0. Тому повинно виконуватись спiввiдношення

0 > 〈f ′(x̂),y − x̂〉 = (1 − λ̂)〈f ′(x̂),y − x〉.
Ця нерiвнiсть несумiсна з нерiвнiстю 〈f ′(x̂),y−x〉 > 0. Отже, L = ∅.

Умова (2.6.2) має просту геометричну iнтерпретацiю коли f ′(x) 6= 0. Вона
стверджує, що f ′(x) визначає опорну гiперплощину до множини Лебега
{y | f(y) 6 f(x)}.
Наслiдок 2.6.1. Нехай f – двiчi диференцiйовна функцiя. Якщо f ква-
зiопукла на X, то виконується умова:

〈y,f ′(x)〉 = 0 ⇒ 〈f ′′(x)y,y〉 > 0, для всiх x ∈ X, y ∈ Rn. (2.6.3)
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Для квазiопуклих функцiй на R це твердження перетворюється на про-
сту умову:

f ′(x) = 0 ⇒ f ′′(x) > 0,

тобто в точцi з нульовим нахилом друга похiдна невiд’ємна. Для ква-
зiопуклих функцiй на Rn iнтерпретацiя умови (2.6.3) дещо складнiша.
Як i в одновимiрному випадку, якщо f ′(x) = 0, то повинно виконуватись
f ′′(x) > 0. Якщо f ′(x) 6= 0, то умова (2.6.3) означає, що f ′′(x) невiд’єм-
но визначена на (n − 1)-вимiрному пiдпросторi f ′(x)⊥. Звiдси випливає,
що матриця f ′′(x) повинна мати принаймi одне вiд’ємне власне число.
Навпаки, якщо f задовольняє умову

〈y,f ′(x)〉 = 0 ⇒ 〈f ′′(x)y,y〉 > 0

для всiх x ∈ X та y ∈ Rn, y 6= 0, то f квазiопукла. Ця умова додатньої
визначеностi f ′′(x) в кожнiй точцi x, де f ′(x) = 0, а в iнших точках – це
умова додатньої визначеностi f ′′(x) на пiдпросторi f ′(x)⊥.

Операцiї, що зберiгають квазiопуклiсть

1. Максимум зважених квазiопуклих функцiй з невiд’ємними вагами,
тобто

f(x) = max{w1f1(x), . . . ,wnfn(x)}
з wi > 0 та fi – квазiопуклими, є квазiопуклим.

2. Супремум сiм’ї функцiй
f(x) = sup

y∈C
w(y)g(x,y),

де w(y) > 0, g(x,y) – квазiопукла за x для будь-якого y ∈ C функцiя.
Це твердження можна легко перевiрити: f(x) 6 β тодi i тiльки тодi, коли

w(y)g(x,y) 6 β для всiх y ∈ C,

тобто множина Лебега Xβ функцiї f(x) є перетином множин Лебега
Z(y)β функцiй w(y)g(x,y) за змiнною x.

Приклад 2.6.8. Узагальненi власнi числа. Найбiльше узагальнене вла-
сне число пари матриць (X,Y ), де Y > 0, визначається наступним чином

λmax(X,Y ) = sup
u6=0

〈Xu,u〉
〈Y u,u〉 = sup{λ | det(λY −X) = 0}.

Ця функцiя квазiопукла на множинi {(X,Y )}, де X – симетрична n ×
n матриця, Y – симетрична додатньо визначена n × n матриця. Щоб
довести це, зауважимо, що для кожного u 6= 0, функцiя 〈Xu,u〉/〈Y u,u〉
дробово-лiнiйна, а отже, квазiопукла. Таким чином λmax – супремум сiм’ї
квазiопуклих функцiй.
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3. Якщо h: X → R, де X ⊂ Rn, квазiопукла функцiя та g: Y → R, де
Y ⊂ R, неспадна функцiя, то f(x) = g(h(x)) – квазiопукла функцiя.

4. Квазiопукла функцiя вiд афiнної або дробово-лiнiйної функцiї є
квазiопуклою.

5. Якщо g – квазiопукла функцiя, то f(x) = g(Ax + b) квазiопукла
функцiя, та f(x) = g((Ax+b)/(〈c,x〉+d)) квазiопукла функцiя на множинi{

x

∣∣∣∣
Ax+ b

〈c,x〉 + d
∈ Y,〈c,x〉 + d > 0

}
.

Теорема 2.6.4. Якщо g(x,y) квазiопукла за (x,y) функцiя та C – опу-
кла множина, то квазiопукла функцiя

f(x) = inf
y∈C

g(x,y).

Доведення. За визначенням функцiї f , f(x) 6 β тодi i тiльки тодi, коли
для будь-якого ǫ > 0 iснує y ∈ C таке, що g(x,y) 6 β + ǫ. Нехай Xβ –
множина Лебега функцiї f . Тодi для будь-якого ǫ > 0 iснують y1, y2 ∈ C
такi, що

g(x1,y1) 6 β + ǫ, g(x2,y2) 6 β + ǫ.

Оскiльки g – квазiопукла за (x,y) функцiя, то
g(θx1 + (1 − θ)x2,θy1 + (1 − θ)y2) 6 β + ǫ,

для 0 6 θ 6 1. Отже, f(θx1 + (1 − θ)x2) 6 β.

Представлення у виглядi сiм’ї опуклих функцiй.

Ми хочемо знайти сiм’ю опуклих функцiй φt: Rn → R (iндекс t про-
бiгає дiйснi значення) таких, що

f(x) 6 t⇔ φt(x) 6 0.

Тобто, якщо Xβ , β > 0 – множини Лебега функцiї f , а Yt,β – множини
Лебега функцiй φt, то Xt = Yt,0. Очевидно, що функцiї φt повиннi задо-
вольняти нерiвнiсть φt(x) 6 0 ⇒ φs(x) 6 0 для s > t та всiх x ∈ Rn. Ця
нерiвнiсть виконується, якщо для будь-якого x функцiя φt(x) незроста-
юча за t.
Щоб показати, що таке представлення iснує, покладемо

φt(x) =

{
0, f(x) 6 t;
∞, в iншому випадку.

Таке представлення не єдине. Наприклад, якщо множини Лебега замкну-
тi, то ми можемо покласти

φt(x) = dist (x,{z | f(z) 6 t}) .
Звичайно нас цiкавлять сiм’ї φt з “хорошими” властивостями, напри-
клад, диференцiйовнiстю.
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Приклад 2.6.9. Нехай p – опукла функцiя, а q – угнута функцiя, при-
чому такi, що p(x) > 0 та q(x) > 0 на опуклiй множинi C. Тодi функцiя
f(x) = p(x)/q(x) квазiопукла на C. Для такої функцiї ми маємо

f(x) 6 t⇔ p(x) − tq(x) 6 0,

отже як φt ми можемо обрати функцiю φt(x) = p(x) − tq(x) для t > 0.
Для кожного t функцiя φt(x) опукла, а для кожного x функцiя φt(x)
спадна за t.

Задача максимiзацiї для квазiопуклих функцiй

Теорема 2.6.5. Нехай X – компактна многогранна множина в Rn,
функцiя f : Rn → R – квазiопукла та неперервна на X. Розглянемо
задачу

f(x) → max , x ∈ X.

Серед розв’язкiв цiєї задачi обов’язково iснує крайня точка x̄.

Доведення. Оскiльки функцiя f неперервна, то вона досягає максимума
на X в деякiй точцi x′ ∈ X. Якщо iснує крайня точка, в якiй значення
цiльової функцiї дорiвнює f(x′), то твердження справедливе. Припусти-
мо, що це не так, тобто f(x′) > f(xj), де xj , j = 1, . . . ,k – крайнi точки
множини X. За теоремою 2.2.9 (теорема Мiнковського про опуклий ком-
пакт) точка x′ може бути представлена у виглядi

x′ =

k∑

j=1

λjx
j ,

k∑

j=1

λj = 1, λj > 0,j = 1, . . . ,k,

де xj , j = 1, . . . ,k – крайнi точки множини X. Оскiльки f(x′) > f(xj)
для всiх j, то

f(x′) > max
16j6k

f(xj) = β.

Розглянемо множину Xβ = {x | f(x) 6 β}. Зауважимо, що xj ∈ Xβ при
j = 1, . . . ,k та Xβ – опукла множина Лебега функцiї f(x). Отже, x′ =∑k
j=1 λjx

j ∈ Xβ . Звiдси f(x′) 6 β. Ми прийшли до суперечностi. Це
показує що f(x′) = f(xj) для деякої крайньої точки xj .

Строго квазiопуклi функцiї

Означення 2.6.2. Нехай X – опукла множина в Rn. Функцiя f : X →
R називається строго квазiопуклою, якщо для будь-яких x1, x2 ∈ X,
таких, що f(x1) 6= f(x2), для всiх λ ∈ (0,1) виконується нерiвнiсть

f(λx1 + (1 − λ)x2) < max{f(x1),f(x2)}.
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Функцiя f називається строго квазiугнутою, якщо функцiя g = −f
строго квазiопукла.

З означення випливає, що будь-яка опукла функцiя є також строго
квазiопуклою. За означенням 3.1.1 строго опукла функцiя є опуклою.
Але строго квазiопукла функцiя не обов’язково квазiопукла. Наведемо
приклад, що запропонований Карамардiаном:

f(x) =

{
1 при x = 0,
0 при x 6= 0.

За означенням 2.6.2 функцiя f(x) строго квазiопукла. Але вона не є
квазiопуклою, оскiльки при x1 = 1, x2 = −1 маємо f(x1) = f(x2) = 0, а
f
(

1
2x1 + 1

2x2

)
= f(0) = 1 > f(x2).

Якщо ж функцiя f напiвнеперервна знизу, то з її строгої квазiопуклостi
випливає звичайна квазiопуклiсть. Наступна теорема показує, що будь-
який локальний мiнiмум строго квазiопуклої функцiї на опуклiй множинi
є також її глобальним мiнiмумом. Квазiопуклi функцiї такої властивостi
не мають.

Теорема 2.6.6. Нехай f : Rn → R – строго квазiопукла функцiя. Роз-
глянемо задачу мiнiмiзацiї f(x) при умовi, що x ∈ X, де X – опукла
множина в Rn. Нехай x̂ – точка локального мiнiмуму задачi, тодi
точка x̂ є точкою глобального мiнiмуму задачi.

Доведення. Припустимо що твердження теореми не вiрне. Нехай iснує
точка x̄ ∈ X, для якої f(x̄) < f(x̂). З опуклостi X випливає, що точка
λx̄+(1−λ)x̂ ∈ X для будь-якого λ ∈ (0,1). Оскiльки x̂ – точка локального
мiнiмуму, то f(x̂) 6 f (λx̄+ (1 − λ)x̂) при всiх λ ∈ (0,δ) для деякого
δ ∈ (0,1). Внаслiдок строгої квазiопуклостi функцiї f та нерiвностi f(x̄) <
f(x̂) отримуємо, що f(λx̄+ (1−λ)x̂) < f(x̂) при всiх λ ∈ (0,1). Отримана
суперечнiсть доводить теорему.

Лема 2.6.1. Нехай X – опукла множина в Rn, f: X → R – строго ква-
зiопукла напiвнеперервна знизу функцiя. Тодi функцiя f квазiопукла.

Доведення. Нехай x1, x2 ∈ X. Якщо f(x1) 6= f(x2), то за означенням
строгої квазiопуклостi для кожного λ ∈ (0,1) маємо f(λx1 + (1 − λ)x2) <
max{f(x1),f(x2)}. Нехай тепер f(x1) = f(x2). Щоб впевнитися, що фун-
кцiя квазiопукла, треба показати, що f(λx1 +(1−λ)x2) < f(x1) для всiх
λ ∈ (0,1). Припустимо протилежне, тобто нехай f(µx1+(1−µ)x2) > f(x1)
при деякому µ ∈ (0,1). Розглянемо точку x = µx1 + (1 − µ)x2. Оскiльки
функцiя f напiвнеперервна знизу, то iснує таке λ ∈ (0,1), що

f(x) > f(λx1 + (1 − λ)x) > f(x1) = f(x2). (2.6.4)
Зауважимо, що точка x може бути зображена у виглядi опуклої комбiна-
цiї точок λx1 +(1−λ)x i x2. Тодi, оскiльки функцiя f строго квазiопукла
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i f(λx1 + (1 − λ)x) > f(x2), маємо f(x) < f(λx1 + (1 − λ)x) > f(x2). Це
суперечить (2.6.4).

Сильно квазiопуклi функцiї

Означення 2.6.3. Нехай f : X → R, де X – опукла множина в Rn.
Функцiя f називається сильно квазiопуклою, якщо для будь-яких x1,
x2 ∈ X, x1 6= x2, для всiх λ ∈ (0,1) виконується нерiвнiсть

f(λx1 + (1 − λ)x2) < max{f(x1),f(x2)}.
Функцiя f називається сильно квазiугнутою, якщо функцiя g = −f
сильно квазiопукла.

З означень випливають такi твердження:
1. Строго опукла функцiя є сильно квазiопуклою.
2. Сильно квазiопукла функцiя є строго квазiопуклою.
3. Сильно квазiопукла функцiя є квазiопуклою, навiть якщо вона не

є напiвнеперервною знизу.

Теорема 2.6.7. Нехай f : Rn → R – сильно квазiопукла функцiя. Роз-
глянемо задачу мiнiмiзацiї f(x) при умовi, що x ∈ X, де X – опукла
множина в Rn. Якщо x̂ – точка локального мiнiмуму f(x) на X, то
вона є єдиним глобальним оптимальним розв’язком цiєї задачi.

Доведення. Оскiльки x̂ – локальний оптимальний розв’язок задачi, то
iснує такий ε–окiл Nε(x̂) точки x̂, що f(x̂) 6 f(x) для всiх x ∈ X∩Nε(x̂).
Припустимо, що твердження теореми не вiрне, тобто iснує така точка
x̄ ∈ X, що x̄ 6= x̂ та f(x̄) < f(x̂). З сильної квазiопуклостi f випливає,
що

f(λx̄+ (1 − λ)x̂) < max{f(x̄),f(x̂)} = f(x̂)

для всiх λ ∈ (0,1). Але якщо λ достатньо мале, то λx̄+(1−λ)x̂ ∈ X∩Nε(x̂).
Остання нерiвнiсть суперечить локальнiй оптимальностi x̂

2.6.2. Псевдоопуклi функцiї

Означення 2.6.4. Нехай X – вiдкрита множина в Rn, f: X → R – дифе-
ренцiйовна функцiя. Функцiя f називається псевдоопуклою, якщо для
будь-яких x1, x2 ∈ X таких, що 〈f ′(x1),x2 − x1〉 > 0 виконується не-
рiвнiсть f(x2) > f(x1), або, що еквiвалентно, якщо f(x2) < f(x1), то
〈f ′(x1),x2 − x1〉 < 0.
Функцiя f називається псевдоугнутою, якщо функцiя g = −f псевдоо-
пукла.
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Означення 2.6.5. Функцiя f називається строго псевдоопуклою, якщо
для будь-яких рiзних x1, x2 ∈ X таких, що 〈f ′(x1),x2 − x1〉 > 0, вико-
нується нерiвнiсть f(x2) > f(x1), або, що еквiвалентно, якщо для будь-
яких рiзних x1, x2 ∈ X з нерiвностi f(x2) 6 f(x1) випливає нерiвнiсть
〈f ′(x1),x2 − x1〉 < 0.
Функцiя f називається строго псевдоугнутою, якщо функцiя g = −f
строго псевдоопукла.

Теорема 2.6.8. Нехай X – вiдкрита опукла множина в Rn. Нехай
f : X → R – диференцiйовна псевдоопукла функцiя. Тодi f строго
квазiопукла та квазiопукла.

Доведення. Покажемо спочатку, що f – строго квазiопукла функцiя.
Припустимо, що це не так, тобто iснують такi x1, x2 ∈ X, що f(x1) 6=
f(x2) та f(x′) > max{f(x1),f(x2)}, де x′ = λx1 + (1 − λ)x2 для деякого
λ ∈ (0,1). Нехай f(x1) < f(x2). Отже

f(x′) > f(x2) > f(x1). (2.6.5)
Iз означення псевдоопуклостi функцiї f випливає, що 〈f ′(x′), x1−x′〉 < 0.
Оскiльки 〈f ′(x′),x1−x′〉 < 0 та x1−x′ = − 1−λ

λ (x2−x′), то 〈f ′(x′),x2−x′〉 >
0. Знову використовуючи псевдоопуклiсть f , отримуємо, що f(x2) >

f(x′). Тодi з (2.6.5) випливає, що f(x2) = f(x′). Оскiльки 〈f ′(x′),x2 −
x′〉 > 0, то знайдеться така точка x̂ = µx′ + (1 − µ)x2, µ ∈ (0,1), що

f(x̂) > f(x′) = f(x2).

Аналогiчним чином, використовуючи псевдоопуклiсть f , легко впевни-
тися в тому, що 〈f ′(x),x2 − x̂〉 < 0 та 〈f ′(x̂),x′ − x̂〉 < 0. Зауважимо, що
x2 − x̂ = µ

1−µ (x̂ − x′). Отже, двi останнi нерiвностi несумiснi. Отрима-
на суперечнiсть показує, що припущення було невiрним, тобто функцiя
f строго квазiопукла. За попередньою лемою вона є також квазiопу-
клою.

Теорема 2.6.9. Нехай X – вiдкрита опукла множина в Rn. Нехай
f : X → R – диференцiйовна строго псевдоопукла функцiя. Тодi f
сильно квазiопукла.

Доведення. Припустимо, що твердження теореми невiрне, тобто iснують
рiзнi x1, x2 ∈ X та λ ∈ (0,1), такi, що f(x) > max{f(x1),f(x2)}, де
x = λx1 +(1−λ)x2. Оскiльки f(x1) 6 f(x), то зi строгої псевдоопуклостi
функцiї f випливає, що 〈f ′(x),x1 − x〉 < 0. Звiдси

〈f ′(x),x1 − x2〉 < 0.

Крiм того, оскiльки f(x2) 6 f(x), то
〈f ′(x),x2 − x1〉 < 0.

Двi останнi нерiвностi суперечливi. Отже, f є сильно квазiопуклою.
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Приклад 2.6.10. Функцiя

f1(x) =

{
0, при x ∈ R\R+;
−xn, при x ∈ R+, n ∈ N, n ≥ 2,

квазiопукла на множинi R, проте вона не строго квазiопукла, не псевдо-
опукла, не строго псевдоопукла, не опукла.

Приклад 2.6.11. Функцiя
f2(x) = −xn, x ∈ R+, n ∈ N, n ≥ 2,

квазiопукла i строго квазiопукла на множинi R+, проте вона не псевдо-
опукла, не строго псевдоопукла, не опукла.

Приклад 2.6.12. Функцiя
f3(x) = −(x1 + 1)2 + 1, x = (x1,x2) ∈ R2

+,

псевдоопукла, строго квазiопукла, квазiопукла на множинi R2
+, проте

вона не строго псевдоопукла, не опукла.

Приклад 2.6.13. Функцiя
f4(x) = ax+ b, x ∈ R, a < 0,

опукла, строго псевдоопукла, псевдоопукла, строго квазiопукла, квазiо-
пукла на множинi R, проте вона не строго опукла.

Приклад 2.6.14. Функцiя
f5(x) = xn, x ∈ R+, n ∈ N, n ≥ 2,

строго опукла, опукла, строго псевдоопукла, псевдоопукла, строго ква-
зiопукла, квазiопукла на множинi R+.

2.6.3. Логарифмiчно опуклi функцiї

Означення 2.6.6. Функцiя f: X → R, X ⊂ Rn називається логарифмiчно
опуклою, якщо f(x) > 0 для всiх x ∈ X та функцiя ln f(x) опукла. Фун-
кцiя f називається логарифмiчно угнутою, якщо функцiя g = − ln f(x)
опукла. Таким чином f логарифмiчно угнута тодi i тiльки тодi, коли 1/f
логарифмiчно опукла.

З того що функцiя g = ef опукла коли функцiя f опукла випливає, що
логарифмiчно опукла функцiя є опуклою. Аналогiчно, угнута функцiя
логарифмiчно угнута. Крiм того, логарифмiчно опукла функцiя квазiопу-
кла, а логарифмiчно угнута функцiя – квазiугнута.

Декiлька простих прикладiв:
1. Аффiна функцiя f(x) = 〈a,x〉+b логарифмiчно угнута на {x | 〈a,x〉+

b > 0}.
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2. Степенева функцiя f(x) = xa на int R+ логарифмiчно опукла при
a 6 0 i логарифмiчно угнута при a > 0.

3. Експоненцiйна функцiя f(x) = eax логарифмiчно опукла та логари-
фмiчно угнута.

4. Функцiя нормального розподiлу F (x) = 1
2π

r x
−∞

e−u
2/2du логари-

фмiчно угнута.
5. Гамма функцiя Γ(x) =

r ∞

0
ux−1e−udu логарифмiчно опукла при

x > 1.
6. Визначник detX логарифмiчно опуклий на множинi всiх додатньо

визначених матриць Sn++.
Логарифмiчно угнутi щiльностi розподiлiв. Багато ймовiрностних

розподiлiв мають логарифмiчно угнутi щiльностi.
1. Щiльнiсть багатовимiрного нормального розподiлу

f(x) =
1√

(2π)n det Σ
e−

1
2 (x−x̄)T Σ−1(x−x̄),

x̄ ∈ Rn, Σ – додатньо визначена матриця розмiру n× n, Σ ∈ Sn++.
2. Щiльнiсть показникового розподiлу на Rn+

f(x) =

(
n∏

i=1

λi

)
e−〈λ,x〉, λ > 0.

3. Щiльнiсть рiвномiрного розподiлу на опуклiй множинi C:

f(x) =

{
1
α , x ∈ C;
0, x /∈ C,

де α – мiра Лебега множини C (ln f(x) = −∞,x 6∈ C).

4. Щiльнiсть розподiлу Вiшарта, який визначається наступним чи-
ном. Нехай x1, . . . ,xp ∈ Rn,p > n, – незалежнi нормально розподiленi
випадковi вектори з нульовим середнiм та коварiацiйною матрицею Σ.
Випадкова матриця X =

∑p
i=1 xix

T
i має розподiл Вiшарта зi щiльнiстю

f(X) = a(detX)(p−n−1)/2e−
1
2 Tr Σ−1X ,

де X – додатньо визначена матриця, a – додатня стала. Щiльнiсть Вi-
шарта є логарифмiчно угнутою, оскiльки функцiя

ln f(X) = ln a+
p− n− 1

2
ln detX − 1

2
Tr Σ−1X

угнута за X.
5. Щiльнiсть гамма розподiлу:

f(x) =
αλ

Γ (λ)
xλ−1e−αx, x > 0,

де λ > 1, α > 0.
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6. Щiльнiсть багатовимiрного гiперболiчного розподiлу

f(x) = ce−α(δ+〈Σ−1(x−x̄),(x−x̄)〉))
1/2

+〈β,x−x̄〉,

де Σ – додатньо визначена симетрична матриця, β ∈ Rn, α та c – додатнi
сталi.

7. Щiльнiсть розподiлу Дiрiхле

f(x) =
Γ (λ)

Γ (λ1) · . . . · Γ (λn+1)
xλ1−1

1 · . . . · xλn−1
n

(
1 −

n∑

i=1

xi

)λn+1−1

на множинi {x ∈ Rn+ | ∑n
i=1 xi 6 1}. Тут λ > 1.

Властивостi логарифмiчно опуклих функцiй

Теорема 2.6.10. Нехай функцiя f : X → R – двiчi диференцiйовна на
опуклiй множинi X. Функцiя f логарифмiчно опукла тодi i тiльки
тодi, коли

f(x)f ′′(x) > f ′(x)(f ′(x))T для всiх x ∈ X,

i логарифмiчно угнута тодi i тiльки тодi, коли

f(x)f ′′(x) 6 f ′(x)(f ′(x))T для всiх x ∈ X.

Очевидно, що добуток та замiна масштабу зберiгають логарифмiчну опу-
клiсть та логарифмiчну угнутiсть. Простi приклади показують, що су-
ма логарифмiчно угнутих функцiй може не бути логарифмiчно угнутою
функцiєю. Але сума зберiгає логарифмiчну опуклiсть. Нехай f, g – ло-
гарифмiчно опуклi функцiї, тобто F = ln f та G = ln g – опуклi функцiї.
За теоремою про складну функцiю

ln(expF + expG) = ln(f + g)

опукла. Отже сума двох логарифмiчно опуклих функцiй є логарифмiчно
опуклою функцiєю.
Взагалi, якщо функцiя f(x,y) – логарифмiчно опукла за x для всiх y ∈ C,
то функцiя

g(x) =
w
C
f(x,y) dy

логарифмiчно опукла.

Приклад 2.6.15. Перетворення Лапласа невiд’ємної функцiї, твiрна
функцiя моментiв, твiрна функцiя кумулянт. Нехай p: Rn → R, p(x) >

0 для всiх x. Перетворення Лапласа функцiї p

P (z) =
w
p(x)e−〈z,x〉dx,

є логарифмiчно опуклим. Нехай тепер p(x) є щiльнiстью розподiлу, тоб-
то

r
p(x)dx = 1. Функцiя M(z) = P (−z) називається твiрною функцiєю
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моментiв щiльностi p(x). Вона має таку назву тому що моменти випад-
кової величини ξ зi щiльнiстю p(x) є значеннями похiдних вiд твiрної
функцiї мометiв в точцi 0, тобто

M ′(0) = Eξ, M ′′(0) = EξξT .

Функцiя lnM(z), яка є опуклою, називається твiрною функцiєю ку-
мулянт щiльностi p(x), оскiльки її похiднi дають кумулянти щiльностi.
Наприклад, перша та друга похiднi твiрної функцiї кумулянт в нулi, є,
вiдповiдно, середнiм та матрицею коварацiй випадкової величини ξ:

(lnM(x))
′∣∣
x=0

= Eξ, (lnM(x))
′′∣∣
x=0

= E(ξ − Eξ)(ξ − Eξ)T .

Iнтегрування логарифмiчно угнутих функцiй

Теорема 2.6.11. Нехай f : Rn × Rm → R – логарифмiчно угнута за x
для всiх y, тодi функцiя

g(x) =
w
f(x,y)dy (2.6.6)

є логарифмiчно угнутою на Rn.

Ця теорема має багато важливих наслiдкiв. Наприклад, з неї випливає,
що маргинальнi розподiли випадкових величин з логарифмiчно угнутими
щiльностями є логарифмiчно угнутими. Ще декiлька наслiдкiв:

Наслiдок 2.6.2. Нехай функцiї f та g – логарифмiчно угнутi на Rn.
Тодi згортка функцiй f та g

(f ∗ g)(x) =
w
f(x− y)g(y)dy

теж логарифмiчно угнута на Rn.

Наслiдок 2.6.3. Нехай C ⊂ Rn – опукла множина, ξ – випадковий
вектор з Rn iз логарифмiчно угнутою щiльнiстю p(x). Тодi функцiя

f(x) = P(x+ ξ ∈ C)

логарифмiчно угнута по x.

Доведення. Щоб показати це, запишемо f у виглядi

f(x) =
w
g(x+ z)p(z)dz,

де g визначається таким чином

g(u) =

{
1, u ∈ C;
0, u /∈ C

(g – логарифмiчно угнута). Залишилось використати (2.6.6).
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Приклад 2.6.16. Функцiя розподiлу випадкової величини. Нехай ξ –
випадкова величина з функцiєю розподiлу F (x), тобто

F (x) = P(ξ < x).

Якщо щiльнiсть f(x) логарифмiчно угнута, то функцiя розподiлу F (x)
теж логарифмiчно угнута.

Приклад 2.6.17. Об’єм n-вимiрного многогранника. Нехай A – матриця
розмiру m× n. Визначимо

Pu = {x ∈ Rn |Ax 6 u}.
Тодi об’єм volPu – логарифмiчно угнута функцiя вiд u. Щоб довести це,
зауважимо, що функцiя

Ψ(x,u) =

{
1, Ax 6 u,
0, в iншому випадку

логарифмiчно угнута. З (2.6.6) випливає, що об’єм многогранника

volPu =
w
Ψ(x,u) du

логарифмiчно угнутий.

2.6.4. Опуклiсть за вiдношенням порядку

Означення 2.6.7. Нехай K ⊂ Rn – правильний конус, який задає вiд-
ношення порядку �K на K ⊂ Rn. Функцiя f : Rn → R називається
K-неспадною, якщо

x �K y ⇒ f(x) 6 f(y),

i K-зростаючою, якщо
x �K y, x 6= y ⇒ f(x) < f(y).

K-незростаючi та K-спаднi функцiї визначаються аналогiчним чином.

Приклад 2.6.18. Функцiя f: Rn → R неспадна вiдповiдно до Rn+, якщо
x1 6 y1, . . . ,xn 6 yn ⇒ f(x) 6 f(y)

для всiх x, y. Це все одно, що f неспадна за будь-якою своєю компонен-
тою.

Матрично монотоннi функцiї. Функцiя f : Sn → R називається
матрично монотонною (зростаючою, спадною), якщо вона монотонна
(зростаюча, спадна) по вiдношенню до конуса невiд’ємно визначених ма-
триць.

Наведемо декiлька прикладiв матрично монотонних функцiй вiд X ∈
Sn:
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1. Функцiя TrWX, де W ∈ Sn матрично неспадна, якщо W невiд’єм-
но визначена, i матрично зростаюча, якщо W додатньо визначена (вона
є матрично незростаючою, якщо W недодатньо визначена, i матрично
спадна, якщо W вiд’ємно визначена)

2. Функцiя TrX−1 матрично спадна на множинi додатньо визначених
матриць.

3. Функцiя detX матрично зростаюча на множинi невiд’ємно визна-
чених матриць.

Теорема 2.6.12. Диференцiйовна функцiя f : X → R є K–неспадною
тодi i тiльки тодi, коли

f ′(x) �K∗ 0 для всiх x ∈ X. (2.6.7)

Вкажемо на вiдмiннiсть вiд скалярного випадку: похiдна повинна бути
невiд’ємною вiдповiдно до спряженого вiдношення порядку. У випадку
строгої монотонностi маємо: якщо

f ′(x) ≻K∗ 0 для всiх x ∈ X, (2.6.8)
то f є K-зростаючою. Як i у скалярному випадку обернене твердження
не вiрне.

Доведення. По-перше, припустимо, що виконується (2.6.7) для всiх x,
але f не є K–неспадною, тобто iснують такi x, y, що x �K∗ y та f(y) <
f(x). З диференцiйовностi f випливає, що iснує таке t ∈ [0,1], що

d

dt
f(x+ t(y − x)) = 〈f ′(x+ t(y − x)),y − x〉 < 0.

Оскiльки y − x ∈ K, то це означає, що
−f ′(x+ t(y − x)) /∈ K∗.

Це суперечить припущенню, що (2.6.7) виконується для всiх x ∈ X.
Можна також довести, що з (2.6.8) випливає K-зростання f .
Легко показати, що виконання (2.6.7) всюди є необхiдним для K–неспа-
дання f . Припустимо, що (2.6.8) не виконується для x = z. Тодi за
означенням спряженого конуса iснує таке v ∈ K, що

〈f ′(z),v〉 < 0.

Тепер розглянемо h(t) = f(z + tv) як функцiю вiд t. Оскiльки h′(0) =
〈f ′(z),v〉 < 0, то iснує таке t > 0, що h(t) = f(z + tv) < h(0) = f(z). А це
означає, що f не є K–неспадною.

Означення 2.6.8. Нехай K ⊂ Rm – правильний конус, який задає вiдно-
шення порядку �K . Функцiя f: Rn → Rm називається K-опуклою, якщо
для всiх x, y та 0 6 λ 6 1 виконується

f(λx+ (1 − λ)y) �K λf(x) + (1 − λ)f(y).
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Функцiя f називається строго K-опуклою, якщо

f(λx+ (1 − λ)y) ≺K λf(x) + (1 − λ)f(y).

для всiх x, y та 0 < λ < 1.

Цi означення перетворюються на звичайнi означення опуклостi та строгої
опуклостi у випадку m = 1 та K = R+.

Приклад 2.6.19. Функцiя f: Rn → Rm покомпонентно опукла, якщо для
всiх x, y та 0 6 λ 6 1

f(λx+ (1 − λ)y) 6 λf(x) + (1 − λ)f(y),

тобто коли кожна компонента fi,i = 1, . . . ,m, є опуклою функцiєю. Фун-
кцiя f – строго покомпонентно опукла, якщо кожна її компонента є
строго опуклою. При цьому вiдношення порядку задається конусом Rm+

Матрична опуклiсть. Нехай функцiя f приймає значення на множи-
нi симетричних матриць, f : Rn → Sm. Функцiя f опукла вiдповiдно до
матричного вiдношення порядку (тобто, вiдповiдно до конусу невiд’ємно
визначених матриць), якщо

f(λx+ (1 − λ)y) 6 λf(x) + (1 − λ)f(y)

для всiх x, y та λ ∈ [0,1]. Це iнодi називають матричною опуклiстю.
Еквiвалентне означення: функцiя 〈f(x)z,z〉 опукла для всiх z ∈ Rm. Це
означення вказує спосiб перевiрки матричної опуклостi. Функцiя f є
строго матрично опуклою, якщо

f(λx+ (1 − λ)y) < λf(x) + (1 − λ)f(y)

для всiх x 6= y та 0 < λ < 1 або, якщо 〈f(x)z,z〉 строго опукла для всiх
z 6= 0.

Наведемо декiлька прикладiв:
1. Функцiя f(X) = XXT , де X – матриця розмiру n × m, опукла,

оскiльки для фiксованого z функцiя 〈XXT z,z〉 = ‖XT z‖2 є опуклою
квадратичною формою вiд компонент матрицi X. З цiєї ж причини,
f(X) = X2 опукла на Sn.

2. Функцiя Xp матрично опукла на множинi додатньо визначених
матриць, якщо 1 6 p 6 2 або −1 6 p 6 0, та матрично угнута, якщо
0 6 p 6 1

3. Функцiя f(X) = eX не є опуклою на множинi симетричних ма-
триць.

Теорема 2.6.13. Функцiя f є K-опуклою тодi i тiльки тодi, коли для
кожного w �K 0 функцiя 〈f,w〉 є опуклою. Функцiя f є строго K-
опуклою тодi i тiльки тодi, коли для кожного ненульового w �K 0
функцiя 〈f,w〉 є строго опуклою.
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Доведення. Твердження випливає з означення та властивостей спряже-
ного вiдношення порядку.

Теорема 2.6.14. Диференцiйовна функцiя f : X → Rm є K-опуклою
тодi i тiльки тодi, коли для всiх x, y ∈ X

f(y) �K f(x) +
∂f(x)

∂x
(y − x).

Функцiя f є строго K-опуклою, якщо для всiх x, y ∈ X, x 6= y

f(y) ≻K f(x) +
∂f(x)

∂x
(y − x).

Теорема 2.6.15. Нехай g : X → Rp, X ⊂ Rn– K-опукла функцiя, а
h: U → R – опукла K-неспадна функцiя на опуклiй множинi U ⊂ Rm,
g (X) ⊂ U . Тодi функцiя h(g(x)) опукла на X.

Доведення. Функцiя g – K-опукла. Отже, g(λx1 +(1−λx2)) �K λg(x1)+
(1 − λ)g(x2). Функцiя h – K-зростаюча та опукла. Таким чином

h(g(λx1 + (1 − λ)x2)) 6 h(λg(x1) + (1 − λ)g(x2))) 6

6 λh(g(x1)) + (1 − λ)h(g(x2)).

Приклад 2.6.20. Квадратична форма вiд матрицi:
g(X) = XTAX +BTX +XTB + C,

де A ∈ Sm, B – матриця розмiру m × n, C ∈ Sn, є опуклою, якщо A
додатньо визначена.

Функцiя h : Sn → R, h(Y ) = − ln det(−Y ) опукла та зростаюча на
множинi всiх симетричних вiд’ємно визначених матриць. За попередньою
теоремою функцiя

f(X) = − ln det
(
−(XTAX +BTX +XTB + C)

)

опукла на множинi
{X |XTAX +BTX +XTB + C < 0}.
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Спiввiдношення мiж рiзними типами опуклостi.

Строга опуклiсть −−−−→ Опуклiсть
y

y

Строга псевдоопуклiсть −−−−→ Псевдоопуклiсть
y Диференцiйовнicть

y

Сильна квазiопуклiсть −−−−→ Строга квазiопуклiсть
y Напiвнеперервнiсть знизу

y

Квазiопуклiсть Квазiопуклiсть

Задачi

1. Нехай f – опукла функцiя на опуклiй множинi X. Довести, що
f(λx1 + (1−λ)x2) > λf(x1) + (1−λ)f(x2) для довiльних x1, x2 ∈ X,
λ 6∈ [0,1], для яких λx1 + (1 − λ)x2 ∈ X.

2. Нехай E – опукла обмежена множина в Rn× R i X – її проекцiя на
Rn. Довести, що функцiя f(x) = inf{β | (x,β) ∈ E} опукла на X.

3. Нехай f – двiчi диференцiйовна функцiя на опуклому компактi X,
причому 〈f ′′(x̂)h,h〉 > 0 для довiльних x̂ ∈ X, h ∈ Rn, h 6= 0. Дове-
сти, що f сильно опукла на X.

4. Нехай f опукла функцiя на опуклiй множинi X ⊂ Rn. Показати, що
величина f ′(x;h) як функцiя на riX × LinX має властивостi:
а) f ′(x;h) опукла за h на LinX ∀x ∈ riX;
б) f ′(x;h) > −f ′(x;−h) ∀h ∈ LinX ∀x ∈ riX;
в) f ′(x;h) напiвнеперервна зверху на riX × LinX.

5. Нехай f – сильно опукла функцiя з константою θ > 0 на опуклiй
множинi X, x̂ - точка мiнiмуму f на X. Отримати такi оцiнки:
а) θ‖x− x̂‖2 6 f(x) − f(x̂) ∀x ∈ X;
б) якщо f диференцiйовна в точцi x ∈ X, то 2θ‖x− x̂‖ 6 ‖f ′(x)‖ та
4θ(f(x) − f(x̂)) 6 ‖f ′(x)‖2.

6. Нерiвнiсть Юнга. Нехай f – зростаюча функцiя на R, f(0) = 0, g –
обернена до f функцiя. Визначимо F та G таким чином

F (x) =
w x

0
f(a)da, G(y) =

w y

0
g(a)da.
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Довести, що F та G спряженi. Дати геометричну iнтерпретацiю не-
рiвностi Юнга xy 6 F (x) +G(y).

7. Нехай данi функцiї f0, . . . ,fn: R+ → R. Розглядається задача набли-
ження функцiї f0 лiнiйними комбiнацiями функцiй f1, . . . ,fn. Для
x ∈ Rn f = x1f1 + . . . xnfn наближає функцiю f0 з точнiстю ε > 0 на
iнтервалi [0,T ], якщо |f(t)− f(t0)| 6 ε для 0 6 t 6 T . Тепер зафiксу-
ємо точнiсть ε > 0 i визначимо довжину наближення як найбiльше
T , для якого f наближає f0 на iнтервалi [0,T ]:

W (x) = sup{T : |x1f1(t) + . . .+ xnfn(t) − f0(t)| 6 ε,0 6 t 6 T}.
Показати, що функцiя W квазiугнута.

8. Розглянемо квадратичну функцiю f: Rn → R вигляду f(x) = 〈Hx,x〉.
Функцiя f називається додатньо субвизначеною, якщо з того, що
〈Hx,x〉 < 0, випливає, що Hx > 0, або Hx 6 0 для будь-якого
x ∈ Rn. Довести, що функцiя f квазiопукла на Rn+ тодi i тiльки тодi,
коли вона додатньо субвизначена.

9. Розглянемо квадратичну функцiю f: Rn → R вигляду f(x) = 〈Hx,x〉.
Функцiя f називається строго додатньо субвизначеною, якщо з
того, що 〈Hx,x〉 < 0, випливає, що Hx > 0, або Hx 6 0 для будь-
якого x ∈ Rn. Довести, що функцiя f псевдоопукла на Rn+/{0} тодi
i тiльки тодi, коли вона строго додатньо субвизначена.

10. а) Показати, що необхiдну умову опуклостi двiчi диференцiйовних
функцiй:

〈y,f ′(x)〉 = 0 ⇒ 〈f ′′(x)y,y〉 > 0 для всiх x ∈ X.

можна виразити такими двома еквiвалентними способами:
1) для всiх x ∈ X iснує λ(x) > 0 таке, що

f ′′(x) + λ(x)f ′(x) (f ′(x))
T

> 0;

2) для всiх x ∈ X матриця(
f ′′(x) f ′(x)

(f ′(x))T 0

)

має не бiльше одного вiд’ємного власного числа.
б) Показати, що достатню умову опуклостi двiчi диференцiйовних
функцiй:

〈y,f ′(x)〉 = 0 ⇒ 〈f ′′(x)y,y〉 > 0 для всiх x ∈ X,y ∈ Rn.

можна виразити такими двома еквiвалентними способами:
1) для всiх x ∈ X iснує λ(x) > 0 таке, що

f ′′(x) + λ(x)f ′(x) (f ′(x))
T
> 0;

85



2) для всiх x ∈ X матриця(
f ′′(x) f ′(x)

(f ′(x))T 0

)

має одне невiд’ємне та n додатних власних чисел.

11. Перевiрити квазiопуклiсть функцiї f(x) = −x1x2 на int R2
+.

12. Квазiлiнiйна функцiя на R (квазiопукла та квазiугнута) монотонна.
Розглянемо узагальнення на випадок функцiй на Rn. Нехай функцiя
f : Rn → R – квазiлiнiйна. Вважатимемо її неперервною. Показати,
що її можна зобразити у виглядi f(x) = g(〈a,x〉), де g: R → R – моно-
тонна, a ∈ Rn. Iншими словами, квазiлiнiйна функцiя є монотонною
функцiєю вiд лiнiйної. (Обернене також вiрне.)

13. Нехай g: X → R, h: X → R, де X – опукла множина в Rn. Показати,
що функцiя f: X → R, вигляду f(x) = g(x)/h(x) квазiопукла, якщо
виконуються двi таких умови:

а) g – опукла на X та g(x) > 0 для будь-якого x ∈ X;

б) h – угнута на X та h(x) > 0 для будь-якого x ∈ X.

14. Нехай g: X → R, h: X → R, де X – опукла множина в Rn. Показати,
що функцiя f: X → R, вигляду f(x) = g(x)/h(x) квазiопукла, якщо
виконуються двi таких умови:

а) g – опукла на X та g(x) 6 0 для будь-якого x ∈ X;

б) h – опукла на X та h(x) > 0 для будь-якого x ∈ X.

15. Нехай g: X → R, h: X → R, де X – опукла множина в Rn. Показати,
що функцiя f : X → R, вигляду f(x) = g(x)h(x) квазiопукла, якщо
виконуються двi таких умови:

а) g – опукла на X та g(x) 6 0 для будь-якого x ∈ X;

б) h – угнута на X та h(x) > 0 для будь-якого x ∈ X.

16. Нехай f: Rn → Rm, g: Rn → Rk – диференцiйовнi та опуклi функцiї,
функцiя φ: Rm+k → R має таку властивiсть: якщо a2 > a1 та b2 > b1,
то φ(a2,b2) > φ(a1,b1). Розглянемо функцiю h : Rn → R вигляду
h(x) = φ(f(x),g(x)). Показати, що:

а) якщо φ – опукла, то h – опукла функцiя;

б) якщо φ – псевдоопукла, то й h - псевдоопукла;

в) якщо φ – квазiопукла, то й h - квазiоопукла.

17. Показати, що функцiя f(x) = ex/(1 + ex), яку iнодi називають логi-
стичною функцiєю, логарифмiчно угнута.
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18. Довести, що середнє гармонiчне

H(x) =
1

1

x1
+ . . .+

1

xn
величин x1, . . . ,xn > 0 логарифмiчно угнуте.

19. Нехай f: R+ → R – невiд’ємна. Для x > 0 визначимо

M(x) =
w ∞

0
uxf(u)du.

Коли x – додатнє цiле число та f – щiльнiсть розподiлу, M(x) є
x-тим моментом випадкової величини зi щiльнiстю f . Показати, що
M логарифмiчно угнута.
Пiдказка: для кожного u > 0 фунуцiя ux логарифмiчно опукла на
int R+.
Використати доведене для того щоб показати, що гамма функцiя

Γ (x) =
w ∞

0
ux−1e−udu

логарифмiчно опукла при x > 1.

20. Функцiя нормального розподiлу

f(x) =
1√
2π

w x

−∞
e−t

2/2dt

логарифмiчно угнута. Це випливає iз загального результату про те,
що згортка двох логарифмiчно угнутих функцiй логарифмiчно угну-
та. В цiй задачi ми надамо просте доведення того, що f логарифмiчно
угнута без посилань на цей результат. Нагадаємо, що f є логарифмi-
чно угнутою тодi i тiльки тодi, коли f ′′(x)f(x) 6 (f ′(x))2 для всiх
x.
а) Перевiрити, що f логарифмiчно угнута при x > 0.
б) Перевiрити, що для будь-якого t та x виконується t2/2 > −x2/2+
xt.
в) Використовуючи б) показати, що e−t

2/2 6 ex
2/2−xt. Вивести звiдсиw x

−∞
e−t

2/2dt 6 ex
2/2

w x

−∞
e−xtdt.

г) Використати в) для перевiрки f ′′(x)f(x) 6 (f ′(x))2 при x 6 0.

21. Нехай g(t) = exp(−h(t)) – диференцiйовна логарифмiчно угнута
щiльнiсть розподiлу i

f(x) =
w x

−∞
g(t)dt =

w x

−∞
e−h(t)dt

її функцiя розподiлу. Покажемо, що f логарифмiчно угнута, тобто
вона задовольняє спiввiдношення f ′′(x)f(x) 6 (f ′(x))2.
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а) Виразити похiднi f через функцiю h та її похiднi. Перевiрити те,
що f логарифмiчно угнута якщо h′(x) > 0.
б) Припустити, що h′(x) < 0. Використати нерiвнiсть

h(t) > h(x) + h′(x)(t− x)

(яка випливає з опуклостi h), щоб довести, що
w x

−∞
e−h(t)dt 6

e−h(x)

−h′(x) .

Використати цю нерiвнiсть для перевiрки логарифмiчної угнутостi f .

22. Ймовiрнiсна мiра π на Rn – логарифмiчно угнута, якщо

π((1 − λ)C1 + λC2) > π(C1)
1−λπ(C2)

λ

для всiх опуклих пiдмножин C1 та C2 з Rn та всiх λ ∈ [0,1].
Показати, що коли мiра π породжена щiльнiстю p, тобто, π(A) =r
A
p(x)dx, то вона є логарифмiчно угнутою тодi i тiльки тодi, коли

щiльнiсть p логарифмiчно угнута.

2.7. ПОХIДНI ЗА НАПРЯМКОМ I СУБДИФЕРЕНЦIАЛИ

Означення 2.7.1. Нехай f(x) – функцiя на просторi X. Величина

f ′(x,p) = lim
λ↓0

f(x+ λp) − f(x)

λ
(2.7.1)

називається похiдною за напрямком p ∈ X функцiї f в точцi x ∈ X.

Лема 2.7.1. Нехай f(x) – власна опукла функцiя, x0 ∈ dom f . Тодi
величина f ′(x0,p) (скiнченна чи нескiнченна) iснує для всiх p ∈ X.

Доведення. Якщо x0 + λp 6∈ dom f при всiх λ > 0, то f(x0 + λp) = +∞.
Отже f ′(x0,p) = +∞. Якщо x0 + λp ∈ dom f при малих λ > 0, то за
лемою 2.1.10 вiдношення

f(x0 + λp) − f(x0)

λ
є незростаюча функцiя λ, коли λ прямує до нуля. Тому границя

f ′(x0,p) = lim
λ↓0

f(x0 + λp) − f(x0)

λ
iснує.

Лема 2.7.2. Про скiнченнiсть похiдної за напрямком. Якщо величина
x0 +λp ∈ dom f для λ ∈ [−ε,ε], ε > 0, то похiдна за напрямком f ′(x0,p)
скiнченна.
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Доведення. З другої нерiвностi леми 2.1.10 при α0 = −ε,α1 = 0,α2 = λ
маємо

f(x0) − f(x0 − εp)

ε
≤ f(x0 + λp) − f(x0)

λ
,

Переходячи до границi при λ ↓ 0, отримаємо
f(x0 + λp) − f(x0)

λ
≥ f ′(x0,p) ≥

f(x0) − f(x0 − εp)

ε
. (2.7.2)

Лема 2.7.3. Похiдна за напрямком f ′(x,p) – додатньо однорiдна фун-
кцiя напрямку p ∈ X. Якщо функцiя f(x) опукла, то f ′(x,p) – додатньо
однорiдна опукла функцiя напрямку p ∈ X.

Означення 2.7.2. Нехай f(x) – функцiя на просторi X. Вектор x∗ ∈ X∗

називається субградiєнтом функцiї f(x) в точцi x0 ∈ X, якщо справ-
джується нерiвнiсть

f(x) − f(x0) > 〈x∗,x− x0〉 ∀x ∈ X. (2.7.3)

Множина всiх субградiєнтiв називається субдиференцiалом функцiї f в
точцi x0 i позначається ∂f(x0).

Лема 2.7.4. Вектор x∗ є субградiєнтом функцiї f(x) в точцi x0 тодi
i тiльки тодi, коли

f ′(x0,p) ≥ 〈x∗,p〉 (2.7.4)

для всiх p ∈ X.

Доведення. Якщо x∗ – субградiєнт, то f(x0+λp)−f(x0) ≥ λ〈x∗,p〉, звiдки
f(x0 + λp) − f(x0)

λ
≥ 〈x∗,p〉

i f ′(x0,p) ≥ 〈x∗,p〉. Навпаки, якщо нерiвнiсть (2.7.4) виконана, то для
0 < λ < 1,

f(x) − f(x0) =
f(x0 + 1(x− x0)) − f(x0)

1
≥ f(x0 + λ(x− x0)) − f(x0)

λ

≥ f ′(x0,x− x0) ≥ 〈x∗,x− x0〉,
тобто x∗ - субградiєнт.

Наслiдок 2.7.1. З леми 2.7.4 випливає, що

∂f(x0) = ∂pf
′(x0,0), (2.7.5)

де ∂pf
′(x0,p) означає субдиференцiал функцiї f ′(x0,p) за аргументом

p ∈ X.
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Теорема 2.7.1. Якщо f ′(x0,p) – замкнута опукла функцiя, p ∈ X, то
множина ∂f(x0) непорожня i

f ′(x0,p) = sup
x∗

{〈x∗,p〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)}.

Доведення. Функцiя f ′(x,p) замкнута додатньо однорiдна опукла фун-
кцiя напрямку p. Тому можна застосувати теорему 2.5.2. За цiєю теоре-
мою

f ′(x0,p) = sup
x∗

{〈x∗,p〉 : x∗ ∈ dom (f ′(x0,·))∗}, (2.7.6)

де функцiя (f ′(x0,·))∗ спряжена до функцiї f ′(x0,p) вiдносно p, тобто
(f ′(x0,·))∗(x∗) = sup

p
{〈x∗,p〉 − f ′(x0,p)}. (2.7.7)

З iншого боку

(f ′(x0,·))∗(x∗) =

{
0, x∗ ∈ dom (f ′(x0,·))∗;

+∞, x∗ 6∈ dom (f ′(x0,·))∗.
Враховуючи спiввiдношення (2.7.7), отримаємо, що x∗ ∈ dom (f ′(x0,·))∗
тодi i тiльки тодi, коли

0 ≥ 〈x∗,p〉 − f ′(x0,p).

Звiдки
∂f(x0) = ∂pf

′(x0,0) = dom (f ′(x0,·))∗.
Це спiввiдношення разом iз спiввiдношенням (2.7.6) доводить справедли-
вiсть твердження теореми.

Безпосередньо з означення випливає справедливiсть наступної теоре-
ми.

Теорема 2.7.2. Субдиференцiал ∂f(x0) – це замкнута опукла множи-
на.

Теорема 2.7.3. Включення x∗ ∈ ∂f(x0) справджується тодi i тiльки
тодi, коли

〈x∗,x0〉 − f(x0) = f∗(x∗).

Доведення. За означенням x∗ ∈ ∂f(x0) тодi, коли
〈x∗,x0〉 − f(x0) ≥ 〈x∗,x〉 − f(x).

Взявши супремум в правiй частинi нерiвностi, отримаємо
〈x∗,x0〉 − f(x0) ≥ f∗(x∗).

За нерiвнiстю Юнга-Фенхеля
〈x∗,x0〉 − f(x0) ≤ f∗(x∗).

Тому
〈x∗,x0〉 − f(x0) = f∗(x∗).
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Теорема 2.7.4. Якщо опукла функцiя f диференцiйовна в точцi x0,
то ∂f(x0) = {f ′(x0)}, тобто градiєнт f ′(x0) є єдиним субградiєнтом
функцiї f в точцi x0.

Доведення. Нехай a ∈ ∂f(x0). Якщо опукла функцiя диференцiйовна в
точцi x0, то для всiх p маємо

f ′(x0,p) = 〈f ′(x0),p〉 > 〈a,p〉,
тобто

〈f ′(x0) − a,p〉 > 0.

Якщо взяти p = a − f ′(x0), то отримаємо, що −‖f ′(x0) − a‖2 > 0, тобто
a = f ′(x0). Отже ∂f(x0) = {f ′(x0)}.

Теорема 2.7.5. Про субдиференцiал неперервної функцiї. Нехай опу-
кла функцiя f неперервна в точцi x0. Тодi ∂f(x0) - непорожня замкну-
та опукла обмежена множина i

f ′(x0,p) = max
x∗

{〈p,x∗〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)} .

Доведення. Оскiльки f(x0) неперервна в точцi x0, то за лемою 2.7.2
про скiнченнiсть похiдної за напрямком f ′(x0,p) – скiнченна величина.
Розглянемо в R ×X промiнь

L = {(α,x) : α = f(x0) + λf ′(x0,p),x = x0 + λp,λ ≥ 0}
i множину

A = {(α,x) : α > f(x)}.
Множини A, L опуклi i не перетинаються. Доведемо це. Опуклiсть A
одразу випливає з опуклостi f . З нерiвностi

f(x0 + λp) − f(x0)

λ
≥ f ′(x0,p)

випливає, що
f(x0 + λp) ≥ f(x0) + λf ′(x0,p).

Якщо ж точка (f(x0 + λf ′(x0,p),x0 + λp) променя L належить A, то
f(x0) + λf ′(x0,p) > f(x0 + λp),

що суперечить попереднiй нерiвностi.
За теоремою про роздiлення iснує такий не рiвний нулю вектор (β,x∗) ∈
R ×X, що для (y0,y) ∈ L,(x0,x) ∈ A

y0β + 〈y,x∗〉 ≤ x0β + 〈x,x∗〉. (2.7.8)
Оскiльки x0 > f(x) для (x0,x) ∈ A, то x0 можна спрямувати до нескiн-
ченностi. Нерiвнiсть (2.7.8) тодi порушується у випадку β < 0. Тому
β ≥ 0. Якщо β = 0, то (2.7.8) переходить в нерiвнiсть

〈y,x∗〉 ≤ 〈x,x∗〉, (y0,y) ∈ L, x ∈ dom f. (2.7.9)
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Точка (f(x0),x0) ∈ L, з iншого боку x0 + εz ∈ dom f,z ∈ B, при досить
малому ε > 0, оскiльки x0 - точка неперервностi f . Отже, x0 ∈ dom f .
Тому з (2.7.9) випливає

〈x0,x
∗〉 ≤ 〈x0,x

∗〉 + ε〈z,x∗〉,
тобто

〈z,x∗〉 ≥ 0, z ∈ B,

де B - одинична куля з центром в нулi. Останнє можливе лише в тому
випадку, коли x∗ = 0 тобто (β,x∗) = (0,0). Отримали суперечнiсть.

Отже β > 0 i можна покласти β = 1 (iнакше потрiбно подiлити обидвi
частини нерiвностi (2.7.8) на β). Пiдставимо в нерiвнiсть (2.7.8) замiсть
(y0,y) ∈ L вираз iз означення, а в правiй частинi покладемо x0 = f(x).
Останнє можливе за неперервнiстю, оскiльки нерiвнiсть (2.7.8) справе-
длива для всiх x0 > f(x). Тепер вона має вигляд:

f(x0) + λf ′(x0,p) + (x0 + λp,x∗) ≤ f(x) + (x,x∗),λ ≥ 0. (2.7.10)
Покладемо λ = 0, отримаємо:

〈x− x0,− x∗〉 ≤ f(x) − f(x0),

тобто x∗0 = −x∗ ∈ ∂f(x0). Таким чином ∂f(x0) 6= ∅. Враховуючи це,
можна переписати нерiвнiсть (2.7.10) у наступному виглядi:

f(x) − f(x0) ≥ 〈x− x0,x
∗
0〉 + λ[f ′(x0,p) − 〈p,x∗0〉].

Покладаючи x = x0, отримаємо
f ′(x0,p) ≤ 〈p,x∗0〉, x∗0 ∈ ∂f(x0). (2.7.11)

За лемою 2.7.4
f ′(x0,p) ≥ 〈p,x∗0〉, x∗0 ∈ ∂f(x0). (2.7.12)

Порiвнявши нерiвностi (2.7.11), (2.7.12), отримаємо
f ′(x0,p) = 〈p,x∗0〉 = max

x∗
{〈p,x∗〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)} . (2.7.13)

Залишилось довести, що ∂f(x0) є обмежена множина. Функцiя f задо-
вольняє умову Лiпшиця в точцi x0, тому

f ′(x0,p) ≤
f(x0 + λp) − f(x0)

λ
≤ L‖p‖.

Звiдки, з урахуванням (2.7.13), отримаємо
〈p,x∗〉 ≤ L‖p‖

для всiх x∗ ∈ ∂f(x0) i довiльних p. Покладемо p = x∗. Отримаємо
‖x∗‖ ≤ L.

Теорема 2.7.6. Нехай f – опукла функцiя. Якщо x0 ∈ ri dom f , то
∂f(x0) - непорожня множина i

f ′(x0,p) = sup
x∗

{〈p,x∗〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)} .
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Теорема 2.7.7. Нехай f(x) – опукла функцiя, α > 0. Тодi

∂ (αf(x)) = α∂f(x).

Теорема 2.7.8. Теорема Моро–Рокафеллара. Нехай f1, . . . ,fn – власнi
опуклi функцiї на X. Тодi для кожної точки x ∈ X

∂f1(x) + · · · + ∂fn(x) ⊂ ∂ (f1 + · · · + fn) (x). (2.7.14)
Якщо в деякiй точцi x1 ∈ (dom f1)∩· · ·∩(dom fn) функцiї f1(x), . . . ,fn(x),
за виключенням може однiєї, неперервнi, то

∂f1(x) + · · · + ∂fn(x) = ∂ (f1 + · · · + fn) (x) (2.7.15)
для всiх x ∈ X.

Доведення. Справедливiсть включення (2.7.14) випливає з означення су-
бдиференцiалу. Доведемо зворотне включення в точцi x = 0. Будемо
вважати, що n = 2, f1(0) = 0, f2(0) = 0. Нехай x∗ ∈ ∂ (f1 + f2) (0). За
означенням це означає, що

f1(x) + f2(x) ≥ 〈x,x∗〉 ∀x ∈ X.

Запишемо цю нерiвнiсть у виглядi
f1(x) − 〈x,x∗〉 ≥ −f2(x) ∀x ∈ X. (2.7.16)

Визначимо у просторi R ×X опуклi множини
A = {(α,x) : α > f1(x) − 〈x,x∗〉} ,

B = {(γ,y) : γ < −f2(y)} .
Опуклiсть цих множин випливає iз опуклостi функцiй. З нерiвностi
(2.7.16) випливає, що множини A,B не перетинаються. Тому їх можна
роздiлити, тобто iснує ненульовий вектор (β,x∗0) такий, що

γβ + 〈y,x∗0〉 ≤ αβ + 〈x,x∗0〉, (α,x) ∈ A, (γ,y) ∈ B. (2.7.17)
Величина β не може бути вiд’ємною. Покажемо, що β > 0. Дiйсно, якщо
β = 0, то нерiвнiсть (2.7.17) можна записати у виглядi

〈y,x∗0〉 ≤ 〈x,x∗0〉, x ∈ dom f1, y ∈ dom f2. (2.7.18)
Покладемо y = x1. Оскiльки x1 ∈ dom f1 – точка неперервностi функцiї
f1, то x1 + εz ∈ dom f1, ‖z‖ ≤ 1, при досить малих ε. Пiдставимо y = x1,
x = x1 + εz в нерiвнiсть (2.7.18). Отримаємо

0 ≤ ε〈z,x∗0〉, ‖z‖ ≤ 1.

Це можливо лише при x∗0 = 0, що суперечить теоремi про роздiлення. От-
же β > 0 i можна брати β = 1. Тепер нерiвнiсть (2.7.17) можна записати
у виглядi
−f2(y) + 〈y,x∗0〉 ≤ f1(x)−〈x,x∗〉+ 〈x,x∗0〉, x ∈ dom f1, y ∈ dom f2. (2.7.19)
Оскiльки за межами dom f1 та dom f2 значення функцiй нескiнченнi,
то можна вважати, що нерiвнiсть (2.7.19) справджується для всiх x,y.
Взявши y = 0, отримаємо

〈x,x∗ − x∗0〉 ≤ f1(x),
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тобто (x∗ − x∗0) ∈ ∂f1(0). Взявши x = 0, отримаємо
〈y,x∗0〉 ≤ f2(y),

тобто x∗0 ∈ ∂f2(0). Тому
x∗ = (x∗ − x∗0) + x∗0 ∈ ∂f1(0) + ∂f2(0).

Оскiльки x∗ – довiльний елемент ∂(f1 + 2)(0), то
∂f(0) ⊂ ∂f1(0) + ∂f2(0).

Враховуючи протилежне включення (2.7.14), отримаємо
∂f(0) = ∂f1(0) + ∂f2(0).

Теорема 2.7.9. Нехай f1, . . . ,fn – власнi опуклi функцiї на X. Нехай
виконується умова (ri dom f1) ∩ · · · ∩ (ri dom fn) 6= ∅. Тодi

∂f1(x) + · · · + ∂fn(x) = ∂ (f1 + · · · + fn) (x)

для всiх x ∈ (dom f1) ∩ · · · ∩ (dom fn).

Застосуємо теореми 2.7.8, 2.7.9 до обчислення субдиференцiалiв iн-
дикаторних функцiй опуклих множин. Нехай M–опукла множина, та
нехай δ(x|M) – iндикаторна функцiя множини M . Обчислимо субдифе-
ренцiал ∂δ(x0|M), x0 ∈ M . За означенням x∗ ∈ ∂δ(x0|M) тодi i тiльки
тодi коли

δ(x|M) − δ(x0|M) ≥ 〈x∗,x− x0〉.
Але δ(x0|M) = 0. Якщо x 6∈M , то δ(x|M) = +∞ i нерiвнiсть виконується
завжди. Для x ∈M отримаємо

0 ≥ 〈x∗,x− x0〉. (2.7.20)
Нехай

cone (M − x0) = {p : p = λ(x− x0),λ > 0,x ∈M}.
Тодi нерiвнiсть (2.7.20) еквiвалентна тому, що

−x∗ ∈ (cone (M − x0))
∗

Отже
∂δ(x0|M) = − (cone (M − x0))

∗
. (2.7.21)

Нехай тепер Ki,i = 1, . . . ,m, – опуклi конуси i нехай 0 ∈ Ki. Тодi
cone (Ki − 0) = Ki. Тому

∂δ(0|Ki) = −K∗
i . (2.7.22)

Зауважимо, що
δ (x| ∩mi=1 Ki) = δ (x|K1) + · · · + δ (x|Km) . (2.7.23)

Якщо застосувати до δ (x| ∩mi=1 Ki) теорему 2.7.9, то отримаємо такий
результат
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Теорема 2.7.10. Нехай Ki,i = 1, . . . ,m, – опуклi конуси i нехай (ri K1)∩
· · · ∩ (ri Km) 6= ∅. Тодi

(K1 ∩ · · · ∩Km)
∗

= K∗
1 + · · · +K∗

m.

Доведення. Ясно, що dom δ (·|Ki) = Ki. Тому з умов теореми випливає,
що

(ri dom δ (·|K1)) ∩ · · · ∩ (ri dom δ (·|Km)) 6= ∅.
Можна застосувати теорему 2.7.8 до функцiї (2.7.23). Враховуючи рiв-
нiсть (2.7.22), отримаємо

− (∩mi=1Ki)
∗

= ∂δ (0| ∩mi=1 Ki) =

= ∂δ (0|K1) + · · · + ∂δ (0|Km) = −K∗
1 − · · · −K∗

m.

Теорема 2.7.11. Нехай M∗ – замкнута опукла множина,

f(x) = sup
x∗

{〈x∗,x〉 : x∗ ∈ M∗} .

Тодi

∂f(x0) = {x∗ ∈ M∗ : 〈x∗,x0〉 = f(x0)} .
Якщо x0 = 0, то ∂f(0) = M∗.

Доведення. Якщо x∗ ∈ M∗, 〈x∗,x0〉 = f(x0), то
f(x) − f(x0) ≥ 〈x∗,x〉 − 〈x∗,x0〉 = 〈x∗,x− x0〉,

Тобто x∗ ∈ ∂f(x0).
Нехай x∗0 ∈ ∂f(x0). Припустимо, що x∗0 6∈ M∗. Тодi за теоремою про

роздiлення iснує такий вектор p, що
sup
x∗

{〈x∗,p〉 : x∗ ∈ M∗} < 〈x∗0,p〉. (2.7.24)

З iншого боку
sup
x∗

{〈x∗,x− x0〉 : x∗ ∈ M∗} ≥ f(x) − f(x0) ≥ 〈x∗0,x− x0〉.
Покладаючи x = x0 + p, отримаємо

sup
x∗

{〈x∗,p〉 : x∗ ∈ M∗} ≥ 〈x∗0,p〉.

Це суперечить нерiвностi (2.7.24). Отже x∗0 ∈ M∗. За припущенням x∗0 ∈
∂f(x0). Тому

f(x) − 〈x∗0,x〉 ≥ f(x0) − 〈x∗0,x0〉.
Покладемо x = 0. Отримаємо 〈x∗0,x0〉 ≥ f(x0). Але x∗0 ∈ M∗. Тому
〈x∗0,x0〉 ≤ f(x0). Отже

〈x∗0,x0〉 = f(x0).

Якщо x0 = 0, то f(0) = 〈x∗,0〉 = 0 для всiх x∗ ∈ M∗. Тому ∂f(0) =
M∗.
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Теорема 2.7.12. Нехай f(x) – додатньо однорiдна замкнута опукла
функцiя. Тодi

∂f(x0) = {x∗ ∈ dom f∗ : 〈x∗,x0〉 = f(x0)} .

Нехай f(x,α) – опуклi при кожному α ∈ A функцiї вiд x, A – деяка
множина iндексiв. Функцiя

f(x) = sup
α

{f(x,α) : α ∈ A}

опукла. Вияснимо як субдиференцiал функцiї f(x) виражається через
субдиференцiали функцiй f(x,α).

Лема 2.7.5. Нехай множина A компактна i функцiя f(x,α) неперервна
за x та α в околi точки x0 i α ∈ A. Тодi функцiя

f(x) = max
α

{f(x,α) : α ∈ A} (2.7.25)

неперервна в точцi x0.

Доведення. Позначимо
A(x) = {α ∈ A : f(x,α) = f(x)} .

Тодi
f(x,α) = f(x) ≥ f(x,α0),

f(x0,α) ≤ f(x0) = f(x0,α0)

при α ∈ A(x), α0 ∈ A(x0). Вiднiмаючи цi нерiвностi, отримаємо
f(x,α) − f(x0,α) ≥ f(x) − f(x0) ≥ f(x,α0) − f(x0,α0). (2.7.26)

При x→ x0 вираз в правiй частинi прямує до нуля. Покажемо, що i лiва
частина прямує до нуля. Нехай xk → x0 i αk ∈ A(xk) ⊂ A,

|f(xk,αk) − f(x0,αk)| ≥ ε > 0.

Оскiльки A – компактна множина, то можна вважати, що αk → α ∈ A.
Тодi

f(xk,αk) − f(x0,αk) → f(x0,α) − f(x0,α) = 0.

Це суперечить припущенню. Отже при x → x0 i лiва i права частини
нерiвностi (2.7.26) прямують до нуля. Отже f(x) → f(x0).

Лема 2.7.6. Нехай виконуються умови леми 2.7.5. Тодi для кожної
вiдкритої множини C такої, що A(x0) ⊂ C ⊂ A iснує такий окiл
точки x0, що для всiх точок iз цього околу виконується включення

A(x) ⊂ C.

Доведення. Нехай для деякої вiдкритої множини C0, A(x0) ⊂ C0, iснує
така послiдовнiсть xk → x0, що знайдуться точки αk ∈ A(xk), αk 6∈ C0.
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Оскiльки A – компактна множина, то можна вважати, що αk → α0. За
означенням

f(xk) = f(xk,αk).

Переходячи до границi, за лемою 2.7.5 отримаємо
f(x0) = f(x0,α0),

Тобто α0 ∈ A(x0) ⊂ C0. Тодi αk при достатньо великих k мають належати
вiдкритiй множинi C0 – околу точки α0. Це суперечить тому, що αk 6∈
C0.

Теорема 2.7.13. Нехай множина A компактна i функцiя f(x,α) опукла
за x при кожному α ∈ A. Нехай функцiя f(x + λp,α) неперервна за λ
та α для λ ∈ [−δ,δ], δ > 0, α ∈ A. Тодi функцiя

f(x) = max
α

{f(x,α) : α ∈ A}
диференцiйовна за напрямком p i

f ′(x0,p) = max
α

{f ′(x0,p,α) : α ∈ A(x0)} ,
де f ′(x0,p,α) – похiдна функцiї f(x,α) за напрямком p в точцi x0.

Доведення. Нехай
g(λ) = f(x0 + λp), g(λ,α) = f(x0 + λp,α), A(λ) = A(x0 + λp).

Тодi
f ′(x0,p) = g′(0), f ′(x0,p,α) = g′(0,α).

Функцiя
g(λ) = max

α
{g(λ,α) : α ∈ A}

скiнченна при λ ∈ [−δ,δ] оскiльки g(λ,α) неперервна за α, а множина A
– компактна. Тому похiдна g′(0) iснує i скiнченна. Поклавши в (2.7.26)
x = x0 + λp, λ > 0, отримаємо

g(λ,α) − g(0,α)

λ
≥ g(λ) − g(0)

λ
≥ g(λ,α0) − g(0,α0)

λ
, (2.7.27)

для всiх α ∈ A(λ), α0 ∈ A(0). З правої нерiвностi (2.7.27) отримаємо
g(λ) − g(0)

λ
≥ g′(0,α0), α0 ∈ A(0).

Тому
g′(0) ≥ sup

α0

{g′(0,α0) : α0 ∈ A(0)} .

Розглянемо лiву нерiвнiсть (2.7.27). За лемою 2.7.6 для вiдкритої множи-
ни C ⊃ A(x0) = A(0) знайдеться таке ε > 0, що A(λ) ⊂ C при 0 ≤ λ < ε.
Тому при λ < ε з нерiвностi (2.7.27) отримаємо

g′(0) ≤ g(λ) − g(0)

λ
≤ sup

α

{
g(λ,α) − g(0,α)

λ
: α ∈ C

}
. (2.7.28)
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Розглянемо точну верхню грань виразу, що стоїть в правiй частинi не-
рiвностi (2.7.28) по всiх C ⊃ A(0). Оскiльки функцiя g(λ,α) неперервна
за α i A(0) замкнута пiдмножина компактної множини, то можна пере-
конатися, що

inf
C⊃A(0)

sup
α

{
g(λ,α) − g(0,α)

λ
: α ∈ C

}
=

= max
α

{
g(λ,α) − g(0,α)

λ
: α ∈ A(0)

}
.

Тому

g′(0) ≤ max
α

{
g(λ,α) − g(0,α)

λ
: α ∈ A(0)

}
. (2.7.29)

Нехай λk → 0 i αk ∈ A(0) такi, що
g(λk,αk) − g(0,αk)

λk
=

= max
α

{
g(λk,α) − g(0,α)

λk
: α ∈ A(0)

}
. (2.7.30)

Можна вважати,що αk → α0 ∈ A(0). За лемою 2.1.10
g(0,αk) − g(−δ,αk)

δ
≤ g(λk,αk) − g(0,αk)

λk
≤ g(δ,αk) − g(0,αk)

δ
,

Оскiльки функцiя g(λ,α) неперервна за α i множина A компактна, то
вiдношення

g(λk,αk) − g(0,αk)

λk
обмежене. Можна вважати, що воно прямує до деякої величини µ.

Фiксуємо λ > 0. Тодi λk < λ при великих k i за лемою 2.1.10
g(λ,αk) − g(0,αk)

λ
≥ g(λk,αk) − g(0,αk)

λk
.

Переходячи до границi при k → ∞ отримаємо, що
g(λ,α0) − g(0,α0)

λ
≥ µ, (2.7.31)

звiдки при λ → 0 матимемо g′(0,α0) ≥ µ. Скористаємося нерiвностями
(2.7.29), (2.7.30). Отримаємо

g′(0) ≤ µ ≤ g′(0,α0), α0 ∈ A(0).

Аналiз всiх нерiвностей приводить до висновку, що
g′(0,α0) ≥ g′(0) ≥ sup

α0

{g′(0,α0) : α0 ∈ A(0)} , α0 ∈ A(0),

тобто
g′(0) = max

α0

{g′(0,α0) : α0 ∈ A(0)} .

98



Теорема 2.7.14. Нехай множина A компактна i функцiя f(x,α) опукла
за x при кожному α ∈ A i неперервна за x та α для x з деякого околу
точки x0 та α ∈ A. Тодi

∂f(x0) = conv




⋃

α∈A(x0)

∂f(x0,α)


 .

Доведення. За теоремою 2.7.5

f ′(x0,p,α) = max
x∗

{〈p,x∗〉 : x∗ ∈ ∂f(x0,α)} .
З попередньої теореми випливає, що

f ′(x0,p) = max
α∈A(x0)

max
x∗∈∂f(x0,α)

〈p,x∗〉 =

= max
x∗



〈p,x∗〉 : x∗ ∈

⋃

α∈A(x0)

∂f(x0,α)



 =

= sup
x∗



〈p,x∗〉 : x∗ ∈ conv

⋃

α∈A(x0)

∂f(x0,α)



 . (2.7.32)

З теореми 2.7.5 випливає, що

f ′(x0,p,α) = sup
x∗

{〈p,x∗〉 : x∗ ∈ ∂f(x0,α)} . (2.7.33)

Спiввiдношення (2.7.32), (2.7.33) показують, що опорнi функцiї двох опу-
клих замкнутих множин спiвпадають. Тому самi множини теж спiвпада-
ють. Теорема доведена.

Теорему корисно переформулювати для максимуму скiнченної кiлькостi
опуклих функцiй.

Теорема 2.7.15. Теорема Дубовицького-—Мiлютiна про субдиферен-
цiал максимума. Нехай функцiї f1(x), . . . ,fm(x) опуклi i неперервнi в
точцi x0. Тодi субдиференцiал функцiї f(x) = max

i=1,...,m
fi(x) має вигляд

∂f(x0) = conv





⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0)



 , (2.7.34)

де I(x0) = {i | fi(x0) = f(x0)}.
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Використовуючи опуклiсть множин ∂fi(x0), неважко показати, що фор-
мулу (2.7.34) можна подати у виглядi

∂f(x0) =



x

∗ : x∗ =
∑

i∈I(x)

λix
∗
i ,x

∗
i ∈ ∂fi(x0),λi ≥ 0,

∑

i∈I(x)

λi = 1




(2.7.35)

Зокрема, якщо функцiї f1(x), . . . ,fm(x) диференцiйовнi, то

∂f(x0) =



x

∗ : x∗ =
∑

i∈I(x)

λif
′
i(x0),λi ≥ 0,

∑

i∈I(x)

λi = 1



 . (2.7.36)

Теорема 2.7.16. Нехай Λ: X → Y – неперервний лiнiйний оператор, f
- опукла функцiя на Y . Тодi для кожної точки x ∈ X справджується
включення

Λ∗∂f(Λx) ⊂ ∂(fΛ)(x).

Якщо функцiя f неперервна в деякiй точцi y0 ∈ ImΛ, то для кожної
точки x ∈ X справджується рiвнiсть

Λ∗∂f(Λx) = ∂(fΛ)(x). (2.7.37)

Теорема 2.7.17. Нехай g1, . . . ,gm – опуклi функцiї на X, g = (g1, . . . ,gm)
– утворена з них вектор-функцiя, ϕ – монотонно неспадна опукла
функцiя на вiдкритiй опуклiй множинi U ⊂ Rm, g(X) ⊂ U . Якщо
функцiя g(x) неперервна в точцi x0, а функцiя ϕ неперервна в точцi
g(x0), то субдиференцiал функцiї f(x0) = ϕ(g(x0)) має вигляд

∂f(x0) =
⋃

p∈∂ϕ(u)

(
m∑

i=1

pi∂gi(x0)

)
, (2.7.38)

де u = g(x0).

Зокрема, якщо функцiя ϕ диференцiйовна в точцi u = g(x0), то фор-
мула (2.7.38) матиме вигляд

∂f(x0) =

m∑

i=1

∂ϕ

∂ui
(g(x0))∂gi(x0). (2.7.39)

Якщо, крiм того, функцiї g1, . . . ,gm диференцiйовнi в точцi x0, то отри-
маємо вiдому формулу для градiєнта суперпозицiї диференцiйовних фун-
кцiй:

f ′(x0) =

m∑

i=1

∂ϕ

∂ui
(g(x0))g

′
i(x0).
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Теорема 2.7.18. Нехай ϕ – опукла функцiя на вiдкритiй опуклiй мно-
жинi U ⊂ Rm,A – матриця розмiру m × n, b ∈ Rm, причому множи-
на X = {x ∈ Rn |Ax+ b ∈ U} непорожня. Тодi субдиференцiал функцiї
f(x) = ϕ(Ax+ b) має вигляд

∂f(x) = ∂ϕ(u)A
def
= {a ∈ Rn | a = pA, p ∈ ∂ϕ(u)} ,u = Ax+ b.

За допомогою теореми Каратеодорi 1.2.1 можна довести посилений
варiант теореми 2.7.14 для простору X = Rn.

Теорема 2.7.19. Теорема про очистку. Якщо за умов теореми 2.7.14
X = Rn, то кожний елемент x∗ ∈ ∂f(x0) можна представити у ви-
глядi

x∗ = λ1x
∗
1 + · · · + λrx

∗
r ,r ≤ n+ 1,

r∑

i=1

λi = 1, λi > 0, x∗i ∈ ∂f(x0,αi), αi ∈ A(x0), i = 1, . . . ,r.

Доведення. Позначимо через

P =
⋃

α∈A(x0)

∂f(x0,α).

Покажемо, що множина P обмежена i замкнута. Тодi convP = convP i
твердження теореми випливатиме з теореми Каратеодорi. За лемою 2.7.5
функцiя f(x) неперервна. За теоремою 2.7.5 субдиференцiал ∂f(x0) не-
перервної функцiї обмежений. Оскiльки субдиференцiал ∂f(x0) включає
множину P , то вона обмежена.

Покажемо, що множина P замкнута. Нехай послiдовнiсть елементiв
z1,z2, . . . множини P збiгається до z:

zk ∈ ∂f(x0,αk), αk ∈ A(x0).

Оскiльки множина A(x0) компактна, то послiдовнiсть αk має граничну
точку α0 ∈ A(x0). Функцiя неперервна за α. Тому для всiх x ∈ Rn

f(x,α0) − f(x0,α0) = f(x,α0) − f(x0) ≥ limk→∞f(x,αk) − f(x0) =

= limk→∞[f(x,αk) − f(x0,αk)] ≥ lim
k→∞

〈zk,x− x0〉 = 〈z,x− x0〉.
Отже z ∈ ∂f(x0,α0) ⊂ P. Теорема доведена.

2.7.1. Субдиференцiал вiдстанi до множини

Нехай M - опукла множина, C - опукла, обмежена множина, 0 ∈
int C. Тодi для всiх x ∈ X визначена функцiя

dC(x|M) = inf
ρ
{ρ ≥ 0 : x ∈M + ρC}. (2.7.40)
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Якщо C = B, де B - одинична куля з центром в нулi, то dB(x|M) – це
вiдстань вiд точки x до множини M . Якщо M = {0}, то

dC(x|{0}) = inf
ρ
{(ρ > 0: x ∈ ρC} = inf

ρ
{(ρ > 0:

x

ρ
∈ C} = µ(x|C),

де µ(x|C) – функцiя Мiнковського.

Теорема 2.7.20. Справедлива формула

dC(x|M) = sup
x∗

{(x∗,x) − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1} ,
де s(x∗|C) – опорна функцiя множини C.

Доведення. Оскiльки 0 ∈ intC, то множини M +ρC,ρ ≥ 0, вкладенi одна
в одну. Можна переконатися, що якщо x ∈ (M + ρC), то dC(x|M) ≤ ρ.
За теоремою 1.4.5 про опорну функцiю, x ∈ (M + ρC) тодi i лише тодi,
коли

〈x∗,x〉 ≤ s(x∗|M + ρC) = s(x∗|M) + ρs(x∗|C) (2.7.41)
при всiх x∗. Якщо x ∈M , то dC(x|M) = 0 i

〈x∗,x〉 ≤ s(x∗|M).

Тому
sup
x∗

{〈x∗,x〉 − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1} = 0,

причому точна верхня грань в лiвiй частинi останнього спiввiдношення
досягається при x∗ = 0. Таким чином, якщо dC(x|M) = 0, то твердження
теореми доведене.

Нехай тепер x ∈ (M + ρC) i ρ ≥ dC(x|M) > 0. При x∗ 6= 0 маємо
s(x∗|C) > 0, оскiльки 0 ∈ intC. Нерiвнiсть (2.7.41) можна переписати в
такому виглядi:

〈x∗,x〉 ≤ s(x∗|M) + ρ, s(x∗|C) = 1.

Тому
ρ ≥ sup

x∗
{〈x∗,x〉 − s(x∗|M) : s(x∗|C) = 1} . (2.7.42)

Нехай ρ задовольняє нерiвнiсть (2.7.42). Тодi x ∈ (M + ρC). Покажемо,
що ρ ≥ dC(x|M). Оскiльки 0 ∈ intC, то для довiльного ε > 0 виконано
спiввiдношення (x−εC)∩ (M +ρC) 6= ∅, тобто x ∈ (M +(ρ+ε)C), а тому
dC(x|M) ≤ ρ + ε. Оскiльки ε - довiльне, то dC(x|M) ≤ ρ. Якщо ж ρ не
задовольняє нерiвнiсть (2.7.42), то (M+ρC)∩ (x−ε0C) = ∅, при деякому
ε0 > 0 i x не може належати M + (ρ + ε0)C, тобто ρ + ε0 ≤ dC(x|M).
Звiдси випливає, що dC(x|M) спiвпадає з правою частиною нерiвностi
(2.7.42).

З теореми випливає, що функцiя dC(x|M) опукла i обмежена в до-
вiльнiй обмеженiй областi i тому неперервна.
Обчислимо субдиференцiал функцiї dC(x|M).
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Теорема 2.7.21. Справедливi формули:

∂dC(x|M) = ∂δ(x|M) ∩ {x∗ : s(x∗|C) ≤ 1}
при dC(x|M) = 0.

∂dC(x|M) = ∂δ(x|(M + dC(x|M)C)) ∩ {x∗ : s(x∗|C) = 1}
при dC(x|M) > 0, де δ(x∗|C) – iндикаторна функцiя множини C.

Доведення. За означенням x∗ ∈ ∂dC(x0|M) тодi i лише тодi, коли
dC(x|M) − dC(x0|M) ≥ 〈x∗,x− x0〉 (2.7.43)

при всiх x. Будь-яка точка x може бути представлена у виглядi y + ρz
при деяких y ∈ M,z ∈ C,ρ ≥ 0, причому dC(x|M) є нижня грань всiх
таких ρ. Тому нерiвнiсть (2.7.43) еквiвалентна наступнiй нерiвностi:

ρ− dC(x0|M) ≥ s(x∗|M) + ρs(x∗|C) − 〈x∗,x0〉 (2.7.44)
Остання нерiвнiсть справедлива для будь-яких ρ ≥ 0 лише тодi, коли:

s(x∗|C) ≤ 1. (2.7.45)
Тодi її можна переписати в еквiвалентнiй формi:

−dC(x0|M) ≥ s(x∗|M) − 〈x∗,x0〉. (2.7.46)
Якщо dC(x0|M) = 0, то x0 ∈ M , а нерiвнiсть (2.7.46) можна записати у
виглядi:

0 ≥ 〈x∗,x− x0〉, x ∈M,

або
−x∗ ∈ [cone (M − x0)]

∗ = −∂δ(x0|M).

Порiвнявши це з формулою (2.7.46) одержуємо твердження теореми для
цього випадку.

Нехай тепер dc(x0|M) > 0. Тодi x0 ∈ (M + ρ0C), ρ0 = dC(x0|M), i
нерiвнiсть (2.7.41) справедлива при x = x0,ρ = ρ0:

−dC(x0|M)s(x∗|C) ≤ s(x∗|M) − 〈x∗,x0〉.
Вiднявши його вiд нерiвностi (2.7.46), отримаємо:

dc(x0|M)(s(x∗|C) − 1) ≥ 0.

Враховуючи умови (2.7.45), це дає s(x∗|C) = 1. Тому нерiвнiсть (2.7.46)
можна переписати у виглядi

0 ≥ s(x∗|M) + dC(x0|M)s(x∗|C) − 〈x∗,x0〉,
або

0 ≥ 〈x∗,x− x0〉, x ∈ (M + dC(x0|M)C),

Звiдки
−x∗ ∈ [cone((M + dc(x0|M)C) − x0)]

∗ = −∂δ(x0|(M + dc(x0|M)C)).

Теорему доведено.
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2.7.2. Конус допустимих напрямкiв та субдиференцiали

Конус допустимих напрямкiв
cone (M − x0) = {p : p = λ(x− x0),λ > 0,x ∈M}

визначений для опуклої множини M i точки x0 ∈ M . В задачах на екс-
тремум такi конуси зустрiчаються постiйно i обчислення спряжених до
таких конусiв є однiєю iз основних задач. Покажемо як можна обчисли-
ти спряжений конус [cone (M − x0)]

∗ у тому випадку, коли множина M
задається за допомогою нерiвностi для опуклої функцiї.

Теорема 2.7.22. Нехай f(x) – опукла функцiя, нехай множина M за-
дається за допомогою нерiвностi

M = {x : f(x) ≤ 0},
та нехай iснує точка x1 ∈ M така, що f(x1) < 0. Якщо f(x0) = 0 i
f ′(x0,p) – замкнута функцiя, то

[cone (M − x0)]
∗ = − cone ∂f(x0).

Доведення. Оскiльки
0 > f(x1) = f(x1) − f(x0) ≥ 〈x∗,x1 − x0〉, x∗ ∈ ∂f(x0),

то 0 6∈ ∂f(x0). Покажемо, що
cone ∂f(x0) = {x∗ : x∗ = λx∗0, λ ≥ 0, x∗0 ∈ ∂f(x0)}

є замкнута множина. Дiйсно, нехай послiдовностi λk, x∗k такi, що λkx∗k →
x∗, λk > 0, x∗k ∈ ∂f(x0), x∗ 6= 0. Тодi послiдовнiсть λk обмежена. Якщо
припустити протилежне, тобто λk → +∞, то λk‖x∗k‖ → ‖x∗‖. Це можливо
лише при ‖x∗k‖ → 0. А цього не може бути, оскiльки 0 6∈ ∂f(x0). В силу
обмеженостi послiдовностi λk можна вважати, що λk → λ0 > 0. Але тодi
послiдовнiсть x∗k збiгається до λ−1

0 x∗. А так як множина ∂f(x0) замкнута,
то λ−1

0 x∗ ∈ ∂f(x0). Отже x∗ ∈ cone ∂f(x0), що доводить замкнутiсть
cone ∂f(x0).
За означенням p ∈ [− cone ∂f(x0)]

∗ тодi i тiльки тодi, коли
〈p,− λx∗0〉 ≥ 0, λ > 0, x∗0 ∈ ∂f(x0),

тобто
sup
x∗
0

{〈x∗0,p〉 : x∗0 ∈ ∂f(x0)} ≤ 0. (2.7.47)

Оскiльки за умов теореми f ′(x0,p) – замкнута функцiя, то скориставшись
теоремою 2.7.1 i нерiвнiстю (2.7.47), можна переконатися у справедливо-
стi рiвностi

[− cone ∂f(x0)]
∗ = {p : f ′(x0,p) ≤ 0} .

Покладемо p1 = x1 − x0. Тодi для 0 < λ < 1

f ′(x0,p1) ≤
f(x0 + λp1) − f(x0)

λ
≤ f(x1) − f(x0) < 0
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i в силу опуклостi f ′(x0,p) за p
f ′(x0,λp1 + (1 − λ)p) ≤ λf ′(x0,p1) + (1 − λ)f ′(x0,p) < 0 (2.7.48)

якщо f ′(x0,p) ≤ 0.
Нехай тепер p = λ(x − x0),x ∈ M,λ > 0, тобто p ∈ cone (M − x0). Тодi
f(x) ≤ 0 i

0 ≥ f(x) − f(x0) ≥ 〈x∗,x− x0〉, x∗ ∈ ∂f(x0).

Тому
sup
x∗

{〈x∗,p〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)} = λ sup
x∗

{〈x∗,x− x0〉 : x∗ ∈ ∂f(x0)} ≤ 0.

Звiдси випливає, що
cone (M − x0) ⊂ {p : f ′(x0,p) ≤ 0} .

З iншого боку, якщо f ′(x0,p) < 0, то для малих λ > 0

f(x0 + λp) = f(x0) + λf ′(x0,p) + o(λ) = λf ′(x0,p) + o(λ) < 0.

Тому x0 + λp ∈M . Це означає, що p ∈ cone (M − x0). Тепер з нерiвностi
(2.7.48) випливає, що

λp1 + (1 − λ)p ∈ cone (M − x0),

якщо p ∈ {p : f ′(x0,p) ≤ 0}. Спрямовуючи λ до нуля, отримаємо, що
будь-яка точка конуса {p : f ′(x0,p) ≤ 0} є граничною точкою для конуса
cone (M − x0). Конус {p : f ′(x0,p) ≤ 0} замкнутий, оскiльки f ′(x0,p) –
замкнута функцiя i справедлива теорема 2.2.4, а також

(cone (M − x0)) ⊃ {p : f ′(x0,p) ≤ 0} .
Тому

(cone (M − x0)) = {p : f ′(x0,p) ≤ 0} .
Ранiше було показано, що

[− cone ∂f(x0)]
∗ = {p : f ′(x0,p) ≤ 0} .

Тому справджується рiвнiсть

[− cone ∂f(x0)]
∗ = (cone (M − x0)).

Тепер отримаємо
− cone ∂f(x0) = [− cone ∂f(x0)]

∗∗ =

= [(cone (M − x0))]
∗ = [(cone (M − x0))]

∗,

що i потрiбно було показати.

Теорема 2.7.23. Нехай опукла функцiя f(x) неперервна в точцi x0 ∈
M , M = {x : f(x) ≤ 0}, та нехай iснує така точка x1, що f(x1) < 0.
Тодi

[cone (M − x0)]
∗ =

{
{0}, f(x0) < 0,
− cone ∂f(x0), f(x0) = 0.
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Доведення. Якщо f(x0) < 0, то в силу неперервностi f в точцi x0

отримаємо, що x0 + λp ∈ M для кожного p при малих λ > 0. Тому
cone (M − x0) = X. Тодi спряжений до cone (M − x0) конус мiстить лише
одну точку – початок координат. Це доводить справедливiсть першо-
го твердження теореми. Друге твердження теореми є наслiдком теорем
2.7.5 та 2.7.23.

Теорема 2.7.24. Нехай f(x) – власна опукла функцiя та нехай iсну-
ють такi точки x0, x1, що f(x1) < 0, x0 ∈ ri dom f та x0 ∈ M =
{x : f(x) ≤ 0}. Тодi

[cone (M − x0)]
∗ =

{
(Lin dom f)⊥, f(x0) < 0,
− cone ∂f(x0), f(x0) = 0.

Доведення. Друге твердження теореми є наслiдком теорем 2.7.6 та 2.7.23.
Перше твердження теореми отримаємо, якщо помiтимо, що в силу тео-
реми 2.2.3 для x0 ∈ ri dom f виконується спiввiдношення

cone (M − x0) = Lin dom f. (2.7.49)
Тому

[cone (M − x0)]
∗ = [Lin dom f ]∗.

Якщо конус K = L, де L – пiдпростiр X, то x∗ ∈ X∗ тодi i тiльки тодi,
коли

〈x,x∗〉 ≥ 0, x ∈ L.

Якщо ж x ∈ L, то −x ∈ L. Отже
〈−x,x∗〉 ≥ 0, x ∈ L.

Тому
〈x,x∗〉 = 0, x ∈ L,

Тобто x∗ ∈ L⊥. Отже, якщо конус K = L, то K∗ = L⊥.
Застосовуючи це твердження до рiвностi (2.7.49), отримаємо твердження
теореми.

2.8. ОПЕРАЦIЇ НАД ОПУКЛИМИ ОБ’ЄКТАМИ

2.8.1. Операцiї над опуклими функцiями

На множинi опуклих функцiй Conv (X,R) визначенi такi операцiї:
1) сума

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x);
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2) конволюцiя
(f1⊕f2) (x) = inf

x=x1+x2

(f1(x1) + f2(x2)) ;

3) максимум
(f1 ∨ f2) (x) = max{f1(x),f2(x)};

4) опукла оболонка мiнiмуму
(f1 conv∧f2) (x) = conv (min {f1(·),f2(·)}) (x);

5) прообраз функцiї при лiнiйному вiдображеннi Λ: X → Y

(fΛ)(x) = f(Λx);

6) образ функцiї при лiнiйному вiдображеннi Λ: X → Y

(Λf)(y) = inf{f(x) : x ∈ X,Λx = y}.
Всi перерахованi операцiї переводять опуклi функцiї в опуклi функцiї.
Операцiї 1), 2) допускають природне розширення на скiнченну кiлькiсть
функцiй. Операцiї 3), 4) допускають природне розширення на будь-яку
кiлькiсть функцiй:

(∨α∈Afα) (x) = sup
α∈A

fα(x),

conv (∧α∈A fα) (x) = conv

(
inf
α∈A

fα(x)

)
.

На множинi опуклих однорiдних функцiй SL (X,R) визначенi такi ж
операцiї 1)—6). Крiм того, визначають ще одну операцiю, яка переводить
опуклi однорiднi функцiї в опуклу однорiдну функцiю

p1▽p2 = ∨{α1p1 + α2p2 : α1 ≥ 0,α2 ≥ 0,α1 + α2 = 1}.

2.8.2. Операцiї над опуклими множинами

На множинi Conv (X) опуклих пiдмножин простору X визначенi такi
операцiї:

1) сума
A1 +A2 = {x : x = x1 + x2, x1 ∈ A1, x2 ∈ A2};

2) конволюцiя, або сума Келлi
A1 ⊞A2 = ∪{α1A1 ∩ α2A2 : α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1};

3) опукла оболонка об’єднання
A1 conv ∪A2 = conv (A1 ∪A2) =

= {x : x = α1x1 + α2x2,x1 ∈ A1,x2 ∈ A2,α1 ≥ 0,α2 ≥ 0,α1 + α2 = 1};
4) перетин

A1 ∩A2 = {x : x ∈ A1,x ∈ A2};
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5) прообраз при лiнiйному вiдображеннi
AΛ = Λ−1A;

6) образ при лiнiйному вiдображеннi
ΛA.

Всi перерахованi операцiї переводять опуклi множини в опуклi множини.
Операцiї 1), 2) допускають природне розширення на скiнченну кiлькiсть
множин. Операцiї 3), 4) допускають природне розширення на будь-яку
кiлькiсть множин.

На множинi Cone (X) конусiв, множинi Aff (X) афiнних пiдмножин
простору X, множинi Lin (X) визначенi такi ж операцiї як i на множинi
Conv (X). Проте необхiдно приймати до уваги, що для цих множин кон-
волюцiя (сума Келлi) – це перетин множин: A1 ⊞A2 = A1 ∩A2, а опукла
оболонка об’єднання – це сума множин: A1 conv ∪A2 = A1 +A2.

2.8.3. Основнi оператори опуклого аналiзу

Нехай X,Y = X∗ простори, f– функцiя на X, A – пiдмножина в X,
K – конус в X, p – однорiдна функцiя на X. Визначимо найважливiшi
оператори опуклого аналiзу.
Функцiя

lf(y) = sup
x

(〈x,y〉 − f(x))

називається перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї f .
Множина

πA = {y ∈ Y : 〈x,y〉 ≤ 1,∀x ∈ A}
називається полярою множини A.
Поляра пiдпростору L називається анулятором пiдпростору L i познача-
ється L⊥.
Конус

σK = {y ∈ Y : 〈x,y〉 ≥ 0,∀x ∈ K}
називається спряженим до конуса K.
Множина

∂p = {y ∈ Y : 〈x,y〉 ≤ p(x),∀x ∈ X}
називається субдиференцiалом однорiдної функцiї p.
Функцiю

sA(y) = sup
x∈A

〈x,y〉

називають опорною функцiєю множини A.
Множина

∂f(x̂) = {y ∈ Y : f(x) − f(x̂) ≥ 〈x− x̂,y〉,∀x ∈ X}
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називається субдиференцiалом функцiї f в точцi x̂.
Аналогiчно визначаються всi перерахованi оператори для функцiї g на
Y , пiдмножини B, конуса L, опуклої однорiдної функцiї q на Y :

lg(x) = sup
y

(〈x,y〉 − g(y)),

πB = {x ∈ X : 〈x,y〉 ≤ 1,∀y ∈ B} ,
σL = {x ∈ X : 〈x,y〉 ≥ 0,∀y ∈ L} ,
∂q = {x ∈ X : 〈x,y〉 ≤ q(y),∀y ∈ Y } ,

sB(x) = sup
y∈B

〈x,y〉,

∂g(ŷ) = {x ∈ X : g(y) − g(ŷ) ≥ 〈y − ŷ,x〉,∀y ∈ Y } .
Для визначених операторiв використовують i традицiйнi їх позначення,
наприклад lf(x∗) = f∗(x∗). Запропонованi позначення, однак, спрощу-
ють формули опуклого аналiзу. Далi будемо користуватися наступними
позначеннями: l2f = l(lf), π2A = π(πA), σ2K = σ(σK), ∂sA = ∂(sA),
s∂p = s(∂p).

Теорема 2.8.1. Теорема про iнволютивностi.

• Для того щоб

L⊥⊥ = L,

необхiдно i достатньо, щоб пiдпростiр був замкнутим:

L ∈ Lin (X) ⇒ L⊥⊥ = L⇔ L ∈ Lin (X) ∩ Cl (X).

• Для того щоб

π2A = A,

необхiдно i достатньо, щоб множина A була замкнута, опукла,
i мiстила нуль:

π2A = A⇔ A ∈ Conv (X) ∩ Cl (X), 0 ∈ A.

• Для того щоб

σ2K = K,

необхiдно i достатньо, щоб конус K був опуклий i замкнутий:

σ2K = K,⇔ K ∈ Cone (X) ∩ Cl (X).

• Для того щоб

l2f = f,

необхiдно i достатньо, щоб власна функцiя f була опукла i за-
мкнута:

l2f = f ⇔ f ∈ ClConv (X,R).
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Теорема 2.8.2. Про оберненi оператори.

• Для того щоб при ∂p 6= ∅
s∂p = p,

необхiдно i достатньо, щоб однорiдна функцiя p була опуклою i
замкнутою:

s∂p = p⇔ p ∈ Cl SL (X,R).

• Для того щоб

∂sA = A,

необхiдно i достатньо, щоб множина A була опукла i замкнута:

∂sA = A,⇔ A ∈ Cl (X) ∩ Conv (X).

Теорема 2.8.3. Про перетворення Юнга–Фенхеля.
1. l(f1 ⊕ f2) = lf1 + lf2.
2. l(f1 + f2) ≅ lf1 ⊕ lf2.
3. l(f1 conv∧ f2) = lf1 ∨ lf2.
4. l(f1 ∨ f2) ≅ lf1 conv∧ lf2.
5. l(Λf) = lfΛ∗.
6. l(fΛ) ≅ Λ∗lf.
7. l2f ≤ f.
8. f ≤ g ⇒ lf ≥ lg, l2f ≤ l2g.

Для того щоб була рiвнiсть в 2, достатньо, щоб iснувала точка
x0 ∈ dom f2, в якiй f1 неперервна. Для того щоб була рiвнiсть в 4,
достатньо, щоб функцiї f1 та f2 були скiнченнi на X i функцiя f1
була неперервна. Для того щоб була рiвнiсть в 6, достатньо, щоб
iснувала точка z0 ∈ ImΛ, в якiй f1 неперервна.

2.8.4. Деякi спiввiдношення мiж основними операторами

Нехай A,A1,A2 – опуклi множини, K – опуклий конус, p – опукла
однорiдна функцiя. Справджуються наступнi рiвностi:

1. lδA = sA.
2. lµA = δπA.
3. 0 ∈ A⇒ µπA = sA.
4. lp = δ∂p.
5. σK = −πK.
6. sK = δσK.
7. δπK = sK.
8. δ(A1 +A2) = δA1 ⊕ δA2.
9. δ(A1 ∩A2) = δA1 ∨ δA2 = δA1 + δA2.
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10. δ(A1 conv∪A2) = δA1 conv∧δA2.
11. 0 ∈ (A1 ∩A2) ⇒ µA1 + µA2 = µ(A1 ⊞A2).
12. µ(A1 ∩A2) = µA1 ∨ µA2.
13. µ(A1 conv∩A2) = µA1 conv∧µA2.

Формули для субдиференцiалiв однорiдних функцiй:

1. ∂(p1 + p2) ≅ ∂p1 + ∂p2.
2. ∂(p1▽p2) = ∂p1 ⊞ ∂p2.
3. ∂(p1 ∨ p2) ≅ ∂p1 conv∪ ∂p2.
4. ∂(p1 conv∧p2) = ∂p1 ∩ ∂p2.

Формули для поляр:

1. π(A1 +A2) = πA1 ⊞ πA2.
2. π(A1 ⊞A2) ≅ πA1 + πA2.
3. π(A1 ∩A2) ≅ πA1 conv∪πA2.
4. π(A1 conv∪A2) = πA1 ∩ πA2.

Формули для опорних функцiй:

1. s(A1 +A2) = sA1 + sA2.
2. s(A1 ⊞A2) ≅ sA1▽sA2.
3. s(A1 ∩A2) ≅ sA1 conv∧sA2 ≅ sA1 ⊕ sA2.
4. s(A1 conv∪A2) = sA1 ∨ sA2.

Формули для ануляторiв;

1. (L1 + L2)
⊥ = L⊥

1 ∩ L⊥
2 .

2. (L1 ∩ L2)
⊥ ≅ L⊥

1 + L⊥
2 .

Формули для спряжених конусiв:

1. σ(K1 +K2) = σK1 ∩ σK2 ⇔ (K1 +K2)
∗ = K∗

1 ∩K∗
2 .

2. σ(K1 ∩K2) ≅ σK1 + σK2 ⇔ (K1 ∩K2)
∗ ≅ K∗

1 +K∗
2 .

Властивостi опорних функцiй:

1. sA(λy) = λsA(y),λ ≥ 0.
2. sA(y1 + y2) ≤ sA(y1) + sA(y2).
3. s(A1 +A2)(y) = sA1(y) + sA2(y).
4. X = Rn, Λ ∈ L(Rn,Rm), sΛA(y) = sA(Λ∗y).
5. s(λA)(y) = λsA(y),λ ≥ 0.
6. X = Rn, conv A = ∩y∈Sn−1 {x : 〈x,y〉 ≤ sA(y)} .
7. A1,A2 ∈ Comp (X), A1 = A2 ⇔ sA1 = sA2.
8. conv A ⊂ conv B ⇔ sA ≤ sB.
9. A ∈ Comp (Rn), x ∈ int conv A⇔ 〈x,y〉 ≤ sA(y)∀y ∈ Sn−1.
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10. A1,A2 ∈ Comp (Rn) ⇒ convA1 ∩ convA2 6= ∅ ⇔ sA1(y) + sA2(−y) ≥
0.

11. p ∈ SL(Rn,Rm) ⇔ p(y) = sA(y), A = ∂p.
12. A1,A2 ∈ Comp (Rn) ⇒ |sA1(y1) − sA2(y2)| ≤ |y1|h(A1,A2)+ Diam

A2|y1 − y2|.
13. A1,A2 ∈ Comp (Rn) ⇒ h(conv A1, conv A2) = maxy∈Sn−1 |sA1(y) −

sA2(y)|.
14. s(A1 ∪A2) = max{sA1(y),sA2(y)} ⇔ s(A1 ∪A2) = sA1 ∨ sA2.
15. s(A1 ∩A2) = infz{sA1(y − z) + sA2(y)} = (sA1 ⊕ sA2)(y).
16. ρ(A1,A2) = −miny∈Sn−1(sA1(y) + sA2(−y)).
17. A ∈ Comp (Rn) ⇒ DiamA = maxy∈Sn−1(sA(y) + sA(−y)).

2.8.5. Приклади

1. Перетворення Юнга–Фенхеля.

a) X = Y = R, f(x) = |x|p/p,p > 1 ⇒ lf(y) = |y|q/q, 1/p+ 1/q = 1 ;
б) X = Y = R, f(x) = |x| ⇒ lf(y) = δ[−1,1](y);
в) X = Y = R, f(x) = exp(x) ⇒

lf(y) =





y(ln(y) − 1), y > 0,
0, y = 0,
+∞, y < 0,

г) X = Y = Rn, f(x) =
∑n
i=1 |xi|pi/pi,pi > 1 ⇒ lf(y) =

∑n
i=1 |yi|qi/qi,

qi > 1, 1/pi + 1/qi = 1;
д) X = Y = Rn, f(x) = max{x1, . . . ,xn} ⇒ lf(y) = δ

{
y ∈ Rn+ :∑n

i=1 yi = 1} ;
е) X = Y – Гiльбертiв простiр, lf(x) = f(x) ⇔ f(x) = 〈x,x〉/2;
ж) X – лiнiйний нормований простiр, X∗ – спряжений простiр, f(x) =

‖x‖ ⇒ lf(y∗) = δB∗(y∗), B∗ = {x∗ : ‖x∗‖ ≤ 1}.
2. Поляри

а) X = Y = Rn, A = Bnp = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi|p ≤ 1} ,p > 1 ⇒ πA =

Bnq ,1/p+ 1/q = 1;
б) X = Y = Rn, A = Bn∞(a) = {x ∈ Rn : |xi| ≤ ai,i = 1, . . . ,n} ⇒ πA =

Bn1 (a−1) = {y ∈ Rn :
∑n
i=1 |aiyi| ≤ 1} ;

в) X = Y = Rn, A = Bn1 (a) = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi/ai| ≤ 1} ⇒ πA =

Bn∞(a) =
{
y ∈ Rn : |yi| ≤ a−1

i ,i = 1, . . . ,n
}

;
г) X = Y – Гiльбертiв простiр, πA = A⇔ A = {x : 〈x,x〉 ≤ 1};
д) X – лiнiйний нормований простiр, X∗ – спряжений простiр, B =

{x : ‖x‖ ≤ 1}, B∗ = {x∗ : ‖x∗‖ ≤ 1}, πB = B∗.

3. Спряженi конуси
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а) X = Y = Rn, K = Rn+ ⇒ σK = Rn+;
б) X = Y – Гiльбертiв простiр, K = Ka(α) = {x : 〈x,a〉 ≥ ‖x‖ cos(α),

‖a‖ = 1,0 < α < π/2} ⇒ σK = Ka(π/2 − α);
в) X – лiнiйний нормований простiр, X∗ – спряжений простiр, K =

Π0ξ
∗ = {x : 〈ξ∗,x〉 ≥ 0} ⇒ σK = λξ∗ = {x∗ : x∗ = αξ∗,α ≥ 0}.
4. Субдиференцiали однорiдних функцiй

а) X = Y = R, p(x) = p(x; a,b) = {bx, x ≥ 0; ax, x ≤ 0,a < b} ⇒ ∂p =
[a,b];

б) X = Y = Rn, p(x) = max{x1, . . . ,xn} ⇒ ∂p =
{
y ∈ Rn+ :

∑n
i=1 yi = 1

}
;

в) X – лiнiйний нормований простiр, X∗ – спряжений простiр, p(x) =
‖x‖ ⇒ ∂p = B∗, B∗ = {x∗ : ‖x∗‖ ≤ 1}.

5. Опорнi функцiї

а) X = Y = Rn, A = Bnp = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi|p ≤ 1} , p > 1 ⇒ sA(y) =

‖y‖q = (
∑n
i=1 |yi|q)

1/q
,1/p+ 1/q = 1;

б) X = Y = Rn, A = Bn∞(a) ⇒ sA(y) =
∑n
i=1 |aiyi|;

в) X = Y = Rn, A = Bn1 (a) ⇒ sA(y) = maxi=1,...,n |aiyi|.
6. Субдиференцiали опуклих функцiй

a) X = Y = R, f(x) = |x| ⇒

∂f(x) =





−1, x < 0,
[-1,1], x = 0,
1, x > 0;

б) X = Y = R, f(x) = max{ex,1 − x} ⇒

∂f(x) =





ex, x > 0,
[-1,1], x = 0,
−1, x < 0;

в) X = Y – Гiльбертiв простiр, f(x) = ‖x‖ ⇒

∂f(x) =

{
x‖x‖−1, x 6= 0,
y : ‖y‖ ≤ 1, x = 0.

2.9. ЗАДАЧI ОПУКЛОГО ПРОГРАМУВАННЯ

Теорема 2.9.1. Нехай множина M опукла i функцiя f опукла на M .
Тодi локальний розв’язок задачi на мiнiмум

f(x) → min , x ∈M,

є також глобальним розв’язком задачi.
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Доведення. Нехай x0 – локальний розв’язок задачi. Тодi при деякому
ε > 0 виконується нерiвнiсть

f(x0) ≤ f(x) при всiх x ∈M ∩Bε(x0).

Для будь-якої точки x ∈M,x 6= x0, вiзьмемо λ = min{ε/‖x− x0‖,1}. Тодi
λx+ (1 − λ)x0 ∈M ∩Bε(x0) i

f(x0) ≤ f(λx+ (1 − λ)x0) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x0).

Звiдси

f(x0) ≤ f(x) при всiх x ∈M.

Тобто x0 - глобальний розв’язок задачi.

Отже для опуклих задач поняття локального i глобального розв’язкiв
не вiдрiзняються i можна говорити просто про розв’язок задачi.

Iншу важливу властивiсть опуклих задач можна сформулювати у ви-
глядi такого загального принципу: необхiднi умови оптимальностi в тому
чи iншому класi задач оптимiзацiї при вiдповiдних припущеннях опукло-
стi виявляються i достатнiми. Як приклад наведемо таку теорему.

Теорема 2.9.2. Нехай функцiя f опукла на Rn i диференцiйовна в
точцi x0 ∈ Rn. Якщо f ′(x0) = 0, то x0 – точка мiнiмуму функцiї f(x).

Доведення. Для всiх x ∈ Rn та λ ∈ (0,1] маємо

f(λx+ (1 − λ)x0) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x0).

Користуючись тим, що функцiя f диференцiйовна в точцi x0, отримаємо

f(x) − f(x0) ≥
f(x0 + λ(x− x0)) − f(x0)

λ
=

=
〈f ′(x0),λ(x− x0)〉 + o(λ)

λ
=
o(λ)

λ
.

Переходячи до границi при λ → 0, матимемо f(x) ≥ f(x0). Тобто x0 –
глобальний розв’язок задачi.

Наведемо ще одну властивiсть опуклих задач.

Теорема 2.9.3. Нехай множина M опукла i функцiя f опукла на M .

Тодi множина розв’язкiв M̂ = Argminx∈M f(x) задачi на мiнiмум опу-
кла. Якщо при цьому функцiя f строго опукла на M , то розв’язок
задачi єдиний.

Доведення. Нехай x1,x2 ∈ M̂,λ ∈ [0,1]. Тодi f(x1) = f(x2) = f̂ . При
цьому виконується нерiвнiсть

f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf(x1) + (1 − λ)f(x2) = f̂ .
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За визначенням M̂ тут може бути лише рiвнiсть. Отже λx1 + (1− λ)x2 ∈
M̂ , тобто M̂ - опукла множина.
Нехай f строго опукла. Якщо припустити, що в M̂ iснують двi рiзнi
точки x1,x2, x1 6= x2, то при λ ∈ (0,1) в останньому спiввiдношеннi
нерiвнiсть повинна бути строгою, що неможливо.

2.9.1. Обмеження, що задаються опуклими множинами

Нехай f(x) – власна опукла функцiя, x0 – точка мiнiмуму функцiї
f(x) на всьому просторi X. Тодi справджується нерiвнiсть

f(x) − f(x0) ≥ 0 ∀x ∈ X.

яку можна переписати у виглядi
f(x) − f(x0) ≥ 〈x− x0,0〉, 0 ∈ X∗, ∀x ∈ X. (2.9.1)

Дана нерiвнiсть означає, що 0 ∈ ∂f(x0). Отже справедлива наступна
теорема.

Теорема 2.9.4. Нехай f(x) – власна опукла функцiя. Для того щоб
точка x0 була точкою мiнiмуму функцiї f(x) на всьому просторi X,
необхiдно i достатньо, щоб 0 ∈ ∂f(x0).

Ця проста умова разом iз доведеними ранiше теоремами дозволяє
отримати цiлий ряд результатiв.

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї f(x) на множинi M :
f(x) → min , x ∈M. (2.9.2)

Теорема 2.9.5. Нехай f(x) – власна опукла функцiя. Нехай M – опу-
кла множина та нехай iснує точка x1 ∈ M , в якiй функцiя f(x)
неперервна. Для того щоб точка x0 була точкою мiнiмуму функцiї
f(x) на множинi M , необхiдно i достатньо, щоб

∂f(x0) ∩K∗
M (x0) 6= ∅, (2.9.3)

KM (x0) = cone (M − x0) = {p : p = λ(x− x0),λ > 0,x ∈M}.
Доведення. Оскiльки за означенням

δ(x|M) =

{
0, x ∈M,
+∞, x 6∈M,

то можна побачити, що задача знаходження мiнiмуму функцiї f(x) на
множинi M еквiвалентна задачi знаходження мiнiмуму функцiї f(x) +
δ(x|M) на всьому просторi. За теоремою 2.7.8 субдиференцiал функцiї
f(x) + δ(x|M) дорiвнює сумi субдиференцiалiв функцiй f(x) та δ(x|M).
За формулою (2.7.21)

∂δ(x0|M) = −K∗
M (x0). (2.9.4)
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Отже субдиференцiал функцiї f(x)+δ(x|M) в точцi x0 дорiвнює ∂f(x0)−
K∗
M (x0). За теоремою 2.9.4 для того щоб точка x0 була точкою мiнiмуму

функцiї f(x) + δ(x|M), необхiдно i достатньо, щоб
0 ∈ ∂f(x0) −K∗

M (x0).

Ця умова еквiвалентна умовi (2.9.3). Теорема доведена.

Теорема 2.9.6. Нехай виконуються умови теореми 2.9.5 i

M = M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mk,

де Mi,i = 1, . . . ,k – опуклi множини, причому

int M1 ∩ int M2 ∩ · · · ∩ int Mk−1 ∩Mk 6= ∅.
Для того щоб точка x0 була точкою мiнiмуму функцiї f(x) на множи-
нi M , необхiдно i достатньо, щоб знайшлись точки x∗i ∈ K∗

Mi
(x0),i =

1, . . . ,k i точка x∗ ∈ ∂f(x0) такi, що

x∗ = x∗1 + · · · + x∗k.

Доведення. З теорем 1.5.7, 1.5.6 та умов теореми випливає, що
KM (x0) = ∩ki=1KMi

(x0), (2.9.5)
i якщо x2 ∈ int Mi,i = 1, . . . ,k − 1;x2 ∈Mk, то

x2 − x0 ∈ int KMi
,i = 1, . . . ,k − 1; x2 − x0 ∈ KMk

.

Тому
int KM1

(x0) ∩ int KM2
(x0) ∩ · · · ∩ int KMk−1

(x0) ∩KMk
(x0) 6= ∅. (2.9.6)

Iз спiввiдношень (2.9.5), (2.9.6) та теореми 1.5.2 випливає, що
K∗
M (x0) = K∗

M1
(x0) +K∗

M2
(x0) + · · · +K∗

Mk
(x0). (2.9.7)

Тодi точка x∗ ∈ ∂f(x0) ∩K∗
M (x0), яка iснує за теоремою 2.9.5, допускає

розклад
x∗ = x∗1 + · · · + x∗k, x∗i ∈ K∗

Mi
(x0),i = 1, . . . ,k. (2.9.8)

Це доводить теорему.

Теорема 2.9.7. Нехай f(x) – власна опукла функцiя. Нехай

M = ∩ki=1Mi,

Mi,i = 1, . . . ,k – опуклi множини та нехай iснує точка x1 ∈ M , в
якiй функцiя f(x) неперервна. Для того щоб точка x0 була точкою
мiнiмуму функцiї f(x) на множинi M , необхiдно i достатньо, щоб
знайшлись такi точки x∗ ∈ ∂f(x0), x

∗
i ∈ K∗

Mi
(x0),i = 1, . . . ,k i число λ,

рiвне нулю або одиницi, що

λx∗ = x∗1 + · · · + x∗k. (2.9.9)
Причому, якщо λ = 0, то серед точок x∗1, . . . ,x

∗
k є принаймi одна нену-

льова. Якщо ж λ = 1, то цi умови є достатнiми.
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Доведення. За теоремою 2.9.5 iснує вектор x∗ ∈ ∂f(x0), такий, що x∗ ∈
K∗
M (x0). Оскiльки справедлива формула (2.9.5), то за теоремою 1.5.3

можливi два випадки.
1). Справедлива формула (2.9.7). Отже справедлива формула (2.9.8),

яка спiвпадає з (2.9.9) при λ = 1. Оскiльки теорема 2.9.5 дає необхi-
днi i достатнi умови, то в цьому випадку умова (2.9.9) є необхiдною i
достатньою.

2). Iснують такi x∗i ∈ K∗
Mi

(x0),i = 1, . . . ,k, не всi рiвнi нулю, що
x∗1 + · · · + x∗k = 0.

В цьому випадку формула (2.9.9) справджується при λ = 0.

2.9.2. Обмеження, що задаються опуклими нерiвностями

Нехай M – опукла множина, fi,i = 0,1, . . . ,m – власнi опуклi функцiї.
Будемо далi вважати, що функцiї fi,i = 0,1, . . . ,m неперервнi в точках
множини M .

Розглянемо тепер задачу мiнiмiзацiї функцiї f0(x)
min
x

{f0(x) : fi(x) ≤ 0,i = 1, . . . ,m, x ∈M}. (2.9.10)

Розглядатимемо бiльш загальну задачу, що залежить вiд параметра. Не-
хай

V (u) = inf
x
{f0(x) : fi(x) ≤ ui,i = 1, . . . ,m, x ∈M}. (2.9.11)

Тодi вихiдна задача (2.9.10) є частинний випадок задачi (2.9.11) при u =
0.

Лема 2.9.1. Функцiя V (u) опукла. Якщо iснує така точка x̄ ∈M , що

fi(x̄) < 0, i = 1, . . . ,m,

i V (0) – скiнченне число, то V (u) неперервна в точцi u = 0 i ∂V (0) 6= ∅.
Доведення. Нехай β1 > V (u1), β2 > V (u2). Тодi iснують такi точки x1 ∈
M,x2 ∈M , що

f0(x1) < β1, fi(x1) ≤ u1
i , i = 1, . . . ,m; x1 ∈M,

f0(x2) < β2, fi(x2) ≤ u2
i , i = 1, . . . ,m; x2 ∈M.

В силу опуклостi функцiй та множини
f0(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f0(x1) + λ2f0(x2) < λ1β1 + λ2β2,

fi(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1u
1
i + λ2u

2
i , i = 1, . . . ,m,

λ1x1 + λ2x2 ∈M, λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ 0,λ2 ≥ 0.

Звiдси
V (λ1u

1
i + λ2u

2
i ) < λ1β1 + λ2β2.
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Отже множина {(u,β) : β > V (u)} опукла. Тому опукла множина
epi V = {(u,β) : β ≥ V (u)}.

Якщо iснує точка x̄ ∈M , що задовольняє умови леми, то
fi(x̄) < ui, i = 1, . . . ,m,

для всiх u з деякого околу нуля. Тому
V (u) ≤ f0(x̄),

i 0 ∈ int dom V . Звiдси випливає, що функцiя V (u) в околi нуля приймає
скiнченнi значення i обмежена зверху. Тому вона неперервна в точцi
u = 0 i ∂V (0) 6= ∅.
Означення 2.9.1. Функцiя L(x,y), x ∈ X, y ∈ Rm, де

L(x,y) = f0(x) +

m∑

i=1

yifi(x),

називається (регулярною) функцiєю Лагранжа задачi опуклого програ-
мування (2.9.10).

Означення 2.9.2. Вектор y ∈ Rm називається вектором Куна-Таккера
задачi опуклого програмування (2.9.10) якщо y ≥ 0 i

V (0) = inf
x
{L(x,y) : x ∈M}. (2.9.12)

Теорема 2.9.8. Нехай V (0) – скiнченне число. Вектор y ∈ Rm буде
вектором Куна–Таккера задачi опуклого програмування (2.9.10) тодi
i тiльки тодi, коли −y ∈ ∂V (0).

Доведення. За означенням −y ∈ ∂V (0) тодi i тiльки тодi, коли
V (u) ≥ V (0) − 〈y,u〉, ∀u.

Тобто, тодi i тiльки тодi, коли
inf
u
{V (u) + 〈y,u〉} = V (0).

Пiдставляючи в цю формулу означення V (u), отримаємо
inf
u

inf
x
{f0(x) + 〈y,u〉 : fi(x) ≤ ui,i = 1, . . . ,m, x ∈M} = V (0). (2.9.13)

Якщо yi < 0 при деякому i, то, мiнiмiзуючи за ui, отримаємо −∞. Отже
yi ≥ 0 i формулу можна переписати у такому виглядi

inf
x

{
f0(x) +

m∑

i=1

yifi(x) : x ∈M

}
= inf

x
{L(x,y) : x ∈M} .

Отже −y ∈ ∂V (0) тодi i тiльки тодi, коли
inf
x

{L(x,y) : x ∈M} = V (0),

тобто, коли y ∈ Rm є вектором Куна-Таккера задачi опуклого програму-
вання (2.9.10).
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Теорема 2.9.9. Нехай iснує така точка x̄ ∈ M , що fi(x̄) < 0, i =
1, . . . ,m, i V (0) – скiнченне число. Тодi iснує вектор Куна-Таккера
y ∈ Rm задачi опуклого програмування (2.9.10). Якщо x0 — точка
мiнiмуму задачi (2.9.10), то виконуються умови

f0(x0) = L(x0,y) ≤ L(x,y), x ∈M,y ≥ 0,

yifi(x0) = 0, i = 1, . . . ,m. (2.9.14)
Цi умови є достатнiми для того, щоб точка x0 була розв’язком задачi
опуклого програмування (2.9.10).

Доведення. Iснування вектора Куна-Таккера y ∈ Rm задачi опуклого
програмування (2.9.10) випливає з леми 2.9.1 та теореми 2.9.8. Тому
переходимо до доведення останньої частини теореми.

Нехай x0 — точка мiнiмуму задачi (2.9.10). Тодi
fi(x0) ≤ 0, i = 1, . . . ,m; f0(x0) = V (0). (2.9.15)

Оскiльки y ≥ 0, то

V (0) = f0(x0) ≥ f0(x0) +

m∑

i=1

yifi(x0) = L(x0,y).

За означенням V (0) ≤ L(x0,y). Тому
f0(x0) = L(x0,y) = V (0) ≤ L(x,y), x ∈M.

Крiм того,
∑m
i=1 yifi(x0) = 0. Оскiльки yi ≥ 0, fi(x0) ≤ 0,i = 1, . . . ,m, то

це можливе лише при yifi(x0) = 0,i = 1, . . . ,m.
Покажемо, що умови теореми (2.9.14) є достатнiми для того, щоб то-

чка x0 була розв’язком задачi опуклого програмування (2.9.10). Нехай
x – точка, що задовольняє умови задачi (2.9.10). В силу (2.9.14) справ-
джуються такi спiввiдношення.

f0(x0) = f0(x0) +

m∑

i=1

yifi(x0) ≤ L(x,y) = f0(x) +

m∑

i=1

yifi(x) ≤ f0(x).

Отже точка x0 є розв’язком задачi опуклого програмування (2.9.10).

Теорема 2.9.10. Нехай виконуються умови теореми 2.9.9. Для того,
щоб точка x0 була розв’язком задачi опуклого програмування (2.9.10)
необхiдно i достатньо, щоб iснував вектор Куна–Таккера y ∈ Rm

задачi (2.9.10) i виконувались умови

∂xL(x0,y) ∩ [cone (M − x0)]
∗ 6= ∅,

y ≥ 0, yifi(x0) = 0, i = 1, . . . ,m. (2.9.16)

Доведення. Умови (2.9.14) теореми 2.9.9 означають, що функцiя L(x,y)
досягає мiнiмуму за змiнною x на множинi M в точцi x0. Далi застосо-
вуємо теорему 2.9.5.
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Побудуємо спряжену функцiю до функцiї V (u). За означенням
V ∗(y) = sup

u
{〈y,u〉 − V (u)} =

= sup
u

{
〈y,u〉 − inf

x
{f0(x) : fi(x) ≤ ui,i = 1, . . . ,m;x ∈M}

}
=

= sup
x

sup
u

{
−f0(x) +

m∑

i=1

yiui : fi(x) ≤ ui,i = 1, . . . ,m;x ∈M

}
.

Можна записати

V ∗(y) =

{
supx {−f0(x) +

∑m
i=1 yifi(x) : x ∈M} , y ≤ 0,

+∞, yi > 0.

Або

V ∗(y) =

{
− infx {L(x,− y) : x ∈M} , y ≤ 0,
+∞, yi > 0.

Теорема 2.9.11. Теорема двоїстостi. Якщо функцiя V (u) напiвнепе-
рервна знизу при u = 0 (або виконуються умови теореми 2.9.9), то

V (0) = sup
y≥0

inf
x

{L(x,y) : x ∈M} .

Вектор Куна–Таккера y0 є розв’язком задачi

ϕ(y0) = max
y

{ϕ(y) : y ≥ 0} ,

ϕ(y) = inf
x

{L(x,y) : x ∈M} .

Доведення. Маємо
V (0) = V ∗∗(0) = sup

y
{〈y,0〉 − V ∗(y)} =

= sup
y≤0

inf
x

{L(x,− y) : x ∈M} .

Замiна −y на y дає перше твердження теореми.
Нехай тепер y ≥ 0 — довiльний вектор. Тодi

ϕ(y) = inf
x

{
f0(x) +

m∑

i=1

yifi(x) : x ∈M

}
≤

≤ inf
x

{f0(x) : fi(x) ≤ 0,i = 1, . . . ,m;x ∈M} = V (0).

Отже для кожного y ≥ 0 справджується нерiвнiсть ϕ(y) ≤ V (0).
Якщо ж y0 – вектор Куна–Таккера, то

ϕ(y) ≤ V (0) = ϕ(y0), y ≥ 0.

Теорема доведена.
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2.10. ЗАДАЧI ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕНЬ

Нехай C – опукла компактна множина в X i нехай 0 ∈ int C. За
означенням опорної функцiї

s(x∗|C) = max
x

{〈x,x∗〉 : x ∈ C} .
Оскiльки 0 ∈ int C, то C ⊇ εB, де B – одинична куля, а ε > 0. Тому

s(x∗|C) ≥ max
x

{〈x,x∗〉 : x ∈ εB} = ε ‖x∗‖ . (2.10.1)

Останнє спiввiдношення випливає з того, що з вiдомої формули 〈x,x∗〉 ≤
‖x‖ ‖x∗‖ поклавши x0 = ε ‖x∗‖−1

x∗, отримаємо x0 ∈ εB, 〈x0,x
∗〉 = ε ‖x∗‖.

Розглянемо тепер функцiю Мiнковського множини C:

rC(x) = inf
ρ≥0

{ρ : x ∈ ρC} .

Функцiя Мiнковського rC(x) додатньо однорiдна, опукла и скiнченна для
всiх x, тому вона неперервна як функцiя вiд x. Оскiльки C – компактна
множина, то rC (x) > 0 для x 6= 0. Отже rC(x) можна розглядати як
узагальнену вiдстань вiд точки x до точки 0.

Визначимо для компактної опуклої множини A i замкнутої опуклої
множини M величину

dC(A|M) = inf
ρ≥0

{ρ : A ⊆M + ρC} . (2.10.2)

Зокрема, якщо A складається з однiєї точки x, то отримаємо функцiю
вiдстанi dC (x|M), яка вивчалася в попереднiх роздiлах.
Обчислення функцiї dC (x|M) зводиться до оцiнки вiдстанi вiд точки x
до множини M за умови, що метрика задається за допомогою функцiї
Мiнковського rC (x). Це стане бiльш зрозумiлим, якщо помiтимо, що

dC (x|M) = inf
ρ≥0

{ρ : x ∈M + ρC} =

= inf
x1∈M

inf
ρ≥0

{ρ : x ∈ x1 + ρC} =

= inf
x1∈M

inf
ρ≥0

{ρ : (x− x1) ∈ ρC} = inf
x1∈M

rC (x− x1) ,

тобто

dC (x|M) = inf
x1

{rC (x− x1) : x1 ∈ M} . (2.10.3)

В загальному випадку

dC (A|M) = inf
ρ
{ρ ≥ 0: A ⊆M + ρC} =

= sup
x2∈A

inf
ρ≥0

{ρ : x2 ∈M + ρC} = sup
x2∈A

dC (x2|M) . (2.10.4)
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Отже обчислення функцiї dC (A|M) зводиться до знаходження в A то-
чки, яка найгiршим чином апроксимується множиною M в метрицi, що
визначається множиною C. Якщо C = B, де B – одинична куля, то
rB (x) = ‖x‖, так що у цьому випадку наближення вiдбувається у при-
роднiй метрицi простору X.
Нехай тепер множина M складається з однiєї точки x. Тодi

dC (A|x) = inf
ρ≥0

{ρ : A ⊆ x+ ρC} = inf
ρ≥0

{ρ : A− x ⊆ ρC} .

Звiдси видно, що обчислення dC (A|x) зводиться до знаходження наймен-
шого коефiцiєнту розтягу, при якому множина ρC мiстить A − x. Якщо
поставити задачу знаходження мiнiмуму dC (A|x) за x, то геометрично
задача зведеться до знаходження такого змiщення множини A, при яко-
му множину можна помiстити у множину ρC з найменшим коефiцiєнтом
розтягу. Зокрема, якщо C = B – куля, то задача зводиться до задачi
знаходження кулi найменшого радiуса, описаної навколо A.
Вияснимо, що дає теорiя, яка описана в попереднiх параграфах, для
таких задач.

Теорема 2.10.1. Справедлива формула

dC (A|M) = sup
x∗

{s(x∗|A) − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1} .

Доведення. Згiдно теореми 2.7.20

dC(x|M) = sup
x∗

{〈x,x∗〉 − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1} . (2.10.5)

Пiдставляючи цей вираз у формулу (2.10.4), отримаємо

dC (A|M) = sup
x2∈A

sup
x∗

{〈x2,x
∗〉 − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1} =

= sup
x∗

{
sup
x2∈A

{〈x2,x
∗〉 − s(x∗|M) : s(x∗|C) ≤ 1}

}
,

що i потрiбно було довести.

Повернемося тепер до задачi про вiдшукання умов, якi характери-
зують точку x1, в якiй досягається мiнiмум у правiй частинi формули
(2.10.3), тобто якi характеризують точку множини M , найближчу до x у
метрицi rC (x).
Оскiльки rC (x) = dC (x|{0}), то за теоремою 2.7.21 справедливi формули:

∂rC (x0) = ∂δ (x0|{0}) ∩ {x∗ : s(x∗|C) ≤ 1} , (2.10.6)

при rC (x0) = 0;

∂rC (x0) = ∂δ (x0|rC (x0)C) ∩ {x∗ : s(x∗|C) = 1} , (2.10.7)

при rC (x0) > 0.
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Але rC (x0) = 0 при x0 = 0. Оскiльки
∂δ (x0|M) = − (cone (M − x0))

∗
, (2.10.8)

а (cone {0})∗ = X∗, то
∂δ (0| {0}) = −X∗ = X∗,

i в силу формул (2.10.6), (2.10.7) виконується спiввiдношення
∂rC (0) = {x∗ : s(x∗|C) ≤ 1} . (2.10.9)

Нехай тепер x0 6= 0, так що rC (x0) > 0. Тодi
cone (rC (x0)C − x0) = {λ (rC (x0)x− x0) : λ > 0, x ∈ C} .

Тому спряжений до нього конус складається з тих точок x∗, для яких
〈rC (x0)x− x0, x

∗〉 ≥ 0, x ∈ C,

або
−〈x0, x

∗〉 ≥ rC (x0) s (−x∗|C) . (2.10.10)
Враховуючи формули (2.10.8) i (2.10.6), (2.10.7), отримуємо

∂rC (x0) = {x∗ : 〈x0,x
∗〉 ≥ rC (x0) ,s (x∗|C) = 1} . (2.10.11)

Але x0 ∈ rC (x0)C за означенням rC (x0) i в силу замкнутостi C. Тому
〈x0,x

∗〉 ≤ rC (x0) s (x∗|C) ,

а, значить, у формулi (2.10.11) має мiсце рiвнiсть
〈x0,x

∗〉 = rC (x0) .

Отже справджується така теорема.

Теорема 2.10.2. Якщо C - компактна опукла множина i 0 ∈ intC, то

∂rC (x0) =

{
{x∗ : s (x∗|C) ≤ 1} , x0 = 0,

{x∗ : 〈x0,x
∗〉 = rC (x0) ,s (x∗|C) = 1} , x0 6= 0.

(2.10.12)

Тепер можна сформулювати умови, якi характеризують точку x1, в якiй
функцiя rC (x− x1) досягає свого мiнiмуму dC (x|M) на множинi M .

Теорема 2.10.3. Для того щоб точка x1 ∈M була найкращим набли-
женням до точки x /∈M в метрицi rC (x− x1), необхiдно i достатньо,
щоб знайшовся такий вектор x∗ ∈ K∗

M (x1), що

〈x1 − x,x∗〉 = rC (x− x1) = dC (x|M) , s (−x∗|C) = 1.

Доведення. Точка найкращого наближення x1 за означенням є точкою
мiнiмуму функцiї g (x2) = rC (x− x2) при x2 ∈ M . Для цього необхiдно
i достатньо, щоб знайшовся такий вектор x∗ ∈ K∗

M (x1), що x∗ ∈ ∂g (x1).
Але x∗ ∈ ∂g (x1) тодi i тiльки тодi, коли

g (x2) − g (x1) = rC (x− x2) − rC (x− x1) ≥ 〈x2 − x1,x
∗〉

123



для всiх x2. Позначимо z = x− x2, z0 = x− x1. Отримаємо
rC (z) − rC (z0) ≥ 〈z − z0,− x∗〉 ,

тобто −x∗ ∈ ∂rC (x− x1). За теоремою 2.10.3 для виконання цiєї нерiв-
ностi необхiдно i достатньо, щоб

〈x− x1,− x∗〉 = rC (x− x1) = dC (x|M) , s (−x∗|C) = 1,

що i доводить теорему.

Множину x + ρC будемо для зручностi називати узагальненою кулею
радiуса ρ з центром у точцi x. Розглянемо задачу знаходження кулi
мiнiмального радiуса, яка мiстить даний компакт A. Ця задача зводиться
до мiнiмiзацiї функцiї dC (A|x) за x. За означенням

dC (A|x) = inf
ρ≥0

{ρ : A ⊆ x+ ρC} = inf
ρ≥0

{ρ : A− x ⊆ ρC} =

= sup
x1∈A

inf
ρ≥0

{ρ : x1 − x ∈ ρC} = sup
x1∈A

rC (x− x1) .

Отже, поставлена задача зводиться до знаходження мiнiмуму функцiї
f (x) = sup

x1∈A
rC (x− x1) . (2.10.13)

Помiтимо, що f (x) – це радiус мiнiмальної кулi з фiксованим центром
x, яка мiстить множину A. Оскiльки A – компакт, а rC – неперервна
функцiя, то верхня грань у правiй частинi формули (2.10.13) досягається.

Позначимо
A (x) = {x1 : rC (x− x1) = f (x) , x1 ∈ A} .

За теоремою 2.7.14, всi умови якої у даному випадку виконуються,

∂f (x) = conv




⋃

x1∈A(x)

∂xrC (x− x1)


 . (2.10.14)

З викладок, зроблених у попереднiй теоремi, i формули (2.10.12) випли-
ває, що
∂xrC (x− x1) = {x∗ : 〈x1 − x,x∗〉 = rC (x− x1) , s (−x∗|C) = 1} . (2.10.15)
Оскiльки множина тих x∗, для яких s (−x∗|C) = 1, в силу нерiвностi
(2.10.1) обмежена, а множина A (x) компактна, то можна показати, ви-
користовуючи теореми 1.2.2 та 1.2.1, що у формулi (2.10.14) замiсть за-
мкнутої опуклої оболонки можна взяти просто опуклу оболонку, тобто

∂f (x) = conv




⋃

x1∈A(x)

∂xrC (x− x1)


 . (2.10.16)

Теорема 2.9.4 стверджує, що точка x0 є точкою мiнiмуму функцiї f (x)
тодi i тiльки тодi, коли 0 ∈ ∂f (x). З формул (2.10.16), (2.10.15) i теореми
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1.2.1 тепер випливає, що якщо x0 є точкою мiнiмуму f (x), то iснують
такi числа λi ≥ 0, i = 0, . . . ,n, i такi вектори x∗i , x1i ∈ A (x0), i = 0, . . . ,n,
що

n∑

i=0

λix
∗
i = 0,

n∑

i=0

λi = 1, (2.10.17)

〈xi1 − x0,x
∗
i 〉 = rC (x0 − x1i) = f (x0) ,

s (−x∗i |C) = 1, i = 0, . . . ,n.

Сформулюємо отриманий результат.

Теорема 2.10.4. Для того, щоб узагальнена куля x0 + f (x0)C була
кулею мiнiмального радiуса, описаного навколо компактної множини
A, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови (2.10.17).

Помiтимо, що у попереднiх мiркуваннях нiяк не використовується опу-
клiсть множини A, так що цiєї умови нема i у формулюваннi теореми.

Теорема 2.10.5. Нехай A – компактна множина. Тодi iснує така її
пiдмножина A0, яка складається не бiльш нiж з n + 1 точок, що
радiус мiнiмальної кулi, описаної навколо A0, спiвпадає з радiусом
мiнiмальної кулi, описаної навколо A.

Доведення. Якщо розглянути множину A0, яка складається з точок x1i,
i = 0, . . . ,n, якi фiгурують в рiвняннях (2.10.17), то, оскiльки цi умови є
достатнiми, куля x0+f (x0)C буде кулею мiнiмального радiуса, описаного
навколо A0.

2.11. ЗАДАЧI НАЙКРАЩОГО РIВНОМIРНОГО
НАБЛИЖЕННЯ

Класичною задачею найкращого рiвномiрного наближення є задача апро-
ксимацiї многочленами неперервної функцiї на вiдрiзку.
Нехай g (t) ,t ∈ [0,1] – неперервна функцiя,

Pn (x,t) = x1 + x2t+ · · · + xntn−1,

де x – вектор з компонентами x1, . . . ,xn, якi є коефiцiєнтами многочлена
Pn (x,t) степеня n− 1 вiдносно змiнної t. Найкраще рiвномiрне наближе-
ння зводиться до вiдшукання такого многочлена, для якого величина

f (x) = max
t∈[0,1]

|g (t) − Pn (x,t)| (2.11.1)

мiнiмальна.
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Друга класична задача, яка розглядалася з iнших позицiй у попередньо-
му параграфi, це задача знаходження центру кулi мiнiмального радiуса,
описаної навколо компактної множини A ⊆ Rn. Неважко побачити, що
така задача зводиться до задачi мiнiмiзацiї функцiї

f (x) = max
y

{‖x− y‖ : y ∈ A} .
На перший погляд, природа сформульованих задач рiзна, але вони мо-
жуть бути розв’язанi одним i тим же методом. Цей метод базується на
теоремi 2.7.14.

Нехай f (x,α), α ∈ A, де A – компактна множина, сiмейство опуклих
за x ⊆ Rn, неперервних за x i α функцiй. Будемо також припускати,
що при кожному α ∈ A iснує градiєнт функцiї f (x,α) по x, тобто iснує
вектор f ′x (x,α). Припустимо, що вiн неперервний за α при кожному x.
Покладемо

f (x) = max
α

{f (x,α) : α ∈ A} , (2.11.2)

A (x) = {α ∈ A : f (x,α) = f (x)} .
Функцiя f (x) опукла, множина A (x) компактна. За теоремою 2.7.14

∂f (x) = conv




⋃

α∈A(x)

f ′x (x,α)


 .

В силу зроблених припущень всi умови теореми 2.7.14 виконанi, а так як
функцiї f (x,α) диференцiйовнi за x, то ∂f (x,α) = {f ′x (x,α)}. Множина⋃

α∈A(x)

f ′x (x,α)

є образом множини A (x) при вiдображеннi f ′x (x,α): A→ Rn, тобто⋃

α∈A(x)

f ′x (x,α) = f ′x (x,A (x)) .

Але A (x) – компакт, а вiдображення f ′x (x,α) неперервне за α в силу
зроблених припущень. Тому f ′x (x,A (x)) – компактна множина. Отже,

∂f (x) = conv f ′x (x,A (x)) .

В силу теореми 1.2.3 (якщо M – компакт, то convM = convM) маємо
∂f (x) = conv f ′x (x,A (x)) .

Застосовуючи теорему 1.2.1, остаточно отримаємо

∂f (x) =

{
n∑

i=0

λif
′
x (x,αi) : αi ∈ A (x) , λi ≥ 0, i = 0, . . . ,n,

n∑

i=0

λi = 1

}
.

(2.11.3)
З формули (2.11.3) i теореми 2.9.5 безпосередньо випливає наступна те-
орема.
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Теорема 2.11.1. Для того, щоб функцiя f (x), що визначена спiввiд-
ношенням (2.11.2), досягала свого мiнiмуму на опуклiй множинi M в
точцi x0, необхiдно i достатньо, щоб iснували такi точки αi ∈ A (x0),
i = 0, . . . ,n, i такi числа λi, що

n∑

i=0

λif
′
x (x0,αi) ∈ K∗

M (x0) , λi ≥ 0, i = 0, . . . ,n,
n∑

i=0

λi = 1. (2.11.4)

Розглянемо тепер множину точок αi ∈ A (x0), i = 0, . . . ,n, якi фiгурують
в теоремi, i позначимо її через A0:

A0 = {αi : i = 0, . . . ,n} .
Покладемо

f0 (x) = max
α

{f (x,α) : α ∈ A0} . (2.11.5)

Якщо точка x0 є точкою мiнiмуму функцiї f (x), то виконанi умови
(2.11.4), якi є необхiдними i достатнiми умовами мiнiмуму. Застосування
теореми 2.11.1 до функцiї f0 (x) показує, що x0 є також точкою мiнiмуму
i для функцiї f0 (x).

Отже, справедлива наступна теорема.

Теорема 2.11.2. При зроблених вище припущеннях iснує пiдмножина
A0 ⊂ A, яка складається не бiльш нiж з n + 1 точок αi, i така, що
точка мiнiмуму функцiї f (x) є одночасно точкою мiнiмуму функцiї
f0 (x), яка визначена спiввiдношенням (2.11.5).

Використаємо отриманi результати для розв’язання поставлених за-
дач. Нехай

f (x,y) = ‖x− y‖ , y ∈ A,

де A – компакт. Якщо x 6= y, тодi

f ′x (x,y) =
x− y

‖x− y‖ =
x− y

f (x,y)
. (2.11.6)

Нехай

f (x) = max
y

{‖x− y‖ : y ∈ A} , (2.11.7)

A (x) = {y ∈ A : ‖x− y‖ = f (x)} . (2.11.8)

Застосуємо теорему 2.11.1 у тому випадку, коли M = Rn. Отримаємо,
що точка x0 тодi i тiльки тодi є точкою мiнiмуму функцiї (2.11.7), коли
iснують точки yi ∈ A, i = 0, . . . ,n, i числа λi ≥ 0 такi, що

n∑

i=0

λi
x0 − yi
‖x0 − yi‖

= 0,
n∑

i=0

λi = 1, ‖x0 − yi‖ = f (x0) .
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Звiдси легко отримуємо

x0 =
n∑

i=0

λiyi, λi ≥ 0, ‖x0 − yi‖ = f (x0) , i = 0, . . . ,n,
n∑

i=0

λi = 1. (2.11.9)

Нагадаємо, що ми розглядаємо задачу про пошук центру кулi наймен-
шого радiуса, описаної навколо компакта A. Геометрична iнтерпретацiя
умов (2.11.9) дозволяє сформулювати наступну теорему.

Теорема 2.11.3. Для того, щоб точка x0 була центром кулi наймен-
шого радiуса, описаної навколо компакта A, необхiдно i достатньо,
щоб iснували такi точки yi ∈ A, i = 0, . . . ,n, якi лежать на поверхнi
кулi, що x0 належить симплексу, породженому цими точками.

Той факт, що точки yi лежать на поверхнi кулi, виражається другим
iз спiввiдношень (2.11.9). Геометрична iнтерпретацiя теореми 2.11.2 для
даного випадку достатньо очевидна.

Теорема 2.11.4. В компактнiй множинi A ⊆ Rn iснує така пiдмножи-
на A0, що складається не бiльш нiж з n+1 точки, що куля мiнiмаль-
ного радiуса, яка описана навколо A, одночасно є кулею мiнiмального
радiуса, яка описана навколо множини A0.

Нехай тепер на деякому компактi Ω ⊆ Rm заданi неперервнi функцiї
ϕi (y), y ∈ Ω, i = 1, . . . ,n. Назвемо узагальненим многочленом вираз

Pn (x,y) =

n∑

i=1

xiϕi (y) . (2.11.10)

Якщо g (y) – довiльна неперервна функцiя, то задача наближення фун-
кцiї g (y) за допомогою узагальненого многочлена полягає у мiнiмiзацiї
функцiї

f (x) = max
y∈Ω

|g (y) − Pn (x,y)| (2.11.11)

за x ⊆ Rn. Нехай
A =

{
(y,ξ) ∈ Rm+1 : y ∈ Ω, |ξ| ≤ 1

}
.

Покладемо
f (x,y,ξ) = ξ (g (y) − Pn (x,y)) .

Тодi
f ′x (x,y,ξ) = −ξϕ (y) , (2.11.12)

де ϕ (y) – n-вимiрний вектор з компонентами ϕi (y). Можна переконатися
в тому, що

f (x) = max
y,ξ

{f (x,y,ξ) : (y,ξ) ∈ A} . (2.11.13)
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Далi, якщо (y1,ξ1) ∈ A (x), тобто
ξ1 (g (y1) − Pn (x,y1)) = max

(y,ξ)
{ξ (g (y) − Pn (x,y)) : y ∈ Ω, |ξ| ≤ 1} ,

то
ξ1 = sign (g (y1) − Pn (x,y1)) . (2.11.14)

Застосування теореми 2.11.1 до функцiї f (x), яка визначається спiввiд-
ношенням (2.11.13), дає наступний результат.

Точка x0 дає найменше значення функцiї f (x) тодi i тiльки тодi, коли
iснують такi точки yi ∈ Ω, i = 0, . . . ,n, що

n∑

i=0

λiξig (yi) = 0, (2.11.15)

ξi = sign (g (yi) − Pn (x0,yi)) , (2.11.16)

|g (yi) − Pn (x0,yi)| = f (x0) , i = 0,1, . . . ,n, (2.11.17)
n∑

i=0

λi = 1, λi ≥ 0. (2.11.18)

Теорема 2.11.5. Для того, щоб узагальнений многочлен Pn (x0,y) був
многочленом найкращого рiвномiрного наближення неперервної фун-
кцiї g (y) на компактi Ω, необхiдно i достатньо, щоб iснували такi
точки yi ∈ Ω, i = 0, . . . ,n, у яких вiдхилення многочлена вiд функцiї
g (y) максимальне по модулю i виконанi умови

n∑

i=0

λiξig (yi) = 0,

ξi = sign (g (yi) − Pn (x0,yi)) ,

при деяких невiд’ємних λi, якi не дорiвнюють нулю одночасно.

Доведення. Доведення теореми зводиться до аналiзу формул (2.11.15) –
(2.11.18). Те, що числа λi невiд’ємнi i не всi рiвнi нулю, випливає з
(2.11.18). Спiввiдношення (2.11.17) виражає той факт, що в точках yi до-
сягається максимальне вiдхилення, оскiльки f (x0) визначається з фор-
мули (2.11.11).

Застосовуючи теорему 2.11.2 до задачi, отримаємо таке твердження.

Теорема 2.11.6. Iснує пiдмножина Ω0 компакту Ω, яка складається не
бiльш нiж з n+1 точок i така, що многочлен найкращого наближення
функцiї g (y) на Ω є одночасно многочленом найкращого наближення
функцiї g (y) на Ω0.
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Роздiл III
Верхня опукла апроксимацiя

Для того, щоб можна було виписати необхiднi умови екстремуму для
задач, якi задаються множинами та функцiями, що не мають вiдповiдних
властивостей опуклостi та диференцiйовностi, необхiдно, щоб множини
та функцiї, що фiгурують в задачi, мали певнi локальнi властивостi. В
околi точки мiнiмума функцiї мають допускати апроксимацiю деякими
бiльш простими функцiями. Так, наприклад, гладкi функцiї допускають
лiнiйну апроксимацiю. Опуклi функцiї добре апроксимуються опукли-
ми додатньо однорiдними функцiями – похiдними за напрямком. Проте
негладкi i неопуклi функцiї вже неможливо наблизити в околi деякої
точки опуклими додатньо однорiдними функцiями. Для таких функцiй
Б. М. Пшеничний [47] визначив поняття верхньої опуклої апроксимацiї
та нижньої угнутої апроксимацiї.

3.1. КОНУСИ ДОТИЧНИХ НАПРЯМКIВ ТА ШАТРА

3.1.1. Конуси дотичних напрямкiв

Нехай M– довiльна множина в просторi X.

Означення 3.1.1. Вектор g ∈ X називається дотичним до множини M в
точцi x ∈M, якщо iснує така функцiя ϕ(λ) ∈ X, що

x+ λg + ϕ(λ) ∈M

при достатньо малих λ > 0 i λ−1ϕ(λ) → 0 коли λ ↓ 0.

Дотичнi напрямки утворюють деякi множини – як правило конуси: якщо
g – дотичний вектор, то i вектор αg, α > 0, теж є дотичним.

Означення 3.1.2. Опуклий конус K(x,M) називається конусом дотичних
напрямкiв до множини M в точцi x, якщо з включення g ∈ K(x,M)
випливає, що g – дотичний вектор до множини M в точцi x ∈M.

Якщо M– опукла множина, то
K(x,M) = cone (M − x) = {g : g = λ(y − x),y ∈M,λ > 0} (3.1.1)

є конусом дотичних напрямкiв до M . Для цього достатньо покласти
ϕ(λ) ≡ 0 в означеннi (3.1.1).
Наведемо приклади конусiв дотичних напрямкiв.
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Приклад 3.1.1. Нехай множина M задана системою рiвнянь
fi(x) = 0, i ∈ I, (3.1.2)

де I – скiнченна множина iндексiв, а функцiї fi(x) неперервно диферен-
цiйовнi.

Лема 3.1.1. Якщо x0 ∈ M , тобто x0 задовольняє системi рiвнянь
(3.1.2), i градiєнти f ′i(x), i ∈ I, лiнiйно незалежнi, то

K(x0,M) = {g : 〈g,f ′i(x0)〉 = 0, i ∈ I} (3.1.3)
є конусом дотичних напрямкiв.

Доведення. Нехай f ′(x0) – матриця, складена з вектор–рядкiв f ′i(x0), i ∈
I. Нехай розмiрнiсть множини I дорiвнює m. Тодi f ′(x0) має розмiрнiсть
m× n (X = Rn). Умову g ∈ K(x,M) можна записати у виглядi

f ′(x0)g = 0.

Нехай (f ′(x0))
∗– транспонована до f ′(x0) матриця i нехай

A = f ′(x0)(f
′(x0))

∗.

Квадратна матриця A розмiрностi m × m невироджена. Дiйсно, якщо
припустити, що вона вироджена, то знайдеться ненульовий вектор y ∈
Rm такий, що Ay = 0. Тодi

〈y,Ay〉 = ‖(f ′(x0))
∗y‖2 = ‖

∑

j∈I

f ′j(x0)y
j‖2 = 0,

тобто ∑

j∈I

f ′j(x0)y
j = 0

при умовi, що не всi yj дорiвнюють нулю. Остання рiвнiсть означає, що
вектори f ′i(x0), i ∈ I, лiнiйно залежнi, що суперечить припущенню. Отже
матриця A невироджена.

Розглянемо систему рiвнянь
ui(λ,y) ≡ fi(x0 + λg + (f ′(x0))

∗y) = 0, i ∈ I, (3.1.4)
де y - невiдомi величини, а λ – змiнний параметр. Неважко порахувати,
що

∂ui(0,0)

∂λ
= 〈g,f ′(x0)〉 = 0, i ∈ I,

а матриця з елементами ∂ui(0,0)
∂yj ; i,j = 1, . . . ,m, спiвпадає з A i тому

невироджена. За теоремою, що доводиться нижче, система (3.1.4) має
при достатньо малих λ > 0 розв’язок y(λ), причому λ−1y(λ) → 0 при
λ→ 0. Покладемо

ϕ(λ) = (f ′(x0))
∗y(λ).
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Тодi λ−1ϕ(λ) → 0 при λ→ 0 i згiдно з системою (3.1.4)

x0 + λg + ϕ(λ) ∈M

при достатньо малих λ > 0, тобто x – дотичний вектор.

Знайдемо конус, який спряжений до конуса, що задається спiввiдно-
шенням (3.1.3). Оскiльки система рiвнянь

〈g,f ′(x0)〉 = 0, i ∈ I,

еквiвалентна системi нерiвностей

〈g,f ′(x0)〉 > 0, i ∈ I,

〈g,− f ′(x0)〉 > 0, i ∈ I,

то за теоремою 1.8.3 конус K∗(x0,M) складається з елементiв, якi мають
вигляд

x∗ =
∑

i∈I

λ+
i f

′
i(x0) −

∑

i∈I

λ−i f
′
i(x0), λ+

i > 0, λ−i > 0.

Позначивши λi = λ+
i − λ−i , отримаємо

K∗(x0,M) = {x∗ : x∗ =
∑

i∈I

λif
′
i(x0),λi ∈ R1,i ∈ I}. (3.1.5)

Приклад 3.1.2. Нехай множина M задана системою рiвнянь та нерiвно-
стей

M = {x : fi(x) 6 0, i ∈ I−, fi(x) = 0, i ∈ I},
де I та I− - скiнченнi множини iндексiв, функцiї fi(x) неперервно дифе-
ренцiйовнi. Нехай x0 ∈M i

I−(x0) = {i ∈ I− : fi(x0) = 0}.
Якщо вектори fi(x0),i ∈ I, лiнiйно незалежнi, то напрямок g, що задо-
вольняє спiввiдношення

〈g,f ′i(x0)〉 < 0, i ∈ I−(x0); (3.1.6)

〈g,f ′i(x0)〉 = 0, i ∈ I,

є дотичним. Дiйсно, згiдно з попереднiм прикладом iснує така функцiя
ϕ(λ), λ−1ϕ(λ) → 0 якщо λ ↓ 0, що

fi(x+ λg + ϕ(λ)) = 0, i ∈ I.

З iншого боку, для i ∈ I− за вiдомою формулою з аналiзу маємо

fi(x+ λg + ϕ(λ)) = fi(x0) + λ
〈
g + λ−1ϕ(λ),f ′i(ξi)

〉
, (3.1.7)

де ξi - точка вiдрiзку, що з’єднує x0 i x0 + λg + ϕ(λ). З формули (3.1.7)
випливає, що якщо i ∈ I−\I−(x0), то fi(x0) < 0, i

fi(x+ λg + ϕ(λ)) < 0
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при достатньо малих λ > 0. Якщо ж i ∈ I−(x0), то з формули (3.1.7)
маємо
fi(x+ λg + ϕ(λ)) = λ 〈g,f ′i(x0)〉 + λ 〈g,f ′i(ξi) − f ′i(x0)〉 + 〈ϕ(λ),f ′i(ξi)〉 .

Оскiльки ξi → x0 при λ → 0, то останнi два доданки прямують до нуля,
причому швидше за λ. Тому в силу нерiвностi (3.1.6)

fi(x+ λg + ϕ(λ)) < 0, i ∈ I−(x0)

при малих λ > 0.
Отже, при достатньо малих λ > 0 виконуються спiввiдношення

fi(x0 + λg + ϕ(λ)) < 0, i ∈ I−;

fi(x0 + λg + ϕ(λ)) = 0, i ∈ I,

тобто x0 + λg + ϕ(λ) ∈ M . Отримане включення означає, що вектор g –
дотичний напрямок до множини M . Таким чином,

K(x0,M) = {g : 〈g,f ′i(x0)〉 < 0,i ∈ I−(x0), 〈g,f ′i(x0)〉 = 0,i ∈ I}. (3.1.8)
Застосовуючи теорему 1.8.3, неважко показати, що

K∗(x0,M) = {x∗ : x∗ = −
∑

i∈I−

λif
′
i(x0) −

∑

i∈I

λif
′
i(x0),λi ≥ 0,i ∈ I−(x0)}.

(3.1.9)

3.1.2. Теорема про неявнi функцiї

Як видно з наведених прикладiв, обчислення дотичних напрямкiв не-
можливе без застосування теорем про iснування розв’язкiв тих чи iн-
ших систем нелiнiйних рiвнянь. Теореми такого типу будуть необхiднi
у подальшому для побудови шатрiв i обгрунтування необхiдних умов
екстремуму.

Теорема 3.1.1. Нехай x ∈ Rn, y ∈ Rk i g(y,x) – неперервна векторна
функцiя з компонентами gi(y,x),i = 1, . . . ,n, що задовольняють умову:
iснує така невироджена n× n–матриця g′x, що

‖g(y,x) − g′xx‖ 6 r(
√

‖x‖2 + ‖y‖2),

де r(λ) = o(λ). Тодi при достатньо малих y система рiвнянь g(y,x) = 0
має розв’язки вiдносно x, причому iснує такий розв’язок x(y), що

lim
y→0

‖x(y)‖
‖y‖ = 0.

Зауваження 3.1.1. З умов теореми випливає, що:
а) g(0,0) = 0;
б) iснують першi частиннi похiднi функцiї g(y,x) в точцi y = 0, x = 0,

причому
g′iy(0,0) = 0, i = 1, . . . ,n;
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в) матриця частинних похiдних g′x = ∂gi(0,0)
∂xj

; j,i = 1, . . . ,n – невиро-
джена.

Якщо функцiї gi(y,x) неперервно диференцiйовнi в околi точки y = 0,
x = 0, то легко перевiрити, що з умов а), б), в) випливає виконання умов
теореми 3.1.1. Бiльш того, в цьому випадку вона спiвпадає зi звичайною
теоремою про неявнi функцiї, з якої випливає, що x(y) є неперервно
диференцiйовною функцiєю y в околi початку координат.

Доведення. З умов теореми випливає, що
g(y,x) = g′xx+ r(y,x), (3.1.10)

‖r(y,x)‖ 6 r(
√

‖x‖2 + ‖y‖2).

Розглянемо вiдображення
f(y,x) = x− (g′x)

−1g(y,x).

Використовуючи вiдношення (3.1.10), отримаємо
f(y,x) = −(g′x)

−1r(y,x), (3.1.11)

‖f(y,x)‖ 6 ‖(g′x)−1‖ r(
√

‖x‖2 + ‖y‖2).

Вiдмiтимо, що можна вважати r(λ) неспадною функцiєю λ. Справдi,
якщо це не так, то замiнимо функцiю r(λ) на функцiю

w(λ) = sup
06t6λ

r(t),

покажемо, що w(λ)– неспадна функцiя i
w(λ)

λ
→ 0.

Справдi, оскiльки λ−1r(λ) → 0, то для довiльного ε > 0 знайдеться таке
δ > 0, що

r(t)

t
6 ε,

при t 6 δ. Якщо тепер λ < δ, то
w(λ)

λ
=

1

λ
sup

06t6λ
r(t) 6 sup

06t6λ

r(t)

t
6 ε,

тобто w(λ)
λ → 0.

Нехай тепер

τ(y) = inf
τ
{τ : cr(

√
‖y‖2 + τ2) 6 τ},

де c = ‖(g′x)−1‖. При достатньо малих y виконується нерiвнiсть

cr(
√

‖y‖2 + ‖y‖2) = cr(
√

2‖y‖) 6 ‖y‖,
тому τ(y) 6 ‖y‖. Крiм того, за означенням точної нижньої гранi для
довiльного y iснує таке τ∗(y), що

τ(y) 6 τ∗(y) 6 τ(y) + ‖y‖2,
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cr(
√
‖y‖2 + (τ∗(y))2) 6 τ∗(y). (3.1.12)

Покажемо, що
τ(y)

‖y‖ → 0,

при y → 0. За означенням τ(y) маємо

τ(y)−‖y‖2 < cr
√

‖y‖2 + (τ(y) − ‖y‖2)2 6 cr(‖y‖+ |τ(y)−‖y‖2|), (3.1.13)
де використано те, що r(λ)– неспадна функцiя i√

α2 + β2 6 α+ β,α > 0,β > 0.

Далi, оскiльки τ(y) 6 ‖y‖ для малих y, то праву частину нерiвностi
(3.1.13) можно оцiнити наступним чином:

cr(‖y‖ + |τ(y) − ‖y‖2|) 6 cr(2‖y‖),
звiдки

τ(y) − ‖y‖2
6 cr(2‖y‖),

або
τ(y)

‖y‖ 6 2c
r(2‖y‖)
2‖y‖ + ‖y‖,

тобто
τ(y)

‖y‖ → 0

при y → 0. Але тодi, з нерiвностi (3.1.12) випливає, що
τ∗(y)

‖y‖ → 0.

Якщо тепер
‖x‖ 6 τ∗(y),

то згiдно до нерiвностей (3.1.11) та (3.1.12) справедливi нерiвностi

‖f(y,x)‖ 6 cr
√
‖y‖2 + ‖x|‖2 6 cr

√
‖y‖2 + (τ∗(y))2 6 τ∗(y).

Звiдси випливає, що неперервне вiдображення f(y,x) вiдображає кулю
‖x‖ 6 τ∗(y) в себе. На основi теореми Брауера можна стверджувати, що
вiдображення f(y,x) має нерухому точку в цiй кулi, тобто iснує така
точка x(y), що

x(y) = f(y,x),‖x(y)‖ 6 τ∗(y).

Але з означення f(y,x) випливає, що
f(y,x(y)) = 0.

Крiм того,
‖x‖
‖y‖ 6

τ∗(y)

‖y‖ ,

135



тобто ‖y‖−1x(y) → 0 при y → 0. Теорему доведено.

Покажемо, що перевiрка тверджень теореми може бути спрощена.

Лема 3.1.2. Нехай функцiя f(x), x ∈ Rn, має в точцi x0 градiєнт f ′(x0)
i

lim
λ→0

f(x0 + λg + ϕ(λ)) − f(x0)

λ
= 〈g,f ′(x0)〉

для довiльного вектора g ∈ Rn i довiльної функцiї ϕ(λ) ∈ Rn, яка
визначена для малих λ > 0 i така, що задовольняє умову λ−1ϕ(λ) → 0,
при λ ↓ 0. Тодi iснує така функцiя r(α), α−1r(α) → 0, при α ↓ 0, що

|f(x) − f(x0) − 〈x− x0,f
′(x0)〉 | 6 r(‖x− x0‖).

Доведення. Будемо вважати, що x0 = 0,f(x0) = 0, так що

lim
λ→0

f(λg + ϕ(λ))

λ
= 〈g,f ′(0)〉 . (3.1.14)

Припустимо, що лема невiрна. Тодi знайдеться така послiдовнiсть точок
xk → 0, що

|f(xk) − 〈xk,f ′(0)〉 |
‖xk‖

> ε > 0. (3.1.15)

Вектори

xk =
xk
‖xk‖

мають одиничну норму, тому можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть.
Нехай xk → g. Покладемо

λk = ‖xk‖, ϕ(λk) = λk(xk − g). (3.1.16)
Можна вважати, що λk > λk+1. На вiдрiзках [λk+1,λk] задамо функцiю
ϕ(λ) за допомогою лiнiйної iнтерполяцiї. Тодi iз спiввiдношень (3.1.16) i
того, що xk → g, випливає, що λ−1ϕ(λ) → 0. Тому справедлива формула
(3.1.14). З iншого боку,

xk = λkg + ϕ(λk),

i в силу оцiнки (3.1.15) виконується нерiвнiсть∣∣∣∣ lim
k→∞

f(λkg + ϕ(λk))

λk
− 〈g,f ′(0)〉

∣∣∣∣ > ε > 0,

що суперечить спiввiдношенню (3.1.14). Отримана суперечнiсть доводить
лему.

З результатiв леми 3.1.2 випливає, що якщо функцiї gi(y,x) задо-
вольняють умови а), б), в) зауваження до теореми 3.1.1 i, крiм того,
виконується спiввiдношення

lim
λ→0

gi(λy + ϕ1(λ),λx+ ϕ2(λ))

λ
= 〈x,g′ix(0,0)〉
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для будь-яких ϕ1(λ) i ϕ2(λ), що прямують до нуля швидше, нiж λ, то
справедлива теорема 3.1.1.

3.1.3. Шатра

Конус дотичних напрямкiв мiстить напрямки, для кожного з яких в
означеннi 3.1.1 iснує своя функцiя ϕ(λ). Цього виявляється недостатньо
для того, щоб робити висновки про властивостi множини M .
Означення 3.1.3. Конус дотичних напрямкiв K(x0,M) в точцi x0 ∈M на-
зивається локальним шатром, якщо для кожного напрямку g ∈ riK(x0,M)
iснує опуклий конус Q i визначене в околi початку координат неперервне
вiдображення ψ(g) такi, що:

а) g ∈ riQ, Lin Q = Lin K(x0,M), Q ⊆ K(x0,M);
б) ψ(g) = g + r(g), ‖g‖−1r(g) → 0 при g → 0;
в) x0 + ψ(g) ∈M для g ∈ Q ∩ (εB) при деякому ε > 0.
(Нагадаємо, що B– одинична куля в просторi X = Rn.)

Приклад 3.1.3. Нехай множинаM задана так як в прикладi 3.1.1 i нехай
в точцi x0 виконуються умови леми 3.1.1. Покажемо, що конус K(x0,M),
визначений формулою (3.1.3), є локальним шатром. Для цього складемо
систему рiвнянь

gi(x,y) ≡ fi(x0 + x+ (f ′(x0))
∗y) − 〈x,f ′i(x0)〉 = 0, i ∈ I, (3.1.17)

в якiй невiдомим є y, а x – параметр. Неважко помiтити, що
gi(0,0) = 0, i ∈ I;

g′ix(0,0) = 0, i ∈ I,

а матриця похiдних ∂gi(0,0)
∂yj ,i,j ∈ I спiвпадає з матрицею

A = f ′(x0)(f
′(x0))

∗

i тому є невиродженою. Оскiльки функцiї fi(x) неперервно диференцi-
йовнi, то виконуються умови теореми 3.1.1. Згiдно зауваження до теоре-
ми, при достатньо малих x iснує гладкий розв’язок y(x) такий, що

y(x)

||x|| → 0. (3.1.18)

Покладемо Q = Km(x0) i
ψ(x) = x+ (f ′i(x0))

∗y(x). (3.1.19)
Вiзьмемо x ∈ Q ∩ (εB), де ε > 0, так, щоб y(x) було визначене в шатрi
εB. В силу формули (3.1.3) спiввiдношення (3.1.17) переходить в рiвнiсть

fi(x0 + ψ(x)) = 0, i ∈ I,

тобто x0 + ψ(x) ∈ M . Звiдси та з формул (3.1.18) (3.1.19) випливає, що
K(x0,M)– локальне шатро.
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Приклад 3.1.4. Нехай множина M задана як у прикладi 3.1.2. Покаже-
мо, що конус K(x0,M), що визначений формулою (3.1.8), є локальним
шатром. Неважко побачити, що riK(x0,M) = K(x0,M).

Нехай g0 ∈ K(x0,M). Покладемо

δ =
1

‖g‖ max
i

{〈g0,f ′i(x0)〉 : i ∈ I−(x0)} < 0

Q = {g : 〈g,f ′i(x0)〉 6 δ‖g‖, i ∈ I−(x0), 〈g,f ′i(x0)〉 = 0, i ∈ I}. (3.1.20)
Тодi g0 ∈ riQ i Q ⊆ K(x0,M). Виберемо функцiю ψ(g) так як в прикладi
3.1.3. За теоремою про середнє неважко переконатися в тому, що

fi(x0 + ψ(g)) = fi(x0) + 〈g,f ′i(x0)〉 + o(‖x‖), i ∈ I−. (3.1.21)
Якщо i ∈ I−\I−(x0), то fi(x0) < 0. Тодi з формули (3.1.21) випливає, що

fi(x0 + ψ(g)) < 0, i ∈ I−\I−(x0), (3.1.22)
при малих g. Якщо i ∈ I−(x0), то для g ∈ Q

fi(x0 + ψ(g)) 6 δ‖g‖ + o(‖g‖), i ∈ I−(x0), (3.1.23)
при малих g. Нарештi,

fi(x0 + ψ(g)) = 0, i ∈ I, (3.1.24)
за побудовою функцiї ψ(g). З формул (3.1.22)—(3.1.24) випливає, що при
малих g ∈ Q сума x0+ψ(g) ∈M , тобто K(x0,M)– локальне шатро. Отже,
якщо M задана, як в прикладi 3.1.2, i в точцi x0 вектори f ′i(x0),i ∈ I,
лiнiйно незалежнi, то конус K(x0,M), що задається формулою (3.1.8), є
локальним шатром.

Приклад 3.1.5. Нехай M– опукла множина. Тодi
K(x0,M) = cone(M − x0), x0 ∈M,

є локальним шатром.
Можна вважати, що x0 = 0, 0 ∈M i M , має внутрiшнi точки. В тому ви-
падку, коли intM = ∅, потрiбно розглядати M вiдносно простору LinM .
Отже

K(0,M) = {g : g = λx,λ > 0,x ∈M}.
Нехай g0 ∈ int K(0,M), g0 6= 0. Тодi

g0 + εB ⊆ K(0,M), 0 /∈ (g0 + εB)

для достатньо малих ε > 0 (нагадаємо, що B- одинична куля з центром
в нулi). Виберемо точки gi,i = 1, . . . ,n+ 1, так, щоб gi ∈ (g0 + εB) i щоб
точка g0 була центром симплекса S, утвореного точками gi. Тодi iснує
таке ε1 > 0, що

g0 + ε1B ⊆ S ⊆ K(0,M).

Оскiльки gi ∈ K(0,M), то gi = λxi,xi ∈M . Зрозумiло, що λi > 0, оскiль-
ки gi 6= 0, так як 0 /∈ (g0 + εB), а gi ∈ (g0 + εB). Покладемо

λ0 = min

{
1

λi
: i = 1,....,n+ 1

}
.
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Оскiльки 0 ∈M , gi = λi, xi ∈M , то
λ0gi = (1 − λ0λi) · 0 + (λ0λi)xi ∈M,

Оскiльки λ0λi 6 1 за означенням λ0. Тому λ0S ⊆M . Отже,
λ0(g0 + ε1B) ⊆ λ0S ⊆M.

Покладемо тепер
Q = cone(g0 + ε1B) = {g : g = γ(g0 + ε1u),u ∈ B,γ > 0}.

Очевидно, що g0 ∈ int Q, Q ⊆ K(0,M). Так як 0 /∈ (g0 + εB), i ε1 6 ε, то
δ = min

u
{‖g0 + ε1u‖ : u ∈ B} > 0.

Тому для g ∈ Q виконується спiввiдношення
‖g‖ = γ‖g0 + ε1u‖ > γδ,

або

γ 6
1

δ
‖g‖.

Оберемо тепер ε2 настiльки малим, щоб ε2/δ < λ0. Тодi, якщо g ∈ Q,
‖g‖ < ε2, то

g = γ(g0 + ε1u), γ 6
‖g‖
δ

6
ε2
δ

6 λ0.

Тому

g = γ(g0 + ε1u) =

(
γ

λ0

)
(λ0(g0 + ε1u)) ∈

(
γ

λ0

)
(λ0(g0 + ε1B)) ⊆

(
γ

λ0

)
M,

звiдки в силу того, що γ < λ0, 0 ∈M отримуємо

g ∈
(
γ

λ0

)
M ⊆M,

тобто g ∈ M . Тим самим доведено, що якщо g ∈ Q, ‖g‖ < ε2, то ψ(g) ∈
M . Це означає, що K(0,M) – гладке локальне шатро до M в точцi
ноль. Якщо g0 ∈ K(0,M), g0 = 0, то повторюючи попереднi мiркування,
переконуємося, що ε1B ⊆M для достатньо малих ε1 > 0, а K(0,M) = X.
Тому, поклавши в данному випадку Q = X для g, ‖g‖ < ε1, отримаємо,
що ψ(g) = g ∈M , що закiнчує доведення.

Важливою властивiстю шатер є те, що при достатньо загальних припу-
щеннях перетин локальних шатер є шатром.

Теорема 3.1.2. Нехай Mi,i ∈ I, – множини в Rn, I – скiнченна множи-
на iндексiв, x0 ∈M = ∩

i∈I
Mi i нехай K(x0,Mi),i ∈ I, – локальнi шатра

множин Mi в точцi x0. Якщо шатра K(x0,Mi),i ∈ I, нероздiльнi, то
для довiльного вектора x0 ∈ riK, де

K = ∩
i∈I

K(x0,Mi)
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iснує такий конус Q i така функцiя ψ(x), що:
а) x0 ∈ riQ,LinQ = LinK i Q ⊆ K;
б) ψ(x) = x+ r(x), ‖x‖−1r(x) → 0 при x→ 0;
в) x0 + ψ(x) ∈M для x ∈ Q ∩ (εB) при деякому ε > 0.

Зауваження 3.1.2. Функцiя ψ(x) може не бути неперервною. Тому K,
взагалi кажучи, не є локальним шатром для M в точцi x0.

Доведення. Обмежимося випадком двох множин M1 i M2. Для спроще-
ння будемо вважати, що x0 = 0 i позначимо Ki = K(x0,Mi),i = 1,2.
Розглянемо конус K = K1 ∩K2. Так як конуси K1 i K2 нероздiльнi, то
riK1 ∩ riK2 6= ∅ i за теоремою 1.3.3

Lin K = Lin K1 ∩ Lin K2, ri K = ri , K1 ∩ ri K2. (3.1.25)

Крiм того, за теоремою 1.5.4

Lin K1 + Lin K2 = Rn (3.1.26)

Нехай тепер x0 ∈ ri K. Згiдно формулам (3.1.25) маємо x0 ∈ ri Ki,i = 1,2.
Оскiльки Ki– локальне шатро для Mi в точцi нуль, то iснують такi
конуси Qi, що

x0 ∈ riQi, LinQi = LinKi, Qi ⊆ Ki, i = 1,2.

Крiм того, iснують функцiї

ψi(x) = x+ ri(x), ‖x‖−1ri(x) → 0,x→ 0

такi, що

ψi(x) ∈Mi, x ∈ Qi ∩ (εB) (3.1.27)

Нехай тепер вектори e1, . . . ,ek утворюють базис в LinQ1 = LinK1, а ве-
ктори ek+1, . . . ,en належать LinQ2 = LinK2 i доповнюють базис e1, . . . ,ek
до базиса у всьому Rn. Це можливе за формулою (3.1.26).
Складемо систему рiвнянь, записавши її у векторнi формi:

g(x,y) = ψ1(y
1e1+· · ·+ykek+x)−ψ2(x−yk+1ek+1−· · ·−ynen) = 0. (3.1.28)

Невiдомим тут є вектор y з компонентами yi,i = 1, . . . ,n, а вектор x
є параметром. Якщо позначити через E матрицю iз стовпчиками ei,i =
1, . . . ,n, то має мiсце формула

g(x,y) = Ey + r1(x+

k∑

i=1

yiei)) − r2(x−
n∑

i=k+1

yiei)), (3.1.29)

так як ψi(x) = x+ ri(x). В силу властивостей функцiї r1

r1(x+
k∑
i=1

yiei))

√
‖x‖2 + ‖y‖2

→ 0, (3.1.30)
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коли x i y прямують до нуля. Аналогiчнi властивостi має функцiя r2.
Тому

‖g(x,y) − Ey‖ 6 r
√

‖x‖2 + ‖y‖2.

Оскiльки e1, . . . ,en– базис в Rn, то матриця E невироджена i можна
застосувати теорему 3.1.1, з якої випливає, що iснує така y(x), що задо-
вольняє системi (3.1.28) i така, що

y(x)

‖x‖ → 0. (3.1.31)

Покладемо тепер

ψ(x) = ψ1(x+

k∑

i=1

yi(x)ei) = ψ2(x−
n∑

i=k+1

yi(x)ei). (3.1.32)

Тодi

ψ(x) = ψ1(x+

k∑

i=1

yi(x)ei) = x+

n∑

i=1

yi(x)ei+ r1(x+

n∑

i=1

yi(x)ei) = x+ r(x),

(3.1.33)
де

r(x) =

n∑

i=1

yi(x)ei + r1(x+

n∑

i=1

yi(x)ei).

В силу (3.1.31) i того, що ‖x‖−1r1(x) → 0 при x → 0, r(x) має таку ж
властивiсть.
Припустимо, що x0 6= 0. Оскiльки x0 ∈ riQi, то iснує таке ε > 0, що
x0 + LinQi ∩ (ε0B) ⊆ Qi. Розглянемо конус

Kδ =

{
x : 〈x,x0〉 > ||x|| · ||x0||(1 − δ2

2||x0||2
)

}
. (3.1.34)

Неважко помiтити, що якщо x ∈ Kδ, то∥∥∥∥x
||x0||
||x|| − x0

∥∥∥∥ < δ. (3.1.35)

Тому, якщо x ∈ LinQi∩Kε0 , то в силу нерiвностi (3.1.35) отримуємо, що
‖x0‖
‖x‖ x = x0 +

(‖x0‖
‖x‖ x− x

)
∈ x0 + LinQi ∩ (ε0B),

i тому x ∈ Qi.
Нехай тепер

Q = Q1 ∩Q2 ∩K 1
2 ε0
.

Введемо наступнi позначення:

z1(x) = x+

k∑

i=1

yi(x)ei, z2(x) = x−
n∑

i=k+1

yi(x)ei.
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В силу рiвностi (3.1.32)

ψ(x) = ψ1(z1(x)) = ψ2(z2(x)). (3.1.36)

виберемо ε1 > 0 настiльки малим, щоб з умов ‖x‖ < ε1, x ∈ Q випливало,
що

‖zi(x)‖ < ε, zi(x) ∈ Kε0 . (3.1.37)

Iз спiввiдношень (3.1.31) i (3.1.34) отримаємо можливiсть такого вибору.
Зауважимо тепер, що так як вектори ei,i = 1, . . . ,k належать LinQ1, то
z1(x) ∈ LinQ1 для x ∈ Q.
Аналогiчно, якщо x ∈ Q, то z2(x) ∈ LinQ2. Тому для

x ∈ Q ∩ (ε1B)

з формул (3.1.37) i (3.1.27) випливає, що

zi(x) ∈ LinQi ∩Kε, zi(x) ∈ Qi ∩ (εB),

ψi(zi(x)) ∈Mi,i = 1,2.

Але тодi рiвнiсть (3.1.36) показує, що ψ(x) ∈M1 ∩M2 для x ∈ Q∩ (ε1B),
тобто для x0 ∈ riK,x0 6= 0, побудованi множина Q i функцiя ψ, що
задовольняють умовам теореми.
Якщо x0 = 0, то LinQi∩(εB) ⊆ Qi при достатньо малому ε0 > 0, а звiдси
одразу випливає, що Qi = LinQi, тобто Qi– пiдпростiр. Причому, так як
LinKi = LinQi, то Qi = LinKi.
Покладемо

Q = Q1 ∩Q2 = LinQ1 ∩ LinQ2

i оберемо ε1 > 0 настiльки малим, щоб з ‖x‖ < ε1 випливала нерiвнiсть
‖zi(x)‖ < ε. Тодi для x ∈ Q ∩ (ε1B) виконується включення

zi(x) ∈ Q ∩ (εB),i = 1,2,

i формули (3.1.27) показують, що

ψ(zi(x)) ∈Mi, i = 1,2.

Тепер з рiвностi (3.1.36) отримуємо спiввiдношення

ψ(x) = ψ1(z1(x)) = ψ2(z2(x)) ∈M1 ∩M2.

Теорему доведено.

Теорема 3.1.3. Нехай виконанi умови теореми 3.1.2 i принаймi один
з конусiв KMi

(x0) не є пiдпростором. Тодi iснує точка x1 ∈ M , яка
вiдмiнна вiд x0.

Доведення. Нехай x1 ∈ M i Ki ≡ KMi
(0). Оскiльки конуси Ki нероздi-

лимi, то

riK = ∩
i∈I

riKi 6= ∅, K = ∩
i∈I

Ki.
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Припустимо, що конус Kj ,j ∈ I, не є пiдпростором. Тодi 0 /∈ riKj , оскiль-
ки з умови 0 ∈ riKj випливає рiвнiсть Kj = LinKj . Оскiльки riK 6= ∅,
то можна вказати напрямок x0 ∈ riK такий, що x0 6= 0.
За попередньою теоремою iснує такий конус Q, що

x0 ∈ riQ,Q ⊆ K, LinK = LinQ,

i така функцiя ψ(x) = x+ r(x), що ‖x‖−1r(x) → 0 при x→ 0 i
ψ(x) ∈M,x ∈ Q ∩ (ε1B), ε > 0.

Оскiльки ‖x‖−1r(x) → 0 при x → 0, то ψ(x) 6= 0 при достатньо малих x.
Тому, при достатньо малих x, що належать Q, ψ(x) ∈M , ψ(x) 6= 0, що i
потрiбно було довести.

Теорема 3.1.4. Нехай виконанi всi умови теореми 3.1.2 i нехай, крiм
того, KMi

(x0) – гладкi локальнi шатра, тобто вiдповiднi функцiї
ψi(x), що фiгурують в означеннi 3.1.3 локального шатра, неперервно
диференцiйовнi в околi початку координат. Тодi конус

K = ∩
i∈I

KMi
(x0)

є гладким локальним шатром до M в точцi x0.

Доведення. Доведення майже повнiстю спiвпадає з доведенням теореми
3.1.2. Однак, в силу зауваження до теореми 3.1.1 можна стверджувати,
що побудована при доведеннi теореми 3.1.2 функцiя ψ(x) гладка, i тому
K – локальне шатро.

3.2. ФУНКЦIЇ, ЩО ДОПУСКАЮТЬ ВЕРХНЮ ОПУКЛУ
АПРОКСИМАЦIЮ

3.2.1. Означення верхньої опуклої апроксимацiї та субди-
ференцiала

Нехай f(x), x ∈ X, функцiя, що приймає скiнченнi значення i значе-
ння ±∞. Покладемо

dom f = {x : |f(x)| < +∞}.
Означення 3.2.1. Нехай x ∈ dom f , g ∈ X, g 6= 0. Величину

F (x,g) = sup
r(·)

lim sup
λ↓0

f(x+ λg + r(λ)) − f(x)

λ
,

де зовнiшня верхня грань береться по всiм функцiям r(λ) ∈ X таким,
що λ−1r(λ) → 0 при λ ↓ 0, будемо називати похiдною за напрямком Пше-
ничного. Величина F (x,g) – скiнченна або нескiнченна – iснує завжди.
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Легко також перевiрити, що функцiя F (x,g) додатньо однорiдна за g,
тобто для λ > 0

F (x,λg) = λF (x,g).

Зауваження 3.2.1. Якщо функцiя f(x) в околi точки x задовольняє
умову Лiпшиця, то

|f(x+ λg + r(λ)) − f(x+ λg)| 6 L‖r(λ)‖.
Тому

f(x+ λg + r(λ)) − f(x+ λg)

λ
→ 0,

F (x,g) = sup
r(·)

lim sup
λ↓0

[
f(x+ λg) − f(x)

λ
+
f(x+ λg + r(λ)) − f(x+ λg)

λ
] =

= lim sup
λ↓0

f(x+ λg) − f(x)

λ
,

тобто для функцiй, що задовольняють умову Лiпшиця, справедлива фор-
мула

F (x,g) = lim sup
λ↓0

f(x+ λg) − f(x)

λ
.

Означення 3.2.2. Функцiя h(x,g) називається верхньою опуклою апро-
ксимацiєю функцiї f(x) в точцi x, якщо:

1) h(x,g) > F (x,g) для всiх g 6= 0;
2) h(x,g) – опукла замкнута додатньо однорiдна функцiя аргументу

g.

Для спрощення, в подальшому будемо замiсть “верхня опукла апро-
ксимацiя” писати просто в.о.а. Зрозумiло, що в.о.а. для функцiї f(x) в
точцi x визначена неоднозначно i може iснувати багато рiзних в.о.а.

Лема 3.2.1. Якщо h1(x,g) i h2(x,g) в.о.а. для f(x) в точцi x, то функцiя
h(x,g) = λ1h1(x,g) + λ2h2(x,g), λ1 + λ2 = 1, λ1, λ2 > 0, i функцiя h(x,g) =
max{h1(x,g),h2(x,g)} також є в.о.а. для f(x) в точцi x.

Означення 3.2.3. Якщо h(x,g) є в.о.а. для f в точцi x, то множина

∂h(x,0) = {x∗ ∈ X∗ : h(x,g) > 〈x∗,g〉 , g ∈ X} (3.2.1)

називається субдиференцiалом функцiї f в точцi x i позначається ∂f(x).

Субдиференцiал ∂h(x,0) опуклої замкнутої додатньо однорiдної фун-
кцiї h(x,g) вiдносно g iснує завжди. При цьому

∂h(x,0) = domh∗(·,x), (3.2.2)
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де

h∗(x∗,x) = sup
g
{〈g,x∗〉 − h(x,g)}.

З iншого боку, iз спiввiдношення (3.2.2) i теореми 2.5.2 випливає, що

h(x,g) = sup
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂h(x,0)},

або, з урахуванням означення 3.2.3,

h(x,g) = sup
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂f(x)}. (3.2.3)

При цьому субдиференцiал ∂f(x) в формулi (3.2.3) обчислений для фун-
кцiї h(x,g). З формули (3.2.3) також видно, що h(x,g) є опорною функцi-
єю множини ∂f(x).
Формули (3.2.1) та (3.2.3) показують, що функцiя h(x,g) i субдиференцi-
ал ∂f(x) однозначно визначають одне одного. Якщо ∂f(x)– субдиферен-
цiал, то ∂f(x)– замкнута опукла множина, а функцiя h(x,g), що визна-
чена за допомогою формули (3.2.3), є в.о.а. для f в точцi x. Як i в.о.а.,
субдиференцiал визначений неоднозначно.

Лема 3.2.2. Якщо h1(x,g) i h2(x,g) – в.о.а. для f(x) в точцi x i h1(x,g) >

h2(x,g), то

∂1f(x) ⊆ ∂2f(x),

де ∂1f(x) i ∂2f(x)– субдиференцiали, що визначенi h1(x,g) i h2(x,g)
вiдповiдно.

Доведення. Дiйсно, згiдно з означенням 3.2.3 i формулою 3.2.3), x∗ ∈
∂2f(x) тодi i тiльки тодi, коли

〈x∗,g〉 6 h2(x,g), g ∈ X.

В силу умови леми, звiдси випливає, що

〈x∗,g〉 6 h2(x,g) 6 h1(x,g), g ∈ X,

тобто x∗ ∈ ∂1f(x).

Приклад 3.2.1. Нехай x ∈ R1,

fc(x) =

{
0, x < 0,
c, x > 0.

Неважко пiдрахувати, що для c > 0

F (0,g) =

{
−∞, g < 0,

0, g > 0.

Тому будь-яка функцiя

h(0,g) = ag, a > 0,
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є в.о.а. для fc(x) в точцi x = 0. Вiдповiдно ∂fc(0) = {a},a > 0. Отже,
якщо c > 0, то fc(x) в точцi нуль має цiлу множину субдиференцiалiв
кожний з яких складається з єдиного числа a > 0.
Якщо c < 0, то

F (0,g) =

{
+∞, g < 0,

0, g > 0.

Покладемо

h0(0,g) =

{
+∞, g < 0,

0, g > 0.

Функцiя h0(0,g) опукла, замкнута i додатньо однорiдна, так що h0 є
в.о.а. для fc(x),c < 0, в точцi нуль. Просте обчислення показує, що

∂fc(0) ≡ ∂h0(0,0) = (−∞,0].

Отже, множина (−∞,0] є субдиференцiалом fc(x) в точцi нуль. Так як

h0(0,g) = F (0,g), g 6= 0,

то для довiльної в.о.а. h буде виконуватись нерiвнiсть h > h0. З леми
3.2.2 випливає, що

∂fc(0) ⊇ (−∞,0]

для довiльного субдиференцiала ∂fc(0).

Приклад показує, що субдиференцiали можуть iснувати навiть для
розривних функцiй.

З означень випливає, що ∂(cf(x)) = c∂f(x) для c > 0.

Теорема 3.2.1. Нехай f(x) = f1(x) + f2(x), h1(x,g) i h2(x,g)– в.о.а. для
f1(x) i f2(x) в точцi x. Тодi

h(x,g) = h1(x,g) + h2(x,g)

є в.о.а. для f(x) в точцi x. Якщо при цьому

int domh1(x,·) ∩ h2(x,·) 6= ∅,
то

∂f(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x).

Доведення. За означенням

F (x,g) =

= sup
r(·)

lim sup
λ↓0

[
f1(x+ λg + r(λ))

λ
+
f2(x+ λg + r(λ)) − f1(x) − f2(x)

λ

]
6

6 sup
r(·)

lim sup
λ↓0

f1(x+ λgx+ r1(λ)) − f1(x)

λ
+
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+sup
r(·)

lim sup
λ↓0

f2(x+ λg + r2(λ)) − f2(x)

λ
=

= F1(x,g) + F2(x,g).

Оскiльки h1 > F1, h2 > F2, то h > F . Крiм того, функцiя h опукла
додатньо однорiдна i замкнута як сума опуклих додатньо однорiдних i
замкнутих функцiй. Зi сказаного випливає, що h(x,0) є в.о.а. для f в
точцi x i перша частина теореми доведена.
На основi теорем 2.7.8 i 2.2.3 маємо

∂h(x,0) = ∂h1(x,0) + ∂h2(x,0),

тобто

∂f(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x).

3.2.2. Класи функцiй, що допускають верхню опуклу апро-
ксимацiю

Теорема 3.2.2. Нехай для даної функцiї f(x) в точцi x функцiя F (x,g)
опукла за g i замкнута, якщо покласти F (x,0) = 0. Тодi ∂F (x,0) є
субдиференцiалом функцiї f в точцi x i для довiльного iншого субди-
ференцiала ∂f(x) виконується включення

∂f(x) ⊇ ∂F (x,0).

Доведення випливає з того, що в припущеннях теореми F (x,g) є в.о.а.
i для довiльної iншої в.о.а. h виконується нерiвнiсть h > F .

Наслiдок 3.2.1. Якщо функцiя f(x) неперервно диференцiйовна в то-
чцi x, то

h(x,g) = 〈f ′(x),g〉
є в.о.а. При цьому ∂f(x) = {f ′(x)}.

Наслiдок 3.2.2. Якщо f – неперервна в точцi x опукла функцiя, то

h(x,g) = f ′(x,g) = lim
λ↓0

f(x+ λg) − f(x)

λ

є в.о.а., а звичайний субдиференцiал опуклої функцiї є субдиференцi-
алом в сенсi означення 3.2.3.

Доведення. Оскiльки за теоремою 2.2.2 неперервна опукла функцiя за-
довольняє умовi Лiпшиця, то легко перевiрити, що

F (x,g) = f ′(x,g).
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Далi, за теоремами 2.7.2, 2.7.5 ∂f(x) є обмеженою замкнутою опуклою
множиною i

f ′(x,g) = max
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂f(x)}.
Оскiльки f ′(x,g) є верхня грань лiнiйних (а отже неперервних i тим
бiльш замкнутих) функцiй, то f ′(x,g) є замкнутою функцiєю g. Застосу-
вання теореми 2.7.11 тепер показує, що

∂F (x,0) = ∂f ′(x,0) = ∂f(x).

Отже, ∂F (x,g) є опуклою додатньо однорiдною замкнутою функцiєю g,
тобто вона задовольняє умовам теореми 3.2.2, а її субдиференцiал спiв-
падає зi звичайним субдиференцiалом опуклої функцiї f .

Теорема 3.2.3. Нехай f – неперервна в точцi x угнута функцiя. Тодi
довiльна функцiя вигляду

h(x,g) = −〈x∗,g〉 , x∗ ∈ ∂(−f(x))

є в.о.а. для f в точцi x, а {−x∗},x∗ ∈ ∂(−f(x)), є субдиференцiалом
f в точцi x. Тут ∂(−f(x)) означає звичайний субдиференцiал опуклої
функцiї −f.
Доведення. За означенням угнутостi функцiя f0(x) = −f(x) опукла.
Оскiльки функцiя f0(x) задовольняє умову Лiпшиця, то f(x) також за-
довольняє умову Лiпшиця. Тому

F (x,g) = lim
λ↓0

f(x+ λg) − f(x)

λ
= f ′(x,g).

Але тодi
F (x,g) = f ′(x,g) = −f ′0(x,g) =

= −max
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂f0(x)} = min
x∗

{− 〈x∗,g〉 : x∗ ∈ ∂f0(x)},
отже

F (x,g) 6 −〈x∗,g〉 , x∗ ∈ ∂f0(x).

Тому h(x,g) = −〈x∗,g〉 є в.о.а. Так як
∂h(x,0) = {−x∗},

то {−x∗} – субдиференцiал, що i потрiбно було довести.

Теорема 3.2.4. Нехай I – довiльна множина iндексiв i нехай при ко-
жному i ∈ I функцiя fi(x) має в точцi x в.о.а. hi(x,g). Нехай

f(x) = inf
i
{fi(x) : i ∈ I},

I(x) = {i ∈ I : fi(x) = f(x)}.
Тодi hi(x,g),i ∈ I(x), є в.о.а. функцiї f в точцi x, а ∂fi(x) – субдифе-
ренцiал fi(x), що вiдповiдає hi(x,g),i ∈ I(x),– одночасно є субдиферен-
цiалом функцiї f в x.
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Доведення. Оскiльки
f(x+ λg + r(λ)) − f(x)

λ
6
fi(x+ λg + r(λ)) − fi(x)

λ
, i ∈ I(x),

то

F (x,g) 6 Fi(x,g), i ∈ I(x).

Тому hi(x,g),i ∈ I(x), є в.о.а., а ∂fi(x) - субдиференцiал функцiї f .

Теорема 3.2.5. Нехай A – компактна множина i для довiльного α ∈ A
визначена функцiя f(x,α). Покладемо

f(x) = sup
α

{f(x,α) : α ∈ A}. (3.2.4)

Нехай функцiї f(x,α) неперервнi за сукупнiстю аргументiв, коли x
змiнюється в деякому околi точки x0, а α ∈ A. Нехай, крiм того, при
кожному α ∈ A iснують похiднi за напрямком g в точцi x0, тобто
визначенi f ′(x0,g,α), причому вiдношення

f(x0 + λg,α) − f(x0,α)

λ
(3.2.5)

прямує до f ′(x0,g,α) рiвномiрно за α ∈ A при λ ↓ 0. Тодi функцiя f(x),
що визначена формулою (3.2.4), диференцiйовна за напрямком g i

f ′(x0,g) = max{
α

f ′(x0,g,α) : α ∈ A(x0)},

де A(x0) = {α ∈ A : f(x,α) = f(x)}.

Доведення. Позначимо

γ(λ,α) =
f(x0 + λg,α) − f(x0,α)

λ
− f ′(x0,g,α). (3.2.6)

Оскiльки при будь-якому λ > 0 вiдношення (3.2.5) неперервне за α i збi-
гається до f ′(x0,g,α) рiвномiрно на компактi A, то f ′(x0,g,α)– неперервна
функцiя α.
Нехай тепер x(λ) = x0 + λg. Легко перевiрити, що має мiсце нерiвнiсть
f(x(λ),α) − f(x0,α)

λ
6
f(x(λ)) − f(x0)

λ
6
f(x(λ),α0) − f(x0,α0)

λ
(3.2.7)

для довiльних α ∈ A(x(λ)), α0 ∈ A(x0). З правої нерiвностi, спрямувавши
λ до нуля, отримуємо

lim inf
λ↓0

f(x(λ)) − f(x0)

λ
> f ′(x0,g,α),

або, оскiльки α0 – довiльний елемент A(x0), то

lim inf
λ↓0

f(x(λ)) − f(x0)

λ
> max{

α
f ′(x0,g,α) : α ∈ A(x0)}. (3.2.8)

149



Оберемо тепер довiльну вiдкриту пiдмножину C множини A, яка мiстить
A(x0), C ⊇ A(x0), i покажемо, що

inf
C⊇A(x0)

sup
α∈C

f ′(x0,g,α) = max
α∈A(x0)

f ′(x0,g,α). (3.2.9)

Оскiльки f ′(x0,g,α) неперервна за α функцiя, то для довiльного C ⊇
A(x0) виконується нерiвнiсть

sup
α∈C

f ′(x0,g,α) > max
α∈A(x0)

f ′(x0,g,α)

i тому лiва частина спiввiдношення (3.2.9) завжди не менше правої. З
iншого боку, A(x0) є замкнутою пiдмножиною компактної множини A i
тому множина A(x0) компактна. Оберемо ε > 0 i поставимо у вiдповiд-
нiсть кожному α ∈ A(x0) окiл Uα так, щоб

|f ′(x0,g,α) − f ′(x0,g,α)| < ε, α ∈ Uα. (3.2.10)

Оскiльки A(x0) – компактна множина, а об’єднання вiдкритих множин
Uα покриває A(x0), то iснує скiнченний набiр множин Uα, наприклад,
Uα1

, . . . Uαm
, що покривають A(x0). Позначимо

Cε =
m⋃

i=1

Uαi
.

Для будь-якої точки Cε знайдеться такий номер i, що α ∈ Uαi
. В силу

нерiвностi (3.2.10) можно записати

f ′(x0,g,α) 6 f ′(x0,g,αi) + ε 6 max
i=1,...,m

f ′(x0,g,αi) + ε 6

6 max
α∈A(x0)

f ′(x0,g,αi) + ε.

Тому

inf
C⊇A(x0)

sup
α∈Cε

f ′(x0,g,α) 6 sup
α∈Cε

f ′(x0,g,α)

6 max
α∈A(x0)

f ′(x0,g,α) + ε.

Оскiльки ε > 0 довiльне, то виходить, що лiва частина спiввiдношен-
ня (3.2.9) не бiльша за праву. Спiвставляючи це з отриманою ранiше
протилежною нерiвнiстю, отримуємо рiвнiсть (3.2.9).
Для закiнчення доведення теореми скористаємося лемою 2.7.6, в силу
якої при достатньо малому λ справедливе включення A(x(λ)) ⊆ C. Тому
з лiвої нерiвностi (3.2.7) випливає, що

f(x(λ)) − f(x0)

λ
6 sup
α∈C

f(x(λ),α) − f(x0,α)

λ

= sup
α∈C

[f ′(x0,g,α) + γ(λ,α)].
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За припущенням теореми γ(λ,α) 6 r(λ),r(λ) → 0. Оскiльки спiввiдноше-
ння (3.2.5) прямує до f ′(x0,g,α) рiвномiрно по α ∈ A, то

f(x(λ)) − f(x0)

λ
6 sup
α∈C

f ′(x0,g,α) + r(λ).

Перейшовши до границi спочатку по λ ↓ 0, а потiм беручи нижню грань
по всiм C ⊇ A(x0), отримаємо, використовуючи рiвнiсть (3.2.9)

lim sup
λ↓0

f(x(λ)) − f(x0)

λ
6 max
α∈A(x0)

f ′(x0,g,α). (3.2.11)

Порiвнюючи формули (3.2.8) i (3.2.11), отримаємо доведення теореми.

Теорема 3.2.6. Нехай A – компакт, функцiї f(x,α), α ∈ A диферен-
цiйовнi за x в околi точки x0 i градiєнт f ′x(x,α) неперервний за су-
купнiстю аргументiв x i α. Тодi для функцiї f(x), що визначається
формулою (3.2.4), виконується спiввiдношення

f ′(x0,g) = max
α

{〈f ′x(x0,α),g〉 : α ∈ A(x0)}. (3.2.12)

Бiльш того, f ′(x0,g) є в.о.а. для f(x) в точцi x0, i вiдповiдний субди-
ференцiал може бути заданий формулою

∂f(x0) = conv(
⋃

α∈A(x0)

f ′x(x0,α)) = conv f ′x(x0,A(x0)). (3.2.13)

Доведення. Оскiльки f ′x(x0,α) неперервно залежить вiд x в околi x0 i
α ∈ A, причому A – компакт, то

‖f ′x(x,α) − f ′x(x0,α)‖ 6 ε(‖x− x0‖),
де функцiя ε(λ) монотонно спадаючи прямує до нуля при λ ↓ 0.
Використовуючи теорему про середнє, отримуємо, що

f(x0 + λg,α) − f(x0,α)

λ
= 〈g,f ′(x0 + θαλg,α)〉 , 0 6 θα 6 1.

Оскiльки в даному випадку

f ′(x0,g,α) = 〈g,f ′(x0,α)〉 , (3.2.14)

то з спiввiдношення (3.2.6) отримуємо, що

|γ(λ,α)| = | 〈g,f ′(x0 + θαλg,α) − f ′(x0,α)〉 | 6

6 ‖g‖ · ‖f ′(x0 + θαλg,α) − f ′(x0,α‖ 6

6 ‖g‖ε(θαλ‖g‖) 6 ‖g‖ε(λ‖g‖).
Звiдси випливає, що величина γ(λ,α) рiвномiрно прямує до нуля при
λ ↓ 0 i всi умови теореми 3.2.5 виконанi. Використовуючи результат цiєї
теореми i формулу (3.2.14), приходимо до спiввiдношення (3.2.12).
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Зауважимо тепер, що оскiльки f ′x(x,α) неперервно залежить вiд своїх
аргументiв i A компакт, то

‖f ′x(x,α)‖ 6 L

для всiх x з малого околу x0 i α ∈ A. Використавши знову теорему про
середнє значення отримаємо, що

|f(x,α) − f(y,α)| = | 〈x− y,f ′(y + θ(x− y),α)〉 | 6 L‖x− y‖,
тобто функцiя f(x,α) задовольняє в околi x0 умовi Лiпшиця. Але

f(x,α) − f(y,α) 6 f(x) − f(y) 6 f(x,α0) − f(y,α0),

α ∈ A(y), α0 ∈ A(x).

Оскiльки
f(x,α) − f(y,α) > −L‖x− y‖,
f(x,α0) − f(y,α0) 6 L‖x− y‖,

то
|f(x) − f(y)| 6 L‖x− y‖,

тобто f(x) також задовольняє умову Лiпшиця. В силу зауваження 3.2.1
i того факту, що f ′(x0,g) iснує i визначається формулою (3.2.12), отри-
муємо

F (x0,g) = f ′x(x0,g) = max
α

{〈g,f ′x(x0,α)〉 : α ∈ A(x0)}.
Останню формулу можна записати iнакше:

F (x0,g) = max
x∗

{〈g,x∗〉 : x∗ ∈ f ′x(x0,A(x0))}.
Зробимо декiлька зауважень:

1) множина f ′x(x0,A(x0)) компактна як неперервний образ компактної
множини A(x0);

2) за теоремою 1.2.3 множина conv f ′x(x0,A(x0)) є опуклою i компа-
ктною;

3) максимум лiнiйної функцiї на множинi i на її опуклiй оболонцi
один i той самий.
Тому

F (x0,g) = max
x∗

{〈x∗,g〉 : x∗ ∈ conv f ′x(x0,A(x0))} .
Отже, F (x0,g) є опуклою додатньо однородною i замкнутою функцiєю
g. Вона навiть неперервна, оскiльки з компактностi conv f ′x(x0,A(x0)) ви-
пливає, що F (x0,g) визначена для всiх g i, отже, за теоремою 1.3.3 не-
перервна. Зрозумiло, що функцiю F (x0,g) можна розглядати як верхню
опуклу апроксимацiю функцiї f в точцi x0.

За теоремою 2.7.11 x∗ ∈ ∂F (x0,0) тодi i тiльки тодi, коли
x∗ ∈ conv f ′x(x0,A(x0))
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i 〈x∗,0〉 ∈ ∂F (x0,0). Але останнє виконується очевидно для всiх x∗,
оскiльки F (x0,0) = 0. Тому

∂f(x0) = ∂F (x0,0) = conv f ′x(x0,A(x0),

що i потрiбно було довести.

3.2.3 Функцiя вiдстанi до множини

Нехай M – довiльна множина. Розглянемо функцiю:

d(x|M) = inf
y
{‖x− y‖ : y ∈M}, (3.2.15)

де ‖x−y‖ = 〈x− y,x− y〉1/2 – звичайна евклiдова вiдстань мiж точками.
Тодi d(x|M) є вiдстанню вiд точки x до множини M . Оскiльки вiд-
стань до множини i до замикання однакова, то вважатимемо множину
M замкнутою. Це дозволяє переписати формулу (3.2.15) у наступному
виглядi:

d(x|M) = min
y

{‖x− y‖ : y ∈M}.

Множина

M(x) = {y ∈M : ‖x− y‖ = d(x|M)}
замкнута i обмежена, а тому компактна.

Лема 3.2.3. Функцiя d(x|M) задовольняє умовi Лiпшиця з констан-
тою L = 1.

Доведення. Якщо y1 ∈M(x1), y2 ∈M(x2), то

‖x1 − y1‖ − ‖x2 − y1‖ 6 d(x1|M) − d(x2|M) 6 ‖x1 − y2‖ − ‖x2 − y2‖.
З нерiвностi трикутника випливає, що

‖x1 − y2‖ − ‖x2 − y2‖ 6 ‖x1 − x2‖,
‖x2 − y1‖ − ‖x1 − y1‖ 6 ‖x1 − x2‖,

тому

|d(x1|M) − d(x2|M)| 6 ‖x1 − x2‖,
що i потрiбно було довести.

Теорема 3.2.7. Якщо d(x|M) > 0, то

d′(x,g|M) = lim
λ↓0

d(x+ λg|M) − d(x|M)

λ
=

= min
y

{ 〈x− y,g〉
d(x|M)

: y ∈M(x)

}
.
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Доведення. Якщо x 6= y, то ‖x − y‖ є диференцiйовною функцiєю x,
градiєнт якої дорiвнює

‖x− y‖′x =
x− y

‖x− y‖ . (3.2.16)

Можна вважати, що множина M компактна, тобто обмежена, оскiльки,
якщо вiдкинути точки M , що лежать достатньо далеко, то вiдстань до
знову отриманої множини буде спiвпадати з d(x|M). Записавши d(x|M)
у виглядi

d(x|M) = −max
y

{||x− y|| : y ∈M}

i скориставшись теоремою 3.2.6, формулою (3.2.12) i виразом (3.2.16) для
градiєнта, отримаємо твердження теореми.

Теорема 3.2.8. Якщо d(x|M) > 0, то функцiя

h(x,g) =
〈x− y,g〉
d(x|M)

, y ∈M(x), (3.2.17)

є в.о.а. для d(x|M) в точцi x, а вiдповiдний субдиференцiал дорiвнює
[d(x|M)]−1(x− y).

Доведення. Оскiльки функцiя d(x|M) задовольняє умовi Лiпшиця, то

F (x,g) = d′(x,g|M) = min
y

{ 〈x− y,g〉
d(x|M)

: y ∈M(x)

}
. (3.2.18)

З цього виразу випливає твердження теореми.

Теорема 3.2.9. Нехай d(x|M) = 0, i нехай K(x,M) – опуклий конус
дотичних напрямкiв для M в точцi x. Тодi функцiя

h(x,g) = inf
y
{‖g − y‖ : y ∈ K(x,M)} = d(g|K(x,M))

є верхньою опуклою апроксимацiєю для d(x|M) в точцi x, а вiдповiд-
ний субдиференцiал дорiвнює B ∩ (−K∗(x,M)).

Доведення. Нехай y ∈ K(x,M). За означенням iснує така функцiя r(λ),
λ−1r(λ) → 0 при λ ↓ 0, що x+ λy + r(λ) ∈M при малих λ.
Оскiльки d(x|M) задовольняє умову Лiпшиця, то

F (x,g) = lim sup
λ↓0

d(x+ λg|M) − d(x|M)

λ
6

6 lim sup
λ↓0

||(x+ λg) − x+ λy + r(λ)||
λ

6

6 ‖g − y‖ + lim
λ↓0

‖r(λ)‖
λ

= ‖g − y‖.
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Оскiльки y - довiльний елемент K(x,M), то

F (x,g) 6 inf
y
{‖g − y‖ : y ∈ K(x,M)} = d(g|K(x,M)). (3.2.19)

Функцiя d(g|Km(x)) опукла. Ця функцiя є точна верхня грань лiнiйних
функцiй. Тому вона замкнута. Додатня однорiднiсть d(g|Km(x)) випливає
з того, що K(x,M)– конус. В цих умовах формула (3.2.19) показує, що
функцiя d(g|K(x,M)) є в.о.а. для d(x,M) в точцi x.

Обчислимо субдиференцiал функцiї d(g|K(x,M)) при g = 0. Заува-
жимо, що ця функцiя спiвпадає з визначеною для опуклого випадку
функцiєю dc(·|K(x,M)), коли C = B, тобто C є одиничною кулею. Тому
можна скористатись теоремою 2.7.21, яка стверджує, що

∂d(0|K(x,M)) = ∂δ(0|K(x,M)) ∩ {x∗ : s(x∗|B) ≤ 1}
Згiдно з формулами (2.7.21) i (2.7.22)

s(x∗|B) = max
x

{〈x,x∗〉 : ‖x‖ 6 1} = ‖x∗‖,

∂δ(0|K(x,M)) = −K∗(x,M),

тому

∂d(0|K(x,M)) = (−K∗(x,M)) ∩ {x∗ : ‖x∗‖ 6 1},
що i потрiбно було довести.

3.2.4 Головнi верхнi апроксимацiї та головнi субдиференцi-
али

Як показують наведенi вище приклади, для даної функцiї f(x) в точцi x
може iснувати багато верхнiх опуклих апроксимацiй. Проте, природньо,
що якщо h1(x,g) i h2(x,g) - в.о.а. функцiї f(x) в точцi x i h1(x,g) >

h2(x,g), то h1(x,g) гiрше наближає функцiю f(x) в околi точки x. Це
мотивує наступне означення.

Означення 3.2.4. В.о.а. h(x,g) функцiї f(x) в точцi x називається голов-
ною, якщо не iснує iншої в.о.а. h1(x,g), такої, що

h(x,g) > h1(x,g) ∀x.
Вiдповiдний в.о.а. h(x,g) субдиференцiал називається головним.

Теорема 3.2.10. Якщо F (x,g) пiсля довизначення F (x,0) = 0 є опу-
клою замкнутою функцiєю, то iснує єдиний головний субдиференцiал.
Якщо f - опукла неперервна функцiя, то її звичайний субдиференцiал
є єдиним головним субдиференцiалом.

В подальшому завжди, коли виконанi умови теореми 3.2.10, пiд субди-
ференцiалом розумiють головний субдиференцiал.

155



Теорема 3.2.11. Якщо h(x,g) = 〈x∗,g〉 є в.о.а. функцiї f в точцi x, то
h(x,g) – головна в.о.а., а x∗ – головний субдиференцiал.

Доведення. Нехай iснує в.о.а. h1(x,g) така, що
〈x∗,g〉 > h1(x,g)

для всiх g. Вiзьмемо x∗1 ∈ ∂f(x), де ∂f(x) вiдповiдає h1(x,g). Тодi в силу
формули (3.2.3) отримуємо, що

〈x∗,g〉 > h1(x,g) = 〈x∗1,g〉 .
Неважко переконатися, що одна лiнiйна функцiя може бути всюду бiль-
ше iншої лише тодi, коли вони спiвпадають. Тому

〈x∗,g〉 = h1(x,g) = 〈x∗1,g〉 ,
тобто h = h1.

3.3. НЕОБХIДНI УМОВИ МIНIМУМУ

Побудова необхiдних умов экстремуму тiсно пов’язана з класами мно-
жин i функцiй, що беруть участь у задачi. У попереднiх параграфах такi
класи були введенi i дослiдженi, так що тепер формулювання необхiдних
умов экстремума може бути дане порiвняно просто.

3.3.1. Обмеження, що задаються довiльними множинами

Теорема 3.3.1. Нехай x0 - точка мiнiмуму функцiї f (x) на множинi
M i нехай h (x0,g)– верхня опукла апроксимацiя f у точцi x0. Тодi,
якщо виконана умова

int (dom h (x0,·)) ∩K (x0,M) 6= ∅,
то

∂ f (x0) ∩K∗ (x0,M) 6= ∅.
Доведення. Оскiльки x0– точка мiнiмуму, то h (x0,g) > 0 для всiх g ∈
K (x0,M). Справдi, якщо g ∈ K (x0,M) i h (x0,g) < 0, то iснує така
функцiя r (λ) , λ−1r (λ) → 0 при λ ↓ 0, що

x0 + λg + r (λ) ∈M.

Тому

lim sup
λ↓0

f (x0 + λg + r (λ)) − f (x0)

λ
6 F (x0,g) 6 h (x0,g) < 0,

тобто при досить малих λ > 0, f (x0 + λg + r (λ)) < f (x0) всупереч тому,
що x0 – точка мiнiмуму.
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Отже, опукла функцiя h (x0,g) досягає свого мiнiмуму на опуклiй
множинi K (x0,M) в точцi g = 0. Це можливо лише, якщо

∂f (x0) ∩K∗ (x0,M) 6= ∅,
що i треба було довести.

Наслiдок 3.3.1. Нехай функцiя f(x) допускає верхню опуклу апрокси-
мацiю h (x0,g) у точцi x0. Тодi для того, щоб точка x0 була точкою
мiнiмуму функцiї f(x) необхiдно виконання умови 0 ∈ ∂f (x0).

Важливо вiдзначити, що ця умова повинна виконуватися для кожного
субдиференцiала. Для iлюстрацiї розглянемо функцiю

fc (x) =

{
0, x < 0,
c, x > 0.

Тодi для c > 0 будь-яке число a > 0 є субдиференцiалом. Отже умо-
ва 0 ∈ ∂fc (0) не виконана. З iншого боку, якщо c < 0, то будь-який
субдиференцiал ∂fc (0) мiстить множину (−∞,0], тому 0 ∈ ∂fc (0). Цей
приклад показує, що отриманi необхiднi умови мiнiмуму можуть бути
ефективними навiть для розривних функцiй.

Теорема 3.3.2. Нехай x0 – точка мiнiмуму функцiї f (x) на множинi

M =
m∩
i=1

Mi.

Нехай f(x) допускає в x0 верхню опуклу апроксимацiю h (x0,g), конуси
K (x0,Mi) є локальними шатрами i

int (dom h (x0,·)) ∩
(
m∩
i=1

K (x0,Mi)

)
6= ∅.

Тодi iснує таке число λ > 0 i такi вектори x∗i ∈ K∗ (x0,Mi), не всi
одночасно рiвнi нулю, що

λx∗0 =

m∑

i=1

x∗i , x∗0 ∈ ∂f (x0) .

Доведення. Якщо конуси Ki ≡ K (x0,Mi) роздiляються, то iснують такi
не всi рiвнi нулю вектори x∗i , i = 1, . . . ,m, що

m∑

i=1

x∗i = 0, x∗i ∈ K∗
i ,

i результат теореми отримуємо, якщо покласти λ = 0.
Якщо ж конуси Ki, i = 1, . . . ,m, не роздiляються, то вiдповiдно до

теореми 3.1.2 для будь-якого вектора
x0 ∈ ri K, K = ∩mi=1Ki,
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iснують такi конус Q i функцiя ψ (x̄), що
x̄0 ∈ ri Q, Lin Q = Lin K, Q ⊆ K,

ψ (x̄) = x̄+ r (x̄) , ‖x̄‖−1
r (x̄) → 0,

якщо x̄ → 0, i, крiм того, x0 + ψ (x̄) ∈ M для x̄ ∈ Q ∩ (εB), ε > 0. Тому
при досить малих λ > 0 виконується спiввiдношення

x0 + ψ (λx̄0) = x0 + λx̄0 + r (λx̄0) ∈M,

λ−1r (λx̄0) → 0 при λ ↓ 0. Виходить, що x̄0– дотичний напрямок.
Таким чином, конус ri K є конусом дотичних напрямкiв до M в точцi

x0. За припущеннями теореми
int (dom h (x0,·)) ∩K 6= ∅,

тобто iснує такий вектор x̄1 ∈ int (dom h (x0,·)), що x̄1 ∈ K. Оскiльки
будь-який вектор з опуклої множини може бути наближений векторами
з його вiдносної внутрiшностi, а x̄1 є внутрiшня точка dom h (x0,·), то
знайдеться вектор x̄2 ∈ ri K, що належить int dom h (x0,·). Таким чином,
ri K є конус дотичних напрямкiв до M в точцi x0, для якого виконанi
припущення теореми 3.3.1. Тому

∂f (x0) ∩ (ri K)
∗ 6= ∅.

Але вiдповiдно до леми 1.3.2 K = (ri K) i (ri K)
∗

= K∗. Отже,
∂f (x0) ∩K∗ 6= ∅.

Оскiльки конуси Ki, i = 1, . . . ,m, не роздiляються, то у вiдповiдностi з
теоремою 1.5.3 можемо записати, що

K∗ =

m∑

i=1

K∗
i .

Це означає, що знайдеться такий вектор x∗0 ∈ ∂f (x0) i такi вектори
x∗i ∈ K∗

i , що

x∗0 =

m∑

i=1

x∗i .

Наслiдок 3.3.2. Нехай x0 – точка мiнiмуму функцiї f0 (x) при дода-
ткових умовах

fi (x) = 0, i = 1, . . . ,m,

де fi (x)– неперервно диференцiйовнi функцiї для i = 0,1,...,m. Тодi
iснують такi числа yi, i = 0,1,...,m, що

m∑

i=1

yif ′i (x0) = 0, y0
> 0,

i числа yi не дорiвнюють нулю одночасно.
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Доведення. Розглянемо множину
M = {x : fi (x) = 0, i = 0,1, . . . ,m} .

Можливi два випадки: градiєнти f ′i (x0) , i = 1, . . . ,m, лiнiйно залежнi i
градiєнти f ′i (x0) , i = 1, . . . ,m, лiнiйно незалежнi. У першому випадку
покладемо y0 = 0, а yi, i = 1, . . . ,m, вiзьмемо з лiнiйної комбiнацiї

m∑

i=1

yif ′i (x0) = 0.

У другому випадкi, згiдно прикладу 3.1.1, маємо
K (x0,M) = {x : 〈x,f ′i (x0)〉 = 0, i = 1,...,m} ,

K∗ (x0,M) =

{
x∗ : x∗ =

m∑

i=1

λf ′i (x0), λi ∈ R1, i = 1,...,m

}
.

Функцiя f0 (x) диференцiйовна. Тому iснують ∂f0 (x0) = {f ′0 (x0)} i за-
стосування теореми 3.3.1 дає рiвнiсть

f ′0 (x0) =
m∑

i=1

λif
′
i (x0) ,

звiдки отримаємо необхiдний результат, якщо покладемо
y0 = 1, yi = −λi, i = 1, . . . ,m.

Наслiдок 3.3.3. Нехай x0 – точка мiнiмуму функцiї f0 (x) при обме-
женнях

fi (x) 6 0, i ∈ I−; fi (x) = 0, i ∈ I,

де функцiї fi (x) , i ∈ {0} ∪ I− ∪ I, неперервно диференцiйовнi. Тодi
iснують такi числа yi, i ∈ {0} ∪ I− ∪ I, що∑

i∈{0}∪I−∪I

yif ′i (x0) = 0,

причому, не всi числа yi дорiвнюють нулю, i

yi > 0, i ∈ {0} ∪ I−, yifi (x0) = 0, i ∈ I−.

Доведення. Розглянемо множини

Mi =





{x : fi (x) 6 0} , i ∈ I−, fi (x0) = 0,
X, i ∈ I−, fi (x0) < 0,
{x : fi (x) = 0} , i ∈ I.

У вiдповiдностi з прикладами 3.1.3, 3.1.4 конуси

Ki =





{x̄ : 〈x̄,f ′i (x)〉 < 0} , i ∈ I−, fi (x0) = 0,
X, i ∈ I−, fi (x0) < 0,
{x̄ : 〈x̄,f ′i (x)〉 = 0} , i ∈ I.
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є локальними шатрами до множин Mi у точцi x0, якщо f ′i (x0) 6= 0 для
i ∈ I−, fi (x0) = 0, чи i ∈ I. Скориставшись тим, що

K∗
i =





{−λif ′i (x0) : λi > 0} , i ∈ I−, fi (x0) = 0,
{0}, i ∈ I−, fi (x0) < 0,{
−λif ′i (x0) : λi ∈ R1

}
, i ∈ I.

результат теореми 3.3.2 можна переписати у виглядi

λx∗0 = −
∑

i∈{0}∪I−∪I

λif
′
i (x0),

λi > 0, i ∈ I−, λifi (x0) = 0, i ∈ I−.

Поклавши y0 = λ, yi = λi, одержуємо необхiдний результат.
Якщо f ′i0 (x0) = 0 для деякого i0 ∈ I−, fi (x0) = 0 чи i ∈ I, то досить

покласти yi0 = 1 i yi = 0 для всiх iнших i.

Наслiдок 3.3.4. Нехай x0 – точка мiнiмуму функцiї f0 (x) при обме-
женнях

fi (x) 6 0, i ∈ I−,

fi (x) 6 0, i ∈ I−, x ∈M,

де функцiї fi (x) неперервно диференцiйовнi, а множина M опукла.
Тодi iснують такi не всi рiвнi нулю числа yi, i ∈ {0} ∪ I− ∪ I, що∑

i∈{0}∪I−∪I

yif ′i (x0) ∈ (cone (M − x0))
∗
,

yi > 0, i ∈ {0} ∪ I−, yifi (x0) = 0, i ∈ I−.

Доведення. Доведення отримаємо з теореми 3.3.2 аналогiчно попере-
дньому наслiдку, якщо крiм множин Mi розглянути i множину M , для
якої, вiдповiдно до прикладу 3.1.5, cone (M − x0) є локальне шатро. Дiй-
сно, у цьому випадку знайдуться такi числа λi > 0, i ∈ I−, що

λf ′0 (x0) = −
∑

i∈{0}∪I−∪I

λif
′
i (x0) + x∗, x∗ ∈ (cone (M − x0))

∗
,

i λi = 0, якщо fi (x0) < 0. З цiєї формули i випливає потрiбний результат,
якщо покласти y0 = λ, yi = λi.

3.3.2. Обмеження, що задаються рiвностями i нерiвностями

Розглянемо тепер задачу мiнiмiзацiї функцiї f0 (x) при обмеженнях
fi (x) 6 0, i ∈ I−; fi (x) = 0, i ∈ I; x ∈M. (3.3.1)

Сформулюємо припущення, при яких буде розв’язуватися поставлена
задача. Нехай x0 – точка мiнiмуму.
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П р и п у щ е н н я 1. Функцiї fi (x) , i ∈ {0}∪ I−, допускають у точцi
x0 верхню опуклу апроксимацiю hi (x0,g) .

П р и п у щ е н н я 2. Функцiї fi (x) , i ∈ I, неперервно диференцiйовнi
в околi точки x0, тобто мають неперервнi градiєнти f ′i (x).

П р и п у щ е н н я 3. У точцi x0 iснує опуклий конус K (x0,M)
дотичних напрямкiв до множини M , яка має наступну властивiсть. Не-
хай L = Lin (K (x0,M)) – найменший лiнiйний пiдпростiр, що мiстить
K (x0,M), а x̄0 ∈ K (x0,M) , x̄0 6= 0, i ej ∈ L, j = 1,...,m,– фiксова-
нi вектори. Позначимо через L0 лiнiйний пiдпростiр, що мiстить x̄0 i
ej , j = 1,...,m, тобто множина всiх векторiв x̄ вигляду

x̄ = γx̄0 +

m∑

j=1

δjej ,

де γ i δj – дiйснi числа. Тодi iснують такi ε1 > 0 i ε2 > 0, що:
а) множина

Ω =



x̄ = x̄0 +

m∑

j=1

δjej : |δj | 6 ε1, j = 1,...,m





мiститься в K (x0,M);
б) iснує функцiя ψ (x̄), яка визначена для всiх досить малих x̄ ∈ L0,

неперервно диференцiйовна в областi визначення i
ψ (x̄) = x̄+ r (x̄) , x0 + ψ (x̄) ∈M

для x̄ ∈ Q i ‖x̄‖ < ε2, де r (x̄) така, що ‖x̄‖−1
r (x̄) → 0 при x̄→ 0, x̄ ∈ L0,

а множина Q визначається спiввiдношенням

Ω = cone Ω =



x̄ : x̄ = γ


x̄0 +

m∑

j=1

δjej


 , γ > 0, |δj | 6 ε1



 .

З цих трьох припущень найбiльш важко перевiряється припущення
3. Однак воно необхiдне для цiлого ряду задач.

Вiдзначимо, що в тому випадку, коли K (x0,M) є шатро множини M ,
яке лежить у cкiнченновимiрному просторi Rn, припущення 3 викону-
ється. Це випливає з означення шатра, якщо замiсть K (x0,M) взяти
ri KM (x0).

П р и п у щ е н н я 4.(
∩i∈{0}∪I− dom hi (x0,·)

)
∩K (x0,M) 6= ∅.

Лема 3.3.1. Нехай li (x) , i = 1,...,m,– лiнiйнi функцiї, визначенi на
пiдпросторi L ⊆ X. Тодi або iснують такi не всi рiвнi нулю числа αi,
що

m∑

i=1

αili (x) = 0, x ∈ L, (3.3.2)
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або iснують такi вектори ej ∈ L, j = 1,...,m, що

li (ej) = δij =

{
1, i = j,
0, i 6= j.

(3.3.3)

Доведення. Розглянемо вектор-функцiю l (x) ∈ Rm з компонентами li (x).
Нехай A = l (L)– образ пiдпростору L при вiдображеннi l.

Якщо A = Rm, то будь-який вектор y ∈ Rm можна представити у
виглядi

y = l (x) , x ∈ L.

Зокрема, якщо qj ∈ Rm– одиничнi орти Rm, тобто для компонент qij , i =

1,...,m, виконується спiввiдношення qij = δij , то iснують такi вектори
ej ∈ L, що

qj = l (ej) ,

або, у покомпонентному виглядi, li (ej) = δij , так що спiввiдношення
(3.3.3) виконуються. При цьому спiввiдношення (3.3.2) можливо лише
при нульових αi, оскiльки

m∑

i=1

αili (ej) = αi = 0, j = 1,...,m.

Якщо ж A не збiгається з усiм Rm, то A є деякий власний пiдпростiр
простору Rm. Звiдси випливає, що A лежить у деякiй гiперплощинi

〈y,y∗〉 = 0, y ∈ A, y∗ 6= 0.

Враховуючи, що y = l (x) , x ∈ L, одержуємо
m∑

i=1

yi∗li (x) = 0, x ∈ L.

Покладаючи αi = yi∗, приходимо до спiввiдношення (3.3.2).

Лема 3.3.2. Нехай виконанi припущення 2 i 3. Тодi або∑

i∈I

αi 〈x̄,f ′i (x0)〉 = 0,
∑

i∈I

|αi| = 1, (3.3.4)

для всiх x̄ ∈ L,L = LinK (x0,M), або для всякого x̄0 ∈ K (x0,M) ,x̄0 6= 0,
що задовольняє умовам

〈x̄0, f
′
i (x0)〉 = 0, i = 1,...,m, (3.3.5)

iснує функцiя r0 (γ) ∈ X, визначена для всiх досить малих γ > 0 i
така, що

x0 + γx̄0 + r0 (γ) ∈M,

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) = 0, i = 1,...,m,

i γ−1r0 (γ) → 0 при γ ↓ 0.
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Доведення. Вiдповiдно до попередньої леми або виконано спiввiдношен-
ня (3.3.4), або знайдуться такi вектори ej ∈ L, j ∈ I, що

〈ej ,f ′i (x0)〉 = δij , i,j ∈ I. (3.3.6)

Зрозумiло, що необхiдно розглянути лише другу можливiсть. Вiзьмемо
функцiю ψ (x̄), визначену на пiдпросторi L0 (див. припущення 3), i скла-
демо систему рiвнянь

gi (γ,δ) ≡ fi


x0 + ψ


γx̄0 +

∑

j∈I

δjej




 = 0, i ∈ I. (3.3.7)

Тут δ– вектор з компонентами δj . Згiдно з припущеннями 2 i 3 функцiї
gi (γ,δ) неперервно диференцiйовнi при всiх досить малих γ i δ. Обчи-
слимо першi похiднi функцiй gi при γ = 0, δ = 0. Для цього вiдмiтимо,
що в силу властивостой функцiї ψ (x̄) справедлива формула

ψ′
γ (0) ≡ ∂

∂γ
ψ


γx̄0 +

∑

j∈I

δjej




∣∣∣∣∣∣
γ=0, δ=0

=

= lim
γ→0

ψ (γx̄0) − ψ (0)

γ
= lim
γ→0

(
x̄0 +

r (γx̄0)

γ

)
= x̄0. (3.3.8)

Аналогiчно отримуємо

ψ′
δj

(0) =
∂

∂δj
ψ


γx̄0 +

∑

j∈I

δjej




∣∣∣∣∣∣
γ=0, δ=0

= ej (3.3.9)

Тому за правилом диференцiювання складної функцiї маємо
∂

∂γ
gi (γ,δ)|γ=0, δ=0 =

〈
ψ′
δj

(0) ,f ′i (x0)
〉

= 〈x̄0, f
′
i (x0)〉 = 0, i ∈ I, (3.3.10)

в силу умов (3.3.5). Аналогiчно одержуємо
∂

∂δj
gi (γ,δ)|γ=0, δ=0 =

〈
ψ′
δj

(0) ,f ′i (x0)
〉

= 〈ej , f ′i (x0)〉 = δij . (3.3.11)

Якщо скористатися тепер зауваженням до теореми 3.1.1, то можна зро-
бити висновок, що для досить малих γ визначена неперервна функцiя
δ (γ), причому така, що виконується спiввiдношення

lim
γ→0

δ (γ)

γ
= 0

i задовольняються рiвняння (3.3.7). В силу припущення 3 маємо

ψ

(
γx̄0 +

∑

i∈I

δj (γ) ej

)
= γx̄0 +

∑

j∈I

δj (γ) ej+
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+r

(
γx̄0 +

∑

i∈I

δj (γ) ej

)
= γx̄0 + r0 (γ) ,

r0 (γ) =
∑

j∈I

δj (γ) ej + r

(
γx̄0 +

∑

i∈I

δj (γ) ej

)
.

Iз властивостей функцiй δ (γ) i r (x̄) (вони прямують до нуля швидше,
нiж γ i x̄) випливає, що

r0 (γ)

γ
→ 0, (3.3.12)

i при досить малих γ > 0

γx̄0 +
∑

j∈I

δj (γ) ej = γ


x0 +

∑

j∈I

δj
γ
ej


 ∈ γΩ ⊆ Q, (3.3.13)

оскiльки ∣∣∣∣
δj (γ)

γ

∣∣∣∣ 6 ε1, j ∈ I.

Згiдно з припущенням 3 з включення (3.3.13) випливає, що

x0 + ψ

(
γx̄0 +

∑

i∈I

δj (γ) ej

)
∈M,

при малому γ, тобто

x0 + γx̄0 + r0 (γ) ∈M. (3.3.14)

Враховуючи, що система (3.3.7) може бути переписана у виглядi

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) = 0, i ∈ I, (3.3.15)

зi спiввiдношень (3.3.14) i (3.3.12) одержуємо усi твердження леми.

Теорема 3.3.3. Нехай точка x0 є точкою мiнiмуму функцiї f0 (x) при
обмеженнях (3.3.1). Нехай виконанi припущення 1–4. Тодi iснують та-
кi числа yi, i ∈ {0} ∪ I− ∪ I, що

∑

i∈I−

yihi (x0,g) +
∑

i∈I

yi 〈g,f ′i (x0)〉 > 0 (3.3.16)

для всiх

x̄ ∈ K (x0,M) ∩
(

∩
i∈{0}∪I−

domh (x0,·)
)
.

При цьому yi > 0 для i ∈ {0} ∪ I− та yi = 0 для i ∈ I, де

I−0 =
{
i ∈ I− : fi (x0) < 0

}
.
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Доведення. Якщо спiввiдношення (3.3.4) виконується, то достатньо для
i ∈ I покласти yi = αi, взявши αi iз спiввiдношення (3.3.4), а всi iншi yi

вибрати рiвними нулю.
Припустимо тепер, що спiввiдношення (3.3.4) не виконується. Введе-

мо наступнi позначення:
J− = {0} ∪

(
I−\I−0

)
, J = J− ∪ I,

K = K (x0,M) ∩
(

∩
i∈{0}∪I−

domh (x0,·)
)
.

Нехай b – число iндексiв у J . Визначимо множину P у такий спосiб:
ȳ ∈ P, P ⊆ Rb, тодi i тiльки тодi, коли iснує такий вектор x̄ ∈ K, що

ȳi > hi (x0,x̄) , i ∈ J−, ȳi = 〈x̄,f ′i (x0)〉 , i ∈ I.

З опуклостi функцiй hi легко випливає, що P– опукла множина. В силу
припущення 4 вона не порожня.

Розглянемо множину
N =

{
ȳ ∈ Rb : ȳi 6 0, i ∈ J−, ȳi = 0, i ∈ I

}

i покажемо, що множини P i N не перетинаються. Припустимо протиле-
жне. Тодi знайдуться вектор ȳ0 ∈ P ∩N i вектор x̄0 ∈ K, такi, що

hi (x0,x̄0) < y 6 0, i ∈ J−

〈x̄0,f
′
i (x0)〉 = 0, i ∈ I.

(3.3.17)

Оскiльки x̄0 ∈ K, а K ⊆ KM (x0), то x̄0 ∈ KM (x0). З першого спiввiдно-
шення (3.3.17) випливає, що x̄0 6= 0, оскiльки hi (0,x0) = 0.

З другого спiввiдношення (3.3.17) i леми 3.3.2 випливає iснування та-
кої функцiї r0 (γ), що γ−1r0 (γ) → 0 при γ ↓ 0, для якої виконанi спiввiд-
ношення (3.3.14), (3.3.15). В силу припущення 1 для i ∈ J− одержуємо,
що

lim sup
γ↓0

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) − fi (x0)

γ
6 hi (x0,x̄0) < 0,

тобто для всiх досить малих γ > 0 виконується

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) 6 fi (x0) +
1

2
γhi (x0,x̄0) , i ∈ J−.

Звiдси, так як hi (x0,x̄0) < 0 для i ∈ J−, при досить малих γ > 0 одержу-
ємо наступнi спiввiдношення:

f0 (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) < f0 (x0) , (3.3.18)

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) < 0, i ∈
(
I−\I−0

)
. (3.3.19)

Величини hi (x0,x̄0) , i ∈ I−0 , скiнченнi, оскiльки x̄0 ∈ K, K ⊆ dom hi (x0,·) .
Тому

lim sup
γ↓0

fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) − fi (x0)

γ
6 hi (x0,x̄0) .
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Звiдки випливає, що нерiвнiсть
fi (x0 + γx̄0 + r0 (γ)) 6 fi (x0) + γ (hi (x0,x̄0) + ε) < 0, i ∈ I0, (3.3.20)

виконується для будь-якого ε > 0 i при досить малих γ > 0 в силу того,
що fi (x0) < 0 для i ∈ I−0 .

Зiставляючи спiввiдношення (3.3.14), (3.3.15), (3.3.18)–(3.3.20), бачи-
мо, що знайдуться точки x = x0 + γx̄0 + r0 (γ), вiдмiннi вiд x0, в яких
значення f0 (x) менше, а всi обмеження (3.3.1) виконуються. Це супере-
чить тому, що x0 – точка мiнiмуму функцiї f0 (x). Таким чином, введенi
вище множини P i N не перетинаються. На пiдставi теореми про роздi-
лення iснує такий вектор y ∈ Rb, що

〈y2,y〉 > 〈y1,y〉 (3.3.21)
для всiх y2 ∈ P, y1 ∈ N , або, у покомпонентному записi,∑

i∈J−

yi2y
i +
∑

i∈I

yi2y
i
>
∑

i∈J−

yi1y
i +
∑

i∈J

yi1y
i, y2 ∈ P, ȳ1 ∈N. (3.3.22)

З визначення множини P випливає, що величини yi2, i ∈ J−, можуть
необмежено зростати при фiксованому x̄. Тому yi > 0, i ∈ J−, оскiльки
протилежна нерiвнiсть приводила б до суперечностi з (3.3.22) при yi2 →
+∞. Отже,

yi > 0, i ∈ {0} ∪
(
I−\I−0

)
. (3.3.23)

Нехай x̄ ∈ K. Покладемо в нерiвностi (3.3.22) y1 = 0. Тодi спрямував-
ши yi2 до hi (x0,x̄) для i ∈ J− i поклавши для i ∈ I yi2 = 〈x̄, f ′i (x0)〉 ,
отримаємо ∑

i∈J−

yihi (x0,x̄) +
∑

i∈I

yi 〈x̄,f ′i (x0)〉 > 0

для x̄ ∈ K. Вибравши yi = 0 для i ∈ I−0 , отримаємо∑

i∈{0}∪I−

yihi (x0,x̄) +
∑

i∈I

yi 〈x̄,f ′i (x0)〉 > 0, x̄ ∈ K.

yi > 0, i ∈ {0} ∪ I−;

yi = 0, i ∈ I−0 ,

що i було потрiбно довести.

Теорема 3.3.4. Нехай виконанi припущення 1-3 i нехай iснує точка
x̄1 ∈ K (x0,M), у якiй функцiї hi (x0,x̄) , i ∈ {0} ∪ I−, неперервнi. Тодi
iснують не всi рiвнi нулю числа yi, i ∈ {0} ∪ I− ∪ I, i вектори

x∗i ∈ ∂fi (x0) , i ∈ {0} ∪ I−1, x∗i0 ∈ (domhi (x0,·))∗ x∗ ∈ K∗ (x0,M) ,

такi, що ∑

i∈{0}∪I−

yix∗i+
∑

i∈I

yif ′i (x0) = x∗+
∑

i∈{0}∪I−

x∗i0, (3.3.24)
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yi > 0, i ∈ {0} ∪ I−; yi = 0, i ∈ I−0 .

Доведення. В силу припущень виконанi всi умови теореми 3.3.3. Тому
знайдуться такi числа yi, що yi > 0, i ∈ {0} ∪ I−; yi = 0, i ∈ I−0 i
буде виконана нерiвнiсть (3.3.16). Позначимо функцiю в лiвiй частинi
нерiвностi (3.3.16) через h (x̄). Зрозумiло, що

dom h = ∩
i∈{0}∪I−

int dom hi (x0,·) ,

i в силу умов теореми виконане включення
x̄1 ∈ dom h, (3.3.25)

функцiя h (x̄) неперервна в точцi x̄1.
Нерiвнiсть (3.3.16) показує, що x̄ = 0 є точка мiнiмуму функцiї h (x̄)

на конусi

K = K (x0,M) ∩
(

∩
i∈{0}∪I−

int dom hi (x0,·)
)
.

Вiдповiдно до теореми 2.9.5
∂h (0) ∩K∗ 6= ∅, (3.3.26)

а в силу теореми 2.7.8

∂h (0) =
∑

i∈{0}∪I−

yi∂fi (x) +
∑

i∈I

yif ′i (x) (3.3.27)

тому що вiдповiдно до зроблених припущень функцiї hi неперервнi в
точцi x̄1 i

x̄1 ∈ K (x0,M) ∩
(

∩
i∈{0}∪I−

int dom hi (x0,·)
)
,

то за теоремою 1.5.3 одержуємо, що

K∗ = K∗ (x0,M) +
∑

i∈{0}∪I−

(dom hi (x0,·))∗. (3.3.28)

Зi спiввiдношень (3.3.26)–(3.3.28) випливає рiвнiсть (3.3.24).

Наслiдок 3.3.5. Якщо функцiя hi (x0,x̄) неперервна за x̄ на всьому про-
сторi X, то за припущень 1–3 вiрна теорема 3.3.4, а рiвнiсть (3.3.24)
може бути записана у виглядi∑

i∈{0}∪I−

yix∗i+
∑

i∈I

yif ′i (x0) = x∗.

Доведення. Справдi, якщо hi (x0,x̄) неперервна на всьому просторi, то
dom hi (x0,·) = X, (domhi (x0,·))∗ = {0} ,

i з включення x∗i0 ∈ (dom hi (x0,·))∗ випливає, що x∗i0 = 0.
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Роздiл IV
Похiднi за напрямком

4.1. ПОХIДНI ДIНI ТА АДАМАРА

Нехай функцiя f : Rn → R1 визначена на деякiй вiдкритiй множинi
S ⊂ Rn i приймає лише скiнченнi значення.
Означення 4.1.1. Величина

f↑D(x,g) = lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg) − f(x))

називається верхньою похiдною Дiнi функцiї f в точцi x ∈ S за напрям-
ком g ∈ Rn.
Означення 4.1.2. Величина

f↓D(x,g) = lim
α→+0

1

α
(f(x+ αg) − f(x))

називається нижньою похiдною Дiнi функцiї f в точцi x ∈ S за напрям-
ком g ∈ Rn.
Означення 4.1.3. Границя

f ′(x,g) = lim
α→+0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)), (4.1.1)

якщо вона iснує, називається похiдною функцiї f в точцi x ∈ S за
напрямком g ∈ Rn. Цю границю також називають похiдною Дiнi i по-
значають через f ′D(x,g).

У тому випадку, коли ця похiдна iснує та скiнченна, будемо казати,
що функцiя f диференцiйовна (за Дiнi) в точцi x ∈ S за напрямком
g ∈ Rn. Функцiя f диференцiйовна за напрямками (або диференцiйовна
за Дiнi), якщо границя (4.1.1) iснує i скiнченна для всiх g ∈ Rn. Разом
iз символом f ′(x,g) будемо використовувати для похiдної за напрямком
позначення f ′x(g).

Безпосередньо з означень випливає, що похiдна Дiнi є додатньо одно-
рiдною першого порядку функцiєю напрямку:

f ′(x,λg) = λf ′(x,g) ∀λ > 0.

Це стосується i верхньої i нижньої похiдної.
Зафiксуємо точку x ∈ S, напрямок g ∈ Rn, i розглянемо функцiю

однiєї дiйсної змiнної
ϕ(α) = f(x+ αg),
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що визначена для α ≥ 0. Верхня похiдна Дiнi f↑D(x,g) функцiї f(x) спiв-
падає з верхньою правою похiдною ϕ̄

′

+(0) функцiї ϕ в точцi α = 0. Нижня
похiдна Дiнi f↓D(x,g) функцiї f(x) спiвпадає з нижньою правою похiдною
ϕ′

+
(0) функцiї ϕ в точцi α = 0. Похiдна Дiнi f ′(x,g) функцiї f(x) спiвпа-

дає з правою похiдною ϕ′
+(0) функцiї ϕ.

Нагадаємо, що за означенням

ϕ̄
′

+(β) = lim
α↓β

1

α− β
(ϕ(α) − ϕ(β)),

ϕ′
+
(β) = lim

α↓β

1

α− β
(ϕ(α) − ϕ(β)),

ϕ′
+(β) = lim

α↓β

1

α− β
(ϕ(α) − ϕ(β)).

Отже, похiдна Дiнi (вiдповiдно, верхня та нижня похiднi Дiнi) є одно-
сторонньою похiдною (вiдповiдно, верхньою та нижньою односторонньою
похiдною) звичайної числової функцiї. Тому можна використовувати ме-
тоди аналiзу функцiй однiєї змiнної при дослiдженнi похiдних Дiнi. Це
дозволяє говорити про диференцiйне числення для похiдних за напрям-
ками. Точнiше кажучи, справедливе наступне твердження.

Теорема 4.1.1. Нехай функцiї f1(x) i f2(x) диференцiйовнi за напрям-
ками в точцi x. Тодi їх сума i добуток, а також частка (якщо
f2(x) 6= 0) також диференцiйовнi за напрямками в цiй точцi. При
цьому

(λf)′(x,g) = λf ′(x,g), λ ∈ R1;

(f1 + f2)
′(x,g) = f ′1(x,g) + f ′2(x,g);

(f1 − f2)
′(x,g) = f ′1(x,g) − f ′2(x,g);

(f1f2)
′(x,g) = f1(x)f

′
2(x,g) + f2(x)f

′
1(x,g);

(
f1
f2

)′

(x,g) =
−1

[f2(x)]2
(f1(x)f

′
2(x,g) − f2(x)f

′
1(x,g)) .

Доведення. Для доведення слiд розглянути функцiї ϕ1(α) = f1(x + αg)
i ϕ2(α) = f2(x + αg) та застосувати вiдповiднi теореми диференцiйного
числення функцiй однiєї змiнної.

Клас диференцiйовних за напрямками функцiй досить широкий. Вiн
мiстить всi гладкi (диференцiйовнi за Гато) функцiї. Теорема 4.1.1 пока-
зує, що сукупнiсть диференцiйовних за напрямками функцiй є лiнiйним
простором, який разом iз двома своїми елементами мiстить їх добуток
i частку (якщо дiльник вiдмiнний вiд нуля). Бiльш того, з iснування

169



похiдної Дiнi функцiй f1(x) i f2(x) випливає iснування похiдної Дiнi у
функцiй f(x) i f̄(x), де

f(x) = min{f1(x),f2(x)}, f̄(x) = max{f1(x),f2(x)}.
Сформулюємо аналог теореми про середнє для диференцiйовних за

напрямками функцiй.

Теорема 4.1.2. Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на деякiй
вiдкритiй множинi S ⊂ Rn i вiдрiзок {y : y = x+ αg, α ∈ [0,α0]} повнi-
стю мiститься в S. Покладемо

m = inf
α∈[0,α0]

f↓D(x+ αg,g), M = sup
α∈[0,α0]

f↑D(x+ αg,g).

Тодi

mα0 ≤ f(x+ α0g) − f(x) ≤Mα0.

Доведення теореми спирається на наступну лему.

Лема 4.1.1. Нехай функцiя h(α) визначена i неперервна на вiдрiзку
[a,b]. Тодi: 1) якщо h′+(α) ≥ 0 для всiх α ∈ (a,b), то h(b) ≥ h(a); 2) якщо

h̄′+(α) ≤ 0 для всiх α ∈ (a,b), то h(b) ≤ h(a).

Доведення. Обмежимося доведенням першої частина леми. Зафiксуємо
ε > 0 i розглянемо пiдмножину A вiдрiзка [a,b], що складається з чисел
α, якi мають таку властивiсть: якщо a ≤ β ≤ α, то

h(β) − h(α) ≥ −ε(β − a). (4.1.2)

З означення випливає, що множина A з кожною своєю точкою α мiстить
вiдрiзок [a,α]. Крiм того, a ∈ A. Отже, A є непорожнiм промiжком. Нехай
γ — правий кiнець цього промiжку. Оскiльки функцiя h неперервна, то,
переходячи в нерiвностi (4.1.2) до границi при β ↑ γ, одержимо

h(γ) − h(a) ≥ −ε(γ − a), (4.1.3)

звiдки випливає, що γ ∈ A. Таким чином A = [a,γ]. Покажемо, що
γ = b. Припустимо протилежне: для кожного δ > 0 знайдеться таке
число αδ ∈ (0,δ), що

h(γ + αδ) − h(a) < −ε(γ + αδ − a). (4.1.4)

Iз (4.1.3) i (4.1.4) випливає нерiвнiсть 1
αδ

[h(γ + αδ) − h(γ)] < −ε, яка
показує, що

h′+(γ) = lim
al↓0

1

α
[h(γ + α) − h(γ)] ≤ −ε < 0.

Це суперечить умовi леми. Отже γ = b. Тому h(b) − h(a) ≥ −ε(b − a).
Спрямовуючи ε до нуля, переконуємося в справедливостi леми.
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Доведення. Доведення теореми 4.1.2. Покладемо h(α) = f(x + αg), α ∈
[0,α0]. Тодi h̄′+(α) = f↑D(x + αg,g). Тому h̄′+(α) ≤ M при всiх α ∈ (0,α0).
Покладемо h1(α) = Mα − h(α). Оскiльки (h1)

′
+(α) = M − h̄′+(α) ≥ 0,

то в силу леми 4.1.1 одержимо h1(α0) ≥ h1(0) або, що те саме, Mα0 −
h(α0) ≥ −h(0). Останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi f(x +
α0g)−f(x) ≤Mα0. Аналогiчно, за допомогою функцiї h2(α) = h(α)−mα
доводиться нерiвнiсть f(x+ α0g) − f(x) ≥ mα0.

Наслiдок 4.1.1. Нехай функцiя f(x) визначена на вiдкритiй опуклiй
множинi S, та нехай її верхня похiдна Дiнi обмежена на цiй множинi
зверху, а нижня похiдна Дiнi обмежена знизу. Iнакше кажучи, iснує
таке число L > 0, що

sup
x∈S,‖g‖=1

f↑D(x,g) ≤ L, inf
x∈S,‖g‖=1

f↓D(x,g) ≥ −L.

Тодi функцiя f задовольняє на множинi S умову Лiпшиця, причому
константа Лiпшиця спiвпадає з числом L.

Доведення. Дiйсно, нехай x,y ∈ S i x = y + αg, де ‖g‖ = 1, α = ‖x− y‖.
Тодi, як безпосередньо випливає з теореми 4.1.2,

−L‖x− y‖ ≤ f(y) − f(x) ≤ L‖x− y‖.

Означення 4.1.4. Функцiя f(x), що визначена на вiдкритiй множинi S,
називається рiвномiрно диференцiйовною за напрямками (або рiвно-
мiрно диференцiйовною за Дiнi) в точцi x ∈ S, якщо вона має в цiй
точцi скiнченну похiдну f ′(x,g) за всiма напрямками g ∈ Rn та iснує
таке число α0 > 0, що

1

α
|f(x+ αg) − f(x) − αf ′(x,g)| < ε ∀α ∈ (0,α0), ∀g ∈ B, (4.1.5)

де B = {g : ‖g‖ = 1} — одинична сфера.

Покладаючи αg = v, нерiвнiсть (4.1.5) можна переписати так:

|f(x+ v) − f(x) − f ′x(v)| < ε‖v‖ ∀v : ‖v‖ ≤ α0. (4.1.6)

Таким чином, рiвномiрна диференцiйовнiсть за напрямками означає, що
1

‖v‖ |f(x+ v) − f(x) − f ′x(v)| → 0, ‖v‖ → 0. (4.1.7)

В подальшому, як правило, будуть розглядатися лише функцiї, в яких
похiдна за напрямком f ′x(g) = f ′(x,g) в точцi x неперервна як функцiя
напрямку g. Наступний приклад показує, що рiвномiрна диференцiйов-
нiсть не забезпечує цю властивiсть.
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Приклад 4.1.1. Нехай {xk} — послiдовнiсть рiзних точок на одиничному
колi простору R2. Покладемо

f(x) =

{
kλ, якщо x = λxk при деяких k i λ > 0,
0, в протилежному випадку.

Функцiя f(x) рiвномiрно диференцiйовна за напрямками в точцi x = 0,
проте похiдна f ′x(g) розривна.

В той же час рiвномiрна диференцiйовнiсть за напрямками разом
iз неперервнiстю похiдної еквiвалентнi диференцiйовностi за Адамаром
(тобто, iснуванню i скiнченностi похiдної Адамара за всiма напрямками).

Означення 4.1.5. Величина

f↑H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x))

називається верхньою похiдною Адамара функцiї f в точцi x ∈ S за
напрямком g ∈ Rn.

Означення 4.1.6. Величина

f↓H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x))

називається нижньою похiдною Адамара функцiї f в точцi x ∈ S за
напрямком g ∈ Rn.

Означення 4.1.7. Границя

f ′H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x)), (4.1.8)

якщо вона iснує, називається похiдною Адамара функцiї f в точцi
x ∈ S за напрямком g ∈ Rn.

Теорема 4.1.3. Функцiя f(x) диференцiйовна за Адамаром в точцi x
тодi i тiльки тодi, коли вона рiвномiрно диференцiйовна за Дiнi i її
похiдна f ′(x,g) неперервна як функцiя напрямку.

Доведення. 1). Нехай функцiя f диференцiйовна за Адамаром. Тодi вона
диференцiйовна за Дiнi. Неперервнiсть f ′(x,g) за g доводиться вiд супро-
тивного. Покажемо рiвномiрну диференцiйовнiсть функцiї f . Для довiль-
ного ε > 0 i довiльного напрямку g з одиничної сфери B знайдуться такi
числа ηg > 0 i αg > 0, що |f(x+αg′)− f(x)−αf ′H(x,g)| < α · ε/2 для всiх
α ∈ (0,αg) i g′ ∈ V (g,ηg) = {g̃|‖g−g̃‖ < ηg}. Оскiльки функцiя g 7→ f ′(x,g)
неперервна, то знайдеться таке ξg > 0, що |f ′(x,g) − f ′(x,g′)| < ε/2 при
g′ ∈ V (g,ξg). Покладемо δg = min(ηg,ξg). Сiм’я околiв {V (g,δg)} є вiдкри-
тим покриттям сфери B. Скориставшись компактнiстю сфери в просторi
Rn, виберемо iз цього покриття скiнченне пiдпокриття, визначене то-
чками g1,g2, . . . ,gm. Покладемо α0 = min(αg1 , . . . ,αgm

). Якщо g ∈ S, то
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знайдеться таке k, що g ∈ V (gk,δgk
). При α < α0 ≤ αgk

виконуються
нерiвностi (див.(4.1.8))

|f(x+ αg) − f(x) − αf ′H(x,g)| ≤

≤ |f(x+ αg) − f(x) − αf ′H(x,gk)|+
+α|f ′H(x,gk) − f ′H(x,g)| < αε.

Отже f(x) рiвномiрно диференцiйовна за напрямками в точцi x.
2). Нехай функцiя f(x) рiвномiрно диференцiйовна за напрямками i

похiдна f ′(x,g) неперервна. Маємо

| 1
α

(f(x+ αg′) − f(x)) − f ′(x,g)| ≤

≤ | 1
α

(f(x+ αg′) − f(x)) − f ′(x,g′)| + |f ′(x,g′) − f ′(x,g)|. (4.1.9)

Зафiксуємо ε > 0. Використовуючи рiвномiрну диференцiйовнiсть зна-
йдемо таке β0 > 0, що справджується нерiвнiсть∣∣∣∣

1

β
(f(x+ βv) − f(x)) − f ′(x,v)

∣∣∣∣ < ε ∀β ∈ (0,β0) ∀v ∈ B. (4.1.10)

Нехай g′ 6= 0 i v = g′/‖g′‖. Тодi, використовуючи додатню однорiднiсть
похiдної, маємо

1

α
(f(x+ αg′) − f(x)) − f ′(x,v) =

= ‖g′‖
[

1

α‖g′‖ (f(x+ α‖g′‖v) − f(x)) − f ′(x,v)

]
. (4.1.11)

Покладаючи α‖g′‖ = β, α0 = β0/‖g‖, одержимо, використовуючи (4.1.10)∣∣∣∣
1

α
(f(x+ αg′) − f(x)) − f ′(x,g′)

∣∣∣∣ ≤ ε‖g′‖ ∀α ∈ (0,α0).

Це спiввiдношення вiрне i при g′ = 0. Таким чином, перший доданок
у правiй частинi (4.1.9) може бути зроблений як завгодно малим одразу
для всiх g′ iз деякої кулi з центром в точцi g. Другий доданок буде малий
при близькому g′ до g в силу неперервностi функцiї g 7→ f ′(x,g). Таким
чином, f диференцiйовна в точцi x за Адамаром.

Зауваження 4.1.1. Якщо функцiя f диференцiйовна за Адамаром в то-
чцi x, то вона неперервна в цiй точцi. Це випливає, наприклад, iз (4.1.7).
Таким чином, iз рiвномiрної диференцiйовностi за Дiнi i неперервно-
стi похiдної як функцiї напрямку випливає неперервнiсть самої функцiї.
Якщо диференцiйовнiсть функцiї f в точцi x не рiвномiрна, то функцiя в
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цiй точцi може мати розрив, навiть якщо похiдна неперервна як функцiя
напрямку. Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 4.1.2. Розглянемо на площинi з координатами (u,v) множину:
S = S1∪S2∪S3, де S1 — опукла множина, обмежена параболою v = u2, S2

— опукла множина, обмежена параболою v = −u2, S3 — спiльна дотична
до цих парабол в точцi x0 = (0,0). Нехай

f(x) =

{
1, якщо x ∈ S,
0, якщо x /∈ S.

Функцiя f диференцiйовна за напрямками в точцi x0 (причому не рiв-
номiрно), f ′(x0,g) = 0 при всiх g. В той же час функцiя f(x) розривна в
нулi.

Нагадаємо, що вектор a ∈ Rn називається похiдною Гато (слабкою
похiдною) функцiї f(x) в точцi x, якщо для довiльного g ∈ Rn виконує-
ться спiввiдношення

f(x+ αg) = f(x) + α〈a,g〉 + og(α),
og(α)

α
−→
α→0

0.

Iншими словами, похiдна Гато — це похiдна Дiнi, яка лiнiйно залежить
вiд g ∈ Rn. Похiдна Гато функцiї f(x) в точцi x спiвпадає з градiєнтом
a = ∇f(x).

Функцiя f(x) диференцiйовна за Фреше в точцi x, якщо справджу-
ється спiввiдношення

f(x+ v) = f(x) + 〈∇f(x),v〉 + o(v),
o(v)

‖v‖ −→
‖v‖→0

0. (4.1.12)

В силу (4.1.7) це означає, що f(x) рiвномiрно диференцiйовна за на-
прямками, причому похiдна f ′(x,g) залежить вiд g ∈ Rn лiнiйно, отже
неперервно. Теорема 4.1.3 показує, що диференцiйовнiсть за Фреше рiв-
носильна “лiнiйнiй диференцiйовностi” за Адамаром.

При деяких припущеннях диференцiйовна за Дiнi функцiя f(x) буде
диференцiйовною за Адамаром. Наведемо результат такого роду.

Теорема 4.1.4. Нехай функцiя f(x) диференцiйовна за напрямками в
точцi x i задовольняє умову Лiпшиця з константою L в деякому околi
цiєї точки. Тодi:
1) похiдна f ′(x,g) задовольняє на всьому просторi Rn умову Лiпшиця
з тiєю ж константою L;
2) функцiя f диференцiйовна за Адамаром.

Доведення. При достатньо малих α маємо

|f(x+ αg) − f(x+ αg′)| ≤ αL‖g − g′‖.
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Тому∣∣∣∣
1

α
(f(x+ αg) − f(x)) − 1

α
(f(x+ αg′) − f(x))

∣∣∣∣ ≤ L‖g − g′‖. (4.1.13)

Переходячи до границi при α ↓ 0, одержимо з (4.1.13)
|f ′(x,g) − f ′(x,g′)| ≤ L‖g − g′‖.

Перевiримо, що f диференцiйовна за Адамаром. Маємо

lim
α↓0,g′→g

1
α (f(x+ αg′) − f(x)) =

= lim
α↓0,g′→g

1
α (f(x+ αg′) − f(x+ αg))+

+ lim
α↓0

1
α (f(x+ αg) − f(x)).

Оскiльки f задовольняє умову Лiпшиця, то перша iз виписаних праворуч
границь iснує i дорiвнює нулю. Друга границя, що дорiвнює f ′(x,g),
також iснує. Звiдси i випливає диференцiйовнiсть за Адамаром.

Сформулюємо теорему про похiдну композицiї функцiй. Нехай задано
вiдображення H : S → Rm, де S — вiдкрита множина в Rn. Координатнi
функцiї цього вiдображення позначимо через h1(x), . . . ,hm(x), так що
H(x) = (h1(x), . . . ,hm(x)). Похiдна H ′(x,g) вiдображення H в точцi x за
напрямком g визначається як границя

lim
α↓0

1

α
(H(x+ αg) −H(x)).

Як i у випадку дiйсної функцiї, використовується також термiн похiдна
Дiнi. Границя

lim
α↓0,g′→g

1

α
(H(x+ αg′) −H(x)),

яку ми позначимо таким же символом H ′(x,g), називається похiдною
Адамара вiдображення H в точцi x за напрямком g. Зрозумiло, що вiд-
ображення H в точцi x диференцiйовне за Дiнi або за Адамаром тодi i
тiльки тодi, коли координатнi функцiї hi диференцiйовнi вiдповiдно за
Дiнi або за Адамаром. При цьому H ′(x,g) = (h′1(x,g), . . . ,h

′
m(x,g)).

Теорема 4.1.5. Нехай S1 — вiдкрита множина в просторi Rn, S2 —
вiдкрита множина в Rm, вiдображення H : S1 → S2 диференцiйовне
за напрямками в точцi x ∈ S1, функцiя f визначена на S2 i диферен-
цiйовна за Адамаром в точцi y = H(x). Тодi функцiя ϕ(x) = f(H(x))
диференцiйовна в точцi x за напрямками, причому

ϕ′(x,g) = f ′(H(x),H ′(x,g)). (4.1.14)
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Якщо, крiм того, вiдображення H диференцiйовне за Адамаром, то i
ϕ диференцiйовне за Адамаром.

Доведення. Покладемо

ω(α,g) =
1

α
[H(x+ αg) −H(x) − αH ′(x,g)],

ψ(u) =
1

‖u‖ (f(H(x) + u) − f(H(x)) − f ′(H(x),u)), u 6= 0,

u(α,g) = H ′(x,g) + ω(α,g).

Нехай вiдображення H диференцiйовне за напрямками. Тодi ω(α,g)−→
α↓0

0

i тим самим u(α,g)−→
α↓0

H ′(x,g). Маємо

ϕ(x+ αg) = f(H(x+ αg)) = f(H(x) + αH ′(x,g) + αω(α,g)) =

= f(H(x)) + αf ′(H(x),u(α,g)) + ψ(αu(α,g)) · ‖αu(α,g)‖. (4.1.15)
Оскiльки iз диференцiйовностi за Адамаром функцiї f випливає її рiв-
номiрна диференцiйовнiсть i неперервнiсть похiдної f ′(Hx,u) як функцiї
напрямку u, то з (4.1.15) випливає iснування похiдної Дiнi ϕ′(x,g) фун-
кцiї ϕ(x) i рiвнiсть (4.1.14).

Припустимо тепер, що вiдображення H диференцiйовне за Адамаром.
Тодi, якщо g′ → g i α ↓ 0, то ω(α,g′) → 0, H ′(x,g′) → H ′(x,g) i, вiдповiд-
но, u(α,g′) → H ′(x,g). Застосовуючи (4.1.15), переконуємося в iснуваннi
похiдної Адамара ϕ′(x,g).

Далi дослiдимо диференцiальнi властивостi функцiї максимуму, тоб-
то функцiї виду

ϕ(x) = max
y∈Y

f(x,y), x ∈ X. (4.1.16)

Вважатимемо, що f(x,y) — неперервна за сукупнiстю змiнних функцiя,
що визначена на X × Y , де X — вiдкрита множина в Rn, а Y — компа-
ктна множина в Rm. Вiдзначимо насамперед, що функцiя ϕ неперервна.
Дiйсно, нехай x ∈ X i V — компактний окiл точки x. Функцiя f рiв-
номiрно неперервна на компактнiй множинi V × Y , звiдки випливає, що
для будь-якого ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що

f(x′,y) − ε < f(x,y) < f(x′,y) + ε ∀y ∈ Y, x′ ∈ Bδ(x).

Переходячи в цих нерiвностях до максимуму по y, переконуємося в не-
перервностi функцiї ϕ на X.

Для точки x ∈ X позначимо через R(x) множину точок y ∈ Y , на
яких в (4.1.16) досягається максимум:

R(x) = {y ∈ Y | ϕ(x) = f(x,y)}. (4.1.17)
Iз неперервностi функцiй ϕ та f випливає, що множина R(x) замкнута i
компактна. Бiльш того, справедливе наступне твердження.
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Теорема 4.1.6. Багатозначне вiдображення x 7→ R(x) замкнуте.

Доведення. Нехай xk → x, yk → y, yk ∈ R(xk). Тодi ϕ(xk) = f(xk,yk).
Оскiльки функцiї f та ϕ неперервнi, то ϕ(x) = f(x,y), звiдки i випливає
справедливiсть теореми.

При дослiдженнi диференцiальних властивостей функцiї максимуму
важливу роль вiдiграє рiвномiрна вiдносно параметра диференцiйовнiсть
за напрямками. Нехай f(x,y) — неперервна функцiя двох змiнних, що
визначена на X×Y , де X — вiдкрита множина, Y — компактна множина.
Припустимо, що для кожного y функцiя x′ 7→ f(x′,y) диференцiйовна за
деяким напрямком g в точцi x (за Дiнi чи за Адамаром). Позначимо її
похiдну за цим напрямком через f ′(x,y,g). Нехай

ωx,g(α,y) = f(x+ αg,y) − f(x,y) − αf ′(x,y,g). (4.1.18)
За означенням, для довiльного ε > 0 i для довiльного y ∈ Y iснує таке
число δ(ε,y), що |ωx,g(α,y)| < εα при 0 < α < δ(ε,y).

Функцiя f диференцiйовна за напрямком g в точцi x рiвномiрно
вiдносно параметра y, якщо величину δ(ε,y) можна вибрати незалежно
вiд y, тобто за довiльним ε > 0 знайдеться таке δ(ε) > 0, що |ωx,g(α,y)| <
εα при всiх y i всiх α ∈ (0,δ(ε)).

З диференцiйовностi функцiї f(x,y) за напрямком g в точцi x рiвно-
мiрно вiдносно y випливає неперервнiсть функцiї y 7→ f ′(x,y,g). Дiйсно,
ця функцiя є рiвномiрною границею при α ↓ 0 сiм’ї неперервних функцiй
hα(y) = 1

α (f(x+ αg,y) − f(x,y)).

Теорема 4.1.7. Нехай

ϕ(x) = max
y∈Y

f(x,y) ∀x ∈ X,

де X — вiдкрита множина в Rn, Y — компактна множина в Rm,
функцiя f(x,y) неперервна за сукупнiстю змiнних i диференцiйовна за
напрямком g в точцi x рiвномiрно вiдносно параметра y. Тодi функцiя
ϕ диференцiйовна за напрямком g, причому

ϕ′(x,g) = max
y∈R(x)

f ′(x,y,g),

де множина R(x) визначена формулою (4.1.17).

Доведення. Якщо y ∈ R(x), то
1

α
(ϕ(x+ αg) − ϕ(x)) ≥ 1

α
(f(x+ αg,y) − f(x,y)).

Переходячи до границi при α ↓ 0, отримаємо ϕ↓
D(x,g) ≥ f ′(x,y,g), звiдки,

зважаючи на довiльнiсть y ∈ R(x), випливає нерiвнiсть

ϕ↓
D(x,g) ≥ max

y∈R(x)
f ′(x,y,g) (4.1.19)
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(максимум в правiй частинi (4.1.19) досягається через компактнiсть мно-
жини R(x) i неперервнiсть функцiї y 7→ f ′(x,y,g)).

Розглянемо тепер елемент yα iз множини R(x+ αg), α > 0. Маємо
f(x+ αg,yα) − f(x,yα) = αf ′(x,yα,g) − ωx,g(α,yα),

де ωx,g— функцiя, що визначена формулою (4.1.18). Враховуючи означе-
ння множини R(x+ αg), маємо

1

α
(ϕ(x+ αg) − ϕ(x)) ≤ 1

α
(f(x+ αg,yα) − f(x,yα)) =

= f ′(x,yα,g) −
1

α
ωx,g(α,yα). (4.1.20)

Оскiльки Y — компактна множина, то можна вважати, що iснує границя
limα↓0 yα = y′. Оскiльки вiдображення R замкнуте (див. теорему 4.1.6),
то y′ ∈ R(x). Iз неперервностi функцiї y 7→ f ′(x,y,g) випливає, що

f ′(x,yα,g) → f ′(x,y′,g) ≤ max
y∈R(x)

f ′(x,y,g).

Використовуючи рiвномiрну диференцiйовнiсть функцiї f отримаємо, що
для довiльного ε > 0 при достатньо малих α > 0 виконується нерiвнiсть
1
αωx,g(α,yα) < ε; тому lim

α↓0
α−1ωx,g(α,yα) = 0. Враховуючи сказане i пере-

ходячи в (4.1.20) до верхньої границi, отримаємо

ϕ↑
D(x,g) ≤ max

y∈R(x)
f ′(x,y,g). (4.1.21)

Доведення теореми випливає з нерiвностi (4.1.19) i нерiвностi (4.1.21).

Зауваження 4.1.2. Якщо функцiя f задовольняє умову Лiпшиця з кон-
стантою L за сукупнiстю змiнних, то i функцiя ϕ задовольняє цю умову
з тiєю ж константою. Якщо в такому випадку умови теореми виконанi
для всiх напрямкiв g, то функцiя ϕ диференцiйовна за Адамаром. Це
випливає з теореми 4.1.6.

Зауваження 4.1.3. Якщо диференцiйовнiсть функцiї f не рiвномiрна за
параметром, то теорема 4.1.7 перестає бути справедливою. Можна наве-
сти вiдповiдний приклад. Диференцiйовнiсть ϕ можна гарантувати i без
рiвномiрної диференцiйовностi f . При цьому можна одержати формулу
для похiдної, що вiдмiнна вiд тiєї, яка наведена в теоремi 4.1.7.

Наслiдок 4.1.2. Нехай

ϕ(x) = max
i=1,...,m

fi(x), x ∈ X,

де функцiї fi визначенi на вiдкритiй множинi X, неперервнi i ди-
ференцiйовнi в точцi x за напрямком g. Тодi похiдна ϕ′(x,g) iснує i
обчислюється за формулою

ϕ′(x,g) = max
i∈R(x)

f ′i(x,g).
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Наслiдок 4.1.3. Нехай X — вiдкрита, а Y — компактна множини,

ϕ(x) = max
y∈Y

f(x,y), x ∈ X,

де f — визначена на X × Y неперервна функцiя, що має неперервну
частинну похiдну f ′x(x,y). Тодi функцiя ϕ диференцiйовна за будь-яким
напрямком g, причому

ϕ′(x,g) = max
y∈R(x)

〈f ′x(x,y),g〉. (4.1.22)

Функцiю g 7→ ϕ′(x,g), де ϕ′(x,g) визначена формулою (4.1.22), мо-
жна представити як максимум деякої множини лiнiйних функцiй. Звiдси
одразу випливає, що вона субадитивна: ϕ′(x,g1 + g2) ≤ ϕ′(x,g1)+ϕ′(x,g2)
для всiх g1, g2. Оскiльки ця функцiя, як похiдна, додатньо однорiдна, то
вона i сублiнiйна.

4.2. АПРОКСИМАЦIЯ МНОЖИН ЗА ДОПОМОГОЮ
КОНУСIВ

Локальну апроксимацiю множин можна здiйснюватись рiзними спосо-
бами. Найбiльш простi та вживанi серед них використовують конуси як
апроксимуючi об’єкти.

Розглянемо множину S ∈ Rn. Нехай точка x належить замиканню
cl S цiєї множини.

Означення 4.2.1. Вектор g називається допустимим напрямком множи-
ни S в точцi x, якщо знайдеться таке число αg > 0, що

x+ αg ∈ S ∀α ∈ (0,αg).

Сукупнiсть всiх допустимих в точцi x напрямкiв множини S позначимо
через γ(x,S).

Означення 4.2.2. Вектор g називається дотичним напрямком в точцi x
до множини S, якщо знайдуться αg > 0 i така функцiя ψg(α) : [0,αg] →
Rn, що

x+ αg + ψg(α) ∈ S ∀α ∈ (0,αg);
ψg(α)

α
→ 0, α ↓ 0. (4.2.1)

Iнодi замiсть (4.2.1) використовують запис x+αg+ o(α) ∈ S. Сукупнiсть
всiх дотичних в точцi x до множини S векторiв позначимо через K(x,S).

Означення 4.2.3. Вектор g називається можливим напрямком множини
S в точцi x, якщо знайдуться такi послiдовностi {gk} i {αk}, що

gk ∈ Rn, αk ∈ R1
+, gk → g, αk ↓ 0, x+ αkgk ∈ S. (4.2.2)

Сукупнiсть всiх можливих напрямкiв множини S в точцi x позначимо
через Γ(x,S).
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Напрямок g 6= 0 є можливим тодi i тiльки тодi, коли знайдеться по-
слiдовнiсть {xk}, яка має такi властивостi:

xk ∈ S, xk 6= x, xk → x,
xk − x

‖ xk − x ‖ → g

‖ g ‖ . (4.2.3)

Якщо виконується (4.2.2) i g 6= 0, то покладаючи xk = x + αkgk, пере-
конуємося в справедливостi (4.2.3). Якщо ж має мiсце (4.2.3), то для
послiдовностей {αk}, {gk}, де αk = ‖xk − x‖/‖g‖, gk = (xk − x)/αk, вико-
нується (4.2.2).
В термiнах околiв означення можливого напрямку таке: для будь-яких
чисел α0 > 0,ε > 0 знайдуться елемент w ∈ g+Bε(0) та число α ∈ (0,α0),
при яких x+ αw ∈ S.

Безпосередньо з означень випливає, що множини γ(x,S), K(x,S) i
Γ(x,S) це конуси (тобто вони мiстять разом iз кожним своїм елементом
g i весь промiнь {λg|λ ≥ 0}). Будемо називати цi множини конусами, що
апроксимують множину S поблизу точки x. При цьому K(x,S) часто
називають дотичним конусом множини S в точцi x, а Γ(x,S)– конусом
Булiгана множини S в точцi x. Конуси γ(x,S), K(x,S) i Γ(x,S) iнодi
записують за допомогою формул, в яких безпосередньо фiгурують S та
x. Для того щоб записати їх, помiтимо, що при α 6= 0 спiввiдношення
x + αg ∈ S можна переписати у виглядi g ∈ 1

α (S − x). Звiдси одразу
випливає рiвнiсть

γ(x,S) =
⋃

α0>0

⋂

0<α<αo

1

α
(S − x). (4.2.4)

Крiм того

Γ(x,S) =
⋂

ε>0

⋂

α0>0

⋃

α∈(0,αo)

(
1

α
(S − x) + εB1(0)

)
, (4.2.5)

де B1(0)– одинична куля з центром в нулi.
Щоб записати подiбним чином дотичний конус K(x,S) розглянемо

множину Ψn, яка складається з функцiй ψ, визначених на деякому вiд-
рiзку [0,α0], якi дiють в Rn i мають властивiсть: α−1ψ(α) → 0 при α ↓ 0.
Назвемо Ψn множиною нескiнченно малих першого порядку. Включе-
ння g ∈ K(x,S) рiвносильне тому, що x+αg+ψ(α) ∈ S, де α−1ψ(α) → 0
при α ↓ 0. Можна вважати, що область визначення функцiй ψ спiвпадає
з деяким вiдрiзком [0,α0], що не залежить вiд g, тому ψ ∈ Ψn. Безпосе-
редньо з означення випливає рiвнiсть

K(x,S) =
⋃

ψ∈Ψn

⋃

α0>0

⋂

0<α<αo

1

α
(S − x− ψ(α)). (4.2.6)

Зрозумiло, що
γ(x,S) ⊂ K(x,S) ⊂ Γ(x,S). (4.2.7)
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Якщо x – внутрiшня точка S, то всi конуси, якi апроксимують S в околi
точки x, спiвпадають з простором Rn. Якщо ж x – iзольована точка, то
цi конуси складаються лише з нуля. Всi три вказанi конуси здiйснюють
локальну апроксимацiю S. Це означає, що при будь-якому ε > 0 мають
мiсце рiвностi

γ(x,S) = γ(x,S ∩Bε(x)),
K(x,S) = K(x,S ∩Bε(x)),
Γ(x,S) = Γ(x,S ∩Bε(x)).

Справедливiсть цих рiвностей випливає безпосередньо з означень.
Конус Булiгана Γ(x,S) завжди замкнутий. Дiйсно, нехай g ∈ cl Γ(x,S).

Зафiксуємо числа ε > 0 та α0 > 0 i знайдемо такий елемент u ∈ Γ(x,S),
що ‖u−g‖ < ε/2. Оскiльки u ∈ Γ(x,S), то знайдуться елемент v ∈ Bε/2(u)
i число α ∈ (0,α0), при яких виконується включення x+αv ∈ S. Оскiльки
‖v − g‖ < ε, α ∈ (0,α0), де ε, α0 – довiльнi додатнi числа, то g ∈ Γ(x,S).
Множина γ(x,S) є найбiльш простою iз трьох конусiв. Але в багатьох
випадках вона здiйснює “неповну апроксимацiю” множини S i несе мало
iнформацiї про те, як влаштована S поблизу точки x. Для деяких важли-
вих в застосуваннях множин S конус γ(x,S) складається лише з нуля.
Це вiдноситься, наприклад, до поверхнi S = {y|f(y) = 0}, де f – стро-
го опукла функцiя. В зв’язку зi сказаним стає зрозумiла необхiднiсть
використання конусiв K(x,S), Γ(x,S), якi, однак, облаштованi набагато
складнiше, нiж γ(x,S).

Корисно знайти тi множини, для яких “складний” конус Γ(x,S) вiд-
новлюється за бiльш простим конусом γ(x,S). Для цього корисно вико-
ристовувати включення:

γ(x,S) ⊂ cone (S − x), Γ(x,S) ⊂ cl cone (S − x). (4.2.8)

Спiввiдношення (4.2.8) випливають безпосередньо з означень. Викори-
стовуючи (4.2.7) i (4.2.8), легко переконатися в справедливостi насту-
пного твердження.

Теорема 4.2.1. Якщо γ(x,S) = cone (S − x), то Γ(x,S) = cl γ(x,S).

Найбiльш просто влаштованими пiдмножинами векторних просторiв
є опуклi множини. Апроксимацiю опуклої множини S поблизу точки
x ∈ cl S здiйснюють, як правило, за допомогою опорного конуса Kx(S).
За означенням

Kx(S) = cone (S − x) =
⋃

λ>0

λ(S − x).

Те, що Kx(S) – конус, випливає з означення. Покажемо, що цей конус
є опуклим. Нехай u,v ∈ Kx(S). Тодi при деяких λ > 0,µ > 0 виконується
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u/λ ∈ (S − x),v/µ ∈ (S − x). Оскiльки (S − x) – опукла множина, то
u+ v

λ+ µ
=

λ

λ+ µ

u

λ
+

µ

λ+ µ

v

µ
∈ (S − x)

i тому u+ v ∈ (λ+ µ)(S − x) ⊂ Kx(S).

Теорема 4.2.2. Нехай S – опукла множина, x ∈ S. Тодi

γ(x,S) = Kx(S), Γ(x,S) = clKx(S).

Доведення. 1) Як показує формула (4.2.8), γ(x,S) ⊂ Kx(S). Перевiримо
протилежне включення. Нехай g ∈ Kx(S) i число λ > 0 таке, що g ∈
λ(S−x). Тодi x+ 1

λg ∈ S. Нехай α < 1/λ. Тодi x+αg = β(x+ 1
λg)+(1−β)x,

де β = αλ. Оскiльки S опукла, x ∈ S,β ∈ (0,1), то x + αg ∈ S. Таким
чином g ∈ γ(x,S), отже Kx(S) ⊂ γ(x,S).
2) Рiвняння Γ(x,S) = clKx(S) випливає з теореми 4.2.1.

Зауваження 4.2.1. Нижче показано, що K(x,S) = cl Kx(S) якщо S –
опукла множина та x ∈ S.

Нормальний конус Nx(S) до опуклої множини S в точцi x ∈ S визна-
чається спiввiдношенням

Nx(S) = {v ∈ Rn|〈v,x〉 = max
y∈S

〈v,y〉}.

Iншими словами,

Nx(S) = {v ∈ Rn|〈v,x〉 = pS(v)},
де pS(v) = sup

y∈S
〈v,y〉 – опорна функцiя опуклої множини S.

Теорема 4.2.3. Нехай S – опукла множина, x ∈ S. Тодi

Nx(S) = −K+
x (S).

Тут + позначає перехiд до спряженого конуса.

Доведення. 1) Нехай v ∈ (−K+
x (S)). Оскiльки Kx(S) ⊃ S − x, то для

всiх y ∈ S виконується нерiвнiсть 〈v,y − x〉 ≤ 0, з якої випливає, що
pS(v) = 〈v,x〉.
2) Якщо g ∈ Kx(S), то при достатньо малих α > 0 виконується вклю-
чення x + αg ∈ S. Тому якщо v ∈ Nx(S), то 〈v,x + αg〉 ≤ 〈v,x〉, звiдки
випливає нерiвнiсть 〈v,g〉 ≤ 0. Отже Nx(S) ⊂ −K+

x (S).

Наслiдок 4.2.1. Множина Nx(S) є замкнутим опуклим конусом.

Апроксимацiя множини S в околi точки x здiйснюється конусами ло-
кально. Можна казати, що на кожному з променiв, що входять в конус,
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апроксимацiя iз заданою точнiстю здiйснюється лише на деякому вiдрiз-
ку, довжина якого залежить вiд цього променя. Наприклад, якщо g –
дотичний напрямок, то справедливе спiввiдношення x+ αg + ψg(α) ∈ S,
де α−1ψg(α) → 0 при α ↓ 0, тобто для довiльного δ > 0 знайдеться таке
αg > 0, що ‖α−1ψg(α)‖ < δ при α ∈ (0,αg]. Зрозумiло, що αg залежить
вiд g i може не знайтися жодного такого α0, що ‖α−1ψg(α)‖ < δ при всiх
g ∈ K(x,S) i α ∈ (0,α0].

Опишемо конуси, якi здiйснюють рiвномiрну локальну апроксимацiю
з точнiстю до величин першого порядку малостi. Дамо вiдповiдне озна-
чення.

Замкнутий конус K(x,S) є рiвномiрною апроксимацiєю першого по-
рядку множини S в околi точки x ∈ cl S, якщо

ρ(S ∩Bδ(x),(x+ K(x,S)) ∩Bδ(x)) = o(δ). (4.2.9)
Тут ρ – метрика Хаусдорфа

ρ(S1,S2) = max{max
x∈S1

min
y∈S2

‖x− y‖; max
y∈S2

min
x∈S1

‖x− y‖}.

Вiдзначимо, що на вiдмiну вiд конусiв γ(x,S), K(x,S), Γ(x,S), визначених
як об’єднання променiв, що мають деякi властивостi, рiвнiсть (4.2.9)
визначає одразу весь конус K(x,S).

Теорема 4.2.4. Нехай iснує конус K(x,S), який є рiвномiрною апро-
ксимацiєю першого порядку множини S в околi точки x. Тодi:

1) K(x,S) = K(x,S) = Γ(x,S);
2) для будь-якого g ∈ K(x,S) можна знайти таку функцiю ψg(α),

що x+ αg + ψg(α) ∈ S i α−1ψg(α) → 0 при α ↓ 0 рiвномiрно по g.

Доведення. Спочатку покажемо, що Γ(x,S) ⊂ K(x,S). Припускаючи про-
тилежне, знайдемо елемент g ∈ Γ(x,S), який не мiститься в K(x,S).
Оскiльки g ∈ Γ(x,S), то знайдуться послiдовностi gk → g, αk ↓ 0, для
яких справедливе включення x+ αkgk ∈ S. Оскiльки g /∈ K(x,S) i конус
K(x,S) замкнутий, то ρ(g,K(x,S)) = γ > 0. При достатньо великих k
виконується нерiвнiсть ρ(gk,K(x,S)) > γ/2. Множина K(x,S) є конусом,
тому ρ(αkgk,K(x,S)) > γ

2αk, звiдки

ρ(x+ αkgk,x+ K(x,S)) >
γ

2
αk. (4.2.10)

Оскiльки x+ αkgk ∈ S ∩Bαk‖gk‖(x), то нерiвнiсть (4.2.10) означає, що

ρ(S ∩Bαk‖gk‖(x),(x+ K(x,S)) ∩Bαk‖gk‖(x)) >
γ

2
αk.

Це суперечить спiввiдношенню (4.2.9), що визначає конус K(x,S). Таким
чином включення Γ(x,S) ⊂ K(x,S) доведене.

Покажемо тепер, що K(x,S) ⊂ K(x,S). Покладемо ϕ(δ) = ρ(S∩Bδ,(x+
K(x,S)) ∩ Bδ). Тодi δ−1ϕ(δ) → 0 при δ ↓ 0. Нехай g ∈ K(x,S), ‖g‖ = 1.
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Для довiльного δ > 0 знайдеться такий елемент xδ ∈ S, що ‖xδ − x‖ ≤ δ
i ‖xδ − (x + δg)‖ = ϕ(δ). Покладемо ψg(δ) = xδ − x − δg. Тодi xδ =
x+ δg + ψg(δ) ∈ S i

‖ψg(δ)‖/δ = ϕ(δ)/δ → 0, δ ↓ 0. (4.2.11)
Цi спiввiдношення показують, що g ∈ K(x,S). Таким чином, K(x,S) ⊂
K(x,S). Оскiльки, крiм того, K(x,S) ⊂ Γ(x,S), то

K(x,S) = K(x,S) = Γ(x,S)

i перша частина теореми доведена. Друга частина одразу випливає iз
спiввiдношення (4.2.11).

Використовуючи теорему 4.2.4, легко навести приклад множини, для
якої не iснує конуса, який є рiвномiрною апроксимацiєю першого поряд-
ку.

Приклад 4.2.1. Нехай λk → 0, причому lim λk−1

λk
= c < 1; λ0 = 0. По-

кладемо S = {λkg|k = 0,1, . . . , + ∞}, де g – деякий фiксований елемент
iз Rn. Нехай x = 0. Знайдемо конус K(x,S). Якщо ненульовий елемент
h входить в цей конус, то αh + o(α) ∈ S. Позначимо через Lg про-
мiнь з вершиною в нулi, що проходить через точку g. Припускаючи, що
h /∈ Lg, одержуємо ρ(αh,S) ≥ ρ(αh,Lg) = αρ(h,Lg). Ця обставина пока-
зує, що не знайдеться функцiй ψ(α), якi задовольняють спiввiдношення
αh+ψ(α) ∈ S, ψ(α)/α→ 0,α ↓ 0. Таким чином, конус K(x,S) мiститься в
променi Lg. Покажемо, що g /∈ K(x,S). Дiйсно, нехай число αk спiвпадає
з серединою вiдрiзка [λk−1,λk], тобто αk = (λk−1 + λk)/2. Припустимо,
що αkg + ψ(αk) ∈ S. Тодi ‖ψ(αk)‖ ≥ (αk − λk−1)‖g‖ = (λk − λk−1)‖g‖/2.
Маємо

‖ψ(αk)‖
αk

=
λk − λk−1

λk + λk−1
‖g‖ =

1 − λk−1/λk
1 + λk−1/λk

‖g‖ → 1 − c

1 + c
‖g‖ 6= 0.

Таким чином g /∈ K(x,S). Звiдси випливає, що λg /∈ K(x,S) при λ > 0.
Зi сказаного випливає рiвнiсть K(x,S) = {0}. В той же час, як неважко
перевiрити, Γ(x,S) = Lg. Ми показали, що K(x,S) 6= Γ(x,S) i тому, вико-
ристовуючи теорему 4.2.4, конуса, що здiйснює рiвномiрну апроксимацiю
першого порядку, не iснує.

4.3. АПРОКСИМАЦIЯ ФУНКЦIЙ ЗА ДОПОМОГОЮ
КОНУСIВ

Розглянемо питання про апроксимацiю заданої функцiї в околi деякої
точки додатньо однорiдною функцiєю напрямку за допомогою конусiв,
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якi апроксимують множини, що пов’язанi з функцiєю – її надграфiк i
пiдграфiк.

Нехай f(x) – визначена на Rn функцiя, яка приймає значення iз
розширеної числової прямої R̄ = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Множина

domf = {x ∈ Rn : |f(x)| < +∞}
називається ефективною множиною функцiї f , а множини

gr f = {[x,µ] ∈ Rn × R : µ = f(x)}
epi f = {[x,µ] ∈ Rn × R : µ ≥ f(x)}
hyp f = {[x,µ] ∈ Rn × R : µ ≤ f(x)}

називаються вiдповiдно графiком, надграфiком i пiдграфiком цiєї фун-
кцiї. Зрозумiло, що (epif) ∩ (hypf) = grf . Якщо f(x) = +∞, то вер-
тикальна пряма Πx = {(x,µ)|µ ∈ R} не перетинається з надграфiком i
повнiстю мiститься в пiдграфiку; якщо f(x) = −∞, то ця пряма пов-
нiстю мiститься в надграфiку i не перетинається з надграфiком; якщо
x ∈ dom f , то пряма Πx може бути представлена як об’єднання двох
променiв: Π+

x i Π−
x ,

Π+
x = {[x,µ] ∈ Πx : µ ≥ f(x)},

Π−
x = {[x,µ] ∈ Πx : µ ≤ f(x)},

де перший мiститься в надграфiку epi f функцiї f , а другий мiститься в
пiдграфiку hyp f функцiї f .

Множину S ⊂ Rn × R будемо називати стiйкою вгору, якщо iз спiв-
вiдношення [x,µ] ∈ S, µ′ ≥ µ випливає, що [x,µ′] ∈ S. Зрозумiло, що
надграфiк epi f – стiйка вгору множина.

Нехай S — довiльна стiйка вгору множина, x ∈ Rn. Розглянемо пряму
Πx = {[x,µ]|µ ∈ R}. Можливi наступнi випадки:

1) Πx ∩ S = ∅; 2) Πx ⊂ S; 3) Πx ∩ S 6= ∅, Πx 6⊂ S.
В третьому випадку iснує таке число λ, що [x,µ] ∈ S при µ > λ i [x,µ] /∈ S
при µ < λ. Визначимо функцiю ϕ : Rn → R̄, поклавши ϕ(x) = +∞ в
першому випадку, ϕ(x) = −∞ — в другому i ϕ(x) = λ — в третьому. В
усiх трьох випадках можна скористатись формулою

ϕ(x) = inf{µ|[x,µ] ∈ S}. (4.3.1)
Вважатимемо для зручностi, що inf порожньої множини спiвпадає з +∞.

Зрозумiло, що надграфiк epiϕ так визначеної функцiї ϕ(x) може вiд-
рiзнятися вiд S лише точками (x,ϕ(x)), що лежать на графiку grϕ. (Цi
точки можуть i не належати S.) Про функцiю ϕ(x), побудовану за фор-
мулою (4.3.1), будемо говорити, що вона породжена стiйкою вгору мно-
жиною.

Множину S ⊂ Rn × R назвемо стiйкою вниз, якщо з кожною своєю
точкою [x,µ] вона мiстить i точки [x,µ′] при µ′ ≤ µ. Пiдграфiк hyp f
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функцiї f стiйкий вниз. Якщо S — стiйка вниз множина, то про функцiю
ϕ(x) = sup{µ|[x,µ] ∈ S}

будемо казати, що вона породжена множиною S.

4.3.1. Конус допустимих напрямкiв

Нехай f : Rn → R̄ — деяка функцiя i x ∈ dom f . Величина

f↑D(x,g) = lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)) (4.3.2)

називається верхньою похiдною Дiнi функцiї f в точцi x за напрямком
g. Границя в (4.3.2) iснує завжди, але не обов’язково скiнченна.

Теорема 4.3.1. Нехай x ∈ domf , y = [x,f(x)] — вiдповiдна точка гра-
фiка gr f функцiї f . Тодi конус допустимих напрямкiв γ(y,epi f) до

надграфiка epi f стiйкий вгору i породжує функцiю g 7→ f↑D(x,g).

Доведення. Включення [g,µ] ∈ γ(y,epif) має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли при деякому α0 > 0 виконується спiввiдношення [x,f(x)] + α[g,µ] ∈
epif ∀α ∈ (0,α0), або, що те саме,

f(x+ αg) ≤ f(x) + αµ ∀α ∈ (0,α0).

Останню нерiвнiсть можна переписати так:

sup
0<α<α0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)) ≤ µ. (4.3.3)

Спiввiдношення (4.3.3) показує, що конус γ(y,epif) стiйкий вгору, тому
має сенс породжена ним функцiя

ϕ(g) = inf{µ| [g,µ] ∈ γ(y,epif)}. (4.3.4)

Перевiримо рiвнiсть ϕ(g) = f↑D(x,g). Нехай µ > f↑D(x,g). Тодi, як випли-
ває з означення верхньої границi, знайдеться таке α0 > 0, при якому
виконується нерiвнiсть (4.3.3). Тому [g,µ] ∈ γ(y,epif), тобто µ ≥ ϕ(g).
Таким чином, ϕ(g) ≤ f↑D(x,g). Перевiримо протилежну нерiвнiсть. Нехай
µ > ϕ(g). Тодi [g,µ] ∈ γ(y,epif) i тому при деякому α0 > 0 виконується
(4.3.3). Маємо

f↑D(x,g) ≤ sup
0<α<α0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)) ≤ µ,

звiдки i випливає твердження теореми.

Розглянемо нижню похiдну Дiнi f↓D(x,g) функцiї f : Rn → R̄ в точцi
x ∈ dom f . За означенням

f↓D(x,g) = lim
α→+0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)).

Аналогiчно твердженню 4.3.1 доводиться наступне твердження.
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Теорема 4.3.2. Нехай x ∈ domf, y = [x,f(x)]. Тодi конус γ(y,hypf)

стiйкий вниз i породжує функцiю g 7→ f↓D(x,g).

Границя

f ′(x,g) = lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)),

якщо вона iснує, називається похiдною функцiї f в точцi x за напрям-
ком g. Цю границю також називають похiдною Дiнi i позначають через
f ′D(x,g).

Зрозумiло, що iснування похiдної Дiнi за напрямком g рiвносильне
тому, що числа f↓D(x,g) i f↑D(x,g) спiвпадають. Геометрична iнтерпре-
тацiя цього факту в припущеннi скiнченностi вказаних чисел така: на
прямiй Πg = {[g,µ] |µ ∈ R} знайдеться точка [g,µ̄] така, що визначенi нею
вiдкритi променi {[g,µ] |µ > µ̄} i {[g,µ] |µ < µ̄} входять в конуси γ(y,epi f)
i γ(y,hyp f) вiдповiдно. Iснування похiдної функцiї f в точцi x за всiма
напрямками рiвносильне тому, що весь простiр Rn може бути представ-
лений як об’єднання трьох частин: конуса γ(y,epi f), конуса γ(y,hyp f) i
поверхнi, яка обмежує цi конуси. Вказана поверхня може перетинатися
з кожним iз конусiв.

4.3.2. Конус можливих напрямкiв

Вияснимо, яку апроксимацiю функцiї f : Rn → R̄ породжує апрокси-
мацiя її надграфiку i пiдграфiку за допомогою конуса можливих напрям-
кiв.

Верхньою та нижньою похiдними Адамара функцiї f : Rn → R̄ в
точцi x ∈ dom f за напрямком g називаються величини

f↑H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x)),

f↓H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x)).

Теорема 4.3.3. Нехай x ∈ dom f, y = [x,f(x)] — вiдповiдна точка гра-
фiка gr f функцiї f . Тодi конус можливих напрямкiв Γ(y,epi f) в точцi

y до надграфiка epi f є стiйким вгору i породжує функцiю g 7→ f↓H(x,g).

Доведення. Включення [g,µ] ∈ Γ(y,epi f) справедливе тодi i тiльки тодi,
коли iснують послiдовностi {[gk,µk]}, [gk,µk] → [g,µ] та {αk}, αk ↓ 0, при
яких виконується включення [x,f(x)] + αk[gk,µk] ∈ epi f . Це включення
рiвносильне нерiвностi

1

αk
(f(x+ αkgk) − f(x)) ≤ µk. (4.3.5)
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Переходячи в (4.3.5) до границi, отримаємо

lim
k→+∞

1

αk
(f(x+ αkgk) − f(x)) ≤ µ. (4.3.6)

Iз (4.3.6) безпосередньо випливає, що конус Γ(y,epi f) стiйкий вгору.
Нехай ϕ — породжена цим конусом функцiя. Використовуючи (4.3.6),

отримаємо

f↓H(x,g) = lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+αg′)−f(x)) ≤ lim

k→+∞

1

αk
(f(x+αkgk)−f(x)) ≤ µ.

Оскiльки ϕ(g) = inf{µ| [g,µ] ∈ Γ(y,epif)}, то f↓H(x,g) ≤ ϕ(g). Перевiримо
протилежну нерiвнiсть. Нехай µ > f↓H(x,g). Тодi знайдуться такi послi-
довностi {gk} i {αk}, що gk → g, αk ↓ 0, 1

αk
(f(x + αkgk) − f(x)) ≤ µ,

тобто [x,f(x)] + αk[gk,µ] ∈ epif . Звiдси випливає спiввiдношення [g,µ] ∈
Γ(y,epif), яке показує, що µ ≥ ϕ(g), а також справедливiсть нерiвностi
f↓H(x,g) ≥ ϕ(g), звiдки випливає твердження теореми.

Зауваження 4.3.1. Звернемо увагу на те, що конус допустимих напрям-
кiв до надграфiку породжує верхню похiдну Дiнi, а конус можливих
напрямкiв до надграфiку породжує нижню похiдну Адамара.

Аналогiчно попередньому твердженню доводиться таке твердження.

Теорема 4.3.4. Нехай x ∈ dom f, y = [x,f(x)]. Тодi конус Γ(y,hyp f)

стiйкий вниз i породжує функцiю g 7→ f↑H(x,g).

Похiдною Адамара функцiї f : Rn → R̄ в точцi x ∈ dom f за на-
прямком g називається границя

lim
α↓0, g′→g

1

α
(f(x+ αg′) − f(x)). (4.3.7)

Зрозумiло, що iз iснування похiдної Адамара випливає iснування по-
хiдної Дiнi, причому обидвi вказанi похiднi спiвпадають. Iснування похi-
дної Адамара за напрямком g рiвносильна наступному: перетин променiв
{[g,µ] |µ ≥ µ̄} i {[g,µ] |µ ≤ µ}, що входять в конуси Γ(y,epif) i Γ(y,hyp f),
складається лише з однiєї точки, а не з вiдрiзка, тобто µ̄ = µ. Та об-
ставина, що цi променi перетинаються, випливає iз тверджень 4.3.3 i
4.3.4.

4.3.3. Конус дотичних напрямкiв

Розглянемо апроксимацiю надграфiка i пiдграфiка функцiї за допомо-
гою конуса дотичних напрямкiв. Нехай f : Rn → R̄ — деяка функцiя.
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Для x ∈ domf i g ∈ Rn розглянемо наступнi величини:

f∗(x,g) = inf
ψ∈Ψn

lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg + ψ(α)) − f(x)),

f∗(x,g) = sup
ψ∈Ψn

lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg + ψ(α)) − f(x)),

де Ψn — множина нескiнченно малих першого порядку.

Теорема 4.3.5. Нехай x ∈ dom f та y = [x,f(x)]. Тодi конус K(y,epi f)
дотичних напрямiв в точцi y до надграфiка epi f є стiйким вгору i
породжує функцiю g 7→ f∗(x,g).

Доведення. Нехай [g,µ] ∈ K(y,epif). Тодi знайдуться функцiї ψ ∈ Ψn i
S ∈ Ψ1, для яких виконується спiввiдношення

[x,f(x)] + α[g,µ] + [ψ(α),S(α)] ∈ epi f. (4.3.8)

Це спiввiдношення може бути переписано у виглядi
1

α
(f(x+ αg + ψ(α)) − f(x)) ≤ µ+ S(α)/α. (4.3.9)

Iз (4.3.9) безпосередньо випливає, що конус K(y,epi f) стiйкий вгору.
Крiм того, iз (4.3.9) випливає нерiвнiсть

f∗(x,g) = inf
ψ∈Ψn

lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg + ψ(α)) − f(x)) ≤ µ,

яка показує, що f∗(x,g) ≤ ϕ(g). З iншого боку, якщо µ > f∗(x,g), то
знайдеться така функцiя ψ ∈ Ψn, що

lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg + ψ(α)) − f(x)) < µ. (4.3.10)

Нехай S(α) = 0. Iз нерiвностi (4.3.10) при достатньо малих α випли-
ває нерiвнiсть (4.3.9) звiдки, в свою чергу, випливає включення (4.3.8).
Справедливiсть цього включення показує, що [g,µ] ∈ K(y,epi f), тобто
µ ≥ ϕ(g).

Теорема 4.3.6. Нехай x ∈ dom f та y = [x,f(x)]. Тодi конус K(y,hyp f)
стiйкий вниз i породжує функцiю g 7→ f∗(x,g).

Доведення проводиться за допомогою тих же мiркувань, що й дове-
дення попереднього твердження.

4.3.4. Апроксимуючi конуси та функцiя вiдстанi

Верхнi i нижнi похiднi можна визначити за допомогою конусiв, якi
апроксимують множини. Iнший пiдхiд: спочатку визначити похiднi, а
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потiм за їх допомогою визначити апроксимуючi конуси. При цьому ви-
користовується функцiя ρS(x), що показує вiдстань до множини S. За
означенням

ρS(x) = inf
z∈S

‖z − x‖.
Зрозумiло, що ρS(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ clS. Ця обставина
дозволяє описати конус допустимих напрямкiв γ(x,S) в термiнах функцiї
ρS(x). А саме: g ∈ γ(x,S) тодi i тiльки тодi, коли ρS(x+αg) = 0 при всiх
досить малих α > 0.

Конуси дотичних i можливих напрямкiв можна описати за допомогою
верхньої та нижньої похiдної Дiнi функцiї ρS .

Нехай x ∈ clS, g ∈ Rn — деякий напрямок. Оскiльки ρS(x) = 0, то

(ρS)↑D(x,g) = lim
α↓0

1

α
ρS(x+ αg), (4.3.11)

(ρS)↓D(x,g) = lim
α↓0

1

α
ρS(x+ αg), (4.3.12)

(ρS)′(x,g) = lim
α↓0

1

α
ρS(x+ αg), (4.3.13)

Оскiльки, крiм того, ρS(x + αg) ≥ 0, то (ρS)↓D(x,g) ≥ 0 при всiх g. Тому
iз спiввiдношення (ρS)↑D(x,g) = 0 випливає iснування похiдної (ρS)′(x,g)
i рiвнiсть її нулю.

Теорема 4.3.7. Нехай x ∈ clS. Тодi

K(x,S) = {g| (ρS)↑D(x,g) = 0} = {g| (ρS)′(x,g) = 0}, (4.3.14)

Γ(x,S) = {g| (ρS)↓D(x,g) = 0}. (4.3.15)

Доведення. Встановимо справедливiсть рiвностi (4.3.14). Враховуючи озна-
чення функцiї ρS , для довiльного α > 0 можна знайти такий елемент
vα ∈ S, що

‖x+ αg − vα‖ ≤ ρS(x+ αg) + α2. (4.3.16)
Покладемо ψ(α) = x + αg − vα. Якщо (ρS)′(x,g) = 0 то, як випливає з
(4.3.13) i (4.3.16), ψ(α) є нескiнченно малою першого порядку. Оскiльки
x+ αg + ψ(α) = vα ∈ S, то g ∈ K(x,S). З iншого боку, якщо g ∈ K(x,S),
то знайдеться така функцiя ψ(α), що x + αg + ψ(α) ∈ S i α−1ψ(α) → 0.
Маємо

1

α
ρS(x+ αg) ≤ 1

α
‖(x+ αg) − (x+ αg + ψ(α))‖ = α−1‖ψ(α)‖ → 0.

Тим самим нерiвнiсть (4.3.14) доведена.
Перейдемо до доведення формули (4.3.15). Скористаємося рiвнянням

(4.3.12). Нехай нижня границя в формулi (4.3.12) рiвна нулю i нехай {αk}
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така послiдовнiсть, що αk ↓ 0 i 1
αk
ρS(x + αkg) → 0. Знайдемо елементи

vk ∈ S, якi мають властивiсть ‖x + αkg − vk‖ < αk/k, i покладемо Sk =
x + αkg − vk, g − Sk

αk
= gk. Тодi x + αkgk = vk ∈ S, gk − g → 0. Звiдки

випливає включення g ∈ Γ(x,S).
Припустимо тепер, що g — можливий напрямок в точцi x вiдносно

множини S. Тодi знайдуться такi послiдовностi {αk}, {gk}, що αk ↓ 0,
gk → g, x + αkgk ∈ S. Останнє включення можна переписати у виглядi
x+ αkg + αk(gk − g) ∈ S. Маємо

ρS(x+ αkg) ≤ ‖(x+ αkg) − (x+ αkg + αk(gk − g))‖ ≤ αk‖gk − g‖.
Таким чином 1

αk
ρS(x+ αkg) → 0 i, вiдповiдно, lim

α↓0
ρS(x+ αg) = 0.

Зауваження 4.3.2. Використовуючи теорему 4.3.6, покажемо, що конус
дотичних напрямкiв K(x,S) до опуклої множини S в точцi x ∈ clS в
точностi спiвпадає з замиканням clKx(S) опорного конуса Kx(S). Для
цього скористаємося наступними твердженнями:

1) якщо S опукла, то функцiя ρS опукла;
2) опукла функцiя має похiдну за напрямками.
Iз цих тверджень випливає, що {g| ρ′

S(x,g) = 0} = {g| ρ↓S(x,g) = 0}.
Отже, в силу теореми 4.3.7, K(x,S) = Γ(x,S). А також (див. теорему
4.2.2) Γ(x,S) = clKx(S).

4.4. АПРОКСИМАЦIЯ МНОЖИН, ЩО ЗАДАНI ЗА
ДОПОМОГОЮ НЕРIВНОСТЕЙ I РIВНЯНЬ. УМОВИ
РЕГУЛЯРНОСТI

Апроксимуючi конуси часто доводиться знаходити для множин, якi
задаються як сукупнiсть розв’язкiв нерiвностi h(x) ≤ 0 або рiвняння
h(x) = 0, де h — деяка неперервна функцiя. В теорiї екстремальних
задач такi обмеження iнодi називають “обмеження типу нерiвностi” та
“обмеження типу рiвностi” вiдповiдно. В деяких випадках описати кону-
си, що апроксимують вказанi множини, вдається за допомогою похiдної
за напрямком. Розглянемо спочатку множини, якi можуть бути описани-
ми за допомогою “обмежень типу нерiвностi”.

Нехай S = {x ∈ X| h(x) ≤ 0}, де h — неперервна функцiя, що ви-
значена на вiдкритiй множинi X в Rn. Якщо h(x) < 0, то x ∈ intS i
γ(x,S) = K(x,S) = Γ(x,S) = Rn. Тому нас буде цiкавити лише точка x,
для якої h(x) = 0. Припустимо, що h диференцiйовна за Адамаром в
точцi x i розглянемо множини

γ1(x) = {g| h′(x,g) < 0}, Γ1(x) = {g| h′(x,g) ≤ 0}. (4.4.1)
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Оскiльки похiдна h′(x,g) є неперервною функцiєю напрямку, то множина
γ1(x) вiдкрита, а множина Γ1(x) замкнута. Оскiльки функцiя h′(x,g)
додатньо однорiдна за g, то цi множини є конусами. Опишемо зв’язки
конусiв γ1(x) i Γ1(x) з конусом допустимих напрямкiв γ(x,S) i конусом
Булiгана Γ(x,S).

Теорема 4.4.1. Справедливi включення

γ1(x) ⊂ γ(x,S), Γ(x,S) ⊂ Γ1(x).

Доведення. Нехай g ∈ γ1(x). Тодi

h(x+ αg) = h(x) + αh′(x,g) + o(α) ≤ 0

при достатньо малих α ≥ 0, i тому x+ αg ∈ S при таких α. Це означає,
що g ∈ γ(x,S). Розглянемо тепер елемент g конуса Γ(x,S). Знайдуться
такi послiдовностi gk → g i αk ↓ 0, що h(x+ αkgk) ≤ 0. Оскiльки

h(x+ αkgk) = h(x) + αkh
′(x,gk) + o(αkgk),

де h(x) = 0, o(v)/‖v‖ → 0, похiдна h′(x,g) неперервна за напрямком, то
h′(x,g) ≤ 0, тобто g ∈ Γ1(x).

Говорять, що в точцi x ∈ S, для якої h(x) = 0, виконана умова регуляр-
ностi, якщо

clγ1(x) = Γ1(x). (4.4.2)

Теорема 4.4.2. Якщо в точцi x виконана умова регулярностi, то

Γ(x,S) = clγ(x,S) = Γ1(x).

Доведення випливає з теореми 4.4.1.
Ситуацiя, в якiй умова регулярностi не виконана, виникає, наприклад,

у тому випадку, коли функцiя h досягає в точцi x глобального максимуму
на всiй множинi X, тобто з нерiвностi h(y) ≤ 0 випливає рiвнiсть h(y) = 0
(нагадаємо, що h(x) = 0). Дiйсно, в цьому випадку γ1(x) порожня, а
множина Γ1(x) завжди непорожня, вона мiстить нуль.

Опишемо один простий випадок, в якому можна гарантувати викона-
ння умови регулярностi.

Теорема 4.4.3. Нехай похiдна h′(x,g) сублiнiйна за g i при деякому v
виконується нерiвнiсть h′(x,v) < 0. Тодi справедлива умова регуляр-
ностi (4.4.2).

Доведення. Нехай g ∈ Γ1(x) i h′(x,g) = 0. Маємо h′(x,g+αv) ≤ h′(x,g)+
αh′(x,v) < 0. Тодi g+αv ∈ γ1(x) при всiх α > 0. В той же час g+αv → g
при α ↓ 0.
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Зауважимо, що теореми 4.4.1—4.4.3 справедливi i при вiдсутностi не-
перервностi h.

Розглянемо тепер функцiю G(x,y), яка визначена на X × Y , де X —
вiдкрита, а Y — компактна множини. Покладемо

S = {x|G(x,y) ≤ 0, y ∈ Y }. (4.4.3)
Зрозумiло, що S =

⋂
y∈Y

Sy, де Sy = {x|G(x,y) ≤ 0}. Тобто S являє собою

перетин “обмежень типу нерiвностей”. Множину S можна представити
як одне “обмеження типу нерiвностi”, а саме S = {x| h(x) ≤ 0}, де

h(x) = max
y∈Y

G(x,y). (4.4.4)

Даний прийом дозволяє звести визначення множини за допомогою систе-
ми нерiвностей вигляду G(x,y) ≤ 0, y ∈ Y, до її визначення за допомогою
однiєї нерiвностi h(x) ≤ 0. При цьому, однак, деякi властивостi функцiї
G, яка задає вказану систему, можуть бути втраченi. Наприклад, якщо G
неперервно диференцiйовна за x, то функцiя h вже цiєї властивостi може
не мати, можна говорити лише про диференцiйовнiсть h за напрямком.

Теорема 4.4.4. Нехай множина S визначена спiввiдношенням (4.4.3),
де G(x,y) — неперервна разом зi своєю частинною похiдною G′

x(x,y)
функцiя, причому функцiя G′

x(x,y) обмежена в областi визначення
X × Y функцiї G(x,y) (нагадаємо, що X — вiдкрита, а Y — компактна
множини). Нехай також x ∈ S i G(x,y) = 0 при всiх y ∈ R(x), тобто
справедлива рiвнiсть

R(x) = {y ∈ Y |G(x,y) ≥ G(x,y′) ∀y′ ∈ Y }.
Тодi, якщо iснує така точка v, що 〈G′

x(x,y),v〉 < 0 при всiх y ∈ R(x),
то справедливi рiвностi

cl γ(x,S) = Γ(x,S) = {g| 〈G′
x(x,y),g〉 ≤ 0 ∀y ∈ R(x)} .

Доведення. Нехай функцiя h задана формулою (4.4.4). Наслiдок 4.1.3
показує, що

h′(x,g) = max
y∈R(x)

〈G′
x(x,y),g〉. (4.4.5)

З обмеженостi частинної похiдної G′
x(x,y) вiдразу випливає, що функцiя

h задовольняє умовi Лiпшиця i тому похiдна h′(x,g) є похiдною Адамара.
Формула (4.4.5) показує, що ця похiдна сублiнiйна за g, i крiм того
виконується нерiвнiсть h′(x,g) < 0. Тому можна застосувати теорему
4.4.2. Використовуючи формулу (4.4.5), переконуємлся в справедливостi
даного твердження.

Покажемо, що за умови регулярностi конус Булiгана здiйснює рiвно-
мiрну апроксимацiю першого порядку множини S = {x| h(x) ≤ 0}.
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Теорема 4.4.5. Нехай точка x ∈ S така, що h(x) = 0, функцiя h
диференцiйовна за Адамаром у цiй точцi i виконанi умови регулярно-
стi (4.4.2). Тодi конус Γ(x,S) є рiвномiрною апроксимацiєю першого
порядку множини S поблизу точки x.

Доведення. Для δ > 0 покладемо
Sδ(x) = S ∩Bδ(x), Γδ(x) = (x+ Γ(x,S)) ∩Bδ(x).

Потрiбно довести, що
ρ(Sδ(x),Γδ(x)) =

= max

{
max
z∈Γδ(x)

min
y∈Sδ(x)

‖z − y‖, max
y∈Sδ(x)

min
z∈Γδ(x)

‖z − y‖
}

= o(δ). (4.4.6)

Припустимо, що спiввiдношення (4.4.6) не виконується. Тодi можливi
два випадки:

1) iснують такi числа a > 0 i послiдовностi {δk}, {zk}, що δk ↓ 0,
zk ∈ Γδk

(x),
min

y∈Sδk
(x)

‖y − zk‖ ≥ aδk; (4.4.7)

2) iснують такi числа a > 0 i послiдовностi {δk}, {yk}, що δk ↓ 0,
yk ∈ Sδk

(x),
min

z∈Γδk
(x)

‖z − yk‖ ≥ aδk. (4.4.8)

Розглянемо перший випадок. Оскiльки zk ∈ Γδk
(x), то zk можна предста-

вити у виглядi zk = x + δkvk, де ‖vk‖ ≤ 1, vk ∈ Γ(x,S). Вважатимемо,
що vk → v. Оскiльки конус Γ(x,S) замкнутий, то v ∈ Γ(x,S). Тому (див.
теорему 4.4.2) h′(x,v) ≤ 0. Використовуючи умову регулярностi (4.4.2),
знайдемо такий елемент v′, що ‖v − v′‖ < a/2 i h′(x,v′) < 0. Маємо
h(x + δkv

′) = h(x) + δkh
′(x,v′) + o(δk). Тому при достатньо великих k

виконується нерiвнiсть h(x + δkv
′) ≤ 0, яка показує, що x + δkv

′ ∈ S.
Оскiльки, з iншого боку, x+ δkvk ∈ Bδk

(x), то x+ δkv
′ ∈ Sδk

. Застосову-
ючи (4.4.7), одержимо

‖x+ δkv
′ − zk‖ ≥ aδk. (4.4.9)

Оскiльки zk = x+ δkvk, то нерiвнiсть (4.4.9) може бути переписана так:
‖v′ − vk‖ ≥ a. (4.4.10)

Iз (4.4.10) випливає, що ‖v′ − v‖ ≥ a, а це суперечить вибору елемента
v′. Отже випадок 1) неможливий.

Перейдемо до другого випадку. Оскiльки yk ∈ Sδk
(x), то ‖yk−x‖ ≤ δk.

Тому знайдуться такi вектори uk ∈ B, що yk = x + δkuk. Але yk ∈ S i
тому h(x+ δkuk) ≤ 0. Функцiя h диференцiйовна в точцi x за Адамаром,
тому

h(x+ δkuk) = h(x) + δkh
′(x,uk) + o(δkuk), (4.4.11)
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Оскiльки h(x) = 0, то iз (4.4.11) випливає, що

h′(x,uk) +
o(δkuk)

‖δkuk‖
‖uk‖ ≤ 0. (4.4.12)

Вважатимемо, що iснує границя limuk = u. Переходячи в (4.4.12) до
границi, отримаємо, що h′(x,u) ≤ 0. Ця нерiвнiсть показує, що u ∈
Γ(x,S). Оскiльки ‖u‖ ≤ 1, то x+ δku ∈ Γδk

. Тому, як випливає зi (4.4.8),
‖x+ δku− yk‖ = ‖x+ δku− (x+ δkuk)‖ ≥ δka. (4.4.13)

Нерiвнiсть (4.4.13) показує, що ‖u−uk‖ ≥ a, а це суперечить визначенню
u. Таким чином випадок 2) також неможливий.

Наслiдок 4.4.1. В умовах теореми конус дотичних напрямкiв K(x,S)
спiвпадає iз конусом Булiгана Γ(x,S). При цьому для будь-якого g ∈
Γ(x,S) можна знайти таку функцiю ψg(α), що x + αg + ψg(α) ∈ S i
α−1ψg(α) → 0 при α ↓ 0 рiвномiрно по g.

Перейдемо до “обмежень типу рiвностi”. Нехай множина S має вигляд
S = {y ∈ X| h(y) = 0}.

Тут X — вiдкрита множина в Rn, h — неперервна на X диференцiйовна
за Адамаром в точцi x ∈ X функцiя. Розглянемо, як i ранiше, конуси

γ1(x) = {g| h′(x,g) < 0}, Γ1(x) = {g| h′(x,g) ≤ 0},
а також конуси

γ2(x) = {g| h′(x,g) > 0}, Γ2(x) = {g| h′(x,g) ≥ 0}.
Встановимо зв’язок конуса Булiгана Γ(x,S) з конусами cl γi(x) i Γi(x)
(i = 1,2).

Теорема 4.4.6. Справедливi наступнi включення:

(cl γ1(x)) ∩ (cl γ2(x)) ⊂ Γ(x,S) ⊂ Γ1(x) ∩ Γ2(x). (4.4.14)

Доведення. Друге включення iз (4.4.14) очевидне, тому перевiримо лише
перше. Нехай g ∈ cl γi(x) (i = 1,2). Тодi знайдуться такi послiдовностi
g1
k → g i g2

k → g, що
h′(x,g1

k) < 0, h′(x,g2
k) > 0. (4.4.15)

Нерiвностi (4.4.15) показують, що для кожного k при достатньо малих
α > 0 виконуються спiввiдношення

h(x+ αg1
k) < 0, h(x+ αg2

k) > 0.

Нехай αk — одне iз цих чисел. Розглянемо вiдрiзок [x+ αkg
1
k,x+ αkg

2
k].

Оскiльки функцiя h приймає на його кiнцях значення рiзних знакiв, то
знайдеться така точка y на цьому вiдрiзку, що h(y) = 0. Зрозумiло, що
y можна представити у виглядi y = x+ αkgk, де gk — опукла комбiнацiя
векторiв g1

k i g2
k. Оскiльки gk → g, α ↓ 0 то g ∈ Γ(x,S).
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Кажуть, що в точцi x ∈ S виконана умова регулярностi (вiдносно
обмеження типу рiвностi), якщо

cl γ1(x) = Γ1(x), cl γ2(x) = Γ2(x). (4.4.16)

Теорема 4.4.7. Якщо в точцi x виконана умова регулярностi (4.4.16),
то

Γ(x,S) = {g| h′(x,g) = 0}.

Доведення випливає з теореми 4.4.6.

Зауваження 4.4.1. Множину
S = {x| hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,k}

можна записати у виглядi одного обмеження – нерiвностi S = {x| h(x) ≤
0}, де h(x) = maxi hi(x). Якщо для функцiї hi виконанi умови регулярно-
стi (4.4.2), то при природних припущеннях цi умови виконуються i для
функцiї h.

Якщо множина S має вигляд
S = {x| hi(x) = 0, i = 1, . . . ,k},

то її можна задати одним обмеженням типу рiвностi S = {x| h(x) = 0},
де h(x) = maxi |hi(x)|. При цьому, однак, для функцiї h умова регуляр-
ностi (4.4.16) не виконується. Тому випадок декiлькох обмежень типу
рiвностей потрiбно розглядати ретельно. При його дослiдженнi викори-
стовують, як правило, ту чи iншу теорему про неявну функцiю.

Зауваження 4.4.2. Умову регулярностi можна записати i у випадку лi-
пшицевих, але не диференцiйовних за напрямками функцiй. Будемо роз-
глядати лише обмеженнями типу рiвностi S = {x| h(x) = 0}. Покладемо

γ1D(x) = {g| h↓D(x,g) < 0}, Γ1D(x) = {g| h↓D(x,g) ≤ 0},
γ2D(x) = {g| h↑D(x,g) > 0}, Γ2D(x) = {g| h↑D(x,g) ≥ 0}.

Будемо казати, що в точцi x ∈ S виконана умова регулярностi, якщо
cl γ1D(x) = Γ1D(x), cl γ2D(x) = Γ2D(x).

Можна показати, що при виконаннi умови регулярностi справедливi рiв-
ностi

Γ(x,S) = Γ1D(x) ∩ Γ2D(x) = cl γ1D(x) ∩ cl γ2D(x).
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4.5. УМОВИ ЭКСТРЕМУМУ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ЗА
НАПРЯМКАМИ ФУНКЦIЙ

Нехай функцiя f задана на вiдкритiй множинi Х⊂ Rn. Розглянемо
задачу мiнiмiзацiї функцiї f на множинi S ⊂X. Наша мета — встановити
необхiднi (а по можливостi i достатнi) умови мiнiмуму функцiї f в точцi
x.

Означення 4.5.1. Точка x∗ ∈ S називається точкою локального мiнi-
муму функцiї f на множинi S, якщо iснує таке δ>0, що виконується
нерiвнiсть

f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ S ∩Bδ(x∗), (4.5.1)

де Bδ (x∗) = {x ∈ Rn : ‖x− x∗‖ ≤ δ}.
Означення 4.5.2. Якщо нерiвнiсть (4.5.1) виконується при δ = ∞, то
точка x∗ називається точкою глобального мiнiмуму функцiї f на мно-
жинi S. Тодi нерiвнiсть (4.5.1) має вигляд

f (x) ≥ f (x∗) ∀x ∈ S. (4.5.2)

Означення 4.5.3. Точка x∗ ∈ S називається точкою строгого локального
мiнiмуму функцiї f на множинi S, якщо iснує таке δ >0, що

f (x) > f (x∗) ∀x ∈ S ∩Bδ (x∗) , x 6= x∗. (4.5.3)

4.5.1. Умови экстремуму функцiї на Rn

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї f на всьому просторi Rn (тобто
S = Rn).

Лема 4.5.1. Нехай функцiя f диференцiйовна за Дiнi в точцi x∗ ∈ S.
Для того, щоб точка x∗ була точкою локального мiнiмуму функцiї f
на Rn необхiдно, щоб виконувалася умова

f ′D (x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Rn. (4.5.4)

Якщо функцiя f задовольняє умову Лiпшиця в околi точки x∗ i

f ′D (x∗,g) > 0 ∀g ∈ Rn, g 6= 0, (4.5.5)

то x∗ — точка строгого локального мiнiмуму функцiї f на Rn (тобто
умова (4.5.5)— достатня умова локального мiнiмуму для лiпшицевої
функцiї).

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки функцiя f диференцiйовна в точцi
x∗ за напрямками, то

f (x∗ + αg) = f (x∗) + αf ′ (x∗,g) + o (α) ∀α ≥ 0, ∀g ∈ Rn,
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де

o (α) = o (α,x∗,g) ,
o (α,x∗,g)

α
−→
α↓0

0 ∀g ∈ Rn.

Звiдси вiдразу випливає умова (4.5.4).
Достатнiсть. Нехай функцiя f задовольняє умову Лiпшиця в околi

точки x∗ i виконана умова (4.5.5). Тодi x∗ — точка строгого локального
мiнiмуму f на Rn. Припустимо протилежне. Тодi для кожного δk > 0
знайдеться таке gk, що

f (x∗ + gk) < f (x∗) , ‖gk‖ ≤ δk. (4.5.6)

Можемо вважати, що ḡk = gk

‖gk‖
→ g. Покладемо αk = ‖gk‖. Тодi

αk ↓ 0, k → ∞, (4.5.7)

f (x∗ + gk) − f (x∗) = f (x∗ + αkḡk) − f (x∗) =

= f (x∗ + αkg) − f (x∗) + f (x∗ + αkḡk) − f (x∗ + αkg) . (4.5.8)

Оскiльки функцiя f локально лiпшицева, то

|f (x∗ + αkḡk) − f (x∗ + αkg)| ≤ Lαk ‖ḡk − g‖ , (4.5.9)

де L < ∞ — константа Лiпшиця. З (4.5.6), (4.5.8), (4.5.9) одержуємо
1

αk
(f (x∗ + αkg) − f (x∗)) ≤ L ‖ḡk − g‖ (4.5.10)

Переходячи в (4.5.10) до границi при k → ∞ i враховуючи (4.5.7), маємо
f ′(x∗,g) ≤ 0, що суперечить умовi (4.5.5).

Лема 4.5.2. Нехай функцiя f диференцiйовна за Дiнi в точцi x∗∗ ∈ S.
Для того щоб точка x∗∗ була точкою локального максимуму функцiї
f на Rn необхiдно, щоб виконувалась умова

f ′D (x∗∗,g) ≤ 0 ∀g ∈ Rn. (4.5.11)

Якщо функцiя f задовольняє умову Лiпшиця в околi точки x∗∗ i

f ′D (x∗∗,g) < 0 ∀g ∈ Rn, g 6= 0, (4.5.12)

то x∗∗ — точка строгого локального максимуму функцiї f на Rn

(тобто умова (4.5.12)— достатня умова локального максимуму для
лiпшицевої функцiї).

Означення 4.5.4. Точка x∗, що задовольняє умовi (4.5.4), називається
Дiнi-inf–cтацiонарною точкою функцiї f на Rn.

Означення 4.5.5. Точка x∗∗, що задовольняє умовi (4.5.11), називається
Дiнi-sup–стацiонарною точкою функцiї f на Rn.

Аналогiчно доводяться такi твердження.
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Лема 4.5.3. Нехай функцiя f диференцiйовна за Адамаром в точцi
x∗ ∈ S. Для того щоб точка x∗ була точкою локального мiнiмуму
функцiї f на Rn необхiдно, щоб виконувалася умова

f ′H (x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Rn. (4.5.13)
Якщо функцiя f задовольняє умову

f ′H (x∗,g) > 0 ∀g ∈ Rn, g 6= 0, (4.5.14)
то x∗ — точка строгого локального мiнiмуму функцiї f на Rn (тобто
умова (4.5.14)— достатня умова локального мiнiмуму).

Лема 4.5.4. Нехай функцiя f диференцiйовна за Адамаром в точцi
x∗∗ ∈ S. Для того щоб точка x∗∗ була точкою локального максимуму
функцiї f на Rn необхiдно, щоб виконувалася умова

f ′H (x∗∗,g) ≤ 0 ∀g ∈ Rn. (4.5.15)
Якщо функцiя f задовольняє умову

f ′H (x∗∗,g) < 0 ∀g ∈ Rn, g 6= 0, (4.5.16)
то x∗∗ — точка строгого локального максимуму функцiї f на Rn

(тобто умова (4.5.16)— достатня умова локального максимуму).

Означення 4.5.6. Точка x∗, що задовольняє умовi (4.5.13), називається
Адамар-inf–cтацiонарною точкою функцiї f на Rn.

Означення 4.5.7. Точка x∗∗, що задовольняє умовi (4.5.15), називається
Адамар-sup–стацiонарною точкою функцiї f на Rn.

Умови (4.5.4) — (4.5.16) є необхiдними умовами першого порядку.
Використовуючи апроксимацiї другого порядку, можна одержати бiльш
тонкi необхiднi умови.

Зауваження 4.5.1. Вiдзначимо, що в гладкому випадку (тобто в тому
випадку, коли f – диференцiйовна функцiя) f ′(x,g) = 〈f ′(x),g〉, де f ′(x) –
градiєнт функцiї f в точцi x. Тодi умови (4.5.4), (4.5.11), (4.5.13), (4.5.15)
мають вiдповiдно вигляд f ′(x∗) = 0 та f ′(x∗∗) = 0 i тому випадки (4.5.5),
(4.5.12) та (4.5.14), (4.5.16) неможливi, тобто умови (4.5.5), (4.5.12) та
(4.5.14), (4.5.16) мають мiсце лише для iстотно негладких функцiй.

Зауваження 4.5.2. Леми 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, 4.5.4 справедливi i для задачi
мiнiмiзацiї та максимiзацiї на множинi S в тих випадках коли точка
x∗ ∈ intS i точка x∗∗ ∈ intS.

Означення 4.5.8. Нехай функцiя f диференцiйовна за Дiнi в точцi x0 ∈
Rn i в точцi x0 не виконана необхiдна умова мiнiмуму (4.5.4). Якщо
‖g0‖ = 1 та

f ′D (x0,g0) = inf
‖g‖=1

f ′D (x0,g) , (4.5.17)

199



то напрямок g0 називається Дiнi–напрямком найшвидшого спуску (н.
н. с.) функцiї f в точцi x0. Якщо ||g0|| = 1 та

f ′D (x0,g0) = sup
‖g‖=1

f ′D (x0,g) , (4.5.18)

то напрямок g0 називається Дiнi–напрямком найшвидшого пiдйому (н.
н. п.) функцiї f в точцi x0.

Означення 4.5.9. Нехай функцiя f диференцiйовна за Адамаром в точцi
x0 ∈ Rn i в точцi x0 не виконана необхiдна умова мiнiмуму (4.5.13).
Якщо ‖g0‖ = 1 та

f ′H (x0,g0) = inf
‖g‖=1

f ′H (x0,g) , (4.5.19)

то напрямок g0 називається Адамар–напрямком найшвидшого спуску
(н. н. с.) функцiї f в точцi x0. Якщо ||g0|| = 1 i

f ′H (x0,g0) = sup
‖g‖=1

f ′H (x0,g) , (4.5.20)

то напрямок g0 називається Адамар–напрямком найшвидшого пiдйому
(н. н. п.) функцiї f в точцi x0.

Якщо функцiя f локально лiпшицева, то функцiя f ′(x0,g) неперервна
за g, тому iнфiмум в (4.5.17), (4.5.19) i супремум в (4.5.18), (4.5.20)
досягаються, тобто н. н. с. та н. н. п. iснують.

Зауваження 4.5.3. Висловлювання “напрямок спуску функцiї f у точцi
x0” є загальноприйнятим, хоча правильнiше було б казати: “... з точки
x0”.

4.5.2. Умови экстремуму функцiї на множинi S ⊂ Rn

Перейдемо до задачi “умовної” мiнiмiзацiї, тобто до задачi мiнiмiзацiї
функцiї f на множинi S. Припускаємо, що функцiя f задана на вiдкритiй
множинi X ⊂ Rn та S ⊂ X.

Лема 4.5.5. Нехай функцiя f локально лiпшицева в околi точки x∗ i
диференцiйовна за напрямками у точцi x∗ ∈ S. Для того, щоб у точцi
x∗ функцiя f досягала найменшого на S значення, необхiдно, щоб

f ′ (x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Γ (x∗,S) , (4.5.21)
де Γ(x∗,S) – конус Булiгана.
Якщо виявилося, що

f ′ (x∗,g) > 0 ∀g ∈ Γ (x∗,S) , g 6= 0n, (4.5.22)
то x∗ є точкою строгого локального мiнiмуму функцiї f на множинi
S.
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Доведення. Нехай x∗ — точка мiнiмуму f на S. Припустимо, що умова
(4.5.21) не виконана. Тодi знайдеться g0 ∈ Γ(x∗,S) таке, що

f ′ (x∗,g0) = −a < 0. (4.5.23)
За означенням Γ(x∗,S) iснує послiдовнiсть точок {xk} така, що xk ∈
S, gk = xk−x

∗

‖xk−x∗‖ → g0. Покладемо αk = ‖xk − x∗‖. Тодi
f (xk) = f (x∗ + (xk − x∗)) =

= f (x∗ + αkgk) = f (x∗ + αkg0) + ϕk (αk) , (4.5.24)
де ϕk (αk) = f (x∗ + αkgk) − f (x∗ + αkg0). Оскiльки f – лiпшицева фун-
кцiя, то |ϕk (αk)| ≤ Lαk ‖gk − g0‖. З (4.5.23) та (4.5.24) маємо

f (xk) = f (x∗) + αkf
′ (x∗,g0) + o (αk) + ϕk (αk) ≤

≤ f (x∗) + αk (−a+ L ‖gk − g0‖) + o (αk)

При досить малих αk будемо мати

f (xk) < f (x∗) − 1

2
αka. (4.5.25)

Оскiльки xk ∈ S, то (4.5.25) суперечить тому, що x∗ — точка мiнiмуму.
Достатнiсть умови (4.5.22) встановлюється так само, як достатнiсть

умови (4.5.5) в лемi 4.5.1 (з урахуванням того, що отриманий при дове-
деннi вiд супротивного напрямок належить конусу Γ(x∗,S)).

Означення 4.5.10. Точка x∗ ∈ S, в якiй виконана умова (4.5.21), назива-
ється inf–стацiонарною точкою функцiї f на множинi S. Якщо точка
x0 ∈ S не є inf–стацiонарною точкою функцiї f на множинi S, то напря-
мок g0 ∈ Γ (x0,S), ‖g0‖ = 1, такий, що

f ′ (x0,g0) = inf
‖g‖=1,g∈Γ(x0,S)

f ′ (x0,g) ,

називається напрямком найшвидшого спуску (н. н. с.) функцiї f на мно-
жинi S в точцi x0. Якщо функцiя f лiпшицева, то f ′(x0,g) є неперервною
функцiєю напрямку g. Тому iнфiмум досягається i н. н. с. iснує.

Аналогiчно формулюються необхiдна та достатня умови максимуму
i даються означення sup-стацiонарної точки i напрямки найшвидшого
пiдйому функцiї f на множинi S.

Нехай тепер f – довiльна лiпшицева функцiя (не обов’язково дифе-
ренцiйовна за напрямками), яка задана на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn.
Тодi для будь-яких x ∈ X i g ∈ Rn iснують cкiнченнi верхня i нижня
похiднi Дiнi

f↑D (x,g) = lim
α↓0

1

α
[f (x+ αg) − f (x)] ,

f↓D (x,g) = lim
α↓0

1

α
[f (x+ αg) − f (x)] .
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При цьому

f (x+ αg) = f (x) + αf↑D (x,g) + ō (α) ∀α > 0, (4.5.26)

f (x+ αg) = f (x) + αf↓D (x,g) + o (α) ∀α > 0, (4.5.27)

де

ō (α) = ō (α,g,x) , lim
α↓0

ō (α)

α
= 0, (4.5.28)

o (α) = o (α,g,x) , lim
α↓0

o (α)

α
= 0. (4.5.29)

Лема 4.5.6. Нехай у точцi x∗ ∈ S множина S допускає рiвномiрну
конiчну апроксимацiю першого порядку, а функцiя f локально лiпши-
цева в околi точки x∗. Для того, щоб у точцi x∗ функцiя f досягала
свого найменшого на S значення, необхiдно, щоб

f↓D (x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Γ (x∗,S) . (4.5.30)

Якщо виявилося, що

f↓D (x∗,g) > 0 ∀g ∈ Γ (x∗,S) , g 6= 0n, (4.5.31)

то x∗ є точкою строгого локального мiнiмуму функцiї f на S.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо протилежне. Тодi знайдеться g0 ∈
Γ(x∗,S) таке, що

f↓D (x∗,g0) = −a < 0. (4.5.32)

Нехай послiдовнiсть {αk} така, що αk ↓ 0,
1

αk
[f (x∗ + αkg0) − f (x∗)] → lim

α↓0

1

α
[f (x∗ + αg0) − f (x∗)] .

Можна вважати, що (див. (4.5.32))

f (x∗ + αkg0) − f (x∗) ≤ −1

2
αka. (4.5.33)

З iншого боку, оскiльки g0 ∈ Γ(x∗,S), а множина S в точцi x∗ допу-
скає рiвномiрну конiчну апроксимацiю першого порядку, то знайдеться
послiдовнiсть {xk} така, що xk ∈ S, ‖xk − x∗ − αkg0‖ = o (αk). Маємо

f (xk) = f (x∗ + αkg0) + (f (xk) − f (x∗ + αkg0)). (4.5.34)

Оскiльки функцiя f лiпшицева, то

|f (xk) − f (x∗ + αkg0)| ≤ L ‖xk − x∗ − αkg0‖ = L · o (αk) .

Тому з (4.5.33) i (4.5.34) одержуємо f (xk) ≤ f (x∗) − 1
2aαk + L · o (αk).

При досить великих k буде f (xk) < f (x∗) − 1
4aαk, що суперечить тому,

що x∗ — точка мiнiмуму функцiї f на S (тому що xk ∈ S).
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Достатнiсть. Нехай виконана (4.5.31). Доведемо, що тодi x∗ — то-
чка строгого локального мiнiмуму функцiї f на множинi S. Припу-
стимо протилежне. Тодi знайдеться послiдовнiсть точок {xk} така, що
xk ∈ S, xk → x∗,

f (xk) ≤ f (x∗) (4.5.35)

Можна вважати, що gk = xk−x
∗

‖xk−x∗‖ → g0. Зрозумiло, що g0 ∈ Γ(x∗,S).
Покладемо αk = ‖xk − x∗‖. Тодi xk = x∗ + αkgk. З (4.5.35) маємо

0 ≥ f (xk) − f (x∗) = f (xk) − f (x∗ + αkg0) + f (x∗ + αkg0) − f (x∗) .

Звiдси

0 ≥ 1

αk
[f (x∗ + αkgk) − f (x∗ + αkg0)] +

1

αk
[f (x∗ + αkg0) − f (x∗)]

(4.5.36)
Оскiльки функцiя f лiпшицева, то

|f (x∗ + αkgk) − f (x∗ + αkg0)| ≤ Lαk ‖gk − g0‖ .
Звiдси i з (4.5.36) випливає

f↓D (x∗,g0) ≤ 0,

що суперечить (4.5.31).

Зауваження 4.5.4. При доведеннi достатностi не використовувався той
факт, що множина S допускає рiвномiрну конiчну апроксимацiю в точцi
x∗.

Лема 4.5.7. Нехай у точцi x∗∗ ∈ S множина S допускає рiвномiрну
конiчну апроксимацiю першого порядку, а функцiя f локально лiпши-
цева в околi точки x∗∗. Для того, щоб у точцi x∗∗ функцiя f досягала
свого найбiльшого на множинi S значення, необхiдно, щоб

f↑D (x∗∗,g) ≤ 0 ∀g ∈ Γ (x∗∗,S) , (4.5.37)
Якщо виявилося, що

f↑D (x∗∗,g) < 0 ∀g ∈ Γ (x∗∗,S) , g 6= 0n, (4.5.38)
то x∗∗ є точкою строгого локального максимуму функцiї f на мно-
жинi S.

Означення 4.5.11. Точка x ∈ S, що задовольняє умову (4.5.30), називає-
ться Дiнi-inf–стацiонарною точкою функцiї f на множинi S.

Означення 4.5.12. Якщо x0 ∈ S не є Дiнi-inf–стацiонарною точкою фун-
кцiї f на множинi S, то напрямок g0 ∈ Γ(x0,S), ‖g0‖ = 1, для якого

f↓D (x0,g0) = inf
g∈Γ(x0,S),‖g‖=1

f↓D (x0,g) ,

називається напрямком найшвидшого спуску (н. н. с.) функцiї f на
множинi S.
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Означення 4.5.13. Точка x∗∗ ∈ S, що задовольняє умовi (4.5.37), назива-
ється Дiнi-sup–стацiонарною точкою функцiї f на множинi S.

Означення 4.5.14. Якщо точка x0 ∈ S не є Дiнi-sup–стацiонарною то-
чкою функцiї f на множинi S, то напрямок g0 ∈ Γ(x0), ‖g0‖ = 1, такий,
що

f↑D (x0,g0) = sup
g∈Γ(x0,S),‖g‖=1

f↑D (x0,g) ,

називається напрямком найшвидшого пiдйому (н. н. п.) функцiї f на
множинi S.

Зауваження 4.5.5. З викладеного вище випливає, що необхiднi умови
екстремуму близькi до достатнiх умов локального екстремуму. Це свiд-
чить про те, що похiднi за напрямками (а якщо вони не iснують, то
похiднi Дiнi) дозволяють будувати цiлком задовiльнi апроксимацiї фун-
кцiй. Ранiше вiдмiчалося, що i конiчнi апроксимацiї теж описуються за
допомогою похiдних Дiнi функцiй, що задають множину S.

Зауваження 4.5.6. Отриманi вище умови екстремуму в наведеному ви-
глядi не досить конструктивнi. Для їхнього практичного використання
необхiдно вмiти обчислювати похiднi за напрямками (чи похiднi Дiнi) i
будувати конуси Булiгана. Це робиться для конкретних класiв функцiй
i множин. Деякi з них розглядаються в наступних роздiлах.
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Роздiл V
Субдиференцiйовнi функцiї

5.1. УЗАГАЛЬНЕНI ПОХIДНI ТА СУБДИФЕРЕНЦIАЛИ

Субдиференцiал ∂f(x) опуклої функцiї f(x) має багато корисних вла-
стивостей похiдної. Наприклад, за допомогою субдиференцiала задається
необхiдна умова 0 ∈ ∂f(x) того, що точка x є точкою (локального) мi-
нiмуму функцiї f(x). Ця умова спрощується до умови f ′(x) = 0 в тому
випадку, коли функцiя f(x) диференцiйовна в точцi x. Субдиференцi-
ал в багатьох випадках задовольняє умову адитивностi ∂(λf + µg)(x) =
λ∂f(x)+µ∂g(x),λ > 0,µ ≥ 0. Властивостi субдиференцiала опуклих фун-
кцiй наводять на думку будувати класи функцiй, що мають принайм-
нi частину базових властивостей опуклих функцiй. Б. М. Пшеничний
[47,48] визначив та дослiджував новий клас негладких функцiй – субди-
ференцiйовнi функцiї. (Б. М. Пшеничний називав їх квазiдиференцiйов-
ними.)
Означення 5.1.1. Функцiя f : S → R1, S ⊂ Rn, субдиференцiйовна за
Дiнi в точцi x ∈ S, якщо iснує така опукла компактна множина ∂f(x) ⊂
Rn, що

f ′D(x,g) = lim
α↓0

f(x+ αg) − f(x)

α
= max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 ∀g ∈ Rn.

Множина ∂f(x) ⊂ Rn, для якої виконується вказане спiввiдношення,
називається субдиференцiалом Дiнi функцiї f в точцi x ∈ S.
Означення 5.1.2. Функцiя f : S → R1, S ⊂ Rn, субдиференцiйовна за
Адамаром в точцi x ∈ S, якщо iснує опукла компактна множина ∂f(x) ⊂
Rn така, що

f ′H(x,g) = lim
[α,g′]→[+0,g]

f(x+ αg′) − f(x)

α
= max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 ∀g ∈ Rn.

Множина ∂f(x) ⊂ Rn, для якої виконується вказане спiввiдношення,
називається субдиференцiалом Адамара функцiї f в точцi x ∈ S.

Клас субдиференцiйовних функцiй включає диференцiйовнi функцiї,
опуклi функцiї. Вiн замкнутий вiдносно додавання та множення на дода-
тнi числа. Максимум субдиференцiйовних функцiй також є субдиферен-
цiйовною функцiєю. Субдиференцiйовнi функцiї мають всi властивостi
диференцiйовних за напрямком функцiй.
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Умови екстремуму субдиференцiйовних функцiї можна виразити в
термiнах субдиференцiалу.

Якщо точка x∗ ∈ S є точкою локального мiнiмуму субдиференцiйовної
за Дiнi чи Адамаром функцiї f на множинi S, то необхiдною є умова

0 ∈ ∂f(x∗).

Якщо функцiя f субдиференцiйовна за Адамаром в точцi x∗ ∈ S, то
умова

0 ∈ int ∂f(x∗)

є достатньою умовою мiнiмуму функцiї f в точцi x∗ ∈ S.
Якщо точка x∗∗ ∈ Rn є точкою локального максимуму субдиференцi-

йовної за Дiнi чи Адамаром функцiї f , то необхiдною є умова
∂f(x∗∗) = {0}.

Якщо 0 6∈ ∂f(x), то напрямок
g0(x) = −z(x)/‖z(x)‖, ‖z(x)‖ = min

v∈∂f(x)
‖v‖,

є напрямком найшвидшого спуску (за Дiнi чи Адамаром в залежностi вiд
типу субдиференцiйовностi) функцiї f в точцi x. Напрямок найшвидшого
спуску визначається однозначно.

Якщо ∂f(x) 6= {0}, то напрямок
g1(x) = z1(x)/‖z1(x)‖, ‖z1(x)‖ = max

v∈∂f(x)
‖v‖,

є напрямком найшвидшого пiдйому (за Дiнi чи Адамаром в залежностi
вiд типу субдиференцiйовностi функцiї) функцiї f в точцi x. Напрямок
найшвидшого пiдйому визначається неоднозначно.

В 1972 роцi Н.З.Шор [59] запропонував конструкцiю майже градiєн-
ту. Множина майже градiєнтiв будується наступним чином. Розглянемо
на множинi S локально лiпшицеву функцiю f . Така функцiя диференцi-
йовна на S майже скрiзь. Зафiксуємо x ∈ S i побудуємо множину

∂Shf(x) =
{
v ∈ Rn|∃ {xi} : v = lim

i→∞
f ′(xi),xi → x,xi ∈ Q

}
,

де Q ⊂ S – множина точок, в яких функцiя f диференцiйовна. Оскiльки
функцiя f диференцiйовна на S майже скрiзь, то мiра множини S \ Q
рiвна нулю. Множина ∂Shf(x) називається субдиференцiалом Шора, а
елементи цiєї множини називаються майже градiєнтами.

В 1973 роцi Ф. Кларк (студент Р. Т. Рокафеллара) запропонував кон-
струкцiю узагальненого градiєнту [25].
Означення 5.1.3. Величини

f ↑

Cl
(x,g) = lim sup

[x′,α]→[x,+0]

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)),

f ↓

Cl
(x,g) = lim inf

[x′,α]→[x,+0]

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′))
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називаються вiдповiдно верхньою i нижньою похiдною Кларка.

Якщо функцiя f локально лiпшицева, то цi величини скiнченнi. У
цьому випадку визначимо субдиференцiал Кларка за формулою

∂Clf(x) = conv
{
v ∈ Rn|∃ {xi} : v = lim

i→∞
f ′(xi),xi → x,xi ∈ Q

}
,

тобто ∂Clf(x) = conv ∂Shf(x). Множина ∂Clf(x) опукла i компактна.
Елементи множини ∂Clf(x) називаються узагальненими градiєнтами. Ко-
жен майже градiєнт є узагальненим градiєнтом. Зворотнє твердження
невiрне. Кларк показав, що

f ↑

Cl
(x,g) = max

v∈∂Clf(x)
〈v,g〉,

f ↓

Cl
(x,g) = min

w∈∂Clf(x)
〈w,g〉.

Бiльш детально властивостi узагальнених градiєнтiв та субдиференцiалу
Кларка описанi далi.

Р. Т. Рокафеллар [50] визначив таку похiдну за напрямком

f ↑

R
(x,g) = lim sup

[x′,g′,α]→[x,g,+0]

1

α
(f(x′ + αg′) − f(x′)).

Якщо функцiя f локально лiпшицева, то
f ↑

R
(x,g) = f ↑

Cl
(x,g).

П. Мiшель та I. П. Пено [32] запропонували використовувати уза-
гальненi похiднi

f ↑
mp

(x,g) = sup
q∈Rn

limα↓0
1

α
(f(x+ α(g + q)) − f(x+ αq)),

f ↓
mp

(x,g) = inf
q∈Rn

limα↓0

1

α
(f(x+ α(g + q)) − f(x+ αq)),

якi називаються вiдповiдно верхньою i нижньою похiдною Мiшеля–Пено.
Якщо функцiя f локально лiпшицева, то iснує така опукла i компактна
множина ∂mpf(x) ⊂ Rn, що

f↑mp(x,g) = max
v∈∂mpf(x)

〈v,g〉,

f↓mp(x,g) = min
w∈∂mpf(x)

〈w,g〉.

Множину ∂mpf(x) називають також малим субдиференцiалом.
Якщо функцiя f : Rn → R1, задовольняє умову Лiпшиця з константою

L в околi точки x, то похiдна за напрямком Дiнi, похiдна Кларка та
похiдна Мiшеля–Пено є сублiнiйними функцiями i задовольняють умову

f ′D(x,g) ≤ f ↑
mp

(x,g) ≤ f ↑

Cl
(x,g) ≤ L‖g‖.
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Субдиференцiали Дiнi ∂−f(x) (може бути порожньою множиною), Клар-
ка ∂Clf(x) (непорожня множина) та Мiшеля–Пено ∂mpf(x) (непорожня
множина) є компактними опуклими множинами, що задовольняють умо-
ву

∂−f(x) ⊂ ∂mpf(x) ⊂ ∂Clf(x) ⊂ LB(0).

Якщо точка x∗ є точкою локального мiнiмуму субдиференцiйовної фун-
кцiї f , то виконуються необхiднi умови

0 ∈ ∂−f(x) ⊂ ∂mpf(x) ⊂ ∂Clf(x).

5.2. СУБДИФЕРЕНЦIАЛ КЛАРКА

5.2.1. Верхня i нижня регуляризацiї функцiй

У попереднiх роздiлах похiдна f ′(x,g) = f ′x(g) функцiї f в точцi x
за напрямком g розглядалась в основному як функцiя напрямку при фi-
ксованiй точцi x. В класичному аналiзi, як правило, розглядають непе-
рервно диференцiйовнi функцiї, тобто функцiї, для яких вiдображення
f ′ : x → f ′x є неперервним. З точки зору негладкого аналiзу неперерв-
нiсть похiдної, а iнодi навiть її напiвнеперервнiсть вважається досить
жорсткою умовою. Виявляється, що топологiчнi властивостi вiдображен-
ня f ′(x,g) в деякi точцi x тiсно пов’язанi з алгебраїчними властивостями
похiдної f ′x(x,g) як функцiї напрямку g. Так, напiвнеперевнiсть зверху
(вiдповiдно знизу) вiдображення f ′ веде до сублiнiйнiстi (вiдповiдно су-
перлiнiйнiсть) похiдної f ′x. Звiдси випливає, що неперервнiсть f ′ веде до
лiнiйностi f ′x i тим самим до iснування диференцiала.

Дослiдимо бiльш детально напiвнеперервнiсть похiдної. Насамперед
зауважимо, що в тому випадку, коли похiдна не є напiвнеперервна зверху
(вiдповiдно знизу), доцiльно розглянути її верхню (вiдповiдно нижню)
регуляризацiю.

Нехай f : Rn → R1 – дiйсна функцiя, що визначена на пiдмножинi X
простору Rn, i нехай x ∈ cl X.

Означення 5.2.1. Функцiї

f̄(x) = inf
δ>0

sup
‖x′−x‖<δ,x′∈X

f(x′),

f(x) = sup
δ>0

inf
‖x′−x‖<δ,x′∈X

f(x′).

називаються вiдповiдно верхньою i нижньою регуляризацiями функцiї
f на множинi X.
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Зрозумiло, що виконуються рiвностi

f(x) = lim
δ↓0

sup
‖x′−x‖<δ,x′∈X

f(x′),

f(x) = lim
δ↓0

inf
‖x′−x‖<δ,x′∈X

f(x′).

Нагадаємо, що верхня i нижня границi функцiї f визначенi на X в точцi
x ∈ cl X, i їх можна представити у виглядi

lim
x′→x

f(x′) = lim
δ↓0

sup
‖x′−x‖<δ,x′∈X,x′ 6=x

f(x′),

lim
x′→x

f(x′)= lim
δ↓0

inf
‖x′−x‖<δ,x′∈X,x′ 6=x

f(x′).

Звiдси випливає, що

f(x) = max
(
f(x), lim

x′→x
f(x′)

)
,

f(x) = min

(
f(x), lim

x′→x
f(x′)

)
.

Завжди справджуються спiввiдношення

f(x) ≤ f(x) ≤ f(x).

Якщо функцiя f напiвнеперервна зверху в точцi x, то f(x) = f(x). Дiй-
сно, припустимо, що f(x) > f(x). Тодi в силу напiвнеперервностi зверху
знайдеться таке δ > 0, що f(x) > f(x′) для всiх x′ ∈ X ∩Bδ(x), а це су-
перечить визначенню функцiї f . Таким же способом перевiряється, що
для напiвнеперервної знизу функцiї f виконується рiвнiсть f(x) = f(x).

Теорема 5.2.1. Для кожної функцiї f її верхня регуляризацiя f напiв-
непервна зверху, а нижня регуляризацiя f напiвнеперервна знизу.

Доведення. Обмежимося випадком функцiї f . Розглянемо точку x ∈ X
i зафiксуємо ε > 0. За визначенням верхньої регуляризацiї знайдеться
таке δ > 0, що

sup
‖x′−x‖<δ,x′∈X

f(x′) < f(x) + ε

Нехай y ∈ Bδ/2(x) i x′ ∈ Bδ/2(y) ∩X. Тодi x′ ∈ Bδ(x) i тому

sup
‖x′−y‖<δ/2,x′∈X

f(x′) < f(x) + ε.

Звiдси випливає спiввiдношення

f(y) < f(x) + ε ∀y ∈ Bδ/2(x) ∩X,
яке показує, що функцiя f напiвнеперервна зверху.
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Виявляється, що верхня регуляризацiя f є найменшою напiвнеперерв-
ною зверху функцiєю, яка мажорує f , а нижня регуляризацiя f є най-
бiльшою напiвнеперервною знизу функцiєю, яка мiнорує f . Iншими сло-
вами, справедливе наступне твердження.

Теорема 5.2.2. Якщо f1(x) – напiвнеперервна зверху функцiя i f1(x) ≥
f(x) при всiх x, то f1(x) ≥ f(x). Якщо f2(x) – напiвнеперервна знизу
функцiя i f2(x) ≤ f(x) при всiх x, то f2(x) ≤ f(x).

Доведення. Обмежимося функцiєю f . Якщо f1(x) ≥ f(x) при всiх x,
тодi з означення випливає, що f1(x) ≥ f(x). Оскiльки функцiя f1(x)
напiвнеперервна зверху, то f1(x) = f1(x) i, вiдповiдно, f1(x) ≥ f(x).

5.2.2. Верхня i нижня похiднi Кларка

Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi X в просторi Rn.
Розглянемо її верхню та нижню похiднi Дiнi за деяким фiксованим на-
прямком g при всiх x iз X, тобто функцiї x → f ↑

D
(x,g), x ∈ X та

x→ f ↓

D
(x,g), x ∈ X. Визначимо верхню регуляризацiю

f ↑

D
(x,g) = max

(
f ↑

D
(x,g), lim

x′→x
f ↑

D
(x′,g)

)

верхньої похiдної Дiнi f ↑

D
(x,g) i нижню регуляризацiю

f ↓

D
(x,g) = min

(
f ↓

D
(x,g), lim

x′→x
f ↓

D
(x′,g)

)

нижньої похiдної Дiнi f ↓

D
(x,g).

Будемо вважати, що функцiя f локально лiпшицева на множинi X.
Останнє означає, що для довiльної точки x ∈ X iснує окiл V цiєї точки,
в якому функцiя f задовольняє умову Лiпшиця з деякою константою
(яка, можливо, залежить вiд цього околу). З локальної лiпшицевостi ви-
пливає, що верхня похiдна Дiнi f ↑

D
(x,g) i нижня похiдна Дiнi f ↓

D
(x,g)

при довiльному g обмеженi в деякому околi точки x i числа f ↑

D
(x,g) та

f ↓

D
(x,g) скiнченнi. Зауважимо, що в даному випадку похiдна за напрям-

ком (якщо вона iснує) спiвпадає з похiдною Адамара.

Теорема 5.2.3. Справедливi рiвностi

f ↑

D
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)),
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f ↓

D
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)).

Доведення. Обмежимося перевiркою першої рiвностi. Нехай

A1 = lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)),

A2 = f ↑

D
(x,g) = inf

δ↓0
sup

‖x′−x‖<δ

f ↑

D
(x′,g).

Зафiксуємо ε > 0 i знайдемо таку послiдовнiсть {xk}, що xk → x,

f ↑

D
(xk,g) = lim

α↓0

1

α
(f(xk + αg) − f(xk)) > A2 − ε.

Для довiльного k знайдеться таке число αk, що
1

αk
(f(xk + αkg) − f(xk)) > A2 − ε, 0 < αk < 1/k. (5.2.1)

Нерiвнiсть (5.2.1) показує, що A1 ≥ A2−ε. Оскiльки ε – довiльне додатне
число, то A1 ≥ A2.

З визначення числа A2 випливає, що для довiльного ε > 0 знайдеться
δ > 0, яке має таку властивiсть: якщо y належить кулi Bδ(x) радiуса
δ з центром в точцi x, то f ↑

D
(y,g) < A2 + ε. Якщо ‖x− x′‖ < δ/2 i 0 <

α < δ
2‖g‖ , то точки x′ та x′ + αg входять в Bδ(x). Тому, використовуючи

теорему 4.1.2, отримаємо нерiвнiсть f(x′ +αg)−f(x′) ≤ α(A2 +ε). Звiдси
випливає нерiвнiсть A1 ≤ A2 + ε, з якої, оскiльки ε довiльне, випливає
нерiвнiсть A1 ≤ A2.

Зауважимо, що величина lim
x′→x

f ↑

D
(x′,g) є повторною верхньою грани-

цею

lim
x′→x

lim
α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)).

Оскiльки

f ↑

D
(x,g) = max

(
f ↑

D
(x,g), lim

x′→x
f ↑

D
(x′,g)

)
,

то теорема 5.2.3 показує, що у тому випадку, коли f ↑

D
(x,g) ≤ lim

x′→x
f ↑

D
(x′,g),

подвiйна верхня границя

lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′))

спiвпадає з вказаною повторною верхньою границею.

Означення 5.2.2. Величини

f ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)),
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f ↓

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′))

називаються вiдповiдно верхньою i нижньою похiдною Кларка.

Теорема 5.2.3 показує, що при фiксованому напрямку g верхня похi-
дна Кларка є верхньою регуляризацiєю верхньої похiдної Дiнi, а нижня
похiдна Кларка є нижньою регуляризацiєю нижньої похiдної Дiнi.

Теорема 5.2.4. При будь-якому g функцiя x→ f ↑

Cl
(x,g) напiвнеперерв-

на зверху, а функцiя x→ f ↓

Cl
(x,g) напiвнеперервна знизу.

Доведення. Доведення випливає з тверджень 5.2.1 та 5.2.3.

Сформулюємо одну з основних властивостей похiдних Кларка.

Теорема 5.2.5. При довiльному x функцiя g → f ↑

Cl
(x,g) сублiнiйна, а

функцiя g → f ↓

Cl
(x,g) суперлiнiйна.

Доведення. Розглянемо функцiю g → f ↑

Cl
(x,g). З рiвностi

f ↑

Cl
(x,λg) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αλg) − f(x′)) =

= lim
x′→x,α↓0

λ
1

αλ
(f(x′ + αλg) − f(x′)) = λf ↑

Cl
(x,g)

випливає, що дана функцiя додатньо однорiдна. Покажемо, що вона су-
бадитивна. Використовуючи субадитивнiсть верхньої границi, маємо

f ↑

Cl
(x,g1 + g2) = lim

x′→x,α↓0

1

α
[ f(x′ + αg1 + αg2) − f(x′) ] ≤

≤ lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg1 + αg2) − f(x′ + αg1))+

+ lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg1) − f(x′)) = f ↑

Cl
(x,g2) + f ↑

Cl
(x,g1).

Оскiльки функцiя g → f ↑

Cl
(x,g) сублiнiйна, то справедлива рiвнiсть

f ↑

Cl
(x,g) = max

l∈∂f ↑
Cl

(x)
〈l,g〉, (5.2.2)

де ∂f ↑

Cl
(x)– субдиференцiал цiєї функцiї. Аналогiчно

f ↓

Cl
(x,g) = min

l∈∂f ↓
Cl

(x)
〈l,g〉, (5.2.3)
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де ∂f ↓

Cl
(x)– супердиференцiал суперлiнiйної функцiї g → f ↓

Cl
(x,g). Пока-

жемо, що множини ∂f ↑

Cl
(x) i ∂f ↓

Cl
(x) спiвпадають. Для цього перевiримо

виконання наступних тверджень.

Теорема 5.2.6. Має мiсце рiвнiсть

f ↑

Cl
(x,− g) = (−f) ↑

Cl
(x,g)

Доведення. За визначенням

f ↑

Cl
(x,− g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ − αg) − f(x′)).

Покладемо x′ − αg = z. Тодi x′ = z + αg i, вiдповiдно,

f ↑

Cl
(x,− g) = lim

z→x,α↓0

1

α
(f(z) − f(z + αg)) =

= lim
z→x,α↓0

1

α
((−f)(z + αg) − (−f)(z)) = (−f) ↑

Cl
(x,g).

Теорема 5.2.7. Справедлива рiвнiсть

f ↓

Cl
(x,g) = −f ↑

Cl
(x,− g).

Доведення. Доведення випливає з теореми 5.2.6 i рiвностi

f ↓

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)) =

= − lim
x′→x,α↓0

1

α
(−f(x′ + αg) − (−f)(x′)) = −(−f) ↑

Cl
(x,g).

Використовуючи теорему 5.2.7 i формули (5.2.2) i (5.2.3), маємо при
всiх g ∈ Rn

max
l∈∂f ↑

Cl

(x)
〈l,g〉 = f ↑

Cl
(x,g) =

= −f ↓

Cl
(x,− g) = − min

l∈∂f ↓
Cl

(x)
〈l,− g〉 = max

l∈∂f ↓
Cl

(x)
〈l,g〉

Цi рiвностi показують, що опорнi функцiї компактiв ∂f ↑

Cl
(x) i ∂f ↓

Cl
(x)

спiвпадають. Звiдси випливає, що вiдповiднi компакти теж спiвпадають.

Означення 5.2.3. Опуклий компакт, який одночасно є субдиференцiалом
верхньої похiдної Кларка в точцi x i супердиференцiалом нижньої похi-
дної Кларка в цiй точцi, називається субдиференцiалом Кларка функцiї
f в точцi x i позначається символом ∂

Cl
f(x).
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Отже. за означенням
f ↑

Cl
(x,g) = max

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉, f ↓

Cl
(x,g) = min

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉 ∀g ∈ Rn.

Означення 5.2.4. Елементи субдиференцiала Кларка ∂
Cl
f(x) називаю-

ться узагальненими градiєнтами функцiї f в точцi x.

Теорема 5.2.8. Багатозначне вiдображення x → ∂
Cl
f(x) напiвнепе-

рервне зверху.

5.2.3. Взаємозвязок похiдної Кларка та похiдної Дiнi

Теорема 5.2.9. Якщо локально лiпшицева функцiя f визначена на
вiдкритiй множинi X i її верхня похiдна Дiнi f ↑

D
(x,g) напiвнеперервна

зверху як функцiя точки x для довiльного фiксованого напрямку g, то
f ↑

D
(x,g) = f ↑

Cl
(x,g) для всiх x та g.

Доведення. Оскiльки функцiя x → f ↑

D
(x,g) напiвнеперервна зверху, то

вона спiвпадає зi своєю верхньою регуляризацiєю x→ f ↑

Cl
(x,g).

Теорема 5.2.10. Якщо нижня похiдна Дiнi f ↓

D
(x,g) локально лiпшице-

вої функцiї f , визначеної на вiдкритiй множинi X, напiвнеперервна
знизу як функцiя точки x при довiльному фiксованому напрямку g,
то ця похiдна при всiх x та g спiвпадає з нижньою похiдною Кларка
f ↓

Cl
(x,g).

Наслiдок 5.2.1. З теорем 5.2.5 i 5.2.9 випливає така властивiсть
похiдної Дiнi. Якщо верхня похiдна Дiнi напiвнеперервна зверху як
функцiя точки x, то вона сублiнiйна як функцiя напрямку g. Якщо
функцiя x → f ↓

D
(x,g) напiвнеперервна знизу при всiх g, то функцiя

g → f ↓

D
(x,g) суперлiнiйна при всiх x.

Якщо функцiя f диференцiйовна за напрямками i похiдна f ′(x,g)
при всiх g неперервна за x, то вона лiнiйна за g при всiх x i, тим
самим, функцiя f неперервно диференцiйовна в класичному розумiннi.

Наведенi твердження допомагають з’ясувати спiввiдношення мiж верх-
ньою i нижньою похiдними Кларка, з одного боку, i похiдною за напрям-
ком – з iншого. Нехай похiдна за напрямком f ′(x,g) напiвнеперервна
зверху при довiльному g. Тодi справедливi рiвностi

f ′(x,g) = f ↑

Cl
(x,g) = max

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉,
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f ↓

Cl
(x,g) = min

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉.

Отже в даному випадку верхня похiдна Кларка спiвпадає з f ′(x,g). В той
же час нижня похiдна Кларка вiдрiзняється вiд похiдної за напрямком
в усiх тих точках x, де функцiя f не диференцiйовна за Гато. Важливi
не лише числовi вiдмiнностi мiж цими похiдними, але, що iстотно, прин-
циповi вiдмiнностi в їх властивостях: похiдна f ′(x,g) субадитивна, вона
виражається через лiнiйнi функцiї за допомогою операцiї максимума; по-
хiдна ж f ↓

Cl
(x,g) суперадитивна i виражається через лiнiйнi функцiї за

допомогою операцiї взяття мiнiмума.
Якщо похiдна f ′(x,g) напiвнеперервна знизу при всiх g, то

f ′(x,g) = f ↓

Cl
(x,g) = min

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉,

f ↑

Cl
(x,g) = max

l∈∂Clf(x)
〈l,g〉.

В даному випадку похiдна Дiнi функцiї f в тих точках де вона не дифе-
ренцiйовна за Гато вiдрiзняється вiд верхньої похiдної Кларка.

У тому випадку, коли похiдна f ′(x,g) не є напiвнеперервною нi знизу,
нi зверху, можна лише ствержувати, що

f ↓

Cl
(x,g) ≤ f ′(x,g) ≤ f ↑

Cl
(x,g).

Отже, верхня i нижня похiднi Кларка є вiдповiдно сублiнiйною мажо-
рантою i суперлiнiйною мiнорантою похiдної f ′(x,g).

Похiдна за напрямком (яка спiвпадає для локально лiпшицевих фун-
кцiй з похiдною Адамара) визначає точну апроксимацiю першого порядку
функцiї f в точцi x в тому розумiннi, що

1

‖h‖ (f(x+ h) − f(x)) − f ′(x,h) → 0 при h→ 0

Iз сказаного випливає, що в тих точках x, де f не диференцiйовна за
Гато, принаймi одна iз похiдних f ↑

Cl
(x,g), f ↓

Cl
(x,g) не дає апроксимацiї

першого порядку. Можна лише ствержувати, що вказанi похiднi є верхня
i нижня границi апроксимацiї.

5.2.4. Субдиференцiал Кларка. Приклади

Приклад 5.2.1. Нехай f – опукла функцiя. Тодi функцiя f диференцi-
йовна за напрямками i функцiя x → f ′(x,g) напiвнеперервна зверху при
будь-якому g. Таким чином, для опуклих функцiй похiдна за напрямком
спiвпадає з верхньою похiдною Кларка. Звiдси випливає, що субдифе-
ренцiал Кларка ∂Clf(x) спiвпадає з субдиференцiалом ∂f(x) = ∂f(x)
опуклої функцiї f в точцi x.
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Приклад 5.2.2. Нехай f – угнута функцiя. Тодi функцiя x→ f ′(x,g) на-
пiвнеперервна знизу для довiльного g. Тому похiдна за напрямком спiв-
падає з нижньою похiдною Кларка, а субдиференцiал Кларка ∂Clf(x)
спiвпадає з супердиференцiалом ∂f(x) угнутої функцiї f в точцi x.

Приклад 5.2.3. Нехай f(x) = f1(x) + f2(x), де f1(x) – опукла, а f2(x)
– угнута функцiї. В цьому випадку похiдна за напрямками f ′(x,g) iснує,
проте вона не обов’язково напiвнеперервна зверху або знизу (як функцiя
точки x). Щодо цiєї похiдної можна ствержувати, що

f ↓

Cl
(x,g) ≤ f ′(x,g) ≤ f ↑

Cl
(x,g),

при цьому “вiдстань” f ↑

Cl
(x,g)−f ↓

Cl
(x,g) може бути досить великою. Оцiн-

ка субдиференцiала Кларка ∂Clf(x) через субдиференцiал ∂f1(x) i супер-
диференцiал ∂f2(x) наводиться далi.

Приклад 5.2.4. Нехай f(x) = maxy∈S ϕ(x,y), x ∈ X, де X – вiдкрита
множина, S – компакт, ϕ – неперервна разом з частинною похiдною
ϕ′
x(x,y) функцiя на X × Y . Тодi ( див. наслiдок 4.1.3)

f ′(x,g) = max
y∈R(x)

〈ϕ′
x(x,y),g〉 , (5.2.4)

де R(x) = {y |f(x) = ϕ(x,y)}. Нагадаємо (див. теорему 4.1.6), що вiд-
ображення R(x) напiвнеперервне зверху. Можна перевiрити, використо-
вуючи неперервнiсть функцiї ϕ′

x(x,y) i напiвнеперервнiсть вiдображення
R(x), що похiдна f ′(x,g) напiвнепервна зверху. Тому f ′(x,g) спiвпадає
з верхньою похiдною Кларка. Позначимо через ∂f(x) опуклу оболонку
множини векторiв {ϕ′

x(x,y) |y ∈ R(x)}. З (5.2.4) випливає, що
f ′(x,g) = max

l∈∂f(x)
〈l,g〉

при всiх g. Ця рiвнiсть показує, що
∂Clf(x) = ∂f(x).

Приклад 5.2.5. Нехай f(x) = miny∈S ϕ(x,y)x ∈ X, де множини X, S i
функцiя ϕ такi ж, як i в попередньому прикладi. Тодi, використовуючи
рiвнiсть

min
y∈S

ϕ(x,y) = −max
y∈S

(−ϕ(x,y)),

можна переконатися, що функцiя f диференцiйовна за напрямками, при-
чому при довiльних g функцiя x→ f ′(x,g) напiвнеперервна знизу i спра-
ведливе представлення

f ′(x,g) = min
y∈Q(x)

〈ϕ′
x(x,y),g〉 = min

l∈∂f(x)
〈l,g〉,

де Q(x) = {y ∈ S |f(x) = ϕ(x,y)}, ∂f(x) = conv {ϕ′
x(x,y) |y ∈ Q(x)}. Звiд-

си випливає, що субдиренцiал Кларка спiвпадає з множиною ∂f(x), а
нижня похiдна Кларка – з похiдною за напрямком.
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Теорема 5.2.11. Якщо функцiя f диференцiйовна за Гато в точцi x,
то ∇f(x) ∈ ∂Clf(x).

Доведення. Оскiльки верхня похiдна Кларка мажорує похiдну за на-
прямком, то 〈∇f(x),g〉 ≤ f ↑

Cl
(x,g) при всiх g. Це означає, що вектор

∇f(x) входить в субдиференцiал сублiнiйної функцiї g → f ↑

Cl
(x,g), який

спiвпадає з ∂Clf(x).

Кажуть, що функцiя f строго диференцiйовна в точцi x, якщо вона
має градiєнт в цiй точцi i

〈∇f(x),g〉 = lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)).

Можна перевiрити, що неперервна диференцiйовнiсть в точцi x приво-
дить до строгої диференцiйовностi в цiй точцi. Безпосередньо з визначе-
ння випливає, що верхня похiдна Кларка строго диференцiйовної фун-
кцiї f в точцi x спiвпадає з лiнiйною функцiєю g → 〈∇f(x),g〉, i тому
в цьому випадку субдиференцiал Кларка ∂Clf(x) складається з одно-
го елемента ∇f(x). При вiдсутностi строгої диференцiйовностi рiвнiсть
∂Clf(x) = ∇f(x) виконується не завжди. Вiдповiдний приклад наведено
нижче.

5.2.5. Субдиференцiал Шора та субдиференцiал Кларка

Вiдомо [51], що якщо функцiя f визначена на вiдкритiй множинi
X ⊂ Rn i задовольняє умовi Лiпшиця, то вона диференцiйовна майже
всюди на X, тобто в всiх точках x ∈ X, за винятком, можливо, множини
нульової лебегової мiри, iснує диференцiал функцiї f . (Надалi будемо
позначати цей диференцiал або символом df(x), або символом ∇f(x).)
Використовуючи це, опишемо верхню похiдну Кларка в термiнах дифе-
ренцiального вiдображення x → df(x). Надалi n–вимiрну мiру Лебега
позначимо символом µn. Нам будуть потрiбнi наступнi твердження з те-
орiї мiри.

Лема 5.2.1. Нехай Z ⊂ Rn, µn(Z) = 0, Πg =
{
αg
∣∣α ∈ R1

}
– пряма, яка

проходить через нуль i точку g ∈ Rn (g 6= 0n). Тодi для майже всiх
y ∈ Rn множина (y + Πg) ∩ Z має нульову мiру.

Доведення. Нехай χz – характеристична функцiя множини Z: χz(z) = 0,
якщо z /∈ Z; χz(z) = 1, якщо z ∈ Z . Через P позначимо ортогональну
вектору g гiперплощину. Ототожнимо точку z ∈ Rn з парою (y,α), де y–
проекцiя z на P , а α – проекцiя на пряму Πg. Використовуючи теорему
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Фубiнi [51], маємо

0 = µn(Z) =
w

Rn

χz(z)dz =
w

P

w

R1

χz(y,α)dydα =

=
w

P

dy
w

R1

χz(y,α)dα =
w

P

µ1((y + Πg) ∩ Z)dy. (5.2.5)

Покладемо E = {y ∈ P |µ1((y + Πg) ∩ Z) > 0}. З (5.2.5) випливає, що
µn−1(E) = 0. Звiдси випливає справедливiсть леми.

Лема 5.2.2. Нехай функцiя h(α) визначена на вiдрiзку [a,b] i задоволь-
няє на цьому вiдрiзку умову Лiпшиця. Тодi

bw

a

h′(α)dα = h(b) − h(a).

Доведення. Доведення випливає з абсолютної неперервностi функцiї,
яка задовольняє умовi Лiпшиця (див., наприклад, [51]). Нагадаємо, що
абсолютно неперервна функцiя майже всюди диференцiйовна i може бу-
ти визначена як первiсна вiд своєї похiдної.

Теорема 5.2.12. Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi
X ⊂ Rn i задовольняє умову Лiпшиця в деякому околi точки x ∈ X.
Нехай Q – пiдмножина повної мiри в цьому околi. Тодi для g ∈ Rn

виконується рiвнiсть

f ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,x′∈Q
f ↑

D
(x′,g).

Доведення. Використовуючи теорему 5.2.3, маємо
f ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x
f ↑

D
(x′,g) ≥ lim

x′→x,x′∈Q
f ↑

D
(x′,g).

Припустимо, що f ↑

Cl
(x,g) > lim

x′→x,x′∈Q
f ↑

D
(x′,g). Тодi знайдуться такi числа

δ > 0 i c, що
f ↑

Cl
(x,g) > c > f ↑

D
(x′,g) (5.2.6)

при x′ ∈ Bδ(x)∩Q. Для y ∈ Bδ/2(x) покладемо My = Bδ(x)∩ (y+ Πg), де
Πg =

{
αg
∣∣α ∈ R1

}
. МножинаMy є непорожнiм iнтервалом, який лежить

на прямiй y + Πg. З леми 5.2.1 випливає, що для майже всiх y ∈ Bδ/2(x)
перетин iнтервала My з множиною нульової мiри Bδ(x) \Q має нульову
мiру. Розглянемо лише точки вказаного перетину. Функцiя hy = f(y+αg)
задовольняє умову Лiпшиця i тому майже всюди диференцiйовна. Якщо
в точцi α iснує похiдна h′y(α), то

h′y(α) = lim
β↓0

1

β
(hy(α+ β) − hy(α)) =
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= lim
β↓0

1

β
(f(y + αg + βg) − f(y + αg)) = f ′(y + αg,g).

Використовуючи лему 5.2.2 i нерiвнiсть (5.2.6), отримаємо для майже

всiх y ∈ Bδ/2(x) i α ∈
(
0, δ

2‖g‖

)
(вважаємо, що g 6= 0)

f(y + αg) − f(y) = hy(α) − hy(0) =

αw

0

h′y(β)dβ =

=

αw

0

f ′(y + βg,g)dβ <

αw

0

cdβ = c · α.

Оскiльки функцiя f неперервна, то нерiвнiсть f(y + αg) − f(y) ≤ c ·
α виконується при всiх y ∈ Bδ/2(x) i α ∈

(
0, δ

2‖g‖

)
. Звiдси випливає

нерiвнiсть f ↑

Cl
(x,g) ≤ c, яка суперечить спiввiдношенню (5.2.6).

Наслiдок 5.2.2. Нехай Q – множина повної мiри i нехай в точках
x′ ∈ Q iснує диференцiал. Тодi

f ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,x′∈Q
〈∇f(x′),g〉.

Нехай функцiя f задовольняє умову Лiпшиця в деякому околi точки
x i нехай Q – деяка множина повної мiри, в точках якої функцiя f має
диференцiал. Визначимо субдиференцiал Шора як множину

∂Shf(x) =
{
l |∃ {x′i} : l = lim

i→∞
∇f(x′i),x

′
i → x,x′i ∈ Q

}
.

Оскiльки f – лiпшицева функцiя, то градiєнти ∇f(y), y ∈ Q, обмеженi в
сукупностi i, вiдповiдно, множина ∂Shf(x) обмежена. Можна перевiрити,
що множина ∂Shf(x) замкнута i тому компактна. Розглянемо опуклу
оболонку conv ∂Shf(x) множини ∂Shf(x). Оскiльки ∂Shf(x) – компактна
множина, то i множина conv ∂Shf(x) компактна.

Теорема 5.2.13. Справедлива рiвнiсть

∂Clf(x) = conv ∂Shf(x).

Доведення. Безпосередньо з означення множини ∂Shf(x) випливає, що
для кожного g ∈ Rn справджується рiвнiсть

max
l∈∂Shf(x)

〈l,g〉 = lim
x′→x,x′∈Q

〈∇f(x′),g〉.

З теореми 5.2.12 випливає, що max
l∈∂Shf(x)

〈l,g〉 = f ↑

Cl
(x,g). Оскiльки су-

бдиференцiал сублiнiйної функцiї g → f ↑

Cl
(x,g) спiвпадає з множиною

∂Clf(x), то, використовуючи двоїстiсть Мiнковського, приходимо до не-
обхiдної рiвностi ∂Clf(x) = conv ∂Shf(x).
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Наведемо приклади застосування теореми до знаходження субдифе-
ренцiала Кларка.

Приклад 5.2.6. Розглянемо функцiю f , що визначена на площинi рiвнi-
стю

f(z) = ||x| − |y|| , z = (x,y) ∈ R2.

Нехай Q складається з точок z = (x,y), якi не лежать на прямих x = y
i x = −y. Зрозумiло, що µ(R2\Q) = 0. В точках множини Q функцiя f
має диференцiал. Якщо (x,y) ∈ Q, то число f(x,y) спiвпадає з одним iз
чисел x + y, − x − y, − x + y,x − y. В перетинi довiльного околу точки
z0 = (0,0) i множини Q функцiя f має градiєнтами вектори a1 = (1,1),
a2 = (1,−1), a3 = (−1,−1), a4 = (−1,1), i лише цi вектори. Тодi з теореми
5.2.13 випливає, що субдиференцiал Кларка ∂Clf(x) функцiї f в точцi z0
спiвпадає з квадратом, вершинами якого є вказанi точки.

Приклад 5.2.7. Для z = (x,y) ∈ R2 покладемо
f(x,y) = max(y − x2,0) + min(y + x2,0).

Нехай S1 =
{
(x,y) ∈ R2

∣∣y > x2
}
– внутрiшнiсть параболи y = x2, S2 ={

(x,y) ∈ R2
∣∣y < −x2

}
– внутрiшнiсть параболи y = −x2, S3 = R2\(S1 ∪

S2). Тодi

f(x,y) =





y − x2, ∀(x,y) ∈ S1,
y + x2, ∀(x,y) ∈ S2,

0, ∀(x,y) ∈ S3.

Нехай Q складається з точок площини, якi не належать параболам y = x2

i y = −x2. Мiра множини R2\Q дорiвнює нулю i в точках множини Q
функцiя f неперервно диференцiйовна. При цьому

∇f(x,y) =





(−2x,1), ∀(x,y) ∈ S1,
(2x,1), ∀(x,y) ∈ S2,
(0,0), ∀(x,y) ∈ S3 ∩Q.

Нехай zk = (xk,yk) → (0,0), zk ∈ Q. Тодi послiдовнiсть ∇f(zk) може
мати граничними точками лише орт e2 = (0,1) i початок координат z0 =
(0,0). Звiдси випливає, що субдиференцiал Кларка ∂Clf(z0) спiвпадає з
вiдрiзком, кiнцi якого є e2 = (0,1) i z0 = (0,0).
Можна перевiрити, що функцiя f має в нулi похiдну за будь-яким на-
прямком g = (g1,g2) i f ′(z0,g) = g2 = 〈e2,g〉. Таким чином, функцiя f має
в точцi z0 градiєнт, який спiвпадає з ортом e2. Вiдмiтимо, що субдифе-
ренцiал ∂Clf(z0) мiстить градiєнт ∇f(z0) = e2 а також iншi точки.
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5.2.6. Властивостi субдиференцiала Кларка

Теорема 5.2.14. Нехай f = f1 + f2. Тодi

∂Clf(x) ⊂ ∂Clf1(x) + ∂Clf2(x).

Доведення. Субадитивнiсть верхньої границi показує, шо при всiх g ви-
конується нерiвнiсть

lim
x′→x,α↓0

1

α
[ f(x′ + αg) − f(x′) ] ≤

≤ lim
x′→x,α↓0

1

α
(f1(x

′ + αg) − f1(x
′)) + lim

x′→x,α↓0

1

α
(f2(x

′ + αg) − f2(x
′)),

тобто f ↑

Cl
(x,g) ≤ (f1) ↑

Cl
(x,g) + (f2) ↑

Cl
(x,g).

Використовуючи двоїстiсть Мiнковського, отримаємо

∂Clf(x) ⊂ ∂Clf1(x) + ∂Clf2(x).

Означення 5.2.5. Локально лiпшицева функцiя f називається регуляр-
ною в точцi x, якщо вона диференцiйовна за напрямком в цiй точцi i її
похiдна за напрямком f ′(x,g) спiвпадає з похiдною Кларка f ↑

Cl
(x,g).

Наслiдок 5.2.3. Якщо функцiї f1, f2 регулярнi, то

∂Clf(x) = ∂Clf1(x) + ∂Clf2(x). (5.2.7)

Доведення. Дiйсно, використовуючи регулярнiсть, маємо

f ↑

Cl
(x,g) ≥ f ′(x,g) = f ′1(x,g) + f ′2(x,g) = (f1) ↑

Cl
(x,g) + (f2) ↑

Cl
(x,g),

звiдси випливає ∂Clf(x) ⊃ ∂Clf1(x) + ∂Clf2(x). З цього включення i тео-
реми 5.2.14 випливає рiвнiсть (5.2.7).

Зауважимо, що гарантувати рiвнiсть (5.2.7) без додаткових припу-
щень неможливо. Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 5.2.8. Нехай f– парна функцiя (f(x) = f(−x)), що визначена
на Rn. Покажемо, що верхня похiдна Кларка цiєї функцiї в нулi є парною
функцiєю напрямку. Дiйсно,

f ↑

Cl
(0,g) = lim

x′→0,α↓0

1

α
[f(x′ + αg) − f(x′)] =

= lim
x′→0,α↓0

1

α
[f(−x′ + α(−g)) − f(−x′)] = f ↑

Cl
(0,− g).
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В силу теореми 5.2.6 має мiсце рiвнiсть f ↑

Cl
(0,− g) = (−f) ↑

Cl
(0,g). Вико-

ристовуючи парнiсть похiдної f ↑

Cl
(0,g), перейдемо до рiвностi

f ↑

Cl
(0,− g) = (−f) ↑

Cl
(0,g).

Зi сказаного випливає, що
∂Clf(0) + ∂Cl(−f)(0) = 2∂Clf(0). (5.2.8)

В той же час ∂Cl(f + (−f))(0) = {0}. Якщо, наприклад, f(x) = ‖x‖, то
в правiй частинi формули (5.2.8) стоїть множина 2B, де B– одинична
куля. В цьому випадку

∂Clf(0) + ∂Cl(−f)(0) = 2B 6= {0} = ∂Cl(f + (−f))(0).

Теорема 5.2.15. Нехай вiдображення H : Rn → Rm неперервно дифе-
ренцiйовне в деякому околi Bδ(x) точки x i, крiм того, образ кожного
околу цiєї точки включає деякий окiл точки y = Hx. Припустимо, да-
лi, що лiпшицева функцiя f визначена на деякiй вiдкритiй множинi
Y , яка мiстить точку y. Тодi функцiя

ϕ(x′) = f(H(x′)), x′ ∈ Bδ(x)

задовольняє умовi Лiпшиця в околi Bδ(x) i

∂Clϕ(x) = (H ′
x)

∗(∂Clf(y)), y = H(x).

Iншими словами,

∂Clϕ(x) = {l |l = (H ′
x)

∗l′, l′ ∈ ∂Clf(y)} .
(Через (H ′

x)
∗ позначена матриця, транспонована до матрицi частин-

них похiдних H ′
x вiдображення H в точцi x.)

Доведення. Оскiльки вiдображення H неперервно диференцiйовне, то
воно задовольняє умову Лiпшиця, а тому функцiя ϕ задовольняє умову
Лiпшиця. Зафiксуємо напрямок g i покладемо

S(x′,α) =
1

α
(H(x′ + αg) −H(x′)) −H ′

x(g).

Оскiльки вiдображення H неперервно диференцiйовне, то
S(x′,α) →

x′→x,α↓0
0.

Оскiльки функцiя f задовольняє умову Лiпшиця, то маємо

lim
x′→x,α↓0

1

α
[f(H(x′) + αH ′

x(g)) − f(H(x′ + αg))] = 0. (5.2.9)

Використовуючи (5.2.9) i те, що образ кожного околу при вiдображеннi
H мiстить окiл, знайдемо верхню похiдну Кларка функцiї ϕ

ϕ ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(H(x′ + αg)) − f(H(x′))) =
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= lim
x′→x,α↓0

1

α
(f(H(x′) + αH ′

x(g)) − f(H(x′)) =

lim
y′→y,α↓0

1

α
(f(y′ + αH ′

x(g)) − f(y′)) = f ↑

Cl
(y,H ′

x(g)). (5.2.10)

З (5.2.10) випливає, що похiдна ϕ ↑

Cl
(x,g) при всiх g спiвпадає з фун-

кцiєю q(g) = p(Ag), де p(ν) = f ↑

Cl
(y,ν), A = H ′

x. Функцiя q сублiнiйна.

Покажемо, що її субдиференцiал ∂q спiвпадає з множиною
A∗(∂p) = {l′ |l′ = A∗l, l ∈ ∂p} .

Дiйсно, множина A∗(∂p) опукла i компактна. Крiм того
max

l′∈A∗(∂p)
〈l′,g〉 = max

l∈∂p
〈A∗l,g〉 = max

l∈∂p
〈l,Ag〉 = p(Ag).

Тому рiвнiсть ∂q = A∗(∂p) справедлива в силу двоїстостi Мiнковського.
Для завершення доведення залишилося зауважити, що

∂p = ∂Clf(y), ∂q = ∂Clϕ(x).

Зауваження 5.2.1. З доведення теореми 5.2.15 випливає, що для будь
якого неперервно диференцiйовного вiдображення H справедливе вклю-
чення

∂Clϕ(x) ⊂ (H ′
x)

∗(∂Clf(y)).

Рiвнiсть ∂Clϕ(x) = (H ′
x)

∗(∂Clf(y)) виконується не тiльки в умовах тео-
реми, але й у тому випадку, коли функцiя f регулярна, тобто f ↑

Cl
(y,g) =

f ′(y,g) при всiх g. Щоб встановити це, слiд використати спiввiдношення
ϕ′(x,g) = f ′(H(x),H ′

x(g)), яке справедливе в силу теореми 4.1.5

Як наслiдок маємо такi твердження.

Теорема 5.2.16. Нехай fi,i = 1, . . . ,n – лiпшицевi функцiї в деякому
околi Bδ(x) точки x та нехай f = max{fi : i = 1, . . . ,n}. Тодi

∂Clf(x) ⊂ conv {∂Clfi(x) : i ∈ I(x)},
де I(x) = {i : f(x) = fi(x)}. Якщо функцiї fi,i = 1, . . . ,n регулярнi в
точцi x, то функцiя f = max{fi : i = 1, . . . ,n} регулярна в точцi x i

∂Clf(x) = conv {∂Clfi(x) : i ∈ I(x)}.
Теорема 5.2.17. Нехай f1,f2 – лiпшицевi функцiї в деякому околi Bδ(x)
точки x. Тодi функцiя (f1 · f2)(x) лiпшицева в околi точки x i

∂Cl (f1 · f2) (x) ⊂ f2(x) ∂Clf1(x) + f1(x) ∂Clf2(x).

Якщо, крiм того, f1(x) ≥ 0,f2(x) ≥ 0 i функцiї f1,f2 регулярнi в точцi
x, то функцiя f = f1 · f2 регулярна в точцi x i

∂Cl (f1 · f2) (x) = f2(x) ∂Clf1(x) + f1(x) ∂Clf2(x).
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Теорема 5.2.18. Нехай f1,f2 – лiпшицевi функцiї в деякому околi Bδ(x)
точки x, причому f2(x) 6= 0. Тодi функцiя (f1/f2)(x) лiпшицева в околi
точки x i

∂Cl

(
f1
f2

)
(x) ⊂ f2(x) ∂Clf1(x) − f1(x) ∂Clf2(x)

f2
2 (x)

.

Якщо, крiм того, f1(x) ≥ 0,f2(x) > 0 i функцiї f1,f2 регулярнi в точцi
x, то функцiя f = f1/f2 регулярна в точцi x i

∂Cl

(
f1
f2

)
(x) =

f2(x) ∂Clf1(x) − f1(x) ∂Clf2(x)

f2
2 (x)

.

Наведемо теорему про середнє для похiдних Кларка. Нам знадобля-
ться наступнi необхiднi умови екстремума.

Теорема 5.2.19. Якщо визначена на вiдкритiй множинi X локально
лiпшицева функцiя f має локальний екстремум в точцi x ∈ X, то
0 ∈ ∂Clf(x).

Доведення. Нехай x – точка локального мiнiмуму функцiї f , тобто f(x′) ≥
f(x) для всiх достатньо близьких до x точок x′. Тодi при будь-якому g
i достатньо малих α > 0 виконується нерiвнiсть f(x + αg) − f(x) ≥ 0, а
тому

f ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(f(x′ + αg) − f(x′)) ≥

≥ lim
α↓0

1

α
(f(x+ αg) − f(x)) ≥ 0.

Оскiльки сублiнiйна функцiя g → f ↑

Cl
(x,g) невiд’ємна, то 0 входить в її

субдиференцiал ∂Clf(x).
Якщо x– точка локального максимуму функцiї f , то аналогiчно пе-

ревiряється, що f ↓

Cl
(x,g) ≤ 0 при всiх g, звiдси також випливає, що

0 ∈ ∂Clf(x).

Теорема 5.2.20. Нехай X– вiдкрита множина i нехай точки x1,x2

мiстяться в X разом з вiдрiзком, що їх з’єднує. Нехай f– локально
лiпшицева функцiя, що визначена на X. Тодi знайдеться таке θ ∈
(0,1), що

f ↓

Cl
(xθ,x

2 − x1) ≤ f(x2) − f(x1) ≤ f ↑

Cl
(xθ,x

2 − x1).

Доведення. Нехай xt = x1 + t(x2 − x1). Покладемо

g(t) = f(xt), h(t) = g(t) + t
[
f(x1) − f(x2)

]
.
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Оскiльки h(0) = h(1), то в деякiй точцi θ iнтервала (0,1) функцiя h
досягає екстремуму на цьому iнтервалi. З теореми 5.2.15 випливає, що
0 ∈ ∂Clh(θ), тобто

h ↓

Cl
(θ,v) ≤ 0 ≤ h ↑

Cl
(θ,v) (5.2.11)

при всiх v ∈ R1. Оцiнимо похiднi Кларка функцiї h. Для цього оцiнимо
спочатку похiднi Кларка функцiї g. Маємо

g ↑

Cl
(θ,v) = lim

t→θ,α↓0

1

α
(g(t+ αv) − g(t)) =

= lim
t→θ,α↓0

1

α
(f(x1 + (t+ αv)(x2 − x1)) − f(x1 + t(x2 − x1))) ≤

≤ lim
x′→xθ,α↓0

1

α
(f(x′ + αv(x2 − x1)) − f(x′)) = f ↑

Cl
(xθ,v(x

2 − x1)).

Аналогiчно отримаємо

g ↓

Cl
(θ,v) ≥ f ↓

Cl
(xθ,v(x

2 − x1)).

Звiдси випливає, що

h ↑

Cl
(θ,v) = g ↑

Cl
(θ,v) + v

[
f(x1) − f(x2)

]
≤

≤ f ↑

Cl
(xθ,v(x

2 − x1)) + v
[
f(x1) − f(x2)

]
, (5.2.12)

h ↓

Cl
(θ,v) ≥ f ↓

Cl
(xθ,v(x

2 − x1)) + v
[
f(x1) − f(x2)

]
. (5.2.13)

Покладемо в (5.2.12) i (5.2.13) v = 1 i, використовуючи формулу (5.2.11),
переконаємося в справедливостi теореми.

Зауваження 5.2.2. За умов теореми знайдеться таке θ ∈ (0,1) i такий
елемент w ∈ ∂Clf(xθ), що

f(x2) − f(x1) = 〈w,x2 − x1〉.

Дiйсно, як w тут виступає точка αw1+(1−α)w2, де w1 i w2– елементи
субдиференцiала Кларка ∂Clf(xθ), що задовольняють умови:

f ↑

Cl
(xθ,x

2 − x1) = 〈w1,x2 − x1〉,

f ↓

Cl
(xθ,x

2 − x1) = 〈w2,x2 − x1〉,
а число α знаходиться з рiвностi

f(x2) − f(x1) = αf ↑

Cl
(xθ,x

2 − x1) + (1 − α)f ↓

Cl
(xθ,x

2 − x1).
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5.3. ДОТИЧНИЙ КОНУС КЛАРКА

Конуси K(x,S) та Γ(x,S), якi апроксимують множину S поблизу точки
x ∈ clS, можуть бути описанi за допомогою похiдних Дiнi функцiї ρS , де
ρS(x) – вiдстань вiд точки x до множини S. З теореми 4.3.7 випливає,
що

K(x,S) = {g |ρ′S(x,g) = 0} =

{
g

∣∣∣∣(ρS) ↑

D
(x,g) = 0

}
.

За аналогiєю з конусом дотичних напрямкiв K(x,S), доцiльно розглянути
множину

T (x,S) =

{
g

∣∣∣∣(ρS) ↑

Cl
(x,g) = 0

}
, (5.3.1)

де x ∈ clS. Насамперед покажемо, що функцiя ρS задовольняє умовi
Лiпшиця i тому говорити про її похiднi Кларка коректно.

Теорема 5.3.1. Для x,y ∈ Rn виконується нерiвнiсть

|ρS(x) − ρS(y)| ≤ ‖x− y‖ .

Доведення. Зафiксуємо довiльне число ε > 0. Нехай елемент z ∈ S та-
кий, що ρS(y) ≥ ‖y − z‖ − ε. Маємо

ρS(x) ≤ ‖x− z‖ ≤ ‖x− y‖ + ‖y − z‖ ≤ ‖x− y‖ + ρS(y) + ε.

Звiдси, оскiльки ε – довiльне число, отримаємо ρS(x) − ρS(y) ≤ ‖x− y‖.
Аналогiчно доводиться нерiвнiсть ρS(y) − ρS(x) ≤ ‖x− y‖.

Оскiльки (ρS) ↑

Cl
(x,λg) = λ(ρS) ↑

Cl
(x,g) при λ ≥ 0 (це випливає з ви-

значення похiдної Кларка), то множина T (x,S), що визначена рiвнiстю
(5.3.1), є конусом. Вона називається дотичним конусом Кларка або про-
сто конусом Кларка.

Теорема 5.3.2. Наступнi умови еквiвалентнi:
(а) елемент g належить конусу T (x,S);
(б) для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що при всiх x′ ∈ Bδ(x) i
α ∈ (0,δ) iснує елемент g′ ∈ Bε(g), такий, що виконується включення
x′ + αg′ ∈ S;
(в) для довiльних послiдовностей {x′k} i {αk} таких, що x′k → x,αk →
α, iснує послiдовнiсть {gk}, для якої gk → g,x′k + αkgk ∈ S.

Доведення. Твердження (б) i (в) – це переформулювання на мовi “ε− δ”
i на мовi послiдовностей рiвностi

lim
x′→x,α↓0

inf
y∈S

1

α
‖y − (x′ + αg)‖ = 0, (5.3.2)
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яка є розшифровкою спiввiдношення (ρS) ↑

Cl
(x,g) = 0, що визначає конус

Кларка. Перевiримо, наприклад, iмплiкацiю (а)⇒ (б). Нехай g ∈ T (x,S),
тобто виконується (5.3.1). Оскiльки пiд знаком lim в (5.3.2) стоїть не-
вiд’ємна функцiя, то при довiльному ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що
inf
y∈S

1
α ‖y − (x′ + αg)‖ < ε якщо x′ ∈ Bδ(x) та α ∈ (0,δ); iншими слова-

ми, для всiх x′ ∈ Bδ(x) та α ∈ (0,δ) знайдеться елемент y′ ∈ S такий, що
справджується нерiвнiсть

∥∥ 1
α (y′ − x′) − g

∥∥ < ε. Покладемо g′ = 1
α (y′−x′).

З одного боку отримаємо нерiвнiсть ‖g′ − g‖ < ε, а з iншого боку – вклю-
чення x′ + αg′ = y′ ∈ S.

Оскiльки x ∈ clS, то

(ρS) ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
ρS(x′ + αg) ≥ 0.

Це означає, що спiввiдношення (ρS) ↑

Cl
(x,g) = 0 та (ρS) ↑

Cl
(x,g) ≤ 0 еквi-

валентнi. Тим самим конус T (x,S) можна записати у виглядi

T (x,S) = {g | (ρS) ↑

Cl
(x,g) ≤ 0 } . (5.3.3)

Теорема 5.3.3. Конус Кларка T (x,S) опуклий i замкнутий.

Доведення. Оскiльки функцiя g → (ρS) ↑

Cl
(x,g) сублiнiйна, то множина

{g | (ρS) ↑

Cl
(x,g) ≤ 0 } опукла i замкнута. Для завершення доведення по-

трiбно використати формулу (5.3.3).

На вiдмiну вiд дотичного конуса Кларка T (x,S) конус дотичних на-
прямкiв K(x,S) i конус Булiгана Γ(x,S) не завжди опуклi. Проте конуси
K(x,S) i Γ(x,S) визначають локальну апроксимацiю множини S поблизу
точки x, в той час як конус Кларка може i не мати нiякого вiдношення
до множини S поблизу цiєї точки. Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 5.3.1. Нехай множина S в просторi R2 – це об’єднання вiд’єм-
ної частини осi абсцис i бiсектриси першого координатного кута. Можна
перевiрити, що в точцi x = (0,0) виконується рiвнiсть

K(x,S) = Γ(x,S) = S, T (x,S) = {(0,0)} .

Цей приклад показує, що цiна, яку потрiбно платити за опуклiсть, iнодi
занадто висока.

Далi аналiз конуса Кларка базується на означеннi нижньої границi
багатозначного вiдображення. Нехай X– деяка пiдмножина скiнченного
простору, a – вiдображення X в 2Y , де Y – скiнченновимiрний простiр.
Пiд нижньою границею вiдображення a в точцi x ∈ clX розумiють
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множину lim
x′→x

inf a(x′) = lim
x′→x

a(x′), яка складається з усiх елементiв g,

якi мають наступну властивiсть: для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0,
що ρ(g,a(x′)) ≤ ε, якщо x′ ∈ Bδ(x) ∩X.

Теорема 5.3.4. Нехай S – деяка множина в Rn. Для α > 0, x ∈ Rn

покладемо

a(x,α) =
1

α
(S − x).

Тодi

T (x,S) = lim
x′→x

inf
α↓0

a(x′,α).

Доведення. Включення g ∈ lim
x′→x

inf
α↓0

a(x′,α) еквiвалентно такому: для до-

вiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що при всiх x′ ∈ Bδ(x) i α ∈ (0,δ)
виконується спiввiдношення ρ(g, 1α (S−x′)) ≤ ε. Остання нерiвнiсть озна-
чає, що знайдеться елемент

g′ ∈ 1

α
(S − x′), (5.3.4)

для якого ‖g − g′‖ ≤ ε. Переписавши спiввiдношення (5.3.4) у виглядi
x′ + αg′ ∈ S i використовуючи твердження 5.3.2, переконаємося в спра-
ведливостi твердження.

Дотичний конус Кларка T (x,S) може бути представлений як нижня
границя конусiв Булiгана Γ(x,S). При цьому припускається, що множина
S замкнута, а багатозначне вiдображення x→ Γ(x,S) визначене на S.

Дамо строге формулювання вiдповiдного твердження.

Теорема 5.3.5. Нехай S– замкнута множина в Rn, x ∈ S. Тодi

T (x,S) = lim inf
x′→x

Γ(x′,S).

Доведення цiєї теореми спирається на ряд лем.

Лема 5.3.1. Справедливе включення

T (x,S) ⊂ lim inf
x′→x

Γ(x′,S).

Доведення. Нехай g ∈ T (x,S). Тодi для кожного ε > 0 знайдеться δ > 0,
що має таку властивiсть: для довiльних x′ ∈ Bδ(x) i α ∈ (0,δ) знайде-
ться такий елемент g′(x′,α), що ‖g′(x′,α) − g‖ < ε, x′ + αg′(x′,α) ∈ S.
Зафiксуємо x′ ∈ Bδ(x) ∩ S i виберемо деяку послiдовнiсть αk ↓ 0. По-
кладемо g′k = g′(x′,αk). Нехай iснує lim g′k = g′. Оскiльки x′ + αkg

′
k ∈ S,

то g′ ∈ Γ(x′,S). В той же час ‖g′ − g‖ < ε. Отже ρ(g′,Γ(x′,S)) < ε. Це
означає, шо g ∈ lim inf

x′→x
Γ(x′,S).
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Для v /∈ S покладемо
π(v) = {w ∈ S : ‖w − v‖ = ρS(v)} .

Через ∆(w,S) позначимо замкнуту опуклу оболонку конуса Булiнга Γ(w,S).

Лема 5.3.2. Якщо w ∈ π(v),g ∈ ∆(w,S), то 〈v − w,g〉 ≤ 0.

Доведення. Елемент w є розв’язком наступної екстремальної задачi: зна-
йти мiнiмум функцiї fv(x) = ‖v − x‖2 на множинi S. Згiдно з необхi-
дними умовами екстремуму в точцi w має виконуватися спiввiдношення
(fv)

′
(w,g) ≥ 0 для всiх g ∈ Γ(w,S). Оскiльки

(fv)
′
(w,g) = 2(w − v,g),

то (w − v,g) ≥ 0 для всiх g ∈ Γ(w,S). Звiдси випливає твердження леми.

Зафiксуємо x ∈ S i g ∈ Rn. Розглянемо функцiю

ϕ(α) =
1

2
ρ2
S(x+ αg), α ≥ 0 (5.3.5)

Оскiльки функцiя ρS лiпшицева, то i функцiя ϕ лiпшицева, тому вона
майже всюди диференцiйовна.

Лема 5.3.3. Якщо в точцi α > 0 функцiя ϕ(α), що визначена форму-
лою (5.3.5), диференцiйовна, то

ϕ′(α) ≤ ρS(x+ αg) · ρ(g,∆(z,S)),

де z– довiльний елемент множини π(x+ αg).

Доведення. Покладемо x+ αg = y. Маємо

ϕ′(α) = lim
β→0

1

β
(ϕ(α+ β) − ϕ(α)) = lim

β→0

1

2β
(ρ2
S(y + βg) − ρ2

S(y)).

Нехай z ∈ π(y). Тодi ρS(y) = ‖y − z‖ , ρS(y + βg) ≤ ‖y + βg − z‖. Тому
ϕ′(α) = lim

β→0

1

2β
(‖y + βg − z‖2 − ‖y − z‖2

) =
1

2
(fz)

′
(y,g) = (y − z,g′).

Тут, як i в лемi 5.3.2, fz(y) = ‖z − y‖2. Нехай g′ ∈ ∆(z,S). Тодi, як
випливає з леми 5.3.2, (y−z,g′) ≤ 0 i тому ϕ′(α) ≤ (y−z,g−g′). Оскiльки

(y − z,g − g′) ≤ ‖y − z‖ · ‖g − g′‖ = ρS(y) ‖g − g′‖ ,
то

ϕ′(α) ≤ ρS(y) inf
g′∈∆(z,S)

‖g − g′‖ = ρS(y) ρ(g,∆(z,S)).

Лема 5.3.4. Справедливе включення

lim inf
x′→x

∆(x′,S) ⊂ T (x,S).
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Доведення. Нехай g ∈ lim inf
x′→x

∆(x′,S). Тодi для довiльного ε > 0 знайде-

ться таке δ > 0, що для x′ ∈ Bδ(x) ∩ S виконується нерiвнiсть
ρ(g,∆(x′,S)) ≤ ε (5.3.6)

Нехай числа η > 0,α0 > 0 такi, що
2(η + α0 ‖g‖) < δ. (5.3.7)

Тодi для x′ ∈ Bη(x), α ∈ (0,α0) виконується включення
π(x′ + αg) ⊂ Bδ(x). (5.3.8)

Дiйсно, вiзьмемо x′ ∈ Bη(x),α ∈ (0,α0). Маємо
ρS(x′ + αg) ≤ ‖x′ + αg − x‖ ≤ ‖x′ − x‖ + α ‖g‖ < η + α0 ‖g‖ .

Тому для zα ∈ π(x′ + αg) виконуються нерiвностi
‖zα − x‖ = ‖zα − (x′ + αg) + (x′ − x) + αg‖ ≤
≤ ‖zα − (x′ + αg)‖ + ‖(x′ − x)‖ + α ‖g‖ =

= ρS(x′ + αg) + ‖(x′ − x)‖ + α ‖g‖ ≤ 2(η + α0 ‖g‖),
звiдси i випливає (5.3.8). Нехай для чисел η i α0 виконується нерiвнiсть
(5.3.7), x′ ∈ Bη(x) ∩ S. Розглянемо при α ∈ (0,α0) функцiю ϕ(α) =
1
2ρ

2
S(x′ + αg). Нехай як i вище, zα ∈ π(x′ + αg). З леми 5.3.3 випливає,

що в тих точках α, де iснує похiдна ϕ′(α), виконується нерiвнiсть
ϕ′(α) ≤ ρS(x′ + αg) ρ(g,∆(zε,S)).

В силу (5.3.8) zα ∈ Bδ(x), тому з нерiвностi (5.3.6) випливає спiввiдно-
шення ρ(g,∆(zα,S) ≤ ε. В той же час, оскiльки x′ ∈ S, то ρS(x′ + αg) ≤
‖(x′ + αg) − x′‖ ≤ α ‖g‖. Отже ϕ′(α) ≤ εα ‖g‖. Оскiльки ϕ(0) = 0, то

ϕ(α) = ϕ(α) − ϕ(0) =

αw

0

ϕ′(u)du ≤ ε ‖g‖ α
2

2
.

Ми показали, що при x′ ∈ Bη(x),α ∈ (0,α0) виконується нерiвнiсть
ρ2
S(x′ + αg) ≤ ε ‖g‖α2. Звiдси

ρS(x′ + αg) − ρS(x′) ≤ ρS(x′ + αg) ≤ α
√
ε ‖g‖ . (5.3.9)

Таким чином,

(ρS) ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,α↓0

1

α
(ρS(x′ + αg) − ρS(x′)) ≤

√
ε ‖g‖.

В силу довiльностi ε
(ρS) ↑

Cl
(x,g) = 0.

За визначенням конуса Кларка це означає, що g ∈ T (x,S).

Зауваження 5.3.1. Нехай Q – множина повної мiри, яка належить де-
якому околу точки x. Тодi

lim
x′→x

inf
x′∈Q

∆(x′,S) ⊂ T (x,S). (5.3.10)
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Доведення. Вiзьмемо ε > 0 i найдемо число δ > 0 так, щоб для x′ ∈
Bδ(x)∩S виконувалась нерiвнiсть (5.3.6). Потiм за δ знайдемо числа η >
0 i α0 > 0, при яких справедливе (5.3.7). Використовуючи доведення леми
5.3.4, отримаємо, що для x′ ∈ Bη(x) ∩Q виконується нерiвнiсть (5.3.9).
З цiєї нерiвностi, завдяки тому, що ε довiльне маємо спiввiдношення
(ρS) ↑

D
(x′,g) = 0. Оскiльки в силу теореми 5.2.12.

(ρS) ↑

Cl
(x,g) = lim

x′→x,x′∈Q
(ρS) ↑

D
(x′,g),

то (ρS) ↑

Cl
(x,g) = 0. Звiдси i випливає включення (5.3.10).

Доведення теореми 5.3.5 безпосередньо випливає з лем 5.3.1 i 5.3.4,
якщо врахувати включення ∆(x,S) ⊃ Γ(x,S).

Зауваження 5.3.2. Нехай, як i в зауваженнi 5.3.1, Q– множина повної
мiри, яка належить деякому околу точки x. Тодi

lim
x′→x

inf
Γ

(x,S) = lim
x′→x

inf
∆

(x,S) = lim
x′→x

inf
x′∈Q

∆(x,S).

Це випливає з леми 5.3.4 i зауваження 5.3.1.
Багатозначне вiдображення a, яке визначене на множинi X, називає-

ться напiвнеперервним знизу, якщо lim
x′→x

inf a(x′) = a(x). З теореми 5.3.5

випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5.3.1. Рiвнiсть T (x,S) = Γ(x,S) справедлива тодi i тiльки
тодi, коли багатозначне вiдображення x′ → Γ(x′,S) напiвнеперервне
знизу в точцi x.

5.4. УМОВИ МIНIМУМУ СУБДИФЕРЕНЦIЙОВНОЇ
ФУНКЦIЇ

Нехай функцiя f задана i субдиференцiйовна на вiдкритiй множинi
X ⊂ Rn, тобто в кожнiй точцi x ∈ X функцiя f диференцiйовна за
напрямками, причому iснує опуклий компакт ∂f (x) ⊂ Rn такий, що

f ′ (x,g) = max
v∈∂f(x)

〈υ,g〉 (5.4.1)

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї f на замкнутiй множинi S ⊂ X. З
леми 4.5.1 випливає справедливiсть наступного твердження.

Лема 5.4.1. Для того, щоб у точцi x∗ ∈ S функцiя f досягала свого
найменшого на S значення, необхiдно, щоб

max
v∈∂f(x∗)

〈υ,g〉 ≥ 0 ∀g ∈ Γ (x∗,S) (5.4.2)
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Зафiксуємо x ∈ S. Нехай A ⊂ Γ(x,S) — такий замкнутий опуклий
конус, що 0n ∈ A, i нехай U(x)— сiмейство опуклих конусiв таких, що

A ⊂ Γ (x,S) ∀A ∈ U (x) , ∪
A∈U(x)

A = Γ (x,S) . (5.4.3)

Завжди можна знайти сiмейство U(x), що задовольняє (5.4.3). Напри-
клад, можна взяти

U (x) = {l ∈ Rn |l = {g = λg0 |λ > 0} , g0 ∈ Γ (x,S) , ‖g0‖ = 1}.
Через A+ позначимо спряжений конус до конуса A:

Лема 5.4.2. Умова (5.4.2) еквiвалентна умовi

∂f (x∗)∩A+ 6= ∅ ∀A ∈ U (x∗) . (5.4.4)

Доведення. Припустимо протилежне. Нехай
∂f (x∗)∩A+ = ∅. (5.4.5)

Знайдемо
min

w∈A+, v∈∂f(x∗)
‖w − υ‖ = ‖w0 − υ0‖ = a. (5.4.6)

Очевидно, що в силу (5.4.5) маємо a > 0. Покладемо g0 = w0−υ0

‖w0−υ0‖
. З

(5.4.6) маємо
max

v∈∂f(x∗)
〈g0,υ〉 = −a < 0, (5.4.7)

〈g0,q〉 ≥ 0 ∀q ∈ A+. (5.4.8)
З (5.4.8) випливає g0 ∈ A++ = A, тобто g0 ∈ Γ(x∗,S). Тепер, як i при
доведеннi леми 4.5.2, знаходимо такi точки xk ∈ S, що f(xk) < f(x∗), що
суперечить тому, що x∗ — точка мiнiмуму.

Наслiдок 5.4.1. Якщо x∗ ∈ intS, то умова (5.4.4) має вигляд

0 ∈ ∂f (x∗) . (5.4.9)

Припустимо, що x ∈ S не є стацiонарною точкою функцiї f на S. Тодi
знайдеться такий конус A ∈ U(x), що ∂f (x) ∩A+ = ∅. Знайдемо

min
w∈A+, v∈∂f(x)

‖υ − w‖ = ‖υA (x) − wA (x)‖ = aA (x) . (5.4.10)

Очевидно, що aA(x)>0.
Оскiльки A+ i ∂f(x)— опуклi множини, то вектор vA(x)−wA(x) єди-

ний (хоча може iснувати цiле сiмейство пар точок [υA(x),wA(x)], якi
задовольняють (5.4.10)). Неважко бачити, що напрямок

gA (x) =
1

aA (x)
(wA (x) − υA (x))

– це напрямок спуску функцiї f на множинi S, тобто
gA (x) ∈ Γ (x) , max

υ∈∂f(x)
〈υ,gA (x)〉 = −aA (x) < 0.
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Знайдемо
sup

A∈U(x)

aA (x) = a (x) . (5.4.11)

Можна показати, що супремум в (5.4.10) досягається. Нехай вiн досяга-
ється на A(x). Тодi напрямок

g0 (x) =
1

a (x)

(
wA(x) (x) − υA(x) (x)

)

є напрямком найшвидшого спуску функцiї f на множинi S у точцi x.
Оскiльки елемент A(x) не обов’язково єдиний, то i напрямкiв найшвид-
шого спуску може бути декiлька.

Зауваження 5.4.1. Якщо x ∈int S, тo iз (5.4.9) одержимо, що напрямок

g (x) = − z (x)

‖z (x)‖ ,

єдиний н. н. с.

Таким чином, перевiрка необхiдної умови мiнiмуму зводиться до розв’я-
зання задачi математичного програмування (5.4.10). Кiлькiсть цих задач
залежить вiд кiлькостi множин A в сiмействi U(x). Звичайно, ми за-
цiкавленi в тому, щоб їхнє число було якнайменше. Якщо, наприклад,
Γ(x,S) — опуклий конус, то за U(x) можна взяти множину конусiв, що
мiстить лише конус Γ(x,S). Якщо конус Γ(x,S) опуклий (i точка x ∈ S
не є стацiонарною), то iснує єдиний напрямок найшвидшого спуску. Це
пов’язано з тим, що в (5.4.9) норма евклiдова. Якщо взяти, наприклад,
max-норму: ||x||m = max

i∈1:n
|x(i)|, де x = (x1, . . . ,xn), то н. н. с. може бути

багато. Проте множина напрямкiв найшвидшого спуску є опуклою.
Розглянемо випадок, коли f— гладка функцiя. Тодi умова (5.4.4) еквi-

валентна умовi
f ′(x∗) ∈ L(x∗), (5.4.12)

де f ′(x) - градiєнт функцiї f в точцi x, L(x) = ∩
a∈U(x)

A+. Якщо, зокрема,

виявилося, що L(x∗) = {0}, то умова (5.4.12) має вигляд f ′(x∗) = 0.

Приклад 5.4.1. Нехай x = (x1,x2) ∈ R2, x0 = (0,0), S = S1 ∪ S2, де
S1 = R2

+ = {x ∈ R2|x1 ≥ 0,x2 ≥ 0}, S2 = {x = (−α, − α)|α ∈ [0,1]}.
Очевидно, що

Γ(x0) = A1 ∪A2,

де A1 = R2
+, A2 = {x = (−α, − α)|α ≥ 0}. Ясно, що A+

1 = A1, A
+
2 = {x ∈

R2|(x,l) ≥ 0}, l = (−1,− 1). Маємо L(x0) = A+
1 ∩A+

2 = {(0,0)}.
Тому. для того, щоб в точцi x0 = (0,0) гладка функцiя f досягала най-
меншого значення, необхiдно, щоб f ′(x0) = 0.
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Порiвняємо необхiднi умови (5.4.4) i (5.4.12). Вони еквiвалентнi. От-
же, для гладкої функцiї перевiряти точку на екстремум можна за до-
помогою спiввiдношення (5.4.4) i за допомогою спiввiдношення (5.4.12).
Вище вже було показано, як за допомогою (5.4.4) можна знайти напря-
мок (чи напрямки, якщо їх багато) найшвидшого спуску функцiї f на S.
Чи можна це зробити за допомогою умови (5.4.12), дiючи так само, як у
випадку (5.4.4)? Знайдемо

min
υ∈L(x)

‖υ − f ′(x)‖ = ‖υ(x) − f ′(x)‖.

Однак напрямок

g =
υ(x) − f ′(x)

||υ(x) − f ′(x)||
не має нiчого спiльного з напрямком найшвидшого спуску. Вiн взагалi
може не належати конусу можливих напрямкiв.

Приклад 5.4.2. Нехай S ∈ R2, x0 = (0,0), S = S1 ∪ S2, де
S1 = {x ∈ R2|x = (x1,0), x1 ∈ [0,1]},
S2 = {x ∈ R2|x = (0,x2), x2 ∈ [0,1)}.

Зрозумiло, що Γ(x0) = A1 ∪ A2, де
A1 = {x ∈ R2|x =

(
x1,0

)
,x1 ≥ 0},

A2 = {x ∈ R2|x =
(
0,x2

)
,x2 ≥ 0}.

Маємо
A+

1 =
{
x ∈ R2| (x,l1) ≥ 0, l1 = (1,0)

}
,

тобто
A+

1 = {x =
(
x1,x2

)
|x1 ≥ 0}.

A+
2 =

{
x ∈ R2| (x,l2) ≥ 0, l2 = (0,1)

}
,

тобто
A+

2 = {x =
(
x1,x2

)
|x2 ≥ 0}.

Тодi
L (x0) = A+

1 ∩ A+
2 = R2

+ = {x =
(
x1,x2

)
|x1 ≥ 0,x2 ≥ 0}.

Вiзьмемо функцiю f (x) = −x1−x2. Ясно, що f ′ (x0) = (−1,− 1) , i умова
(5.4.12) не виконана. Знайдемо (див. рис. 5.4.1)

min
υ∈ℑ(x0)

||υ − f ′ (x0) || = || − f ′ (x0) ||.

Напрямок

g = −f ′ (x0)/||f ′ (x0) || =
(
1
/√

2,1
/√

2
)
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Рис. 5.4.1:

не належить конусу Γ (x0) . В той же час, iз умови (5.4.4) знайдемо
min
υ∈A+

1

||f ′ (x0) − υ|| = ||f ′ (x0) − υ1||, де υ1 = (0,− 1) ,

min
υ∈A+

2

||f ′ (x0) − υ|| = ||f ′ (x0) − υ2||, де υ2 = (−1,0) .

Звiдси маємо два напрямки

g1 =
υ1 − f ′ (x0)

||υ1 − f ′ (x0) ||
= (1,0) , g2 =

υ2 − f ′ (x0)

||υ2 − f ′ (x0) ||
= (0,1) .

При цьому
f ′ (x0,g1) = (f ′ (x0) ,g1) = −1, f ′ (x0,g2) = (f ′ (x0) ,g2) = −1,

тобто обидва напрямки є н. н. с. За допомогою умови (5.4.12) цього
факту нам встановити не вдалося.

Отже, не кожна необхiдна умова зручна не тiльки для перевiрки того,
чи є точка стацiонарною, але i для знаходження напрямкiв найшвидшого
спуску.

Вище було показано, як за допомогою (5.4.4) знайти н. н. с. субдифе-
ренцiйовної функцiї f на множинi S в точцi x ∈ S. Цей напрямок g (x)
належить конусу можливих напрямкiв Γ (x) . Однак вiн може виявитися
недопустимим, тобто може виявитися, що x+ αg (x) /∈ S ∀α > 0.

Лема 5.4.3. Якщо A ⊂ Rn– опуклий конус i

intA 6= ∅, (5.4.13)
B ⊂ Rn– опуклий компакт, η > 0 – довiльне число, то умова

B ∩ A+ 6= ∅ (5.4.14)
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еквiвалентна умовi

0 ∈ conv {B ∪ Tη (A)}, (5.4.15)
де

Tη (A) = {υ ∈ Rn|υ ∈
[
−A+

]
, ||υ|| = η}.

Доведення. Спочатку покажемо, що з (5.4.14) випливає (5.4.15). Якщо
має мiсце (5.4.14), то iснує таке υ, що υ ∈ B,υ ∈ A+, тому υ1 = βυ ∈
[−A+], де β = −2/||υ||. Складемо опуклу комбiнацiю

Sα = αυ + (1 − α) υ1 = αυ + (1 − α)βυ = ((1 − β)α+ β) υ.

При

α0 = − β

1 − β
=

η/||υ||
1 + η/||υ||

буде Sα0
= 0. При цьому α0 ∈ (0,1) , тобто Sα ∈ {B ∪ Tη (A)}.

Нехай тепер виконано (5.4.15). Тодi знайдуться такi α ∈ [0,1], υ1 ∈ B i
υ2 ∈ Tη (A), що

αυ1 + (1 − α) υ2 = 0n. (5.4.16)
Покажемо, що α 6= 0. Припустимо, що це не так. Тодi υ2 = 0, тобто

0 ∈ conv Tη (A) . (5.4.17)
За припущенням має мiсце умова (5.4.13).
Нехай S ∈ intA, тобто iснує r > 0 таке, що Br (S) ⊂ A. Нехай sin γ =
r/||S|| (випадок ||S|| = 0 тривiальний).
Тодi Γ = cone Br (S) ⊂ A. Оскiльки Γ+ ⊃ A+, то

Tη (A) ⊂ Tη (Γ) . (5.4.18)
Але з рис. 5.4.2 видно, що

||υ|| ≥ η sin γ ∀υ ∈ Tη (Γ) .

Звiдси. i з (5.4.18) випливає, що 0 /∈ Tη (A) , а це суперечить (5.4.17).
Отже, в (5.4.16) α 6= 0. Тодi

υ1 = −1 − α

α
υ2. (5.4.19)

Але υ1 ∈ B, а υ2 ∈ Tη (A) , тому υ = − 1−α
α υ2 ∈ A+. Отже, з (5.4.19)

випливає (5.4.14).

Зауваження 5.4.2. Умова (5.4.13) суттєва, що видно з наступного при-
кладу.

Приклад 5.4.3. Нехай x =
(
x(1),x(2)

)
∈ R2, A = {x ∈ R2|x =

(
x1,0

)
,x1 ≥

0}. Тодi (див. рис. 5.4.2) inf A = ∅, A+ = {υ = (υ(1),υ(2))|υ(1) ≥ 0}.
Оскiльки 0 ∈ conv Tη (A) ∀η > 0, то умова (5.4.15) справджується для
будь-якого B ⊂ Rn.
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Рис. 5.4.2:

Наслiдок 5.4.2. Якщо

intA 6= ∅ ∀A ∈ U (x∗) , (5.4.20)
то умова (5.4.4) еквiвалентна умовi

0 ∈ conv {∂f (x∗) ∪ Tη (A)} ∀A ∈ U (x∗) . (5.4.21)
Тут η > 0 — довiльне (але фiксоване) число.

Нехай x ∈ S не є стацiонарною точкою, тобто умова (5.4.20) (чи,
еквiвалентна умова (5.4.4)) не виконана. Для кожного A ∈ U (x) знайдемо
min

υ∈C(A)
||υ|| = ||υA (x) ||, де C (A) = conv {∂f (x) ∩ Tη (A)}. Нехай

max
A∈U(x)

||υA (x) || = ||υA(x) (x) ||.

Тодi напрямок
gη (x) = −υA(x) (x)

/
||υA(x) (x) || (5.4.22)

є допустимий напрямок спуску, тобто
(υ,gη (x)) ≤ −||υA(x) (x) || ∀υ ∈ ∂f (x) , (5.4.23)

gη (x) ∈ intA(x) ⊂ intΓ (x) . (5.4.24)
В рядi випадкiв (наприклад, множина S задається за допомогою нерiв-
ностей) з умов (5.4.23), (5.4.24) випливає, що iснує таке α0 > 0, що
x+ αgη ∈ S ∀α ∈ [0,α0].

При чисельному розв’язуваннi задач мiнiмiзацiї умову (5.4.21) викори-
стовувати зручнiше, нiж умову (5.4.14). Вiдзначимо, що у тому випадку
коли U(x) мiстить бiльш нiж одну множину A, напрямок gη (x) може
виявитися неєдиним.

Зауваження 5.4.3. Неважко показати, що для gη (x) (див. (5.4.22)) має
мiсце твердження: якщо

gηk
(x) −→

ηk→∞
g(x), (5.4.25)
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то g(x) — напрямок найшвидшого спуску функцiї f на S в точцi x. В
силу неєдиностi gη (x) границя в (5.4.25) теж може бути неєдиною.

Зауваження 5.4.4. Нехай множина S визначається за допомогою нерiв-
ностей

S = {x ∈ Rn|hi(x) ≤ 0 ∀i ∈ I},
де hi ∈ C1,I = {1, . . . ,N}. Якщо x ∈ S, max

i∈I
hi(x) = 0 i

0 /∈ conv {h′i(x)| i ∈ Q(x)}, (5.4.26)
де Q(x) = {i ∈ I|hi(x) = 0}, то Γ(x)— опуклий конус, при цьому

(Γ(x))+ = Γ+(x) = cone {−h′i(x)| i ∈ Q(x)}. (5.4.27)
В цьому випадку умова (5.4.21) еквiвалентна умовi

0 ∈ conv {{∂f(x)} ∪ {h′i(x)| i ∈ Q(x)}} . (5.4.28)
Умова (5.4.26) називається умовою Слейтера.

Зауваження 5.4.5. Якщо (див. зауваження 5.4.4) функцiї f i hi опуклi
на Rn i має мiсце умова Слейтера (5.4.26), то умова (5.4.28) є достатньою
умовою мiнiмуму.

Зауваження 5.4.6. Очевидно, умова (5.4.14) еквiвалентна умовi
0 ∈ [B − A+]. (5.4.29)

Бiльш того, якщо (5.4.14) не виконана, то при розв’язаннi задач
min

υ∈B, w∈A+
||υ − w|| = ||υ0 − w0||,

min
z∈[B−A+]

||z|| = ||z0||

одержуємо один i той самий вектор z0 = υ0 − w0.
Аналогiчно, (5.4.4) еквiвалентна умовi

0 ∈ [∂f(x∗) − A+] ∀A ∈ U(x∗),

i для знаходження напрямкiв найшвидшого спуску потрiбно знайти
max

A∈U(x0)
min

z∈[∂f(x0)−A+]
||z||.

Лема 5.4.4. Достатня умова мiнiмуму

max
υ∈∂f(x∗)

〈υ,g〉 > 0 ∀g ∈ Γ(x∗), g 6= 0n, (5.4.30)

за умов (5.4.3) еквiвалентна умовi

0 ∈ int [∂f(x∗) − A+] ∀A ∈ U(x∗). (5.4.31)
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Роздiл VI
Квазiдиференцiйовнi функцiї.

6.1. КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

6.1.1. Означення та приклади квазiдиференцiйовних фун-
кцiй

Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi X у просторi Rn i
має похiдну за напрямками f ′(x,g) у точцi x ∈ X. Нагадаємо, що функцiя
f називається субдиференцiйовною у точцi x, якщо f ′(x,g) є сублiнiйною
функцiєю або, що те ж саме, якщо знайдеться такий опуклий компакт
U , що

f ′(x,g) = max
h∈U

〈h,g〉, g ∈ Rn. (6.1.1)

Форма (6.1.1) дуже зручна для вивчення похiдної. Її можна розглядати як
свого роду лiнеаризацiю похiдної, вираз її через лiнiйнi функцiї. Разом iз
субдиференцiйовними можна розглядати супердиференцiйовнi функцiї,
тобто функцiї, похiднi f ′(x,g) яких можна записати так:

f ′(x,g) = min
h∈V

〈h,g〉, g ∈ Rn,

де V – опуклий компакт. Зрозумiло, що функцiя f супердиференцiйовна
тодi i тiльки тодi, коли функцiя f1(x) = −f(x) субдиференцiйовна.

Клас субдиференцiйовних функцiй досить широкий, зокрема, як вiд-
значалося у попередньому роздiлi, якщо похiдна f ′(x,g) напiвнеперервна
зверху за x при кожному g, то функцiя f(x) субдиференцiйовна. Сума
i максимум (поточковий супремум) скiнченної кiлькостi субдиференцi-
йовних функцiй також є субдиференцiйовними функцiями. У той же час
множина субдиференцiйовних функцiй не є лiнiйним простором. Ця об-
ставина наводить на думку розглянути множину функцiй, у яких похiдна
може бути записана у виглядi рiзницi двох сублiнiйних функцiй або су-
ми сублiнiйної i суперлiнiйної функцiй. Сукупнiсть таких функцiй вже
є лiнiйним простором.

Означення 6.1.1. Визначена на вiдкритiй множинi X у просторi Rn фун-
кцiя f(x) називається квазiдиференцiйовною в точцi x ∈ X, якщо вона
диференцiйовна за напрямками в цiй точцi i її похiдну f ′(x,g) можна
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подати у виглядi
f ′(x,g) = max

h∈U
〈h,g〉 + min

h∈V
〈h,g〉, g ∈ Rn, (6.1.2)

де U,V – опуклi компактнi множини в Rn.

Покладемо

f ′(x,g) = max
h∈U

〈h,g〉, f
′
(x,g) = min

h∈V
〈h,g〉, l(g) = f ′(x,g) + f

′
(x,g).

Функцiя f ′(x,g) сублiнiйна, а функцiя f
′
(x,g) – суперлiнiйна. Тому по-

хiдна f ′(x,g) = l(g) є елементом простору L функцiй, якi можна пода-
ти у виглядi суми сублiнiйної та суперлiнiйної функцiї. Пара опуклих
компактiв [U,V ], що використовується у формулi (6.1.2) для запису по-
хiдної визначена неєдиним чином. Оскiльки похiдна f ′(x,g) є елементом
простору L, то їй вiдповiдає елемент простору опуклих множин, тоб-
то клас еквiвалентних пар опуклих компактiв. Пари [U1,V1] i [U2,V2], де
Vi, Ui, i = 1,2, – опуклi компакти називаються еквiвалентними, якщо
U1 − V2 = U2 − V1.

Означення 6.1.2. Нехай функцiя f квазiдиференцiйовна в точцi x. Клас
еквiвалентних пар опуклих компактiв [U,V ], якi мають властивiсть

f ′(x,g) = max
h∈U

〈h,g〉 + min
h∈V

〈h,g〉 ∀g ∈ Rn,

називається квазiдиференцiалом функцiї f в точцi x i позначається
символом Df(x). Кожну пару множин, що належить цьому класу, також
будемо називати квазiдиференцiалом i позначатимемо тим же символом
Df(x). Якщо Df(x) = [U,V ], то множину U назвемо субдиференцiалом
функцiї f у точцi x i позначатимемо символом ∂f(x), а множину V
назвемо супердиференцiалом функцiї f в точцi х i позначатимемо через
∂f(x). Отже, Df(x) = [∂f(x),∂f(x)].

Пiдкреслимо, що множини ∂f(x) та ∂f(x) не можна розглядати окре-
мо. Сенс має лише пара Df(x) = [∂f(x),∂f(x)] як представник класу
еквiвалентних пар простору опуклих множин.

Квазiдиференцiйовнiсть функцiї f у точцi x означає, що функцiя f
має похiдну за напрямками (похiдну Дiнi) у цiй точцi, i вказана похi-
дна може бути виражена через лiнiйнi функцiї (квазiлiнеаризована) за
допомогою квазiдиференцiала Df(x) = [∂f(x),∂f(x)] за формулою

f ′(x,g) = max
h∈∂f(x)

〈h,g〉 + min
h∈∂f(x)

〈h,g〉.

У тому випадку, коли функцiя f диференцiйовна в точцi x за Адама-
ром i квазiдиференцiйовна, будемо говорити, що f квазiдиференцiйовна
за Адамаром.

Зауважимо, що квазiдиференцiйовна локально лiпшицева функцiя
квазiдиференцiйовна за Адамаром.

240



Нехай функцiя f диференцiйовна за напрямками на вiдкритiй множи-
нi X. Якщо функцiю f можна представити у виглядi суми двох функцiй,
причому похiдна однiєї з них напiвнеперервна знизу, а похiдна iншої -
напiвнеперервна зверху при кожному напрямку g, то функцiя f квазi-
диференцiйовна на X (тобто в кожнiй точцi x ∈ X). Припустимо, що
квазiдиференцiал функцiї f у точцi x ∈ X невироджений в тому сенсi,
що не iснує квазiдиференцiала вигляду [∂f(x),{0}] або [{0},∂f(x)], тоб-
то функцiя f не є субдиференцiйовною чи супердиференцiйовною. Тодi
f ′(x,g) не є напiвнеперервною зверху чи знизу. Точнiше кажучи, принай-
мi при одному g ∈ Rn функцiя x→ f ′(x,g) не є напiвнеперервною зверху
чи напiвнеперервною знизу в точцi x.

Субдиференцiйовнiсть (супердиференцiйовнiсть) квазiдиференцiйов-
ної функцiї f рiвносильна тому, що ця функцiя має квазiдиференцiал
вигляду Df(x) = [∂f(x),{0}] (вигляду Df(x) = [{0},∂f(x)]).

Клас квазiдиференцiйовних функцiй досить широкий. Приведемо де-
кiлька прикладiв таких функцiй.

Приклад 6.1.1. Якщо функцiя f має градiєнт у точцi x, то вона квазi-
диференцiйовна в цiй точцi. Її квазiдиференцiалами є, наприклад, пари
[∇f(x),{0}] чи [{0},∇f(x)]. Таким чином, функцiя f є одночасно i субди-
ференцiйовною i супердиференцiйовною.

Приклад 6.1.2. Нехай f – визначена на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn

опукла функцiя. Тодi функцiя f диференцiйовна за напрямками у точцi
x ∈ X, причому

f ′(x,g) = max
h∈∂f(x)

〈h,g〉,
де

∂f(x) = {v ∈ Rn | f(z) − f(x) ≥ 〈v,z − x〉, ∀z ∈ X}
субдиференцiал функцiї f у точцi x. Звiдси випливає, що функцiя f
- квазiдиференцiйовна в точцi x. Як квазiдиференцiал функцiї f в цiй
точцi можна взяти пару Df(x) = [∂f(x),{0}]. Це означає, що опукла
функцiя субдиференцiйовна.

Аналогiчно показується, що визначена на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn

угнута функцiя f є квазiдиференцiйовною (i навiть супердиференцiйов-
ною) в точках x ∈ X. Як квазiдиференцiал можна взяти пару Df(x) =
[{0},∂f(x)], де ∂f(x) – супердиференцiал функцiї f

∂f(x) = {w ∈ Rn | f(z) − f(x) ≤ 〈w,z − x〉, ∀z ∈ X}.
Приклад 6.1.3. Нехай X – вiдкрита множина в Rn, Y – компакт в
Rm, функцiя ϕ(x,y) визначена на X × Y i неперервна разом зi своєю
частинною похiдною ϕ′

x(x,y). Покладемо
f1(x) = max

y∈Y
ϕ(x,y), f2(x) = min

y∈Y
ϕ(x,y).
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Оскiльки

f ′1(x,g) = max
y∈R(x)

〈ϕ′
x(x,y),g〉, f ′2(x,g) = min

x∈Q(x)
〈ϕ′
x(x,y),g〉,

де R(x) = {y ∈ G|ϕ(x,y) = f1(x)}, Q(x) = {y ∈ G|ϕ(x,y) = f2(x)}, то
функцiї f1 i f2 квазiдиференцiйовнi в точцi x ∈ X, причому як квазiди-
ференцiали виступають вiдповiдно пари

Df1(x) = [∂f1(x),{0}], Df2(x) = [{0},∂f2(x)],
де

∂f1(x) = conv {v ∈ Rn|v = ϕ′
x(x,y), y ∈ R(x)},

∂f2(x) = conv {w ∈ Rm|w = ϕ′
x(x,y), y ∈ Q(x)}.

Звiдси випливає, що функцiя максимуму f1(x) субдиференцiйовна, а
функцiя мiнiмуму f2(x) супердиференцiйовна на X.

6.1.2. Основнi формули квазiдиференцiйного числення

Вкажемо властивостi квазiдиференцiйовних функцiй, якi можна тра-
ктувати як квазiдиференцiальне числення. При цьому алгебраїчнi опе-
рацiї над парами опуклих компактiв (у тому числi i над квазiдиференцi-
алами) будемо розумiти так:

[U1,V1] + [U2,V2] = [U1 + U2,V1 + V2],

λ[U,V ] =

{
[λU,λV ], λ ≥ 0,
[λV,λU ], λ ≤ 0.

Теорема 6.1.1. 1). Нехай функцiї f1(x) i f2(x) квазiдиференцiйовнi в
точцi x. Тодi сума i добуток цих функцiй квазiдиференцiйовнi в цiй
точцi. При цьому

D(f1 + f2)(x) = Df1(x) + Df2(x), (6.1.3)
D(f1 · f2)(x) = f1(x)Df2(x) + f2(x)Df1(x). (6.1.4)

Iншими словами, якщо [∂f1(x),∂f1(x)], [∂f2(x),∂f2(x)] - квазiдиференцi-
али функцiй f1 i f2 в точцi x, то квазiдиференцiали [∂(f1+f2)(x),∂(f1+
f2)(x)], [∂(f1 ·f2)(x),∂(f1 ·f2)(x)] функцiй f1+f2 та f1 ·f2 обчислюються
за формулами

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x),

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x),
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∂(f1 · f2)(x) =





f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≥ 0,f2(x) ≥ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≤ 0,f2(x) ≥ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≤ 0,f2(x) ≤ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≥ 0,f2(x) ≤ 0,

∂(f1 · f2)(x) =





f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≥ 0,f2(x) ≥ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≤ 0,f2(x) ≥ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≤ 0,f2(x) ≤ 0,

f1(x)∂f2(x) + f2(x)∂f1(x), якщо f1(x) ≥ 0,f2(x) ≤ 0.

2). Нехай функцiя f(x) квазiдиференцiйовна в точцi x. Тодi при будь-
якому дiйсному λ функцiя λf(x) також квазiдиференцiйовна в цiй
точцi, причому

D(λf)(x) = λDf(x). (6.1.5)

Iншими словами, якщо [∂f(x),∂f(x)] – квазiдиференцiал функцiї f(x)
в точцi x, то для квазiдиференцiала [∂(λf)(x),∂(λf)(x)] функцiї λf(x)
в цiй точцi справедлива рiвнiсть

∂(λf)(x) =

{
λ∂f(x), λ ≥ 0,

λ∂f(x), λ ≤ 0,

∂(λf)(x) =

{
λ∂f(x), λ ≥ 0,

λ∂f(x), λ ≤ 0.

3). Нехай функцiя f(x) квазiдиференцiйовна в точцi x, причому f(x) 6=
0. Тодi функцiя ( 1

f )(x) = 1
f(x) квазiдиференцiйовна в точцi x, i

D

(
1

f

)
(x) = − 1

f2(x)
Df(x). (6.1.6)

Iншими словами, якщо [∂f(x),∂f(x)]– квазiдиференцiал функцiї f(x)

в точцi x, то для квазiдиференцiала [∂
(

1
f

)
(x),∂

(
1
f

)
(x)] функцiї 1

f в

точцi x виконуються рiвностi

∂

(
1

f

)
(x) = − 1

f2(x)
∂f(x), ∂

(
1

f

)
(x) = − 1

f2(x)
∂f(x).

Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що функцiя f1(x) + f2,(x) f1(x) · f2(x),
λf(x) i 1

f (x) диференцiйовнi в точцi x за напрямками, причому для всiх
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g ∈ Rn виконуються рiвностi
(f1 + f2)

′(x,g) = f ′1(x,g) + f ′2(x,g),

(f1 · f2)′(x,g) = f1(x)f
′
2(x,g) + f2(x)f

′
1(x,g),

(λf)′(x,g) = λf ′(x,g),
(

1

f

)′

(x,g) = − 1

f2(x)
f ′(x,g).

Розглянемо, наприклад, функцiю f1 · f2. Її похiдна представляється у ви-
глядi µ1l2(g) + µ2l1(g), де числа µ1, µ2 спiвпадають з f1(x), f2(x) вiдпо-
вiдно, а функцiї l1(g), l2(g) – з похiдними f ′1(x,g), f

′
2(x,g). За означенням

квазiдиференцiйовностi функцiї li(g) i = 1,2, є елементами простору L,
тобто їх можна представити у виглядi суми сублiнiйної та суперлiнiйної
функцiй. Оскiльки L – лiнiйний простiр, то функцiя µ1l2(g) + µ2l1(g)
також входить в L. Це означає, що f1 · f2 – квазiдиференцiйовна фун-
кцiя. Виразимо її квазiдиференцiал D(f1 ·f2)(x) через квазiдиференцiали
Dfi(x) функцiй fi(x), i = 1,2 . Нехай ψ – вiдображення, яке ставить у
вiдповiднiсть функцiї l ∈ L елемент α = [U,V ] простору опуклих множин
при якому справедлива рiвнiсть

l(g) = max
h∈U

〈h,g〉 + min
h∈V

〈h,g〉.

Тодi ψ(l1) = Df1(x), ψ(l2) = Df2(x). Оскiльки вiдображення ψ лiнiйне,
то ψ(µ1l2 + µ2l1) = µ1Df2(x) + µ2Df1(x). В той же час ψ(µ1l2 + µ2l1) =
D(f1 · f2)(x). Отже,

D(f1 · f2)(x) = f1(x)Df2(x) + f2(x)Df1(x).

Тим самим формула (6.1.4) доведена. Аналогiчно перевiряються формули
(6.1.3), (6.1.5) i (6.1.6). Їх роз’яснення, дане в теоремi, одразу випливає
з визначення алгебраїчних операцiй у просторi опуклих множин.

Наслiдок 6.1.1. Якщо функцiї f1(x) i f2(x) квазiдиференцiйовнi в точцi
x, тo їх рiзниця f1(x) − f2(x) квазiдиференцiйовна в цiй точцi. При
цьому, як випливає з (6.1.3) i (6.1.5),

D(f1 − f2)(x) = Df1(x) − Df2(x).

Якщо f2(x) 6= 0, то частка f1(x)
f2(x)

квазiдиференцiйовна в точцi x, при-
чому

D

(
f1
f2

)
(x) =

1

f2
2 (x)

(f2(x)Df1(x) − f1(x)Df2(x)) .

Ця рiвнiсть випливає з формул (6.1.4) i (6.1.6).

Зауваження 6.1.1. Формули квазiдиференцiального числення, запропо-
нованi в теоремi 6.1.1 (i нижче), мають наступний змiст: серед квазi-
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диференцiалiв функцiї в деякiй точцi iснує квазiдиференцiал вказаного
вигляду (iншi квазiдиференцiали є еквiвалентними йому парами).

Перейдемо до операцiї знаходження мiнiмуму та максимуму.

Теорема 6.1.2. Нехай функцiї f1(x), . . . ,fm(x) визначенi на вiдкритiй
множинi X та квазiдиференцiйовнi в точцi x ∈ X. Нехай

ϕ1(x) = max
i=1,m

fi(x), ϕ2(x) = min
i=1,m

fi(x).

Тодi функцiї ϕ1(x) i ϕ2(x) квазiдиференцiйовнi в точцi x i

Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)], Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

де

∂ϕ1(x) = conv
⋃

k∈R(x)


∂fk(x) −

∑

i∈R(x),i 6=k

∂fi(x)


 , (6.1.7)

∂ϕ1(x) =
∑

k∈R(x)

∂fk(x), ∂ϕ2(x) =
∑

k∈Q(x)

∂fk(x), (6.1.8)

∂ϕ2(x) = conv
⋃

k∈Q(x)


∂fk(x) −

∑

i∈Q(x),i 6=k

∂fi(x)


 . (6.1.9)

Tут [∂fk(x),∂fk(x)] квазiдиференцiал функцiї fk в точцi x, R(x) = {i ∈
I|fi(x) = ϕ1(x)}, Q(x) = {i ∈ I|fi(x) = ϕ2(x)}, I = {1, . . . ,m}
Доведення. Обмежимося випадком функцiї ϕ1. Ця функцiя диференцi-
йовна за напрямками, причому

(ϕ1)
′(x,g) = max

i∈R(x)
f ′i(x,g). (6.1.10)

Функцiї li(g) = f ′i(x,g) входять у простiр L, функцiя l(g) = max
i∈R(x)

li(g)

також входить у L. Ця обставина разом з формулою (6.1.10) показує, що
функцiя ϕ1 квазiдиференцiйовна. Формули (6.1.7) — (6.1.9) випливають
з теореми 6.1.1.

Зауваження 6.1.2. Нижче наводиться iнше доведення цiєї теореми.

Iстотне мiсце у квазiдиференцiальному численнi займає теорема про ква-
зiдиференцiйовнiсть композицiї.

Теорема 6.1.3. Нехай X - вiдкрита множина в Rn, Y - вiдкрита мно-
жина в Rm, i нехай вiдображення H(x) = (h1(x), . . . ,hm(x)) визначене
на X, приймає значення в Y , i його координатнi функцiї hi(x) ква-
зiдиференцiйовнi в точцi x0 ∈ X. Нехай функцiя f визначена на Y i
квазiдиференцiйовна за Адамаром в точцi y0 = H(x0). Тодi функцiя

ϕ(x) = f(H(x))
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квазiдиференцiйовна в точцi x0. При цьому квазiдиференцiал Dϕ(x0) =
[∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)] описується наступним чином:

∂ϕ(x0) =

{
p|p =

m∑

i=1

(ν(i)(λi + µi) − ν(i)λi − ν(i)µi),

ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) ∈ ∂f(y0), λi ∈ ∂hi(x0), µi ∈ ∂hi(x0)
}
, (6.1.11)

∂ϕ(x0) =

{
l|l =

m∑

i=1

(ν(i)(λi + µi) + ν(i)λi + ν(i)µi),

ν = (ν(1),...,ν(m)) ∈ ∂f(y0), λi ∈ ∂hi(x0), µi ∈ ∂hi(x0)
}
. (6.1.12)

Тут ν i ν будь-якi вектори, якi задовольняють нерiвнiсть ν 6 ν 6 ν
для всiх ν ∈ ∂f(y0) ∪ (−∂f(y0)).

Зауваження 6.1.3. Пара множин [∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)], про яку йде мова в
теоремi, залежить вiд векторiв ν i ν, якi визначаються неоднозначно.
Вибираючи цi вектори рiзними способами, будемо одержувати рiзнi пари
опуклих компактiв. Однак всi отриманi таким способом пари еквiвален-
тнi мiж собою i представляють один i той же елемент простору опуклих
множин.

Теорема 6.1.3 випливає з теореми 7.4.1.
Наведемо приклади обчислення квазiдиференцiала композицiї.

Приклад 6.1.4. Нехай функцiї h1(x), . . . ,hm(x), x ∈ Rn, квазiдиференцi-
йовнi в точцi x0 ∈ X, а функцiя f(y) неперервно диференцiйовна в точцi
y0 = (h1(x0), . . . ,hm(x0)) ∈ Rm. Покладемо

ϕ(x) = f(h1(x), . . . ,hm(x)), x ∈ X,

i виразимо квазiдиференцiал Dϕ(x0) = [∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)] функцiї ϕ(x) в то-
чцi x0 через квазiдиференцiал Dhi(x0) = [∂hi(x0),∂hi(x0)] функцiї hi(x)

в точцi x0 i градiєнт ∇f(y0) =
(

∂f
∂y(1) (y0), . . . ,

∂f
∂y(m) (y0)

)
функцiї f . Вва-

жатимемо, що квазiдиференцiал цiєї функцiї f в точцi y0 виражається
парою

[
{ 1

2∇f(y0)},{ 1
2∇f(y0)}

]
. Нехай I = {1,2, . . . ,m},

I1 = {i ∈ I| ∂f

∂y(i)
(y0) < 0}, I2 = {i ∈ I| ∂f

∂y(i)
(y0) > 0}.

Покладемо

ν(i) =

{
+ 1

2
∂f
∂y(i) (y0), i ∈ I1,

− 1
2
∂f
∂y(i) (y0), i ∈ I2,

ν(i) =

{
− 1

2
∂f
∂y(i) (y0), i ∈ I1,

+ 1
2
∂f
∂y(i) (y0), i ∈ I2.
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Використавши теорему 6.1.3, отримаємо

∂ϕ(x0) =

{
l|l =

∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y0)µi +

∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y0)λi,

λi ∈ ∂hi(x0),µi ∈ ∂hi(x0), i ∈ I
}
,

∂ϕ(x0) =

{
l|l =

∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y0)λi +

∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y0)µi,

λi ∈ ∂hi(x0),µi ∈ ∂hi(x0), i ∈ I
}
.

Приклад 6.1.5. Нехай функцiї h1(x), . . . ,hm(x) визначенi на вiдкритiй
множинi X ⊂ Rn i супердиференцiйовнi в точцi x0 ∈ X, тобто цi функцiї
диференцiйовнi за напрямками у точцi x0 i для їх похiдних h′i(x0,g)
справедливi представлення

h′i(x0,g) = min
p∈Vi

〈p,g〉,

де Vi,i ∈ I, – опуклi компакти. Зрозумiло, що як квазiдиференцiал
Dhi(x0) можна розглядати пару [{0},Vi]. Нехай функцiя f визначена
на вiдкритiй множинi Y , що мiстить точку y0 = (h1(x0), . . . ,hm(x0)), i
функцiя f субдиференцiйовна у цiй точцi, iншими словами, iснує квазi-
диференцiал Df(x0) вигляду [U,{0}]. Покладемо

ϕ(x) = f(h1(x), . . . ,hm(x)) (6.1.13)

i знайдемо квазiдиференцiал Dϕ(x0). Нехай вектор ν = (ν(1),...,ν(m)) ∈
Rm такий, що

0 6 ν, ν 6 ν ∀ ν ∈ U.

Застосовуючи теорему 6.1.3, отримаємо
Dϕ(x0) = [∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)],

де

∂ϕ(x0) =

{
w| w =

m∑

i=1

(ν(i) − ν(i))vi,

vi ∈ Vi, i ∈ I, ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) ∈ U
}
, (6.1.14)

∂ϕ(x0) =

{
w| w =

m∑

i=1

ν(i)vi, vi ∈ Vi

}
=

m∑

i=1

ν(i)Vi. (6.1.15)

Зауваження 6.1.4. Нехай компакт U повнiстю лежить у конусi Rm− ,
що складається з векторiв з недодатнiми компонентами. Тодi як ν мо-
жна взяти нульовий вектор. У цьому випадку множина ∂ϕ(x0), що ви-
значенa формулою (6.1.15), складається лише з нуля, тобто функцiя ϕ
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субдиференцiйовна. Її субдиференцiал визначається формулою (6.1.14)
при ν(i) = 0,i = 1, . . . ,m. Розглянемо випадок, коли f – опукла фун-
кцiя, а h1(x), . . . ,hm(x) – угнутi функцiї. Тодi функцiя f субдиференцi-
йовна, h1(x), . . . ,hm(x) супердиференцiйовнi. Квазiдиференцiал компо-
зицiї (6.1.13) знаходиться за допомогою формул (6.1.14) i (6.1.15), де
U = ∂f(y0) – субдиференцiал функцiї f у точцi y0, а Vi = ∂hi(x0) –
супердиференцiал функцiї hi в точцi x0.

Приклад 6.1.6. Нехай f – така ж функцiя, як i в прикладi 6.1.5, а фун-
кцiї h1(x), . . . ,hm(x) субдиференцiйовнi. Нехай квазiдиференцiал Dhi(x0)
функцiї hi(x) у точцi x0 збiгається з парою [Vi,{0}] . Обчислимо квазiди-
ференцiал Dϕ(x0) функцiї ϕ(x), визначеної формулою (6.1.11), у точцi x0.
Для цього розглянемо вектор ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) ∈ Rm, що задовольняє
нерiвностi

ν 6 0, ν 6 ν ∀ ν ∈ U,

де U – опуклий компакт, який має властивiсть
f ′(y0,g) = max

p∈U
〈p,g〉.

Застосовуючи теорему 6.1.3, одержимо
Dϕ(x0) = [∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)],

де

∂ϕ(x0) =

{
w| w =

m∑

i=1

(ν(i) − ν(i))vi,

vi ∈ Vi, i = 1, . . . ,m, ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) ∈ U
}
, (6.1.16)

∂ϕ(x0) =

m∑

i=1

ν(i)Vi. (6.1.17)

Зауваження 6.1.5. Якщо множина U повнiстю лежить у конусi Rm+ ,
який складається з векторiв з невiд’ємними компонентами, то можна
вважати, що ν = 0. У цьому випадку функцiя ϕ субдиференцiйовна.

Якщо f(y) i h1(x), . . . ,hm(x) – опуклi функцiї, тодi їх композицiя
(6.1.13) квазiдиференцiйовна i її квазiдиференцiал знаходиться за допо-
могою формул (6.1.16) i (6.1.17), де Vi = ∂hi(x0), U = ∂f(y0) – субди-
ференцiали вiдповiдних функцiй. Якщо, крiм того, функцiя f(y) зростає
(тобто нерiвнiсть y1 > y2 приводить до f(y1) > f(y2)), то функцiя ϕ опу-
кла. З монотонностi f(y) випливає, що субдиференцiал ∂f(y0) лежить у
конусi Rm+ . Тому можна вважати, що ν = 0. У даному випадку субди-
ференцiал ∂ϕ(x0) опуклої функцiї ϕ(x) = f(h1(x), . . . ,hm(x)) в точцi x0
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може бути обчислений за допомогою формули (6.1.14) при ν = 0:

∂ϕ(x0) =

{
w|w =

m∑

i=1

ν(i)vi, vi ∈ ∂hi(x0), ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) ∈ ∂f(y0)

}
.

Використовуючи теорему 6.1.3, виведемо формулу для квазiдиферен-
цiала функцiї максимуму. Нехай

ϕ(x) = max{h1(x), . . . ,hm(x)},
де h1(x), . . . ,hm(x)– квазiдиференцiйовнi функцiї, якi визначенi на вiд-
критiй множинi X i мають у точцi x0 ∈ X квазiдиференцiал Dhi(x0) =
[∂hi(x0),∂hi(x0)]. Представимо функцiю ϕ як композицiю вiдображення
H : X → Rm, визначеного рiвнiстю H(x) = (h1(x), . . . ,hm(x)) i функцiї
f , де

f(y) = max
i=1,...,m

y(i),

Тут y = (y(1), . . . ,y(m)) ∈ Rm. Функцiя f сублiнiйна. Її похiдна f ′(y,g)
обчислюється за формулою

f ′(y,g) = max
i∈R(y)

g(i),

де g = (g(1), . . . ,g(m)) ∈ Rm, R(y) = {i ∈ I| y(i) = f(y)}. Нехай y0 =
(h1(x0), . . . ,hm(x0)). Легко перевiрити, що субдиференцiал ∂f(y0) має
вигляд

∂f(y0) =

{
ν|ν = (ν(1), . . . ,ν(m)) :

m∑

i=1

ν(i) = 1,ν(i) > 0; ν(i) = 0,i /∈ R(y0)

}
,

а квазiдиференцiал Df(x0) збiгається з парою [∂f(x0),{0}].
Знайдемо квазiдиференцiал Dϕ(x0) = [∂ϕ(x0),∂ϕ(x0)] функцiї ϕ в то-

чцi x0. З цiєю метою скористаємося формулами (6.1.11) i (6.1.12), поклав-
ши ν = 0, ν = (ν(1), . . . ,ν(m)), де

ν(i) =

{
0, якщо i /∈ R(y0),

1, якщо i ∈ R(y0).

Маємо

∂ϕ(x0) =



l| l =

∑

i∈R(y0)

ν(i)(αi + βi) −
∑

i∈R(y0)

βi,

αi ∈ ∂hi(x0), βi ∈ ∂hi(x0),
∑

i∈R(y0)

νi = 1, νi > 0, ∀ i ∈ R(y0)



 ,
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∂ϕ(x0) =
∑

i∈R(y0)

∂hi(x0). (6.1.18)

Якщо w ∈ ∂ϕ(x0), то

w =
∑

i∈R(y0)

ν(i)(αi + βi) −



∑

i∈R(y0)

ν(i)






∑

k∈R(y0)

βk


 =

=
∑

i∈R(y0)

ν(i)


αi −

∑

k∈R(y0)

βk + βi


 =

∑

i∈R(y0)

ν(i)


αi −

∑

k∈R(y0),k 6=i

βk




Тут ν(i) > 0,
∑
i∈R(y0)

ν(i) = 1, αi ∈ ∂hi(x0), βi ∈ ∂hi(x0). Зi сказаного
випливає, що множина ∂ϕ(x0) може бути представлена у виглядi

∂ϕ(x0) = conv
⋃

i∈R(y0)


∂hi(x0) −

∑

k∈R(y0),k 6=i

∂hk(x0)


 . (6.1.19)

Формули (6.1.18) i (6.1.19) збiгаються з формулами для обчислення ква-
зiдиференцiала функцiї максимуму, наведеними в теоремi 6.1.2.

6.1.3. Приклади обчислення квазiдиференцiалiв

Приклад 6.1.7. Нехай f(x) = |x|, x ∈ R1, x0 = 0. Маємо
f(x) = max{ϕ1(x),ϕ2(x)} = max

i∈I
ϕi(x)

ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = −x, I = {1,2}.
Ясно, що R(x0) = {1,2}, функцiї ϕ1, ϕ2 - гладкi. Вiзьмемо Dϕ1(x0) =
[∂ϕ1(x0),∂ϕ1(x0)], Dϕ2(x0) = [∂ϕ2(x0),∂ϕ2(x0)],

∂ϕ1(x0) = {ϕ′
1(x0)} = {1}, ∂ϕ1(x0) = {0},

∂ϕ2(x0) = {ϕ′
2(x0)} = {−1}, ∂ϕ2(x0) = {0}.

За формулами (6.1.7) - (6.1.8) маємо
Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)], (6.1.20)

∂f(x0) = conv {∂ϕ1(x0) − ∂ϕ2(x0),∂ϕ2(x0) − ∂ϕ1(x0)} =

= conv {{1},{−1}} = [−1,1],

∂f(x0) = ∂ϕ1(x0) + ∂ϕ2(x0) = {0} + {0} = {0}.
Якщо ж як Dϕ1(x0) i Dϕ2(x0) взяти пари

Dϕ1(x0) = [∂ϕ1(x0),∂ϕ1(x0)],

Dϕ2(x0) = [∂ϕ2(x0),∂ϕ2(x0)],
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∂ϕ1(x0) = {0}, ∂ϕ1(x0) = {ϕ′
1(x0)} = {1},

∂ϕ2(x0) = {ϕ′
2(x0)} = {−1}, ∂ϕ2(x0) = {0},

тодi отримаємо

Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)], (6.1.21)

∂f(x0) = conv {∂ϕ1(x0) − ∂ϕ2(x0), ∂ϕ2(x0) − ∂ϕ1(x0)} =

= conv {{0} − {0},{−1} − {1}} = conv {{0},{−2}} = [−2,0],

∂f(x0) = ∂ϕ1(x0) + ∂ϕ2(x0) = {1} + {0} = {1}.
Очевидно, що пари (6.1.20) i (6.1.21) еквiвалентнi.
Для точок x 6= 0 маємо

f(x) =

{
x, x > 0,

−x, x < 0.

Тому можна взяти

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)], (6.1.22)

∂f(x) =

{
{1}, x > 0,

{−1}, x < 0,

∂f(x) = {0} ∀ x 6= 0.

Об‘єднуючи (6.1.22) i (6.1.20), можна взяти

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)]

∂f(x) =





{1}, x > 0,

{−1}, x < 0,

[−1,1], x = 0,

∂f(x) = {0} ∀ x ∈ R1.

Приклад 6.1.8. Нехай f(x) = −|x|, x ∈ R1. Використовуючи приклад
6.1.7, можна взяти

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = {0} ∀ x ∈ R1,

∂f(x) =





{−1}, x > 0,

{1}, x < 0,

[−1,1], x = 0.
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Приклад 6.1.9. Нехай x ∈ R1,

f(x) = sat x =





x, |x| 6 1,

1, x > 1,

−1, x < −1,

Покладемо ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1, ϕ3(x) = −1, ϕ4(x) = max{ϕ1(x),ϕ3(x)}.
Тодi, як неважко бачити,

f(x) = min{ϕ2(x),ϕ4(x)}.
Оскiльки функцiї ϕ1(x),ϕ2(x) i ϕ3(x) диференцiйовнi, то можна взяти

Dϕ1(x) = [{1},{0}], Dϕ2(x) = [{0},{0}], Dϕ3(x) = [{0},{0}].
Тодi за формулами (6.1.7) - (6.1.8) маємо

Dϕ4(x) = [∂ϕ4(x), ∂ϕ4(x)],

∂ϕ4(x) =





{1}, x > −1,

{0}, x < −1,

[0,1], x = −1,

∂ϕ4(x) = {0}.

Застосовуючи тепер формули (6.1.8) — (6.1.9), одержуємо
Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) =





{0}, |x| > 1,

[0,1], x = 1,

{1}, x ∈ (−1,1],

∂f(x) =

{
{0}, x 6= 1,

[−1,0], x = 1.

Приклад 6.1.10. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, f(x) = |x(1)| − |x(2)|. Тодi
f(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), де ϕ1(x) = |x(1)|, ϕ2(x) = −|x(2)|.

З прикладiв 6.1.7 i 6.1.8 неважко побачити, що можна взяти
Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)], Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

∂ϕi(x), ∂ϕi(x) ⊂ R2, i = 1,2,

∂ϕ1(x) =





{(1,0)}, x(1) > 0,

{(−1,0)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) = {(0,0)} ∀x ∈ R2,

∂ϕ2(x) = {(0,0)} ∀x ∈ R2,

∂ϕ2(x) =





{(0,− 1)}, x(2) > 0,

{(0,1)}, x(2) < 0,

conv {(0,− 1),(0,1)}, x(2) = 0,
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За теоремою 6.1.1 маємо Df(x)(x) = [∂f(x),∂f(x)],
∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x) = ∂ϕ1(x),

∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x) = ∂ϕ2(x).

Приклад 6.1.11. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, f(x) = |x(1)| + |x(2)|. Тодi
f(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), де ϕ1(x) = |x(1)|, ϕ2(x) = |x(2)|.

Аналогiчно до прикладу 6.1.10 можна взяти
Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)],Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

∂ϕi(x), ∂ϕi(x) ⊂ R2, i = 1,2,

∂ϕ1(x) =





{(1,0)}, x(1) > 0,

{(−1,0)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) = {(0,0)} ∀x ∈ R2,

∂ϕ2(x) = {(0,0)} ∀x ∈ R2,

∂ϕ2(x) =





{(0,1)}, x(2) > 0,

{(0,− 1)}, x(2) < 0,

conv {(0,− 1),(0,1)}, x(2) = 0,

За теоремою 6.1.1 Df(x)(x) = [∂f(x),∂f(x)],
∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x),

∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x).

Приклад 6.1.12. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, ϕ1(x) = |x(1)|−|x(2)|, ϕ2(x) =
|x(2)| − |x(1)|. Покладемо f(x) = max {ϕ1(x),ϕ2(x)} =

∣∣∣∣x(1)
∣∣−
∣∣x(2)

∣∣∣∣. За
прикладом 6.1.10

Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)],

∂ϕ1(x) =





{(1,0)}, x(1) > 0,

{(−1,0)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) =





{(0,− 1)}, x(2) > 0,

{(0,1)}, x(2) < 0,

conv {(0,− 1),(0,1)}, x(2) = 0.

Застосовуючи теорему 6.1.1 отримаємо
Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

∂ϕ2(x) = −∂ϕ1(x), ∂ϕ2(x) = −∂ϕ1(x)
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Застосовуючи тепер формули (6.1.8) –(6.1.9), одержуємо
Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = conv {∂ϕ1(x) − ∂ϕ2(x),∂ϕ2(x) − ∂ϕ1(x)} =

= conv {2∂ϕ1(x),− 2∂ϕ1(x)}
∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x) = ∂ϕ1(x) − ∂ϕ1(x).

Приклад 6.1.13. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, ϕ1(x) = |x(1)| + |x(2)|,
ϕ2(x) = |x(1)| − |x(2)|. Покладемо f(x) = max {ϕ1(x),ϕ2(x)}. Аналогiчно
до попереднього

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

де
∂f(x) = conv {∂ϕ1(x) − ∂ϕ2(x),∂ϕ2(x) − ∂ϕ1(x)}

∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x).

Квазiдиференцiали Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)], Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)]
знайденi в прикладах 6.1.11 i 6.1.10 вiдповiдно.

Приклад 6.1.14. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, ϕ1(x) = |x(1)|+|x(2)|, ϕ2(x) =
|x(1)|−|x(2)|, x0 = 0. Покладемо f(x) = min {ϕ1(x),ϕ2(x)}. За прикладами
6.1.10, 6.1.11 i теоремою 6.1.2

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

де
∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x),

∂f(x) = conv {∂ϕ1(x) − ∂ϕ2(x),∂ϕ2(x) − ∂ϕ1(x)}.
Зокрема

∂f(x0) = conv {(−1,0),(1,0)} + conv {(−1,0),(1,0)}+
+conv {(0,− 1),(0,1)},

∂f(x0) = conv {conv {(0,− 1),(0,1)} − conv {(−1,0),(1,0)}−
− conv {(0,− 1),(0,1)}, conv {(−1,0),(1,0)}} =

= conv {conv {(0,− 1),(0,1)} + conv {(−1,0),(1,0)}+
+conv {(0,− 1),(0,1)}, conv {(−1,0),(1,0)}}.

Остання рiвнiсть має мiсце оскiльки
conv {(−1,0),(1,0)} = − conv {(−1,0),(1,0)},

conv {(0,− 1),(0,1)} = − conv {(0,− 1),(0,1)}.
Приклад 6.1.15. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, f(x) = ||x(1)| + x(2)|. Тодi
f(x) = max{ϕ1(x),ϕ2(x)}, де ϕ1(x) = |x(1)| + x(2), ϕ2(x) = −|x(1)| − x(2).
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Визначимо ϕ3(x) = x(2). Для неї квазiдиференцiал буде Dϕ3(x) =
[{(0,1)},{(0,0)}]. Тодi за прикладами 6.1.7, 6.1.8

Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)],

∂ϕ1(x) =





{(1,0)} + {(0,1)}, x(1) > 0,

{(−1,0)} + {(0,1)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) = {(0,0)}
Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

∂ϕ2(x) = {(0,0)}

∂ϕ2(x) =





{(−1,0)} − {(0,1)}, x(1) > 0,

{(1,0)} − {(0,1)}, x(1) < 0,

− conv {(−1,0),(1,0)} − {(0,1)}, x(1) = 0,

За теоремою 6.1.2
Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = conv {∂ϕ1(x) − ∂ϕ2(x),∂ϕ2(x) − ∂ϕ1(x)},
∂f(x) = ∂ϕ1(x) + ∂ϕ2(x).

Зокрема
∂f(x0) = conv {conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)}+

+conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)},{(0,0)}},
∂f(x0) = − conv {(−1,0),(1,0)} − {(0,1)}.

Приклад 6.1.16. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, x0 = 0, f(x) = |x(1) + x(2)|.
Тодi f(x) = max{ϕ1(x),ϕ2(x)}, де ϕ1(x) = x(1) +x(2), ϕ2(x) = −x(1)−x(2).
Аналогiчно до попереднiх прикладiв

Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)],

∂f(x0) = conv {(−1,− 1),(1,1)},
∂f(x0) = {(0,0)}.

Приклад 6.1.17. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, x0 = 0, ϕ1(x) = 1 + |x(1)|,
ϕ2(x) = 1+|x(1)+x(2)|. Покладемо f(x) = ϕ1(x)·ϕ2(x). Якщо c- константа,
то D[f(x) + c] = Df(x). Тому

Dϕ1(x0) = [∂ϕ1(x0),∂ϕ1(x0)],

∂ϕ1(x0) = conv {(−1,0),(1,0)},
∂ϕ1(x0) = {(0,0)}.
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За прикладом 6.1.16
Dϕ2(x0) = [∂f2(x0),∂ϕ2(x0)],

∂ϕ2(x0) = conv {(−1,− 1),(1,1)},
∂ϕ2(x0) = {(0,0)}.

За теоремою 6.1.1
Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)],

∂f(x0) = ϕ1(x0) · ∂ϕ2(x0) + ϕ2(x0) · ∂ϕ1(x0) =

= conv {(−1,0),(1,0)} + conv {(−1,− 1),(1,1)},
∂f(x0) = {(0,0)}.

Приклад 6.1.18. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, ϕ1(x) = |x(1)| + x(2) + 1,
ϕ2(x) = [ϕ3(x)]

−1, ϕ3(x) = |x(1)|−|x(2)|+1. Покладемо f(x) = ϕ1(x)·ϕ2(x).
Оскiльки Dϕ1(x) = Dϕ4(x), де ϕ4(x) = |x(1)|+x(2), то за прикладом 6.1.15

Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)],

∂ϕ1(x) =





{(1,0)} + {(0,1)}, x(1) > 0,

{(−1,0)} + {(0,1)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) = {(0,0)}
Оскiльки Dϕ3(x) = Dϕ5(x), де ϕ5(x) = |x(1)| − |x(2)|, то за прикладом
6.1.10

Dϕ3(x) = [∂ϕ3(x),∂ϕ3(x)],

∂ϕ3(x) =





{(1,0)}, x(1) > 0,

{(−1,0)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)}, x(1) = 0,

∂ϕ3(x) =





{(0,− 1)}, x(2) > 0,

{(0,1)}, x(2) < 0,

conv {(0,− 1),(0,1)}, x(2) = 0,

За теоремою 6.1.1
Dϕ2(x) = [∂ϕ2(x),∂ϕ2(x)],

∂ϕ2(x) = −(ϕ3(x))
−2∂ϕ3(x), ∂ϕ2(x) = −(ϕ3(x))

−2∂ϕ3(x).

Знову використовуючи теорему 6.1.1, остаточно отримаємо
Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = ϕ1(x) · ∂ϕ2(x) + ϕ2(x) · ∂ϕ1(x),

∂f(x) = ϕ1(x) · ∂ϕ2(x) + ϕ2(x) · ∂ϕ1(x).
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Приклад 6.1.19. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, ϕ1(x) = |x(1)| + x(2) + 1.
Покладемо f(x) = [ϕ1(x)]

2.
Як зазначалося в попередньому прикладi

Dϕ1(x) = [∂ϕ1(x),∂ϕ1(x)],

∂ϕ1(x) =





{(1,0)} + {(0,1)}, x(1) > 0,

{(−1,0)} + {(0,1)}, x(1) < 0,

conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)}, x(1) = 0,

∂ϕ1(x) = {(0,0)}
За теоремою 6.1.1

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = ϕ1(x) · ∂ϕ1(x) + ϕ1(x) · ∂ϕ1(x),

∂f(x) = ϕ1(x) · ∂ϕ1(x) + ϕ1(x) · ∂ϕ1(x).

Приклад 6.1.20. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, f(x) = ||x||, де ||x|| =√
(x(1))2 + (x(2))2, x0 = 0. Очевидно, що ∂f(x0)

∂g = limα→+0 α
−1[f(x0 +

αg) − f(x0)] = α · α−1||g|| = ||g||. Отже ∂f(x0)
∂g = maxv∈S1((0,0)(v,g), де

S1((0,0)) = {v ∈ R2| ||v|| ≤ 1}. Тому функцiя f(x) є квазiдиференцiйов-
ною (навiть субдиференцiйовною), причому

Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)],

де
∂f(x0) = S1((0,0)), ∂f(x0) = {(0,0)}

6.2. РIЗНИЦI ОПУКЛИХ КОМПАКТIВ

При вивченнi сублiнiйних функцiй i опуклих компактiв зручно вико-
ристовувати спряженiсть Мiнковського, тобто вiдображення ϕ, що ста-
вить у вiдповiднiсть кожнiй сублiнiйнiй функцiї її субдиференцiал. Вiд-
ображення ϕ здiйснює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж сукупнiстю
P усiх визначених на Rn сублiнiйних функцiй i сукупнiстю N всiх не-
порожнiх опуклих компактних пiдмножин простору Rn. При цьому сумi
функцiй вiдповiдає сума (за Мiнковським) множин, добутку функцiї на
невiд’ємне число – добуток множини на те ж число, максимуму сублi-
нiйних функцiй – опукла оболонка об’єднання множин. Обернене до ϕ
вiдображення вiдновлює сублiнiйну функцiю pV на опуклому компактi
V за допомогою операцiї взяття максимуму:

pV (g) = max
l∈U

〈l,g〉.
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Спряженiсть Мiнковського можна розглядати i на сукупностi суперлiнiй-
них функцiй. Тут вона має такi ж властивостi, як i у сублiнiйному ви-
падку, за тим виключенням, що опукла оболонка об’єднання компактiв
вiдповiдає мiнiмуму, а не максимуму вiдповiдних функцiй, а обернене
вiдображення вiдновлює суперлiнiйну функцiю qV на опуклому компа-
ктi V за допомогою операцiї взяття мiнiмуму.

Вiдображення ϕ вiдiграє основну роль при дослiдження геометричної
iнтерпретацiї похiдної. Так, верхня похiдна Кларка завжди є сублiнiйною
функцiєю. Тому в силу спряженостi Мiнковського їй вiдповiдає опуклий
компакт, який є субдиференцiалом Кларка. Зокрема, якщо похiдна за
напрямками f ′(x,g) напiвнеперервна зверху як функцiя точки x, то вона
сублiнiйна як функцiя напрямку g. Тому їй вiдповiдає опуклий компакт
– її субдиференцiал, за яким вона вiдновлюється за допомогою взяття
максимуму. Якщо ж похiдна f ′(x,g) напiвнеперервна знизу (за x), то вона
суперлiнiйна як функцiя напрямку. Тому їй вiдповiдає супердиференцi-
ал, за яким вона вiдновлюється за допомогою взяття мiнiмуму. Однак
припущення про сублiнiйнiсть чи суперлiнiйнiсть похiдної як функцiї
напрямку, зокрема, про напiвнеперервнiсть зверху чи знизу цiєї похiдної
як функцiї точки, часто виявляється дуже жорстким. Так, функцiя, яка
може бути представлена у виглядi рiзницi опуклих функцiй, вже не зав-
жди має потрiбнi властивостi. Геометричну iнтерпретацiю її похiдної за
напрямками не можна дати на основi класичних методiв.

Спробуємо поширити спряженiсть Мiнковського на ширший нiж мно-
жина сублiнiйних чи суперлiнiйних функцiй клас. Основна перешкода
тут полягає в тому, що множина сублiнiйних функцiй P не є лiнiйним
простором. Рiзниця сублiнiйних функцiй не завжди сублiнiйна.

На множинi непорожнiх опуклих компактiв N визначимо вiднiмання
за Мiнковським таким чином: якщо U,V ∈ N , то U − V = {y − z|y ∈
U,z ∈ V }. Ця операцiя, однак, не узгоджена зi звичними операцiями в N ,
точнiше кажучи, вiднiмання за Мiнковським не є операцiєю, оберненою
до додавання. Дiйсно, якщо множина U мiстить бiльш однiєї точки, то
U − U 6= {0} (множина U − U мiстить елементи вигляду y − x i x− y, де
x,y ∈ U,x 6= y). Вiднiмання за Мiнковським не представляє особливого
iнтересу при вивченнi спряженостi Мiнковського. Опорна функцiя pU−V

рiзницi U − V = U + (−V ) збiгається з сумою (а не рiзницею) опорних
функцiй pU та pV компактiв U та −V . Якщо множина V симетрична,
наприклад, V = B – одинична куля, то V = −V i pU−V = pU + pV .

У зв’язку зi сказаним робились рiзнi спроби визначити операцiю вiд-
нiмання на сукупностi опуклих компактiв так, щоб вона в деякому сенсi
була бiльш близькою до операцiї, оберненої до додавання, нiж рiзниця
за Мiнковським (наприклад, мала б ту властивiсть, що U − U = {0}
для будь-якого U ∈ N). На жаль, якщо залишатися в рамках простору
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N , то говорити про обернену до додавання операцiю не можна. Однак,
використовуючи загальноприйнятi в алгебрi пiдходи, можна розширити
простiр N до деякого лiнiйного простору M . У цьому просторi в силу
його лiнiйностi операцiя, обернена до додавання, iснує, тим самим во-
на визначена i для елементiв N . Однак її результат вже не обов’язково
лежить в N , вiн може знаходитися серед доданих елементiв. Ми розгля-
немо зазначену конструкцiю спочатку для сублiнiйних функцiй, а потiм,
використовуючи спряженiсть Мiнковського, застосуємо її до вивчення
опуклих компактiв.

Розглянемо множину L всiх визначених на Rn функцiй, якi можуть
бути представленi у виглядi суми сублiнiйної i суперлiнiйної функцiй або
у виглядi рiзницi двох сублiнiйних функцiй. Iншими словами, L = P+Q,
де P – сукупнiсть усiх сублiнiйних, а Q – сукупнiсть усiх суперлiнiйних
функцiй.

Оскiльки сублiнiйна функцiя, яка визначена на всьому просторi, не-
перервна, то елементи множини L є неперервними функцiями, тобто
L ⊂ C(Rn), де C(Rn) — простiр неперервних на Rn функцiй. Можна пе-
ревiрити, що L є лiнiйним пiдпростором у просторi C(Rn), i, тим самим,
сам є лiнiйним простором: якщо l1,l2 ∈ L, то i λ1l1 + λ2l2 ∈ L для будь-
яких дiйсних λ1,λ2. Дiйсно, нехай li = pi + qi, де pi ∈ P , qi ∈ Q, i = 1,2.
Маємо

λ1l1 + λ2l2 = λ1p1 + λ1q1 + λ2p2 + λ2q2. (6.2.1)

Припустимо, наприклад, що λ1 > 0,λ2 < 0. Тодi функцiя λ1p1 + λ2q2 су-
блiнiйна, а функцiя λ1q1+λ2p2 суперлiнiйна i тому, як випливає з (6.2.1),
λ1l1 +λ2l2 = (λ1p1 +λ2q2)+ (λ1q1 +λ2p2) ∈ L. Аналогiчно розглядаються
три iншi можливi випадки

1)λ1 > 0,λ2 > 0; 2)λ1 < 0,λ2 > 0; 3)λ1 < 0,λ2 < 0.

Визначимо в L природне вiдношення порядку: якщо l1,l2 ∈ L, то спiввiд-
ношення l1 ≥ l2 означає, що l1(x) ≥ l2(x) для всiх x ∈ Rn. Властивостi
простору L описуються в термiнах цього вiдношення порядку.

Одна з найважливiших властивостей простору L полягає в тому, що з
будь-якими своїми елементами f1,...,fk вiн мiстить їх поточковий макси-
мум max{f1(x),...,fk(x)} а також поточковий мiнiмум min{f1(x),...,fk(x)}
функцiй f1, . . . ,fk. Щоб показати це, скористаємося наступною лемою.

Лема 6.2.1. Нехай f1, . . . ,fk визначенi на деякiй множинi X функцiї,
причому fi = ϕi + ψi,i = 1, . . . ,k. Тодi

max
i=1,...,k

fi(x) = max
j=1,...,k


ϕj(x) −

∑

i6=j

ψi(x)


+

k∑

i=1

ψi(x), (6.2.2)
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min
i=1,...,k

fi(x) =

k∑

i=1

ϕi(x) + min
j=1,...,k


ψj(x) −

∑

i6=j

ϕi(x)


 . (6.2.3)

Доведення. Обмежимося перевiркою формули (6.2.2). Розглянемо споча-
тку випадок k = 2. Тодi формула (6.2.2) виглядає так:

max {f1(x),f2(x)} =

= max {ϕ1(x) − ψ2(x), ϕ2(x) − ψ1(x)} + (ψ1(x) + ψ2(x)). (6.2.4)

Якщо f1(x) ≥ f2(x), то права i лiва частини формули (6.2.4) збiгаються
з f1(x), якщо ж f2(x) ≥ f1(x), то цi частини збiгаються з f2(x). Таким
чином, рiвнiсть (6.2.4) правильна. Скористаємося тепер iндукцiєю за k.
Припустимо, що для множин з k− 1 функцiй лема справедлива i розгля-
немо набiр з k функцiй: f1, . . . ,fk−1,fk. Покладемо f∗(x) = max

i=1,...,k−1
fi(x).

Тодi, за iндукцiйним припущенням, f∗ = ϕ∗ + ψ∗, де

ϕ∗(x) = max
j=1,...,k−1

{ϕj(x) −
k−1∑

i=1,i 6=j

ψi(x)}, ψ∗(x) =

k−1∑

i=1

ψi(x).

Оскiльки max
i=1,...,k

fi(x) = max{ max
i=1,...,k−1

fi(x),fk(x)} = max{f∗(x),fk(x)},
то, використовуючи (6.2.4), маємо

max
i=1,...,k

fi(x) = max {α(x),β(x)} +

k−1∑

i=1

ψi(x) + ψk(x), (6.2.5)

α(x) = max
j=1,...,k−1



ϕj(x) −

∑

i=1,...,k−1;i6=j

ψi(x) − ψk(x)



 ,

β(x) = ϕk(x) −
k−1∑

i=1

ψi(x).

Розглянемо величину

γ(x) = max
j=1,...,k



(ϕj(x) −

∑

i=1,...,k;i6=j

ψi(x)



 . (6.2.6)

Якщо точка x така, що максимум у (6.2.6) досягається на iндексi k, то

γ(x) = ϕk(x)−
k−1∑
i=1

ψi(x) = β(x). В той же час, γ(x) ≥ ϕj(x)−
∑

i∈1:k,i 6=j

ψi(x)

при всiх j 6= k, i, тим самим, γ(x) ≥ α(x). Таким чином, у даному випадку
γ(x) = max{α(x),β(x)}.
260



Нехай максимум в (6.2.6) досягається на iндексi j < k. Тодi

γ(x) = ϕj(x) −
∑

i=1,...,k;i6=j

ψi(x)

i, в той же час,

γ(x) ≥ ϕm(x) −
∑

i=1,...,k;i6=j

ψi(x) (m 6= j).

Звiдси випливає, що γ(x) = α(x),γ(x) ≥ β(x), тобто i в даному випадку
γ(x) = max{α(x),β(x)}. Використовуючи формулу (6.2.5), переконаємося
в справедливостi леми.

Теорема 6.2.1. Нехай функцiї l1, . . . ,lk належать простору L, причому
li = pi + qi, де pi ∈ P,qi ∈ Q. Тодi поточковий максимум max{li(x),i =
1, . . . ,k} i поточковий мiнiмум min{li(x),i = 1, . . . ,k} цих функцiй та-
кож належать простору L, причому

max
i=1,...,k

li(x) = max
j=1,...,k



pj(x) −

∑

i=1,...,k;i6=j

qi(x)



+

k∑

i=1

qi(x), (6.2.7)

min
i=1,...,k

li(x) =
k∑

i=1

pi(x)+ min
j=1,...,k



qj(x) −

∑

i=1,...,k;i6=j

pi(x)



 . (6.2.8)

Доведення. Справедливiсть формул (6.2.7) i (6.2.8) випливає з леми
6.2.1. Покладемо

p(x) = max
j



pj(x) −

∑

i6=j

qi(x)



 , q(x) =

k∑

i−1

qi(x).

Функцiя p сублiнiйна, а q – суперлiнiйна, тому maxi{li(x)} входить в L.
Таким же чином перевiряється, що mini{li(x)} є елементом L.

Нехай l ∈ L i l = p+q, де p – сублiнiйна, а q – суперлiнiйна функцiї. В
силу спряженостi Мiнковського функцiї p вiдповiдає її субдиференцiал
∂p = U , а функцiї q – її супердиференцiал ∂q = V . При цьому p вiднов-
люється за множиною U за допомогою операцiї взяття максимуму, а q
вiдновлюється за множиною V за допомогою операцiї взяття мiнiмуму:

p(x) = max
h∈U

〈h,x〉, q(x) = min
h∈V

〈h,x〉. (6.2.9)

Отже, кожнiй функцiї l ∈ L вiдповiдає впорядкована пара опуклих ком-
пактiв [U,V ], причому l вiдновлюється за цiєю парою за допомогою опе-
рацiй взяття максимуму за першою компонентою i мiнiмуму за другою:

l(x) = max
h∈U

〈h,x〉 + min
h∈V

〈h,x〉 ∀x ∈ Rn. (6.2.10)
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Представлення функцiй l у виглядi суми елементiв з P i Q неєдине.
Так, якщо l = p + q, де p ∈ P,q ∈ Q, то l можна представити й у
виглядi l = (p + p′) + (q − p′), де p′ – будь-який елемент iз P . При
цьому p+ p′ ∈ P,q − p′ ∈ Q.
Нехай l = p1 + q1,l = p2 + q2, де pi ∈ P,qi ∈ Q,i = 1,2. Покладемо
Ui = ∂pi,Vi = ∂qi,i = 1,2. Оскiльки p1 + q1 = p2 + q2, то p1 + (−q2) =
p2 +(−q1). Функцiя −q1 сублiнiйна i її субдиференцiал збiгається з мно-
жиною −∂qi = −Vi,i = 1,2. Це випливає з рiвностi

−qi(x) = −min
h∈Vi

〈h,x〉 = max
h∈Vi

〈−h,x〉 = max
h∈−Vi

〈h,x〉.
Застосовуючи спряженiсть Мiнковського, одержимо, що

U1 − V2 = U2 − V1. (6.2.11)
Отже, якщо двi пари опуклих компактiв [U1,V1] i [U2,V2] такi, що за ними
вiдновлюється за допомогою формули (6.2.10) одна й та ж функцiя l, то
виконується рiвнiсть (6.2.11). Мiркуючи подiбним чином, легко перевi-
рити i зворотне: якщо виконана рiвнiсть (6.2.11), то

max
h∈U1

〈h,x〉 + min
h∈V1

〈h,x〉 = max
h∈U2

〈h,x〉 + min
h∈V2

〈h,x〉 ∀x ∈ Rn,

тобто l1 = l2.
Впорядкованi пари опуклих компактiв будемо називати еквiвален-

тними (позначення: [U1,V1] ≈ [U2,V2]), якщо U1 − V2 = U2 − V1. Наведенi
вище мiркування показують, як можна поширити спряженiсть Мiнков-
ського на функцiї з простору L. При цьому через наявнiсть еквiвалентних
пар, якi не спiвпадають мiж собою, це поширення проводиться технiчно
досить складно.

Розглянемо множину N2 – декартiв квадрат множини непорожнiх
опуклих компактiв N . Елементами N2 є впорядкованi пари [U,V ], де
U,V ∈ N . На множинi N2 природним чином вводяться операцiї додава-
ння i множення на додатне число:

[U1,V1] + [U2,V2] = [U1 + U2,V1 + V2], λ[U,V ] = [λU,λV ] ∀λ > 0.

Кожнiй парi [U,V ] ∈ N2 поставимо у вiдповiднiсть функцiю l[U,V ], що
визначена формулою (6.2.10):

l[U,V ](x) = max
h∈U

〈h,x〉 + min
h∈V

〈h,x〉. (6.2.12)

Можна перевiрити, що
l[U1,V1] + l[U2,V2] = l[U1,V1]+[U2,V2], (6.2.13)

λl[U,V ] = lλ[U,V ] ∀λ > 0. (6.2.14)
Перевiримо, наприклад, формулу (6.2.13). Маємо
l[U1,V1](x) + l[U2,V2](x) = max

h∈U1

〈h,x〉 + min
h∈V1

〈h,x〉 + max
h∈U2

〈h,x〉 + min
h∈V2

〈h,x〉 =

= max
h∈U1+U2

〈h,x〉 + min
h∈V1+V2

〈h,x〉 = l[U1+U2,V1+V2] = l[U1,V1]+[U2,V2].
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Знайдемо тепер пару множин, яка вiдповiдає функцiї λl[U,V ] при λ < 0.
Спочатку вiзьмемо λ = −1. Матимемо

−l[U,V ](x) = −(max
h∈U

〈h,x〉 + min
h∈V

〈h,x〉) = min
h∈U

〈−h,x〉 + max
h∈V

〈−h,x〉 =

= max
h∈−V

〈h,x〉 + min
h∈−U

〈h,x〉 = l[−V,−U ]. (6.2.15)

Нехай тепер λ – довiльне вiд’ємне число. Тодi, використовуючи (6.2.14)
i (6.2.15), маємо

λl[U,V ] = |λ|(−l[U,V ]) = |λ|l[−V,−U ] = l[λV,λU ]. (6.2.16)

На базi формули (6.2.16) природно ввести наступне визначення: якщо
[U,V ] ∈ N2,λ < 0, то λ[U,V ] = [λV,λU ]. Тим самим в N2 визначене мно-
ження на всi дiйснi числа, однак це множення не узгоджене з операцiєю
додавання, i тому N2 не є лiнiйним простором. Так, наприклад,

[U,V ] − [U,V ] = [U,V ] + [−V,− U ] = [U − V,V − U ].

Таким чином, рiзниця [U,V ] − [U,V ] не обов’язково спiвпадає з нулем.
Щоб перетворити N2 у лiнiйний простiр, потрiбно ототожнити еквi-

валентнi мiж собою пари, розглядаючи їх як один елемент, оскiльки
сукупнiсть еквiвалентних пар описується однiєю функцiєю з L, причому
алгебраїчнi операцiї над функцiями вiдповiдають алгебраїчним операцi-
ям над парами.
Розглянемо множину M , елементами якої є класи α еквiвалентних пар.
(Iншими словами, M є фактор-множиною множини N2 за вiдношенням
еквiвалентностi ≈.) Елемент α ∈ M , що мiстить пару [U,V ], будемо по-
значати через [[U,V ]]. Таким чином, [[U1,V1]] = [[U2,V2]] тодi i тiльки тодi,
коли U1−V2 = V2−U1. Клас α, що мiстить пару [{0},{0}], назвемо нулем
i позначимо символом 0. Зрозумiло, що [[A,B]] = 0 тодi i тiльки тодi,
коли A = −B.
Нехай l ∈ L. Через ψ(l) позначимо клас α ∈M , що складається з усiх пар
[U,V ] ∈ N2, за яких справедлива рiвнiсть l = l[U,V ] (де l[U,V ] визначене
формулою (6.2.12)). Зi сказаного випливає, що вiдображення ψ здiйснює
взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж L iM . Пiд сумою α1+α2 елементiв
α1 = [[U1,V1]] i α2 = [[U2,V2]] просторуM будемо розумiти клас α = [[U1+
U2,V1+V2]]. Добуток елемента α = [[U,V ]] на дiйсне число λ визначається
так: λα = [[λ[U,V ]]]. Можна показати, що цi визначення коректнi в тому
сенсi, що сума α1 + α2 не залежить вiд вибору конкретних пар iз класiв
α1,α2, а добуток λα не залежить вiд вибору пари [U,V ] iз класу α. Це
твердження легко перевiряється безпосередньо. Його можна перевiрити
i використовуючи вiдображення ψ. Дiйсно, якщо функцiї l1,l2 такi, що
α1 = ψ(l1),α2 = ψ(l2), то

α1 + α2 = ψ(l1 + l2). (6.2.17)
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Якщо α = ψ(l),λ – дiйсне число, то
λα = ψ(λl). (6.2.18)

Рiвностi (6.2.17) i (6.2.18) дають представлення класiв α1+α2 i λα, що не
базується на використаннi конкретних пар, якi мiстяться в цих класах.
Цi рiвностi показують також, що взаємно однозначне вiдображення ψ :
L → M лiнiйне. Звiдси i з лiнiйностi простору L випливає лiнiйнiсть
простору M .

Клас α, що мiстить пари вигляду[U,0], де U ∈ N,0 = {0}, позначимо
через αU . Помiтимо, що якщо [U,0] ∈ α i [V,0] ∈ α, то [U,0] ≈ [V,0], тобто
U = V . Таким чином, рiвностi αU = αV i U = V рiвносильнi. Зрозумi-
ло, що функцiя l[U,0] спiвпадає з опорною функцiєю компакта U . Тому,
ототожнюючи компакт U i клас αU , можна сказати, що вiдображення ψ
спiвпадає на конусi P сублiнiйних функцiй з спряженiстю Мiнковського
ϕ: якщо p ∈ P , то ϕ(p) = ∂p,ψ(p) = α∂p.

За допомогою простору M можна визначити рiзницю опуклих компа-
ктiв. Нехай U,V ∈ N . Розглянемо класи αU ,αV . Рiзниця цих класiв (у
просторi M) αU − αV обчислюється так:

αU − αV = [[U,0]] − [[V,0]] = [[U,0]] + [[0,− V ]] = [[U,− V ]].

Якщо ототожнити компакти U i V з класами αU ,αV , то можна сказати,
що рiзниця U i V є класом еквiвалентних пар, що мiстить пару [U,− V ].
Помiтимо, що кожен елемент α простору M виражається через пари
вигляду αU i, тим самим, через елементи простору N . Дiйсно, якщо
α = [U,V ], то
α = [[U,0]] + [[0,V ]] = [[U,0]] − (−1)[[0,V ]] = [[U,0]] − [[−V,0]] = αU − α−V .

В зв’язку з цим M часто називають простором опуклих множин або,
точнiше, простором опуклих компактiв.

Визначимо в просторi M вiдношення порядку. Нехай α1,α2 ∈M , при-
чому α1 = ψ(l1),α2 = ψ(l2). Вважаємо, що α1 ≥ α2 тодi i тiльки тодi,
коли l1 ≥ l2. Припустимо, що α1 = [[U1,V1]],α2 = [[U2,V2]]; позначимо

pUi
(x) = max

h∈Ui

〈h,x〉, qVi
(x) = min

h∈Vi

〈h,x〉, i = 1,2.

Тодi l1 = pU1
+qV1

,l2 = pU2
+qV2

. Нерiвнiсть l1 ≥ l2 рiвносильна нерiвностi
pU1

− qV2
≥ pU2

− qV1
. (6.2.19)

Сублiнiйна функцiя (−qV1
) має субдиференцiалом множину −Vi,(i = 1,2),

тому в силу спряженостi Мiнковського субдиференцiали сублiнiйних
функцiй pU1

− qV2
i pU2

− qV1
збiгаються вiдповiдно з компактами U1 −V2

i U2 − V1, а нерiвнiсть (6.2.19) рiвносильна включенню
U1 − V2 ⊃ U2 − V1. (6.2.20)

Таким чином, нерiвнiсть α1 ≥ α2, де αi = [[Ui,Vi]], еквiвалентна спiввiд-
ношенню (6.2.20). Безпосередньо з визначення випливає, що вiдображе-
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ння ψ зберiгає порядок: нерiвностi l1 ≥ l2 i ψ(l1) ≥ ψ(l2) рiвносильнi.
Наведемо два твердження, якi будуть використовуватися.

Теорема 6.2.2. Нехай l1, . . . ,lk ∈ L, причому ψ(li) = [[Ui,Vi]]. Нехай
l(x) = max

i=1,...,k
{li(x)}, l(x) = min

i=1,...,k
{li(x)}. Тодi ψ(l) = [[U,V ]], ψ(l) =

[[U,V ]], де

U = conv

k⋃

i=1


Ui −

∑

j=1,...,k;j 6=i

Vj


 , V =

k∑

i=1

Vi,

U =
k∑

i=1

Ui, V = conv
k⋃

i=1


Vi −

∑

j=1,...,k;j 6=i

Ui


 .

Доведення. Оскiльки ψ(li) = [[Ui,Vi]], то li = pi + qi, де
pi(x) = max

h∈Ui

〈h,x〉, qi(x) = min
h∈Vi

〈h,x〉, i = 1, . . . ,k.

Скориставшись формулами (6.2.7) i (6.2.8), якi дають вирази l(x) та l(x)
через pi,qi,i = 1, . . . ,k, та застосовуючи спряженiсть Мiнковського, пере-
конаємося в справедливостi твердження.

Теорема 6.2.3. Нехай U,V,W ∈ N i U + V ⊃W + V . Тодi U ⊃W.

Доведення. Нехай pU ,pV ,pW – опорнi функцiї компактiв U,V,W вiдпо-
вiдно. Використовуючи спряженiсть Мiнковського, маємо

pU + pV = pU+V ≥ pW+V = pW + pV ,

звiдки випливає нерiвнiсть pU ≥ pW , рiвносильна необхiдному включен-
ню.

Наслiдок 6.2.1. Якщо U,V,W ∈ N i U + V = W + V , то U = W.

Повернемося до визначення рiзницi на сукупностi N опуклих компа-
ктiв з простору Rn. Один iз способiв визначення рiзницi, що базується на
використаннi операцiї вiднiмання в лiнiйному просторi опуклих множин,
вказаний у попередньому пунктi. При цьому вiднiмання є операцiєю,
оберненою до додавання за Мiнковським. Однак її результат вже не обо-
в’язково лежить у вихiднiй сукупностi N . Вiн належить бiльш широкому
простору M . За самим визначенням вiднiмання в лiнiйному просторi для
будь-яких U,V ∈ N справедлива рiвнiсть

(U − V ) + V = U. (6.2.21)
Тут U−V — елемент [[U,−V ]] простору опуклих множин, що є рiзницею
елементiв [[U,0]] i [[V,0]], яким належать множини U i V вiдповiдно.
Рiвнiсть (6.2.21) є символiчним записом рiвностi

[[U,− V ]] + [[V,0]] = [[U,0]].
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Та обставина, що рiзниця, яка визначається на просторi опуклих мно-
жин, може виходити за межi сукупностi N , є iнодi незручною. Тому роз-
глядаються й iншi способи визначення рiзницi. При цьому пiд рiзницею
розумiється операцiя, що визначена для довiльних U,V ∈ N . Її резуль-
татом є елемент сукупностi N або порожня множина. Вона обернена до
додавання за Мiнковським в наступному сенсi: якщо U = V + W , то
рiзниця множин U i V повинна спiвпадати з W . Якщо ж множина U не
може бути представленою у виглядi V +W , то рiзниця компактiв U i V
може залежати вiд способу визначення. (Рiзнi визначення ведуть до рi-
зних результатiв.) Iншими словами, виконання рiвностi вигляду (6.2.21)
потрiбне лише у тому випадку, коли U = V +W .

Розглянемо два способи визначення рiзницi.

1. Операцiя ÷.
Нехай U,V ∈ N . Покладемо

U ÷ V = {x|x+ V ⊂ U}.
Результатом операцiї ÷ може бути i порожня множина, тим самим вона
може виводити за межi N . Можна показати, що множина U ÷ V є опу-
клою i компактною. Перевiримо, наприклад, опуклiсть. Припустимо, що
U ÷ V непорожня i нехай x,y ∈ U ÷ V . Тодi для будь-яких z ∈ V маємо
x+ z ∈ U,y + z ∈ U , а тому при 0 ≤ α ≤ 1 виконується спiввiдношення

α(x+ z) + (1 − α)(y + z) = αx+ (1 − α)y + z ∈ U,

яке показує, що αx + (1 − α)y ∈ U ÷ V . Операцiю ÷ можна розглядати
як вiднiмання. Точнiше кажучи, справедливе наступне твердження.

Теорема 6.2.4. Якщо U = V +W , то U ÷ V = W .

Доведення. Нехай x ∈ U÷V , тобто x+V ⊂ U = V +W . Використовуючи
попереднє твердження, одержимо, що x ∈W . Якщо ж x ∈W , то x+V ⊂
W + V = U , тобто x ∈ U ÷ V .

Наведемо два приклади.

Приклад 6.2.1. Нехай V ⊃ U . Тодi множина U ÷ V порожня. У той же
час, 0 ∈ V ÷ U .

Приклад 6.2.2. Нехай U – куля, V – дiаметр цiєї кулi. Тодi U÷V = {0}.
Якщо V1 – довiльна пiдмножина кулi, що мiстить дiаметр, то також
U ÷ V1 = {0}.
Покажемо, як операцiя ÷ пов’язана з вiдношенням еквiвалентностi.

Теорема 6.2.5. Нехай пари [U,−V ] i [W,−Z] еквiвалентнi. Тодi U÷V =
W ÷ Z.
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Доведення. Спiввiдношення [U, − V ] ≈ [W, − Z] означає, що U + Z =
V +W . Тому справедливi наступнi iмплiкацiї:

x ∈ U ÷ V ⇒ x+ V ⊂ U ⇒ x+ V + Z ⊂ U + Z ⇒ x+ V + Z ⊂ V +W.

Твердження 6.2.3 означає, що включення x+V +Z ⊂ V +W рiвносильне
включенню x+Z ⊂W , яке показує, що x ∈W÷Z. Отже, U÷V ⊂W÷Z.
Аналогiчно доводиться обернене включення.

Зауваження 6.2.1. Виразимо еквiвалентнiсть пар [U,−V ] i [W,−Z] мовою
простору L. Нехай елемент l ∈ L такий, що ψ(l) = [[U,− V ]]. Тодi

l(x) = max
h∈U

〈h,x〉 + min
h∈−V

〈h,x〉 = max
h∈U

〈h,x〉 − max
h∈V

〈h,x〉.

Таким же чином, якщо ψ(l̃) = [[W, − Z]], то l̃(x) = max
h∈W

〈h,x〉 − max
h∈Z

〈h,x〉.
Будемо ставити у вiдповiднiсть парi компактiв (A1,A2) функцiю l ∈ L за
таким правилом:

l(x) = max
h∈A1

(h,x) − max
h∈A2

(h,x).

Iз сказаного вище випливає, що еквiвалентнiсть пар [U, − V ] i [W, − Z]
рiвносильна тому, що пари [U,V ] i [W,Z] породжують за вказаним вище
правилом ту ж функцiю l ∈ L.

2. Операцiя −̇.
Перш нiж визначити цю операцiю, наведемо ряд фактiв.
Нехай U – опуклий компакт i pU – його опорна функцiя. Для x ∈ Rn

покладемо

Gx(U) = {h ∈ U |〈h,x〉 = max
g∈U

〈x,g〉}.

Множину Gx(U) назвемо max –границею компакту U , породжену еле-
ментом x. Нехай pU – опорна функцiя компакту U . Ця функцiя сублiнiй-
на i тому її субдиференцiал ∂pU (x) в точцi x обчислюється за формулою
∂pU (x) = {h ∈ ∂ pU |〈h,x〉 = pU (x)}. Iншими словами, max–границя Gx(U)
спiвпадає з субдиференцiалом ∂pU (x). Якщо Gx(U) складається з однiєї
точки, то pU диференцiйовна в точцi x i Gx(U) = {∇pU (x)}. Опукла
функцiя майже всюди диференцiйовна. Тому множина тих x, для яких
max-границя Gx(U) складається бiльш нiж з однiєї точки, має мiру нуль.

Вiдзначимо, що сублiнiйна функцiя p (її субдиференцiал) повнiстю
вiдновлюється за значеннями градiєнта ∇p(x) на деякiй множинi повної
мiри T , де цей градiєнт iснує. Дiйсно, множина ∂p спiвпадає з субди-
ференцiалом Кларка функцiї p в нулi, а тому ∂p спiвпадає з опуклим
замиканням множини {∇f(x)|x ∈ T}.

Розглянемо опуклi компакти U,V i нехай T – деяка множина повної
мiри, у точках x якої iснують градiєнти ∇pU (x) i ∇pV (x). Розглянемо
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множину рiзниць {∇pU (x) −∇pV (x)}. Її замкнуту опуклу оболонку по-
значимо символом U−̇V . Таким чином, за означенням,

U−̇V = cl conv{∇pU (x) −∇pV (x) : x ∈ T}.
Допускаючи деяку вiльнiсть, можна сказати, що рiзниця U−̇V визнача-
ється рiзницями точок з опуклих компактiв U i V , у яких гiперплощина,
яка ортогональна одному й тому ж вектору x ∈ T , “дотикається” до цих
компактiв.

Насамперед варто перевiрити, що дане означення коректне, тобто
U−̇V не залежить вiд вибору множини T , що має зазначенi вище власти-
востi. Нехай TU,V – сукупнiсть усiх векторiв x, в яких iснують градiєнти
∇pU (x) i ∇pV (x), i множина T ⊂ TU,V така, що її замикання мiстить
TU,V . Нехай

W1 = cl conv{∇pU (x) −∇pV : x ∈ TU,V },
W2 = cl conv{∇pU (x) −∇pV : x ∈ T}.

Зрозумiло, що W1 ⊃W2. З iншого боку, нехай x ∈ TU,V i xk ∈ T,xk → x.
Оскiльки в точцi x iснує градiєнт ∇pU (x), то ∇pU (xk) → ∇pU (x). Це
легко випливає, наприклад, з напiвнеперервностi зверху субдиференцi-
ального вiдображення y 7→ ∂pU (y) i того факту, що ∂pU (x) = {∇pU (x)}.
Подiбним же чином ∇pV (xk) → ∇pV (x). Звiдси випливає, що ∇pU (x) −
∇pV (x) ∈ W2, а звiдси слiдує справедливiсть включення W1 ⊂ W2. Зi
сказаного випливає, що якщо T1,T2 ⊂ TU,V i T1,T2 – множин повної
мiри, то

cl conv{∇pU (x) −∇pV : x ∈ T1} =

= cl conv{∇pU (x) −∇pV (x) : x ∈ T2}.
Отже, множина U−̇V визначена коректно.

За визначенням, множина U−̇V опукла i замкнута. Зрозумiло, що ця
множина мiститься в рiзницi Мiнковського U − V i тому є обмеженою.
Таким чином, U−̇V – опуклий компакт. Це показує, що на вiдмiну вiд
операцiї ÷ операцiя −̇ завжди може бути здiйсненою в сукупностi N . По-
кажемо, що так само, як i ÷, операцiя −̇ є вiднiманням у тому сенсi, що
(V +W )−̇W = V . Точнiше кажучи, справедливе наступне твердження.

Теорема 6.2.6. Якщо U = V +W , то U−̇V = W .

Доведення. Нехай множина T складається з точок x, в яких iснують
градiєнти опорних функцiй pV i pW компактiв V i W вiдповiдно. В ко-
жнiй точцi x ∈ T iснує градiєнт функцiї pV +pW , що спiвпадає з опорною
функцiєю pU компакта U = V +W . Маємо

U−̇V = cl conv{∇pU (x) −∇pV (x) : x ∈ T} =

= cl conv{∇pV (x) + ∇pW (x) −∇pV (x) : x ∈ T} =
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= cl conv{∇pW (x) : x ∈ T}.
Як вiдмiчалося вище, опукле замикання множини {∇pW (x)| x ∈ T}
спiвпадає з субдиференцiалом ∂pW функцiї pW , тобто з компактом W .

Приклад 6.2.3. Розглянемо площину R2 з одиничними ортами e1,e2.
Нехай U – одиничний круг з центром в нулi, V = {λe2|λ ∈ [−1,1]} – його
дiаметр. Покладемо T = {x = (x(1),x(2) )| x(2) 6= 0}. Для всiх x ∈ T max-
границя Gx(U) складається з точки x. Якщо x(2) > 0, то Gx(V ) = {e2},
якщо x(2) < 0, то Gx(V ) = {−e2}. Звiдси легко випливає, що множина
U − V спiвпадає з описаним навколо круга квадратом [−1,1] × [−1,1].
(Нагадаємо, що, як вiдзначалося вище, U−̇V = {0}.)

Теорема 6.2.7. Якщо пари [U,− V ] i [W,−Z] еквiвалентнi, то U−̇V =
W −̇Z.

Доведення. Нехай множина T складається iз всiх елементiв x, у яких
опорнi функцiї pU ,pV ,pW ,pZ компактiв U,V,W,Z мають градiєнти. За ви-
значенням операцiї −̇ одержимо, що компакти U−̇V i W −̇Z спiвпадають
iз замкнутою опуклою оболонкою множин {∇pU (x) − ∇pV (x)| x ∈ T}
i {∇pW (x) − ∇pZ (x)| x ∈ T} вiдповiдно. З еквiвалентностi пар U−̇V
i W −̇Z випливає рiвнiсть U + Z = V + W . Використовуючи спряже-
нiсть Мiнковського, одержимо pU + pZ = pV + pW чи, що те ж саме,
pU − pV = pW − pZ . Iз сказаного випливає рiвнiсть

∇pU (x) −∇pV (x) = ∇pW (x) −∇pZ(x) ∀x ∈ T,

яка i показує, що U−̇V = W −̇Z.

6.3. УМОВИ РЕГУЛЯРНОСТI ДЛЯ МНОЖИН, ЯКI
ВИЗНАЧЕНI КВАЗIДИФЕРЕНЦIЙОВНИМИ ФУНКЦIЯМИ

За допомогою квазiдиференцiалу вдається одержати умови регуляр-
ностi, що легко перевiряються, для множин, якi задаються нерiвностями
вигляду {x|h(x) ≤ 0} або рiвностями вигляду {x|h(x) = 0}, де h(x) –
квазiдиференцiйовна функцiя.

Надалi нам знадобиться поняття max–границi опуклого компакту V ,
що визначається точкою x. Нагадаємо, max–границя Gx (V ) опуклого
компакту V , яка визначається точкою x, має вигляд

Gx (V ) =

{
v ∈ V |〈v, x〉 = max

v′∈V
〈v′, x〉

}
.
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Рис. 6.3.1:

Вона спiвпадає з субдиференцiалом ∂pV (x) опорної функцiї компакту V
в точцi x. Зокрема, якщо x = 0, то Gx (V ) = V .
Означення 6.3.1. Впорядкована пара опуклих компактiв [U, V ] знаходи-
ться у спiльному станi, якщо для кожного g max–границя Gg (V ) не
мiститься в max–границi Gg (U).

Приклад 6.3.1. Якщо множини U,V не перетинаються, то пара [U, V ],
як i пара [V,U ] знаходяться в спiльному станi.

Приклад 6.3.2. Якщо U ⊂ int V , то пара [U, V ] знаходиться в спiльному
станi, а пара [V,U ] не знаходиться в спiльному станi.

Приклад 6.3.3. Нехай U спiвпадає з одиничною кулею B1(0) (в евклi-
довiй нормi), V = B1/2 (x), де ‖x‖ = 3/2 (див. рис. 6.3.1, на якому цi
множини зображенi при n = 2). Тодi нi пара [V,U ], нi пара [U, V ] не
знаходяться в спiльному станi.

Приклад 6.3.4. Нехай множини U та V тiлеснi, їх межi перетинаються
i в точках перетину вони не мають спiльних опорних площин (див. рис.
6.3.1). Тодi як пара [U, V ], так i пара [V,U ] знаходяться в спiльному станi.

Приклад 6.3.5. Нехай U спiвпадає з квадратом abcd, а V - з квадратом
ecgf , зображеними на рис. 6.3.1. Тодi пара [V,U ] знаходиться в спiльному
станi, а пара [U, V ] не має цiєї властивостi.

Нехай [U, V ] - пара опуклих компактiв i нехай функцiя l[U, V ] визна-
чена рiвнiстю

l[U, V ] (g) = max
h∈U

〈h,g〉 + min
h∈V

〈h,g〉 =

= max
h∈U

〈h,g〉 − min
h∈−V

〈h,g〉, g ∈ Rn. (6.3.1)

Функцiя l[U, V ] належить простору L функцiй, якi можна подати у
виглядi суми сублiнiйної i суперлiнiйної функцiй, i є елементом цього
простору, який вiдповiдає при природному iзоморфiзмi парi [U, V ].
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Теорема 6.3.1. Пара [U, − V ] знаходиться в спiльному станi тодi i
тiльки тодi, коли для будь-якого g ∈ Rn знайдеться елемент v такий,

що
(
l[U, V ]

)′
(g, v) < 0.

Доведення. Нехай пара [U, − V ] знаходиться в спiльному станi. Тодi
для будь-якого елемента g знайдеться елемент w ∈ Gg (−V ) такий, що
w /∈ Gg (U). Застосовуючи теорему про роздiлення, одержимо, що при
деякому v ∈ Rn виконується нерiвнiсть

〈w,v〉 > max
w′∈Gg(U)

〈w′,v〉.

Тим бiльше
max

w̃∈Gg(−V )
〈w̃,v〉 > max

w′∈Gg(U)
〈w′,v〉. (6.3.2)

Як вiдзначалося вище, границя Gg (U) компакту U спiвпадає з субдифе-
ренцiалом ∂pU (g) опорної функцiї pU цього компакту в точцi g. Тому

max
w′∈Gg(U)

〈w′,v〉 = max
w′∈∂pU (g)

〈w′,v〉 = (pU )
′
(g,v) .

(Тут ми скористалися тим, що для опуклої функцiї pU похiдна за на-
прямком v вiдновлюється як максимум скалярних добуткiв v на елементи
субдиференцiалу.) Аналогiчно

max
w̃∈Gg(−V )

〈w̃,v〉 = (p−V )
′
(g,v) ,

де p−V - опорна функцiя компакту −V . Нерiвнiсть (6.3.2) показує, що
(
l[U, V ]

)′
(g, v) = (pU − p−V )′(g,v) = (pU )′(g,v) − (p−V )′(g,v) < 0.

Припустимо тепер, що для кожного g знайшовся напрямок v, при якому
(
l[U,V ]

)′
(g,v) < 0.

Тодi справедлива нерiвнiсть (pU )
′
(g,v) < (p−V )

′
(g,v), яка є рiвносильною

нерiвностi (6.3.2). Остання показує, що Gg (−V ) не мiститься в Gg (U).

Теорема 6.3.1 дозволяє з’ясувати, як пов’язаний спiльний стан з поня-
ттям еквiвалентностi пар, яке було визначене для опуклих множин. Тому
можна стверджувати, що якщо [U1,V1] та [U2,V2] – еквiвалентнi пари опу-
клих компактiв, то пара [U1,− V1] знаходиться у спiльному станi тодi i
тiльки тодi, коли пара [U2,− V2] має цю властивiсть. Дiйсно, з еквiва-
лентностi [U1,V1] та [U2,V2] випливає, що побудованi за формулою (6.3.1)
функцiї l[U1,V1] та l[U2,V2] спiвпадають. Тому властивiсть бути в спiльно-
му станi для пар [U1,− V1] i [U2,− V2] виконується чи не виконується
одночасно.

Розглянемо множину S = {x| h (x) ≤ 0}, де h - квазiдиференцiйов-
на локально лiпшицева в деякiй точцi x функцiя, причому h (x) = 0.
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Покладемо
γ1 (x) = {x|h′ (x,g) < 0} , Γ1 (x) = {x|h′ (x,g) ≤ 0} . (6.3.3)

Нагадаємо, що умова регулярностi для множини S в точцi x означає, що
cl γ1 (x) = Γ1 (x). Якщо ця умова виконується, то конус Булiгана Γ (x, S)
допускає просту iнтерпретацiю: Γ (x, S) = Γ1 (x).

Теорема 6.3.2. Нехай
[
∂h (x) ,∂h (x)

]
– квазiдиференцiал функцiї h в

точцi x. Якщо пара
[
∂h (x) ,− ∂h (x)

]
знаходиться в спiльному станi,

то в точцi x виконується умова регулярностi.

Доведення. Покладемо U = ∂h (x), V = ∂h (x). Тодi похiдна h′ (x,g)
спiвпадає з функцiєю l[U,V ], що визначається формулою (6.3.1). Нехай
h′ (x,g) = 0. З теореми 6.3.1 випливає, що iснує таке v, що

(
l[U,V ]

)′
(g,v) <

0. Тому при достатньо малих α > 0 виконується нерiвнiсть
h′ (x,g + αv) = l[U,V ] (g + αv) =

= l[U,V ] (g) + αl′[U,V ] (g,v) + o (α) <

< l[U,V ] (g) = h′ (x,g) = 0.

Звiдки g + αv ∈ γ1 (x). Спрямовуючи α до нуля, можна переконатися в
тому, що g ∈ clγ1 (x).

Зауваження 6.3.1. Iз результатiв попереднього пункту випливає, що
властивiсть пари

[
∂f (x) ,− ∂f (x)

]
бути в спiльному станi зберiгається

при переходi до еквiвалентної пари. Тому вона визначається квазiдифе-
ренцiалом, як класом еквiвалентних пар.

Розглянемо тепер множину S, що задається спiввiдношенням
S = {x| h (x) = 0} . (6.3.4)

Нехай конуси γ1 (x) та Γ1 (x) визначенi рiвностями (6.3.3). Розглянемо,
конуси

γ2 (x) = {g| h′ (x,g) > 0} , Γ2 (x) = {g| h′ (x,g) ≥ 0} .
Нагадаємо, що для множини вигляду (6.3.4) умова регулярностi в точцi
x має вигляд:

cl γ1 (x) = Γ1 (x) , cl γ2 (x) = Γ2 (x) .

Теорема 6.3.3. Нехай локально лiпшицева функцiя h квазiдиференцi-
йовна в точцi x ∈ S, де S задається формулою (6.3.4). Тодi, якщо пари[
∂h (x) , ∂h (x)

]
та

[
∂h(x),− ∂h(x)

]
знаходяться в спiльному станi, то

в точцi x виконується умова регулярностi.

Доведення. Справедливiсть теореми випливає з теореми 6.3.2. Спочатку
застосовуємо її до функцiї h, а потiм до функцiї −h.
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6.4. УМОВИ ЭКСТРЕМУМУ КВАЗIДИФЕРЕНЦIЙОВНОЇ
ФУНКЦIЇ

6.4.1. Умови экстремуму квазiдиференцiйовної функцiї на
Rn

Нехай функцiя f задана i квазiдиференцiйовна на Rn. Нехай Df(x) =
[∂f(x),∂f(x)]– квазiдиференцiал функцiї f в точцi x. З лем 4.5.1 i 4.5.2
випливає наступна теорема.

Теорема 6.4.1. Для того, щоб функцiя f(x) досягала в точцi x∗ свого
найменшого на Rn значення, необхiдно, щоб

−∂f(x∗) ⊂ ∂f(x∗). (6.4.1)
Якщо

−∂f(x∗) ⊂ int ∂f(x∗), (6.4.2)
то x∗— точка строгого локального мiнiмуму функцiї f на Rn. Для
того, щоб функцiя f досягала в точцi x∗∗ свого найбiльшого значення,
необхiдно, щоб

−∂f(x∗∗) ⊂ ∂f(x∗∗). (6.4.3)
Умова

−∂f(x∗∗) ⊂ int ∂f(x∗∗) (6.4.4)
є достатньою умовою строго локального максимуму функцiї f на Rn.

Доведення. Доведемо перше твердження. Якщо функцiя f(x) диферен-
цiйовна за напрямками в точцi x∗ i x∗– точка мiнiмуму функцiї f(x) на
Rn, то

f ′(x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Rn. (6.4.5)
Оскiльки в даному випадку

f ′(x∗,g) = max
υ∈∂f(x∗)

〈υ,g〉 + min
w∈∂f(x∗)

〈w,g〉. (6.4.6)

то з (6.4.5), (6.4.6) маємо

inf
g∈B1(0)

[
max

υ∈∂f(x∗)
〈υ,g〉 + min

w∈∂f(x∗)
〈w,g〉

]
= 0. (6.4.7)

де B1(0) = {g ∈ Rn : ‖g‖ ≤ 1}.
З (6.4.7) випливає, що

min
g∈B1(0)

min
w∈∂f(x∗)

max
υ∈∂f(x∗)

〈υ + w,g〉 =

min
g∈B1(0)

min
w∈∂f(x∗)

max
υ∈∂f(x∗)+w

〈υ,g〉 = 0. (6.4.8)
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Оскiльки множини B1(0) та ∂f(x∗) опуклi та компакнi, то з (6.4.8) маємо
min

w∈∂f(x∗)
min

g∈B1(0)
max

υ∈∂f(x∗)+w
〈υ,g〉 = 0, (6.4.9)

тобто
min

g∈B1(0)
max

υ∈∂f(x∗)+w
〈υ,g〉 = 0 ∀w ∈ ∂f(x∗). (6.4.10)

Умова (6.4.10) еквiвалентна умовi
0 ∈ ∂f(x∗) + w ∀w ∈ ∂f(x∗). (6.4.11)

Ця умова означає, що
−w ∈ ∂f(x∗) ∀w ∈ ∂f(x∗), (6.4.12)

тобто
−∂f(x∗) ⊂ ∂f(x∗). (6.4.13)

Зауваження 6.4.1. Теорема 6.4.1 справедлива i для випадку оптимiзацiї
f на множинi S ⊂ Rn, якщо x∗ ∈ intS.

Нехай x ∈ Rn не є inf–стацiонарною точкою функцiї f на Rn (тобто
умова (6.4.1) не виконується). Вiзьмемо w ∈ ∂f(x) i обчислимо

min
υ∈∂f(x)

‖υ + w‖ = ‖υ(w) + w‖ = ρ1(w).

Оскiльки ∂f(x)— опуклий компакт, то υ(w) — єдина точка. Знайдемо
max

w∈∂f(x)
ρ1(w) = ρ1(w(x)). Точка w(x) не обов’язково визначається одно-

значно. Оскiльки x не є inf–стацiонарною точкою, то ρ1(w(x)) > 0. На-
прямок

g1(x) = − υ(w(x)) + w(x)

‖υ(w(x)) + w(x)‖ (6.4.14)

є напрямком найшвидшого спуску функцiї f на Rn в точцi x. При цьому
f ′(x,g1(x)) = −ρ1(w(x)). Таких напрямкiв може бути багато (їх множина
не обов’язково опукла).

Нехай тепер x ∈ Rn не є sup–стацiонарною точкою функцiї f на Rn

(тобто (6.4.3) не має мiсця). Вiзьмемо v ∈ ∂f(x) i знайдемо
min

w∈∂f(x)
‖υ + w‖ = ‖υ + w(υ)‖ = ρ2(υ),

max
υ∈∂f(x)

ρ2(υ) = ρ2(υ(x)). (6.4.15)

Напрямок

g2(x) =
υ(x) + w(υ(x))

‖υ(x) + w(υ(x))‖ =
υ(x) + w(υ(x))

ρ2(υ(x))
є напрямком найшвидшого пiдйому функцiї f на Rn в точцi x i при
цьому f ′(x,g2(x)) = ρ2(υ(x)). Таких напрямкiв також може бути багато.
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Приклад 6.4.1. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0),f(x) = (|x(1)| −
|x(2)|+ 1)(|x(1)|+ 2|x(2)|+ 1). Знайдемо Df(x0). Маємо f(x) = f1(x)f2(x),
де

f1(x) = |x(1)| − |x(2)| + 1, f2(x) = |x(1)| + 2|x(2)| + 1.

За правилами обчислення квазiдиференцiалiв маємо
Df1(x0) =

[
∂f1(x0),∂f1(x0)

]
,

Df2(x0) =
[
∂f2(x0),∂f2(x0)

]
,

∂f1(x0) = conv {(1,0),(−1,0)}, ∂f1(x0) = conv {(0,1),(0,− 1)},
∂f2(x0) = conv {(1,2),(1,− 2),(−1,2),(−1,− 2)}, ∂f2(x0) = {(0,0)}.

За правилами квазiдиференцiального числення
Df(x) = f2(x)Df1(x) + f1(x)Df2(x),

а f1(x0) = f2(x0) = 1, тому
Df(x0) = Df1(x0) + Df2(x0) =

[
∂f(x0),∂f(x0)

]
,

∂f(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0) =

conv {(2,2),(2,− 2),(0,2),(0,− 2),(−2,2),(−2,− 2)},
∂f(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0) = conv {(0,1),(0,− 1)}.

З рис. 6.4.1 видно, що −∂f(x0) ⊂ int ∂f(x0), тобто точка x0 є inf–
стацiонарною точкою функцiї f . Умова (6.4.3) не виконується, при цьому
iснує чотири розв’язки задачi (6.4.15):

υ1(x0) = (2,2) при w(υ1(x0)) = (0,1),

υ2(x0) = (−2,2) при w(υ2(x0)) = (0,1),

υ3(x0) = (−2,− 2) при w(υ3(x0)) = (0,− 1),

υ4(x0) = (2,− 2) при w(υ4(x0)) = (0,− 1),

i, вiдповiдно, чотири напрямки найскорiшого пiдйому

g1(x0) =
υ1(x0) + w(υ1(x0))

‖υ1(x0) + w(υ1(x0))‖
= (2

/√
13,3

/√
13),

g2(x0) = (−2/
√

13,3/
√

13),

g3(x0) = (−2/
√

13,− 3/
√

13),

g4(x0) = (2/
√

13,− 3/
√

13).

Швидкiсть найшвидшого пiдйому f ′(x0,gi(x0)) =
√

13, i = 1, . . . ,4.

Зауваження 6.4.2. Умова (6.4.1) може бути записана у виглядi
−w ∈ ∂f(x∗) ∀w ∈ ∂f(x∗)
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або
0 ∈ ∂f(x∗) + w ∀w ∈ ∂f(x∗).

Звiдси
0 ∈ ∩

w∈∂f(x∗)
[∂f(x∗) + w] ≡ L′(x∗). (6.4.16)

Рис. 6.4.1:

Можна показати, що хоча умови (6.4.1) i (6.4.16) еквiвалентнi, проте,
якщо (6.4.16) не виконується для деякої точки x, то за допомогою (6.4.16)
не вдається одержати не тiльки напрямок найшвидшого спуску, але й
простий напрямок спуску (може трапитися, що множина L′(x) порожня).

Приклад 6.4.2. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0),f(x) =
∣∣x(1)

∣∣ −∣∣x(2)
∣∣ . Тодi Df(x0) =

[
∂f(x0),∂f(x0)

]
, де

∂f(x0) = conv{(1,0),(−1,0)}, ∂f(x0) = conv{(0,1),(0,− 1)}.
Очевидно, що множина

L′(x0) = ∩
w∈∂f(x0)

[∂f(x0) + w]

порожня. Таким чином, умова (6.4.16) в точцi, що не є inf–стацiонарною,
не дає iнформацiї про поведiнку функцiї в точцi x0 (дiйсно, ми встанов-
люємо, що точка x0 не є inf–стацiонарною, але нiчого про напрямки
спуску дiзнатися не можемо).

Приклад 6.4.3. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0),

f(x) = min
{
|x(1)| + |x(2)|,|x(1)| − |x(2)|

}
.

Ця функцiя розглядалась в прикладi 6.1.14. Там було показано, що
Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],
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∂f(x0) = conv {(2,1),(−2,1),(−2,− 1),(2,− 1)},
∂f(x0) = conv {(1,2),(−1,2),(−1,− 2),(1,− 2)}.

Очевидно, що в силу симетричностi ∂f(x0) = −∂f(x0). Iснує два напрям-
ки найшвидшого спуску

g1 = (0,1), g2 = (0,− 1).

i два напрямки найшвидшого пiдйому
g3 = (1,0), g4 = (−1,0).

Очевидно, що
f ′(x0,gi(x0)) = −1, i = 1,2; f ′(x0,gi(x0)) = 1, i = 3,4.

Рис. 6.4.2:

Приклад 6.4.4. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0), f(x) = ||x(1)| +
x(2)|. Ця функцiя розглядалася у прикладi 6.1.15. Там було показано, що

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x0) = conv {(0,0),(2,2),(−2,2)}, ∂f(x0) = conv {(−1,− 1),(1,− 1)}.
Тодi −∂f(x0) = conv {(1,1),(−1,1)}.

Точка x0 є inf–стацiонарною. Iснує два напрямки найшвидшого пiд-
йому

g1 = (
√

2/2,
√

2/2), g2 = (−
√

2/2,
√

2/2).

При цьому швидкiсть найшвидшого пiдйому f ′(x0,gi(x0)) =
√

2, i = 1,2.
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6.4.2. Квазiдиференцiйовнi множини та умови оптимально-
стi.

Означення 6.4.1. Множина S ⊂ Rn називається квазiдиференцiйовною,
якщо вона може бути представлена у виглядi

S = {x ∈ Rn|h(x) ≤ 0}, (6.4.17)
де h(x) - квазiдиференцiйовна функцiя.

Вiзьмемо x ∈ S. Розглянемо конуси
γ1(x) = {g ∈ Rn|h′(x,g) < 0},
Γ1(x) = {g ∈ Rn|h′(x,g) ≤ 0}.

Нехай точка x така, що h(x) = 0. Кажуть, що в точцi x виконується
умова регулярностi, якщо

cl γ1(x) = Γ1(x) (6.4.18)
Через Γ(x) позначимо конус можливих напрямкiв множини S в точцi
x ∈ S. Вище вже було вiдзначено, що якщо h(x) < 0, то Γ(x) = Rn, а
якщо h(x) = 0 i виконується умова регулярностi (6.4.18), то

Γ(x) = Γ1(x). (6.4.19)
Розглянемо задачу мiнiмiзацiї на множинi S квазiдиференцiйовної на

вiдкритiй множинi X ⊃ S функцiї f . Нехай x∗ ∈ S – точка, яка пiдозрiла
на мiнiмум. Якщо h(x∗) < 0 (тодi x∗ ∈ intS), то (див. теорему 6.4.1 i
зауваження 6.4.1) має мiсце умова

f ′ (x,g) = max
v∈∂f(x)

〈v,g〉. (6.4.20)

Тому розглянемо випадок h(x∗) = 0.

Теорема 6.4.2. Нехай функцiї f(x) i h(x) лiпшицевi i квазiдиференцi-
йовнi в деякому околi точки x∗ ∈ S i h(x∗) = 0. Припустимо також,
що в точцi x∗ виконується умова регулярностi (6.4.18). Для того,
щоб функцiя f досягала в точцi x∗ свого найменшого на S значення,
необхiдно, щоб

(∂f(x∗) + w) ∩ [− cl (cone (∂h(x∗) + w′))] 6= ∅ (6.4.21)
для всiх w ∈ ∂f(x∗), w′ ∈ ∂h(x∗).

Доведення. За лемою 4.5.5
f ′(x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Γ(x∗).

З (6.4.6) i (6.4.19)

min
w∈∂f(x∗)

[
max

υ∈∂f(x∗)
〈υ + w,g〉

]
≥ 0 ∀g ∈ Γ1(x

∗). (6.4.22)
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Оскiльки

Γ1(x
∗) =

{
g ∈ Rn| min

w′∈∂h(x∗)

[
max

υ′∈∂h(x∗)
〈υ′ + w′,g〉

]
≤ 0

}
= ∪w′∈∂f(x∗)Γ1w′ ,

де

Γ1w′ =

{
g ∈ Rn| max

υ∈[∂h(x∗)+w′]
〈υ,g〉 ≤ 0

}
,

то (6.4.22) еквiвалентна умовi
max

υ∈[∂f(x∗)+S]
〈υ,g〉 ≥ 0 ∀g ∈ Γ1w′ (6.4.23)

для всiх w ∈ ∂f(x∗), w′ ∈ ∂h(x∗). Застосовуючи тепер лему 5.4.2, одер-
жуємо

(∂f(x∗) + w) ∩ Γ+
1w′ 6= ∅ ∀w ∈ ∂f(x∗), ∀w′ ∈ ∂h(x∗).

Залишилося помiтити, що
Γ+

1w′ = − cl (cone (∂h(x∗) + w′)) .

Теорема 6.4.3. Умова (6.4.21) еквiвалентна умовi

−∂f(x∗) ⊂ L(x∗), (6.4.24)
де

L(x) =
⋂

w∈∂h(x)

[∂f(x) + cl (cone (∂h(x) + w))] . (6.4.25)

Доведення. Нехай виконується умова (6.4.21). Вiзьмемо w ∈ ∂f(x∗), w′ ∈
∂h(x∗). З (6.4.21) випливає, що iснує такий вектор v ∈ ∂f(x∗), що

v + w ∈ [− cl (cone (∂h(x∗) + w′))] .

Звiдки
−w ∈ [v + cl (cone (∂h(x∗) + w′))] ⊂ ∂f(x∗) + cl (cone (∂h(x∗) + w′)) .

Оскiльки вказане спiввiдношення справджується для кожного вектора
w′ ∈ ∂h(x∗), то

−w ∈
⋂

w′∈∂h(x∗)

[∂f(x∗) + cl (cone (∂h(x∗) + w′))] .

Оскiльки вказане спiввiдношення справджується для кожного вектора
w ∈ ∂f(x∗), то справедливе спiввiдношення (6.4.24).

Нехай справджується спiввiдношення (6.4.24). Тодi для всiх w ∈
∂f(x∗) та всiх w′ ∈ ∂h(x∗) справедливе спiввiдношення

−w ∈ [∂f(x∗) + cl (cone (∂h(x∗) + w′))] .

Звiдки
0 ∈ [∂f(x∗) + w + cl (cone (∂h(x∗) + w′))] .

279



Тобто
[∂f(x∗) + w] ∩ [cl (− cone (∂h(x∗) + w′))] 6= ∅.

Вiдзначимо, що L(x) — опукла множина. Вона непорожня, оскiльки
∂f(x) ⊂ L(x). (6.4.26)

Неважко бачити, що умова (4.5.22) еквiвалентна умовi
−∂f(x∗) ⊂ intL(x∗), (6.4.27)

Нехай x ∈ S, h(x) = 0. Якщо точка x не є inf–стацiонарною, то знайдемо
min

z ∈ ∂f(x) + w
z′ ∈ cl (cone (∂h(x) + w′))

‖z + z′‖ = ‖z(w,w′) + z′(w,w′)‖ = d(w,w′).

Тепер нехай
ρ(x) = max

w∈∂f(x),w′∈∂h(x)
d(w,w′) = d(w0,w

′
0).

Оскiльки умова (6.4.21) не виконана (x – не є inf–стацiонарною точкою),
то ρ(x) > 0.

Теорема 6.4.4. Якщо h(x) = 0 i виконана умова регулярностi (6.4.18),
то напрямок

g0 = − υ0 + w(υ0)

‖υ0 + w(υ0)‖
є напрямком найшвидшого спуску функцiї f на множинi S в точцi x,
причому

f ′(x,g0) = min
g∈Γ(x),‖g‖=1

f ′(x,g) = −‖υ0 + w(υ0)‖ = −ρ(x).

Використаємо тепер умову (6.4.24). Якщо x ∈ S не є inf–стацiонарною
точкою, тобто −∂f(x) 6⊂ L(x), то знайдемо напрямок

g = − υ(x) + w(υ(x))

‖υ(x) + w(υ(x))‖ ,
де

υ(x) = arg max
υ∈∂f(x)

ρ(υ), ρ(υ) = min
w∈L(x)

‖υ + w‖ = ‖υ + w(υ)‖.

Однак цей напрямок може не бути допустимим (див. приклад 6.4.5 ниж-
че).

Отже, i умова (6.4.21), i умова (6.4.24) дозволяють одержати напрямки
найшвидшого спуску, якщо точка не є inf–стацiонарною. Грубо кажучи,
цi умови еквiвалентнi не тiльки в inf-стацiонарних точках, але й в iнших
точках (в тому розумiннi, що ми одержуємо за їх допомогою ту саму
iнформацiю про напрямки найшвидшого спуску).
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Зауваження 6.4.3. Як i в зауваженнi 6.4.2, можна показати, що умова
(6.4.21) еквiвалентна умовi

0 ∈
⋂

w∈∂f(x∗),w′∈∂h(x∗)

[∂f(x∗) + w + cl (cone (∂h(x∗) + w′))] ≡ L′(x∗).

(6.4.28)
Якщо точка x ∈ S не є inf–стацiонарною (тобто 0 6∈ L′(x)) i якщо

множина L′(x) непорожня, то можна знайти
min

z∈L′(x)
‖z‖ = ‖z(x)‖.

Однак, напрямок g(x) = z(x)/‖z(x)‖ не є, взагалi кажучи, не тiльки
напрямком найшвидшого спуску, але навiть i можливим напрямком. Як
i в прикладi 6.4.2, множина L′(x) може виявитися порожньою.

Зауваження 6.4.4. Покладемо для x ∈ S, w′ ∈ ∂h(x)

A(w′,x) = − cl (cone (∂h(x∗) + w′)) .

Якщо intA(w′,x) 6= ∅, то (див. лему 5.4.3 i зауваження 5.4.3) можна
показати, що умова

(∂f(x∗) + w) ∩A(w′,x) 6= ∅, w ∈ ∂f(x∗)

еквiвалентна умовi
0 ∈ conv {(∂f(x∗) + w) ∪ (∂h(x∗) + w′)} ≡ L(x∗,w,w′). (6.4.29)

Справджується наступна лема.

Лема 6.4.1. Якщо для всiх w′ ∈ ∂h(x∗)

int (cone (∂h(x∗) + w′)) 6= ∅, (6.4.30)
то умова (6.4.21) еквiвалентна умовi

0 ∈ L(x∗,w,w′) ∀w ∈ ∂f(x∗), ∀w′ ∈ ∂h(x∗) (6.4.31)

Нагадаємо, що тут розглядається випадок h (x∗) = 0.
Нехай для точки x ∈ S такої, що h(x) = 0, i для всiх w′ ∈ ∂h (x) виконана
умова (6.4.30). Знайдемо

min
z∈L(x,w,w′)

‖z‖ = ‖z(x,w,w′)‖

i
max

w∈∂f(x),w′∈∂h(x)
‖z(x,w,w′)‖ = ‖z(x,w(x),w′(x))‖. (6.4.32)

Тодi напрямок

g(x) = − z(x,w(x),w′(x))

‖z(x,w(x),w′(x))‖ (6.4.33)

є напрямком спуску функцiї f на S в точцi x, i при цьому цей напрямок
допустимий, тобто при достатньо малих α буде [x+ αg(x)] ∈ S.
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Зауваження 6.4.5. Умову (6.4.31) зручно перевiряти в тому випадку,
коли ∂f(x) i ∂h(x) – опуклi оболонки скiнченної кiлькостi точок. Тодi
потрiбно перевiрити (6.4.31) лише для точок w,w′, якi є вершинами ∂f(x)
i ∂h(x) вiдповiдно.

Зауваження 6.4.6. Умова (6.4.30) виконана, наприклад, у тому випадку,
коли

int ∂h(x∗) 6= ∅. (6.4.34)
Але умова (6.4.30) може бути виконана i тодi, коли умова (6.4.34) не
виконується.

Приклад 6.4.5. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, x0 = (0,0), h(x) = −|x(1)| +
2x(1) + |x(2)|. Маємо

Dh(x0) =
[
∂h(x0),∂h(x0)

]
,

де (див. рис. 6.4.3)
∂h(x0) = conv {(0,1),(0,− 1)} , ∂h(x0) = conv {(1,0),(3,0)} .

Очевидно, що умова (6.4.30) виконана. На рис. 6.4.3 зображенi конуси
cone (∂h(x0) + (1,0)) , cone (∂h(x0) + (2,0)) , cone (∂h(x0) + (3,0)) .

Рис. 6.4.3:

Приклад 6.4.6. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2, x0 = (0,0), h(x) = −|x(1)| +
|x(2)|. Маємо

Dh(x0) =
[
∂h(x0),∂h(x0)

]
,

де
∂h(x0) = conv {(0,1),(0,− 1)} , ∂h(x0) = conv {(−1,0),(1,0)} .

Ясно, що при S0 = (0,0) ∈ ∂h(x0) буде

cone (∂h(x0) + S0) =
{
x = (0,x(2))|x(2) ∈ R1

}
≡ P.

Оскiльки intP = ∅, то умова (6.4.30) не виконана.
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Проаналiзуємо детальнiше умову (6.4.31). Доведемо спочатку наступнi
леми.

Лема 6.4.2. Нехай A ⊂ Rn, B ⊂ Rn – опуклi множини. Якщо

0 ∈ conv {(A + w1) ∪ B} , 0 ∈ conv {(A + w2) ∪ B} , (6.4.35)
то для будь-якого α ∈ [0,1]

0 ∈ conv{(A + wα) ∪ B}, (6.4.36)
де wα = αw1 + (1 − α)w2.

Доведення. З умови (6.4.35) випливає, що iснують α1 ∈ [0,1] , α2 ∈ [0,1] i
a1,a2 ∈ A; b1,b2 ∈ B такi, що

α1(a1 + w1) + (1 − α1)b1 = 0, (6.4.37)

α2(a2 + w2) + (1 − α2)b2 = 0. (6.4.38)
Розглянемо бiльш складний випадок α ∈ (0,1), α1 ∈ (0,1),α2 ∈ (0,1) (якщо
одне чи декiлька з чисел α,α1,α2 рiвнi 0 чи 1, то доведення спрощується).
Помножимо рiвнiсть (6.4.37) на γ1, рiвнiсть (6.4.38) помножимо на γ2 i
додамо отриманi рiвностi. Одержимо

(α1γ1a1 + α2γ2a2) + (α1γ1w1 + α2γ2w2)+

+(1 − α1)γ1b1 + (1 − α2)γ2b2 = 0. (6.4.39)
Спробуємо пiдiбрати β ∈ [0,1] ,β1 ∈ [0,1] ,γ1 i γ2 так, щоб (6.4.39) мало
вигляд

β (aα + wα) + (1 − α)(β1b1 + (1 − β1)b2) = 0. (6.4.40)
Тут aα = αa1 + (1 − α)a2. Прирiвнюючи коефiцiєнти при a1,a2,b1,b2,w1 i
w2, в (6.4.39) i (6.4.40), маємо рiвностi

α1γ1 = αβ, (1 − α1)γ1 = (1 − β)β1,

α2γ2 = (1 − α)β, (1 − α2)γ2 = (1 − β)(1 − β1).

Розв’язуючи цю нелiнiйну систему 4 рiвнянь з 4 невiдомими, одержимо

β1 =
(1 − α1)αα2

(1 − α1)αα2 + (1 − α2)(1 − α)α1
, β =

α1β1

(1 − α1)α+ α1β1
,

γ1 =
αβ

α1
,γ2 =

(1 − α)β

α2
.

Очевидно, що β ∈ (0,1),β1 ∈ (0,1). Отже знайденi β,β1,γ1,γ2, що задо-
вольняють (6.4.40), а це означає, що має мiсце (6.4.36).

Наслiдок 6.4.1. Якщо

0 ∈ conv{(A + w) ∪ B} ∀w ∈ E(C), (6.4.41)
де E(C)— множина всiх крайнiх точок опуклої множини C, то

0 ∈ conv{(A + w) ∪ B} ∀w ∈ C. (6.4.42)
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Тут, як i в лемi 6.4.2, A,B ⊂ Rn– опуклi множини.

Лема 6.4.3. Нехай A,B ⊂ Rn— опуклi множини. Якщо

0 ∈ conv{(A + w) ∪ (B + w′)} ∀w ∈ E(C), ∀w′ ∈ E(D), (6.4.43)
де E(C) i E(D)— множини всiх крайнiх точок опуклих множин C i D
вiдповiдно, то

0 ∈ conv{(A + w) ∪ (B + w′)} ∀w ∈ C, ∀w′ ∈ D. (6.4.44)

Доведення. Зафiксуємо будь-яке w′ ∈ E(D). За лемою 6.4.2
0 ∈ conv{(A + w) ∪ (B + w′)} ∀w ∈ C. (6.4.45)

Умова (6.4.42) виконується для будь-якого w′ ∈ E(D). Фiксуючи тепер
w ∈ C i застосовуючи лему 6.4.2 (де роль A тепер грає B, а роль B —
множина A + w), одержимо, що

0 ∈ conv{(A + w) ∪ (B + w′)} ∀w′ ∈ D. (6.4.46)
Лема доведена, оскiльки умова(6.4.46) справедлива для всiх w ∈ C.

Наслiдок 6.4.2. Умову (6.4.31) досить перевiряти лише для крайнiх
точок множин ∂f (x∗) i ∂h (x∗) . Ця процедура особливо спрощується
в тому випадку, коли ∂f (x∗) i ∂h (x∗)— многогранники. Тодi умову
(6.4.31) потрiбно перевiрити лише для вершин цих многогранникiв.
Аналогiчно можна показати, що й умову (6.4.21) досить перевiрити
лише для крайнiх точок множин ∂f (x∗) i ∂h (x∗) .

Сформулюємо ще одну умову мiнiмуму.
Припустимо, що S = {x| h (x) ≤ 0}.

Теорема 6.4.5. Нехай x∗ ∈ S i h(x∗) = 0. Припустимо, що функцiї f
i h квазiдиференцiйовнi на Rn. Для того щоб в точцi x∗ функцiя f
досягала свого найменшого на S значення, необхiдно, щоб

L1(x
∗) ⊂ L2(x

∗), (6.4.47)
де

L1(x) = −[∂f(x) + ∂h(x)], (6.4.48)

L2(x) = conv{∂f(x) − ∂h(x),∂h(x) − ∂f(x)}. (6.4.49)

Доведення. Нехай f∗ = f(x∗) = min
x∈S

f(x), h(x∗) = 0. Розглянемо функцiю

F (x) = max{f(x)−f∗,h(x)}. Зрозумiло, що F (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn. Оскiльки
F (x∗) = 0, то точка x∗— точка мiнiмуму функцiї F на Rn. За теоремою
6.4.1 має виконуватись умова

−∂F (x∗) ⊂ ∂F (x∗). (6.4.50)
Обчислюючи квазiдиференцiал функцiї F , одержуємо

DF (x∗) = [∂F (x∗),∂F (x∗)],
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∂F (x∗) = conv{∂f(x∗) − ∂h(x∗), ∂h(x∗) − ∂f(x∗)}, (6.4.51)

∂F (x∗) = ∂f(x∗) + ∂h(x∗). (6.4.52)
Звiдси i з (6.4.50) випливає (6.4.47).

Теорема 6.4.6. Якщо h(x∗) = 0 i виявилося, що

L1(x
∗) ⊂ intL2(x

∗), (6.4.53)
де L1(x) i L2(x) заданi спiввiдношеннями (6.4.48) i (6.4.49), то точка
x∗ є точкою строгого локального мiнiмуму функцiї f на множинi S,
тобто, умова (6.4.53)– достатня умова строгого локального мiнiму-
му.

Доведення випливає з (6.4.2) i спiввiдношень (6.4.18), (6.4.51), (6.4.52).

Теорема 6.4.7. Нехай h(x∗) = 0. Припустимо, що в точцi x∗ виконана
умова регулярностi (6.4.18). Тодi умова (6.4.47) еквiвалентна умовi

f ′(x∗,g) ≥ 0 ∀g ∈ Γ(x∗), (6.4.54)
де Γ(x∗)— конус можливих напрямкiв множини S в точцi x.

Доведення. Нехай виконана умова (6.4.47). Тодi
max

υ∈L1(x∗)
〈υ,g〉 ≤ max

υ∈L2(x∗)
〈υ,g〉 ∀g ∈ Rn,

тобто
max

υ∈−[∂f+∂h]
〈υ,g〉 ≤ max

υ∈conv{∂f−∂h,∂h−∂f}
〈υ,g〉 ∀g ∈ Rn. (6.4.55)

Тут для скорочення запису позначено ∂f = ∂f(x∗) i т. п. З (6.4.55)
випливає, що ∀g ∈ Rn

max
w ∈ ∂f
w′ ∈ ∂h

〈−w − w′,g〉 ≤ max
α ∈ [0,1]
υ ∈ ∂f,w ∈ ∂f
υ′ ∈ ∂h,w′ ∈ ∂h

〈α(υ − w′) + (1 − α)(υ′ − w),g〉.

Оскiльки всi зазначенi множини одна вiд одної не залежать, то
max
w∈∂f

〈−w,g〉 + max
w′∈∂h

〈−w′,g〉 ≤

≤ max
α∈[0,1]

[
αmax
υ∈∂f

〈υ,g〉 + (1 − α) max
w∈∂f

〈−w,g〉+

+(1 − α) max
υ′∈∂h

〈−υ′,g〉 + α max
w′∈∂h

〈−w′,g〉
]

∀g ∈ Rn. (6.4.56)

Але
max
w∈A

〈−w,g〉 = −min
w∈A

〈w,g〉.
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Тому з (6.4.56) маємо

0 ≤ max
α∈[0,1]

[
α

(
max
υ∈∂f

〈υ,g〉 + min
w∈∂f

〈w,g〉
)

+

+(1 − α)

(
max
υ′∈∂h

〈υ′,g〉 + min
w′∈∂h

〈w′,g〉
)]

∀g ∈ Rn. (6.4.57)

Якщо g ∈ Γ(x∗) то h′(x∗,g) ≤ 0. Тому

max
α∈[0,1]

α

(
max
υ∈∂f

〈υ,g〉 + min
w∈∂f

〈w,g〉
)

≥ 0 ∀g ∈ Γ(x∗).

Звiдси

f ′(x∗,g) = max
υ∈∂f

〈υ,g〉 + min
w∈∂f

〈w,g〉 ≥ 0 ∀g ∈ Γ(x∗). (6.4.58)

Дiйсно, якби виявилося f ′(x∗,g) = −a < 0, то в силу того, що має мiсце
(6.4.18) i (6.4.19), знайдеться g′ = γ1(x) досить близьке до g i таке, що
f ′(x∗,g′) ≤ −a/2 < 0, при цьому h′(x∗,g) = −b < 0. Тому

max
α∈[0,1]

[
αf ′(x∗,g′) + (1 − α)h′(x∗,g′)

]
=

max{f ′(x∗,g′),h′(x∗,g′)} ≤ max{−a/2,− b} < 0,

що суперечить (6.4.57). Тим самим (6.4.58) встановлена, тобто має мiсце
(6.4.54).

Нехай тепер виконана (6.4.54). Припустимо, що при цьому (6.4.47) не
має мiсця, тобто знайдеться таке z ∈ L1(x

∗), що z 6∈ L2(x
∗). За теоремою

про роздiлення знайдуться g ∈ Rn i a > 0 такi, що

〈z,g〉 ≥ 〈z,g〉 + a ∀z ∈ L2(x
∗). (6.4.59)

З (6.4.48), (6.4.49), (6.4.59) маємо для z = w + w′, де w ∈ ∂f , w′ ∈ ∂h,

−〈w + w′,g〉 ≥ 〈α(υ − w′) + (1 − α)(υ′ − w),g〉 + a

∀α ∈ [0,1], υ ∈ ∂f, w ∈ ∂f, υ′ ∈ ∂h, w′ ∈ ∂h.

Тим бiльше це вiрно при w = w,w′ = w′ тобто

α〈υ+w,g〉+(1−α)〈υ′ +w′),g〉 ≤ −a ∀α ∈ [0,1], υ ∈ ∂f, υ′ ∈ ∂h. (6.4.60)

При α = 1 з (6.4.60) одержуємо

〈υ + w,g〉 ≤ −a υ ∈ ∂f,

тобто

max
υ∈∂f

〈υ,g〉 + 〈w,g〉 ≤ −a.

Тим бiльше

max
υ∈∂f

〈υ,g〉 + min
w∈∂f

〈w,g〉 ≤ −a,
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тобто
f ′(x∗,g) ≤ −a. (6.4.61)

При α = 0 з (6.4.60) одержуємо
〈υ′ + w′,g〉 ≤ −a ∀υ′ ∈ ∂h.

Як i вище, звiдси
h′(x∗,g) ≤ −a. (6.4.62)

тобто g ∈ Γ1(x
∗). Але (6.4.61) суперечить (6.4.54). Одержана супере-

чнiсть доводить теорему.

Зауваження 6.4.7. Умова (6.4.47) отримана без врахування умови ре-
гулярностi в точцi x∗.

Зауваження 6.4.8. Нехай x ∈ S, h(x) = 0. Припустимо, що умова
(6.4.47) не має мiсця. Знайдемо

d(x) = max
υ∈L1(x)

ρ(x) = ρ(υ(x)), (6.4.63)

де
ρ(υ) = min

w∈L2(x)
‖υ − w‖ = ‖υ − w(υ)‖. (6.4.64)

Оскiльки умова (6.4.47) не виконується, то ρ (υ (x)) > 0. Можини L1(x)
i L2(x) опуклi, тому для кожного υ ∈ L1(x) iснує єдина точка w (υ), що
задовольняє (6.4.64) (нагадаємо, що в нас евклiдова норма, але υ (x), що
задовольняє (6.4.63), вже не обов’язково єдине.

Теорема 6.4.8. Напрямок

g0 =
υ(x) − w(υ(x))

‖υ(x) − w(υ(x))‖ (6.4.65)

є напрямком спуску функцiї f на множинi S в точцi x.

Доведення дослiвно повторює доведення другої частини теореми 6.4.7.

Зауваження 6.4.9. Напрямок (6.4.65) не обов’язково єдиний.

Вiдмiтимо, що множину S можна записати у виглядi
S = {x ∈ Rn|hη(x) ≤ 0} ,

де hη(x) = ηh(x),η > 0. Тому з (6.4.47) одержуємо таку необхiдну умову
мiнiмуму:

L1η(x
∗) ⊂ L2η(x

∗), (6.4.66)
де

L1η(x) = −
[
∂f(x) + η∂h(x)

]
,

L2η(x) = conv
{
∂f(x) − η∂h(x),η∂h(x) − ∂f(x)

}
.

287



Якщо h(x) = 0, а точка x не задовольняє умову (6.4.66), то можна по-
будувати напрямок спуску gη(x) за формулами, аналогiчними (6.4.63)—
(6.4.65). Можна також показати, що якщо

gηk
(x) → g0, ηk → ∞,

то g0 - напрямок найшвидшого спуску функцiї f на множинi S. При
цьому для кожного η > 0 напрямок gη(x) є допустимим, тобто при досить
малих α > 0 буде x+ αgη(x) ∈ S.

Зауваження 6.4.10. Всi описанi вище умови мають мiсце незалежно вiд
того, якi взяти квазiдиференцiали функцiй f i h (адже квазiдиференцiал
визначається неєдиним чином). Звичайно, з обчислювальної точки зору
краще взяти найбiльш простi в якомусь розумiннi квазiдиференцiали.

Розглянемо декiлька iлюстративних прикладiв застосування отрима-
них вище результатiв.

Рис. 6.4.4:

Приклад 6.4.7. Нехай x =
(
x(1),x(2)

)
∈ R2,x0 = (0,0), h (x) =

∣∣x(1)
∣∣ −

1
2

∣∣x(2)
∣∣, S = {x ∈ R2|h (x) ≤ 0}. Множина S зображена на рис. 6.4.4.

Очевидно, що x0 ∈ S,Dh (x0) =
[
∂h (x0) ,∂h (x0)

]
, де

∂h (x0) = conv{(1,0),(−1,0)}
∂h (x0) = conv{(0,1/2),(0,− 1/2)}.

В точцi x0 ∈ S виконується умова регулярностi (6.4.18). Розглянемо
функцiю f (x) = −

∣∣x(1)
∣∣+
∣∣x(2)

∣∣− x(1). Маємо

Df (x0) =
[
∂f (x0) ,∂f (x0)

]
,

∂f (x0) = conv{(−1,1),(−1,− 1)},
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∂f (x0) = conv{(1,0),(−1,0)}.
Перевiримо виконання умови мiнiмуму (6.4.21) в точцi x0. Умову (6.4.21)
потрiбно перевiрити лише для крайнiх точок множин ∂f(x0) та ∂h(x0).
Покладемо w1 = (1,0), w2 = (−1,0), w′

1 = (0,1/2), w′
2 = (0,− 1/2). Маємо

A1 = ∂f (x0) +w1 = conv{(−1,1) , (−1,− 1)}+ (1,0) = conv{(0,1),(0,− 1)},
A2 = ∂f (x0)+w2 = conv{(−1,1) , (−1,− 1)}+(−1,0) = conv{(−2,1), (−2,−
1)}, B1 = ∂h (x0) + w′

1 = conv{(1,0) , (−1,0)} + (0,1/2) = conv{(1,1/2),
(−1,1/2)}, B2 = ∂h (x0)+w

′
2 = conv{(1,0) , (−1,0)}+(0,−1/2) = conv{(1,−

1/2), (−1,− 1/2)},
C1 = − cl (coneB1) ,C2 = − cl (coneB2) .

Рис. 6.4.5:

На рис. 6.4.5 видно, що Ai ∩ Cj 6= ∅ i,j = 1,2, тобто умова (6.4.21)
виконується.
Перевiримо умову (6.4.24). Маємо (див. (6.4.25))

L(x0) = [∂f(x0) − C1] ∩ [∂f(x0) − C2] .

На рис. 6.4.5 видно, що

L(x0) = conv{(1,0),(−3,0),(−1,1),(−1,− 1)}.
Зрозумiло, що

−∂f(x0) = conv{(−1,0),(1,0)} ⊂ L(x0),

тобто умова (6.4.24) також виконується.
Перевiримо умову (6.4.31). Маємо

L1 = L (x0,w1,w
′
1) = conv{∂f(x0) + w1,∂h(x0) + w′

1} = conv{A1,B1} =
= conv{(0,1),(0,− 1),(1,1/2),(−1,1/2)},

L2 = L (x0,w1,w
′
2) = conv{A1,B2} = conv{(0,1),(0,−1),(1,−1/2),(−1,−1/2)},
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L3 = L (x0,w2,w
′
1) = conv{A2,B1} = conv{(−2,1),(−2,−1),(1,1/2),(−1,1/2)},

L4 = L (x0,w2,w
′
2) = conv{A2,B2} = conv{(−2,1),(−2,−1),(1,−1/2), (−1,−

1/2)}. На рис. 6.4.6 видно, що 0 ∈ Li i = 1, . . . ,4, тобто умова (6.4.31)
виконана. Перевiримо тепер умову (6.4.47). Маємо

Рис. 6.4.6:

L1(x0) = −
[
∂f(x0) + ∂h(x0)

]
=

= − [conv{(1,0),(−1,0)} + conv{(0,1/2),(0,− 1/2)}] =

= − conv{(1,1/2),(−1,1/2),(1,− 1/2),(−1,− 1/2)} =

conv{(−1,− 1/2),(1,− 1/2),(−1,1/2),(1,1/2)},
∂f(x0) − ∂h(x0) = conv{(−1,1),(−1,− 1)} − conv{(0,1/2),(0,− 1/2)} =

= conv{(−1,3/2),(−1,1/2),(−1,− 1/2),(−1,− 3/2)},
∂h(x0) − ∂f(x0) = conv{(1,0),(−1,0)} − conv{(1,0),(−1,0)} =

conv{(2,0),(0,0),(−2,0)} = conv{(2,0),(−2,0)},
L2(x0) = conv{∂f(x0) − ∂h(x0),∂h(x0) − ∂f(x0)} =

conv{(−1,3/2),(−1,1/2),(−1,− 1/2),(−1,− 3/2),(0,0),(2,0),(−2,0)}.
На рис. 6.4.7 видно, що L1(x0) ⊂ L2(x0), тобто умова (6.4.47) також
виконана. Нарештi, побудуємо множину L′(x0) (див. (6.4.28)):

L′(x0) = (A1 − C1) ∩ (A1 − C2) ∩ (A2 − C1) ∩ (A2 − C2).

Маємо
P1 = (A1 − C1) ∩ (A1 − C2) = conv{(2,0),(−2,0),(0,1),(0,− 1)},

P1 = (A2 − C1) ∩ (A2 − C2) = conv{(−4,0),(0,0),(−2,1),(−2,− 1)},
Звiдси

L′(x0) = P1 ∩ P2 = conv{(−2,0),(0,0),(−1,1/2),(−1,− 1/2)},
тобто (див. рис. 6.4.7) 0 ∈ L′(x0), тобто умова (6.4.28) теж виконана.
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Приклад 6.4.8. Нехай S — множина, яка визначена в прикладi 6.4.7.
Вiзьмемо f(x) =

∣∣x(1)
∣∣−
∣∣x(2)

∣∣− 2x(1), x0 = (0,0) ∈ S. Тодi

∂f(x0) = conv{(−3,0),(−1,0)}, ∂f(x0) = conv{(0,1),(0,− 1)}.
Перевiримо, чи виконується умова (6.4.21).

Рис. 6.4.7:

Досить перевiрити (6.4.21) лише для крайнiх точок множин ∂f(x0), ∂h(x0).
Покладемо

w1 = (0,1),w2 = (0,− 1);w′
1 = (0,1/2),w′

2 = (0,− 1/2),

A1 = ∂f(x0) + w1 = conv{(−3,1),(−1,1)},
A2 = ∂f(x0) + w2 = conv{(−3,− 1),(−1,− 1)},
B1 = ∂h(x0) + w′

1 = conv{(1,1/2),(−1,1/2)},
B2 = ∂h(x0) + w′

2 = conv{(1,− 1/2),(−1,− 1/2)},
C1 = − coneB1, C2 = − coneB2.

З рис. 6.4.8 ясно, що A1 ∩C1 = ∅, A1 ∩C2 6= ∅, A2 ∩C1 6= ∅, A2 ∩C2 = ∅.
Знайдемо

max
υ∈A1

min
w∈C1

‖υ − w‖ = min
w∈C1

‖υ1 − w‖ = ‖υ1 − w1‖ ,

max
υ∈A2

min
w∈C2

‖υ − w‖ = min
w∈C2

‖υ2 − w‖ = ‖υ2 − w2‖ ,
де

υ1 = (−1,1), w1 = (−2/5,− 1/5), υ2 = (−1,− 1), w2 = (−2/5,1/5).

Маємо
‖υ1 − w1‖ = ‖(−3/5,6/5)‖ = 3

√
5/5,

‖υ2 − w2‖ = ‖(−3/5,− 6/5)‖ = 3
√

5/5.
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Рис. 6.4.8:

Отже, iснує два напрямки найшвидшого спуску

g1 = (1/
√

5,− 2/
√

5), g2 = (1/
√

5,2/
√

5), (6.4.67)
при цьому швидкiсть найшвидшого спуску

f ′(x0,g1) = f ′(x0,g2) = −3
√

5/5.

Перевiримо умову (6.4.24). Маємо
L(x0) = (∂f(x0) − C1) ∩ (∂f(x0) − C2).

З рис. 6.4.9 видно, що L(x0) = conv{(−3,0),(−1,0)}. Розв’язуючи задачу
min

w∈L(x0)
‖υ − w‖ → max

υ∈[−∂̄f(x0)]
ρ(υ),

одержимо (див. рис. 6.4.9) два напрямки

g′1 = (
√

2/2,
√

2/2), g′2 = (
√

2/2,−
√

2/2).

Проте жоден з цих напрямкiв не є допустимим напрямком (вони навiть
не належать Г(x0)).
Перевiримо тепер умову (6.4.31). Маємо

L1 = L(x0,w1,w
′
1) = conv{∂f(x0) + w1,∂h(x0) + w′

1} = conv{A1,B1} =

= conv{(−3,1),(−1,1),(1,1/2),(−1,1/2)};
L2 = L(x0,w1,w

′
2) = conv{A1,B2} =

= conv{(−3,1),(−1,1),(1,− 1/2),(−1,− 1/2)};
L3 = L(x0,w2,w

′
1) = conv{A2,B1} =

= conv{(−3,− 1),(−1,− 1),(1,1/2),(−1,1/2)};
L4 = L(x0,w2,w

′
2) = conv{A2,B2} =
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Рис. 6.4.9:

= conv{(−3,− 1),(−1,− 1),(1,− 1/2),(−1,− 1/2)};
З рис. 6.4.10 ясно, що 0 ∈ L2, 0 ∈ L3, але 0 /∈ L1, 0 /∈ L4. З рис.
6.4.10 одержуємо два напрямки спуску g′1 = (0,1), g′2 = (0,− 1). Неважко
обчислити, що

f ′(x0,g1) = f ′(x0,g2) = −1.

При цьому g1 ∈ int Γ(x0), g2 ∈ int Γ(x0).
Ранiше ми вже знайшли напрямки найшвидшого спуску (див. (6.4.67)) i
швидкiсть найшвидшого спуску −3/

√
5.

Звернемося до умов (6.4.47). Маємо
L1(x0) = −[∂f(x0) + ∂h(x0)] =

−[conv{(0,1),(0,− 1)} + conv{(0,1/2),(0,− 1/2)}] =

= conv{(0,3/2),(0,− 1/2),(0,1/2),(0,− 3/2)} = conv{(0,− 3/2),(0,3/2)},
Q1 ≡ ∂f(x0) − ∂h(x0) = conv{(−3,0),(−1,0)} − conv{(0,1/2),(0,− 1/2)} =

= conv{(−3,− 1/2),(−3,1/2),(−1,− 1/2),(−1,1/2)},
Q2 ≡ ∂h(x0) − ∂f(x0) =

= conv{(1,0),(−1,0)} − conv{(0,1),(0,− 1)} =

conv{(1,1),(1,− 1),(−1,1),(−1,− 1)},
L2(x0) = conv{Q1,Q2} =

= conv{(−3,− 1/2),(−3,1/2),(−1,− 1/2),

(−1,1/2),(1,1),(1,− 1),(−1,1),(−1,− 1)}.
З рис. 6.4.11 ясно, що L1(x0) 6⊂ L2(x0). Знайдемо

max
z∈L1(x0)

min
z′∈L2(x0)

‖z − z′‖ = min
z′∈L2(x0)

‖z0 − z′‖ = ‖z0 − z′(z0)‖ . (6.4.68)
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Рис. 6.4.10:

Очевидно, що iснує двi точки z0, що задовольняють (6.4.68): z0 = (0,3/2)
(її вiдповiдає z′(z0) = (0,1)) i
z̄0 = (0, − 3/2) (з z′(z0) = (0, − 1)). Звiдси знаходимо два напрямки
спуску g′′1 = (0,1) та g′′2 = (0, − 1) ( що збiгаються зi знайденими вище
напрямками g′1 i g′2 отриманими за допомогою умови (6.4.31)).

Нарештi, перевiримо умову (6.4.28). Побудуємо
L′(x0) = (A1 − C1) ∩ (A1 − C2) ∩ (A2 − C1) ∩ (A2 − C2).

Так як (A1 −C1)∩ (A1 −C2) = A1 , (A2 −C1)∩ (A2 −C2) = A2 (див. рис.
6.4.11), а множини A1 i A2 не перетинаються, то L′(x0) = ∅.
Таким чином, необхiдна умова (6.4.28) не виконана, але бiльше нiякої
iнформацiї ми отримати не можемо.
Отже, за допомогою всiх розглянутих умов ми знайшли, що точка x0

не є стацiонарною. Умова (6.4.21) дозволила знайти всi напрямки най-

Рис. 6.4.11:

швидшого спуску, а за допомогою умов (6.4.31) i (6.4.47) були знайденi
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допустимi напрямки спуску, що ведуть всередину множини S. Умова
(6.4.28) лише “попередила” про те, що точка x0 не є стацiонарною, а
умова (6.4.24), крiм того, привела до напрямку, який не є навiть можли-
вим. Тому цiєю умовою треба користуватися з обережнiстю. Практично
можна рекомендувати умови (6.4.21) (для знаходження н. н. с.) i (6.4.31)
i (6.4.47), (для знаходження допустимих напрямкiв спуску).

Приклад 6.4.9. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0), f(x) = |x(1)| −
|x(2)| + x(2), h(x) = − 1

2 |x(1)| − x(2). Тодi f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x),
h(x) = h1(x) + h2(x), де f1(x) = |x(1)|, f2(x) = −|x(2)|, f3(x) = x(2),
h1(x) = − 1

2 |x(1)|, h2(x) = −x(2). Побудуємо множину

S = {x ∈ R2|h(x) ≤ 0}.
За прикладами 6.1.4-6.1.5

∂f1(x0) = conv {(−1,0),(1,0)},
∂f1(x0) = {(0,0)},
∂f2(x0) = {(0,0)},

∂f2(x0) = conv {(0,− 1),(0,1)},
∂f3(x0) = {(0,1)},
∂f3(x0) = {(0,0)},
∂h1(x0) = {(0,0)},

∂h1(x0) = conv {1

2
(−1,0),

1

2
(1,0)},

∂h2(x0) = {(0,− 1)},
∂h2(x0) = {(0,0)}.

Тодi за правилами квазiдиференцiального числення
∂f(x0) = conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)},

∂f(x0) = conv {(0,− 1),(0,1)},
∂h(x0) = {(0,− 1)},

∂h(x0) = conv

{
1

2
(−1,0),

1

2
(1,0)

}
.

Перевiримо, що в точцi виконується умова регулярностi. Маємо
∂h(x0)

∂g
= 〈(0,− 1),g〉 + min

{
〈1
2
(1,0),g〉,〈1

2
(−1,0),g〉

}
.

Знайдемо тi g ∈ R2, ||g|| = 1, для яких ∂h(x0)
∂g = 0. Очевидно, що

∂h(x0)

∂g1
=
∂h(x0)

∂g2
= 0,
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g1 = (2/
√

5,− 1/
√

5), g2 = (−2/
√

5,− 1/
√

5).

Зауважимо, що
γ1 = β1 ∪ β2 ∪ β3,

β1 = {g ∈ R2|g = λ(−2,z),λ > 0,z ∈ (−1,0]},
β2 = {g ∈ R2|g = λ(y,1),λ > 0,y ∈ [−1,1]},
β1 = {g ∈ R2|g = λ(2,z),λ > 0,z ∈ (−1,0]}.

Γ1(x0) = γ1(x0) ∪ {g = λg1,λ ≥ 0} ∪ {g = λg2,λ ≥ 0} = cl γ1(x0).

Тобто в точцi x0 виконується умова регулярностi (6.4.18).

Рис. 6.4.12:

З рис. 6.4.12 видно, що

H ≡
⋂

w∈∂h(x0)

[∂f(x0) + cl(cone(∂h(x0) + w))] = conv{(−1,1),(1,1),(0,− 1)}.

Тодi −∂f(x0) ⊂ H, тобто умова (6.4.21) виконується. Отже точка x0 є
стацiонарною для функцiї f(x) = |x(1)| − |x(2)| + x(2) на множинi S =
{x| − 1

2 |x(1)| − x(2) ≤ 0}. Ця точка є точкою мiнiмума для функцiї f на
множинi S.

Приклад 6.4.10. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0), f(x) = |x(1)| −
|x(2)| + x(2), h(x) = −|x(1)| − x(2). Побудуємо множину

S = {x ∈ R2|h(x) ≤ 0}.
Множина S зображена на рис. 6.4.13. За прикладом 6.4.4

∂f(x0) = conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)},
∂f(x0) = conv {(0,− 1),(0,1)}.
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Рис. 6.4.13:

Легко отримати, що

∂h(x0) = {(0,− 1)}
∂h(x0) = conv {(−1,0),(1,0)}.

Аналогiчно до минулого прикладу, перевiряється умова регулярностi в
точцi x0. Множина H зображена на рис. 6.4.13.

H ≡
⋂

w∈∂h(x0)

[∂f(x0) + cl(cone(∂h(x0) + w))] = conv{(−1,1),(1,1),(0,0)}.

Очевидно, що

−∂f(x0) = − conv{(0,− 1),(0,1)} = conv{(0,− 1),(0,1)} * H.

Знайдемо напрямок найскорiшого спуску. Маємо для w ∈ ∂f(x0),w′ ∈
∂h(x0).

∂f(x0) + w = conv{(1,0) + (0,1) + w,(−1,0) + (0,1) + w} ≡ US ,

− cl(cone(∂h(x0)+w
′))] = {z = λ(−(0,−1)−w′) = λ((0,1)−w′)|λ ≥ 0} ≡ Bw′ .

Множини Uw – це вiдрiзки, якi паралельнi вiдрiзку conv{(−1,0),(1,0)} i
заповнюють прямокутник з вершинами (−1,0),(−1,2),(1,2),(1,0). Множи-
ни Bw′ – це променi з центром в початку координат, якi проходять через
точки вiдрiзка, що з’єднує точки (−1,1), (1,1). Знайдемо ρ(x0)

ρ(x0) = max
w∈∂f(x0),w′∈∂h(x0)

d(w,w′) = d(w0,w
′
0) = d(w1,w

′
1),

де

w0 = (0,1),w′
0 = (1,0),w1 = w0 = (0,1),w′

1 = (−1,0).

Маємо два напрямки найскорiшого спуску

297



Рис. 6.4.14:

g0 = (
√

2/2,−
√

2/2),g′0 = (−
√

2/2,−
√

2/2).

При цьому
∂f(x0)

∂g0
= max
v∈∂f(x0)

〈v,g0〉 + min
w∈∂f(x0)

〈w,g0〉 = −
√

2/2.

Аналогiчно
∂f(x0)

∂g′0
= −

√
2/2.

Очевидно, що
∂f(x0)

∂g0
= −ρ(x0) = −

√
2/2.

Приклад 6.4.11. Нехай x = (x(1),x(2)) ∈ R2,x0 = (0,0), f(x) = |x(1)| −
1
2 |x(2)| + x(2), h(x) = − 1

4 |x(1)| − x(2). Побудуємо множину

S = {x ∈ R2|h(x) ≤ 0}.
Як i в попереднiх прикладах, отримаємо (рис. 6.4.15), що

∂f(x0) = conv {(−1,0),(1,0)} + {(0,1)} = conv {(1,1),(−1,1)},

∂f(x0) = conv {(0,1
2
),(0,− 1

2
)},

∂h(x0) = {(0,− 1)},

∂h(x0) = conv {(−1

4
,0),(

1

4
,0)}.

Вiзьмемо w ∈ ∂f(x0) i w′ ∈ ∂h(x0). Тодi
∂f(x0) + w = conv{(1,0) + (0,1) + w,(−1,0) + (0,1) + w} ≡ Uw,
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Рис. 6.4.15:

− cl(cone(∂h(x0) + w′))] = {z = λ((0,− 1) + w′)|λ ≥ 0} ≡ Bw′ .

Множина L(w,w′) зображена на рис. 6.4.15 для w = (0, 14 ), w′ = (− 1
8 ,0).

Променi l1, l2, l3 паралельнi. Очевидно, що
0 ∈ L(w,w′),∀w ∈ ∂f(x0),∀w′ ∈ ∂h(x0).

Неважко помiтити, що
r = min

w∈∂f(x0),w′∈∂h(x0)
r(w,w′).

Мiнiмум досягається при w = (0, 12 ), w′ = (1
4 ,0) i при w = (0, 12 ), w′ =

(− 1
4 ,0). Пiдрахувавши, маємо r =

√
425/34 ≈ 0,6063.

6.5. ЗВ’ЯЗОК КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛА З
СУБДИФЕРЕНЦIАЛАМИ МIШЕЛЯ–ПЕНО I КЛАРКА

Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn i квазiди-
ференцiйовна в точцi x ∈ X. Нагадаємо, що концепцiя квазiдиференцi-
йовностi пов’язана з представленням похiдної у виглядi суми сублiнiй-
ної та суперлiнiйної функцiй (рiзницi двох сублiнiйних функцiй). Якщо
Df (x) =

[
∂f (x) , ∂f (x)

]
- квазiдиференцiал функцiї f в точцi x, то

f ′ (x, g) = max
h∈∂f(x)

〈h, g〉 + min
h∈∂f(x)

〈h, g〉 = max
h∈∂f(x)

〈h, g〉 − max
h∈−∂f(x)

〈h, g〉.

За допомогою пари множин
[
∂f (x) ,− ∂f (x)

]
похiдна вiдновлюється як

рiзниця двох максимумiв. Геометрична iнтерпретацiя похiдної при цьому
зводиться до опису рiзницi опуклих множин. Цю рiзницю можна ро-
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зумiти неоднозначно. Найбiльш природний шлях, при якому вiднiмання
визначається як операцiя, обернена до додавання в лiнiйному просторi,
приводить до рiзницi в просторi опуклих множин. Якщо α1,α2 - еле-
менти цього простору, що вiдповiдають множинам ∂f (x) та

(
−∂f (x)

)

вiдповiдно, то рiзниця цих елементiв має вигляд
α1 − α2 = [∂f (x) , {0}] +

[
{0}, −

(
−∂f (x)

)]
=
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
= Df (x) .

Отже рiзниця множин ∂f(x) та −∂f(x), обчислена в просторi опуклих
множин, спiвпадає з квазiдиференцiалом.

На вiдмiну вiд рiзницi, що визначається операцiєю вiднiмання в про-
сторi опуклих множин, можна розглядати й iншi операцiї взяття рiзницi.
Ми зупинимося на двох з них: операцiя ÷ та операцiя −̇.

Операцiя ÷.
Нехай функцiя f – локально лiпшицева i диференцiйовна за напрям-

ками в точцi x.

Означення 6.5.1. Субдиференцiалом Мiшеля–Пено функцiї f в точцi x
називається множина

∂mpf(x) = {h| 〈h,g〉 ≤ f ′(x,g), g ∈ Rn}.
Супердиференцiалом Мiшеля–Пено функцiї f в точцi x називається
множина

∂mpf(x) = {h| 〈h,g〉 ≥ f ′(x,g), g ∈ Rn}.
Субдиференцiал та супердиференцiал Мiшеля–Пено є опуклими за-

мкнутими множинами. Цi множини можуть бути i порожнiми. Припу-
стимо, що одна з цих множин, наприклад ∂mpf(x), непорожня. Оскiльки
функцiя f лiпшицева в околi точки x, то похiдна f ′(x,g) також задоволь-
няє умову Лiпшиця вiдносно g, тому |f ′(x,g)| ≤ L ‖g‖, де L – константа
Лiпшиця, g ∈ Rn. Якщо h ∈ ∂mpf(x), то

〈h,g〉 ≤ f ′(x,g) ≤ L ‖g‖ , g ∈ Rn,

тому
‖h‖ = max

‖g‖=1
〈h,g〉 ≤ L.

Отже субдиференцiал Мiшеля–Пено ∂mpf(x) обмежений. Тому вiн є опу-
клим компактом. Покладемо

p(g) = max
h∈∂mpf(x)

〈h,g〉.

Функцiя p є неперервною та сублiнiйною. При цьому p(g) ≤ f ′(x,g) ≡
f ′x(g). Покажемо, що p - найбiльша сублiнiйна функцiя, яка мажорує-
ться похiдною f ′x(g) : якщо p̃ – сублiнiйна функцiя, p̃(g) ≤ f ′x(g), то
p̃(g) ≤ p(g) для всiх g. Дiйсно, якщо h ∈ ∂p̃, то 〈h,g〉 ≤ p̃(g) ≤ f ′x(g), а то-
му h ∈ ∂p. Включення ∂p̃ ⊂ ∂p в силу двоїстостi Мiнковського приводить
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до потрiбної нерiвностi. Iз сказаного випливає, що непорожнiсть субди-
ференцiала Мiшеля–Пено рiвносильна iснуванню сублiнiйної функцiї,
що мажорується похiдною f ′x(g). Аналогiчно, непорожнiсть супердифе-
ренцiала Пено рiвносильна iснуванню суперлiнiйної функцiї, що мiно-
рується похiдною f ′x(g). При цьому супердиференцiал Мiшеля–Пено є
опуклим компактом.

Повернемося до квазiдиференцiйовних локально лiпшицевих функцiй.
Нехай функцiя f має в точцi x квазiдиференцiал

Df (x) =
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
=
[
∂f (x) ,−

(
− ∂f (x)

)]
.

Обчислимо рiзницi ∂f(x) ÷ (−∂f(x)) та (−∂f(x)) ÷ ∂f(x).
(Нагадаємо, що U ÷ V = {h |h+ V ⊂ U}.)
Теорема 6.5.1. Справедливi наступнi рiвностi

∂f(x) ÷ (−∂f(x)) = ∂mpf(x), (6.5.1)

−∂f(x) ÷ (∂f(x)) = ∂mpf(x). (6.5.2)

Доведення. Обмежимося доведенням рiвностi (6.5.1). Нехай h ∈ ∂f(x)÷
(−∂f(x)). Тодi h − ∂f(x) ⊂ ∂f(x) i, отже, для всiх g ∈ Rn виконується
нерiвнiсть

〈h,g〉 + max
h′∈(−∂f(x))

〈h′,g〉 ≤ max
h′∈∂f(x)

〈h′,g〉,

або, що те ж саме,
〈h,g〉 ≤ max

h′∈∂f(x)
〈h′,g〉 − max

h′∈(−∂f(x))
〈h′,g〉 = f ′(x,g),

тобто h ∈ ∂mpf(x). Тим самим ми перевiрили включення

∂mpf(x) ⊃ ∂f(x) ÷ (−∂f(x)).

Обернене включення перевiряється таким же чином.

Операцiя −̇.
Виявляється, що для досить широкого класу функцiй ця операцiя,

застосована до множин ∂f(x) та (−∂f(x)), приводить до субдиференцiала
Кларка. Нагадаємо, що множина U−̇V , де U та V - опуклi компакти,
визначається так. Розглядається деяка множина T повної мiри, в точках
g якої iснують градiєнти ∇pU (g) та ∇pV (g) опорних функцiй pU та pV
компактiв U та V вiдповiдно, потiм складаються рiзницi ∇pU (g)−∇pV (g).
Опукле замикання цих рiзниць i спiвпадає з множиною U−̇V . При цьому
iснування градiєнта ∇pU (g) рiвносильне тому, що лiнiйна функцiя 〈h,g〉
досягає максимуму на опуклому компактi U в єдинiй точцi. Ця точка
спiвпадає з градiєнтом ∇pU (g).

Нехай локально лiпшицева функцiя f визначена на вiдкритiй множинi
X, квазiдиференцiйовна в точцi x ∈ X i має в цiй точцi квазiдиференцiал
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Df (x) =
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
≡ [U,V ]. Нехай елемент g такий, що лiнiйна

функцiя (g,h)〈h,g〉 досягає максимуму на кожнiй з множин U = ∂f(x) та
−V = −∂f(x) в єдинiй точцi. Позначимо цi точки вiдповiдно через ϕU (g)
та −ψV (g). Iз сказаного вище випливає, що ϕU (g) = ∇pV (g), −ψV (g) =
∇p(−V )(g). Легко перевiрити, що ψV (g) - єдина точка компакту V =

∂f(x), в якiй досягає мiнiмуму на V лiнiйна функцiя 〈h,g〉.
Нехай T ⊂ Rn. Будемо казати, що множина T має властивiсть (E)

вiдносно пари [U,V ] = [∂f(x),∂f(x)], якщо:
1) лебегова мiра множини Rn\T дорiвнює нулю,
2) при g ∈ T лiнiйна функцiя 〈h,g〉 досягає максимуму на множинi

U = ∂f(x) в єдинiй точцi ϕU (g) i досягає мiнiмуму на множинi V = ∂f(x)
в єдинiй точцi ψV (g).

Iз вище сказаного випливає, що множина ∂f−̇(−∂f(x)) спiвпадає з
замкнутою опуклою оболонкою сум ϕU (g) + ψV (g), де g пробiгає деяку
множину T , що має властивiсть (E) вiдносно пари [U,V ].

Позначимо черезM(x) сукупнiсть функцiй f , визначених на вiдкритiй
множинi X, яка мiстить точку x, що мають наступнi властивостi:

а) f задовольняє умову Лiпшиця в деякому околi Bδ(x) точки x;
звiдси випливає, що множина Vf точок y ∈ Bδ (x), де iснує градiєнт
∇f (y), має повну мiру;

б) f– квазiдиференцiйовна в точцi x;
в) знайдуться такi пiдмножина Q ⊂ Vf , що має в околi Bδ(x) повну

мiру, та квазiдиференцiал Df (x) =
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
≡ [U,V ] функцiї f в

точцi x i множина T , що має властивiсть (E) вiдносно пари [U,V ], що iз
спiввiдношень

gk → g, αk ↓ 0, xk = x+ αkgk ∈ Q, g ∈ T

випливає
∇f (xk) → ϕU (g) + ψV (g) ,

де ϕU (g) та ψV (g) - визначенi вище вiдображення.
Справедливiсть властивостi в) визначається вибором деякої конкре-

тної пари
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
iз квазiдиференцiалу Df (x) i вiдповiдної мно-

жини T . При переходi до еквiвалентної пари та iнших T ця властивiсть
може не виконуватись (див. приклад нижче).
Нехай функцiя f задовольняє умову Лiпшиця в околi Bδ (x) точки x,
Q ⊂ Bδ (x), T ⊂ Rn, причому

µ (Bδ (x) \Q) = 0, µ(Rn\T ) = 0,

де µ - мiра Лебега. Покладемо
∂T f (x) = cl conv DT ,

де
DT = {v| ∃xk = x+ αkgk ∈ Q, gk → g ∈ T, αk ↓ 0, ∇f(xk) → v} .
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Теорема 6.5.2. Нехай функцiя f входить в M (x), множина Q ⊂ Vf ,

квазiдиференцiал [U,V ] =
[
∂f (x) , ∂f (x)

]
i множина T , що має вла-

стивiсть (E) вiдносно пари [U,V ], такi, що для них виконана умова в)
з означення класу M (x) . Тодi

∂T f (x) = ∂f(x)−̇
(
−∂f (x)

)
.

Доведення. Нехай v ∈ DT . Тодi знайдуться такi послiдовностi gk та αk,
що gk → g, αk ↓ 0, xk = x + αkgk ∈ Q, g ∈ T , ∇f(xk) → v. Оскiльки, з
iншого боку,f ∈ M (x), то ∇f (xk) → ϕU (g) + ψV (g), тобто v = ϕU (g) +
ψV (g). Таким чином, DT ⊂ {ϕU (g) + ψV (g) | g ∈ T} i, отже,

∂T f (x) ⊂ cl conv {ϕU (g) + ψV (g) | g ∈ T} = ∂f (x) −̇
(
−∂f (x)

)
.

Перевiримо обернене включення. Нехай g ∈ Rn,αk ↓ 0,εk ↓ 0. Оскiльки
перетин Q з кулею x+αkBεk

(g) непорожнiй, то знайдеться такий елемент
gk ∈ Bεk

(g), що
x+ αkgk ∈ Q. (6.5.3)

Таким чином, iснує послiдовнiсть {gk}, для якої gk → g i виконана умова
(6.5.3). Нехай g ∈ T . Розглянемо елемент v = ϕV (g) + ψU (g) i послiдов-
ностi {gk} i {αk}, для яких gk → g, αk ↓ 0 i виконана умова (6.5.3). За
означенням M (x) є справедливим спiввiдношення ∇f (xk) → v, тобто
v ∈ DT . Iз цiєї обставини одразу випливає, що

∂T f (x) ⊃ ∂f (x) −̇
(
−∂f (x)

)
.

Наслiдок 6.5.1. Нехай f ∈M(x). Тодi

∂Clf (x) ⊃ ∂f (x) −̇
(
−∂f (x)

)
. (6.5.4)

Це твердження одразу випливає з теореми 5.2.13 i теореми 6.5.2.
Наслiдок 6.5.1 показує, що для функцiї з класу M(x) квазiдиферен-

цiал дозволяє оцiнити субдиференцiал Кларка знизу.
Якщо знайдеться пара

[
∂f (x) , ∂f (x)

]
, для якої виконується властивiсть

в) з означення M (x) коли множина T спiвпадає з усiм Rn, то
∂Clf (x) = ∂f (x) −̇

(
−∂f (x)

)
.

Рiвнiсть T = Rn виконується, якщо множини ∂f (x) та ∂f (x) строго
опуклi або складаються з однiєї точки.

Покажемо, що множина M (x) досить широка. Насамперед перевi-
римо, що опуклi функцiї входять в M (x). З цiєю метою встановимо
справедливiсть наступного твердження.

Лема 6.5.1. Нехай f – опукла функцiя, що визначена на вiдкритiй
опуклiй множинi X, яка мiстить точку x. Нехай xk = x + αkgk, де
αk ↓ 0, gk → g, причому в точках xk iснує градiєнт ∇f (xk). Тодi, якщо
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∇f (xk) → v, то 〈v,g〉 = max
h∈∂f(x)

〈h,g〉, де ∂f (x) – субдиференцiал функцiї

f в точцi x.

Доведення. Нехай елементи zk ∈ ∂f (x) такi, що f ′(x,gk) = max
h∈∂f(x)

〈h,gk〉 =

〈zk,gk〉. Вважаємо, що zk → z. Тодi f ′ (x,g) = 〈z,g〉. Розглянемо фун-
кцiю дiйсної змiнної ϕk (α) = f (x+ αgk) ,k = 1,2, . . . Ця функцiя опу-
кла, тому її права похiдна (ϕk)

′
+ (α) неспадна. Звiдси випливає, що

(ϕk)
′
+ (α) ≥ (ϕk)

′
+ (0). Оскiльки

(ϕk)
′
+ (α) = lim

β↓0

1

β
(ϕk (α+ β) − ϕk (α)) = f ′ (x+ αgk, gk) ,

то
f ′ (xk,gk) ≥ f ′ (x,gk) .

Пригадуючи, що f ′ (x,gk) = 〈zk,gk〉, f ′ (xk,gk) = 〈∇f (xk) ,gk〉, одержимо
〈∇f (xk) ,gk〉 ≥ 〈zk,gk〉.

Переходячи в цiй нерiвностi до границi, маємо
〈v,g〉 ≥ 〈z,g〉 = f ′(x,g) = max

h∈∂f(x)
〈h,g〉. (6.5.5)

Оскiльки v ∈ ∂f (x), то спiввiдношення (6.5.5) показують, що
〈v,g〉 = max

h∈∂f(x)
〈h,g〉.

Теорема 6.5.3. Якщо функцiя f опукла в деякому опуклому околi
точки x, то f ∈M (x) .

Доведення. Нехай Q – множина повної мiри, в точках x′ якої iснує градi-
єнт ∇f (x′), множина T має властивiсть (E) в точцi x. В даному випадку
це означає, що при g ∈ T лiнiйна функцiя 〈h,g〉 досягає максимуму на
множинi U = ∂f (x) в єдинiй точцi ϕU (x). (Як завжди, у випадку опуклої
функцiї розглядаємо її квазiдиференцiал вигляду [∂f (x) , {0}].) Розгля-
немо такi послiдовностi gk та αk, що gk → g, αk ↓ 0, xk = x+ αkgk ∈ Q,
g ∈ T . Вважаємо, що iснує границя lim∇f (xk) = v. Тодi, в силу леми
6.5.1, лiнiйна функцiя (g,h) досягає максимуму на множинi ∂f (x) в то-
чцi v. Оскiльки g ∈ T , то v = ϕU (g). Звiдси i випливає спiввiдношення
f ∈M (x).

Теорема 6.5.4. Нехай функцiї h1(x), . . . ,hm(x) належать M(x), нехай
y = (h1 (x) , . . . ,hm (x)), i нехай функцiя f(y) неперервно диференцi-
йовна в точцi y. Тодi функцiя F (x) = f (h1 (x) , . . . ,hm (x)) належить
множинi M (x) .
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Доведення. Оскiльки hi ∈ M (x), то для кожного i ∈ I = {1, . . . ,m} зна-
йдуться множина Qi, квазiдиференцiал [Ui,Vi] =

[
∂hi (x) , ∂hi (x)

]
фун-

кцiї hi в точцi x та множина Ti, що має властивiсть (E) вiдносно пари
[Ui,Vi] такi, що
1) Qi мiститься в деякому околi Bδ (x), має там повну мiру i в точках
x′ ∈ Qi iснує градiєнт ∇hi(x′i);
2) iз спiввiдношень

gk → g, αk ↓ 0, xk = x+ αkgk ∈ Qi, g ∈ Ti

випливає
∇hi (xk) → ϕUi

(g) + ψVi
(g) ,

де ϕUi
(g) (вiдповiдно, ψVi

(g)) — єдина точка, в якiй лiнiйна функцiя
l 7→ 〈g,l〉 досягає максимуму на Ui (вiдповiдно, мiнiмуму на Vi). Покла-
демо Q = Q1 ∩ Q2 ∩ . . . ∩ Qm. Зрозумiло, що Q - множина повної мiри
в Bδ (x). За теоремою 6.1.3 функцiя F квазiдиференцiйовна. Приклад
6.1.4 показує, що квазiдиференцiал DF (x) =

[
∂F (x) , ∂F (x)

]
може бути

представлений у виглядi

∂F (x) =

{
w| w =

∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y)µi +

∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)λi :

λi ∈ ∂hi (x) , µi ∈ ∂hi (x) ∀i ∈ 1 : m

}
, (6.5.6)

∂F (x) =

{
w| w =

∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y)λi +

∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)µi :

λi ∈ ∂hi (x) , µi ∈ ∂hi (x) ∀i ∈ 1 : m

}
, (6.5.7)

I1 =

{
i :

∂f

∂y(i)
(y) < 0

}
, I2 =

{
i :

∂f

∂y(i)
(y) ≥ 0

}
.

Покажемо, що множина T = ∩
i
Ti має властивiсть (E) вiдносно пари

[Ui,Vi] =
[
∂F (x) , ∂F (x)

]
. З цiєю метою представимо множини ∂F (x) та

∂F (x) у виглядi

∂F (x) =
∑

i∈I1

∣∣∣∣
∂f

∂y(i)
(y)

∣∣∣∣(−∂hi(x)) +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)∂hi(x),

∂F (x) =
∑

i∈I1

∣∣∣∣
∂f

∂y(i)
(y)

∣∣∣∣(−∂hi(x)) +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)∂hi(x).
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Нехай g ∈ T . Тодi

max
l∈∂F (x)

〈g,l〉 =
∑

i∈I1

∣∣∣∣
∂f

∂y(i)
(y)

∣∣∣∣ max
l∈−∂hi(x)

〈g,l〉 +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y) max

l∈∂hi(x)
〈g,l〉,

min
l∈∂F (x)

〈g,l〉 =
∑

i∈I1

∣∣∣∣
∂f

∂y(i)
(y)

∣∣∣∣ min
l∈−∂hi(x)

〈g,l〉 +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y) min

l∈∂hi(x)
〈g,l〉.

Оскiльки функцiя l 7→ 〈g,l〉 досягає максимуму на множинi Ui = ∂hi(x)
в єдинiй точцi ϕUi

(g), а на множинi −Vi = −∂hi(x) - в єдинiй точцi
−ψVi

(g), то i на множинi U = ∂F (x) ця функцiя досягає максимуму в
єдинiй точцi ϕU (g). При цьому

ϕU (g) =
∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y)ψVi

(g) +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)ϕUi

(g).

Таким же чином перевiряється, що функцiя l 7→ (g,l) досягає мiнiмуму
на множинi V = ∂F (x) в єдинiй точцi ψV (g), де

ψV (g) =
∑

i∈I1

∂f

∂y(i)
(y)ϕUi

(g) +
∑

i∈I2

∂f

∂y(i)
(y)ψVi

(g).

Зауважимо, що

ϕU (g) + ψV (g) =
m∑

i=1

∂f

∂y(i)
(y) (ϕUi

(g) + ψVi
(g)). (6.5.8)

Припустимо тепер, що дано послiдовностi {gk} та {αk}, що мають такi
властивостi:

gk → g, αk ↓ 0, xk = x+ αkgk ∈ Q, g ∈ T.

Оскiльки в точцi xk множини Q iснують градiєнти ∇hi(xk), то в цiй же
точцi iснує градiєнт ∇F (xk) функцiї F , при цьому

∇F (xk) =

m∑

i=1

∂f

∂y(i)
(yk)∇hi(xk), (6.5.9)

де покладено yk = (h1(xk),...,hm(xk)). Оскiльки функцiя f є неперервно
диференцiйовною, а ∇hi(xk) → ϕUi

(g)+ψVi
(g) (це справедливо, оскiльки

hi ∈M(x)), то, переходячи в (6.5.9) до границi, одержимо

∇F (xk) →
m∑

i=1

∂f

∂y(i)
(y)(ϕUi

(g) + ψVi
(g)). (6.5.10)

Застосовуючи (6.5.8) та (6.5.10), прийдемо до спiввiдношення
∇F (xk) → ϕU (g) + ψV (g) ,

яке i показує, що F ∈M(x).
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Наслiдок 6.5.2. Множина M(x) разом з кожними двома своїми еле-
ментами мiстить їх суму, добуток та частку (якщо знаменник вiд-
мiнний вiд нуля).

Доведення. Для доведення достатньо розглянути в просторi R2 функцiї
f(y(1),y(2)) = y(1) + y(2), f(y(1),y(2)) = y(1) · y(2), f(y(1),y(2)) = y(1)/y(2) та
застосувати теорему.

Зауваження 6.5.1. Iз доведення теореми 6.5.4 випливає, що один з ква-
зiдиференцiалiв

[
∂F (x) , ∂F (x)

]
функцiї F , при якому виконується вла-

стивiсть в) iз означення класуM(x), обчислюється за формулами (6.5.6),
(6.5.7). При цьому множина T = ∩iTi.
Зауваження 6.5.2. Нехай f = f1 + f2, де f1 – опукла, f2 – угну-
та функцiї. Оскiльки ∂Clf1 (x) спiвпадає з субдиференцiалом ∂f1(x), а
∂Clf2 (x) – з супердиференцiалом ∂f2(x), то (див. теорему 5.2.14) сума
∂f1(x) + ∂f2(x) дає оцiнку субдиференцiалу Кларка згори:

∂Clf (x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).

В той же час, як випливає з тверджень 6.5.3, 6.5.4, зауваження 6.5.1
та наслiдку 6.5.2, функцiя f входить в M(x), причому властивiсть в) iз
означення M(x) виконується для пари

[
∂f (x) , ∂f (x)

]
. Звiдси випливає

(див. наслiдок 6.5.2), що рiзниця ∂f1 (x) −̇
(
−∂f2 (x)

)
дає оцiнку субди-

ференцiалу Кларка знизу. Таким чином,
∂f1 (x) −̇

(
−∂f2 (x)

)
⊂ ∂Cl(f1 + f2)(x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).

Теорема 6.5.5. Нехай функцiї h1(x), . . . ,hm(x), що визначенi на вiд-
критiй множинi X ⊂ Rn, належать M(x), де x ∈ X та

h(x′) = max
i∈1,m

hi(x
′), h(x′) = min

i∈1,m
hi(x

′) ∀x′ ∈ X.

Тодi функцiї h та h мiстяться в M(x).

Доведення. Обмежимося доведенням для h. Нехай множини Qi, квазiди-
ференцiали [Ui,Vi] = [∂hi(x),∂hi(x)] та множини Ti визначенi за функцi-
єю hi так само, як i при доведеннi теореми 6.5.4. Нагадаємо, що один з
квазiдиференцiалiв функцiї h в точцi x має вигляд [∂h(x),∂h(x)] = [U,V ],
де

U = conv
⋃

i∈R(x)



∂hi(x) −

∑

j∈R(x),j 6=i

∂hj(x)



,

V =
∑

i∈R(x)

∂hi(x); (6.5.11)

тут R(x) = {i |hi(x) = h(x)}.
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Нехай T̃ – множина в Rn, що має властивiсть (E) вiдносно пари [U,V ].
Покладемо Q =

⋂
i

Qi, T = (
⋂
i

Ti)
⋂
T̃ . Розглянемо послiдовностi {gk} та

{αk}, такi, що
gk → g, αk ↓ 0, xk = x+ αkgk ∈ Q, g ∈ T.

Оскiльки hi ∈M(x), то
∇hi(xk) → ϕUi

(g) + ψVi
(g) ∀i ∈ 1 : m, (6.5.12)

де ϕUi
(g) та ψVi

(g) - точки максимуму i мiнiмуму лiнiйної функцiї l 7→
(g,l) на множинах Ui та Vi вiдповiдно. Оберемо такий iндекс i(g) ∈ R(x),
що (

g,ϕUi(g)
(g) + ψVi(g)

(g)
)

= max
i∈R(x)

(g,ϕUi
(g) + ψVi

(g)) . (6.5.13)

Безпосередньо з означення множин U та V випливає, що
ϕU (g) + ψV (g) = ϕUi(g)

(g) + ψVi(g)
(g) . (6.5.14)

Оскiльки h′(x,g) = max
i∈R(x)

h′i(x,g), то

h(x+ αg) = h(x) + α max
i∈R(x)

h′i(x,g) + o(α,g), (6.5.15)

де 1
αo(α,g) −→

α↓0
0 рiвномiрно по g. (Останнє випливає iз лiпшицевостi

функцiї h.) Рiвнiсть (6.5.15) показує, що i(g) ∈ R(xk) при достатньо
великих k. Крiм того, з цiєї рiвностi випливає, що i(g) ∈ R(x′) для
x′, досить близьких до вказаних xk. Припустимо, що в точках xk iснує
градiєнт ∇h(xk) функцiї h. Тодi, як показують наведенi вище мiркування,

h(xk) = hi(g)(xk), ∇h(xk) = ∇hi(g)(xk),
Використовуючи (6.5.13) та (6.5.14), одержимо

∇h(xk) = ∇hi(g)(xk) → ϕUi(g)
(g) + ψVi(g)

(g) = ϕU (g) + ψV (g) .

Зауваження 6.5.3. Один iз квазiдиференцiалiв [∂h(x),∂h(x)] = [U,V ]
функцiї h, при якому виконується властивiсть в) iз означення класу
M(x), обчислюється за формулами (6.5.11). Подiбне твердження справе-
дливе i для функцiї мiнiмуму h(x). При цьому в якостi T обирається
(
⋂
i

Ti)
⋂
T̃ .

Приклад 6.5.1. Для точки z = (x,y) ∈ R2 покладемо
f(x,y) = max {min{x,− y};x− y}.

Нас буде цiкавити поведiнка цiєї функцiї в околi точки z0 = (0,0). Мно-
жина ∂Clf(z0) спiвпадає з трикутником, породженим точками (1,0), (0,-
1), (-1,1) (див. рис. 6.5.1)
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Рис. 6.5.1:

Рис. 6.5.2:

Покладемо
f1(x,y) = min{x,− y}, f2(x,y) = x− y,

f3(x,y) = x, f4(x,y) = −y.
Функцiї f3 та f4 неперервно диференцiйовнi i тому входять в M(z0). Iз
теореми 6.5.5 випливає, що функцiї f1(x,y) та f(x,y) також входять в
клас M(z0). Обчислимо квазiдиференцiали цих функцiй, використовую-
чи формули для обчислення квазiдиференцiала максимуму та мiнiмуму,
якi були наведенi в теоремi 6.1.2. В результатi одержимо квазiдиферен-
цiал [U,V ] = [∂f(z0),∂f(z0)] функцiї f в точцi z0, де ∂f(z0) спiвпадає
з трикутником, породженим точками (1, − 1),(0,1),(−1,0), а ∂f(z0) – з
вiдрiзком, кiнцями якого є точки (0,1) та (-1,0) (див. рис. 6.5.2).

Зауваження 6.5.3 показує, що властивiсть в) iз означення класуM (x)
виконується, якщо за квазiдиференцiал взяти вказану пару [U,V ]. Мно-
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жина T в даному випадку складається з таких точок g, що лiнiйна фун-
кцiя l 7→ (g,l) досягає максимуму на трикутнику ∂f(z0) лише в його
вершинах i мiнiмуму на вiдрiзку ∂f(z0) лише на його кiнцях. Неважко
перевiрити, що T спiвпадає з усiєю площиною, за виключенням про-
менiв з вершиною в нулi, що проходять через точки

(
−1/

√
2, 1/

√
2
)
,(

2/
√

5, 1/
√

5
)
,
(
1/
√

2, − 1
√

2
)
,
(
−1/

√
5, 2/

√
5
)
. Простий пiдрахунок по-

казує, що елементи ϕU (g) +ψV (g) для вказаних g спiвпадають з однiєю
з точок (0, − 1), (1, 0), (−1,1). Тому множина ∂f1 (z0)

·
(
−∂f2 (z0)

)
пред-

ставляє собою трикутник з вершинами в даних точках. У даному випадку
ця множина спiвпадає з субдиференцiалом Кларка.

Приклад 6.5.2. Нехай функцiя f визначена на площинi R2 формулою
f (x,y) = max

{
y − x2, 0

}
+ min

{
y + x2, 0

}
.

Ця функцiя в точцi z0 = (0,0) вона має градiєнт ∇f(z0) = e2, а її субди-
ференцiал Кларка ∂Clf(z0) представляє собою вiдрiзок U з кiнцями z0
та e2. Тут e2 = (0,1) — одиничний орт.

З тверджень 6.5.4, 6.5.5 та зауважень 6.5.1, 6.5.3 випливає, що f ∈
M (z0), причому в квазiдиференцiалi [∂f(z0),∂f(z0)], вiдносно якого ви-
конується властивiсть в) iз визначення класу M (x), як субдиференцiал
∂f(z0), так i супердиференцiал ∂f(z0) спiвпадають з вiдрiзком U . Мно-
жина T в цьому випадку складається з векторiв g =

(
g(1), g(2)

)
, у яких

g(2) 6= 0. Для будь-яких g ∈ T виконується рiвнiсть
ϕU (g) + ψV (g) = e2.

Тому в даному випадку

∂f1 (z0)
· (−∂f2 (z0)

)
= {e2}.

При цьому
e2 = ∇f(z0) ⊂ U = ∂Clf(z0),

але
∂f1 (z0)

· (−∂f2 (z0)
)
6= ∂Clf(z0).

Розглянемо iнший квазiдиференцiал функцiї f в точцi z0, а саме квазiди-
ференцiал [U,V ] = [{e2},{0}]. Тут як T можна взяти множину ненульових
векторiв g ∈ R2. При цьому для будь-якого g ∈ T виконується рiвнiсть

ϕU (g) + ψV (g) = e2.

Нехай e1 = (1,0), g = e1, gk = e1 при всiх k, αk ↓ 0,zk = z0 +αkgk = αke1.
Тодi ∇f(zk) = 0, отже ∇f(zk) не збiгається до вектора ϕU (g) + ψV (g) =
e2. Таким чином, вiдносно пари [U,V ] та вказаної множини T властивiсть
в) iз означення класу M (x) не виконується. Однак ця властивiсть буде
виконуватись, якщо звузити множину T , вiдкинувши з неї вектори g =
(g1,g2), для яких g2 6= 0.
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6.6. ВЕРХНI ОПУКЛI АПРОКСИМАЦIЇ ТА
КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛИ

Розглянемо визначену на вiдкритiй множинi X в просторi Rn функцiю
f , яка має в точцi x ∈ X похiдну за напрямком f ′(x,g) = f ′x(g). Якщо
ця похiдна сублiнiйна, то її можна “квазiлiнеаризувати”, тобто виразити
через лiнiйнi функцiї за допомогою операцiї максимуму:

f ′(x,g) = max
h∈U

〈h,g〉 ∀g ∈ Rn. (6.6.1)

У загальному випадку така квазiлiнеаризацiя не завжди можлива. Однак
для багатьох задач досить замiсть рiвностi мати принаймi нерiвнiсть

f ′(x,g) ≤ max
h∈U

〈h,g〉,
де U — опуклий компакт. Iншими словами, досить вмiти мажорувати
функцiю f ′(x,g) деякою сублiнiйною функцiєю p(g). Пояснимо це на
простому прикладi. Нехай вiдома сублiнiйна функцiя p(g), яка мажорує
похiдну f ′(x,g). Випишемо за її допомогою необхiднi умови мiнiмуму.
Якщо функцiя f досягає локального мiнiмуму в точцi x, то f ′(x,g) ≥ 0
при всiх g ∈ Rn. Тому p (g) ≥ 0 при всiх g ∈ Rn, а це означає, що 0 ∈ ∂p,
де ∂p — субдиференцiал функцiї p. Тим самим необхiднi умови запи-
санi у звичнiй формi: деяка множина повинна мiстити нуль. Звичайно,
чим менше p(g) вiдрiзняється вiд f ′(x,g), тим точнiшi зазначенi умови.
Перейдемо до точних означень.

Означення 6.6.1. Сублiнiйна функцiя p називається верхньою опуклою
апроксимацiєю (в. о. а.) функцiї f в точцi x ∈ X, якщо iснує похiдна за
напрямками f ′(x,g) i виконується умова p(g) ≥ f ′(x,g) для всiх g ∈ Rn.

Безпосередньо з означення випливає, що
f (x+ αg) ≤ f (x) + αp (g) + og (α) , (6.6.2)

де og (α) /α→ 0 при α ↓ 0.
Вiдзначимо, що термiн “верхня опукла апроксимацiя” не зовсiм точно

вiдображає суть справи. Як вже вiдзначалося вище, точнiше було б гово-
рити про “верхню опуклу мажорацiю” i називати p опуклою мажорантою.

Аналогiчно вводиться поняття нижньої угнутої апроксимацiї (н. у.
а.). Так називається суперлiнiйна функцiя q, яка має ту властивiсть, що
q (g) ≤ f ′(x,g) при всiх g.
Зрозумiло, що в. о. а. i н. у. а. функцiї f в точцi x визначаються неодно-
значно. Наведемо кiлька прикладiв.

Приклад 6.6.1. Нехай f — опукла функцiя. Оскiльки похiдна f ′(x,g)
сублiнiйна, то вона є в. о. а. При цьому f ′(x,g) — найменша в. о. а. Як
н. у. а. в даному випадку можна взяти лiнiйнi функцiї q (g) = 〈h,g〉, де h
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— елемент субдиференцiала ∂f (x) функцiї f . Зрозумiло, що найбiльшої
н. у. а. в даному випадку не iснує.

Для угнутої функцiї f картина симетрична. Як н. у. а. можна взяти
похiдну f ′(x,g), а в. о. а. породжуються елементами супердиференцiала
∂f (x) функцiї f .

Приклад 6.6.2. Нехай f — локально лiпшицева функцiя, яка має похi-
дну за напрямками в точцi x. Тодi верхня похiдна Кларка g → f↑Cl (x,g) i
нижня похiдна Кларка g → f↓Cl (x,g) є вiдповiдно в. о. а. i н. у. а. функцiї
f в точцi x. Дiйсно, функцiя f↑Cl (x,g) сублiнiйна, а функцiя f↓Cl (x,g)
суперлiнiйна за g. Крiм того,

f↓Cl (x,g) ≤ f ′ (x,g) ≤ f↑Cl (x,g) .

Приклад 6.6.3. Нехай знову f — локально лiпшицева функцiя, яка
має похiдну за напрямками f ′(x,g). Функцiя f ′(x,g) задовольняє умову
Лiпшиця, тому має сенс розглянути похiдну Кларка функцiї f ′x(g) =

f ′(x,g) в нулi: p (g) = (f ′x)
↑
Cl (0,g). Зрозумiло, що p — сублiнiйна функцiя.

При цьому p (g) ≥ f ′x (g) = f ′(x,g) (ця нерiвнiсть випливає, наприклад, з
результатiв наступного пункту). Отже, p — в. о. а. функцiї f в точцi x.

Функцiя p цiкава сама по собi. З’ясуємо деякi її властивостi.
Нехай h — додатньо однорiдна першого ступеня локально лiпшицева

функцiя, що визначена на Rn. Покладемо
ph (g) = sup

u∈Rn

(h (u+ g) − h (u)) . (6.6.3)

Лема 6.6.1. Нехай ε,δ – додатнi числа. Тодi

sup
‖u‖<ε,0<α<δ

1

α
(h (u+ αg) − h (u)) = ph (g) . (6.6.4)

Доведення. Використовуючи додатню днорiднiсть функцiї h, маємо
1

α
(h (u+ αg) − h (u)) = h

(u
α

+ g
)
− h

(u
α

)
.

Довiльний елемент u ∈ Rn можна записати у виглядi u = u′/α, де ‖u′‖ <
ε,α < δ. Тому

sup
‖u‖<ε,α∈(0,δ)

1

α
(h (u+ αg) − h (u)) =

= sup
‖u‖<ε,α∈(0,δ)

h
(u
α

+ g
)
− h

(u
α

)
=

= sup
u∈Rn

(h (u+ g) − h (u)) = ph (g) .
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Теорема 6.6.1. Справедлива рiвнiсть

ph (g) = h↑Cl (0,g) .

Доведення. За означенням

h↑Cl (0,g) = inf
ε↓0,δ↓0

sup
‖u‖<ε,α∈(0,δ)

1

α
(h (u+ αg) − h (u)) .

Тому справедливiсть твердження випливає з леми 6.6.1.

Наслiдок 6.6.1. Визначена формулою (6.6.3) функцiя ph(g) сублiнiйна.

Наслiдок 6.6.2. При всiх g ∈ Rn виконується нерiвнiсть

h↑Cl (0,g) ≥ h (g) .

Доведення. Дiйсно, h↑Cl(0,g) = ph(g), а нерiвнiсть ph (g) ≥ h (g) випливає
безпосередньо з (6.6.3):

sup
u

(h (u+ g) − h (u)) ≥ h (u0 + g) − h (u0) ,u0 = 0.

Вiдзначимо ще одну цiкаву властивiсть функцiї ph. Нагадаємо, що для
опуклих компактiв була визначена операцiя вiднiмання ÷. Ця операцiя
може бути визначена i для довiльних множин. Якщо U ,V — деякi пiд-
множини Rn, то

U ÷ V = {x|x+ V ⊂ U}.
Нагадаємо, що для функцiї h, заданої на Rn, надграфiк epi h визнача-
ється рiвнiстю epi h = { [x,λ]|λ ≥ h (x)}. Якщо h — додатньо однорiдна
першого ступеня, то epi h — конус. Якщо функцiя h сублiнiйна, то epi h
— опуклий конус.

Теорема 6.6.2. Справедлива рiвнiсть

epi ph = epi h÷ epi h.

Доведення. 1) Нехай [g,λ] ∈ epi h÷ epi h. Тодi [g,λ] + epi h ⊂ epi h, тобто
[g,λ] + [u,µ] ∈ epi h ∀[u,µ] ∈ epi h.

Це включення показує, що λ+µ ≥ h (g + u), якщо µ ≥ h (u). Зокрема, при
µ = h (u) маємо λ ≥ p (g + u) − p (u) для будь-якого u, звiдки випливає
нерiвнiсть

λ ≥ sup
u

(p (g + u) − p (u)) = ph (g) . (6.6.5)

Спiввiдношення (6.6.5) означає, що [g,λ] ∈ epi ph. Цим самим доведено
включення epi h÷ epi h ⊂ epi ph.
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2) Перевiримо зворотне включення. Нехай [g,λ] ∈ epi ph. Тодi для всiх
u ∈ Rn виконується нерiвнiсть λ ≥ h (g + u) − h (u), котра показує, що

[g + u,λ+ h (u)] = [g,λ] + [u,h (u)] ∈ epi h.

Якщо [u,µ] ∈ epi h, то µ ≥ h (u) i тому [g,λ] + [u,µ] ∈ epi h. Це означає,
що [g,λ] + epi h ⊂ epi h, тобто [g,λ] ∈ epi h÷ epi h.

Повернемося до прикладiв в. о. а. З результатiв попереднього пункта
випливає, що в. о. а. функцiї p (g) = (f ′x)

↑
Cl (0,g), яку було розглянуто в

прикладi 6.6.3, може бути записана так:
p (g) = sup

u∈Rn

(f ′x (g + u) − f ′x (u)) .

Приклад 6.6.4. Нехай функцiя f квазiдиференцiйовна в точцi x, тобто
f ′x (g) = max

l∈U
〈l,g〉 + min

l′∈V
〈l′,g〉,

де [U,V ] =
[
∂f (x) ,∂̄f (x)

]
— квазiдиференцiал функцiї f у точцi x. По-

кладемо
pU (g) = max

l∈U
〈l,g〉, qV (g) = min

l′∈V
〈l′,g〉.

Зрозумiло, що
qV (g) + 〈l,g〉 ≤ f ′x (g) ≤ pU (g) + 〈l′,g〉

для всiх l ∈ U, l′ ∈ V . Оскiльки функцiя ql (g) = qV (g) + 〈l,g〉 суперлi-
нiйна, а функцiя pl′ (g) = pU (g) + 〈l′,g〉 сублiнiйна, то кожна з функцiй
ql, l ∈ U, є н. у. а. функцiї f в точцi x, а кожна з функцiй pl′ , l

′ ∈ V , —
в. о. а. функцiї f у цiй точцi.

Таким чином, квазiдиференцiал
[
∂f (x) ,∂̄f (x)

]
= [U,V ] функцiї f в

точцi x породжує цiлий набiр в. о. а. {pl′ |l′ ∈ V } i н. у. а. {ql|l ∈ U}. Цi
набори, як неважко перевiрити, мають наступну властивiсть: для кожно-
го g ∈ Rn знайдуться такi l′ ∈ V i l ∈ U , що

f ′x (g) = 〈l′,g〉 + pU (g) = 〈l,g〉 + qV (g) .

Це спiввiдношення показує, що
f ′x (g) = min

l′∈V
pl′ (g) , f ′x (g) = max

l∈U
ql (g) .

Розглянемо деяку сукупнiсть в. о. а. {pλ|λ ∈ Λ} функцiї f в точцi x.
Назвемо цю сукупнiсть вичерпним сiмейством в. о. а., якщо inf

λ
pλ (g) =

f ′x (g) для всiх g ∈ Rn. Аналогiчно, сукупнiсть н. у. а. {qλ|λ ∈ Λ} функцiї
f в точцi x називається вичерпним сiмейством н. у. а., якщо sup

λ
qλ (g) =

f ′x (g).
Сiмейства {pl′ |l′ ∈ V } i {ql|l ∈ U}, якi побудованi в прикладi 6.6.4

для квазiдиференцiйовної функцiї, представляють собою приклади ви-
черпних сiмейств в. о. а. та н. у. а. Чи можна гарантувати iснування
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таких сiмейств без припущення про квазiдиференцiйовнiсть? Вiдповiдь
дається наступною теоремою.

Теорема 6.6.3. Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi X
i має похiдну за напрямками f ′x(g) в точцi x ∈ X, яка є обмеженою в
тому сенсi, що sup

‖g‖≤1

f ′x (g) < +∞. Тодi, якщо похiдна f ′x(g) напiвнепе-

рервна зверху як функцiя напрямку g, то функцiя f допускає вичерпне
сiмейство в. о. а.; якщо ж f ′x напiвнеперервна знизу, то функцiя f до-
пускає вичерпне сiмейство н. у. а.

Доведення випливає з наступної леми.

Лема 6.6.2. Нехай задана на Rn функцiя h(g) додатньо однорiдна пер-
шого степеня i обмежена в тому сенсi, що sup

‖g‖≤1

h (g) <∞. Тодi, якщо

h(g) напiвнеперервна зверху, то iснує сiмейство таких сублiнiйних
функцiй {pλ|λ ∈ Λ}, що h (g) = inf

λ∈Λ
pλ (g). Якщо ж h напiвнеперервна

знизу, то iснує сiмейство таких суперлiнiйних функцiй {qλ|λ ∈ Λ},
що h (g) = sup

λ∈Λ
qλ (g). При цьому множину iндексiв Λ можна вибрати

однаковою для всiх h(g).

Доведення. Обмежимося випадком напiвнеперервної знизу функцiї.
Покладемо Λ = S × (0,1), де S = {g| ‖g‖ = 1} i сконструюємо сiмейство
функцiй { lλ|λ ∈ Λ}, яка має наступну властивiсть

h (g) = sup
λ∈Λ

lλ (g) , g ∈ S. (6.6.6)

Нехай λ ∈ Λ, тобто λ = [u,ε], де u ∈ S, ε ∈ (0,1). Оскiльки функцiя h
напiвнеперервна знизу в точцi u, то знайдеться таке δ, що h (g) > h (u)−ε
при g ∈ Bδ (u). Покладемо

lλ (g) = − 1

δ2
(h (u) − ε−M) ‖g − u‖2

+ (h (u) − ε) , g ∈ S,

де число M вибрано так, щоб
inf
g∈S

h (g) > M + 1,
(
1 − δ2/2

)
(h (u) − ε) > M. (6.6.7)

Вкажемо деякi властивостi функцiї lλ:
1) lλ (u) = h (u) − ε; (6.6.8)

2) lλ (g) ≤ h (g) ∀g ∈ S. (6.6.9)
Дiйсно, якщо g ∈ Bδ (u), то h (g) > h (u) − ε ≥ lλ (g). Тут використо-
вується нерiвнiсть h (u) − ε > inf

g∈S
h (g) − 1 > M . Якщо ж ‖g − u‖ > δ,

то

lλ (g) = − 1

δ2
‖u− g‖2

(h (u) − ε−M) + (h (u) − ε) ≤
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− (h (u) − ε−M) + (h (u) − ε) = M < h (g) .

З (6.6.8) i (6.6.9) випливає рiвнiсть (6.6.6). Нехай λ = [u,ε] ∈ Λ. Тодi
u ∈ S. Тому, якщо g ∈ S, то ‖u− g‖2

= 2 − 2〈u,g〉. Використовуючи це,
отримуємо

lλ (g) = − 1
δ2 (h (u) − ε−M) (2 − 2〈u,g〉) + (h (u) − ε) =

= 2
δ2 (h (u) − ε−M) 〈u,g〉 − 2

δ2

(
(h (u) − ε)

(
1 − δ2

2

)
−M

)
.

(6.6.10)

Покладемо

β1 =
2

δ2
(h (u) − ε−M) , β2 = − 2

δ2

(
(h (u) − ε)

(
1 − δ2

2

)
−M

)
.

Тодi, як випливає з (6.6.7), β1 > 0, β2 < 0. Визначимо на Rn функцiю qλ,
поклавши

qλ (g) = (u,g)β1 + ‖g‖β2.

Оскiльки β2 < 0, то функцiя qλ суперлiнiйна. В той же час з (6.6.10)
випливає, що qλ (g) = lλ (g) при g ∈ S. Тому з додатної однорiдностi
функцiй h i qλ отримуємо, при всiх g з Rn виконується рiвнiсть

h (g) = sup
λ∈Λ

qλ (g) .

6.7. ε–КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛИ

Якщо функцiя f квазiдиференцiйовна в точцi x, то її похiдна мо-
же бути представлена у виглядi суми максимуму i мiнiмуму лiнiйних
функцiй. У тому випадку коли таке представлення неможливе, можна
спробувати дати наближене з точнiстю до заданого ε > 0 представлення
похiдної у виглядi зазначеної суми. Подiбна спроба приводить до по-
няття ε–квазiдиференцiалу та апроксимативної квазiдиференцiйовностi.
Перейдемо до точних означень.

Розглянемо визначену на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn диференцiйовну
за напрямками в точцi x ∈ X функцiю f . Нехай ε > 0.

Означення 6.7.1. Пара компактих множин
[
∂εf (x) ,∂̄εf (x)

]
називається

ε–квазiдиференцiалом функцiї f в точцi x, якщо∣∣∣∣f
′ (x,g) −

(
max

υ∈∂εf(x)
〈υ,g〉 + min

w∈∂̄εf(x)
〈w,g〉

)∣∣∣∣ ≤ ε‖g‖ ∀g ∈ Rn. (6.7.1)

З формули (6.7.1) випливає, що пара
[
∂εf (x) ,∂̄εf (x)

]
є ε–квазiди-

ференцiалом тодi i тiльки тодi, коли будь-яка еквiвалентна їй пара є
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ε–квазiдиференцiалом. Отже, ε–квазiдиференцiал можна розглядати як
елемент простору опуклих множин. Зрозумiло, що iснують i нееквiва-
лентнi пари, якi є ε–квазiдиференцiалами функцiї f в точцi x. Кожен
ε–квазiдиференцiал є ε′–квазiдиференцiалом, якщо ε′ > ε.

Означення 6.7.2. Функцiя f називається апроксимативно квазiдиферен-
цiйовною в точцi x, якщо iснує ε – квазiдиференцiал цiєї функцiї в данiй
точцi для кожного ε > 0.

Зрозумiло, що кожна квазiдиференцiйовна функцiя є апроксимативно
квазiдиференцiйовною; зворотне твердження невiрне. Наступна теорема
показує, що клас апроксимативно квазiдиференцiйовних функцiй дуже
широкий.

Теорема 6.7.1. Визначена на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn i диферен-
цiйовна за напрямками в точцi x ∈ X функцiя f є апроксимативно
квазiдиференцiйовною тодi i тiльки тодi, коли її похiдна за напрямом
f ′ (x,g) = f ′x (g) неперервна як функцiя напрямку.

Доведення теореми 6.7.1 є наслiдком з вiдомої теореми Стоуна–Вейер-
штрасса, яку ми сформулюємо в наступному виглядi.

Теорема 6.7.2. Нехай Z – лiнiйний пiдпростiр простору C(Q) всiх
неперервних дiйснозначних функцiй, визначених на компактi Q. При-
пустимо, що Z мiстить константи i є решiткою, тобто разом iз
будь-якими двома своїми елементами z1,z2 цей пiдпростiр мiстить
функцiї

z (x) = max {z1 (x) ,z2 (x)}, z̄ (x) = min {z1 (x) ,z2 (x)}.
Тодi пiдпростiр Z щiльний в C(Q) за рiвномiрною нормою, тобто для
будь-якої неперервної на Q функцiї h i будь-якого ε > 0 знайдеться
такий елемент z ∈ Z, що |z (x) − h (x)| < ε при всiх x ∈ Q.

Доведення. Доведення теореми 6.7.1.
1) Розглянемо простiр L визначених на Rn функцiй, якi можуть бу-

ти представленi у виглядi суми сублiнiйної та суперлiнiйної функцiй.
Оскiльки функцiї з L додатньо однорiднi, то вони повнiстю визначаються
своїми значеннями на одиничнiй сферi S = {g ∈ Rn|‖g‖ = 1}. Позначимо
через Z сукупнiсть визначених на S функцiй, якi є звуженням на S фун-
кцiй з L, iншими словами, z ∈ Z, якщо z (g) = l (g) для деякої функцiї
l ∈ L i g ∈ S. Зрозумiло, що Z ⊂ C (S). Оскiльки L є лiнiйним простором
i решiткою, то i Z має зазначенi властивостi. Нарештi, Z мiстить кон-
станти: функцiя z (g) = c є звуженням на S функцiї s (g) = c‖g‖, котра є
сублiнiйною при c ≥ 0 i суперлiнiйною при c ≤ 0. Таким чином, всi умо-
ви теореми 6.7.2 виконанi. В силу цiєї теореми кожну неперервну на S
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функцiю можна з будь-якою точнiстю рiвномiрно наблизити елементами
з Z.

2) Нехай похiдна за напрямком f ′(x,g) функцiї f в точцi x неперервна
як функцiя напрямку. Зi сказаного випливає, що для кожного ε > 0
знайдеться така функцiя z ∈ Z, що

|f ′(x,g) − z (g)| < ε ∀g ∈ S. (6.7.2)
За означенням Z знайдеться така функцiя l ∈ L, що z (g) = l (g), якщо
‖g‖ = 1. Оскiльки функцiї f ′(x,g) i l(g) додатньо однорiднi, то нерiвнiсть
(6.7.2) показує, що

|f ′(x,g) − l (g)| < ε‖g‖ ∀g ∈ Rn. (6.7.3)
Нехай

l (g) = max
u∈U

〈u,g〉 + min
υ∈V

〈υ,g〉.
Тодi, як випливає з (6.7.3), пара [U,V ] є ε–квазiдиференцiалом функцiї
f в точцi x. В силу довiльностi ε > 0 переконуємося в тому, що функцiя
f апроксимативно квазiдиференцiйовна.

3) Нехай функцiя f апроксимативно квазiдиференцiйовна. Тодi для
будь-якого k знайдеться така функцiя lk ∈ L, що

|f ′(x,g) − lk (g)| < ε ∀g ∈ B.

Таким чином, на одиничнiй кулi B функцiя f ′(x,g) може бути представ-
лена як рiвномiрна границя послiдовностi неперервних функцiй lk i тому
є неперервною. Оскiльки f ′(x,g) додатньо однорiдна, то з неперервностi
цiєї функцiї на кулi випливає її неперервнiсть на всьому просторi.

Сформулюємо i доведемо теорему про ε–квазiдиференцiйовнiсть ком-
позицiї функцiй.
Нехай функцiї h1(x), . . . ,hm(x) визначенi i диференцiйовнi за напрямка-
ми на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn, нехай вiдображення H : X → Rm, що
має h1, . . . ,hm своїми координатними функцiями:

H (x) = (h1 (x) , . . . ,hm (x)) , x ∈ X.

Нехай x ∈ X, y = H (x) i функцiя f диференцiйовна за Адамаром у точцi
y. Визначимо вектор ε = (ε1, . . . ,εm) ∈ Rm, де εi > 0, а також число
ε̃ > 0. Розглянемо εi–квазiдиференцiали Dεi

hi (x) функцiй hi в точцi x i
ε̃–квазiдиференцiал Dε̃f (y) функцiї f у точцi y:

Dεi
hi (x) =

[
∂εi

hi (x) ,∂̄εi
hi (x)

]
i = 1, . . . ,m,

Dε̃f (y) =
[
∂ε̃f (y) ,∂̄ε̃f (y)

]
.

Покладемо

M = max
‖g‖≤1

(
m∑

i=1

(h′i (x,g))
2

)1/2

, (6.7.4)
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C1 = max
υ∈∂ε̃f(y)

‖υ‖, C2 = max
υ∈∂̄ε̃f(y)

‖υ‖, C = max (C1,C2) . (6.7.5)

Припустимо, що число M , яке визначене формулою (6.7.4), скiнченне.
Це справджується в тому випадку, коли похiднi h′i (x,g) неперервнi як
функцiї напрямку. Визначимо число

ε0 = ε̃M + ‖ε‖C,
де ‖ε‖ — евклiдова норма вектора ε. Визначимо вектори ν = (ν1, . . . ,νm)
та ν̄ = (ν̄1, . . . ,ν̄m), що задовольняють наступну властивiсть:

ν ≤ ν ≤ ν̄, ν ∈ ∂ε̃f (y) ∪
(
−∂̄ε̃f (y)

)
.

Теорема 6.7.3. За зроблених вище припущень пара множин [U,V ], де

U =

{
u|u =

m∑

i=1

νi (λi + µi) − νiλi − ν̄iµi :

ν = (ν1, . . . ,νm) ∈ ∂ε̃f (y) ;λi ∈ ∂εi
hi (x) ,µi ∈ ∂̄εi

hi (x)

}
, (6.7.6)

V =

{
υ|υ =

m∑

i=1

νi (λi + µi) + νiλi + ν̄iµi :

ν = (ν1, . . . ,νm) ∈ ∂̄ε̃f (y) ;λi ∈ ∂ε̃f (y) , µi ∈ ∂̄εi
hi (x)

}
(6.7.7)

є ε0–квазiдиференцiалом функцiї

ϕ (x) = f (h1 (x) , . . . ,hm (x)) (6.7.8)
в точцi x ∈ X.

Доведення. Визначена формулою (6.7.7) функцiя ϕ диференцiйовна за
напрямками в точцi x, до того ж

ϕ′ (x,g) = f ′ (y,H ′ (x,g)) ,

де H ′ (x,g) = (h′1 (x,g) , . . . ,h′m (x,g)). Покладемо
A = ∂ε̃f (y) , Ā = ∂̄ε̃f (y) ,

a (g) = max
µ∈A

(µ,g) , ā (g) = min
µ∈Ā

(µ,g) , a (g) = a (g) + ā (g) .

Тодi, як випливає безпосередньо з означення ε̃ – квазiдиференцiала, ви-
конується нерiвнiсть

|f ′ (y,g) − a (g)| ≤ ε̃‖g‖ ∀g ∈ Rn.

Покажемо, що a (g) задовольняє умовi Лiпшиця з константою C, яка
визначена формулою (6.7.5). З цiєю метою зазначимо, що для кожного
g ∈ Rn знайдеться такий елемент µ1 ∈ A, що a (g) = 〈µ1,g〉. Тому a (g) ≤
‖µ1‖ ‖g‖ ≤ C1‖g‖, де C1 також визначено формулою (6.7.6).
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Оскiльки функцiя a (g) сублiнiйна, то для g1,g2 ∈ Rn маємо
a (g1) = a ((g1 − g2) + g2) ≤ a (g1 − g2) + a (g2) ,

звiдки випливає нерiвнiсть
a (g1) − a (g2) ≤ a (g1 − g2) ≤ C1‖g1 − g2‖ . (6.7.9)

Аналогiчно встановлюється, що
a (g2) − a (g1) ≤ C1‖g1 − g2‖ (6.7.10)

Нерiвностi (6.7.9) i (6.7.10) показують, що a задовольняє умову Лiпши-
ца з константою C1. Подiбним же чином показуємо, що ā задовольняє
умову Лiпшица з константою C2, яка визначена формулою (6.7.5). Щоб
переконатися в цьому, досить розглянути сублiнiйну функцiю −ā i за-
стосувати до неї запропонованi вище мiркування. Зi сказаного випли-
ває, що функцiя a = ā + a задовольняє умову Лiпшица з константою
C = max (C1,C2) . Покладемо

Ui = ∂εi
hi (x) , Vi = ∂̄εi

hi (x) , li (g) = max
µ∈Ui

〈µ,g〉 + min
ν∈Vi

〈ν,g〉.
Нехай ℑ – вiдображення Rn → Rm з координатними функцiями li:

ℑ (g) = (l1 (g) , . . . ,lm (g)) .

З означення εi–квазiдиференцiала маємо:

‖H ′ (x,g) −ℑ (g)‖ =

(
m∑

i=1

|h′i (x,g) − li (g)|2
) 1

2

≤
(

m∑

i=1

ε2i ‖g‖2

) 1
2

= ‖ε‖‖g‖.

Використовуючи цю нерiвнiсть, лiпшицевiсть (з константою C) функцiї
a i означення числа M , для g ∈ Rn одержуємо

‖f ′ (y,H ′ (x,g)) − a (ℑ (g))‖ ≤ |f ′ (y,H ′ (x,g)) − a (H ′ (x,g))|+
+|a (H ′ (x,g)) − a (ℑ (g))| ≤ ε̃‖H ′ (x,g)‖ + C‖H ′ (x,g) −ℑ (g)‖ ≤
≤ ε̃

(∑m
i=1 (h′i (x,g))

2
)1/2

+ C‖ε‖ ‖g‖ ≤ ε̃M‖g‖ + C‖ε‖ ‖g‖ = ε0‖g‖.
Для закiнчення доведення слiд перевiрити, що функцiя ψ (g) = a (ℑ (g))
може бути представлена у виглядi

ψ (g) = max
u∈U

〈u,g〉 + min
υ∈V

〈υ,g〉,
де множини U i V визначенi рiвностями (6.7.7) i (6.7.6) вiдповiдно.
Оскiльки функцiя ψ додатньо однорiдна, то

ψ′ (0,g) = lim
α↓0

1

α
[ψ (αg) − ψ (0)] = ψ (g) .

Аналогiчно
l′i (0,g) = li (g) , a

′ (0,g) = a (g) .

Використовуючи теорему про квазiдиференцiал композицiї, маємо
ψ (g) = ψ′ (0,g) = max

u∈∂ψ(0)
〈u,g〉 + min

υ∈∂̄ψ(0)
〈υ,g〉,
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∂ψ (0) =

{
u|u =

m∑
i=1

(νi (λi + µi) − νiλi − ν̄iµi) : ν = (ν1, ... ,νm) ∈ ∂a (0) ,

λi ∈ ∂li (0) ,µi ∈ ∂̄li (0) , i = 1 = 1, . . . ,m

}
;

∂̄ψ (0) =

{
υ|υ =

m∑
i=1

(νi (λi + µi) + νiλi + ν̄iµi) : ν = (ν1, ... ,νm) ∈ ∂̄a (0) ,

λi ∈ ∂li (0) ,µi ∈ ∂̄li (0) , i = 1 = 1, . . . ,m

}
,

а вектори ν i ν̄ такi, що ν ≤ ν ≤ ν̄ для всiх ν ∈ ∂a (0) ∪
(
−∂̄a (0)

)
.

Оскiльки пара
[
A,Ā

]
=
[
∂ε̃f (y) ,∂̄ε̃f (y)

]
є квазiдиференцiалом функцiї a

в нулi, а пара [Ui,Vi] =
[
∂εi

hi (x) ,∂̄εi
hi (x)

]
є квазiдиференцiалом фун-

кцiї li в нулi, то ∂ψ (0) спiвпадає з множиною U , а ∂̄ψ (0) спiвпадає з
множиною V .

Теорема 6.7.3 дозволяє встановити формули для обчислення ε–квазiди-
ференцiалiв суми, добутку, частки, поточкового максимуму i мiнiмуму
ε–квазiдиференцiйовних функцiй.

6.8. ДОСЛIДЖЕННЯ МОДЕЛI МАТЕМАТИЧНОЇ
ЕКОНОМIКИ

Розглянемо економiчну система, в якiй є m учасникiв i n видiв проду-
ктiв. Учасник з номером i характеризується своєю функцiєю корисностi

Ui i початковим запасом товарiв wi =
(
w

(1)
i , . . . ,w

(n)
i

)
∈ Rn+. Функцiя ко-

рисностi Ui задана на деякiй множинi, що мiстить Rn+ i описує переваги
учасника з номером i. Його мета полягає в максимiзацiї своєї функцiї
корисностi при так званих бюджетних обмеженнях, якi задаються за до-
помогою вектора цiн p. Бюджетне обмеження Zi (p) i–го учасника при
цiнах p – це множина

Zi (p) =
{
x ∈ Rn+|〈p,x〉 6 〈p,wi〉

}
, (6.8.1)

що складається з усiх векторiв (наборiв продуктiв) x > 0, вартiсть яких
за цiнами p не перевищує кiлькостi грошей (p,wi) , якi i–й учасник виру-
чить, продавши свiй початковий запас за цими цiнами. Передбачається,
що кожен учасник, не пiклуючись про iнших, максимiзує свою кори-
снiсть, тобто прагне мати вектор xi, який є розв’язком екстремальної
задачi

Ui → max , x ∈ Zi (p) .
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Може трапитися так, що
∑
i

xi перевищує вектор w, де w =
n∑
i

wi— за-

гальна кiлькiсть продуктiв. У цьому випадку мета принаймi одного з

учасникiв недосяжна. Якщо
n∑
i

xi 6 w (нерiвнiсть покоординатна), то ка-

жуть, що система перебуває в напiврiвновазi. Якщо ж
n∑
i

xi = w, то си-

стема перебуває в рiвновазi.
Набiр векторiв (p̄; x̄1, . . . ,x̄m) називається станом напiврiвноваги мо-

делi, якщо:
1) вектор p̄ має додатнi координати;
2) x̄i ∈ Zi (p̄) i

〈p̄,x̄i〉 = max
xi∈Zi(p̄)

〈p̄,xi〉, i = 1, . . . ,m; (6.8.2)

3)
m∑

i=1

x̄i 6 w. (6.8.3)

Вектор p̄, що входить у цей набiр, називається напiврiвноважними цiна-
ми. Якщо замiсть нерiвностi (6.8.3) реалiзується рiвнiсть

m∑

i=1

x̄i = w, (6.8.4)

то набiр (p̄; x̄1, . . . ,x̄m) називається станом рiвноваги, а вектор p̄ –— рiв-
новажними цiнами.

Можна показати (див., наприклад, [61], що при деяких природних
припущеннях стан рiвноваги iснує. Як його вiдшукати? В математичнiй
економiцi часто припускають, що рiвноважнi цiни встановлюються шля-
хом переговорiв мiж учасниками, якi тим чи iншим способом домовля-
ються про цiни мiж собою, скажемо, пiдвищують цiни на товар j, якщо

цей товар дефiцитний, тобто
m∑
i=1

x
(j)
i > w(j) i знижують, якщо вiн надли-

шковий, тобто
m∑
i=1

x
(j)
i < w(j). Цi дiї не завжди приводять до рiвноважних

цiн. Можливий iнший пiдхiд до проблеми вiдшукання рiвноваги. При-
пустимо, що в економiчнiй системi iснує деякий цiноутворюючий орган,
який зацiкавлений у встановленнi рiвноважних цiн. З цiєю метою зазна-
чений орган повинен аналiзувати величину вiдхилення наявних цiн вiд
рiвноважних. Припустимо, що в нього є деякi уявлення про порiвняль-
ний внесок кожного з учасникiв в економiку в цiлому. Тодi для всякого
стану (x1, . . . ,xm) , xi ∈ Rn+ вiн зможе визначити “сумарну кориснiсть”
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m∑
i=1

ρiUi (xi) цього стану, де ρi вiдображають “порiвняльну значимiсть”

учасникiв. За допомогою “сумарної корисностi” вдається вказати один iз
способiв оцiнки вiдхилення наявних цiн вiд рiвноважних. Опишемо йо-
го. При цьому, для простоти, будемо говорити про напiврiвноважнi цiни
(У тому випадку, коли функцiї Ui строго монотоннi, вони спiвпадуть з
рiвноважними).

Визначимо множину

W =

{
X = (x1, . . . ,xm) ∈

(
Rn+
)m |

m∑

i=1

xi 6 w

}
.

Елементи конуса
(
Rn+
)m

називаються розподiлами, а елементи множи-
ни W називаються допустимими розподiлами. Розглянемо багатозначнi
вiдображення Z̄ (p) i Z (p) , визначенi на конусi int Rn+ всiх векторiв з
додатними координатами:

Z̄ (p) =
{
X = (x1, . . . ,xm) ∈

(
Rn+
)m |〈p,xi〉 6 〈p,wi〉, i = 1, . . . ,m

}
,

(6.8.5)
Z (p) = Z̄ (p) ∩W. (6.8.6)

Нехай ρ = (ρ1, . . . ,ρm)— вектор з додатними координатами. Для розподi-
лу X = (x1, . . . ,xm) покладемо

Uρ (X) =
∑

i

ρiUi (xi) (6.8.7)

Розглянемо функцiї
φρ1 (p) = max

X∈Z̄(p)
Uρ (X) , φρ2 (p) = max

X∈Z(p)
Uρ (X) , (6.8.8)

φρ (p) = φρ1 (p) − φρ2 (p) , p ∈ int Rn+. (6.8.9)
Ясно, що множина Z̄ (p) складається з таких розподiлiв X = {x1, . . . ,xm},
що xi ∈ Zi (p) , i = 1, . . . ,m. Звiдси випливає, що

φρ1 (p) = max
xi∈Zi(p)

∑

i

ρiUi (xi) =
∑

i

ρi max
xi∈Zi(p)

Ui (xi),

тобто φρ1 (p) – це максимальна сумарна кориснiсть (при вагових коефi-
цiєнтiв ρ1, . . . ,ρm), яку може досягнути вся спiльнота, якщо учасники
пов’язанi лише бюджетними обмеженнями i не пiклуються про допусти-
мiсть розподiлiв. Множина Z (p) складається з допустимих розподiлiв,
що входять в Z̄ (p) . Величина φρ2 (p) показує максимальну сумарну кори-
снiсть (з вагами ρ1, . . . ,ρm), яку суспiльство досягне, якщо воно врахо-
вує i бюджетнi обмеження учасникiв i допустимiсть розподiлiв. Оскiльки
Z (p) ⊂ Z̄ (p), то φρ1 (p) > φρ2 (p) i тому φρ (p) > 0 при всiх p.

Лема 6.8.1. Рiвнiсть φρ (p̄) = 0 виконується тодi й тiльки тодi, коли
p̄ -— напiврiвноважнi цiни.
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Доведення. Нехай φρ (p̄) = 0 i розподiл X̄ = (x̄1, . . . ,x̄m) ∈ Z (p) такий,
що φρ2 (p̄) = Uρ

(
X̄
)
. Тодi

φρ1 (p̄) = φρ2 (p̄) = Uρ
(
X̄
)

=
∑

i

ρiUi (x̄i).

В той же час
φρ1 (p) =

∑

i

ρi max
xi∈Zi(p)

Ui (xi).

Величини x̄i ∈ Zi (p) , тому
Ui (x̄i) = max

xi∈Zi(p)
Ui (xi) . (6.8.10)

Оскiльки розподiл (x̄1, . . . ,x̄m) допустимий, то набiр (p̄; x̄1, . . . ,x̄m) є ста-
ном напiврiвноваги.

Нехай, навпаки (p̄; x̄1, . . . ,x̄m) є станом напiврiвноваги. Тодi виконує-
ться (6.8.10) i тому

φρ1 (p̄) =
∑

i

ρi max
xi∈Zi(p)

Ui (x̄i).

В той же час, оскiльки розподiл (x̄1, . . . ,x̄m) допустимий, то

φρ2 (p̄) >
∑

i

ρi max
xi∈Zi(p)

Ui (x̄i).

Таким чином
φρ2 (p̄) > φρ1 (p̄) .

Зворотна нерiвнiсть справедлива при всiх p.

Лема 6.8.1 показує, що напiврiвноважнi цiни p̄ є точками мiнiмуму
функцiї φρ при будь-яких ρ ∈ (ρ1, . . . ,ρm) ∈ int Rm+ . Число φ

ρ (p) можна
розглядати як деяку мiру вiдхилення цiн p вiд множини рiвноважних
цiн. Якщо φρ > 0, то цiноутворюючий орган прагне змiнити вектор цiн
p так, щоб зменшити значення функцiї φρ. Напрямок спадання цiєї фун-
кцiї найпростiше знайти, використовуючи її похiдну за напрямками. То-
му виникають питання про диференцiйовнiсть за напрямками функцiї
φρ, про умови, при яких вона квазiдиференцiйовна, про обчислення її
квазiдиференцiала у тому випадку, коли цi умови виконанi. Цi питання
дослiджуються нижче.

При дослiдженнi моделi обмiну як правило припускають, що функцiї
Ui увiгнутi або квазiувiгнутi, а також монотоннi в тому чи iншому сенсi.
Будемо вважати, що цi функцiї увiгнутi i сильно монотоннi: з покоор-
динатної нерiвностi x > y випливає нерiвнiсть Ui (x) > Ui (y) , причому,
якщо x(k) > y(k) принаймi при одному k, то Ui (x) > Ui (y) . Вважатиме-
мо також, що Ui визначенi на деякiй вiдкритiй множинi, яка мiстить Rn+.
Зафiксуємо числа ρi > 0 i позначимо функцiю ρiUi (x) через Fi (x) . Для
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X = (x1, . . . ,xm) ∈ (Rn)m покладемо F (X) =
∑
i

Fi (xi). Для спрощення

записiв iндекс ρ у функцiй φρ1, φ
ρ
2, φ

ρ будемо опускати. Маємо

φ1 (p) = max
X∈Z̄(p)

F (x) =

m∑

i=1

φ1i (p), (6.8.11)

де
φ1i (p) = max

x∈Z̄i(p)
Fi (x) , (6.8.12)

φ2 (p) = max
X∈Z(p)

F (x) , φ (p) = φ1 (p) − φ2 (p) . (6.8.13)

Оскiльки φ1i (p) i φ2 (p) – це функцiї максимуму при зв’язаних обме-
женнях, то для обчислення їх похiдних за напрямками можна застосу-
вати результати вiдповiдного роздiлу. Багатозначне вiдображення Zi (p)
(вiдповiдно Z(p)) допускає апроксимацiю першого порядку в точках p ∈
int Rn+, y ∈ Zi (p) (вiдповiдно, Y ∈ Z (p)) вiдносно вiдображення Ag(y′) =

cl γ (x,y′,g) . Оскiльки cl γ (x,y′,g) = Γ (x,y′,g), то cl γ (x,y′,g) = K̃ (x,y,g),
де множина K̃ (x,y,g) визначена рiвнiстю

K̃ (x,y,g) = {v|y + αv + o (α) ∈ a (x+ αg)} . (6.8.14)

Позначимо через K̃i (вiдповiдно KZ) вiдображення, що побудоване за
формулою (6.8.14) для вiдображення a = Zi, i = 1, . . . ,m (вiдповiдно,
вiдображення a = Z). Для p ∈ int Rn+ покладемо

Ri (p) = {ȳi ∈ Zi (p) |Fi (ȳi) = φ1i (p)} , i = 1, . . . ,m,

RZ (p) = {Y = (y1, . . . ,ym) ∈ Z (p) |F (Y ) = φ2 (p)} .
Функцiї φ1i, φ2 диференцiйовнi за напрямками в точцi p ∈ int Rn+ i

φ′1i (p,g) = sup
ȳi∈Zi(p)

sup
vi∈K̃i(p,ỹi,g)

F ′
i (ỹi,vi) , (6.8.15)

φ′2 (p,g) = sup
Y=(y1,...,ym)∈RZ(p)

sup
V=(v1,...,vm)∈K̃Z(p,y,g)

∑

i

F ′
i (yi,vi). (6.8.16)

Щоб спростити вираз для похiдної φ′1i (p,g), опишемо множину K̃i (p,ỹi,g) .
З цiєю метою для вектора y ∈ Rn+ покладемо

I1 (y) =
{
k ∈ I = {1, . . . ,n} : y(k) > 0

}
, I2 (y) =

{
k ∈ I : y(k) = 0

}

(6.8.17)
Нехай вектори p ∈ int Rn+, g ∈ Rn фiксованi. Для y ∈ Rn+ покладемо

ci (y) = 〈g,wi − y〉, (6.8.18)

∆i (y) =
{
v ∈ Rn : 〈p,v〉 6 ci (y) , v

(k)
> 0, ∈ I2 (y)

}
. (6.8.19)

Лема 6.8.2. Нехай ȳ ∈ Ri (p) . Тодi K̃i (p,ȳ,g) = ∆i (ȳ) .
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Доведення. 1) Нехай v ∈ K̃i (p,ȳ,g) , тобто ȳ+αv+o (α) ∈ Zi (p+ αg) при
досить малих α. Звiдси випливає, що при малих α

〈p+ αg,ȳ + αv + o (α)〉 6 〈p+ αg,wi〉. (6.8.20)
Строга монотоннiсть функцiї Ui (i функцiї Fi) показує, що в точках ȳ
множини Ri (p) виконується рiвнiсть (p,ȳ) = (p,wi) . Тому, користуючись
(6.8.20), маємо

〈p,v〉 + 〈g,ȳ〉 + α〈g,v〉 +
o (α)

α
≤ 〈g,wi〉.

Переходячи до границi при α ↓ 0, переконаємося в справедливостi нерiв-
ностi 〈p,v〉 6 ci (ȳ) . Оскiльки ȳ+αv+o (α) ∈ Z (p+ αg) , то ȳ+αv+o (α) >

0. Iз цього спiввiдношення випливає нерiвнiсть v(k) > 0 при k ∈ I2 (ȳ) .
2) Нехай v ∈ ∆i (ȳ) . Враховуючи визначення множини ∆i (ȳ) , рiвнiсть

〈p,ȳ〉 = 〈p,wi〉 i формулу (6.8.18), маємо
〈p+ αg,ȳ + αv〉 6 〈p+ αg,wi〉 + α2〈g,v〉.

Виберемо елемент v̄ так, щоб виконувалися нерiвностi 〈p,v̄〉 + 〈g,v〉 < 0
i v̄(k) > 0 при k ∈ I2 (ȳ) . Оскiльки всi координати вектора p додатнi
i множина I1 (ȳ) непорожня (це випливає з монотонностi функцiї Fi i
включення ȳ ∈ Ri (p)), то такий вектор v iснує. При досить малих α
маємо

〈p+ αg,ȳ + αv + α2v̄〉 6 〈p+ αg,wi〉+
+α2 (〈g,v〉 + 〈p,v̄〉) + α3〈g,v̄〉 6 〈p+ αg,wi〉.

В той же час при досить малих α величина y + αv + α2v̄ > 0. Отже
y + αv + α2v̄ ∈ Zi (p) i тому v ∈ Ki (p,ȳ,g) .

Нехай вектори p ∈ int Rn+ i g ∈ Rn+. Для векторiв l ∈ Rn+, y ∈ Rn+
покладемо

si (y,l) =
l(k)

p(k)
ci (y) , k ∈ I1 (y) ,

якщо
l(k)

p(k)
ci (y) 6

l(j)

p(j)
ci (y) , ∀k ∈ I1 (y) , ∀j = 1, . . . ,n

(в тому випадку, коли числа l(k)

p(k) ci (y) спiвпадають при всiх k ∈ I),
si (y,l) = ∞ в протилежному випадку. За допомогою величини si (y,l)
виразимо похiдну φ′1i (p,g) функцiї φ1i.

Теорема 6.8.1. Справедлива рiвнiсть

φ′1i (p,g) = sup
ȳi∈Ri(p)

inf
l∈∂̄Fi(ȳi)

si (ȳi,l) ,

де ∂̄Fi (ȳi)— субдиференцiал функцiї Fi в точцi ȳi.

326



Доведення. Використовуючи формулу (6.8.15), лему 6.8.2 i теорему про
мiнiмакс, отримаємо
φ′1i (p,g) = sup

ȳi∈Ri(p)

sup
vi∈∆i(ȳi)

inf
l∈∂̄Fi(ȳi)

〈l,vi〉 = sup
ȳi∈Ri(p)

inf
l∈∂̄Fi(ȳi)

sup
vi∈∆i(ȳi)

〈l,vi〉.

(6.8.21)
Величина

sup
vi∈∆i(ȳi)

〈l,vi〉

є розв’язком задачi лiнiйного програмування
〈l,vi〉 → max , (6.8.22)

〈p,vi〉 6 ci (ȳi) , v
(k)
i > c, k ∈ I2 (yi) . (6.8.23)

Запишемо двоїсту задачу
ci (ȳi) z → min (6.8.24)

z > 0, p(k)z > l(k), k ∈ I2 (yi) (6.8.25)

p(k)z = l(k), k ∈ I1 (yi) (6.8.26)
Нехай елемент l такий, що значення задачi (6.8.22)–(6.8.23) скiнченне.
Тодi двоїста задача сумiсна i її значення також скiнченне. Множина I1 (ȳ)
непорожня. Це випливає зi строгої монотонностi функцiї Fi i включення
ȳ ∈ Ri (p) . Тому спiввiдношення (6.8.25) i (6.8.26) показують, що iснує
таке число zi > 0, що для даного l виконується спiввiдношення

l(k)

p(k)
= zi ∀k ∈ I1 (ȳi) , (6.8.27)

l(k)

p(k)
> zi ∀k ∈ I2 (ȳi) . (6.8.28)

При цьому значення двоїстої задачi, а отже й значення прямої задачi збi-
гається з числом zici (ȳi) . Навпаки, якщо число zi, при якому виконано
(6.8.27)–(6.8.28), iснує, що значення задачi (6.8.24)—(6.8.26) скiнченне
й збiгається з zici (ȳi) . Якщо ж такого числа не iснує, то двоїста задача
несумiсна i значення задачi (6.8.24)—(6.8.26) дорiвнює +∞. Зi сказаного
та рiвностi (6.8.21) випливає справедливiсть твердження.

Зауваження 6.8.1. Оскiльки похiдна φ′1i (p,g) скiнченна, то для будь-
якого ȳi ∈ Ri (p) знайдеться елемент l ∈ ∂̄Fi (ȳi) , при якому si (g,l) < +∞.

Зауваження 6.8.2. Як показано при доведеннi твердження 6.8.1,
si (ȳi,l) = sup

v∈∆i(ȳi)

〈l,v〉.

Перейдемо до похiдної φ′2 (p,g) . Насамперед нам знадобиться насту-
пне твердження.
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Лема 6.8.3. Нехай Y = (y1, . . . ,ym) ∈ Rz (p) . Тодi
∑
yi = w i 〈p,yi〉 =

〈p,wi〉, i = 1, . . . ,m.

Доведення. Оскiльки Y ∈ Z (p) , то
∑
i yi 6 w та 〈p,yi〉 6 〈p,wi〉 i =

1, . . . ,m. Оскiльки вектор p строго додатнiй, то з нерiвностi
∑
yi 6= w

випливає спiввiдношення∑

i

〈p,yi〉 = 〈p,
∑

i

yi〉 < 〈p,w〉 =
∑

i

〈p,wi〉.

Тому знайдеться iндекс j, при якому 〈p,yj〉 < 〈p,wj〉. Iз сказаного ви-
пливає, що iснує такий вектор Ỹ = (ỹ1, . . . ,ỹm) ∈ Z (p) , що ỹi = yi
при i 6= j, ỹj > yj . Оскiльки функцiя Fj строго монотонна, то Fj(ỹj) >
Fj (yj) , а тому F (Ỹ ) > F (Y ) . Це суперечить тому, що Y ∈ Rz (p) .
Тим самим рiвнiсть

∑
i yi = w доведена. Iз цiєї рiвностi випливає, що

〈p,yi〉 = 〈p,wi〉 ∀i = 1, . . . ,m..

Опишемо множину K̃z (p,Y,g) . При фiксованих p, g для Y = (y1, . . . ,ym) ∈
(Rn+)m покладемо

∆z (Y ) =

{
V = (v1, . . . ,vm) |

∑

i

vi 6 0,〈p,vi〉 6 ci (yi) ,v
(k)
i > 0,k ∈ I2 (yi)

}
.

Лема 6.8.4. Нехай p i g фiксованi, Y ∈ R (p) . Тодi K̃z (p,Y,g) = ∆z (Y ) .

Доведення. 1) Нехай V = (v1, . . . ,vm) ∈ K̃z (p,Y,g) , тобто Y + αV ∈
Z (p+ αg) . Це включення означає, що∑

i

(yi + αvi) =
∑

i

yi + α
∑

i

vi 6 w, (6.8.29)

〈p+ αg,yi + αvi〉 6 〈p+ αg,wi〉, i = 1, . . . ,m, (6.8.30)

yi + αvi > 0, i = 1, . . . ,m. (6.8.31)
Оскiльки в силу попередньої леми

∑
yi = w, то з (6.8.29) випливає, що∑

vi 6 0. Оскiльки в силу тiєї ж леми
〈p,yi〉 = 〈p,wi〉 ∀i = 1, . . . ,m,

то спiввiдношення (6.8.30) приводить до нерiвностi
〈g,yi〉 + 〈p,vi〉 + α〈g,vi〉 6 〈g,wi〉, i = 1, . . . ,m,

з якої випливає, що 〈p,vi〉 6 ci (y) при α ↓ 0. Нерiвностi (6.8.31) справ-
джуються при досить малих α > 0 лише у тому випадку, коли v

(k)
i > 0

при k ∈ I2 (yi) . Отже V ∈ ∆z (Y ) .
2) Нехай Y ∈ Rz (p) , V ∈ ∆z (Y ) . Покладемо V̄ = (v̄1, . . . ,v̄m) , де

вектори v̄i обранi так, що

v̄i 6 0, 〈g,vi〉 + 〈p,v̄i〉 < 0, v̄
(k)
i = 0, k ∈ I2 (yi) , i = 1, . . . ,m.
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Оскiльки множина I1 (yi) непорожня i всi координати вектора p додатнi,
то такий вибiр можливий. Використовуючи спiввiдношення

ci (yi) = 〈g,wi − yi〉, 〈p,yi〉 = 〈p,wi〉, 〈p,vi〉 > ci (yi) ,

маємо

〈p+ αg,yi + αvi〉 6 〈p+ αg,wi〉 + α2〈g,vi〉.
Тому при досить малих α

〈p+ αg,yi + αvi + α2v̄i〉 6

≤ 〈p+ αg,wi〉 + α2(〈g,vi〉 + 〈p,v̄i〉) + α3〈g,v̄i〉 6 〈p+ αg,wi〉.
В той же час ∑

i

(yi + αvi + α2v̄i) 6
∑

i

yi 6 w

i при досить малих α

yi + αvi + α2v̄i > 0.

Ми показали, що

Y + αV + α2V̄ ∈ Z (p+ αg) .

Звiдси випливає включення V ∈ K̃z (p,Y,g) .

Введемо ряд позначень. Для Y = (y1, . . . ,ym) ∈ Rz (p) i L = (l1, . . . ,lm)
покладемо

sZ (Y,L) = sup
V ∈∆Z(Y )

∑

i

〈l,vi〉.

Елементу Y поставимо у вiдповiднiсть множину

∂F (Y ) =
{
L = (l1, . . . ,lm) : li ∈ ∂̄Fi (yi)

}
.

Тут ∂̄Fi (yi)— супердиференцiал функцiї Fi в точцi yi.

Теорема 6.8.2. Справедлива рiвнiсть

φ′2 (p,g) = sup
Y ∈RZ(p)

inf
L∈∂F (Y )

sZ (Y,L) .

Доведення. Використовуючи формулу (6.8.16), лему 6.8.4 i теорему про
мiнiмакс, маємо

φ′2 (p,g) = sup
Y ∈RZ(p)

sup
V ∈K̃Z(p,Y,g)

∑

i

inf
li∈∂̄Fi(yi)

〈li,vi〉

= sup
Y ∈RZ(p)

sup
V ∈∆Z(Y )

inf
li∈∂̄Fi(yi)

∑

i

〈li,vi〉 = sup
Y ∈RZ(p)

inf
L∈∂F (Y )

sZ (Y,L) .
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Для Y ∈ Rz (p) покладемо

J (Y ) =
{
k ∈ {1, . . . ,n} : y

(k)
i > 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}

}
.

Iншими словами,

J (Y ) =

m⋂

i=1

I1 (yi).

Якщо iндекс k входить в J (Y ) , то продукт з цим iндексом в тiй чи iншiй
кiлькостi споживається кожним учасником. Наявнiсть таких продуктiв,
тобто непорожнiсть множини J (Y ) з економiчної точки зору є досить
природним. Припускаючи, що множина J (Y ) непорожня, обчислимо ве-
личину sZ (Y,L) .

Теорема 6.8.3. Нехай Y ∈ RZ (p) i множина J (Y ) непорожня. Тодi при
кожному L = (l1, . . . ,lm) виконується одне iз двох: або sZ (Y,L) = +∞,
або

sZ (Y,Z) =
1

p(k)

∑

i

ci (yi) l
(k)
i , k ∈ J (Y ).

Доведення. Припустимо, що sZ (Y,L) < +∞ i розглянемо число sZ (Y,L)
як значення задачi лiнiйного програмування

∑

i

〈li,vi〉 → max; (6.8.32)

∑

k

p(k)v
(k)
i 6 ci (yi) , i = 1, . . . ,m; (6.8.33)

∑

i

v
(k)
i 6 0, k = 1, . . . ,n; (6.8.34)

v
(k)
i > 0, k ∈ I2 (yi) , i = 1, . . . ,m. (6.8.35)

Двоїста до (6.8.32)–(6.8.33) задача має вигляд
m∑

i=1

ci (yi) zi → min; (6.8.36)

p(k)zi + tk > l
(k)
i , k ∈ I2 (yi) , i = 1, . . . ,m; (6.8.37)

p(k)zi + tk = l
(k)
i , k ∈ I1 (yi) , i = 1, . . . ,m; (6.8.38)

zi > 0, i = 1, . . . ,m; tk > 0, k = 1, . . . ,n. (6.8.39)

Оскiльки значення задачi (6.8.32)–(6.8.33) скiнченне, то задача (6.8.36)–
(6.8.39) сумiсна i має розв’язок. Нехай k— деякий елемент множини

330



J (Y ) . Тодi, як випливає з (6.8.38), змiннi zi пов’язанi iз числом tk си-
стемою рiвнянь

p(k)zi + tk = l
(k)
i , i = 1, . . . ,m.

Виражаючи з цiєї системи tk, одержимо, що

zi = z1 +
1

p(k)

(
l
(k)
i − l

(k)
1

)
, i = 1, . . . ,m.

Звiдси
m∑

i=1

ci (yi) zi =
m∑

i=1

ci (yi)

(
z1 +

1

p(k)

(
l
(k)
i − l

(k)
1

))
.

Згадуючи визначення величини ci (yi), маємо
m∑

i=1

ci (yi) =

m∑

i=1

〈g,wi − yi〉 = 〈g,
∑

i

wi〉 − 〈g,
∑

i

yi〉.

Оскiльки Y ∈ RZ (p) , то ∑

i

yi =
∑

i

wi,

тобто лiнiйна функцiя

Y →
m∑

i=1

ci (yi) zi

на множинi (6.8.37)–(6.8.39) стала. Застосовуючи теорему двоїстостi лi-
нiйного програмування, приходимо до рiвностi

sZ (Y,Z) = sup
V ∈∆Z(Y )

∑

i

〈li,vi〉 =
1

p(k)

∑

i

ci (yi) l
(k)
i .

Результати попереднього пункту дозволяють описати похiдну функцiї
φρ. Зафiксуємо вектори p ∈ int Rn+, g ∈ Rn i введемо наступнi позначення

∂̃Ui (ȳi) =

{
l ∈ ∂̄Ui (ȳi) | sup

v∈∆i(ȳi)ȳi∈Ri(p)i∈{1,...,m}

〈l,v〉 < +∞
}
,

∂̃Uρ (Y ) =

{
L = (l1, . . . ,lm)|li ∈ ∂̄Ui (yi) : sup

V ∈∆Z(Y )

∑

i

〈li,vi〉 < +∞
}
,

Ri (p) =

{
y ∈ Zi (p) |Ui (y) = max

x∈Zi(p)
Ui (x)

}
, (6.8.40)

RZ,ρ (p) =

{
Y ∈ Z (p) |Uρ (y) = max

X∈Z(p)
Uρ (X)

}
. (6.8.41)

Функцiя Uρ визначена формулою (6.8.7).
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Теорема 6.8.4. Нехай заданi вектори p ∈ int Rn+, g ∈ Rn, функцiї Ui i
числа ρi, причому:

1) функцiї Ui увiгнутi, строго монотоннi й визначенi на деякiй
вiдкритiй множинi, що мiстить конус Rn+; числа ρi додатнi;

2) точка p ∈ int Rn+ така, що для кожного Y ∈ RZ,ρ множина
iндексiв J(Y ) непорожня.

Тодi функцiя φρ, що визначена формулою (6.8.9), диференцiйовна
в точцi p за напрямком g i

(φρ)′ (p,g) = (φρ1)
′ (p,g) − (φρ2)

′ (p,g) ,

де

(φρ1)
′ (p,g) =

m∑

i=1

sup
ȳi∈Ri(p)

inf
li∈e∂Ui(ȳi)

pil
(ki)
i

p(ki)
〈g,wi − ȳi〉, k ∈ I1 (ȳi) ,

(φρ2)
′ (p,g) = sup

Y ∈RZ,ρ(p)

inf
L∈e∂Uρ(Y )

m∑

i=1

pil
(k)
i

p(k)
〈g,wi − ȳi〉, k ∈ J (Y ) .

Вкажемо умови, при яких функцiя φρ квазiдиференцiйовна.

Наслiдок 6.8.1. Нехай в умовах теореми функцiї Ui диференцiйовнi,
тобто супердиференцiал ∂̄Ui (y) складається з одного вектора

∇Ui (y) =

(
∂Ui
∂x(1)

(y) , . . . ,
∂Ui
∂x(n)

(y)

)
.

Тодi

(φρ)′ (p,g) =
m∑

i=1

sup
ȳi∈Ri(p)

〈
g,

ρi
p(ki)

∂Ui (ȳi)

∂x(ki)
(wi − ȳi)

〉

− sup
Y ∈RZ,ρ(p)

〈
g,

m∑

i=1

ρi
p(k)

∂Ui (yi)

∂x(k)
(wi − yi)

〉
, (6.8.42)

де ki — довiльний iндекс iз множини I1 (ȳi) , k— довiльний iндекс iз
множини J(Y ). У даному випадку функцiя φρ квазiдиференцiйовна в
точцi p. З (6.8.42) легко випливає, що квазiдиференциал функцiї φρ

має вигляд

Dφρ =
[
∂φρ (p) ,∂φρ (p)

]
,

де ∂φρ (p)— опукла оболонка множини{
m∑

i=1

ρi
p(ki)

∂Ui (ȳi)

∂x(ki)
(wi − ȳi) |ȳi ∈ Ri (p) ,ki ∈ I1 (ȳi)

}
,

∂φρ (p)— опукла оболонка множини{
−

m∑

i=1

ρi
p(k)

∂Ui (yi)

∂x(k)
(wi − yi) |Y ∈ RZ,ρ (p) ,k ∈ J (Y )

}
.
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Наслiдок 6.8.2. Нехай в умовах теореми 6.8.4 функцiї Ui строго угну-
тi. Тодi множина Ri (p) складається з одного елемента ȳi (p) , а мно-
жина RZ,ρ (p) — з одного елемента Y (p,ρ) = (y1(p,ρ), . . . ,ym(p,ρ)) . В
цьому випадку

(φρ)′ (p,g) =
m∑

i=1

inf
li∈e∂Ui(ȳi(p))

〈
g,
ρil

(k)
i

p(ki)
(wi − ȳi(p))

〉
−

− inf
L∈e∂Uρ(Y (p,ρ))

m∑

i=1

〈
g,
ρl

(k)
i

p(ki)
(wi − yi (p,ρ))

〉
. (6.8.43)

B даному випадку функцiя φρ також квазiдиференцiйовна. Викори-
стовуючи формулу (6.8.43), легко виписати її квазiдиференцiал.

Наслiдок 6.8.3. Нехай в умовах теореми функцiї Ui строго угнутi й
диференцiйовнi. Тодi функцiя φρ диференцiйовна в точцi p i її градi-
єнт ∇φρ має вигляд

∇φgr (p) =

m∑

i=1

ρi
p(ki)

∂Ui (ȳi (p))

∂x(ki)
(wi − ȳi (p))−

−
m∑

i=1

ρi
p(k)

∂Ui (yi (ρ,p))

∂x(k)
(wi − yi (ρ,p)).

Тут вектори ȳi (p) , Y (ρ,p) , iндекси ki, k визначаються так само, як
i в наслiдку 6.8.2.

6.9. АНАЛIЗ КООПЕРАТИВНИХ IГОР

У цьому параграфi ми покажемо як субдиференцiал Кларка та квазi-
диференциал дозволяють розглянути з єдиної точки зору деякi проблеми
теорiї кооперативних iгор.

Докладний виклад результатiв теорiї iгор, якi будуть використовува-
тися, можна знайти, наприклад, в [2,46].

Отже, нехай декiлька учасникiв деякого процесу (це може бути про-
цес виробництва, обмiну, або просто гра) можуть дiяти як поодинцi, так
i створювати коалiцiї, одержуючи при цьому якiсь виграшi. Будемо вва-
жати, що кожен учасник може оцiнити свiй виграш, тобто в кожного
учасника є функцiя корисностi. Припускаємо також, що корисностi уча-
сникiв (гравцiв) вимiряються по однiй шкалi (наприклад, мова може йти
просто про грошi) i можуть передаватися один одному (побiчнi платежi)
без втрат.
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Кооперативна гра (з побiчними платежами), або класична коопера-
тивна гра — це пара [I,v], що складається iз скiнченної множини I, яка
називається множиною гравцiв, i дiйсної функцiї v : 2I → R, що ставить
у вiдповiднiсть кожнiй пiдмножинi J ⊂ I, яка називається коалiцiєю,
число v(J), що iнтерпретується як максимальний виграш (максималь-
на кориснiсть), який можуть забезпечити собi гравцi з коалiцiї J , дiючи
спiльно. Одне з центральних питань теорiї кооперативних iгор — питання
про визначення розв’язку гри — коротко можна сформулювати так. Як
розподiлити мiж гравцями виграш (кориснiсть) v(I) так, щоб вважати
цей розподiл у деякому розумiннi справедливим, розумним, оптималь-
ним?

Серед рiзних пiдходiв до розв’язку цiєї задачi ми видiлимо два, якi, з
одного боку, належать до числа найбiльш iстотних, привабливих i вiдо-
мих, а з iншого боку, дозволять продемонструвати можливiсть викори-
стання субдиференцiала Кларка й квазiдиференцiала.

Перший пiдхiд полягає в тому, що кожнiй грi [I,v] ставиться у вiдпо-
вiднiсть деякий вектор Φ(v) ∈ RI , компоненти якого описують виграшi
гравцiв у цiй грi. Природно, що для того щоб такий вектор вважався в
якомусь сенсi справедливим, вiн повинен задовольняти деяким вимогам.
Вперше систему аксiом, яким повинна задовольняти функцiя Φ(v), сфор-
мулював Л. Шеплi [57]. Сформулюємо цю систему в зручному для нас
виглядi.

А1 (симетричнiсть). Якщо π — така перестановка множини I, що
для будь-якої коалiцiї J справджується рiвнiсть v (πJ) = v (J) , то для
будь-якого i ∈ I справджується рiвнiсть Φπi (v) = Φi (v);

А2 (Парето–оптимальнiстъ).
∑
i∈I

Φi (v) = v (I);

A3 (несуттєвого гравця). Якщо у грi v гравець i0 такий, що для будь-
якої коалiцiї J справджується рiвнiсть v (J ∪ {i0}) = v (J) , то Φi0 (v) = 0;

А4 (лiнiйнiсть). Якщо для всiх J справджується w (J) = u (J)+v (J) ,
то Φ(w) = Φ (u) + Φ (v) .

Л. Шеплi розглядав Φi (v) як апрiорну оцiнку гравцем i вигiдностi
для нього гри v. Змiст цих аксiом такий. Перша аксiома стверджує, що
оцiнка гравцем гри не повинна залежати вiд того, яким iндексом вiн по-
значений. Друга аксiома стверджує, що гравцi повиннi розподiлити мiж
собою всю кориснiсть v(I). Третя аксiома стверджує, що гравець, який
нiяк не впливає на виграш нi однiєї з коалiцiй, до якої вiн приєднується,
не повинен щось одержувати.

Даним аксiомам задовольняє єдина функцiя Φ, названа функцiєю
(значенням) Шеплi, а саме:

Φi (v) =
∑

i/∈J

|J |! (|I| − |J | − 1)!

|I|! (v (J ∪ {i}) − v (J)) ,
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де |J |-— число елементiв множини J . Функцiю Φ можна iнтерпретувати
як функцiю, що задає середнiй виграш гравцiв при наступнiй ймовiрнi-
снiй схемi. Рiвноймовiрно вибираємо кожного iз гравцiв. Далi рiвноймо-
вiрно приєднуємо до нього кожного iз гравцiв, що залишилися, i про-
довжуємо цей процес, поки не вичерпаємо всю множину I. При цьому,
якщо гравець i вибирається пiсля того, що утворено коалiцiю J, то вiн
одержує величину v (J ∪ {i})− v (J) . Вектор Φ(v) називається вектором
(значенням) Шеплi гри v.

Зауваження 6.9.1. Вектор Шеплi є розв’язком задачi мiнiмiзацiї функцiї

Q (x,v) =
∑

J

(|J | − 1)! (|I| − |J | − 1)! (v (J) − x (J))
2

на множинi {
x ∈ RI |x (I) = v (I)

}
,

де x (J) =
∑
i∈J

xi.

Цiкаве сiмейство нелiнiйних аналогiв функцiї Шеплi, зокрема багато-
значних, можна одержати, замiнивши в Q(x,v) опуклу функцiю (v(J) −
(x(J))2 довiльною опуклою функцiєю ψ (v (J) − x (J)) .

Другий пiдхiд до визначення розв’язку гри полягає в тому, що розв’яз-
ком гри v називається множина “недомiнуючих подiлiв”, тобто множина

c (v) =
{
x ∈ RI |x (I) = v (I) ,x (J) > v (J) ∀J ⊂ I

}
,

яка називається c-ядром гри v. На вiдмiну вiд вектора Шеплi, який
завжди iснує i єдиний, c-ядро може бути порожнiм, однак допускає зро-
зумiлу iнтерпретацiю. А саме, жодна коалiцiя не може одержати сумарну
кориснiсть бiльше, нiж їй дає довiльний елемент c-ядра.

Надзвичайно цiкавим як для застосувань (наприклад, при вивченнi
економiчної рiвноваги), так i з чисто технiчних мiркувань (вдається до-
сить просто одержати деякi класичнi результати), виявилося вивчення
“нечiтких кооперативних iгор”, суть яких полягає в наступному.

Якщо I–— множина гравцiв, то кожна коалiцiя J може бути отото-
жнена з її характеристичним вектором eJ , що ставить у вiдповiднiсть
кожному гравцю i ∈ I “iнтенсивнiсть його участi” eJi ∈ {0,1} у цiй коалi-
цiї;

eJi =

{
1, i ∈ J,
0, i /∈ J.

У цьому випадку множина всiх коалiцiй є {0,1}n . Множина нечiтких
коалiцiй, за визначенням, є [0,1]n. Iншими словами, нечiтка коалiцiя
τ ∈ [0,1]

n ставить у вiдповiднiсть кожному гравцю i ∈ I iнтенсивнiсть
його участi τi ∈ [0,1] . Нечiтка кооперативна гра — це додатньо однорiдна
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функцiя на [0,1]n. Таким чином, якщо класична кооперативна гра являє
собою функцiю, визначену в вершинах одиничного куба, то нечiтка гра
— це функцiя на всьому одиничному кубi. Ясно, що в силу додатньої
однорiдностi функцiю v : [0,1]n → R1 можна продовжити на Rn+, поклав-
ши

v (0) = 0, v (τ) =

(
n∑

i=1

τi

)
v




τ
n∑
i=1

τi


 .

Будемо розглядати простiр Rn як простiр корисностей. Кориснiсть векто-
ра x ∈ Rn для коалiцiї τ визначається величиною

(τ,x) =

n∑

i−1

τixi.

Якщо J ⊂ I, то ця кориснiсть дорiвнює
(
eJ ,x

)
=
∑
i∈J

xi.

Визначимо розв’язок на деяких класах нечiтких iгор. Пiд розв’язком
розумiється вiдображення S, яке ставить у вiдповiднiсть кожнiй грi v
деяку множину S(v) i задовольняє ряд властивостей. Нехай v — нечiтка
гра, S(v) — множина векторiв.

1. Говорять, що множина S(v) Парето–оптималъна, якщо
n∑

i=1

xi = v (1) ∀x ∈ S (v).

2. Для довiльної перестановки π множини I = {1, . . . ,n} покладемо

(π ∗ v)(τ) = v
(
τπ−1(1), . . . ,τπ−1(n)

)
.

Множина S(v) називається симметричною, якщо для будь-якої переста-
новки π виконується S (π ∗ v) = π (S (v)) .

3. Нехай P = (S1, . . . ,Sm)— деяке розбиття множини I на m непоро-
жнiх коалiцiй. Позначимо через P ⊗ v гру m осiб, визначену формулою

(P ⊗ v) (θ1, . . . ,θm) = v (τ1, . . . ,τn) ,

де τk = θj при k ∈ Sj . Нехай, далi, P ⊗ x ∈ Rm, визначена рiвнiстю

(P ⊗ x)j =
∑

i∈Sj

xi.

Говорять, що для гри v виконується властивiсть розбиття, якщо S (P ⊗ v) =
P ⊗ S (v) при всiх розбиттях P.

4. Говорять, що виконується властивiсть несуттєвого гравця, якщо з
рiвностi

v (τ) = v
(
τ I\{i}

)
∀τ ∈ [0,1]n
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випливає спiввiдношення xi = 0 ∀x ∈ S (v) .
Пiд розв’язком на деякому класi iгор природно розумiти вiдображення

S, що має на цьому класi зазначенi вище властивостi (або їх модифiка-
цiї). Деякi iз цих властивостей можуть виконуватися не на всьому класi,
а лише на якiй-небудь його частинi.

Розглянемо насамперед клас неперевно диференцiйовних нечiтких
iгор. Узагальненим значенням Шеплi функцiї v iз цього класу назива-
ється вектор S(v) = ∇v (1) . Можна перевiрити, що цей вектор (точнi-
ше кажучи, множина, що складається з нього) має властивостi Парето-
оптимальностi, симетричностi, розбиття та несуттєвого гравця. Крiм то-
го, виконується властивiсть адитивностi S(v1 + v2) = S (v1) + S (v2) .

Доведення цього твердження наведено нижче в бiльш загальнiй си-
туацiї.

Виявляється, що якщо вiдображення S ставить у вiдповiднiсть непе-
рервно диференцiйовнiй грi v вектор S(v), який має властивостi Парето–
оптимальностi, симетричностi й розбиття, то S(v) = ∇v (1) . Отже, уза-
гальнений розв’язок Шеплi претендує на роль розв’язку в класi непе-
рервно диференцiйовних iгор.

Нехай u : {0,1}n → R1— класична кооперативна гра. Можна показати,
що iснують її розширення до нечiткої неперервно диференцiйовної гри,
узагальнене значення Шеплi якої збiгається зi значенням Шеплi вихiдної
гри. Одне з таких розширень wu виглядає так:

wu (τ) =
∑

S

αS (u)

(
∏

i∈S

τi

) 1
|S|

,

де

αS (u) =
∑

T⊂S

(−1)|S|−|T |v (T ).

Узагальнимо на нечiткi iгри поняття c–ядра. Нехай v— нечiтка коопера-
тивна гра. c–ядром такої гри називається множина

c (v) =

{
x ∈ RI |

∑

i∈I

xi = v (1) ,
∑

i∈I

τixi > v (τ) , τ ∈ [0,1]
n

}
.

Очевидно, що x ∈ c (v) тодi й тiльки тодi, коли x ∈ ∂̄v (1) , де ∂̄v (1) су-
пердиференцiал функцiї v в точцi 1. c-ядро може бути й порожнiм, однак,
якщо v– увiгнута (i, тим самим, суперлiнiйна) функцiя, то c–ядро непо-
рожнє. Можна показати (це випливає з наведених нижче результатiв),
що для угнутих iгор c-ядро Парето–оптимальне, симетричне, має вла-
стивостi розбиття й несуттєвого гравця. Таким чином, у класi угнутих
iгор на роль розв’язку претендує c-ядро.
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Особливий iнтерес представляє собою так звана суперадитивна обо-
лонка πu класичної гри, яка визначається формулою

πu (τ) = sup
µS≥0,

P
µSeS=τ

∑

S

µSu (S).

Функцiя πu : [0,1]
n → R1-— найменша додатньо однорiдна угнута фун-

кцiя, яка бiльша за u. Гра u називається збалансованою, якщо πu (1) =
u (I) . Оскiльки c(v) = ∂̄v (1) , то справедлива наступна теорема.

Теорема 6.9.1. Класична коооперативна гра u має непорожнє c-ядро
тодi i тiльки тодi, коли вона збалансована. У цьому випадку її c-ядро
збiгається з c-ядром нечiткої гри πu.

Перша частина цiєї теореми є один iз класичних результатiв про не-
порожнiсть c-ядра.

Можна розглядати зазначенi вище розв’язки (узагальнене значення
Шеплi для неперервно диференцiйовних iгор та c–ядро для угнутих iгор)
в рамках єдиного пiдходу. Один з таких пiдходiв базується на викори-
станнi субдиференцiала Кларка. Розглянемо клас всiх локально лiшпи-
цевих нечiтких iгор. Розв’язком S(v) гри v iз цього класу називається
субдиференцiал Кларка ∂c1v (1) функцiї v у точцi 1. Зрозумiло, що для
неперервно диференцiйовної гри таким чином визначений розв’язок збi-
гається з узагальненим значенням Шеплi, а для угнутої гри вiн збiгає-
ться з c-ядром.

Теорема 6.9.2. Множина розв’язкiв S(v) локально лiпшицевої гри
v непорожня, компактна i опукла. Вона має властивостi Парето–
оптимальностi, симетричностi та несуттєвого гравця. Крiм того,

a) S (λv) = λS (v) , ∀λ > 0,
b) S(u+ v) ⊂ S (u) + S(v),
c) якщо v монотонна функцiя, то S (v) ⊂ Rn+,
d) якщо H : Rm → Rn лiнiйне вiдображення i H (1) = 1n, то

S (v ◦H) ⊂ H∗S (v) .
Якщо, крiм того, H (Rm) = Rn, або функцiя v регулярна в точцi

x = 1, то S (v ◦H) = H∗S (v) .
e) якщо функцiя v регулярна, то S задовольняє умовi розбиття.

Доведення. Властивiсть а) очевидна, b) випливає з теореми 5.2.14, d)
випливає з теореми 5.2.15 i зауваження 5.2.1.
Доведемо властивiсть с). Нехай v зростаюча функцiя, g ≥ 0. Тодi

v (x′ + αg) − v (x′) > 0 ∀α > 0,

тому

v↑Cl (1,g) = lim
α↓0,x′→1

1

α
[v (x′ + αg) − v (x′)] > 0.
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Нагадаємо, що S(v) = ∂Clv (1) є супердиференцiалом суперлiнiйної фун-
кцiї v↓Cl (1,g) . Тому, якщо l ∈ S (v) , g ≥ 0, то

〈l,g〉 > v↓Cl (1,g) > 0.

Звiдси випливає включення l ∈ Rn+.
Властивiсть е) випливає з d). Властивостi симетричностi й несуттєво-

го гравця можуть бути також доведенi за допомогою властивостi d). Нам
залишається лише перевiрити Парето–оптимальнiсть. Використовуючи
додатню однорiднiсть функцiї v, маємо

v (1) =
v (1 + α1) − v (1)

α
6 lim inf

τ→1
α↓0

1

α
[v (τ + α1) − v (τ)] = v↑Cl (1,1) .

Нехай L– лiпшицева константа локально лiпшицевої функцiї в околi
точки x = 1. Тодi

v (τ + α1) − v (1 + α1) 6 L ‖τ − 1‖ ,
v (1) − v (τ) 6 L ‖τ − 1‖ .

Тому

v (τ + α1) − v (τ) 6 v (1 + α1) − v (1) +
2

τ − 1
,

звiдки випливають спiввiдношення

v↑Cl (1,1) = lim inf
τ→1

α↓0

1

α
[v (τ + α1) − v (τ)] 6

v (1 + α1) − v (1)

α
= v (1) .

Отже
v↑Cl (1,1) = v (1)

i, якщо x ∈ S (v) , то

〈1,x〉 6 v↑Cl (1,1) = v (1) .

Оскiльки функцiя (−v) також додатньо однорiдна, то 〈1,− x〉 6 −v (1)
для x ∈ S (v) . Таким чином 〈1,x〉 = v (1) .

Iнший пiдхiд до розв’язання гри, що дозволяє iз загальної точки зору
розглядати як неперервно диференцiйовнi, так i увiгнутi iгри, заснований
на поняттi квазiдиференцiала. Пiд квазiдиференцiйовною нечiткою грою
будемо розумiти додатньо однорiдну функцiю на конусi Rn+ яка квазiди-
ференцiйовна в точцi 1. Нам знадобляться деякi додатковi результати,
що стосуються додатньо однорiдних квазiдиференцiйовних функций.

Нехай K опуклий конус в Rn з компактною основою T (тобто K =
∪λ≥0λT ) та непорожньою внутрiшнiстю riT . Функцiя f : T → R1 назива-
ється квазiдиференцiйовною в точцi x ∈ riT, якщо вона диференцiйовна
в цiй точцi за кожним напрямком g ∈ R̃T = RT −x та iснують такi опуклi

339



компакти
∂T f (x) ⊂ R̃T , ∂T f (x) ⊂ R̃T ,

що
f ′ (x,g) = max

y∈∂T f(x)
〈y,g〉 + min

z∈∂T f(x)
〈z,g〉 ∀g ∈ R̃T .

Теорема 6.9.3. Нехай функцiя f : K → R1 квазiдиференцiйрвна в
точцi x ∈ intK. Тодi функцiя f |T (x,p), де

T (x,p) = {z ∈ K|〈z − x,p〉 = 0} ,
квазiдиференцiйовна в точцi x i її квазiдиференцiал визначається па-
рою [A,B], де

A = Prp (∂T f (x)) , B = Prp
(
∂T f (x)

)
,

а Prp C— ортогональна проекцiя множини С на гiперплощину

Hp = {z ∈ Rn|〈z,p〉 = 0} .
Теорема 6.9.4. Нехай функцiя f̄ є додатньо однорiдним продовжен-
ням функцiї f, визначенiй на множинi T (x,x) , x ∈ intK. Нехай f—
квадизiдиференцiйовна в x. Функцiя f̄ квазiдиференцiйовна i

Df̄ (x) =

[
∂T p (x) + x

f (x)

‖x‖2 , ∂f (x)

]
.

Особливу роль при вивченнi нечiтких iгор грає коалiцiя всiх грав-
цiв, тобто точка 1. Тому надалi, говорячи про квазiдиференцiйовнiсть,
ми будемо мати на увазi квазiдиференцiйовнiчть в точцi 1. Розглянемо
квазiдиференцiйовну гру v. Нехай

[
∂v (1) , ∂v (1)

]
її квазiдиференцiал в

точцi 1. Iз твердження 6.9.3 випливає, що функцiя v1 = v|T (1,1) також
квазiдиференцiйовна i її квазiдиференцiал визначається парою[

Pr1∂v (1) ,Pr1∂v (1)
]
.

Ясно, що додатньо однорiдне продовження v̄ функцiї v1 збiгається з v, а
її квазiдиференцiал можна визначити також за теоремою 6.9.4:[

Pr1∂v (1) +
v (1)

‖1‖2 1, Pr1∂v (1)

]
.

Ця пара задовольняє властивостi Парето–оптимальностi в тому сенсi, що
для

x ∈ Pr1∂v (1) +
v (1)

‖1‖2 1, y ∈ Pr1∂v (1)

має мiсце рiвнiсть
n∑

i=1

〈xi + yi〉 = 〈x+ y,1〉 = v (1).
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Аналогiчно можна сформулювати властивiсть несуттєвого гравця.
Квазiрозв’язком гри v назвемо квазiдиференцiал D

πv (1) функцiї v в
точцi 1, який має властивiсть Парето–оптимальностi.

Теорема 6.9.5. Нехай гра v квазiдиференцiйовна. Тодi квазiрозв’язок
має властивостi Парето–оптималъностi, симетричностi й несуттє-
вого гравця. Крiм того,

а) квазiрозв’язок лiнiйний за v,
b) якщо H : Rm → Rn лiнiйне вiдображення i H (1) = 1, то

D
π (v ◦H) (1) = H∗

D
π (v (1)) ,

c) якщо v неперервно диференцiйовна в 1 , то D
πv (1) = [∇v (1) ,0], i

квазiрозв’язок можна ототожнити з узагальненим значенням Шеплi
гри v.

d) якщо v увiгнута, то

D
πv (1) = [0,∂̄v (1)],

де ∂̄v (1)– супердиференцiал увiгнутої функцiї. Отже його можна
ототожнити з c-ядром гри v.

Визначимо розв’язок квазiдиференцiйовної гри, який визначається
однозначно (на вiдмiну вiд квазiрозв’язку, визначеного з точнiстю до
класу еквiвалентностi).

Точкою Штойнера опуклого компакту K в Rn називається елемент

s (K) =
1

σn

w

Sn−1

αρ (K,α) dλ,

де λ – мiра Лебега на одиничнiй сферi Sn−1, σn — об’єм одиничної кулi,
α — змiнний вектор i p (K,α)– опорна функцiя множини K. Вiдзначимо,
що вiдображення s лiнiйне за K i s (K) ∈ K.

Нехай гра v квазiдиференцiйовна i
[
∂v(1),∂v(1)

]
– її квазiрозв’язок.

st–розв’язком квазiдиференцiйовної гри v називається вектор st (v) =
s(∂v (1))+s(∂v (1)). Можна перевiрити, що це визначення коректне, тоб-
то не залежить вiд того, яка пара визначає квазiдиференцiал D

πv (1) .

Теорема 6.9.6. Якщо гра v квазiдиференцiйовна, то вiдображення
st : v → st (v) лiнiйне за v, st–розв’язок Парето–оптимальний. Якщо v
неперервно диференцiйовна, то st (v) = ∇v (1) i st-розв’язок збiгається
з узагальненим значенням Шеплi гри v. Якщо v увiгнута, то st(v)
являєтся точкою Штойнера c-ядра гри v. st–розв’язок симетричний.
st–розв’язок має властивiсть несуттєвого гравця.

Доведення див. в [19].
Вiдзначимо, що вектор st (v) можна iнтерпретувати як вектор середнiх

виграшiв гравцiв.
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Роздiл VII
Кодиференцiйовнi функцiї

7.1. ОЗНАЧЕННЯ I ПРИКЛАДИ КОДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ
ФУНКЦIЙ

Нехай X ⊂ Rn — вiдкрита множина i нехай функцiя f – визначена i
скiнченна на X.

Означення 7.1.1. Функцiя f(x) кодиференцiйовна в точцi x, якщо iсну-
ють опуклi компакти df(x) ⊂ Rn+1 i df(x) ⊂ Rn+1 такi, що

f(x+ ∆) = f(x) + Φx(∆) + ox(∆), (7.1.1)

Φx(∆) = max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉] + min
[b,w]∈df(x)

[b+ 〈w,∆〉], (7.1.2)

ox(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn. (7.1.3)

де a,b ∈ R1; v,w ∈ Rn, conv {x,x+ ∆} ⊂ X.
Якщо спiввiдношення (7.1.3) справджується рiвномiрно за ∆ ∈ B =

{∆ ∈ Rn : ‖∆‖ = 1}, то функцiя f кодиференцiйовна в точцi x рiвно-
мiрно за напрямками.

Пара множин Df(x) = [df(x),df(x)] називається кодиференцiалом
функцiї f в точцi x, множина df(x) називається гiподиференцiалом, а
множина df(x) — гiпердиференцiалом функцiї f в точцi x.

Якщо функцiя f кодиференцiйовна в деякому околi точки x, то вiд-
ображення Df назвемо кодиференцiальним.

Функцiя f називається неперервно кодиференцiйовною у точцi x,
якщо вона кодиференцiйовна в деякому околi точки x i якщо iснує не-
перервне (за Хаусдорфом) кодиференцiальне вiдображення Df(x) в цiй
точцi.

Функцiя f називається гiподиференцiйовною в точцi x, якщо iснує
кодиференцiал вигляду Df(x) = [df(x),{0n+1}].

Функцiя f називається гiпердиференцiйовною в точцi x, якщо iснує
кодиференцiал вигляду Df(x) = [{0n+1},df(x)]. Тут 0m— нульовий еле-
мент простору Rm.

Аналогiчно визначаються неперервно гiподиференцiйовнi функцiї i не-
перервно гiпердиференцiйовнi функцiї.
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Кодиференцiал, як i квазiдиференцiал, визначається неоднозначно.
Iз (7.1.1)—(7.1.2) видно, що кодиференцiйовна в точцi x функцiя f(x)

допускає апроксимацiю першого порядку в околi точки x. При цьому
як апроксимацiю можна взяти функцiю Fx(∆) = f(x) + Φx(∆). Якщо
функцiя f кодиференцiйовна в точцi x рiвномiрно за напрямками, то
Fx(∆) є апроксимацiєю функцiї f в околi точки x рiвномiрно за напрям-
ками. Для неперервно кодиференцiйовної функцiї апроксимацiя Fx(∆),
що побудована за допомогою кодиференцiала, є неперервною функцiєю
за x. Це в деякому сенсi порiднює неперервно кодиференцiйовнi функцiї
з неперервно диференцiйовними функцiями.

Теорема 7.1.1. Множина кодиференцiйовних в точцi x функцiй f спiв-
падає з множиною квазiдиференцiйовних функцiй.

Доведення. Дiйсно, нехай функцiя f квазiдиференцiйовна в точцi x. Тодi
f(x+ ∆) = f(x) + max

v∈∂f(x)
〈v,∆〉 + min

w∈∂f(x)
〈w,∆〉 + ox(∆),

ox(α∆)

α
−→
α↓0

0 ∀∆ ∈ Rn,

де ∂f(x) ⊂ Rn, ∂f(x) ⊂ Rn– опуклi компакти. Звiдси випливає, що
функцiя f кодиференцiйовна в точцi x i як кодиференцiал можна брати
Df(x) = [df(x),df(x)], де

df(x) = {[a,v]|a = 0,v ∈ ∂f(x)} ⊂ Rn+1, (7.1.4)

df(x) = {[b,w]|b = 0,w ∈ ∂f(x)} ⊂ Rn+1. (7.1.5)
Навпаки, якщо функцiя f кодиференцiйовна в точцi x, то має мiсце
(7.1.1) – (7.1.3). Тодi

f ′(x,g) = lim
α↓0

1

α
[f(x+ αg) − f(x)] = max

v∈∂f(x)
〈v,g〉 + min

w∈∂f(x)
〈w,g〉,

де
∂f(x) = {v ∈ Rn|[a,v] ∈ df(x)}, (7.1.6)

∂f(x) = {w ∈ Rn|[b,w] ∈ df(x)}, (7.1.7)

a = max{a|[a,v] ∈ df(x)}, b = min{b|[b,w] ∈ df(x)}.
А це означає, що функцiя f квазiдиференцiйовна в точцi x, причому як
квазiдиференцiал можна взяти D(x) = [∂f(x),∂f(x)], де множини ∂f(x),
∂f(x) визначенi спiввiдношеннями (7.1.6)–(7.1.7).

Наслiдок 7.1.1. Будь-яка гiподиференцiйовна функцiя є субдиферен-
цiйовною, а будь-яка гiпердиференцiйовна функцiя є супердиференцi-
йовною. Справджується й обернене твердження.
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Зауваження 7.1.1. Клас кодиференцiйовних функцiй спiвпадає с кла-
сом квазiдиференцiйовних функцiй. Проте використання поняття коди-
ференцiала дозволяє видiлити пiдмножину неперервно кодиференцiйов-
них функцiй, в той час як для негладких функцiй квазiдиференцiальне
вiдображення є, взагалi кажучи, розривним.

Вiдмiтимо, що квазiдиференцiал – це пара опуклих компактiв у про-
сторi Rn, а кодиференцiал – пара опуклих компактiв у просторi Rn+1.

Важливе значення (особливо з обчислювальної точки зору) мають
кодиференцiйовнi функцiї, в яких гiподиференцiали та гiпердиференцi-
али є опуклi оболонки скiнченної кiлькостi точок. Такi кодиференцiали
будемо називати многогранними.

Приклад 7.1.1. Нехай функцiя f неперервно диференцiйовна в околi
точки x ∈ X. Тодi

f(x+ ∆) = f(x) + 〈f ′(x),∆〉 + ox(∆),
ox(∆)

‖∆‖ −→
‖∆‖→0

0,

де f ′(x) - градiєнт функцiї f в точцi x. Очевидно, що функцiя f непе-
рервно кодиференцiйовна в околi точки x рiвномiрно за напрямками i як
кодиференцiал можна взяти Df(x) = [df(x),df(x)], де

df(x) = {[0,f ′(x)]} ⊂ Rn+1, df(x) = {0n+1} ⊂ Rn+1.

Вiдображення Df(x) неперервне. Пару множин Df(x) = [df(x),df(x)],
де

df(x) = {0n+1}, df(x) = {[0,f ′(x)]},
також можна взяти як кодиференцiал. Отже, функцiя f є одночасно гiпо-
диференцiйовною i гiпердиференцiйовною функцiєю (навiть неперервно
гiподиференцiйовною i гiпердиференцiйовною функцiєю).

Приклад 7.1.2. Нехай f – опукла i скiнченна на X функцiя, x ∈ X.
Нехай X0 – довiльна замкнута обмежена пiдмножина X, що мiстить x
як внутрiшню точку. Оскiльки

f(x) = max
z∈X0

[f(z) + 〈v(z),x− z〉],

де v(z) – вектор iз ∂f(z), а x+ ∆ ∈ intX0 при досить малих ‖∆‖, i тому
f(x+ ∆) = f(x) + max

z∈X0

[f(z) − f(x) + 〈v(z),x− z〉 + 〈v(z),∆〉] =

= f(x) + max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v(z),∆〉],
де

df(x) = conv{[a,v] : a = f(z) − f(x) + 〈v(z),x− z〉, v(z) ∈ ∂f(z),z ∈ X0}.
(7.1.8)
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Отже опукла функцiя є неперервно кодиференцiйовною (i навiть гiподи-
ференцiйвною). Як кодиференцiал можна взяти Df(x) = [df(x),df(x)],
де df(x) задано (7.1.8), а df(x) = {0n+1}.

Аналогiчно встановлюється, що угнута функцiя неперервно кодифе-
ренцiйовна (i навiть неперервно гiпердиференцiйовна).

Приклад 7.1.3. Нехай f(x) = ‖x‖ =
√

〈x,x〉. Оскiльки
f(x) = max

〈v,v〉≤1
〈x,v〉,

то
f(x+ ∆) = f(x) + max

〈v,v〉≤1
(〈x,v〉 − f(x) + 〈v,∆〉).

Звiдси
f(x+ ∆) = f(x) + max

[a,v]∈df(x)
[a+ 〈v,∆〉], (7.1.9)

де
df(x) = {[a,v]|a = 〈x,v〉 − f(x),〈v,v〉 ≤ 1}. (7.1.10)

Отже, f є неперервно кодиференцiйовною (навiть гiподиференцiйовною)
функцiєю, причому як кодиференцiал в точцi x можна взяти пару мно-
жин Df(x) = [df(x),df(x)], де df(x) задано спiввiдношенням (7.1.10), а
df(x) = {0n+1}. Очевидно, що множина df(x) є опуклою.

Приклад 7.1.4. Нехай
f(x) = max

y∈G
ϕ(x,y), (7.1.11)

де G - компакт, а функцiя ϕ неперервна на X ×G i неперервно диферен-
цiйовна за x на X при кожному фiксованому y ∈ G. Тодi

f(x+ ∆) = max
y∈G

[ϕ(x,y) + 〈ϕ′
x(x,y),∆〉 + ox(∆,y)], (7.1.12)

ox(∆,y)

‖∆‖ −→
‖∆‖→0

0.

Якщо (7.1.12) має мiсце рiвномiрно за y ∈ G, то
f(x+ ∆) = f(x) + max

[a,v]∈df(x)
[a+ 〈v,∆〉] + ox(∆), (7.1.13)

ox(α∆)

α
−→
α↓0

0

рiвномiрно за ∆ ∈ B, де
df(x) = conv {[a,v] : a = ϕ(x,y) − f(x), v = ϕ′

x(x,y), y ∈ G}, (7.1.14)
Звiдси випливає, що визначена спiввiдношенням (7.1.11) функцiя макси-
муму f є неперервно кодиференцiйвною на X, а її кодиференцiал дорiв-
нює

Df(x) = [df(x),df(x)], (7.1.15)
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де df(x) задано спiввiдношенням (7.1.14), а df(x) = {0n+1}. Отже фун-
кцiя максимуму гiподиференцiйовна.

Приклад 7.1.5. Аналогiчно показується, що функцiя
f(x) = min

y∈G
ϕ(x,y),

де функцiя ϕ, множини X та G такi ж, як i в попередньому прикладi,
є неперервно кодиференцiйовною, причому як Df(x) можна взяти пару
множин Df(x) = [df(x),df(x)], де

df(x) = {0n+1},
df(x) = conv {[b,w] : b = ϕ(x,y) − f(x), w = ϕ′

x(x,y), y ∈ G}.
Отже функцiя мiнiмуму гiпердиференцiйовна.

Приклад 7.1.6. Пояснимо наведенi поняття на прикладi функцiї f(x) =
|x|, де x ∈ R1. Оскiльки f(x) = max{x,−x}, то функцiя f диференцiйовна
за напрямками на R1, причому

f ′(x,g) =





g, x > 0,
−g, x < 0,
|g| , x = 0.

Тут g ∈ R1. Функцiя f квазiдиференцiйовна (навiть субдиференцiйовна)
на R1, причому як її квазiдиференцiал можна взяти Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],
де

∂f(x) =





1, x > 0,
−1, x < 0,

[-1,1], x = 0,
∂f(x) = {0}.

Очевидно, що квазiдиференцiйовне вiдображення Df має розрив у точцi
x = 0.
Оскiльки f - функцiя максимуму, то вона кодиференцiйовна i за форму-
лою (7.1.15) Df(x) = [df(x),df(x)], де

df(x) = conv {(x− |x| ,1),(−x− |x| ,− 1)}, df(x) = {(0,0)}.
Неважко переконатися в тому, що

df(x) =

{
conv {(0,1),(−2x,− 1)}, x > 0,
conv {(2x,1),(0,− 1)}, x ≤ 0.

Вiдображення Df є неперервним на R1. Маємо

f(x+ ∆) =

{
f(x) + max{∆,− 2x− ∆}, x > 0,
f(x) + max{2x+ ∆,− ∆}, x ≤ 0,

тобто

f(x+ ∆) =

{
x+ max{∆,− 2x− ∆}, x > 0,

−x+ max{2x+ ∆,− ∆}, x ≤ 0.
(7.1.16)
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Вiдмiтимо, що доданок ox(∆) тут вiдсутнiй, тобто за допомогою кодифе-
ренцiала функцiю f можна записати у виглядi (7.1.16) точно.

7.2. ОСНОВНI ФОРМУЛИ КОДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО
ЧИСЛЕННЯ

Далi розглядатимемо скiнченнi функцiї, що визначенi на вiдкритiй
множинi X ⊂ Rn.

Лема 7.2.1. Якщо f1(x), . . . ,fN (x) - кодиференцiйовнi (неперервно ко-

диференцiйовнi) функцiї в точцi x ∈ X, то функцiя f(x) =
N∑
i=1

cifi(x),

де ci ∈ R1, кодиференцiйовна (неперервно кодиференцiйовна) в точцi
x. При цьому

Df(x) =
N∑

i=1

ciDfi(x), (7.2.1)

де Dfi(x) = [dfi(x),dfi(x)] - кодиференцiал функцiї fi(x) в точцi x.

Доведення. Доведення очевидне, якщо врахувати, що
fi(x+ ∆) = fi(x) + max

[a,v]∈dfi(x)
[a+ 〈v,∆〉]+

+ min
[b,w]∈dfi(x)

[b+ 〈w,∆〉] + oix(∆).

Зауваження 7.2.1. Точнiше кажучи, лему 7.2.1 потрiбно сформулювати
так:

Якщо f1(x), . . . ,fN (x) – кодиференцiйовнi (неперервно кодиференцi-

йовнi) функцiї в точцi x ∈ X, то i функцiя f(x) =
N∑
i=1

cifi(x), де ci ∈ R1,

також кодиференцiйовна (неперервно кодиференцiйовна) в цiй же точцi.
При цьому, якщо Dfi(x), i = 1, . . . ,N , – кодиференцiал функцiї fi(x) в
точцi x, то серед кодиференцiалiв функцiї f(x) є кодиференцiал вигляду

Df(x) =
N∑

i=1

ciDfi(x).

Якщо до того ж вiдображення Dfi(x), i = 1, . . . ,N , неперервi, то й ко-
диференцiальне вiдображення функцiї f(x) вигляду (7.2.1) також непе-
рервне.
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Аналогiчнi зауваження можна зробити стосовно лем 7.2.2—7.2.4.

Лема 7.2.2. Якщо функцiї f1(x) та f2(x) кодиференцiйовнi (неперервно
кодиференцiйовнi) в точцi x ∈ X, то функцiя f(x) = f1(x) · f2(x) коди-
ференцiйовна (неперервно кодиференцiйовна) в точцi x. Якщо функцiї
f1, f2 кодиференцiйовнi рiвномiрно за напрямками, то i f кодифе-
ренцiйовна рiвномiрно за напрямками. Якщо функцiї f1(x) та f2(x)
неперервно кодиференцiйовнi в точцi x, то функцiя f(x) також непе-
рервно кодиференцiйовна в цiй точцi. При цьому

Df(x) = f1(x)Df2(x) + f2(x)Df1(x). (7.2.2)

Доведення. Нехай
f1(x+ ∆) = f1(x) + Φ1x(∆) + o1(∆), (7.2.3)

f2(x+ ∆) = f2(x) + Φ2x(∆) + o2(∆), (7.2.4)
де

Φix(∆) = max
[a,v]∈dfi(x)

[a+ 〈v,∆〉] + min
[b,w]∈dfi(x)

[b+ 〈w,∆〉],

oi(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn.

Оскiльки Φix(0) = 0, то
max

[a,v]∈dfi(x)
a+ min

[b,w]∈dfi(x)
b = 0.

Можна вважати, що
max

[a,v]∈dfi(x)
a = min

[b,w]∈dfi(x)
b = 0. (7.2.5)

Покладемо
Φix(∆) = max

[a,v]∈dfi(x)
[a+ 〈v,∆〉], Φix(∆) = min

[b,w]∈dfi(x)
[b+ 〈w,∆〉].

В силу (7.2.5)
max

[0,v]∈dfi(x)
〈v,∆〉 ≤ Φix(∆) ≤ max

[a,v]∈dfi(x)
〈v,∆〉.

Звiдси
|Φix(∆)| ≤ max

[a,v]∈dfi(x)
|〈v,∆〉| ≤ L1i ‖∆‖ , (7.2.6)

де L1i = max
[a,v]∈dfi(x)

‖v‖. Аналогiчно, в силу (7.2.5),

min
[0,w]∈dfi(x)

〈w,∆〉 ≥ Φix(∆) ≥ min
[b,w]∈dfi(x)

〈w,∆〉.

Звiдси∣∣Φix(∆)
∣∣ ≤ max

[b,w]∈[−dfi(x)]
|〈w,∆〉| = max

[b,w]∈dfi(x)
|〈w,∆〉| ≤ L2i ‖∆‖ , (7.2.7)
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де L2i = max
[b,w]∈dfi(x)

‖w‖. З (7.2.6) та (7.2.7) випливає, що

|Φ1x(∆)| ≤ L1 ‖∆‖ , |Φ2x(∆)| ≤ L2 ‖∆‖ , (7.2.8)
де Li = L1i + L2i, i = 1,2. Очевидно, що в силу компактностi dfi(x) та
dfi(x), будемо мати Li <∞, i = 1,2.

Вiдмiтимо, що спiввiдношення (7.2.8) iстиннi незалежно вiд умови
(7.2.5).
Iз спiввiдношень (7.2.3) та (7.2.4) маємо

f(x+ ∆) = f1(x+ ∆)f2(x+ ∆) = f1(x)f2(x) + f1(x)Φ2x(∆)+

+f2(x)Φ1x(∆) + f1(x)o2(∆) + f2(x)o1(∆) + Φ1x(∆)Φ2x(∆) + o1(∆)o2(∆).

В силу (7.2.8) виконується спiввiдношення
f(x+ ∆) = f(x) + f1(x)Φ2x(∆) + f2(x)Φ1x(∆) + o(∆),

o(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn.

Враховуючи вигляд Φix(∆), маємо

f(x+ ∆) = f(x) + f1(x)

[
max

[a,v]∈df2(x)
(a+ 〈v,∆〉) + min

[b,w]∈df2(x)
(b+ 〈w,∆〉)

]
+

+f2(x)

[
max

[a,v]∈df1(x)
(a+ 〈v,∆〉) + min

[b,w]∈df1(x)
(b+ 〈w,∆〉)

]
+ o(∆).

Вiдповiдно до правил додавання та множення на число в просторi мно-
жин матимемо
f(x+ ∆) = f(x) + max

[a,v]∈df(x)
(a+ 〈v,∆〉) + min

[b,w]∈df(x)
(b+ 〈w,∆〉) + o(∆),

Df(x) = [df(x),df(x)] = f1(x)Df2(x) + f2(x)Df1(x),

тобто функцiя f кодиференцiйовна в точцi x.

Лема 7.2.3. Якщо функцiя f1(x) кодиференцiйовна (неперервно коди-
ференцiйовна) в точцi x i f1(x) 6= 0, то функцiя f(x) = 1/f1(x) коди-
ференцiйовна (неперервно кодиференцiйовна) в точцi x, при цьому

Df(x) = − 1

f2
1 (x)

Df1(x). (7.2.9)

Доведення. Нехай
f1(x+ ∆) = f1(x) + Φ1x(∆) + o1(∆),

де
Φ1x(∆) = max

[a,v]∈df1(x)
(a+ 〈v,∆〉) + min

[b,w]∈df1(x)
(b+ 〈w,∆〉),
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o1(∆) = o1(x,∆),
o1(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn. (7.2.10)

Як i при доведеннi леми 7.2.2, показуємо, що
|Φ1x(∆)| ≤ L1 ‖∆‖ , де L1 <∞. (7.2.11)

Далi

f(x+ ∆) − f(x) =
1

f1(x) + Φ1x(∆) + o1(∆)
− 1

f1(x)
=

=
−Φ1x(∆) − o1(∆)

f1(x)(f1(x) + Φ1x(∆) + o1(∆))
=

= −Φ1x(∆)

f2
1 (x)

+
Φ2

1x(∆) + Φ1x(∆)o1(∆) − o1(∆)f1(x)

f2
1 (x)(f1(x) + Φ1x(∆) + o1(∆))

. (7.2.12)

Iз (7.2.11) випливає, що Φ2
1x(∆) = o(∆), тому iз (7.2.12) матимемо

f(x+ ∆) = f(x) − 1

f2
1 (x)

Φ1x(∆) + o(∆), (7.2.13)

o(α∆)

α
−→
α↓0

0 ∀∆ ∈ Rn.

Iз (7.2.13), (7.2.10) випливає спiввiдношення (7.2.9).

Лема 7.2.4. Якщо функцiї ϕi(x), i ∈ I = {1, . . . ,N} кодиференцiйовнi
(неперервно кодиференцiйовнi) в точцi x, то функцiї

f1(x) = max
i∈I

ϕi(x), f2(x) = min
i∈I

ϕi(x)

також кодиференцiйовнi (неперервно кодиференцiйовнi) в точцi x.
При цьому

Df1(x) = [df1(x),df1(x)], Df2(x) = [df2(x),df2(x)],

де

df1(x) = conv {dϕk(x) −
∑

i∈I\{k}

dϕi(x) + {[ϕk(x) − f1(x),0n]}|k ∈ I},

df1(x) =
∑

i∈I

dϕi(x), df2(x) =
∑

i∈I

dϕi(x),

df2(x) = conv{dϕk(x) −
∑

i∈I\{k}

dϕi(x) + {[ϕk(x) − f2(x),0n]}|k ∈ I}.

Доведення. Розглянемо лише функцiю f1(x). Маємо
ϕi(x+ ∆) = ϕi(x) + Φix(∆) + oix(∆), i ∈ I,

де
Φix(∆) = max

[a,v]∈dϕi(x)
[a+ 〈v,∆〉] + min

[b,w]∈dϕi(x)
[b+ 〈w,∆〉], (7.2.14)
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oix(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn.

Тодi
f1(x+ ∆) = max

i∈I
ϕi(x+ ∆) =

= f1(x) + max
i∈I

{Φix(∆) + ϕi(x) − f1(x) + oix(∆)} =

= f1(x) + max
i∈I

{Φix(∆) + ϕi(x) − f1(x)} + ox(∆),

ox(∆) ∈ [min
i∈I

oix(∆),max
i∈I

oix(∆)].

Очевидно, що
ox(α∆)

α
−→
α↓0

0, ∀∆ ∈ Rn.

Тепер залишилось, враховуючи (7.2.14), скористатись теоремою 6.2.1.

Зауважимо, що в тому випадку, коли для кодиференцiалiв функцiй
ϕi(x) виконується умова (7.2.5), то i для кодиференцiалiв функцiй f1(x)
та f2(x) також виконуються аналогiчнi умови, оскiльки для функцiї f1(x)
виконується умова ϕk(x) − f1(x) ≤ 0, а для функцiї f2(x) виконується
умова ϕk(x) − f2(x) ≥ 0.

Далi буде показано, що суперпозицiя кодиференцiйовних (неперервно
кодиференцiйовних) функцiй є кодиференцiйовною (неперервно кодифе-
ренцiйовною) функцiєю.

Отже клас кодиференцiйовних (неперервно кодиференцiйовних) фун-
кцiй – це лiнiйний простiр, замкнутий вiдносно всiх “гладких” операцiй i,
що особливо важливо, вiдносно операцiй взяття поточкового максимуму
та поточкового мiнiмуму вiд скiнченної кiлькостi функцiй.

7.3. ПРИКЛАДИ ЗАСТОСУВАННЯ ФОРМУЛ
КОДИФЕРЕЦIАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ

Приклад 7.3.1. Нехай f(x) = sat f1(x), де f1(x) – диференцiйовна на Rn

функцiя,

sat a =





a, якщо |a| ≤ 1,
1, якщо a > 1,

−1, якщо a < −1.

Функцiю f(x) можна записати у виглядi f(x) = min{1,max{−1,f1(x)}}.
Покладемо ϕ1(x) = 1, ϕ2(x) = −1, ϕ3(x) = max{ϕ2(x),f1(x)}. Тодi f(x) =
min{ϕ1(x),ϕ3(x)}. Оскiльки f1, ϕ1 та ϕ2 диференцiйовнi функцiї, то
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Рис. 7.3.1:

можна взяти Df1(x) = [df1(x),df1(x)], де df1(x) = {[0,f ′1(x)]} ⊂ Rn+1,
df1(x) = {0n+1} ⊂ Rn+1, f ′1(x) - градiєнт функцiї f1 в точцi x,

Dϕ1(x) = [dϕ1(x), dϕ1(x)], Dϕ2(x) = [dϕ2(x),dϕ2(x)],

dϕ1(x) = {[0,0n]}, dϕ1(x) = dϕ2(x) = {0n+1}, dϕ2(x) = {[0,0n]}.
За правилом обчислення кодиференцiала функцiї максимуму (лема 7.2.4)
Dϕ3(x) = [dϕ3(x),dϕ3(x)], де

dϕ3(x) = conv {dϕ2(x) − df1(x) + {[ϕ2(x) − ϕ3(x),0n]},
df1(x) − dϕ2(x) + {[f1(x) − ϕ3(x),0n]}} =

= conv{−df1(x) + {[−1 − ϕ3(x),0n]}, df1(x) + {[f1(x) − ϕ3(x),0n]}},
dϕ3(x) = dϕ2(x) + df1(x) = {0n+1}.

За правилом обчислення кодиференцiала функцiї мiнiмуму (лема 7.2.4)
Df(x) = [df(x),df(x)], де

df(x) = dϕ1(x) + dϕ3(x) = dϕ3(x) (7.3.1)

df(x) = conv{dϕ1(x) − dϕ3(x) + {[ϕ1(x) − f(x),0n]}, (7.3.2)

dϕ3(x) − dϕ1(x) + {[ϕ3(x) − f(x),0n]}} =

= conv {−dϕ3(x) + {[1 − f(x),0n]},{[ϕ3(x) − f(x),0n]}}. (7.3.3)
Застосуємо формули (7.3.1)–(7.3.3) до функцiї f1(x) = x3, x ∈ R1.

Тодi (див. рис. 7.3.1) df1(x) = {(0,3x2)} ⊂ R2, df1(x) = {(0,0)} ⊂ R2. Для
x0 = 1 маємо

ϕ3(x0) = max{−1,x3
0} = max{−1,1} = 1, f1(x0) = 1, f(x0) = 1,

df(x0) = dϕ3(x0) = conv{{(−1−1,0)},{(0,3)+(1−1,0)}} = conv{(−2,0),(0,3)},
df(x0) = conv{−dϕ3(x0)+{(1−1,0)},{(1−1,0)}} = conv{(2,0),(0,−3),(0,0)}.
Тодi за формулами (7.1.1), (7.1.2) маємо

f(x0 + ∆) = f(x0) + Φx0
(∆) + ox(∆),
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Рис. 7.3.2:

де
Φx(∆) = max{−2; 3∆} + min{2,− 3∆,0}.

На рис. 7.3.1 зображений графiк функцiї F1(x) = f(x0) + Φx0
(x − x0).

Неважко показати, що для цiєї функцiї квазiдиференцiал в точцi x0 = 1
має вигляд Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)], де

∂f(x0) = {f ′1(x0)} = {3} ⊂ R1,

∂f(x0) = conv{0,− f ′1(x0)} = [0,− 3].

Тому
f(x0 + ∆) = f(x0) + max

v∈∂f(x0)
〈v,∆〉 + min

w∈∂f(x0)
〈w,∆〉 + o(∆) =

= f(x0) + Φx0
(∆) + o(∆),

де
Φx(∆) = 3∆ + min{0,− 3∆}.

На рис. 7.3.2 зображений графiк функцiї F 1(x) = f(x0) + Φx0
(x − x0),

що є апроксимацiєю f в околi точки x0 = 1, яка отримана за допомогою
квазiдиференцiала. Порiвнюючи F1(x) та F 1(x), бачимо, що в околi точки
x0 = 1 функцiї F1(x) та F 1(x) спiвпадають.

Розглянемо тепер точку x0 = −1/2. Маємо
ϕ3(x0) = max{−1,− 1/8} = −1/8, f1(x0) = −1/8, f(x0) = −1/8,

df1(x0) = {(0,3/4)}, df1(x0) = {(0,0)},
dϕ3(x0) = conv{{(−1 + 1/8,0)},{(0,3/4) + {(−1/8 + 1/8,0)}} =

= conv{(−7/8,0),(0,3/4)},
df(x0) = dϕ3(x0) = conv{(−7/8,0),(0,3/4)},

df(x0) = conv{−dϕ3(x0) + {(1 + 1/8,0)},(−1/8 + 1/8,0)} =
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Рис. 7.3.3:

= conv{(2,0),(9/8,− 3/4),(0,0)},
Φx0

(∆) = max{−7/8,3∆/4} + min{2,0,9/8 − 3∆/4};
f(x0 + ∆) = f(x0) + Φx0

(∆) + ox(∆).

На рис. 7.3.2 зображений графiк функцiї F1(x) = f(−1/2) + Φ−1/2(x +
1/2), значення якої в точцi x0 = −1/2 спiвпадає зi значенням функцiї
f(x).

Побудуємо тепер квазiдиференцiал функцiї f в точцi x0 = −1/2. Ма-
ємо Df(x0) = [∂f(x0),∂f(x0)], де

∂f(x0) = {f ′1(x0)} = {3x2
0} = {3/4}, ∂f(x0) = {0}.

Тому
f(x0 + ∆) = f(x0) + max

v∈∂f(x0)
〈v,∆〉 + min

w∈∂f(x0)
〈w,∆〉 + o(∆) =

= −1

8
+ Φx0

(∆) + o(∆), Φx0
(∆) =

3

4
∆.

На рис. 7.3.3 зображений графiк функцiї

F 1(x) = f(x0) + Φx0
(x− x0) = −1

8
+

3

4

(
x+

1

2

)
=

3

4
x+

1

4
,

що є апроксимацiєю функцiї f в околi точки x0 = −1/2, яка отримана
за допомогою квазiдиференцiала.

Нарештi, розглянемо точку x0 = 1,1. Маємо
ϕ3(x0) = max{ϕ2(x0),f1(x0)} = max{−1; 1,331} = 1,331,

f1(x0) = 1,331, f(x0) = 1,

df1(x0) = {(0; 3,63)}, df1(x0) = {(0,0)},
dϕ3(x0) = conv{{(−1 − 1,331; 0),(0; 3,63) + (1,331 − 1,331; 0)} =
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Рис. 7.3.4:

= conv{(−2,331; 0),(0; 3,63)}.
dϕ3(x0) = {(0,0)},

df(x0) = dϕ3(x0) = conv{(−2,331; 0); (0; 3,63)},
df(x0) = conv{conv{(2,331; 0); (0;−3,63)} + {(1 − 1; 0)}; (0,331; 0)} =

= conv{(2,331; 0); (0;−3,63); (0,331; 0)}.
За формулами (7.1.1), (7.1.2) маємо

f(x0 + ∆) = f(x0) + Φx0
(∆) + ox(∆),

де
Φx0

(∆) = max{−2,331; 3,63∆} + min{2,331; 0,331;−3,63∆}.
На рис. 7.3.3 зображений графiк функцiї F1(x) = f(x0) + Φx0

(x − x0),
що є апроксимацiєю функцiї f в околi точки x0 = 1,1, яка отримана за
допомогою кодиференцiала.
Квазидиференцiалом функцiї f в точцi x0 = 1,1 є Df(x0) = [{(0)},{(0)}],
тобто Φ1(∆) = 0 та F 1(x) = 1 ∀x. Ясно, що F1(x) краще апроксимує f
в околi точки x0 = 1,1, нiж функцiя F 1(x).

Приклад 7.3.2. Нехай (рис. 7.3.4)
f1(x) = x, f2(x) = −x, f3(x) = 0, f4(x) = 1 − x2,

f5(x) = max{f1(x), f2(x)}, f6(x) = max{f3(x), f4(x)},
f(x) = min{f5(x), f6(x)}.

Оскiльки функцiї f1, f2, f3 та f4 — диференцiйовнi, покладемо
Df1(x) = [df1(x),df1(x)] = [{(0,1)},{(0,0)}],
Df2(x) = [df2(x),df2(x)] = [{(0,− 1)},{(0,0)}],
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Df3(x) = [df3(x),df3(x)] = [{(0,0)},{(0,0)}],
Df4(x) = [df4(x),df4(x)] = [{(0,− 2x)},{(0,0)}].

Використовуючи лему 7.2.4, маємо
Df5(x) = [df5(x), df5(x)],

де
df5(x) = conv{df1(x) − df2(x) + {(f1(x) − f5(x), 0)},

df2(x)−df1(x)+{(f2(x)−f5(x), 0)}} = conv{(0, 1)−(0, 0)+{(x−f5(x), 0)},
{(0, − 1)−(0, 0)+(−x−f5(x), 0)}} = conv{(x−f5(x), 1), (−x−f5(x), −1)},

df5(x) = df1(x) + df2(x) = {(0, 0)};
Df6(x) = [df6(x), df6(x)],

де
df6(x) = conv{df3(x) − df4(x) + {(f3(x) − f6(x), 0)},

df4(x)−df3(x)+{(f4(x)−f6(x), 0)}} = conv{(0, 0)−(0, 0)+{(0−f6(x), 0)},
(0, −2x)+{(1−x2 − f6(x), 0)}} = conv{(−f6(x), 0), (1−x2 − f6(x), −2x)},

df6(x) = df3(x) + df4(x) = {(0, 0)};
Df(x) = [df(x), df(x)],

де
df(x) = df5(x) + df6(x) = conv{(x− f5(x), 1), (−x− f5(x), − 1)}+

+conv{(−f6(x), 0), (1 − x2 − f6(x), − 2x)} =

= conv{(x− f5(x) − f6(x), 1), (1 + x− x2 − f5(x) − f6(x), 1 − 2x),

(−x− f5(x) − f6(x), − 1), (1 − x− x2 − f5(x) − f6(x),− 1 − 2x)}
df(x) = conv{df5(x) − df6(x) + {(f5(x) − f(x), 0)},

df6(x) − df5(x) + {(f6(x) − f(x), 0)}} =

= conv{(0, 0)−conv{(−f6(x), 0), (1−x2−f6(x), −2x)}+{(f5(x)−f(x), 0)},
(0, 0) − conv{(x− f5(x), 1), (−x− f5(x), − 1)} + {(f6(x) − f(x), 0)}} =

= conv{(f5(x) + f6(x) − f(x), 0), (−1 + x2 + f6(x) + f5(x) − f(x), 2x),

(f6(x) − f(x) − x+ f5(x), − 1), (f6(x) − f(x) + x+ f5(x), 1)}.

Розглянемо точку x0 = 1/2. Маємо
f1(x0) = 1/2, f2(x0) = −1/2, f3(x0) = 0, f4(x0) = 1 − 1/4 = 3/4,

f5(x0) = max{f1(x0), f2(x0)} = 1/2, f6(x0) = max{f3(x0), f4(x0)} = 3/4,
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Рис. 7.3.5:

f(x0) = min{f5(x0), f6(x0)} = 1/2,

df(x0) = conv{(1/2− 1/2− 3/4, 1), (1 + 1/2− 1/4− 1/2− 3/4, 1− 2 · 1/2),

(−1/2 − 1/2 − 3/4, − 1), (1 − 1/2 − 1/4 − 1/2 − 3/4, − 1 − 1)} =

= conv{(−3/4, 1), (0, 0), (−7/4, − 1), (−1, − 2)},
df(x0) = conv{(1/2 + 3/4 − 1/2, 0), (−1 + 1/4 + 3/4 + 1/2 − 1/2, 1),

(3/4 − 1/2 − 1/2 + 1/2, − 1), (3/4 − 1/2 + 1/2 + 1/2, 1)} =

= conv{(3/4, 0), (0, 1), (1/4, − 1), (5/4, 1)}.
Звiдси (рис. 7.3.5)

f(x0 + ∆) = f(x0) + Φx0
(∆) + o(∆) = 1/2 + Φx0

(∆) + o(∆),

де

Φx0
(∆) = max{−3/4 + ∆, 0, − 7/4 − ∆, − 1 − 2∆}+

min{3/4,∆, 1/4 − ∆,5/4 + ∆}.
На рис. 7.3.6 зображено графiк функцiї F1(x) = f(x0)+Φx0

(x−x0), яка є
апроксимацiєю функцiї f в околi точки x0 = 1/2, одержаної за допомогою
кодиференцiалу. У той же час апроксимацiєю функцiї f в околi тiєї ж
самої точки x0, одержаної за допомогою квазiдиференцiалу, є функцiя
F 1(x) = x.
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Рис. 7.3.6:

7.4. КОДИФЕРЕНЦIЙОВНIСТЬ СУПЕРПОЗИЦIЇ

Нехай z ∈ Rm, x ∈ Rn i нехай y1(x), . . . ,ym(x) – кодиференцiйовнi в
точцi x0 функцiї. Припустимо, що функцiя
F (z) кодиференцiйовна в точцi z0 = (y1(x0), . . . ,ym(x0)). Тодi

yi(x0 + ∆x) = yi(x0) + max
[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)

[ãi + 〈υ̃i,∆x〉]+

+ min
[b̃i,w̃i]∈dyi(x0)

[b̃i + 〈w̃i,∆x〉] + oi(∆x) ∀i ∈ {1, . . . ,m}, (7.4.1)

F (z0 + ∆z) = F (z0) + max
[a, υ]∈dF (z0)

[a+ 〈υ,∆z〉]+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

[b+ 〈w,∆z〉] + o(∆z). (7.4.2)

Тут
oi(α∆x)

α
−→
α↓0

0 ∀∆x ∈ Rn,
o(α∆x)

α
−→
α↓0

0 ∀∆z ∈ Rm,

dyi(x0), dyi(x0)— опуклi компакти у Rn+1, dF (z0), dF (z0)— опуклi ком-
пакти у Rm+1.

Теорема 7.4.1. Якщо функцiї y1(x), . . . ,ym(x) кодиференцiйовнi в то-
чцi x0, функцiя F (z) кодиференцiйовна в точцi z0, то функцiя f(x) =
F (y1(x), . . . ,ym(x)) кодиференцiйовна в точцi x0. Якщо функцiї y1(x), . . . ,
ym(x) неперервно кодиференцiйовнi в околi точки x0, а функцiя F (z)
неперервно кодиференцiйовна в околi точки z0, то i функцiя f(x) та-
кож неперервно кодиференцiйовна в околi точки x0.
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Доведення. Покладемо
r′i(∆x) = max

[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)
[ãi + 〈υ̃i,∆x〉],

r′′i (∆x) = min
[b̃i, w̃i]∈dyi(x0)

[b̃i + 〈w̃i,∆x〉],

ri(∆x) = r′i(∆x) + r′′i (∆x), r′(∆z) = max
[a, υ]∈dF (z0)

[a+ 〈υ,∆z〉],
r′′(∆z) = min

[b, w]∈dF (z0)
[b+ 〈w,∆z〉], r(∆z) = r′(∆z) + r′′(∆z).

З (7.4.1) та (7.4.2) робимо висновок, що

max
[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)

ãi + min
[b̃i, w̃i]∈dyi(x0)

b̃i = 0 ∀i ∈ 1, ...,m,

max
[a, υ]∈dF (z0)

a+ min
[b, w]∈dF (z0)

b = 0.

Звiдси можна отримати (див. доведення леми 7.2.2), що

|ri(∆x)| ≤ Ki||∆x||, (7.4.3)

|r(∆z)| ≤ K||∆z||, (7.4.4)

де
Ki = max

[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)
‖υ̃i‖ + min

[b̃i, w̃i]∈dyi(x0)
‖w̃i‖,

K = max
[a, υ]∈dF (z0)

‖υ‖ + min
[b, w]∈dF (z0)

‖w‖.

Маємо

f(x0 + ∆x) = F (y1(x0 + ∆x), . . . ,ym(x0 + ∆x)) =

= F (y1(x0) + r1(∆x) + o1(∆x), . . . ,ym(x0) + rm(∆x) + om(∆x)) =

= F (z0 + ∆z), (7.4.5)

де ∆z = (r1(∆x) + o1(∆x), . . . ,rm(∆x) + om(∆x)). З (7.4.3) зрозумiло, що
для достатньо малих ||∆x|| можна знайти K0 таке, що

‖∆z‖ ≤ K0‖∆x‖. (7.4.6)

З (7.4.5) та (7.4.2) маємо

f(x0 + ∆x) = f(x0) + max
[a, υ]∈dF (z0)

{
a+

m∑

i=1

υi[ri(∆x) + oi(∆x)]

}
+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

{
b+

m∑

i=1

wi[ri(∆x) + oi(∆x)]

}
+ o(∆z). (7.4.7)

Тут υ = (υ1, . . . ,υm) ∈ Rm, w = (w1, . . . ,wm) ∈ Rm. З (7.4.6) випливає,
що в (7.4.7)

o(∆z) = o(∆x). (7.4.8)
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З (7.4.4), (7.4.6), (7.4.7) та (7.4.8) робимо висновок, що

f(x0 + ∆x) = f(x0) + max
[a, υ]∈dF (z0)

[
a+

m∑

i=1

υiri(∆x)

]
+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

[
b+

m∑

i=1

wiri(∆x)

]
+ o(∆x). (7.4.9)

Виберемо додатнi числа R′
i, R

′′
i такi, що

−R′
i < υi < R′′

i , −R′
i < −wi < R′′

i ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (7.4.10)
З (7.4.9) маємо

f(x0 + ∆x) = f(x0) + max
[a, υ]∈dF (z0)

{
a+

m∑

i=1

(υi +R′
i)r

′
i(∆x)+

+
m∑

i=1

(υi −R′′
i )r′′i (∆x)

}
−

m∑

i=1

R′
i r

′
i(∆x) +

m∑

i=1

R′′
i r

′′
i (∆x)+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

{
b+

m∑

i=1

(wi −R′
i)r

′
i(∆x) +

m∑

i=1

(wi +R′′
i )r′′i (∆x)

}
+

+
m∑

i=1

R′
i r

′
i(∆x) −

m∑

i=1

R′′
i r

′′
i (∆x) + o(∆x) =

= f(x0) + max
[a, υ]∈dF (z0)

{
a+

m∑

i=1

(υi +R′
i)r

′
i(∆x) +

m∑

i=1

(υi −R′′
i )r′′i (∆x)

}
+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

{
b+

m∑

i=1

(wi −R′
i)r

′
i(∆x) +

m∑

i=1

(wi +R′′
i )r′′i (∆x)

}
+ o(∆x).

(7.4.11)
Оскiльки з (7.4.10) випливає υi + R′

i > 0, υi − R′′
i < 0, wi + R′′

i >
0, wi −R′

i < 0, то з (7.4.11) отримуємо
f(x0 + ∆x) = f(x0)+

max
[a, υ]∈dF (z0)

{
a+

m∑

i=1

[
max

[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)
[(υi +R′

i)(ãi + 〈υ̃i,∆x〉)]+

+ max
[b̃i, w̃i]∈dyi(x0)

[(υi −R′′
i )(b̃i + 〈w̃i,∆x〉)]

]}
+

+ min
[b, w]∈dF (z0)

{
b+

m∑

i=1

[
min

[ãi, υ̃i]∈dyi(x0)
[(wi −R′

i)(ãi + 〈υ̃i,∆x〉)]+
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+ min
[b̃i, w̃i]∈dyi(x0)

[(wi +R′′
i )(b̃i + 〈w̃i,∆x〉)]

]}
+ o(∆x) =

= f(x0)+ max
[a, υ]∈dF (z0)

{
max

[ãi, υ̃i] ∈ dyi(x0)

[b̃i, w̃i] ∈ dyi(x0)

[
a+

m∑

i=1

((υi +R′
i)ãi + (υi −R′′

i )b̃i)+

+

m∑

i=1

〈(υi +R′
i) υ̃i + (υi −R′′

i )w̃i,∆x〉
]}

+

+ min
[b, w]∈dF (z0)





min
[ãi, υ̃i] ∈ dyi(x0)

[b̃i, w̃i] ∈ dyi(x0)

[
b+

m∑

i=1

((υi +R′
i)ãi + (wi +R′′

i )b̃i) +

+

m∑

i=1

〈(wi −R′
i)υ̃i + (wi +R′′

i )w̃i,∆x〉
]}

+ o(∆x).

Звiдси
f(x0 + ∆x) = f(x0) + max

[a′, υ′]∈df(x0)
(a′ + 〈υ′,∆x〉)+

+ min
[b′, w′]∈df(x0)

(b′ + 〈w′,∆x〉) + o(∆x), (7.4.12)

де

df(x0) =

{
[a′, υ′] ∈ Rn+1|a′ = a+

m∑
i=1

((υi +R′
i)ãi + (υi −R′′

i )b̃i);

υ′ =
m∑
i=1

((υi +R′
i)υ̃i + (υi −R′′

i )w̃i); [a, υ] ∈ dF (z0);

[ãi, υ̃i] ∈ dyi(x0); [b̃i, w̃i] ∈ dyi(x0)

}
, (7.4.13)

df(x0) =

{
[b′, w′] ∈ Rn+1|b′ = b+

m∑
i=1

((wi −R′
i)ãi + (wi +R′′

i )b̃i),

w′ =
m∑
i=1

((wi −R′
i)υ̃i + (wi +R′′

i )w̃i); [b, w] ∈ dF (z0),

[ãi, υ̃i] ∈ dyi(x0), [b̃i, w̃i] ∈ dyi(x0)

}
. (7.4.14)

Залишилось показати, що множини df(x0) та df(x0), якi визначенi за
формулами (7.4.13) та (7.4.14), є опуклими. Покажемо, наприклад, опу-
клiсть множини df(x0). Нехай [a′1, υ

′
1] ∈ df(x0) i [a′2, υ

′
2] ∈ df(x0). Тре-

ба показати, що для всiх α ∈ [0, 1] справедливо [a′α, υ
′
α ] ∈ df(x0), де
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a′α = αa′1 + (1 − α)a′2, υ′α = αυ′1 + (1 − α)υ′2. Маємо

a′1 = a1 +
m∑
i=1

((υ1i +R′
i)ã1i + (υ1i −R′′

i )b̃1i) ,

υ′1 =
m∑
i=1

((υ1i +R′
i)υ̃1i + (υ1i −R′′

i )w̃1i),

a′2 = a2 +
m∑
i=1

((υ2i +R′
i)ã2i + (υ2i −R′′

i )b̃2i) ,

υ′2 =
m∑
i=1

((υ2i +R′
i)υ̃2i + (υ2i −R′′

i )w̃2i),

де [aj , υj ] ∈ dF (z0), [ãji, υ̃ji] ∈ dyi(x0), [b̃ji, w̃ji] ∈ dyi(x0), j = 1, 2.
Тодi

a′α = αa1 + (1 − α)a2 +
m∑

i=1

[α(υ1i +R′
i)ã1i + (1 − α)(υ2i +R′

i)ã2i+

+α(υ1i −R′′
i )b̃1i + (1 − α)(υ2i −R′′

i )b̃2i] =

= αa1 + (1 − α)a2 +

m∑

i=1

[(α(υ1i +R′
i) + (1 − α)(υ2i +R′

i))×

(
α(υ1i +R′

i)

α(υ1i +R′
i) + (1 − α)(υ2i +R′

i)
ã1i +

(1 − α)(υ2i +R′
i)

α(υ1i +R′
i) + (1 − α)(υ2i +R′

i)
ã2i

)
+

+(α(υ1i −R′′
i ) + (1 − α)(υ2i −R′′

i ))×

×
(

α(υ1i −R′′
i )

α(υ1i −R′′
i ) + (1 − α)(υ2i −R′′

i )
b̃1i +

+
(1 − α)(υ2i −R′′

i )

α(υ1i −R′′
i ) + (1 − α)(υ2i −R′′

i )
b̃2i

)]
. (7.4.15)

Покладемо

c1i = α(υ1i +R′
i) + (1 − α)(υ2i +R′

i) = αυ1i + (1 − α)υ2i +R′
i,

α1i =
α(υ1i +R′

i)

c1i
, β1i =

(1 − α)(υ2i +R′
i)

c1i
,

c2i = α(υ1i −R′′
i ) + (1 − α)(υ2i −R′′

i ) = αυ1i + (1 − α)υ2i −R′′
i ,

α2i =
α(υ1i −R′′

i )

c2i
, β2i =

(1 − α)(υ2i −R′′
i )

c2i
, i = 1, . . . ,m.

Врахувавши (7.4.10)
α1i ≥ 0, β1i ≥ 0, α1i + β1i = 1, c1i > 0, i = 1, . . . ,m,
α2i ≥ 0, β2i ≥ 0, α2i + β2i = 1, c2i < 0, i = 1, . . . ,m.

(7.4.16)
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Тому з (7.4.15) отримуємо

a′α = aα +
m∑

i=1

[(υαi +R′
i)(α1iã1i + (1 − α1i)ã2i)+

+(υαi −R′′
i )(α2ib̃1i + (1 − α2i)b̃2i)], (7.4.17)

де
aα = αa1 + (1 − α)a2, υαi = αυ1i + (1 − α)υ2i, i = 1, . . . ,m.

Аналогiчно отримуємо

υ′α =

m∑

i=1

[(υαi +R′
i)(α1iυ̃1i+(1 − α1i)υ̃2i)+

+(υαi −R′′
i )(α2iw̃1i + (1 − α2i)w̃2i), (7.4.18)

Врахувавши (7.4.16) та опуклiсть множин dF (z0), dyi(x0) та dyi(x0) отри-
маємо [aα, υα] ∈ dF (z0), [ãαi, υ̃αi] ∈ dyi(x0), [b̃αi, w̃αi] ∈ dyi(x0). Тут
υα = (υα1, ..., υαm),

ãαi = α1iã1i + (1 − α1i)ã2i, υ̃αi = α1iυ̃1i + (1 − α1i)υ̃2i,

b̃αi = α2ib̃1i + (1 − α2i)b̃2i, w̃αi = α2iw̃1i + (1 − α2i)w̃2i.

Звiдси, та з (7.4.13), (7.4.17), (7.4.18) робимо висновок, що
[a′α, υ

′
α] ∈ df(x0) ∀α ∈ [0, 1].

Але це означає, що множина df(x0) є опукла. Аналогiчно встановлює-
ться опуклiсть множини df(x0).
З (7.4.12) робимо висновок, що функцiя f є кодиференцiйовна у точцi
x0, а її кодиференцiал пiдраховується за формулами (7.4.13) та (7.4.14).
З (7.4.13), (7.4.14) зрозумiло також, що якщо вiдображення

DF (z) = [dF (z), dF (z)], Dyi(x) = [dyi(x), dyi(x)], i = 1, . . . ,m

неперервнi (за Хаусдорфом) вiдповiдно у точках z0 та x0, то i вiдобра-
ження Df(x) = [df(x), df(x)] також неперервне у точцi x0.

7.5. НЕПЕРЕРВНО КОДИФЕРЕНЦIЙОВНI МНОЖИНИ

Нехай множина S визначається спiввiдношенням
S = {x ∈ Rn|h(x) ≤ 0}, (7.5.1)

де h : Rn → R1 – кодиференцiйовна на X функцiя, X ⊂ Rn – вiдкрита
множина, S ⊂ X.
Зафiксуємо x ∈ X. Покладемо

Γ(x) = x+K(x), K(x) = {∆ ∈ Rn|h(x) + h1(x,∆) ≤ 0}, (7.5.2)

363



де
h1(x,∆) = h1(∆) = max

[a, υ]∈dh(z)
[a+ 〈υ,∆〉] + min

[b, w]∈dh(z)
[b+ 〈w,∆〉]. (7.5.3)

Розглянемо також множини
γ̄1(x) = {∆ ∈ Rn|h(x) + h1(x,∆) < 0}, (7.5.4)

Γ̄1(x) = {∆ ∈ Rn|h(x) + h1(x,∆) ≤ 0}. (7.5.5)
Ранiше були визначенi множини

γ1(x) = {∆ ∈ Rn|h′(x,∆) < 0}, (7.5.6)

Γ1(x) = {∆ ∈ Rn|h′(x,∆) ≤ 0}, (7.5.7)
де

h′(x,∆) = max
υ ∈ ∂h(z)

〈υ,∆〉 + min
w∈ ∂h(z)

〈w,∆〉,

Dh(x) = [∂h(x), ∂h(x)]

– квазiдиференцiал функцiї h в точцi x.

Означення 7.5.1. Говорять, що в точцi x виконана умова регулярностi,
якщо cl γ1(x) = Γ(x).

Лема 7.5.1. Нехай точка x така, що h(x) = 0. Якщо в точцi x викона-
на умова регулярностi, то визначена спiввiдношенням (7.5.2) множи-
на Γ(x) є апроксимацiєю першого порядку множини S в околi точки
x.

Доведення. За умовою регулярностi
cl γ1(x) = Γ1(x). (7.5.8)

Оскiльки для ∆0 = 0 виконується h′1(∆0,g) = h′(∆0,g), то за теоремою
4.4.5 множина Γ1(x) є апроксимацiєю першого порядку множини K(x)
в околi точки ∆0 = 0. Тодi множина Γ(x) = x + K(x) є апроксимацiєю
першого порядку множини S в околi точки x.

Означення 7.5.2. В точцi x виконана умова корегулярностi, якщо
cl γ1(x) = Γ1(x). (7.5.9)

Лема 7.5.2. Нехай x ∈ X. Якщо функцiя h неперервно кодиференцi-
йовна в точцi x i виконана умова корегулярностi, то вiдображення
K неперервне за Какутанi в точцi x.

Доведення. Встановимо спочатку напiвнеперервнiсть зверху. Нехай xk →
x,∆k → ∆,∆k ∈ K(xk), тобто

h(xk) + h1(xk, ∆k) ≤ 0. (7.5.10)
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Рис. 7.5.1:

Оскiльки вiдображення Dh неперервне за Хаусдорфом, то (див. (7.5.3))
функцiя h1 неперервна за сукупнiстю x, ∆. Тому з (7.5.10) випливає
h(x) + h1(x,∆) ≤ 0, тобто вiдображення K напiвнеперервне зверху в
точцi x. Вiдмiтимо, що при доведеннi напiвнеперервностi зверху умова
(7.5.9) не використовувалась.

Вiзьмемо ∆ ∈ K(x). Виберемо довiльну послiдовнiсть {xk} : xk → x.
Якщо h(x)+h1(x, ∆) < 0, то в силу неперервностi h та Dh при достатньо
великих k отримаємо h(xk) + h1(xk,∆) ≤ 0, тобто ∆ ∈ K(xk).
Якщо ж h(x) + h1(x,∆) = 0, то в силу умови корегулярностi (7.5.9)
знайдеться послiдовнiсть {∆(s)} така, що ∆(s) → 0,∆(s) ∈ γ1(x). Вi-
зьмемо ∆(1). Оскiльки h(x) + h1(x,∆

(1)) < 0, то знайдеться k1 таке,
що h(xk) + h1(xk,∆

(1)) < 0 ∀k > k1. Тепер вiзьмемо ∆(2). Знайдеться
k2 > k1 таке, що h(x) + h1(x,∆

(2)) < 0. Далi робимо аналогiчно: не-
хай вже визначено kl. Вiзьмемо ∆(l+1). Знайдеться kl+1 > kl таке, що
h(x) + h1(x,∆

(l+1)) < 0. Покладемо

∆k =

{
∆(0), k < k1,
∆(l), k ∈ [kl; kl+1 − 1].

Очевидно, що ∆k ∈ K(xk), ∆k → ∆. Це означає, що вiдображення K
напiвнеперервне зверху в точцi x.

Зауваження 7.5.1. Вiдображення K визначене i для x /∈ S.

Приклад 7.5.1. Нехай x ∈ R2, A = (1, 0), B = (0,1), h1(x) = (x − A)2 −
1, h2(x) = (x − B)2 − 1, h(x) = max{h1(x), h2(x)}, S = {x ∈ R2|h(x) ≤ 0}
(рис. 7.5.1).
Оскiльки h1, h2 – гладкi функцiї, то їх кодиференцiали дорiвнюють

Dh1(x) = [dh1(x), dh1(x)], Dh2(x) = [dh2(x), dh2(x)],
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Рис. 7.5.2:

де

dh1(x) = {[0, h′1(x)]}, dh1(x) = {03},
dh2(x) = {[0, h′2(x)]}, dh2(x) = {03}.

Звiдси

dh(x) = conv
{
dh1(x) − dh2(x) + {[h1(x) − h(x), 02]},

dh2(x) − dh1(x) + {[h2(x) − h(x), 02]}
}

;

dh(x) = dh1(x) + dh2(x) = {03},
тобто

dh(x) = conv{[h1(x) − h(x); 2(x−A)], [h2(x) − h(x); 2(x−B)]},

K(x) = {∆ ∈ R2|max{h1(x) + 2(x−A,∆), h2(x) + 2(x−B,∆)} ≤ 0}.
При x0 = (1/10,1/10) маємо h1(x) = −18/100, h2(x) = −18/100. Очеви-
дно, що x0 ∈ S, K(x0) =

=

{
∆ ∈ R2|max

{
− 18

100
− 18

10
∆1 +

2

10
∆2;−

18

100
+

2

10
∆1 −

18

10
∆2

}
≤ 0

}
.

На рис. 7.5.2а зображена множина Γ(x0) = x0+K(x0). При x0
= (−1/10, 0)

маємо h1(x0
) = 21/100, h2(x0

) = 1/100. Очевидно, що x
0
/∈ S,

K(x
0
) =

{
∆ ∈ R2| 21

100
− 21

10
∆1 ≤ 0,

1

100
− 2

10
∆1 − 2∆2 ≤ 0

}
.

На рис. 7.5.2б зображена множина Γ(x0) = x0 +K(x0).
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7.6. ДВIЧI КОДИФЕРЕНЦIЙОВНI ФУНКЦIЇ.

Апроксимацiї другого порядку диференцiйовних функцiй будуються
за допомогою перших i других похiдних. Апроксимацiї недиференцiйов-
них функцiй базуються на iншому пiдходi.

Нехай функцiя f задана i скiнченна на вiдкритiй множинi X ⊂ Rn.
Означення 7.6.1. Функцiя f двiчi кодиференцiйовна в точцi x ∈ X,
якщо iснують опуклi компакти d2f(x), d

2
f(x) ⊂ R1 ×Rn×Rn×n такi, що

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[a+ 〈v,∆〉 +
1

2
〈A∆,∆〉]+

+ min
[b,w,B]∈d

2
f(x)

[b+ 〈w,∆〉 +
1

2
〈B∆,∆〉] + o(∆2), (7.6.1)

де
o((α∆)2)

α2
−→
α↓0

0.

Тут Rn×n - простiр дiйсних (n×n) – матриць, вiдрiзок conv{x,x+∆} ⊂ X.
Пара множин D2f(x) = [d2f(x),d

2
f(x)] називається другим кодиферен-

цiалом функцiї f в точцi x. Множина d2f(x) називається другим гi-

подиференцiалом, а множина d
2
f(x) називається другим гiпердиферен-

цiалом функцiї f в точцi x. Якщо функцiя f двiчi кодиференцiйовна в
деякому околi точки x i вiдображення D2f неперервне в метрицi Хаус-
дорфа в точцi x, то функцiя f називається двiчi неперервно кодиферен-
цiйовною в точцi x.

Очевидно, що другий кодиференцiал визначається неоднозначно.
Якщо серед других кодиференцiалiв функцiї f в точцi x є кодифе-

ренцiал вигляду D2f(x) = [d2f(x),{O}], то функцiя f називається двiчi
гiподиференцiйовною.
Тут O = [0,0n,0n×n] ∈ R1 × Rn × Rn×n.

Якщо серед других кодиференцiалiв функцiї f в точцi x є другий
кодиференцiал вигляду D2f(x) = [{O},d2

f(x)], то функцiя f називається
двiчi гiпердиференцiйовною.

Зауваження 7.6.1. Можна переконатися, що двiчi кодиференцiйовна
функцiя (двiчi неперервно кодиференцiйовна функцiя) є кодиференцi-
йовною (неперервно кодиференцiйовною). Дiйсно, з (7.6.1) видно, що
f(x+ ∆) = f(x) + max

[a,v]∈df(x)
[a+ (v,∆)] + min

[b,w]∈df(x)
[b+ (w,∆)] + o(∆),

df(x) = {[a,v]| ∃A ∈ Rn×n : [a,v,A] ∈ d2f(x)},
df(x) = {[b,w]| ∃B ∈ Rn×n : [b,w,B] ∈ d

2
f(x)}.
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7.6.1. Приклади двiчi кодиференцiйовних функцiй

Приклад 7.6.1. Нехай f - опукла скiнченна на X функцiя, x ∈ X i нехай
X0 – довiльна замкнута обмежена пiдмножина X така, що x ∈ intX0.
Оскiльки

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉], (7.6.2)

де
df(x) = conv{[a,v]|a = f(z) + 〈v,x− z〉, v(z) ∈ ∂f(z), z ∈ X0},

то (7.6.2) можна переписати у виглядi

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[a+ 〈v,∆〉 +
1

2
〈A∆,∆〉], (7.6.3)

де
d2f(x) = conv{[a,v,A]|a = f(z) + 〈v,x− z〉, v(z) ∈ ∂f(z),A = 0n×n, z ∈ X0}.
Тут v(z) ∈ ∂f(z) - довiльне, але фiксоване для кожного z ∈ X0 , ∂f(z) –
субдиференцiал функцiї f в точцi z.

Отже, кожна опукла функцiя є двiчi неперервно кодиференцiйовною
(i навiть двiчi неперервно гiподиференцiйовною), причому

D2f(x) = [d2f(x),{O}].
Приклад 7.6.2. Кожна угнута функцiя є двiчi неперервно кодиференцi-
йовною (i навiть двiчi неперервно гiпердиференцiйовною).

Приклад 7.6.3. Будь-яка кодиференцiйовна в точцi x функцiя f така,
що

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉] + min
[b,w]∈df(x)

[b+ 〈w,∆〉],

(тобто в (7.1.1) ox(∆) = 0) є двiчi кодиференцiйовною, причому

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)],

де
d2f(x) = {[a,v,A] : [a,v] ∈ df(x), A = 0n×n},
d
2
f(x) = {[b,w,B] : [b,w] ∈ df(x), B = 0n×n}.

Зокрема, функцiя f(x) = ‖x‖ =
√

(x,x) є двiчi неперервно кодиференцi-
йовною. При цьому (див. (7.1.10))

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)],

де
d2f(x) = {[a,v,A] : a = 〈x,v〉 − f(x), 〈v,v〉 ≤ 1, A = 0n×n},

d
2
f(x) = {[0,0n,0n×n]}.
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Приклад 7.6.4. Нехай f — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя,
тобто

f(x+ ∆) = f(x) + 〈f ′(x),∆〉 +
1

2
〈f ′′(x)∆,∆〉 + o(∆2).

Тут f ′′(x) - матриця других похiдних функцiї f в точцi x. Очевидно, що
f – двiчi неперервно кодиференцiйовна функцiя, причому як D2f можна
взяти пару множин

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)],

де

d2f(x) = {[0,f ′(x),f ′′(x)]}, d
2
f(x) = {[0,0n,0n×n]}, (7.6.4)

а також пару множин

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)],

де

d2f(x) = {[0,0n,0n×n]}, d
2
f(x) = {[0,f ′(x),f ′′(x)]}. (7.6.5)

Отже, двiчi неперервно диференцiйовна функцiя є i двiчi гiподиференцi-
йовною, i двiчi гiпердиференцiйовною.

Приклад 7.6.5. Нехай
f(x) = max

y∈G
ϕ(x,y), (7.6.6)

де G - компактна множина, функцiя ϕ неперервна на X × G та двiчi
неперервно диференцiйовна за x на X при кожному фiксованому y ∈ G.
Тодi

f(x+∆) = max
y∈G

[ϕ(x,y)+〈ϕ′
x(x,y),∆〉+1

2
〈ϕ′′
xx(x,y)∆,∆〉+ox(∆2,y)], (7.6.7)

де ϕ′
x(x,y) - градiєнт функцiї ϕ вiдносно x, а ϕ′′

xx(x,y) - матриця других
похiдних вiдносно x при фiксованому y,

ox(∆
2,y)

∆2
−→

‖∆‖→0
0. (7.6.8)

Якщо умова (7.6.8) виконується рiвномiрно вiдносно y ∈ G, то

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[a+ 〈v,∆〉 +
1

2
〈A∆,∆〉] + ox(∆

2), (7.6.9)

де
d2f(x) = conv{[a,v,A] : a = ϕ(x,y)− f(x),v = ϕ′

x(x,y),A = ϕ′′
xx(x,y),y ∈ G},

(7.6.10)
ox((α∆)2)

α2
−→
α↓0

0

рiвномiрно за ∆ ∈ B = {∆ ∈ Rn : ‖∆‖ ≤ 1}. Отже функцiя (7.6.6) є двiчi
неперервно кодиференцiйовною (навiть гiподиференцiйовною).
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Приклад 7.6.6. Аналогiчно показується, що функцiя

f(x) = min
y∈G

ϕ(x,y), (7.6.11)

де ϕ i G - такi ж, як i в попередньому прикладi, є двiчi неперервно
кодиференцiйовною, причому як D2f(x) можна взяти пару множин

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)],

де

d2f(x) = {[0,0n,0n×n]},

d
2
f(x) = conv{[b,w,B] : b = ϕ(x,y)−f(x),w = ϕ′

x(x,y),B = ϕ′′
xx(x,y),y ∈ G}.

Отже функцiя мiнiмуму (7.6.11) двiчi неперервно гiпердиференцiйовна.

7.6.2. Формули обчислення кодиференцiалiв другого поряд-
ку

Покажемо, що основнi “гладкi” операцiї зберiгають властивiсть двiчi
кодиференцiйовностi. Нехай

D2
1 = [C1,C1], D2

2 = [C2,C2],

Ci, Ci ⊂ R1 × Rn × Rn×n, i = 1,2.

Визначимо, як звичайно, суму пар множин i добуток на дiйсне число
D2

1 +D2
2 = [C,C], де C = C1 + C2 , C = C1 + C2,

λD2
1 =

[λC1,λC1], якщоλ ≥ 0,
[λC1,λC1], якщоλ < 0.

Лема 7.6.1. Якщо функцiї fi(x),i ∈ I = {1, . . . ,N}, двiчi неперервно
кодиференцiйовнi в точцi x ∈ X, то функцiя f(x) =

∑
i∈I cifi(x), де

ci ∈ R1, теж двiчi неперервно кодиференцiйовна в точцi x, причому

D2f(x) =
∑

i∈I

ciD
2fi(x). (7.6.12)

Лема 7.6.2. Якщо функцiї f1(x) та f2(x) двiчi кодиференцiйовнi (двi-
чi неперервно кодиференцiйовнi) в точцi x ∈ X, то i функцiя f(x) =
f1(x) · f2(x) є двiчi кодиференцiйовна (двiчi неперервно кодиференцi-
йовна) в точцi x.

Доведення. Маємо

f1(x+ ∆) = f1(x) + r′1(∆) + r′′1 (∆) + o1(∆
2), (7.6.13)

f2(x+ ∆) = f2(x) + r′2(∆) + r′′2 (∆) + o2(∆
2), (7.6.14)
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де для i = 1,2

r′i(∆) ≡ r′i(x,∆) = max
[ai,vi,Ai]∈d2fi(x)

[ai + 〈vi,∆〉 +
1

2
〈Ai∆,∆〉], (7.6.15)

r′′i (∆) ≡ r′′i (x,∆) = min
[bi,wi,Bi]∈d

2
fi(x)

[bi + 〈wi,∆〉 +
1

2
〈Bi∆,∆〉]. (7.6.16)

Покладемо ri(∆) = r′i(∆) + r′′i (∆), i = 1,2. Тодi
f(x+ ∆) = f1(x+ ∆)f2(x+ ∆) =

f1(x)f2(x) + f1(x)r2(∆) + f2(x)r1(∆) + r1(∆)r2(∆) + o(∆2). (7.6.17)
Обчислення в (7.6.17) усiх доданкiв, крiм r1(∆)r2(∆), не становить тру-
днощiв. Знайдемо r1(∆)r2(∆). Маємо
r1(∆)r2(∆) = r′1(∆)r′2(∆) + r′1(∆)r′′2 (∆) + r′′1 (∆)r′2(∆) + r′′1 (∆)r′′2 (∆).

(7.6.18)
Для довiльного δ > 0 знайдеться таке R <∞, що для i = 1,2

|γ′i| ≡
∣∣∣∣ai + 〈vi,∆〉 +

1

2
〈Ai∆,∆〉

∣∣∣∣ < R, [ai,vi,Ai] ∈ d2fi(x),∆ ∈ Bδ, (7.6.19)

|γ′′i | ≡
∣∣∣∣bi + 〈wi,∆〉 +

1

2
〈Bi∆,∆〉

∣∣∣∣ < R, [bi,wi,Bi] ∈ d
2
fi(x),∆ ∈ Bδ.

(7.6.20)
Зафiксуємо деяке δ > 0. Оскiльки

r′1(∆)r′2(∆) = max γ′1 · max γ′2 =

max
[a1,v1,A1]∈d2f1(x)

[a1 + 〈v1,∆〉 +
1

2
〈A1∆,∆〉]×

× max
[a2,v2,A2]∈d

2
f2(x)

[a2 + 〈v2,∆〉 +
1

2
〈A2∆,∆〉] =

= (max(γ′1 +R) −R)(max(γ′2 +R) −R) =

= max(γ′1 +R)max(γ′2 +R) −Rmax(γ′1 +R) −Rmax(γ′2 +R) +R2,

то, враховуючи, що γ′1 + R > 0, γ′2 + R > 0 (див. (7.6.19), (7.6.20)),
одержимо

r′1(∆)r′2(∆) = max
γ′
1,γ

′
2

[γ′1 · γ′2 +R(γ′1 + γ′2)] + min
γ′
1,γ

′
2

[−R(γ′1 + γ′2)],

тобто

r′1(∆)r′2(∆) = max
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)
[a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

[(
a1 + 〈v1,∆〉 +

1

2
〈A1∆,∆〉

)
×

×
(
a2 + 〈v2,∆〉 +

1

2
〈A2∆,∆〉

)
+

371



+ R

(
a1 + 〈v1,∆〉 +

1

2
〈A1∆,∆〉 + a2 + 〈v2,∆〉 +

1

2
〈A2∆,∆〉

)]
+

+ min
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)
[a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

[
−R

(
a1 + 〈v1,∆〉 +

1

2
〈A1∆,∆〉+

a2 + 〈v2,∆〉 +
1

2
〈A2∆,∆〉

)]
=

= max
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)
[a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

[
a1a2 +R(a1 +a2)+ 〈a2v1 +a1v2 +Rv1 +Rv2,∆〉+

+〈
(

1

2
a1A2 +

1

2
a2A1 + v1v2 +

1

2
RA1 +

1

2
RA2

)
∆,∆〉

]
+ o(∆2)+

min
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)
[a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

[
−R(a1 + a2) −R〈v1 + v2,∆〉 − 1

2
〈R(A1 +A2)∆,∆〉

]
.

Отже, остаточно отримуємо:

r′1(∆)r′2(∆) = max
[a,v,A]∈d2(r′1,r

′
2)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

+ min
[b,w,B]∈d

2
(r′1,r

′
2)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), ∆ ∈ Bδ, (7.6.21)

де

d2(r′1,r
′
2) =

{
[a,v,A]|a = a1a2 +R(a1 + a2),

v = a2v1 + a1v2 +Rv1 +Rv2,

A = (a1 +R)A2 + (a2 +R)A1 + 2v1v2,

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x), [a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

}
,

d
2
(r′1,r

′
2) =

{
[b,w,B]|b = −R(a1 + a2),

w = −R(v1 + v2), B = −R(A1 +A2),

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x), [a2,v2,A2] ∈ d2f2(x)

}
.
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Аналогiчно,
r′1(∆)r′′2 (∆) = min[γ′1γ

′′
2 +R(γ′′2 − γ′1)] + max[R(γ′1 − γ′′2 )] =

= min
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)

[b2,w2,A2] ∈ d
2
f2(x)

[(
a1 + 〈v1,∆〉 +

1

2
〈A1∆,∆〉

)
×

(
b2 + 〈w2,∆〉 +

1

2
〈B2∆,∆〉

)
+

+R

(
b2 + 〈w2,∆〉 +

1

2
〈B2∆,∆〉 − a1 − 〈v1,∆〉 − 1

2
〈A1∆,∆〉

)]
+

+ max
[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x)

[d2,w2,A2] ∈ d
2
f2(x)

[
R

(
a1 + 〈v1,∆〉 +

1

2
〈A1∆,∆〉−

−b2 − 〈w2,∆〉 − 1

2
〈B2∆,∆〉

)]
=

= max

[
R(a1 − b2) + 〈R(v1 − w2),∆〉 +

1

2
〈R(A1 −B2)∆,∆〉

]
+

+min

[
a1b2 −R(a1 − b2) + 〈a1w2 + b2v1 +R(w2 − v1),∆〉+

+
1

2
〈(b2A1 + a1B2 + 2v1w2 +RB2 −RA1)∆,∆〉

]
+ o(∆2).

Отже,

r′1(∆)r′′2 (∆) = max
[a,v,A]∈d2(r′1,r

′′
2 )

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

min
[b,w,B]∈d

2
(r′1,r

′′
2 )

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.22)

де

d2(r′1,r
′′
2 ) =

{
[a,v,A]|a = R(a1 − b2), v = R(v1 − w2), A = R(A1 −B2),

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x), [b2,w2,B2] ∈ d
2
f2(x)

}
,

d
2
(r′1,r

′′
2 ) =

{
[b,w,B] : b = a1b2 −R(a1 − b2),
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w = a1w2 + b2v1 +R(w2 − v1), B = (b2 −R)A1 + (a1 +R)B2 + 2v1w2,

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x), [b2,w2,B2] ∈ d
2
f2(x)

}
.

Подiбним чином одержуємо:

r′′1 (∆)r′2(∆) = max
[a,v,A]∈d2(r′′1 ,r

′
2)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

+ min
[b,w,B]∈d

2
(r′′1 ,r

′
2)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.23)

де

d2(r′′1 ,r
′
2) =

{
[a,v,A]|a = R(a2 − b1), v = R(v2 − w1), A = R(A2 −B1),

[a2,v2,A2] ∈ d2f2(x), [b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d
2
(r′′1 ,r

′
2) =

{
[b,w,B] : b = a2b1 −R(a2 − b1),w = a2w1 + b1v2 +R(w2 − v1),

B = (b1−R)A2+(a2+R)B1+2v2w1, [a2,v2,A2] ∈ d2f2(x),[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
.

Нарештi,
r′′1 (∆)r′′2 (∆) = min γ′′1 min γ′′2 =

= max[γ′′1 γ
′′
2 −R(γ′′1 + γ′′2 )] + min[R(γ′′1 + γ′′2 )] =

= max
[a,v,A]∈d2(r′′1 ,r

′′
2 )

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

min
[b,w,B]∈d

2
(r′′1 ,r

′′
2 )

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.24)

де

d2(r′′1 ,r
′′
2 ) =

{
[a,v,A] : a = b1b2 −R(b1 + b2),

v = (b2 −R)w1 + (b1 −R)w2,

A = (b2 −R)B1 + (b1 −R)B2 + 2w1w2,

[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x), [b2,w2,B2] ∈ d

2
f2(x)

}
,

d
2
(r′′1 ,r

′′
2 ) =

{
[b,w,B] : b = R(b1 + b2),
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w = R(w1 + w2),B = R(B1 +B2),

[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x), [b2,w2,B2] ∈ d

2
f2(x)

}
.

З (7.6.17) – (7.6.24) остаточно робимо висновок, що при ∆ ∈ Bδ має
мiсце представлення

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

min
[b,w,B]∈d

2
f(x)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.25)

де
D2f(x) = f1(x)D

2f2(x) + f2(x)D
2f1(x) +D2(r1,r2), (7.6.26)

D2[r1,r2] = [d2(r1,r2),d
2
(r1,r2)]

d2(r1,r2) = d2(r′1,r
′
2) + d2(r′1,r

′′
2 ) + d2(r′′1 ,r

′
2) + d2(r′′1 ,r

′′
2 ),

d
2
(r1,r2) = d

2
(r′1,r

′
2) + d

2
(r′1,r

′′
2 ) + d

2
(r′′1 ,r

′
2) + d

2
(r′′1 ,r

′′
2 ).

З (7.6.25) – (7.6.26) ясно, що якщо f1(x),f2(x) - двiчi неперервно ко-
диференцiйовнi функцiї, то функцiя f(x) = f1(x)f2(x) двiчi неперервно
кодиференцiйовна в точцi x.

Лема 7.6.3. Нехай f1(x)– двiчi кодиференцiйовна (двiчi неперервно
кодиференцiйовна) в точцi x функцiя i f1(x) 6= 0. Тодi функцiя f(x) =

1
f1(x)

двiчi кодиференцiйовна (двiчi неперервно кодиференцiйовна) в

точцi x.

Доведення. Маємо
f1(x+ ∆) = f1(x) + r(∆) + o(∆2), r(∆) = r′ + r′′,

де

r′ = max
[a,v,A]∈d2f1(x)

[a+ 〈v,∆〉 +
1

2
〈A∆,∆〉],

r′′ = min
[b,w,B]∈d

2
f1(x)

[b+ 〈w,∆〉 +
1

2
〈B∆,∆〉].

Оскiльки
1

z + α
=

1

z
− 1

z2
α+

2

z3
α2 + o(α2),

то

f(x+ ∆) =
1

f1(x+ ∆)
= f(x) − r(∆)

(f1(x))2
+

2r2(∆)

(f1(x))3
+ o(∆2). (7.6.27)
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Тут враховано те, що (див. доведення леми 7.2.2.) |r(∆)| ≤ L ‖∆‖. Мiр-
куючи, як при доведеннi леми 7.6.2, з (7.6.27) одержуємо для ∆ ∈ Bδ:

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

min
[b,w,B]∈d

2
f(x)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.28)

де

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)] = − 1

(f1(x))2
D2f1(x) +

2

(f1(x))3
D2(r2),

D2(r2) = [d2r2,d
2
r2],

d2(r2) = d2(r′,r′) + d2(r′,r′′) + d2(r′′,r′) + d2(r′′,r′′),

d
2
(r2) = d

2
(r′,r′) + d

2
(r′,r′′) + d

2
(r′′,r′) + d

2
(r′′,r′′),

d2(r′,r′) =

{
[a,v,A] : a = a1a2 +R(a1 + a2),v = a2v1 + a1v2 +Rv1 +Rv2,

A = (a1 +R)A2 + (a2 +R)A1 + 2v1v2, [a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),

[a2,v2,A2] ∈ d2f1(x)

}
,

d2(r′,r′′) =

{
[a,v,A] : a = R(a1 − b1),v = R(v1 − w1),A = R(A1 −B1),

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d2(r′′,r′) =

{
[a,v,A] : a = R(a1 − b1),v = R(v1 − w1),A = R(A1 −B1),

[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d2(r′′,r′′) =

{
[a,v,A] : a = b1b2 −R(b1 + b2),v = (b2 −R)w1 + (b1 −R)w2,

A = (b2 −R)B1 + (b1 −R)B2 + 2w1w2, [b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x),

[b2,w2,B2] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d
2
(r′,r′) =

{
[b,w,B] : b = −R(a1 + a2),w = −R(v1 + v2),
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B = −R(A1 +A2),[a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),[a2,v2,A2] ∈ d2f1(x)

}
,

d
2
(r′,r′′) =

{
[b,w,B] : b = a1b1 −R(a1 − b1),w = a1w1 + b1v1 +R(w1 − v1),

B = (b1 −R)A1 + (a1 +R)B1 + 2v1w1, [a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),

[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d
2
(r′′,r′) =

{
[b,w,B] : b = a1b1 −R(a1 − b1),w = a1w1 + b1v1 +R(w1 − v1),

B = (b1 −R)A1 + (a1 +R)B1 + 2v1w1, [a1,v1,A1] ∈ d2f1(x),

[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x)

}
,

d
2
(r′′,r′′) =

{
[b,w,B] : b = R(b1 + b2),w = R(w1 + w2),B = R(B1 +B2),

[b1,w1,B1] ∈ d
2
f1(x),[b2,w2,B2] ∈ d

2
f1(x)

}
.

Тут число R <∞ задовольняє, як у (7.6.17), нерiвностi∣∣∣∣a+ 〈v,∆〉 +
1

2
〈A∆,∆〉

∣∣∣∣ < R ∀[a,v,A] ∈ d2f1(x), ∀∆ ∈ Bδ,

∣∣∣∣b+ 〈w,∆〉 +
1

2
〈B∆,∆〉

∣∣∣∣ < R ∀[b,w,B] ∈ d
2
f1(x), ∀∆ ∈ Bδ.

З (7.6.28) робимо висновок, що функцiя f двiчi кодиференцiйовна (двiчi
неперервно кодиференцiйовна) в точцi x.

Лема 7.6.4. Якщо функцiї ϕi(x), i ∈ I = {1, . . . ,N} двiчi (неперервно)
кодиференцiйовнi в точцi x, то i функцiї

f1(x) = max
i∈I

ϕi(x), f2(x) = min
i∈I

ϕi(x)

теж двiчi (неперервно) кодиференцiйовнi в цiй точцi. При цьому

D2f1(x) = [d2f1(x),d
2
f1(x)], D2f2(x) = [d2f2(x),d

2
f2(x)], (7.6.29)

де

d2f1(x) =

conv

{
d2ϕk(x) −

∑

i∈I\{k}

d
2
ϕi(x) + {[ϕk(x) − f1(x); 0n; 0n×n]} : k ∈ I

}
,
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d
2
f1(x) =

∑

i∈I

d
2
ϕi(x), d2f2(x) =

∑

i∈I

d2ϕi(x),

d
2
f2(x) =

= conv

{
d
2
ϕk(x) −

∑

i∈I\{k}

d2ϕi(x) + {[ϕk(x) − f2(x); 0n; 0n×n]} : k ∈ I

}
.

Доведення проводиться так само, як доведення леми 7.2.4.

Лема 7.6.5. Якщо функцiї ϕ1(x), . . . ,ϕm(x) - двiчi (неперервно) коди-
ференцiйовнi в точцi x0, а функцiя F (z) = F (z1, . . . ,zm) двiчi (непе-
рервно) диференцiйовна в точцi z0 = (ϕ1(x0), . . . ,ϕm(x0)), то функцiя
f(x) = F (ϕ1(x), . . . ,ϕm(x)) двiчi (неперервно) кодиференцiйовна в то-
чцi x0.

Доведення. Маємо
F (z0 + ∆z) = F (z0

1 + ∆z1, . . . ,z
0
m + ∆zm) =

= F (z0) + 〈F ′
z(z

0),∆z〉 +
1

2
〈F ′′
zz(z

0)∆z,∆z〉 + o((∆z)2), (7.6.30)

ϕi(x0 + ∆) = ϕi(x0) + ri(∆) + oi(∆
2), (7.6.31)

де
∆ ∈ Rn, ∆z = (∆z1, . . . ,∆zm) ∈ Rm, ri(∆) = r′i + r′′i ,

r′i = max
[ai,vi,Ai]∈d2ϕi(x0)

[ai + 〈vi,∆〉 +
1

2
〈Ai∆,∆〉],

r′′i = min
[bi,wi,Bi]∈d

2
ϕi(x0)

[bi + 〈wi,∆〉 +
1

2
〈Bi∆,∆〉],

F ′
z(z

0) - градiєнт функцiї F в точцi z0, а F ′′
zz(z

0) - матриця других похi-
дних функцiї F в точцi z0:

F ′
z = (F ′

z1 , . . . ,F
′
zm

), F ′′
zz =




F ′′
z1z1 · · · F ′′

z1zm

...
. . .

...
F ′′
zmz1 · · · F ′′

zmzm


 .

З (7.6.30), (7.6.31) маємо

f(x0 + ∆) = F (z0 + ∆z) = F (z0) +
m∑

i=1

F ′
zi
ri(∆)+

m∑

j,k=1

F ′′
zjzk

rj(∆)rk(∆) + o(∆2) + o((∆z)2). (7.6.32)
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Оскiльки |ri(∆)| ≤ Li ‖∆‖, де Li <∞, то при ∆zi = ri(∆)+oi(∆
2) маємо

o((∆z)2) = o(∆2). (7.6.33)

З (7.6.32), (7.6.33) маємо

f(x0+∆) = f(x0)+

m∑

i=1

F ′
zi
ri(∆) +

m∑

j,k=1

F ′′
zjzk

rj(∆)rk(∆) + o(∆2). (7.6.34)

Для довiльного δ > 0 знайдеться R <∞ таке, що∣∣∣∣ai + 〈vi,∆〉 +
1

2
〈Ai∆,∆〉

∣∣∣∣ < R ∀[ai,vi,Ai] ∈ d2ϕi(x0), (7.6.35)

∣∣∣∣bi + 〈wi,∆〉 +
1

2
〈Bi∆,∆〉

∣∣∣∣ < R ∀[bi,wi,Bi] ∈ d
2
ϕi(x0). (7.6.36)

Нерiвностi (7.6.35), (7.6.36) справджуються для всiх i ∈ {1, . . . ,m}, ∆ ∈
Bδ. Зафiксуємо деяке δ > 0. Мiркуючи, як при доведеннi леми 7.6.2,
одержуємо при ∆ ∈ Bδ

f(x0 + ∆) = f(x0) + max
[a,v,A]∈d2f(x0)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

min
[b,w,B]∈d

2
f(x0)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.6.37)

де

D2f(x0) = [d2f(x0),d
2
f(x0)] =

=

m∑

i=1

F ′
zi

(z0)D2ϕi(x0) +
1

2

m∑

j,k=1

F ′′
zjzk

(z0)D2[rj ,rk],

D2[rj ,rk] = [d2(rj ,rk),d
2
(rj ,rk)],

d2(rj ,rk) = d2(r′j ,r
′
k) + d2(r′j ,r

′′
k) + d2(r′′j ,r

′
k) + d2(r′′j ,r

′′
k),

d
2
(rj ,rk) = d

2
(r′j ,r

′
k) + d

2
(r′j ,r

′′
k) + d

2
(r′′j ,r

′
k) + d

2
(r′′j ,r

′′
k),

d2(r′j ,r
′
k) =

{
[a,v,A] : a = ajak +R(aj + ak),v = akvj + ajvk +R(vj + vk),

A = (aj +R)Ak + (ak +R)Aj + 2vjvk, [aj ,vj ,Aj ] ∈ d2ϕj(x0),

[ak,vk,Ak] ∈ d2ϕk(x0)

}
,

d2(r′j ,r
′′
k) =

{
[a,v,A] : a = R(aj − bk),v = R(vj − wk),A = R(Aj −Bk),
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[aj ,vj ,Aj ] ∈ d2ϕj(x0),[bk,wk,Bk] ∈ d
2
ϕk(x0)

}
,

d2(r′′j ,r
′
k) =

{
[a,v,A] : a = R(ak − bj),v = R(vk − wj),A = R(Ak −Bj),

[ak,vk,Ak] ∈ d2ϕk(x0),[bj ,wj ,Bj ] ∈ d
2
ϕj(x0)

}
,

d2(r′′j ,r
′′
k) =

{
[a,v,A] : a = bjbk −R(bj + bk),v = (bk −R)wj + (bj −R)wk,

A = (bk −R)Bj + (bj −R)Bk + 2wjwk, [bj ,wj ,Bj ] ∈ d
2
ϕj(x0),

[bk,wk,Bk] ∈ d
2
ϕk(x0)

}
,

d
2
(r′j ,r

′
k) =

{
[b,w,B] : b = −R(aj + ak),w = −R(vj + vk),

B = −R(Aj +Ak),[aj ,vj ,Aj ] ∈ d2ϕj(x0),[ak,vk,Ak] ∈ d2ϕk(x0)

}
,

d
2
(r′j ,r

′′
k) =

{
[b,w,B] : b = ajbk +R(aj − bk),w = ajwk + bkvj +R(wk − vj),

B = (bk −R)Aj + (aj +R)Bk + 2vjwk, [aj ,vj ,Aj ] ∈ d2ϕj(x0),

[bk,wk,Bk] ∈ d
2
ϕk(x0)

}
,

d
2
(r′′j ,r

′
k) =

{
[b,w,B] : b = akbj +R(ak − bj),

w = akwj + bjvk +R(wj − vk),

B = (bj −R)Ak + (ak +R)Bj + 2vkwj , [ak,vk,Ak] ∈ d2ϕk(x0),

[bj ,wj ,Bj ] ∈ d
2
ϕj(x0)

}
,

d
2
(r′′j ,r

′′
k) =

{
[b,w,B] : b = R(bj + bk),w = R(wj + wk),B = R(Bj +Bk),

[bj ,wj ,Bj ] ∈ d
2
ϕj(x0),[bk,wk,Bk] ∈ d

2
ϕk(x0)

}
. (7.6.38)
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Зауваження 7.6.2. Множина двiчi кодиференцiйовних функцiй (двiчi
неперервно кодиференцiйовних функцiй) утворює лiнiйний простiр, за-
мкнутий вiдносно всiх “гладких” операцiй i, що особливо важливо, щодо
операцiй поточкового максимуму i поточкового мiнiмуму вiд скiнченної
кiлькостi функцiй. Можна також довести кодиференцiйовнiсть суперпо-
зицiї кодиференцiйовних функцiй.

Зауваження 7.6.3. Можна також ввести поняття k раз кодиференцiйов-
ної функцiї: f називається k раз кодиференцiйовною в точцi x, якщо

f(x+ ∆) = f(x) + max
ϕ(·)∈A

ϕ(∆) + min
ψ(·)∈B

ψ(∆) + o(‖∆‖k),

де ϕ(∆) i ψ(∆) - багатовимiрнi полiноми (вiд ∆) степеня k, а A i B -
опуклi компакти таких полiномiв. Можна побудувати i вiдповiдне числе-
ння.

7.7. УМОВИ МIНIМУМУ ГIПОДИФЕРЕНЦIЙОВНОЇ
ФУНКЦIЇ

Нехай функцiя f задана i неперервно кодиференцiйовна на вiдкритiй
множинi X ⊂ Rn, i нехай множину S ⊂ X задано спiввiдношенням

S = {x ∈ Rn|h(x) ≤ 0}, (7.7.1)
де h – неперервно кодиференцiйовна на X функцiя.

Оскiльки будь-яка кодиференцiйовна функцiя є квазiдиференцiйов-
ною, то виконуються всi результати попереднього роздiлу. Якщо точка
x ∈ S не є inf–стацiонарною, то одержанi в попередньому роздiлi на-
прямки найшвидшого спуску i допустимi напрямки є, взагалi кажучи,
розривними (як функцiя x). Використання кодиференцiалiв у випадку
неперервно кодиференцiйовних функцiй f i h дозволяє отримати напрям-
ки спуску, якi неперервно залежать вiд x.

Покажемо це для неперервно гiподиференцiйовних функцiй f i h.
Нехай функцiї f i h є лiпшицевими i неперервно гiподиференцiйов-

ними на X, тобто
f(x+ ∆) = f(x) + max

[a,v]∈df(x)
[a+ 〈v,∆〉] + o1(∆), (7.7.2)

h(x+ ∆) = h(x) + max
[a′ ,v′ ]∈dh(x)

[a
′

+ 〈v′

,∆〉] + o2(∆), (7.7.3)

oi(α∆)

α
→α↓0 0, i = 1,2,

df(x), dh(x) ⊂ Rn+1 – компакти, причому вiдображення df i dh неперервнi
(в метрицi Хаусдорфа) на X.
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З (7.7.2) i (7.7.3) випливає, що

max
[a,v]∈df(x)

a = max
[a′,v′]∈dh(x)

a′ = 0. (7.7.4)

Вiдмiтимо, що тодi функцiї f i h субдиференцiйовнi, тобто

f(x+ αg) = f(x) + α max
v∈∂f(x)

〈v,g〉 + o1(α),

h(x+ αg) = h(x) + α max
v′∈∂h(x)

〈v′,g〉 + o2(α),

де ∂f(x) i ∂h(x) ⊂ Rn – опуклi компакти (субдиференцiали функцiй f i
h вiдповiдно), причому

∂f(x) = {v ∈ Rn | [0,v] ∈ df(x)},
∂h(x) = {v′ ∈ Rn | [0,v′] ∈ dh(x)}.

Теорема 7.7.1. Для того, щоб в точцi x∗ ∈ S функцiя f досягала свого
найменшого на S значення, необхiдно, щоб виконувалось умова

0n+1 ∈ conv {df(x∗), dh(x∗) + [h(x),0n]} ≡ L(x∗). (7.7.5)

Доведення. Припустимо, що x∗ – точка мiнiмуму, але умова (7.7.5) не
виконується. Тодi за теоремою про роздiлення знайдуться число γ > 0 i
вектор ḡ = [δ,g] ∈ Rn+1 (де δ ∈ R1, g ∈ Rn) такi, що

〈v̄,ḡ〉 ≤ −γ ∀v̄ ∈ L(x∗). (7.7.6)

При цьому можна вибрати ḡ таке, що δ ≥ 0. Дiйсно, з того, що a ≤
0, a′ ≤ 0, h(x∗) ≤ 0, i узявши ḡ = −z̄/‖z̄‖, де ‖z̄‖ = min

z∈L(x∗)
‖z‖, робимо

висновок, що ḡ = [δ,g], де δ ≥ 0, тому що першi компоненти всiх векторiв
з L(x∗) недодатнi, а тому i перша компонента z̄ також недодатня, а тодi
δ ≥ 0. З (7.7.6) маємо:

aδ + 〈v,g〉 ≤ −γ ∀ [a,v] ∈ df(x∗), (7.7.7)

(a′ + h(x∗))δ + (v′, g) ≤ −γ ∀ [a′,v′] ∈ dh(x∗). (7.7.8)

Оскiльки з (7.7.7) випливає (v,g) ≤ −γ < 0 ∀ v ∈ ∂f(x∗), то g 6= 0n. З
(7.7.2) i (7.7.7) одержуємо

f(x∗ + αg) = f(x∗) + max
[a,v]∈df(x∗)

[a+ α〈v,g〉] + o1(α) ≤

≤ f(x∗) + max
[a,v]∈df(x∗)

[a+ α(−γ − aδ)] + o1(α) =

= f(x∗) − αγ + max
[a,v]∈df(x∗)

[a(1 − αδ)] + o1(α). (7.7.9)

При достатньо малих α > 0 буде 1− αδ > 0, тому з (7.7.4) випливає, що

max
[a,v]∈df(x∗)

[a(1 − αδ)] = (1 − αδ) max
[a,v]∈df(x∗)

a = 0.
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Звiдси i з (7.7.9) одержуємо
f(x∗ + αg) ≤ f(x∗) − αγ + o1(α). (7.7.10)

Аналогiчно з (7.7.3) i (7.7.8) маємо
h(x∗ + αg) ≤ h(x∗)+

+ max
[a′,v′]∈dh(x∗)

[a′ + α(−γ − (a′ + h(x∗))δ] + o2(α) =

= h(x∗) + max
[a′,v′]∈dh(x∗)

[a′ (1 − αδ)] − α(γ + h(x∗)δ) + o2(α). (7.7.11)

Для досить малих α > 0 буде 1 − αδ > 0, i з (7.7.4) маємо
max

[a′,v′]∈dh(x∗)
[a′(1 − αδ)] = (1 − αδ) max

[a′,v′]∈dh(x∗)
a′ = 0.

Тому з (7.7.11) випливає, що
h(x∗ + αg) ≤ h(x∗) − α(γ + h(x∗)δ) + o2(α). (7.7.12)

Якщо h(x∗) < 0, то для досить малих α ≥ 0 з (7.7.12) випливає, що
h(x∗ + αg) < h(x∗)/2 < 0. Якщо ж h(x∗) = 0, то з (7.7.12) випливає, що
h(x∗ + αg) ≤ −αγ + o2(α), i знову при досить малих α > 0 одержуємо

h(x∗ + αg) < 0, (7.7.13)
тобто x∗ + αg ∈ S. Нерiвностi (7.7.10) i (7.7.13) суперечать тому, що x∗

– точка мiнiмуму f на S.

Зауваження 7.7.1. Ми не припускали, що h(x∗) = 0, тобто не розрiзняли
випадки h(x∗) = 0 i h(x∗) 6= 0.

Наслiдок 7.7.1. Якщо h(x∗) < 0, то з (7.7.4) i (7.7.5) отримаємо умову

0n+1 ∈ df(x∗) (7.7.14)
(елементи з dh(x∗) + [h(x∗),0n] не можуть брати участь в опуклiй
комбiнацiї, яка дає 0n+1), а оскiльки max

[a,v]∈df(x∗)
a = 0, то з (7.7.14)

випливає

0n ∈ ∂f(x∗), (7.7.15)
де ∂f(x) – субдиференцiал функцiї f в точцi x.
Якщо ж h(x∗) = 0, то з (7.7.4) i (7.7.5) випливає, що

0n ∈ conv{∂f(x∗),∂h(x∗)}. (7.7.16)

Iз (7.7.15) i (7.7.16) легко бачити, що з (7.7.5) випливають стандар-
тнi умови мiнiмуму субдиференцiйовної функцiї на субдиференцiйовнiй
множинi.

Нехай тепер умова (7.7.5) в точцi x ∈ S не виконується. Знайдемо
min
z∈L(x)

‖z‖ = ‖z(x)‖.

Зрозумiло, що ‖z(x)‖ > 0. Нехай z(x) = [η(x),z(x)], η(x) ∈ R1, z(x) ∈ Rn.
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Лема 7.7.1. Напрямок

g(x) =
−z(x)
‖z(x)‖ (7.7.17)

є напрямком спуску функцiї f на множинi S. При цьому

f ′(x,g(x)) ≤ −‖z(x)‖. (7.7.18)

Доведення. Лему фактично було доведено при доведеннi теореми 7.7.1.
Там же було показано, що z(x) 6= 0n.

Зауваження 7.7.2. В силу припущення функцiї f i h неперервно ко-
диференцiйовнi, тому g(x) (а також z(x))– неперервнi вектор-функцiї.
Цей факт є суттєвим i може бути використаний для розробки чисельних
методiв оптимiзацiї.
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7.8. МЕТОД КОДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО СПУСКУ

7.8.1. Безумовна мiнiмiзацiя

Нехай f – лiпшицева неперервно кодиференцiйовна на вiдкритiй мно-
жинi X ⊂ Rn функцiя. Потрiбно знайти мiнiмум функцiї f на множинi
S ⊂ X. Спочатку розглянемо випадок S = Rn, X = Rn. У цьому випадку

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉]+

+ min
[b,w]∈df(x)

[b+ 〈w,∆〉] + o(∆), (7.8.1)

df(x), df(x) ⊂ Rn – опуклi компакти, а вiдображення Df = [df,df ]

неперервне за Хаусдорфом, o(α∆)
α → 0, α ↓ 0 ∀∆ ∈ Rn.

Можна вважати, що виконується умова (7.7.4). Тодi необхiдна умова
мiнiмуму (6.4.1) має вигляд

0n+1 ∈ {df(x∗) + [0,w]} ∀[0,w] ∈ df(x∗). (7.8.2)
Нехай в точцi x ∈ Rn умова (7.8.2) не виконується. Тодi знайдеться таке
w = [0,w] ∈ df(x), що

0n+1 /∈ {df(x) + w} ≡ Lw(x). (7.8.3)
Знайдемо min

z∈Lw(x)

‖z‖ = ‖zw(x)‖. З (7.8.3) випливає, що

zw(x) = [ηw(x),zw(x)] 6= 0n+1.

Як i при доведеннi теореми 7.7.1 можемо зробити висновок, що zw(x) 6=
0n, i що для напрямку gw(x) = −zw(x)/‖zw(x)‖ буде

f ′(x,gw(x)) ≤ −‖zw(x)‖.
Опишемо наступний “принциповий” (“концептуальний”, за термiнологi-
єю Е. Полака) алгоритм:

Зафiксуємо довiльне µ > 0. Оберемо довiльне x0 ∈ Rn. Нехай вже
побудовано xk ∈ Rn. Якщо в точцi xk виконується (7.8.2), то точка xk
– inf-стацiонарна, i процес припиняється. В протилежному випадку для
кожного w ∈ dµf(xk), де

dµf(x) = {w ∈ df(x)| w = (s,w), 0 ≤ s ≤ µ}, (7.8.4)
знаходимо

min
z∈Lw(xk)

‖z‖ = ‖zkw‖, (7.8.5)

де
zkw = [ηkw,zkw], Lw(xk) = [df(xk) + w].
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З (7.8.1) випливає, що
f(xk − αzkw) ≤ f(xk) + max

[a,v]∈df(xk)
[(a+ s) − α〈v + w,zkw〉] + o(α). (7.8.6)

З (7.8.5) маємо
〈z,− zkw〉 ≤ −‖zkw‖2 ∀z ∈ Lw(xk) (7.8.7)

тобто
(a+ s)(−ηkw) − 〈v + w,zkw〉 ≤ −‖zkw‖2, (7.8.8)

або
−〈v + w,zkw〉 ≤ −‖zkw‖2 + (a+ s)ηkw ∀[a,v] ∈ df(xk).

З (7.8.6), (7.8.8) маємо
f(xk − αzkw) ≤

≤ f(xk) + max
[a,v]∈df(xk)

[(a+ s) − α‖zkw‖2 + α(a+ s)ηkw] + ok(α) =

= f(xk) − α‖zkw‖2 + max
[a,v]∈df(xk)

[(a+ s)(1 + αηkw)] + ok(α). (7.8.9)

При досить малих α > 0 буде (1 + αηkw) > 0, тому з (7.8.9) одержуємо

f(xk − αzkw) ≤ f(xk) − α‖zkw‖2+

+(1 + αηkw) max
[a,v]∈df(xk)

[(a+ s)] + ok(α) =

= f(xk) − α‖zkw‖2 + (1 + αηkw)s+ ok(α). (7.8.10)
Вiдмiтимо, що тут s ∈ [0,µ], тому напрямок −zkw може й не бути на-
прямком спуску (навiть якщо ‖zkw‖ > 0). Але оскiльки в точцi xk не
виконується умова (7.8.2), то знайдеться принаймнi одне w0 ∈ ∂f(xk)
таке, що ‖zkw0

‖ > 0, а тодi (в цьому випадку w0 = 0) з (7.8.10) бачимо,
що напрямок −zkw0

– це напрямок спуску.
Тепер знайдемо спочатку для кожного w ∈ dµf(xk)

min
α>0

f(xk − αzkw) = f(xk − αkwzkw), (7.8.11)

а потiм
min

w∈dµf(xk)
f(xk − αkwzkw) = f(xk − αkwk

zkwk
). (7.8.12)

Покладемо xk+1 = xk − αkwk
zkwk

. Далi продовжуємо аналогiчно. В ре-
зультатi будуємо послiдовнiсть {xk} таку, що

f(xk+1) < f(xk). (7.8.13)

Зауваження 7.8.1. З (7.8.10) випливає, що напрямок xk+1 − xk може i
не бути напрямком спуску (в цьому напрямку функцiя може спочатку
зростати, а потiм спадати, тобто алгоритм дозволяє “виходити” з деяких
точок локального мiнiмуму).
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Зауваження 7.8.2. Для практичного використання описаного алгоритму
необхiдно вмiти ефективно розв’язувати задачi (7.8.5), (7.8.11), (7.8.12).
Задача (7.8.5) є задачею квадратичного програмування, а якщо замiсть
евклiдової норми взяти m-норму, то вона перетворюється на задачу лi-
нiйного програмування (якщо, крiм того, df – многогранник, то досить
розглядати лише його вершини).

7.8.2. Умовна мiнiмiзацiя

Нехай функцiї f i h лiпшицевi i неперервно кодиференцiйовнi на вiд-
критiй множинi X ⊂ Rn. Нехай

S = {x ∈ Rn| h(x) ≤ 0}. (7.8.14)

Тодi

f(x+ ∆) = f(x)+

+ max
[a,v]∈df(x)

[a+ 〈v,∆〉] + min
[b,w]∈df(x)

[b+ 〈w,∆〉] + o1(∆), (7.8.15)

h(x+ ∆) = h(x)+

+ max
[a′,v′]∈dh(x)

[a′ + 〈v′,∆〉] + min
[b′,w′]∈dh(x)

[b′ + 〈w′,∆〉] + o2(∆). (7.8.16)

Можна довести наступне твердження.

Теорема 7.8.1. Для того, щоб функцiя f в точцi x∗ ∈ S досягала свого
найменшого на S значення, необхiдно, щоб

0n+1 ∈ conv{df(x∗) + [0,w], dh(x∗) + [0,w′] + [h(x∗),0n]} ≡
≡ L(x∗,w,w′) ∀w ∈ ∂f(x∗), w′ ∈ ∂h(x∗), (7.8.17)

де

∂f(x) = {w ∈ Rn : [0,w] ∈ df(x)},
∂h(x) = {w′ ∈ Rn : [0,w′] ∈ dh(x)}.

Доведення. Припустимо протилежне. Тодi знайдуться w0 ∈ ∂f(x∗) i w′
0 ∈

∂h(x∗) такi, що

0n+1 /∈ L(x∗,w0,w
′
0) ≡ L0. (7.8.18)

Знайдемо

min
z∈L0

‖z‖ = ‖z0‖, (7.8.19)

де z0 = [η0,z0]. З (7.8.18)

‖z0‖ > 0, (7.8.20)
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Вiзьмемо g0 = −z0 = [δ,g0]. З (7.8.19) отримуємо, що
〈z,g0〉 ≤ −‖z0‖2 ∀z ∈ L0.

Звiдси та з визначення L0 маємо
〈z,g0〉 ≤ −‖z0‖2 ∀z ∈ {df(x∗) + [0,w0]}, (7.8.21)

〈z,g0〉 ≤ −‖z0‖2 ∀z ∈ {dh(x∗) + [h(x∗),w′
0]}, (7.8.22)

З (7.8.21), (7.8.22) одержуємо
aδ + 〈v + w0,g0〉 ≤ −‖z0‖2 ∀[a,v] ∈ df(x∗),

(a′ + h(x∗))δ + 〈v′ + w′
0,g0〉 ≤ −‖z0‖2 ∀[a′,v′] ∈ dh(x∗).

Звiдси
〈v + w0,g0〉 ≤ −‖z0‖2 − aδ ∀[a,v] ∈ df(x∗), (7.8.23)

〈v′ + w′
0,g0〉 ≤ −‖z0‖2 − (a′ + h(x∗))δ ∀[a′,v′] ∈ dh(x∗). (7.8.24)

З (7.8.15), (7.8.23) маємо
f(x∗ + αg0) ≤

≤ f(x∗) + max
[a,v]∈df(x∗)

[a− α‖z0‖2 − αaδ] + o1(α) =

= f(x∗) − α‖z0‖2 + max
[a,v]∈df(x∗)

[(1 − αδ)a] + o1(α). (7.8.25)

З (7.8.16), (7.8.24) отримуємо
h(x∗ + αg0) ≤

≤ h(x∗) + max
[a′,v′]∈dh(x∗)

[a′ − α‖z0‖2 − α(a′ + h(x∗))δ] + o2(α) =

= h(x∗) − α‖z0‖2 + max
[a′,v′]∈dh(x∗)

[a′(1 − αδ)] − αh(x∗)δ + o2(α). (7.8.26)

Оскiльки при досить малих α > 0 матимемо (1 − αδ) > 0, то з (7.7.4),
(7.8.25), (7.8.26) отримуємо

f(x∗ + αg0) ≤ f(x∗) − α‖z0‖2 + (1 − αδ) max
[a,v]∈df(x∗)

a+ o1(α) =

= f(x∗) − α‖z0‖2 + o1(α), (7.8.27)

h(x∗ + αg0) ≤ h(x∗) − α‖z0‖2 − αh(x∗)δ + o2(α). (7.8.28)
Якщо h(x∗) < 0, то при досить малих α > 0 буде

h(x∗ + αg0) ≤
1

2
h(x∗) < 0, (7.8.29)

а якщо h(x∗) = 0, то з (7.8.28) випливає
h(x∗ + αg0) ≤ −α‖z0‖2 + o2(α). (7.8.30)

З (7.8.29), (7.8.30) отримуємо, що при досить малих α > 0 буде h(x∗ +
αg0) < 0, тобто x∗ + αg0 ∈ S, а з (7.8.27) f(x∗ + αg0) < f(x∗), що
суперечить тому, що x∗ – точка мiнiмуму f на S.
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7.9. УМОВИ МIНIМУМУ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ ДВIЧI
КОДИФЕРЕНЦIЙОВНОЇ ФУНКЦIЇ

Нехай функцiя f двiчi кодиференцiйовна на Rn, тобто

f(x+ ∆) = f(x) + max
[a,v,A]∈d2f(x)

[
a+ 〈v,∆〉 +

1

2
〈A∆,∆〉

]
+

+ min
[b,w,B]∈d

2
f(x)

[
b+ 〈w,∆〉 +

1

2
〈B∆,∆〉

]
+ o(∆2), (7.9.1)

де

D2f(x) = [d2f(x),d
2
f(x)], d2f(x), d

2
f(x) ⊂ R1 × Rn × Rn×n,

o((α∆)2)

α2
→ 0, α ↓ 0 ∀∆ ∈ Rn.

Тут Rn×n – простiр дiйсних n× n матриць.
Будемо вважати, що

max
[a,v,A]∈d2f(x)

a = min
[b,w,B]∈d

2
f(x)

b = 0. (7.9.2)

Нагадаємо, що за допомогою другого кодиференцiалу D2f легко побу-
дувати i перший кодиференцiал Df , i квазiдиференцiал Df . Так, напри-
клад,

Df(x) = [∂f(x),∂f(x)],

∂f(x) = {v ∈ Rn| ∃A ∈ Rn×n : [0,v,A] ∈ d2f(x)},

∂f(x) = {w ∈ Rn| ∃B ∈ Rn×n : [0,w,B] ∈ d
2
f(x)}.

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї f на Rn. З теореми 6.4.1 маємо таку не-
обхiдну умову: для того, щоб в точцi x∗ ∈ Rn функцiя f досягала свого
найменшого значення, необхiдно, щоб

−∂f(x∗) ⊂ ∂f(x∗). (7.9.3)
Точка x∗, для якої виконується (7.9.3), називається inf–стацiонарною
точкою першого порядку функцiї f на Rn.

Теорема 7.9.1. Для того, щоб в точцi x∗ ∈ Rn функцiя f досягала
свого найменшого на Rn значення, необхiдно, щоб 1) виконувалось
включення (7.9.3) i 2) для кожного g ∈ Rn, ‖g‖ = 1, було б або а)
f ′(x∗,g) > 0, або б) (якщо f ′(x∗,g) = 0) для довiльного w ∈ ∂f(x∗) має
мiсце нерiвнiсть max

v∈∂f(x∗)
〈v + w,g〉 > 0, або, якщо max

v∈∂f(x∗)
〈v + w,g〉 = 0,

нерiвнiсть

max
[v,A]∈C(w,g)

[〈v + w,q〉 + 〈(A+B)g,g〉] ≥ 0 (7.9.4)
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∀q ∈ Rn, ∀B : [0,w,B] ∈ d
2
f(x∗),

де

C(x∗,w,g) ≡ C(w,g) ≡ {[v,A]| [0,v,A] ∈ d2f(x∗), 〈v + w,g〉 = 0}. (7.9.5)

Доведення. Для довiльних g,q ∈ Rn з (7.9.1)

f(x∗ + αg +
1

2
α2q) =

= f(x∗) + max
[a,v,A]∈d2f(x∗)

[
a+ α〈v,g〉 +

1

2
α2 (〈v,q〉 + 〈Ag,g〉)

]
+

+ min
[b,w,B]∈d

2
f(x∗)

[
b+ α〈w,g〉 +

1

2
α2 (〈w,q〉 + 〈Bg,g〉)

]
+ o(α2). (7.9.6)

Всi твердження теореми, крiм (7.9.4), випливають з (7.9.3). Доведемо
(7.9.4). Припустимо протилежне. Тодi знайдуться q ∈ Rn, w ∈ ∂f(x∗) i
B ∈ Rn×n такi, що [0,w,B] ∈ d

2
f(x∗), max

v∈∂f(x∗)
〈v + w,g〉 = 0 i

max
[v,A]∈C(w,g)

[〈v + w,q〉 + 〈(A+B)g,g〉] = −γ < 0. (7.9.7)

Розглянемо вiдображення
ψ(ε) =

{
[a,v,A] ∈ d2f(x∗) : − ε ≤ a ≤ 0,

〈v,g〉 = max
[a,v′A]∈d2f(x∗)

〈v′,g〉 − ε

}
, ε ≥ 0. (7.9.8)

Оскiльки d2f(x∗) – опуклий компакт, то вiдображення ψ(ε) неперервне
в точцi ε = 0, тому з (7.9.7) отримуємо, що при досить малих ε > 0 буде

〈v + w,q〉 + 〈(A+B)g,g〉 ≤ −γ
2

∀A : [a,v,A] ∈ ψ(ε), (7.9.9)

а тодi з (7.9.6) отримуємо
f(x∗ + αg) ≤ f(x∗) + max{ϕ1(α),ϕ2(α)} + o(α2), (7.9.10)

де

ϕ1(α) = max
[a,v,A]∈ψ(ε)

[a+ α〈v + w,g〉 +
1

2
α2(〈v + w,q〉 + 〈(A+B)g,g〉)],

ϕ2(α) = sup
[a,v,A]∈d2f(x∗)\ψ(ε)

[a+ α〈v +w,g〉+
1

2
α2(〈v +w,q〉+ 〈(A+B)g,g〉)].

Але з (7.9.9) маємо

ϕ1(α) ≤ −1

2
α2γ, (7.9.11)

а з (7.9.8) маємо

ϕ2(α) ≤ −ε− αε+
1

2
α2 max

[a,v,A]∈d2f(x∗)
[〈v + w,q〉 + 〈(A+B)g,g〉].
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При досить малих α > 0 матимемо

ϕ2(α) < −ε
2
. (7.9.12)

З (7.9.10), (7.9.12) отримуємо, що при досить малих α > 0

f(x∗ + αg) < f(x∗).

Отримана суперечнiсть завершує доведення теореми.

Означення 7.9.1. Точка x∗ ∈ Rn, що задовольняє умову (7.9.4), називає-
ться inf–стацiонарною точкою другого порядку функцiї f на Rn.

Зауваження 7.9.1. Якщо max
v∈∂f(x∗)

〈v + w,g〉 = 0, то при q = 0 iз (7.9.4)

маємо умову

max
A∈C0(w,g)

[〈(A+B)g,g〉] ≥ 0 ∀B : [0,w,B] ∈ d
2
f(x∗), (7.9.13)

де

C0(w,g) =
{
A ∈ Rn×n| [0,v,A] ∈ d2f(x∗), 〈v + w,g〉 = 0

}
.

Умова (7.9.4) отримана з (7.9.1) при ∆ = αg + 1
2α

2q, а умова (7.9.13)
отримана при ∆ = αg. Умова (7.9.4) дозволяє провести бiльш детальне
дослiдження умов мiнiмуму, нiж (7.9.13). Це можна побачити з насту-
пного прикладу.

Приклад 7.9.1. Розглянемо функцiю

f(x) = f(x(1),x(2)) = max{f1(x),f2(x)}, (7.9.14)

де

f1(x) = x(2) +
1

2
(x(1))2, f2(x) = −1

2
x(2) − 1

2
(x(1))2.

Вiзьмемо x0 = (0,0), ∆ = (∆(1),∆(2)). Маємо

f1(x0 + ∆) = ∆(2) +
1

2
(∆(1))2, (7.9.15)

f2(x0 + ∆) = −1

2
∆(2) − 1

2
(∆(1))2, (7.9.16)

тобто

d2f1(x0) =

{[
0; (0,1);

(
1 0
0 0

)]}
,

d
2
f1(x0) =

{[
0; (0,0);

(
0 0
0 0

)]}
,

d2f2(x0) =

{[
0; (0,− 1

2
);

(
−1 0
0 0

)]}
,
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d
2
f2(x0) =

{[
0; (0,0);

(
0 0
0 0

)]}
,

Звiдси

d2f(x0) = conv

{[
0; (0,1);

(
1 0
0 0

)]
,

[
0; (0,− 1/2);

(
−1 0
0 0

)]}
,

d
2
f(x0) =

{[
0; (0,0);

(
0 0
0 0

)]}
.

Маємо

∂f(x0) = conv{(0,1); (0,− 1/2)}, ∂f(x0) = {(0,0)},
тобто −∂f(x0) ⊂ ∂f(x0), i необхiдна умова першого порядку (7.9.3) вико-
нана. Очевидно, що якщо g = (g(1),g(2)), то f ′(x0,g) = max{g(2),− 1

2g
(2)},

тому f ′(x0,g) = 0, якщо g(2) = 0. Для цього випадку w = (0,0),

B =

(
0 0
0 0

)
, C0(w,g) = conv

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1 0
0 0

)}
,

якщо g1 = (1,0) i g2 = (−1,0). Нагадаємо, що ми розглядаємо g такi, що
‖g‖ = 1. Маємо

ψ(g) = max

{〈(
1 0
0 0

)
g,g

〉
,

〈(
−1 0
0 0

)
g,g

〉}
=

= max{(g(1))2,− (g(1))2} = (g(1))2.

Тому ψ(g1) = ψ(g2) = 1 > 0, тобто необхiдна умова (7.9.13) виконується.
Перевiримо тепер умову (7.9.4). Маємо для g1 i g2:

w = (0,0), B =

(
0 0
0 0

)
,

C0(x0,w,g) = conv

{[
(0,1),

(
1 0
0 0

)]
,

[
(0,− 1

2
),

(
−1 0
0 0

)]}
,

Покладемо q = (q(1),q(2)). Знайдемо

ψ(g,q) = max
[v,A]∈C(x0,w,g)

{〈v,q〉 + 〈Ag,g〉} =

= max{q(2) + (g(1))2,− 1

2
q(2) − (g(1))2}.

Для g1 = (1,0) i g2 = (−1,0) матимемо

ψ(g1,q) = ψ(g2,q) = max{q(2) + 1,− 1

2
q(2) − 1}.

Взявши q0 = (0,− 3/2), отримаємо

ψ(g1,q0) = ψ(g2,q0) = max{−1/2,− 1/4} = −1/4 < 0,
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тобто умова (7.9.4) не виконується, i точка x0 не є точкою мiнiмуму.
Дiйсно, взявши

∆ = αg1 +
1

2
α2q0 = α(1,0) +

1

2
α2(0,− 3

2
) = (α,− 3

4
α2),

маємо

f(x0 + ∆) = max

{
−3

4
α2 +

1

2
α2,

1

2
· 3

4
α2 − 1

2
α2

}
=

= α2 max

{
−1

4
,− 1

8

}
= −1

8
α2 < 0 ∀α > 0,

а для ∆ = αg1, наприклад, буде

f(x0 + ∆) = f(x0 + αg1) = max

{
1

2
α2,− 1

2
α2

}
=

1

2
α2 > 0 ∀α > 0,

тобто за допомогою “променiв” знайти менше значення функцiї не вдає-
ться.
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ПОКАЖЧИК ТЕРМIНIВ

Анулятор – 56
Афiнна множина – 19
– оболонка – 20,

Вектор
– Куна-Таккера– 118
– Шеплi – 335
Верхня опукла апроксимацiя – 144
– головна – 155

Гiпердиференцiал – 342
Гiподиференцiал – 342
Гiперплощина – 18
– опорна – 44, 40
Гра кооперативна – 333
– квазiдиференцiйовна – 341
– нечiтка – 335

Грань
– верхня функцiй – 51
– нижня функцiй – 52

Задача
– найкращого рiвномiрного набли-

ження – 125
– опуклого програмування – 113
– теорiї наближень – 121

Квазiдиференцiал – 239
– суперпозицiї – 245
ε–квазiдиференцiал – 316
Кодиференцiал – 342
– суперпозицiї – 358
Конволюцiя – 51,107
Конус – 19
— Булiгана – 179
-– допустимих напрямкiв – 179
— дотичних напрямкiв – 130, 179
— Кларка – 226
— можливих напрямкiв – 179
– многогранний – 46

– опуклий – 19
– спряжений – 33
Критерiй
— iснування крайньої точки – 41
— опуклостi диференцiйовних фун-

кцiй – 52

Метод
– кодиференцiального спуску – 385
Множина
– афiнна – 19
– ефективна – 50
– квазiдиференцiйовна – 278
– кодиференцiйовна – 363
– многогранна – 43,48
– опукла – 18

Надграфiк – 50
Нерiвнiсть
– Iєнсена – 51
– Юнга–Фенхеля – 56
Оболонка точок – 20
– афiнна – 20
– конiчна – 20
– лiнiйна – 20
– опукла – 20
Оператори опуклого аналiзу– 108

Перетворення
– Лежандра – 55
– Юнга-Фенхеля – 55
Пiдпростiр – 18
Промiнь – 18
Полiедр – 42
Поляра – 56
Похiдна
– Адамара – 172
– за напрямком – 88
– Дiнi – 168
– Кларка – 211
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– Пшеничного – 143

Субградiєнт – 89
Субдиференцiал – 89
– головний – 155
– функцiї вiдстанi до множини –

101, 154
– iндикаторної функцiї – 94
– Кларка – 213
– максимуму функцiй – 96
– Мiшеля–Пено – 300
– Шора – 219
Суперградiєнт – 89
Суперференцiал – 89

Теорема
– двоїстостi – 60, 120
– Дубовицького—Мiлютiна – 99
– Каратеодорi – 20
– Мiнковського про опуклий ком-

пакт – 41
– Моро-Рокафеллара – 93
– про iнволютивностi – 109
– про неперервнiсть опуклих фун-

кцiй – 53
– про неявнi функцiї – 133
– про очистку – 101
– про роздiлення множин – 29
– про роздiлення опуклих конусiв –

35,37
– про субдиференцiал композицiї

функцiй –100
– про субдиференцiал максимума

функцiй –99
– про субдиференцiал неперервної

функцiї –91
– про умову Лiпшиця для опуклої

функцiї – 54

– Фенхеля–Моро – 58
– Хана–Банаха – 31

Умова
– мiнiмуму гiподиференцiальна –

273
– мiнiмуму квазiдиференцiальна –

273
– мiнiмуму субдиференцiальна – 115
– Слейтера – 238

Функцiя
– вiдстанi до множини – 153, 190
– власна – 50
– гiпердиференцiйовна – 342
– гiподиференцiйовна – 342
– додатньо однорiдна – 64
– замкнута – 55
– iндикаторна – 52, 56
– квазiдиференцiйовна – 239
– квазiдиференцiйовна апроксима-

тивно – 317
– квазiопукла – 66
– – сильно – 74
– – строго – 72
– кодиференцiйовна – 342
– кодиференцiйовна двiчi – 367
– Мiнковського – 29, 56
– напiвнеперервна знизу – 55
– опорна – 29
– опукла – 50,51
– – за вiдношенням порядку – 80
– – логарифмiчно – 76
– опукла неперервна – 53
– спряжена – 55
– Шеплi – 335

Шатро – 137
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