4. Linearni diferencialni rovnice — rovnice 1. radu

Y+ px)y=q(x) 4.1)
Llyl=y"+ p(x)y,p, q, jsou spojité na I = (a,b), a < b.

Z obecné teorie vyplyva, Ze mnoZina vSech feSeni rovnice (4.1) na intervalu / (tzv. obecné
feSen{) je mnoZina

y+ker(L),
kde y je libovolné vybrané feseni partikularni (na 1), tj. feSeni rovnice s pravou stranou ¢,

L[y]=gq, 4.2)
a ker(L) je mnoZina vSech feSeni pfidruZzené rovnice homogenni, tj.
yeker(L) < L[y]=0.

Skute€nost, Ze se ddle vZdy bude jednat o feSeni na intervalech spojitosti funkci p, g, nebude
dale jiz zdiraznovana.

Dile je znamo, Ze dim(ker(L)) = 1 a tedy kaZzdé nenulové feSeni ptidruzené homogenni
rovnice je bazi ker(L). Lze tedy kazdé feSeni rovnice (4.1) psét ve tvaru

y=3y+cy
kde y; je baze prostoru ker(L), tj. L[y,]=0, y, #0 a c je n&jakd konstanta.

Uvedenymi poznatky jsou motivovany déle uvedené kroky feSeni rovnice (4.1).

Postup FeSeni linearni diferencialni rovnice 1. Fadu
1. Vyhledéani baze mnoZiny vSech feSeni homogenni rovnice (stanoveni fundamentdlniho
systému), tj. nalezeni funkce y;, L[y,]=0, y, #0.
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2. Stanoveni partikularniho feSeni y, tj. nalezeni alespon jedné funkce, ktera fesi dif.
rovnici s pravou stranou q.

3. Konstrukce obecného reseni ve tvaru
y=J+cy

4. Je-li feSena pocatecni dloha, stanoveni konstanty c tak, aby feSeni vyhovélo po¢atecni
podmince (pfizpiisobeni konstanty).



Fundamentalni systém. Homogenni diferencidlni rovnice 1. fadu je separovatelna,

p(x)+Ly' =0.
Odtud dostaneme

jpuﬁkHMyhc

a tedy bazi ker(L) muze byt kterdkoliv nenulova funkce z ddle uvedené mnoZiny, tj.

—Ip(x) dx

y, € ke .y, 20, ke R—{0}. 4.3)

Obecné feSeni homogenni rovnice je moZno zapsat ve tvaru

yx)=cy (x), 4.4)
kde c je libovolnd konstanta.

Partikularni FeSeni. Metoda ,,variace konstanty*.

Ke stanoveni partikuldrniho feSeni touto metodou vyuzijeme znalost baze y; odvozené

v ptedchozim kroku. Partikuldrni feSeni hleddme ve tvaru souc¢inu pomocné funkce c(x) a
funkce y;(x), tj. ve tvaru

y(x) =c(x) y, (%) 4.5)

Dosazenim soucinu c(x) y;(x) do rovnice (4.1) za y odvodime diferencidlni rovnici pro
pomocnou funkci c(x). Vzhledem k tomu, Ze y;(x) je feSeni ptidruZené homogenni rovnice,
pomocnd diferencidlni rovnice pro c(x) bude feSitelna ptimou integraci. Nazev metody ma
puvod v porovnani formuli (4.4), (4.5). Formule (4.5) vznikne z formule (4.4) zdménou
konstanty za néco, co je proménné, ,,variantni.

Dosad’'me (4.5) do (4.1). Dostaneme

(c(x)y,(x)) + p(X)ex)y, (x) = q(x) ,
odtud po tpravé

c’(x)y,(x) + (%) y{(x) + p(X)c(x) y, (x) = g(x),

(0, () + () (y/ () + p(0) y, () = ' (x) y,(x) = q(x),
tedy

=99 (4.6)
»(x)

Pomocnou funkci c(x) ziskdme z (4.6) piimou integraci, dosazeni c(x) do (4.5) ziskdme
hledané partikularni feseni. Partikularnim feSenim je tedy kterakoliv funkce y z déle uvedené

mnoziny:



fe v, ([ L2 () : (4.7)

Obecné Feseni. Je-li cilem vyhledat mnoZinu vSech feSeni rovnice (4.1), pak tloha kon¢i
zéapisem formule

y(x)=J(x)+c y, (%) (4.8)

kde funkce y a y; byly stanoveny v pfedchozich krocich a ¢ je opét libovolna konstanta
(redlnd, nebo komplexni). Souhrnné:

- [P

y, € ke , 3,20, ke R—{0}, y(x)eyl(x)_[ o dx . (4.9)

)

Pocate¢ni podminka. Je-li navic zaddna pocatecni podminka y(x,) =y, , z rovnice (4.8) je
dale tfeba vypocitat konstantu c. Dostaneme pro ni rovnici

Yo = V(X)) +cy,(x,). (4.10)

Je tfeba dét pozor na vybér fundamentélniho systému a partikuldrniho feSeni. Ve vzorcich
(4.9) je tfeba vybrat takové funkce y a yj, které fesi dif. rovnici na néjakém okoli bodu

[x0, Yo]. Tento problém vsak lze feSit obecné. Vhodny vybér funkei 1ze provést takto:

—j;p(t)dz

j q()

y(x)=e , Y(x)=y,(x) dt Pro konstantu ¢ z (4.10) pak dostaneme ¢ = yy.

j:p(r)dr

Zavedeme-li pomocnou funkci U vztahem U (e, ) =e , pak feSeni pocédtecni ulohy lze

psét ve tvaru
V@) =U %)y, + | UlrDg() dr. (4.11)

Jak vyplyva ze vztahu (4.11), na linedrni diferencidlni rovnici se miZzeme divat jako na
systém se vstupem ¢, vystupem y a vnitinim stavem yy v ,,okamZiku* x, ktery lze uplné
charakterizovat funkci U.

—_— U [

bo

Prvni ¢len v rovnici (4.11) popisuje autonomni chovéni systému zavislé pouze na jeho
vnitfnim stavu yy v ,,okamziku* x, je nezdvislé na jeho vstupu ¢ a jeho vyvoj Ize na vystupu
pozorovat, pokud g = 0. Druhy ¢len v rovnici popisuje odezvu systému na vstup g a je




nezavisly na vnitinim stavu yy. Uvedend interpretace vlastnosti je ilustrovdna nasledujicim
obrazkem.

Stanovte obecné feSeni rovnice y' +Ly=1x. (4.12)

Funkce p(x)=+ ag(x) = x jsou spojité funkce na intervalech (— oo, 0), (0,+ o), na téchto
intervalech je zaruc¢ena existence a jednoznacnost feSeni dané rovnice.

Reseni homogenni rovnice.
1
_ _I}dx _ 7 —Inlxl _ k . .. ,
= ke = ke =Tl Z této mnoZziny funkci vybereme
X
bazi mnoziny feSeni homogenni rovnice (fundamentdlni systém). Pro x > 0 poloZme k = 1,

dostaneme y,(x) =+, pro x < 0 poloZme k = —1, dostaneme opét y,(x) =+ . Za bazi mnoZiny

~[pax

Podle (4.3) mame y, € ke

feSeni homogenni rovnice I1ze na obou intervalech zvolit funkci kterd je urcena stejnou formuli
—1
Vi (x) — X
Reseni partikularni

Partikularn{ feSeni hleddme ve tvaru y(x) =c(x) y,(x) = c¢(x)+, dosazenim do rovnice (4.12)
nebo pouZitim odvozeného vzorce nakonec dostaneme

=|n

50 10 L= 4 [2 =4 [0 dr=t (50c) =40+
1 X

Zvolme Px)y=1x".

Obecné FeSeni: y(x) =1x*+cL naintervalech (— oo, 0), (0,+ o).
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Graficka ilustrace obecného



