ALGEBRAI TOPOLOGIA - 26. TETEL

NASZODI MARTON

Kérdés 0.1. Hogyan latjuk be két topologikus térrdl, hogy nem home-
omorfak?

Valasz 0.2. Keresiink eqy topoldgikus tnvarianst, ami a két térre ki-
lonbdza.

Példa 0.3.

o Osszefiigg6ségi komponensek szama: 11,
e Fundamentalis csoport: II;
e Magasabb homoto6pikus csoportok: Ils, s, ...
o (Ko-)Homologidk (ezekrgl a kotelez6 ordkon nem  volt
SZO)IHhHg, H17H2,
Osszefiiggsségi komponensek szama:Il,
Fundamentalis csoport:IT;
Magasabb homotopikus csoportok:11s, 13, ...

(Ko-)Homologidk (ezekrsl a kotelez6 ordkon mnem  volt sz0):
Hy, H, ... (H',H?..)

A tovabbiakban I := [0, 1].
Definicié 0.4. XY topologikus terek, f,g : X — Y folytonos fiigg-

vények. Ekkor f és g homotdpok, ha AH : X x I — Y folytonos
figgvény, amire: H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z) (Vo € X)
Megjegyzés 0.5. Ez egy ekvivalenciarel4cio.

Megjegyzés 0.6. A homotopia egy ut a C(X,Y) = {f : X —
Y folytonos fiiggvény} térben, ha azt megfelels topologiaval latjuk el
(*:kompakt-nyilt topologial).

Definicié 0.7. Ha A C X, akkor az eleginsan gy is mondhatd, hogy
van eqy (X, A) térpdarunk. Két térpdar kozotti folytonos leképezések:
C((X,A),(Y,B)) := {f : X — Y folytonos figguény, f(A) C B}.
Eqy ilyen leképezést inkdbb igy jelolink: f: (X, A) — (Y, B).

Definicié 0.8. A C X. Ekkor a fenti H homotopia A-n kotétt, ha
H(z,t) = H(z,0) (Vo e Avtel)

Lx jelentése: nem kell tudni.
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1. A FUNDAMENTALIS CSOPORT DEFINICIOJA

QX,x0) :={a: I — X folytonos|a(0) = a(l) =z}
az xo-beli hurkok halmaza. Ezen eqy mdivelet: o - 3 legyen az a hurok,
ami eldszor bejdrja a-t, aztdn B-t, azaz:
[ a2t) ha 0<t<1/2
(- B)(2) := { B2t—1) ,hal/2<t<1
Legyen = az xg-ban kotott hototopia, mint ekvivalencia reldcio
Q(X, x0)-on. a hurok ekvivalenciaosztdlya: o).

Hl(X, [L'()) = Q(X, ZL‘())/ =
Az X tér (xo-beli) fundamentdlis csoportja.
Megjegyzés 1.1. A szorzés Il;-en: Két ekvivalenciaosztaly szorzata két
tetszGleges reprezentans horok szorzatanak ekvivalenciaosztalya:[a] -

(8] := |a- B]. Ez joldefinialt. A miivelettel II; egy nem feltétleniil Abal
csoport.

2. A FUNDAMENTALIS CSOPORT TULAJDONSAGAI

Megjegyzés 2.1. Ha f : X — Y folytonos fiiggvény, f(xo) = 3o, akkor
ez indukél egy

I (X, 20) — Mi(Y,v0)
. o] — [foq]

homomorfizmust.

Megjegyzés 2.2 (Annak aki szereti a kategoriaelméletet). Igy II; egy
JOP — GR funktor, ahol TOP a topologikus terek, SR a csoportok
kategoriaja, el6bbiben a folytonos leképezések, utobbiban a homomor-
fizmusok a morfizmusok.

Megjegyzés 2.3. Ha X utdsszefliggs, akkor ITy (X, xg) ~ I1; (X, () min-
den xg, z{, € X pontra.

Definicié 2.4. Ha X 1tdsszefiiggd, és I11(X) = {1}, akkor X egysze-
resen 0sszefliggd.

Hogyan szamolhato ki 11,7 Az egyik legfontosabb eszkoz a fedd lekeé-
pezés.

Definicié 2.5. A p: (X, z9) — (B, bo) folytonos térpdrleképezés fedd
leképezés, ha ¥b € B 3U, kérnyezete B-nek, amire p~*(Uy) = [[Va
,ahol [ a tdvoli unidt jelenti, és plv, : Vo — U, homeomorfizmus.
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Tétel 2.6. Legyen p: (X, x9) — (B, ng) feddleképezés.

Ekkor

Ha u eqy by-ban kezdddd it B-ben, akkor egyértelmien felemelhetd X -
ba, azaz eqyértelmien létezik u xo-ban kezdddd ut X-ben, amire u =
pou.

Ha pedig két it B-ben homotop, akkor a felemeltjeik is homotopok X -
ben.

Kovetkezmény 2.7. Ha p: (X,x0) — (B, by) fedd leképezés, akkor
Py 11 (X, xg) — 11 (B, by) monomorfizmus.

Ko6vetkezmény 2.8. I1;(S') = Z,

II,(RP") = Zy ,han > 2

Egy masik modszert ad II; kiszamitasara a Van Kampen tétele, amit
Seifert bizonyitott:

Tétel 2.9 (Van Kampen). Tegyiik fel, hogy X = X; U Xy, ahol
X1, Xo, X1 N Xy dtdsszefiiggdek, X1, Xo nyiltak X-ben, xo € X1 N Xo,
I (X1, x0) egy prezentdcidja: 11,(Xy,z9) = F(G1)/ < Ry > ,ahol te-
hdat Gy eqy generdtorrendszer a csoportban, Ry pedig a reldcidk, <> a
generdlt normdlosztd; 111(Xe, x9) = F(Gs)/ < Ry > pedig 11;(Xs, o)
prezentdcidja hasonléan, persze Gy NGy = (.
Ekkor

Hl(X,I‘()) = F(Gl U GQ)/ < RiURy U Ry9 >
,ahol R12 = {’61*(@) = 22*(ﬁ)|Va S Hl(Xl mX2,$0)} ,ahol il : Xl — X
€s 1o Xg — X.

Ez nem olyan ijeszt6, mint ahogy kinéz, egyszertien azt mondja, hogy
vedd itt is a generdtorokat, ott is és persze a relaciokat itt is, ott is.
Majdnem készen lennénk, de igy kétszer vennénk a metszetbeli hurko-
kat, ami nem OK. Erre valé Ry,.

3. A FUNDAMENTALIS CSOPORT ALKALMAZASA

Definicié 3.1. X topoldgikus tér, A C X az X retraktuma, ha Ir :
X — A folytonos leképezés, amire r|A = idy

Tétel 3.2 (Borsuk). S! nem retraktuma D*-nek.
Bizonyitds. Ha lenne r : S — D? retrakcio, akkor a
I0,(5%) = IL(D?) = ()
kompozici6 idy kellene legyen, de olyan nincs, mert ez:
75 {1y 7

Ami ellentmondas. Persze itt i : S' < D? tartalmazas. O
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Tétel 3.3 (Brouwer-féle fixpont tétel).
f: D* — D*folytonos = 3x € D*: f(z) =«

Bizonyitds. Ha nem lenne fixpont, akkkor lenne ilyen g leképezés:
8(x)

Ami egy g : D? — S! retrakcio lenne. [

Tétel 3.4 (Siindisznd). Nincs S?-n folytonos érinté  wvektormezd,
amely sehol sem nulla, azaz

Bf : S? — R? folytonos leképezés : Yu € S*f(u) Lu, f(u) # 0

Tétel 3.5. Mindig van a Fdéldon két olyan pont, ahol ugyanannyi a
homeérséklet és a nyomds 1s, azaz:

Ha [ : S? — R? folytonos leképezés, akkor van v € S? : f(u) =
f(=u).

4. MAGASABB HOMOTOPIKUS CSOPORTOK

Q0 (X, o) := {u: (I",0I") — (X, x0)} a szferoidok.
I, (X, z0) := Q.(X,x0)/a kocka peremén kotott homotopia az X to-
pologikus tér zy pontbeli n. homotopikus csoportja.
Az sszeadas: u,v € Q,(X, o)

. U(2t1,t2,...,tn) ,h30§t1 S ]_/2
(wt o)ty tn) = { 0(2t — 1,9, .., tn) Lhal/2<t; <1
u v
Azaz: Persze a rajzon a vonalak mind xy-ba mennek.

Megjegyzés 4.1. A mivelet most is 1I,-re faktorizalhato, és igy az egy
csoport.

Megjegyzés 4.2. 11, Abel csoport, ha 1 < n. Ennek igazolasa a kovet-
kez6 abrasorozattal illusztralhato:
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o 0~ v ou

v vi|iu

Az {ires részek az abran mind xo-ba mennek.

Megjegyzés 4.3. Ha 111 (X, zo) # {1}, akkor fontos, hogy a homotopia
kotott.

Tétel 4.4.
I,(S") = Z

Ennek bizonyitasahoz sziikség van a fokszdmra, aminek definialasa-
hoz sziikséges a kovetkezs fejezet.

5. EGY KIS DIFFERENCIALTOPOLOGIA

Kulcsszavak 5.1. 2 Topoldgikus sokasdg, sima sokasdg, térkép (egy
nyilt halmaz, ami homeomorf R"-nel, és mellé a homeomorfizmus),
atlasz (sok térkép, amik lefedik a sokasdgot), sima atlasz (ha a tér-
képek kozotti dttérés figguények sima R" — R™ leképezések), érin-
totér, érintdleképezés (f : M —— N esetén eqy p € M pontban:
dfp, : T,M — Ty N linedris leképezés ... ), zdrt sokasdg (kompakt,
perem nélkiili).

Definicié 5.2. Egy sima sokasdg iranyitott, ha adott eqy olyan atlasza
{Ui, di}ier, hogy az dttérésfigguényekre igaz, hogy:

det J(¢; 0 ¢;') > 0
minden pontban. Itt J a Jacobi mdtrizsza eqy R™ — R"™ leképezésnek.
Definicié 5.3. M™ N™ sima sokasagok, f : M — N sima leképezés.
x € M kritikus pontja f-nek, ha rang(df(x)) < n, azy € N kritikus

értéke f-nek, ha 3x € f~Y(y) kritikus pont. y € N reguldris érték, ha
nem kritikus érték.

Definicié 5.4. M™ sokasig, N C M. Ekkor N részsokasdg, ha M-
nek van olyan atlasza, amelyen N minden térképen R™ eqy alterére
képzddik le.

Ez az algebrai topologia kurzus harom tételt hasznal a sima sokasa-
gok elméletébal:

2Ezeket ismerni kell, de nem definislom.
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Tétel 5.5. M™ N" zdrt sima sokasagok, f : M — N folytonos leké-
PezEs.
Ekkor f approximdlhato simdval.

Megjegyzés 5.6. Ez itt egyenletes approximacio, azaz vegyiink egy met-
rikdt N-en, adott € > 0. Ekkor dg : M — N sima leképezés, amire
p(f(z),g(z)) < e, minden z € M pontra.

Bizonyitds. Sima Uriszon lemma, Analizis:konvolici6 egy simitofiigg-
vénnyel. O

Tétel 5.7. Reguldris érték dse részsokasdyg.
Bizonyitds. Analizis: Ez az implicit fliggvény tétel. O
Tétel 5.8. Majdnem minden érték requldris.

Bizonyitds. Sard-lemma: M, N zart sima sokasagok, f : M — N sima
leképezés.
Ekkor a kritikus értékek halmaza zart, sehol sem stird N-ben. [

Mar ezek segitségével is belathatdé néhany nemtrividlis topologiai alli-
téas:

Allitas 5.9. f:S™ — S™ folytonos, m < n.
Ekkor f nullhomotop

Bizonyitds. Approximaljuk siméaval. Annak a dimenziék miatt minden
értéke kritikus érték. De a kritikus értékek halmaza nullmértékid, azaz
van olyan érték, ami kimarad. Azaz a leképezés valojaban S™\{pont}-
ba megy, de az homeomorf R"-nel, ott viszont minden nullhomotoép. [

Ennek az egyszeri allitasnak tobb kovetkezménye is van:

Ko6vetkezmény 5.10. S™ nem homeomorf S™-mel, ha n # m.

m

Kovetkezmény 5.11 (Dimenzi6invariancia). R™ nem homeomorf

R™-mel, ha n # m.
Az allitashoz hasonléan bizonyithato:
Tétel 5.12 (Altalanos Borsuk tétel). M kompakt peremes sima soka-
Sdg.
Ekkor nem létezik r - M — OM retrakcio.
Kovetkezmény 5.13 (Brouwer fixpont tétele). f : D" — D™ foly-

tonos leképezés.
Ekkor van x € D™ : f(z) ==«
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6. FOKSZAM

M™ N™ zart sima sokasagok, f : M — N sima. y € N regularis

érték.

A mod 2 fokszam: degs fy == | f~(y)|.

Ha M, N iranyitottak is, akkor beszélhetiink egy x € M, f(x) = y pont
elGjelérdl: x reguléris pont, ezért a kornyezetében f "olyan, mintha egy
teljesrangi R — R™" leképezés lenne. Van tehat Jacobi matrixa, és
azt lehet mondani, hogy:

Ha det(Jf) > 0, akkor x pozitiv, ha det(Jf) < 0, akkor x negativ.
Tehat elGjelesen is osszesszamolhatok: degfy := #af 1 (y).

Az "olyan mintha ..." érvelés persze azt jelenti, hogy itt is ott is
térképeken nézziik f-et. A térképvaltasnal pontt azért nem valtozik a
determinans elGjele, mert M, N irdnyithatoak. Persze a determinéns
értéke nem jol definialt, térképfiiggd.

Megjegyzés 6.1. e Ha f = g, akkor degp) fy = degp)gy, feltéve,
hogy y kozos regularis érték.
e y,z € N regularis értéke f-nek. Ekkor deg) fy = deg) f=.
Azaz deg) csak f homotopiaosztalyatol fiigg.

7. ALKALMAZAS

Tétel 7.1 (Siindiszno). A 2n-dimenzids sindisznd nem fésilhetd meyg,
azaz nincs S*-en folytonos sehol sem 0 érintd vektormezd.

Tétel 7.2 (Borsuk-Ulam). f:S™ — R™ folytonos.
Ekkor van x € S™, amire f(x) = f(—x).

8. POINCARE-HOPF TETEL

Definici6 8.1. Egy Q C R" tartomdny, melyre 02 sima hiperfeliilet
Gauss-leképezése:

N — St

r — v(x)

0

,ahol v(x) az x-beli killsé normdlvektor.

Definicié 8.2. 2 C R” tartomdny, v : Q — R™ sima lek., p izoldlt
null-hellyel. Indexe: ind,(p) := deg(qy : S° — Sl

Tétel 8.3 (Hopf). Q@ C R” tartomdny, melyre OS2 sima hiperfeliilet,
v : Q — R" véges sok null-hellyel: py, ..., px eqyik sem a peremen.
Ekkor Y ind,(p;) = deg(Gauss-leképezés a peremen).
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Tétel 8.4 (Poincaré-Hopf). M zdrt sima sokasdg, v érintd vektormezd
véges sok nullhellyel: py, ..., px.
Ekkor > ind,(p;) = x(M)

Definici6é 8.5. Véges CW-komplezus Euler-karakterisztikdja:

i=1
,ahol ¢; az i-dimenzids lapok szdma.

Hogyan van vektormezdének indexe?
Lokalisan M homeomorf R™-nel, mondhato tehéat, hogy lokalisan a vek-
tormezd egy R™ — R"™ leképezés.

9. FELULETEK

Feliilet: kompakt perem nélkiili zart sokasag.
Szimplicidlis komplexus: Véges sok szimplex Osszeragasztva ugy, hogy
barmeéy ketts metszete, ha nem iires, akkor lapja mindkettGnel.
Egy X topologikus tér triangulacioja: egy homeomorfizmus egy szimp-
licidlis komplexussal.

Allitas 9.1. Minden felilet trianguldlhatd.

A triangulécio ad egy sokszogesaladot: véges sok sokszoget Osszesen

paros sok oldallal, az oldalak parokba rendezve, a parokra pedig meg
van adva, hogy milyen irdnyban kell 6sszeragasztani Gket.
A sokszogesaladbol egy sokszoget lehet Osszeragasztani, ha a feliilet
Osszefiiggs. Majd ezt a sokszoget tigyesen felvagva, ujra Osszeragasztva,
véges sok ilyen transzforméciot végezve eljutunk a kanonikus feliiletek-
hez.

Mik a kanonikus feliiletek?

Vegyilink egy 4p szoget és irjuk az oldalaira sorba az
ay, by, a;t, byt ag, by, ayt byt .. kifejezéseket. Az azonos  bettivel
jelolteket kell Osszeragasztani, de mint azt a kitevs jelzi az egyiken
oramutatd ellen menve a masikon oraszerint haladunk. Az Osszera-
gasztas utan kapott iranyithato feliilet jele: A,.

Ap a gdbmb
Ay a k-személyes uszogumi.

A masik tipus: Vegyiink egy 2q szoget és irjuk az oldalaira sorba
az ap,dap,ds,as,... kifejezéseket. Az azonos betiivel jelolteket kell
Osszeragasztani, most azonos iranyban. Az Osszeragasztas utan kapott
nem iranyithato feliilet jele: Af.

Ay a projektiv sik.



