
§1-5  质点运动的自然坐标描述 

 

利用质点运动轨道本身的几何特性 (如切线、

法线方向等)来描述质点的运动. 这种方法称为自

然坐标法. 

 

一、弧长方程 

在轨道上取一点作原点O , 规定沿轨道的某

一方向为弧长的正方向, 质点位置可由原点O到
质点间的一段弧长 s来确定, s称为弧坐标.  

)(tss =  
上式称为弧长方程. 弧长方程和轨道方程一起与

质点的运动学方程等价. 

弧坐标 s为可正可负的标量, 与恒正的路程是

不同的. 

 

二、相关的微分几何知识 

轨道上无限接近的两个点所决定的直线称为

切线. 定义切向单位矢量 te沿切线, 其指向与弧长

正方向一致. 沿 te的方向称为切向.  

轨道上无限接近的 3个点确 

定的平面, 即无限接近的两条切 

线所确定的平面, 称为密切面. 

密切面取向的改变反映了曲线的 

挠曲情况. 



轨道曲线上无限接近的 3个点所决定的圆称为

曲率圆, 曲率圆在密切面内. 曲率圆的圆心称为

曲率中心, 曲率圆的半径 ρ称为曲率半径, 曲率半

径的倒数 ρκ 1= 称为曲率. 

设弧长 sPP d=′ , 显然 sdd1 ϕρκ == , 曲率κ
越大则曲线弯曲程度越大. 当轨道为平面曲线

)(xyy = 时, 可利用数学分析中的公式 

[ ] 232

22

)dd(1
dd1
xy
xy

+
==

ρ
κ

 

求曲率κ 及曲率半径 ρ . 

过轨道上一点, 与切线垂直 

的线称为法线. 法线有无限多条, 

它们组成的平面称为法平面. 

密切面内的法线称为主法线, 定义主法向单

位矢量 ne 沿主法线指向曲率中心. 沿 ne 的方向称
主法向, ne 指向轨道凹侧.  

垂直于密切面的法线称为副法线. 定义副法

向单位矢量 be 沿副法线, 指向 nt ee 
× 的方向. 

 

ntb eee 
×=  

沿 be 的方向为副法向. 

单位矢量 bnt ,, eee 
两两互相垂直, 并成右手螺

旋关系.  



 

三、速度和加速度表达式 

把质点的速度和加速度沿质点所在处的单位

矢量 bnt ,, eee 
“就地”正交分解, 进而导出质点的

速度和加速度表达式. 

速度沿切线指向运动的前方, 所以 0bn == vv . 考

虑到 0>s 时v与 te同向, 故 
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由加速度的定义 
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当 ϕ 的正向与弧长 s正向一致时, ϕρdd =s , 故

ρρϕ tvs ==  . 所以 
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因此    nt esesa 
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sva  == tt 称为切向加速度 , 是由于速度

ttevv 
= 的大小改变而产生的. ρρ 22

n sva == 称为

法向加速度, 是由于速度的方向改变而产生的. 

由于 na 恒正, 故a一定指向轨道凹侧, 与§1-1 中

结论一致. 0b ≡a 说明对任何空间曲线运动,加速



度a必在密切面内, 这是加速度和密切面定义导致

的必然结果. 

注意原点O的选定和弧长正方向的规定! 

在自然坐标描述中, 需要已知质点运动的轨

道, 而对轨道的数学描述又需要一个坐标系, 所

以必须掌握自然坐标描述中的物理量与其他坐标

系中的物理量之间的联系. 建立这个联系的基本

依据是: 速度v和加速度a在不同的描述方法中有
不同的表达形式, 但它们的大小和方向是惟一确

定的. 

例题 1 半径为R的铁圈上套一小环P , 直杆OA

穿过小环 P并绕铁圈上O点以匀角速度ω转动. 求
小环P的运动方程、 轨道方程、 速度和加速度. 
解 曾用如图所示建立极坐标系求解.  
此例题也可用自然坐标法求解:  以 1O为原点，

规定弧长正方向如图所示.  
轨道已知，弧长方程为 

)(2 0θω += tRs  
速度和加速度为 
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比其它方法简单! 
自然坐标描述并不是自然坐标系中的描述. 
请读者验证: 

(1) 不同方法中 av , 表达式不同, 但它们对描述 P



点运动是等价的; 

(2) 不同方法中 av , 的大小和方向是惟一确定的. 

 

 

 

例题 3 已知质点的运动学方程为 
 

tRx ωcos=  
tRy ωsin=  

thz ω
π2

=  

（ hR ,,ω 为常量） 
 
试分析质点的运动，求切向加速度、法向加速

度及轨道的曲率半径。 
解 质点轨道为半径是R的圆柱上面的螺旋线，

螺距为h，如图所示 
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由(1)式可知质点运动速率 



=+=++= )4( 222222 πω hRzyxv  常量 

所以切向加速度 0tt == va  ，因此法向加速度 aa =n ，

由(2)式可求出 2222
n ωRzyxaa =++==  . 则 
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读者通过本例题应领悟自然坐标描述与直角

坐标描述之间的关系, 并掌握求轨道曲率半径的

运动学方法. 下面我们继续分析该质点的运动, 

以期望使读者对空间曲线的几何特征有一个具体

的了解. 

以 1O 为自然坐标法原点, 并规定弧长正方向

如图所示. 速度 v沿 te 方向, 由(1)式可知 v与 z

轴 交 角 为 =)arccos( vvz 常 量 . 由 (2) 式 可 知

)(2 jyixa


+−= ω , 故 a平行于Oxy平面且指向 z轴. 

由于 0t =a , 所以a沿 ne 方向, 如图所示.  
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由 te 与 ne 决定的平面 (即 v与 a决定的平面) 为密



切面. 在主法线 PA上取 ρ=PB . 则 B为曲率中心. 

若以 B为圆心, ρ为半径在密切面内作圆, 即为曲
率圆, 曲率圆与 P点附近的轨道曲线密合. 由 te和

ne 可确定副法向单位矢量 ntb eee 
×= . te 或 ne 方向的

变化反映曲线的弯曲情况, be 方向的变化反映曲线
的挠曲情况. 
 


