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jL琏 通分割和最优区域分并分割算法 
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THE 一̂C0NNECTED SEGMENTAT10N ALG0RITHM 

AND THE OPTIMAL ALGORITHM FOR SPLlT— 

AND—MERGE SEGMENTATION 

Chen Li 

(W whon Unioersiry，W~han 4300 ) 

Abah'act：An o(ra l 1)time g-connected segmentation algorithm is givefi，here 

m iS the dimension of the discrete space=_．The Length女一limited ；L-segmentation 
iS developed and it is proved that，jf the connected quantity of the image in ． is 

nOt greater than 1／2j三 j then 0((坍一 1)1n )< 孟≤ 0((拼+ 1)h )． Aa 0(1三．1 
log：

．1 _i) t~．me algorithm for split—and—merge(quadtree) image segment*ttion is 
presented． These two algorithms are compared in theory and applications． 

Key W ords： -eon~oetecl，spHt-and-mer~e．seffm~atatlon。allrerith~  

摘 要：本文提出适用于多维灰度图象的 一连通分童[差法，其计算时间为 

o(mI三．r)；这里m为空间三-的维数．我们对 =点显佥割作了最差分析，井利 
‘ 

， 

甩长度 l一局部受限的概念，证明当圈象在 ．中的连通量不大干 ÷l三． 时， 
Z 

必须大干 o(m一 1)1n )且几乎不需要超过 D((m + 1)ha )． 

我们改进 7经典的区域分井 (四又树)分割方法，得到其时 间 复杂性 寿 

0(1三．【·1锯：l三 5)的算法，井从理论和虚甩两方面对这两种方法作了比较． 

关键调： I一连通，分并技术，分越，算法． 

一

、 引 言 

分割是在一幅图像上辨别出观察者看上去均匀的各个区域，它是图像处理和识别中 

本文得到中国科学晓青年奖励研究基金资助，于 1959年{月25日收到．怍着舟绍皿奉讨第3期． 
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的一类重要方法“ ．最近，Wilson和 Spann(1 988)有专著论述这一专题 ．常见的分 

割方法有：阚值分割、聚类分割、区域生长分割和边缴检测与跟踪．其中区域生长分割 ， 

特别是四叉树区域生长分割一直为人们所重视 ． 

区域生长分割的思想是 Gr~msdale提出的 ，它是在区域中寻求一点然后由这一点 

根据均匀性的准则生长扩充．四叉树分割是使用二维分裂与合并技术去扩充区域；在高 

维时，这种方法称为区域分并分割，它被认为是一种高级分割方法 ． 

本文根据 l 984年我们提出的 i一连通概念 ，汪明了 一连通不仅可以作为一种分类 

方洼，而且可以是一种分割方法，称之为 一连通分割． 我们设计 了一个最优算法去实现 

卜连通分割．最近，我们还扩充了 一连通的内涵，讨论它与智能拟台的关系，并证明任何 
一 种模式分类都等价于某度量空间上的 一̂连通分割 

本文改进了经典的分井分割算法，证明了改进后算法的计算时间为0(1 ．Ilo l ．j)， 

这一结果达到了最优．最后，我们比较了 z一连通分割和区域分并分割，井综台这两种分 

割简述了正则 一̂连通分并分割． 

二 、五一连通分割与受限 jL一连通分割 

我们先描述阕值分割，不妨以二值图像为例．设 ．为，，I维网格空间， ： ．一 {O，l} 

是 ．上的二值图像．如果 ， 是 。中的两邻点，当 s( )一 (一)时，称 PJ一 ( ， 

s ))和 一一 ( ，s( ))为连通．根据 Tadan的先深(宽)查找算法 ，阈值分割算 

法如 下． 

算法 A： 

gtep l 对 2-中任一点 ，在 ，上打 书标记，即 L( ) 木．颐序检查 的各邻点 ，如果有 ，使 

is( ，一 # )l- 0， 且 L( ) 车、卑卑，姒 l ．重复 Step 1． 

。‘ep 2 如果关于 点没有上述的邻点 存在，々 L( ) 丰车，找至 进入 的点Y，退回y，即 

f々一 ，返 回 Step[． 

．显然，打上标记 {{ 的点构成图像 s的一部分．如对算法 A稍作修改就可以找到 

5的所有部分． 

没s是 上的灰度图像， ：三。一 [0，1】；如仍然使用算法 A，邪么划分出的连通 

块有时会很小，而且不能抗干扰． 在文献[9，10]中，我们对两邻点 ，y定义象点 和 

P，的连通度为 

， 一 { 一 十 b ≠。 f( ， )一{ 1 s0)十 ( ! ⋯ 。 ⋯ 。 (1) 
L1 否则 

设 是一条长度为 {的路径，即 · ( ， )一 ⋯ ，其中 ，新+．是邻接的．在大 

多情况下要求 是简单路径．称 

cP( )一 mM c(A ， ⋯) 一 0，·-一，t一 1} (2) 

为路径 gZ"上 的连通量． 

上任丽点 ，，9的连通度定义为 
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c(P， )一maxlC／'(=)l 一 ( ，y)为 ．中的路径， 

且 P一 ( ，s( ))及 q一(y，s(，))} (3) 

定义 1．称 P’q为 一连通的，如果 c(p，9)≥ z，“；[O，1】． 

容易证明，由(1)，(2)和(3)确定的连通度在 一连通的意义下构成一等价关系，因而 

可以用于分类．然而，使 i一连通构成等价关系的连通度函数是很多的，它只需满足以下 

三个条件即可：(i)c(p，g)≤ ， 为一常数；(ii)c(e，9)一 c(q，P)；(iii)c(P。 

q)≥ mia{C(p，r)，C(r，q)}． ‘ 

本文依然讨论由(1)、(2)和(3)确定的连通度，它已成功地用于地球物理数据处理“”． 

不难看出，P和 是 l一连通的当且仅当存在一路径 知，xlt)一 却 ·-- 一- ，这 里 

P一 ( ， (如))和 g ( ， ( ))，使 Vic(( ， ( ))，( +l， gi+ ))≥ z．这样，我 

们仅需稍微修改算法 A，就可获得 一连通分割算法了． 

算法 ： 

Step l 对 中任一点 ，在 上打上术标记，即 L( ) 术，顺序检查 的各郇点．如果有 ， 

使 c(( s0))，( ， ( )))≥ 且 L( ) 术， 雄；剜 抖一 ．重复 Step 1． 

Szep 2 如果对点 没有上述的点 存在，那么令 L(P) 丰卑，并找到进入 的点 ，退回 Y即 

x~v．-y
． 返 回 Step 1． 

打上jI％标记的就是一个 l一连通部分．由于 三．中的一点至多有 2m个直接邻点 ，或 

至多有 3。一 1个任意邻点(在 矗 中为 4一邻接和 8一邻接)．那么有 

引理 1．在一个 0(，，，l 。1)时间的先深 (宽)查找算法完成 一连通分割．如果邻点 

定义是非直接的，该算法的计算时间为 o(3 l ．I)． 

后文主要讨论直接邻接，任意邻接可类似考虑． 、 

引理 2．设 P和 g是 通 过 长 为 的路 径 一连通的，那 么 ( )， ( )最 大 可 达 

(羔 三)’．这里，一( ， ( ，))及q一(新， ( ))． 

证明．设路径 一 ( 1)一 如 -·- 上的连通量不小于 z，这里 一 ，，， 

xt一 ．所以 

．- ≥ - 1s( )十s( )1 

不妨设 (‰)≥ ( )，那么 

s(=O／s(=O≤ (2一 )，i 

又因为当 ( )≥ ( )≥ ⋯ ≥ s(xI)时达到极大．所以 

一  一

器 · ⋯’ ≤(孕 ) ㈤ s(9)s( t) s(x．)s(x ) s( ) ＼l， 一 
上不等式中“等于 是可能出现的．证毕． 

上述讨论告诉我们，尽管 一连通抗干扰，并有一抉速算法去实现，但盲目使用将导致 

较大的误差．为了保证分割的合理性，必需限制误差的范围． 

定义 2．弥 一连通是 局部受限的，如果对任意长度不大于 {的路径 ( ．，如)，当 

cp( ( ，，x日))≥ 时，有 s(x，)／s( )≤ 1+ 。l， l≥0． 
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引理 3． 对于 局部受限的 一连通，设 8·给定，则 l可取的最小值为 

l 一2t(1十V1+ 8t)． 

定理1． 局部受限的Z--连通是一个等价关系，这里l∈E2I(I+V1+ )，1】． 

证明 只需证明传递性．设 p和 q， q和 ，分别都是 局部受限 一连通的，即存在 

n( ，， 日)和 ( 口， ，)使 cP( ( ，， 口))≥ 及 Ce(n(#日，#，))≥ ． 如果 f) 

或 (如， )的长度不大于 {，那么 s( )，s( )≤ 1+ 6 或 s(轴)，s( )≤ 1+ 1． 

设 置l为 ( ．’却)的长，屯为 ( ， )的长．如果 + {，> {，则 ( ，， )一 

．⋯ 轴⋯  不在限制范围内，因而满足条件． 

如果 + ≤ {．由引理 2、3得 

跏 s( ≤(互 ) 
及 

s( )， )≤f ． ． 

推出 

s( ，)ts(x，)≤ (s( ，) ( ))·(s( )，s(番)) 

≤(孕 ) ≤(—孕 ) ≤1 4．s~． 
所以 ，r是 局部受限 l一连通的．证毕． 

局部受限的 l一连通分割算法与算法 基本相同，只要先根据 和 Bl计算出l的取 

值范围即可；其计算时间仍为 0(m】邑．})． 

三、局部受限的期望值 

在上节中，如果 ≈较小，则分割过粗误差大；如果 ％较大，则分割过细，类别过多．于 

是问， 为何值时合理?下文根据随机图论的知识来估计 的期望值． 

设 G 一( 。，E )是随机图，(4，5) E 当且仅当 ( ，6)在 。中邻接且选择 

(口，6)的概率为 

Bltll t m维超宜方体中有2’一 r维超立方体． 
⋯  

引理s．m维超立方体中度为m+ 的点数为( 一2) f 1 2一～，其中 为超立方 
、 c ， 

体的边点数． 

上述两引理的证明从略． 

定理z边点数为 的m维超立方体三。中点度数的期望值为(i-I'-旦= )-． 、 ■ ， 
证 明 根据引理 5，点度数的期望值为 
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： !二 + 二： 冒 一 且u————— _—— —m+ 三o__—— 

由于l 。l一 一(一一z+z -2 
。

；
。z。 (?)(一一zy 

考虑( +2)-一妻2一一彳 1 于是 
i‘ 0 、 I 

- 

一 奎 一(_ t 
= 0 、 f ／ 

故 

． dx ：一(冒 一 咖 ‘ 
’ l一 一2 ⋯  

即 

冒 一 一(-十 ) 证毕． 
设 为 G，一 ( ．，E，)中长度为 的路径的个数的期望值 ，不难证明． 

·坍 · ≤ El< · · ( ) 

我们还看到，如果p·E >-即p>[(-+旦 三)mr‘， 
这将给我们的计算带来困难．设图象s在 ．中的连通量为： 

cn(s， ．)一÷∑ c(g，r) 
‘ 口-， ■ 

那么 是 的非减 函数． 

(6) 

假设均匀分布，即可设 cn(s， 。)一 1 E ·l 
．J· 如果 cH(s， )≤ i ．I， 

≤[( +旱 )m ‘ 
定理3．当CH(S，占-)≤i1 l三．『时，有 

(i)如果t>(m+1)ln一／一ln[(1+旦亏三) 1，邵么几乎所有的 上的图 
像都没有长度为 的路径． 

(ii)如果 {≤ (m一 1)1n ／一h(mp)'那么几乎所有的 三．上的图像都 有 长度 为 

的路径． 

证明 事实上定理 3的证明等价于证明： 

(i)e(xt>o)。 。，当走>( +1)h一／一In【(T+ '兰)坍 】时， 
(ii)P( > 0)一 l，当 t≤ (m 1)la ／-- t~( P)随； 是周上长度为 七的路 

径的个数． 

． 令一 [(-+ )叫 一-，即 
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一 一／一 K-十 })m 1 ( ) 
若 > ，不妨设 ≥ + ，，根据(5)有 

< n [(t+ J-)m 1 
<  

} J P J 

如果⋯ tn ／ [( + 三) Pj，则 
E‘< 一0 (。) 

故有 p(x·> 0)一 0，所以({)成立．事~ I-F,要 

r一一I丑，( )／k【(1+ _一2_)mP1，，(一)一。o即可． 
现在我们来证明(ii)．已知 

P(x。一 0)≤ l旭 {， ；为 xt的方差。 

显然，如果e(x 一o)一0，则r(xI>o)一I．白为e(xt≥0)一0，而P( >0)一 
p(xt≥ 0)一 e(x 一 0)．设 EIt·为 xt的二阶原点矩，则 

基一 (9) E{ { ’ 
我们知道，如果 舅 (G)是巢一类 一 {F．，F -·}中6的导出子图的数目“ ，有 

( (G))一 ∑ P(G包含F 和F ) 0 o) 

本文中的 Er意指恰有长度为 f(?一 0，l，···， )的路径对之和，即 

E ≤ }· ，+ {∑ (走一f)(E4p) 

{w ·· ： 

一o ≤爱≤丘 
由(5)得 

P( 。。 葫 
设 ’一 ，( )，，( )一 ∞，有 

一 [辫ln 一 In『( )】／
．

- k(埘p) (̈ ) 

当 t≤ 时，P( 一 0)一 0．特别地，当 )一 时，我们有 一 (m一 1)ln ／一 

In(m ．(ii)得证．证毕． 

如果图像的连通量c封 ，=-)>i1 I三一 ，上述证明的某些过程不收敛，也就是l与 

Iz．。或正比． 
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四、改进的二维图像四叉树分割 

区域生长分割常常用平均亮度作为均匀性准贝lJ ． 这一准则不能保证分割结果构成 

数学上的分类，这样连通性算法将不能使用．解决这个问题有两种方法，其一是针对性的 

给出启发函数 ． 其二就是采用四叉村区域分割方法．如果图像不是二维的，四叉树分 

割称作区域分并分割 ．它使用分并 (divide—and—conquer)策略，以小区域代替象素 

去生长，主要优点是降低了对噪声的灵敏度． 

设 ：的边长为 一，一一 2‘．对于某确定的 8，如果区域 c 满足： 

Vx∈ (1 ( )一 ∑ ( )l≤§) (1 2) 、。 InI 
ye 。 

那么称 是均衡的，也可以把 ( ， ( ))作为一连通部分或一块． 

我们先从一个简单的例子来看区域生长分割．设图 1所示的图像 ：蜀一 {0，o} 

( ． 皇： 

图 1 

2，S) 

／ i j＼  
· · · · ·0· o、· (13) 
● ● ● ● ● ● O ● 

是非均匀的，我们分上式图 1为四份，见图 2． 

然后看其第--)L子结点见图 3． 

： ： 

／』 

图 3 

周 2 

( 。 

肘 ( ，lJ． 

( ，，) 

图 ● 

图 3第一子均衡，进栈 ( ，1)，第二子进栈 (女十 1，1)，⋯ ；直到四子均进栈． 然 

后合并，觅图 4． 

其余 ({十 1，·)，⋯ 清霉待用．类推，我们得到四个栈的内容见图 5． 

曰 曰 曰 曰 

合并这四个栈(横放)见图 6． 

凰 5 
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M ‘ ，2】 朋 ( ，ll 

图 6 

可见，一个栈是某次分解的结果．上述过程的时间复杂性为： 

(一)一 r( )+c· (詈) (t ) 

式(̈)中 (詈)为合并所需时间， 为常数． 

合并即是在两个栈中检查有无两相邻且均衡的块． 由于每个栈可能有号×导个 

元，那么邻元检查时间一般估计为0((詈) )，由(1 4)得 

(一)一4 (；)+ ‘ 一0( )一o(Ix：『 ) n5) 
上述分析表明减小整个算法的时间荚 键在减小合并时间．下文讨论这个问题． 

首先对栈中内容作些加强，称被用于划分的区域为基区域，一个栈对应一个基区域． 

不妨用 ({)，{一 I，2，·--，表示各个栈，用 M(走， )， 一 1，2，·--，丑({)表示第 {栈 

中的第 l块，M({，f’j)表示第{栈中，第 j块的第 i个元素，令 

一 ∑ s( ) 
fE (t．J 

— fM({， )『 

min一 s( )，max一
， 

0) 

eR(1， )一 (口， ，rain，msx) 

显然，Imin一三l≤B＆lmax一 l≤B也是均衡的充要条件，并设 1 } l 

f(赶，f，t)一 (盘，f，t+ I) 

√ 屯‘‘- 。) (16) 

f(走，f， )一 木 

({，f．1)一 

而 对于任一点 ，令 ( )一 {，，( )一 r和 i( )一 ，即是 M({0)，f( )，f( ))一 ． 

设有边长为 ，的四个待合并的基区域(如图 7)合并算法见算法 B． 

圈 
算法B：分并分割的合并算法 

图 7 
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begin 

f·f ：l t tO t+ 3 do hegln 

fof L：一 I t。B(K)do begin 

stsr( (x，L))：一 木术； ：= l；，：一 ( ，L， ) 

： 0 在台并的边界上)then begin 

while(P 是 p的外邻点)do begin 

it(st4r(吖(̂( )，，( )) 木木)then 

begin 

MIN( ，min')一 &1MAX(m m )一等 I《I【h“ 
begin 

p的后点 ，0)进栈 St*ok，以便把新链播^老链 

根据 ( )，⋯， ( )拄到 gm0 )宣 术． 

，(，)：喜 Em-u( 。)，即把原链解开接在新链之后 ． 一 

，：= 叫(， )；sta r(叫(̂( )，f(，’))_ 木幸 

goto I 

end： 

~lse 

if(，(p)一 木)then 

if(stmk )g。to 2 、 

else 

，(p)：一s+“k Top(栈顶送 ，(P)) 

end； 

end； 

eⅡd： - 

，：蛊 f( ) 

goto I 

2： eⅡd； 

end； 

end 

最后根据 ，和 把所有块存人一个栈． 

我们看到，合并总是要通过边界的，而边界点其有O(f)个，也就是说仅有0(f)个部 

分合并在一起．在算法 B中区域内每点至多经过两次，而边界点也只经过常数次(邻点个 

数为常数)．因此 

引理 B 算法B的计算时间为 oo。)． 

定理 4- 二维图像的区域分并分割的时间复杂性为 0(I岛{ ：；邑】)． 

证明 由jI理 6和(14)有 

)一 (詈)+ ·(詈y一∞ ) 
一 0(I Il0g J三zI)．证毕． 
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五 、多维图像的区域分并生长分割 

上节中的算法 B，可以推广到三维乃至多维图像．由于维数增加，基区域和台并边界 

教随之增加． ． 

定理 墨． 多维灰度图像的区域分并分割的计算时间为 0(1 ． Iog }￡ ，)． 

略证 由于一个基区域被分开成 2。个基区域，这样合并边界就有 ，，l·2一 个．这时 

算法 B的时间复杂性为 0(，，l·2⋯ ·， )一 0(，，，2 所以 

(2f)一 2。r(f)+ ·m2 l 

r( )一 O(ma log )一 O( f10譬，’ ． )． 

证毕． 

由于分井方珐导致 2"-树有 层，这样所得到的 0(1 ．110譬tl=．1)达到了最 忧．除 

非不用分并技术． 

六，两种分割方法的比较 

i一连通分割与区域分并分割相比，具有节省时空，蝙程简单的优点 ；然而后者较前者 

稳定，不会出现大的误差．在国家七 ·五攻关项目(75～54—02—08一l 2)“物探资料灰色 

． 识别方法研究”和地矿部七五项 目 三维地层层位的拓扑识别”中，我们用这两种方法分别 

对塔里东北部某工区和『cl中某工区作实际处理 ，获得了满意的结果 ，正确划分出地层层 

位．图 8是用 卜连通分割在菜测线上作出的速度层位划分，图9是用区域分并分割的结 

果． 

UNE： CDP No： ’ 

围 

在地球物理资料处理中，我们发现区域分井分割不如 一连通分割适用
． 原因是，地 

球物理数据大多星渐变特征 ， 一连通正好予以刻如，而区域分并用平均亮度准则就不 合适 

了． 

㈣㈣m～㈣ 一 
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5期 陈 溧： 一̂连通分割和最优区域分井分割算法 33l 

UNE： CDP No 

图 9 

对于一集合，如果其中每一点都与其在集合中的邻点 一连通，这个集合叫做正则 一 

连通集，它的特倒是渐变曲面或渐变流形 d ．正则 一连通不构成等价关系，用于分割只 

能采用分并策略． 合并过程的平均亮度准则修改为邻点的 一连通准则． 这就是四叉讨 

正则 一̂连通分割或区域分并 l一连通分割． 

张 兰、周东兵、翊 岱、尹云峰和王长春等同志参加了这方面的工作井使之用于实际斑料处理，地矿酃石油静 

探研究所提供宝贵的斑料。一井致谢． 
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