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ELOSZO

A mérnok-fizikus hallgatok mar a méasodik szemeszterben végeznek laboratoriumi
méréseket. Kivanatos, hogy addigra tisztdban legyenek a mérések kiértékeléséhez mi-
nimalisan sziikséges ismeretekkel. Enélkiil nem képesek a mérések korrekt elvégzésé-
re, de a laborgyakorlat legfontosabb eredményének, a mérési jegyzokonyvnek az elké-
szitésére sem. Aki tisztdban van a kiértékelés kdvetelményeivel és modszereivel, sok-
kal mélyebben érti meg a mérés lényegét, mint az, aki ilyesmir6l még nem hallott. A
gyakorlatvezetok szamara pedig felesleges ¢s kellemetlen teher, ha ezeket az ismere-
teket sietve, a gyakorlat elvégzésére szant id6 rovasara kell atadniuk.

Miutan a fizikusok kikeriilnek az életbe, a mérések kiértékelése teriiletén 1ényege-
sen tobb ismeretre lesz sziikségiik, mint amit a laborgyakorlatok megkovetelnek.
Ezért a kés6bbi évfolyamokon valaszthatnak egy joval nagyobb matematikai felké-
sziiltséget €s rutint igényld eldadast, amely elmélyiti az alapfokll ismereteket. A két
eldadas tulajdonképpen ugyanarrol szol, de kiilonb6zd szinten.

Az alapszintli el6adasban bizonyos megalkuvasra van sziikség, hiszen a masodik
szemeszterben rendelkezésre 4ll6 matematikai tudas még hianyos. A témakor megér-
téséhez sziikséges a valoszinliség-elmélet ismerete. Azon beliil is elengedhetetlenek a
matematikai statisztika legfontosabb tételei. Egy fizikusnak ismernie kell a matemati-
ka legtobb teriiletét, de megtanulasuknak kovetnie kell az anyag belsé logikajat. fgy a
valoszinliség-elméletre csak a negyedik szemeszterben keriilhet sor. Emiatt ebben a
jegyzetben elkeriilhetetlen a legfontosabb ismeretek 0sszegzése olyan szinten, ahogy
az elsé szemeszterben tanult linearis algebra és analizis alapjan lehetséges. A dolog
nem megoldhatatlan, de figyelmeztetjiik az Olvasot, hogy az itt tanultak a kés6bbiek-
ben nem mentik fel a valdszinliség-elmélet alapos elsajatitasa alol. Némi biztatast és
segitséget jelentett a valoszinliség-elmélet két nagy orosz tudosadnak, Gnyegyenkonak
¢s Hincsinnek az 1950-es években irt konyvecskéje [1], amely ezt a feladatot remekiil
megoldotta.

A magasabb szintli el6adas mar épit a fizikusoktol elvarhaté matematikai ismere-
tekre, anyaga ezért tulsagosan nehéz az elsééves hallgatok szamara. Tulajdonképpen
két jegyzetre lenne sziikség: az egyik az elsééves hallgatok, a masik pedig a
felsobbévesek szamara. Megprobaltam mindkettét megirni. Azt tapasztaltam, hogy az
elébbi hemzseg a bizonyitatlan allitdsoktdl, az utdbbi esetében pedig az egyes fejeze-
tek bevezetd példai megegyeznek az el6bbiben talalhatd példakkal. Ezért célszeriibb-
nek talaltam a két jegyzetet egyesiteni, és csillaggal megjeldlni azokat a részeket,
amelyek elolvasasa nem ajanlhat6 az elsdévesek szamara. Ez rogton lehetdve teszi az
érdeklddo elséévesek szamara, hogy az anyagban annyira mélyedjenek el, amennyire
érdeklédésiik szerint kivannak, és matematikai ismereteik engedik. Igy talan sikeriilt
olyan jegyzetet a keziikbe adni, amelyet késObbi tanulmanyaik, s6t kutatomunkajuk
végzése kozben is ki-kinyitnak majd.

A mérések sokfélék, és mindegyik kiértékelésének megvan a sajat modja. A méré-
sek kiértékelésével szamos konyv [1] foglalkozik, mindegyik tartalmaz képleteket és
kidolgozott példakat. A fiatal fizikusok munkéjuk soran azt fogjak tapasztalni, hogy
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gyakran nagyon nehezen vagy egyaltalan nem talaljak meg ezekben a konyvekben az
éppen végzett mérés kiértékelésére vonatkozd képleteket. A legbiztosabb és a leg-
gyorsabb ilyen esetekben, ha ezeket sajat maguk levezetik. Ezért a mérések kiértéke-
1ésével foglalkoz6 miiveknek fontos része a képletek levezetése, mert ennek modsze-
rét érdemes megtanulni. gy nem johetiink zavarba, ha nem taléljuk az éppen keresett
formulat. A 6. fejezet (amely foleg a felsébbévesek szdmara késziilt) tartalmaz egy
altalanos formalizmust, amely szerint elegendd az illesztofiiggvényt felirni, a mért
értékek szorasait meghatarozni, €s az altalanos formalizmusbol kozvetleniil le lehet
vezetni a konkrét probléma megoldasat.

Nem ritkan nagy tomegii mérési adatot kell kiértékelniink. Ez csak szamitdgép se-
gitségével lehetséges, amihez valamilyen programra van sziikségiink. Tobb ilyen
program is létezik, amelyek a mért adatok sokkal mélyebb és alaposabb elemzését te-
szik lehetdvé, mint amit kézzel vagy zsebszdmoldgéppel elvégezhetiink. A jegyzetben
igyekeztem ezt a koriilményt figyelembe venni: nem csak a kézzel alkalmazhat6, ha-
nem a szamitdgépre vald algoritmusokat is ismertetem. A tapasztalat azt mutatja,
hogy sulyos tévedéseknek van kitéve, aki anélkiil alkalmaz masok altal irt programo-
kat, hogy azok alapelveivel kell6 mértékben tisztdban lenne, és alaposan ismerné a
programok alapjaul szolgal6 algoritmusokat.

A jegyzetben szdmos példa talalhatd az eldadott mddszerek illusztralasara. Ezek
egy része nem valosagos mérések eredménye, hanem szamitogéppel szimulalt “méré-
seké”. Ilyenek kiértékelésekor eldny, hogy ismerjiik a végeredményt, tehat kdnnyen
ellendrizhetjiik az alkalmazott modszerek helyességét. A szimuldlt mérésekrdl is ugy
fogok azonban besz¢élni, mintha tényleges mérések lennének.

Az 1. fejezet altalanos ismertetés a kisérletezésrdl, annak szakaszairol, a helyesen
elvégzett és kiértékelt mérésekkel szemben tdmasztott kovetelményekrdl. Ez a fejezet
lényegesen tobb problémat emlit, mint aminek a kifejtésére egy ilyen jegyzetben lehe-
tdség van. Ha ennek tartalmat a tobbi fejezet tartalomjegyzékével dsszevetjiik, lathat-
juk, mi mindenrdl lehetne még sz6, de kiillonbozé megfontolasokbdl kimaradt.

A jegyzet szerkesztésébdl kovetkezik, hogy az anyaggal csak most ismerkedd hall-
gatok folytassak a 2.— 4. fejezetekkel, majd folyamatosan olvashatjak a szoveget, de a
csillaggal megjelolt fejezeteket hagyjak ki. A szdveg ugyan hivatkozik olyan képle-
tekre és tételekre, amelyek levezetése csillagos fejezetekben talalhatd, a tételek meg-
fogalmazésa olyan egyszerii, hogy kezddk is megérthetik.

Az 5. fejezet tartalmazza a legegyszeriibb kisérleti adatok, a kdzvetleniil mért ada-
tok kiértékelését. Ez az a fejezet, amelybdl a legfontosabb fogalmakat meg lehet érte-
ni. A kozvetett, vagyis csak fiiggvényillesztéssel kezelhetd mérések kiértékelésének
altalanos elmélete a 6. fejezetben olvashatd. A felhasznalt matematikai apparatusra
vald tekintettel ez a fejezet csak a fels6bbévesek szamara késziilt. E fejezet egyes li-
nearis algebrai problémait vazolja a 2. fejezet. A témakorrel csak most ismerkeddk a
2. és 6. fejezetet atugorva a 7. fejezetben folytassak az olvasast. Ez ugyan hivatkozik a
6. fejezet néhany tételére, de 1ényegében attol fiiggetleniil olvashato. A 7. fejezet elso-
sorban a [9] jegyzetsorozatban leirt mérések igényeit igyekszik kielégiteni, vagyis
olyan problémakat targyal, amelyek megoldasara a hallgatoknak a laboratoriumi gya-
korlatok soran sziikségiik lesz. Ami nem kezelheté a 7.1.-7.7. alfejezetek altalanos
fejtegetései alapjan, azt a 7.8. alfejezetben kiilon targyalom.

Kiilon magyarazatot igényel a 8. és 9. fejezet. Az elébbi a mérések kiértékelésének
talan leginkabb vitatott, de égetd problémajaval, a kiszord pontok megtalalasaval és
kezelésével foglalkozik. Az utobbi olyan — nem kevésbé nehéz — probléméaval foglal-
kozik, amellyel csak az utolsé évfolyamokon vagy a kutatdémunka soran fognak a
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hallgatok taldlkozni, ha egyaltalan taldlkoznak. Ezért ezt az egész fejezetet nyugodt
szivvel lattam el csillaggal. A probléma nehézségére valo tekintettel legszivesebben
ezt tettem volna a 8. fejezettel is, de ez lehetetlen: a kiszord pontokkal mar a kezdd
kisérletezok is talalkoznak, és nem engedhetd meg, hogy legalabb az alapvetd ismere-
tekkel ne rendelkezzenek. Ezért ennek a fejezetnek azokat részeit a kezddk szamara is
ajanlom, amelyek nem kaptak csillagot. Senki se szamitson azonban konnyti olvas-
manyra!

Kezddknek ¢és haladoknak egyarant figyelmébe ajanlom az 1. fiiggeléket. Tudom,
hogy sokan nem 0riilnek ennek, el6szor magam is igy voltam ezzel. Senki sem szereti,
ha szabvanyokkal és tilalmakkal korlatozzak, milyen szavakat hasznalhat és milyene-
ket nem. Az aranyérz¢ék hidnyardl tantiskodna azonban, ha ezeket a dolgokat nem
vennénk komolyan. A szabvanyok, a fogalmak pontos koriilirasa, a szavak értelmének
szlikitése segit abban, hogy mondataink, gondolatmeneteink mindenki szdmara érthe-
tok legyenek, és mindenki ugyanazt értse rajtuk.

Bér a fentiekben tobbszor hangsulyoztam, hogy ez a jegyzet elsésorban a fizikus
hallgatok szamara irodott, azt is remélem, hogy kutatok és egyetemi oktatok is ha-
szonnal forgathatjdk mint olyan miivet, amely gyakorlati problémaikat rendszerezett
modon, azonos szemlélettel targyalja. Palyam kezdetén nekem Linnyik kényve [1]
nyujtotta ugyanezt, amelynek megértése lehetetlen lett volna Rozsa Pal kitlind matrix-
elméleti konyve [5] nélkiil.

Budapest, 2006. szeptember. Szatmary Zoltan



JELOLESEK

A jegyzet minden fejezetében alkalmazott jeldlések:

Jelolés Magyarazat
M(g) A &valdszinliségi valtozd varhatéd értéke
D2( f) A & valdszinliségi valtozo szorasnégyzete
P{. . } A {...} relacioval definidlt esemény valdszinlisége
p( A) Az A esemény valoszinlisége
A, n sorbol és m oszlopbodl alld matrix; a sorok és szolopok szamat csak
akkor jeldljiik, ha elhagyasuk félreértést okozhat
[ A]kl Az A matrix (k, [) eleme
A" Az A matrix transzponaltja
rang(A) Az A matrix rangja
. Olyan diagonalis matrix, amelynek a fdatlojaban az x; mennyiségek
diag(x) vannak
E Egységmatrix
f(x,a) Illeszt6figgvény, amely az x fiiggetlen valtozon kiviil az ismeretlen a
paramétervektortol fiigg
a Paramétervektor, komponensei az g, a,, ..., a,, paraméterek
0 A legkisebb négyzetek modszerében minimalizalandd négyzetdsszeg
g A mért értékek vektora, komponensei a &, &, ..., &, valosziniiségi val-
tozok
A & mért érték szorasnégyzetét a D2(§i) =o? / w; képlet szerint meg-
Wi g
hatarozoé sulyfaktor
2 (Altalaban) ismeretlen szorzotényez6, amely a sulyokkal egyiitt meg-
adja a szdorasnégyzeteket
W, ., A w; stlyfaktorokbol képzett diagonalis matrix
F, ., Az illesztéfiiggvénynek az ay, as, ..., a, paraméterek szerint vett deri-
valtjaibol mint sorokbol alkotott matrix
Ry m = F'WF
ay Az a; paraméter becsiilt értéke
Vi Az illesztSfiiggvény becsiilt érteke (= f(x,,))
s Empirikus szorasnégyzet (o becslése)
da Az a paramétervektor becslésének a torzitasa




1. BEVEZETES

A kisérletezésnek a modern tudomanyban kialakult modszertana van, amely az
alabbi 1épések megtételét igényli:

megfogalmazzuk a problémat,

kimondjuk a feltevéseket,

megtervezziik a kisérletet,
megfigyeléseket vagy méréseket végziink,
értelmezziik a kapott adatokat,

levonjuk a kovetkeztetéseket.

AN hR LD =

E 1épéseket eldszor egy egyszerii, kevés elméleti felkésziiltséget igénylo kisérletre vo-
natkozoan besz¢éljiik meg. Remélhetdleg ez meg fogja kdnnyiteni az altaldnos eszme-
futtatdsok megértését.

1.1. A rugalmassagi egyiitthaté meghatarozasa (példa)

A probléma megfogalmazasa

Kiils6é erd hatasara a szilard testek alakja megvaltozik. Ha az er6 nem tlsagosan
nagy, megsziinte utdn a test visszanyeri eredeti alakjat. Ebben az esetben rugalmas
alakvaltozasrol beszéliink. Ilyen esetekben az alakvaltozas mértéke aranyos a hatd
erdvel. Célunk az aranyossagi tényez0 meghatarozasa egy rud alak probatest eseté-
ben.

Feltevések
Legyen a vizsgalt rud hossza /, keresztmetszete A, amelyet a rud egész hosszéban

egyenletesnek tételeziink fel. A rudat egyik végén rogzitjilk. A masik végén hatd F

hazo6 erd hatasara megnyulik. A mérheté Al megnyulas a fesziiltséggel, vagyis a ke-

resztmetszet egységnyi teriiletére hato hiizo erével aranyos:

_alF

T4

Al

9

ahol « valamilyen aranyossagi tényezd. Helyette altalaban az E rugalmassagi modu-
lust vagy Young-modulust hasznaljuk:

an=tE (1.1)
EA
Feltételezziik, hogy a kisérletben alkalmazott ' er6k nem mennek tul a rugalmassag
hataradn, vagyis csak olyan erdket alkalmazunk, amelyekre az (1.1) Osszefliggés érvé-
nyes. Ez azt is jelenti, hogy amikor a megnyulast egymas utan tobbszor megmérjiik, a
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kapott eredmény fiiggetlen az el6z6 mérések eredményétdl.' Feltessziik tovabba, hogy
mind az erdt, mind a A/ megnyuldst minden mérés esetében allandd bizonytalansaggal
mérjiik. Végiil elhanyagoljuk az / hosszusdg ¢és az A keresztmetszet mérési hibgjat.
Végeredményben tehat a kovetkezo feltevéseket tessziik:

az (1.1) egyenlet érvényessége;

e az egyes mérések fliggetlensége;

o [ ¢és A mérési hibdjanak elhanyagolhatosaga;

e a mérési bizonytalansag allando értéke.

A Kisérlet tervezése

Jollehet a mérés feladata a rugalmassagi modulus értékének meghatarozasa, ajan-
latos ezt annak igazoldsdsaval kiegésziteni, hogy a vizsgalt alakvaltozasok rugalma-
sak. Ellenkezd esetben ugyanis a rugalmassagi modulusra torzitott értéket fogunk
kapni. Az utobbi, kiegészitd célkitlizésbol kovetkezik, hogy az F eréd minél tobb kii-
16nb6z0 értékénél kell megmérniink a A/ megnyulast, hiszen csak igy ellendrizhetjiik
az (1.1) szerinti linearis Osszefiiggés fennallasat. Ehhez tligyelniink kell, nehogy az F'
erd tilsdgosan nagy értékei forduljanak eld, kiilonben eléfordulhat, hogy tartos alak-
valtozast idéziink el a probatesten. Ebbol a szempontbodl a kisérlet tervezésében nagy
segitséget jelenthetnek a korabbi kisérletek eredményei. Ha ilyenek nincsenek, ajanla-
tos probaméréseket végezni. Az elébbi, eredeti célkitliizés ugyanakkor azt igényli,
hogy az F erének csak olyan értékeit valasszuk ki, amelyek biztositjak, hogy a rugal-
massagi modulus értékét minél nagyobb pontossaggal tudjuk meghatarozni. Meg lehet
mutatni, hogy ehhez az F erd lehetd legnagyobb értékéig kivanatos elmenni. Latjuk
tehat, hogy egymasnak ellentmondo kovetelményeket kell kielégiteniink.

A haszndlt probatest kiindulasi adatait (/ hossziisag €s A keresztmetszet) altalaban
az a miithely szolgaltatja, ahol a probatest késziilt. Ezeket névieges értékeknek nevez-
ziik, és mérési hibajukat altaldban elhanyagoljuk, mint a fentiekben is tettiik. Ennek
ellenére a tervezés soran nem keriilhetjiik meg az ezzel kapcsolatos elemzéseket. A
mithely ugyanis minden esetben megkérdezi, milyen tiréssel kivanjuk a probatestet
elkészittetni. Erre pedig csak akkor tudunk felelni, ha szdmszertien elemezziik a tlirés-
nek a végsd mérési pontossagra vald hatasat. Minél kisebb a tlirés, anndl nagyobbak a
gyartasi koltségek, tehat nem biztos, hogy az az optimalis, ha a tlirések okozta bizony-
talansdg elhanyagolhatdan kicsi.

A mérés tervezésének fontos része azoknak a kiils6 koriilményeknek a szambavéte-
le, amelyek hatédssal lehetnek a mérés eredményeire. Az adott mérés esetében ilyen
példaul a laboratérium hdmérséklete: jollehet a rugalmassagi modulust nem a hémér-
séklet fliggvényében kivanjuk megmérni, a hdétagulas befolyasolja a Al megnyulas
mért értékeit. Célszerli tehat a mérést (ismert) allanddé hémérsékleten elvégezni. Ha ez
nem lehetséges, ajanlatos a hémérsékletet szintén megmérni, hogy az esetleges kor-
rekciokat el lehessen végezni. Ha az alkalmazott nytlasmérdt és erdmérét mi magunk
kalibraljuk, az erre vonatkoz6 méréseket is meg kell tervezniink.

Mérések
Mihelyt a mérési eljarast a fentiek értelmében maghataroztuk, a mérést a lehetd
legnagyobb gondossaggal kell elvégezniink, ami nemcsak azt jelenti, hogy el kell ke-

! Mas szoval: a korabbi mérések nem okoztak maradandé alakvéltozast. A rugalmassag hataranak til-
1épése nem mindig okoz maradandé alakvaltozast, de ezt — az egyszeriiség kedvéért — figyelmen kiviil
hagyjuk.
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rilniink az esetleges durva hibakat (téves bedllitasok, téves leolvasasok, a leolvasott
értékek hibas feljegyzése stb.), hanem azt is, hogy az alapul vett feltevések teljesiilje-
nek. Kiilonosen tligyelniink kell a mérés olyan kiilsé koriilményeire, amelyek ugyan
nem képezik a mérés targyat, de befolyasoljak annak eredményét. Esetiinkben ilyen a
kiilsé hdmérséklet vagy (esetleg) a mérdberendezések kalibracidja.

A mérés végrehajtasdnak alapvetden fontos része a mérési eredmények feljegyzése
vagy — altalanosabban — dokumentdacioja. A kapott eredményeket pontosan ugy kell
rogziteniink, ahogy azok megsziilettek. A mérés tervezésekor fel kellett mérniink, me-
lyek azok a mennyiségek, amelyeket szeretnénk meghatarozott értéken tartani, de leg-
alabbis figyelni. Tehat az F erd és a Al megnyulas mért értékei mellett fel kell jegyez-

ciot mi végeztik).

1.1a. tablazat. Rugalmassagi egylitthaté mérése (sikeres)

F(N) Al (mm) Al (mm) Al (mm)
(1. sorozat) (2. sorozat) (3. sorozat)

100 0,151 0,129 0,169
200 0,341 0,283 0,305
300 0,498 0,522 0,542
400 0,646 0,724 0,690
500 0,912 0,793 0,882
600 0,974 1,008 0,899
700 1,180 1,255 1,147
800 1,217 1,281 1,280
900 1,397 1,482 1,446
1000 1,646 1,599 1,559

Az I.1a. tablazat egy ilyen mérés eredményét mutatja, amelyet az /./.a. abran gra-
fikusan abrazoltunk. A probatest egy 2 mm atmérdjli, 1 m hosszusagu acél huzal, te-
hat az (1.1) képlet szerinti mennyiségek:

/= 1000 mm, A=3,14 mm>.

A rugalmassagi modulus értéke E =2-10° N/mm? (irodalmi adatok alapjan). A huzo
erd tiz értékénél harom sorozatban mértiik végig a Al megnyulds értékeit. Az abrarol
ugy latszik, hogy mindharom sorozatban a kapott pontok jol illeszkednek az (1.1)
képlet szerint vart egyenesre. A késdbbi fejezetekben targyalt modszerekkel ez a ha-
rom méréssorozat az E rugalmassagi modulus valéban nagy pontossagu meghataroza-
sat teszi lehetdvé. Ez tehat sikeres mérés.

1,8
1,6
1,4

1,2 A E/.>|</§
1S 1 4
£ A
= 0,8 | ’/a
3

0,6 -

0,4 1

0,2

0 \
0 200 400 600 800 1000

F (N)

1.1a. abra. Rugalmassagi egyiitthatd mérése (sikeres)
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A tapasztalat azt mutatja, hogy célszerli olyan részleteket is feljegyezniink, ame-
lyeket a mérés végzésekor nem feltétleniil tartunk 1ényegesnek: a hasznalt miiszerek
bedllitasara vonatkozo adatok, a végrehajtas geometridjat jellemzé méretek stb. Igaz,
ezekre nincs sziikség, ha a mérést sikeriilt rendben végrehajtani, viszont lehetséges,
hogy éppen ezek segitenek egy sikertelennek tiind mérés megmentésében.

Az adatok értelmezése

A mérési eredmények megsziiletését kovetden tudjuk a kitlizott célt elérni: megha-
tarozzuk az E rugalmassagi modulus értékét. Ezt a miiveletet a matematikai statiszti-
kaban paraméterbecslésnek nevezik. Nincs olyan miiszer, amely kozvetleniill mérné a
rugalmassagi modulust, tehat nem tehettiink mast, mint a vele az (1.1) képlet szerint
Osszekapcsolhatd Al és F mennyiségeket mérni, és ezek mért értékeibdl kovetkeztetni
a keresett £ mennyiség értékére. Mivel az eldbbieket csak adott bizonytalansaggal
tudjuk mérni, az utdbbit is csak valamilyen bizonytalansdggal kaphatjuk meg. Azt,
hogy az (1.1) képlet érvényes-e, eldszor célszerli grafikusan ellendrizni, amint az
1.1a. abran tettiik. Ugyanerre természetesen mas modszereket is fogunk latni.

Tekintve, hogy E becslésének alapja az (1.1) dsszefliggés, illetve a tobbi, fent meg-
fogalmazott feltevés, a kiértékelés fontos része a feltevések teljesiilésének ellendrzése.
Ha ugy talaljuk, hogy ezek nem teljesiilnek maradék nélkiil, korrekciokat kell alkal-
mazni. Gyakori, hogy a hdmérséklet megfigyelt értékei (7) eltérnek a névleges ho-
mérséklettdl (7p), tehat a hétagulasi egyiitthato (c) segitségével a megfigyelt Al meg-
nyuldsokat vissza kell szamolnunk a névleges hdmérsékletre. Matematikailag ezt ugy
fejezhetjiik ki, hogy Al-et nem (1.1), hanem a modositott

IF
Al:a+cl(T—T0) (1.2)

képlet adja meg. Az itt szerepld c egyiitthatot altalaban az irodalombol vessziik, vagy
— ha irodalmi adat nem 4all rendelkezésiinkre — nekiink magunknak kell c-t megmér-
niink .

Kovetkeztetések levonasa

A fentiekben vazolt eljards végén a levonhat6 legfontosabb kovetkeztetés nyilvan-
valoan az E rugalmassagi modulus becsiilt értéke, ami magaban foglalja a bizonyta-
lansag mértékének és természetének a meghatarozasat is. Ha a mérést valamilyen ipa-
r1 megrendelésre, szolgaltatasképpen végeztik, egy errdl szolo jegyzokonyv tulajdon-
képpen elégséges (amely természetesen tartalmazza a mérési koriilmények és a para-
méterbecslés részleteinek a leirasat is).

Tudoményos célil mérés esetében azonban célszerli az alapfeltevésekre és az al-
kalmazott mérési modszerre vonatkozdan is kovetkeztetéseket levonni, esetleges to-
vabbfejlesztési javaslatokat tenni. Nagyon gyakori kovetkeztetés, hogy a kapott méré-
si pontossag nem elégséges, ezért kivanatos a mérést megismételni. Fel kell ismer-
niink az “elrontott” méréseket, és vagy elvégezni a korrekcidkat, vagy — ha lehetséges
— a mérést megismételni és az elrontott mérést csak probamérésnek tekinteni. Egy
ilyen esetet elemziink az alabbi részben.

? Szilard testek hétagulasa kicsi, tehat a korrekcids tag varhatoan elhanyagolhatonak fog bizonyulni a
gyakorlatban. Annak, hogy szerepeltetjiik, csak modszertani jelentosége van.
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1.1b. abra. Rugalmassagi egyiitthatdo mérése (elrontott)
1.1b. tablazat. Rugalmassagi egylitthatd mérése (elrontott)
F(N) Al (mm) Al (mm) Al (mm)
(1. sorozat) (2. sorozat) (3. sorozat)
100 0,089 0,0049
200 0,331 0,138
300 0,948 0,228
400 0,641 0,312
500 0,799 0,540
600 0,991 0,781
700 1,087 0,364
800 1,336 1,077
900 1,459 1,172
1000 1,558 1,460
100 0,193
250 0,370
400 0,656
550 0,918
700 1,049
850 1,464
1000 1,614
1150 2,003
1300 2,187
1450 2,815

Egy elrontott mérés elemzése

Néha sajnos eléfordul, hogy durva hibakat kdvetiink el, és — ami szintén nem ritka
— ez csak a kiértékelés soran deriil ki.® Ilyen eset lathaté az 1.1b. dbrdn és az 1.1b.
tablazatban. A Al = f(F) fiiggvény mérésének masodik sorozatdban az F erd tullépte a
rugalmas alakvaltozas hatarat, ami onnan latszik, hogy a kapott pontok eltérnek az
(1.1) képlet szerinti egyenestél. Az E rugalmassagi modulus maghatarozasara csak a
gorbe egyenes szakasza alkalmas, a tobbi pontot figyelmen kiviil kell hagynunk. A
leirt modon torzitott méréseket valdszinliség-elméleti szigorusaggal kivalasztani a va-

3 Ha még akkor sem deriil ki, az mar baj: hibas végeredményt fogunk publikalni, amire az sem ment-
ség, hogy johiszemiien tesszik.

* A gyakorlatban nem tudjuk az abrara berajzolni az itt lathato folytonos gorbét, hiszen ehhez ismer-
niink kellene a Al = f{F) fiiggvény elméleti alakjat. Az 1.1b. dbrara csak azért rajzoltuk be, hogy vila-
gosabban latsszon az egyenest6l valo eltérés.
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l6sagban nem egyszerli. A késobbi fejezetekben ezt a kérdést érinteni fogjuk. A prob-
1émat magat az aszimptotikus tartomany keresése néven szoktuk emlegetni, ugyanis
arr6l van szo, hogy az (1.1) fiiggvény az F' valtozénak nem minden értékére érvényes,
hanem csak a rugalmassag hataran beliil, aszimptotikusan érvényes. Errdl szo6l a 9.
fejezet.

Az elkovetett baklovésnek azonban tovabbi kovetkezményei is vannak: a mérés
utan a préobatest hossza maradanddéan megvaltozott, tehat / értéke nagyobb lett egy
kicsivel. Az adott példaban ez a maradandé megnyulés koriilbeliil 0,2 mm. A préba-
test névleges hossza ezutdn /= 1000,2 mm, aminek a hatésa az (1.1) képletben elha-
nyagolhat6. A harmadik sorozat mérésekor azonban egy Ujabb hiba is tortént: ezt a
hosszvaltozast nem vettiik figyelembe a Al megnyuldsok mérésekor. Az [.1b. dbran
emiatt keriiltek a harmadik sorozatnak megfelelé haromszégek az elébbi két sorozat
gorbéi ala.

Ha a mérési eredményeket ugy rogzitettilk, ahogy megsziilettek, tehat vilagosan
latszanak az egyes sorozatok, a kiértékelés keretében esetleg helyrehozhatjuk az elko-
vetett hibakat. Egyrészt ki kell valasztanunk az egyenestdl elhajlé pontokat, és a ru-
galmassagi modulus becslésében csak a tobbit szabad felhaszndlnunk. Mésrészt a
harmadik sorozatban mért megnytlasokhoz egy Aly additiv korrekciot kell alkalmaz-
nunk, vagyis (1.2) helyett ezekre a

IF
Al=a+cl(T—T0)+Alo (1.3)

képlet érvényes. Mivel a hibat csak utolag vettiik észre, Aly értékét sem ismerjiik. Ez
azt jelenti, hogy az eredetileg keresett £ mellett ezt is becsiilntink kell.

Végeredményben tehat az elkovetett hibdkat rendbe lehetett tenni, de lassuk be,
hogy ennek az volt a feltétele, hogy a feljegyzésekbdl pontosan latszott, hogyan tor-
tént a mérés. Nyilvanvald ugyanakkor, hogy az eredetileg tett alapfeltevésekhez to-
vabbiak jarultak, hiszen csak feltevésiink lehet arr6l, mi lehetett a mérés soran elkove-
tett hiba jellege. Helyzetlinket természetesen konnyiti, ha nem siettiink a mérés nyo-
mainak eltiintetésével. Példaul hasznos, ha utélag meg lehet vizsgalni a probatestet,
valoban bekdvetkezett-e rajta a feltételezett maradando alakvaltozas, és ha igen, akkor
az mekkora (vagyis Al értékét utdlag meg lehet mérni).

Befejezésiil még két hibat kell az 1.1b. dbran és az 1.1b. tablazatban észreven-
niink, amelyekhez hasonlok gyakran eléfordulnak, ha gondatlanul mériink és rendet-
leniil dolgozunk. Az adatoknak a szamitogépbe vald bevitelekor tortént két eliras:

e azelsd sorozatban az F'= 300 N-hoz tartoz6 megnyulas valojaban 0,448;

e aharmadik sorozatban az F' = 700 N-hoz tartozé megnyulas valdjaban 0,864.
Ha rendetleniil irunk, a 4-est kdnnyen olvashatjuk 9-esnek, a 8-ast 3-asnak. Ezeket a
hibakat azért csempésztiik a szimulalt “mérésbe”, hogy megvilagithassuk az un. kiszo-
16 pontok fogalmat. Igy nevezziik azokat a mérési adatokat, amelyekre valamilyen
durva mérési hiba folytan nem érvényesek az alapfeltevések. Azonositasuk és kezelé-
siik a matematikai statisztika egyik nehéz problémaja. Ennek szenteljiik a 8. fejezetet.

1.2. Altaldnos kévetelmények

Az 1.1. alfejezetben targyalt példa utan az alabbiakban altalanosan is megfogal-
mazzuk a mérések végzésével és kiértékelésével szemben tdmasztott kdvetelménye-
ket. Az egyes szakaszok cime tulajdonképpen azonos az el6z6 alfejezet cimeivel. Ne-
hogy ez félreértést okozzon, az alabbiakban a szakaszokat betiijellel latjuk el.
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a) A probléma megfogalmazasa

Ne tévesszenek meg benniinket a folyodiratcikkek vilagos és logikus okfejtései,
amelyekkel témajukat bevezetik. Altalaban rengeteg otletre és intuicidra volt sziikség
ahhoz, hogy egyaltalan egy targyalhat6 problémat tudjanak megfogalmazni. A kdzép-
szerll és a kivald tudost tobbek kozott az kiilonbozteti meg egymadstol, milyen otlete-
sen ¢és mekkora képzelderdvel tiizi ki a megoldandd problémat. A probléma kitlizése
tobbnyire mar eldrevetiti a siker vagy a kudarc lehetdségét. Néhany példa probléma
kittizésére:

e VALAMILYEN FIZIKAI MENNYISEG MERESE. A keresett mennyiséget néha kozvetle-
niil meg tudjuk mérni: egy rad hossza, egy edény térfogata stb. A leggyakoribb
azonban az, hogy a keresett mennyiség (vagy mennyiségek) helyett masokat tu-
dunk kozvetleniil megmérni, amelyek az elébbiekkel ismert kapcsolatban vannak.
Ilyen feladat a rugalmassadgi modulus fentiekben targyalt mérése is. Kézenfekvo
példa tovabba minden csillagaszati mérés: az égitesteknek az €gbolton vald lat-
sz6lagos helyét vagy mozgasat mérjiik meg, és geometriai meg égi mechanikai
megfontolasokkal tudjuk a kozvetleniil mért mennyiségeket az égitestek tényle-
ges helyével vagy mozgasaval 6sszekapcsolni.

e FIZIKAI OSSZEFUGGESEK KISERLETI MEGHATAROZASA. Vannak fizikai mennyisé-
gek, amelyeknek valamilyen valtozotol vald fliggését elméletileg rosszul vagy
egyaltalan nem tudjuk megjosolni, igy ezt kisérletileg kell meghatarozni. Példak:
a viz stirtisége kiilonb6zo homérsékleteken, szilard testek fajhdjének a homérsek-
lettdl valo fliggése, hataskeresztmetszetek fliggése a reakciot kivaltd részecske

e ELMELETI KIJELENTES IGAZOLASA. Az elméleti kijelentés altaldban egy mennyiség
szamértéke vagy fizikai mennyiségek kozotti fliggvénykapcsolat alakja. A kisér-
leti igazolas érdekében megmérjiik a megjosolt mennyisége(ke)t, és ellendrizziik
azt a hipotézist, hogy az elméleti kijelentés helyes. A végs6 kovetkeztetés ekkor a
hipotézis elfogadasa vagy elvetése. Tekintve, hogy minden mérés eredményét
terheli valamilyen bizonytalansag, az ilyen tipusu kovetkeztetések sohasem lehet-
nek biztosak. Legfeljebb arrdl lehet sz6, hogy a hipotézis helyes vagy téves voltat
valamilyen valosziniiséggel mondjuk ki.

e SZAMITASI MODSZER VALIDALASA. A korszerii szamitastechnika lehetévé teszi,
hogy bonyolult jelenségeket, példaul egy atomreaktor miitkodését szamitogéppel
szimulaljuk. A szdmitdgépi program szamos kozelitést alkalmaz, tovabba nagy
szamu magfizikai adatot hasznal. A biztonsag érdekében meg kell kovetelni,
hogy a szamitasi pontossag kielégits legyen.” Ennek az utobbi kovetelménynek
hat6sagi érvényl kielégitését validaldsnak nevezziik, ami azt igényli, hogy a
szamitasok eredményeit kisérleti adatokkal ellendrizziik. Ha a szdmitasok ered-
ményei a kisérleti adatoknak ellentmondanak, a validalds feladata a szamitdsi
pontossag minositése (esetleg szamszeriisitése) is.

e MERESI MODSZER BEGYAKORLASA. A hallgatéi laboratoériumi gyakorlatok elséd-
leges célja, hogy a hallgatok kidolgozott méréseken keresztiil megtanuljak a ki-
sérleti fizikus mesterfogasait. Ez azt jelenti, hogy a gyakorlatot elokészit6 tanar
az alabbiak nagy részét mar megtette. A hallgatok feladata csak a mérés elvégzé-
se ¢és kiértékelése.

> A mérésekhez hasonloan, a szamitisok pontossaga is véges — ha masért nem, akkor az altaluk fel-
hasznalt adatok véges pontossaga miatt.
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b) Feltevések

A mérés szamara elsdként alapul vett feltevés mindenkor a mérés céljabol kovet-
kezik. Ha a cél valamilyen mennyiség meghatarozasa, fel kell tételezniink annak az
Osszefiiggésnek a helyességét, amely a kozvetleniil mért mennyiségeket a keresett
mennyiséggel dsszekapcsolja. Hasonloan fel kell tenniink az igazoland6 elmélet vagy
a validalando szamitogépi modell helyességét. Ezt a hozzaallasunkat a kapott eredmé-
nyek értelmezéséig fenn kell tartanunk. Elvetniink csak a végsé kovetkeztetések levo-
nasakor szabad — ha egyaltalan sziikséges.

Tekintve, hogy minden mérés eredménye bizonyos mértékig bizonytalan, ennek a
bizonytalansdgnak a természetére és mértékére szintén kell feltevéseket tenniink.
Hogy ez konkrétan mit jelent, arrdl a késobbi fejezetekben bdven lesz szo.

A mérést befolydsold kiilsd feltételekre vonatkozdan tovabbi feltevések sziiksége-
sek. Ezek szabjak majd meg az alkalmazandd korrekciokat. Fontossagukat mutatja,
hogy nemritkdn dontd szerepet jatszanak a végsé eredmények eredd bizonytalansaga-
ban.

¢) Tervezés

A kisérletek tervezése igényli a legtobb fantaziat, és ez az a teriilet, amelyrdl a leg-
kevesebbet lehet altalanossagban mondani.

Tegyiik fel, hogy elképzeltiik a kisérleti berendezést. Méreteit, tliréseit, a miiszere-
zettségére vonatkoz6 adatokat a kisérletezonek kell meghataroznia annak érdekében,
hogy a megfogalmazott probléma megoldédsara alkalmas legyen. A dontd természete-
sen a mérési pontossag kérdése. Erre két példat hozunk. Amikor a kisérlet révén sze-
retnénk két elméleti joslat kdzott valasztani, a mérési bizonytalansagnak nyilvanvalo-
an sokkal kisebbnak kell lennie, mint a két joslat kozotti eltérés. Szamitogépi progra-
mok validdlasakor pedig a mérési pontossagnak altalaban jobbnak, de legalabbis kozel
azonosnak kell lennie, mint a szamitasoktol elvart pontossag. Ha ezt nem tudjuk elér-
ni, akkor a kisérletek szamanak a novelésével tudjuk a mérések pontatlansagat ellen-
sulyozni. Mind a pontossag javitasa, mind a kisérletek szamanak a novelése tobblet-
koltséggel jar. Mar a kisérletek tervezésekor meg kell tehat talalnunk a legkisebb kolt-
ségekre vezetd optimumot.

Gondosan tervezendd az adatok dokumentalasanak a médja. Mar a kisérlet meg-
kezdése elott el kell donteniink, hogyan fogjuk az adatokat kiértékelni, melyek lesz-
nek azok a kiilsd befolydsolo tényezdk, amelyeket kézben tartunk, melyek azok, ame-
lyeket korrekcidba vesziink, és végiil melyek azok, amelyek hatdsat elhanyagoljuk.
Terv sziikséges a mérOberendezés kalibralasara, helyes mitkddésének ellendrzésére,
ennek modjara és gyakorisagara.

A kisérletek tervezésének altalanos targyalasara ebben a jegyzetben nem keriilhet
sor. Vannak miivek [2], amelyek ezzel a kérdéssel is foglalkoznak. Altalanosan al-
kalmazhat6 receptek nem sziilettek még. Mas szoval: a kisérletek tervezésébol nem
lehet kiiktatni a gondolkodast.

d) A mérések végrehajtasa

Miutan a fentiekben Osszegzett elokészités megtdrtént, a mérések kivitelezhetok. A
legfontosabb kdvetelmény a kisérleti terv lehetd legnagyobb gondossaggal vald vég-
rehajtasa. Ezen tilmenden a kovetkezdket ajanlatos szem eldtt tartani:

e Az esetleges hibakat a legkdnnyebben a mérések végzése kozben hozhatjuk hely-
re. A mérések befejezése utdn mar aligha ellendrizhetjiik a leolvasasok helyessé-
gét, a miiszerek beallitdsat stb. Ezért a kapott eredmények értelmezésével nem
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okos dolog megvarni a mérések végét, hanem mar a részeredményeket is célszert
elemezni. Az 1.1bh. abran illusztralt hibak felismerésére és helyrehozasara csak a
legtapasztaltabb kisérletezOk képesek.’

e A munka kozben készitett feljegyzések legyenek részletesek, és tartalmazzanak
minden olyan informécidt, amely segithet a kiértékelésben. A kisérletezok gyak-
ran esnek abba a hibaba, hogy emlékezetiiket végtelen hosszinak tekintik. Arra
kell szdmitanunk, hogy a fontos részletek tobbségére mar egy hét mulva sem fo-
gunk emlékezni.

e Minden kiértékelés feltételezéseken alapul (lasd fentebb), igy érvényét veszti, ha
ezek a végsod kovetkeztetések szerint helytelennek bizonyulnak. Ilyen esetekben
uj feltevéseket kell tenni, és az adatokat Gjra ki kell értékelni. Ez azonban csak
akkor lehetséges, ha megvannak a nyers mérési adatok. Az a korszeri, ha tarolé-
suk formaja valamilyen kiértékeld program altal olvashato szamitogépes fajl.

e A dokumentaci6 legyen olyan, hogy masok is at tudjak tekinteni. Aki erre nem
igyel, lenézi sajat méréseit, hiszen fel sem tételezi, hogy eredményei utan masok
is érdeklédni fognak. A hallgatok kiilondsen tigyeljenek arra, hogy mérési jegy-
z0konyviikon legalabb a tanar el tudjon igazodni.

e) Kiértékelés
A kiértékelés mddszereirdl és szabalyairdl a jegyzet tobbi fejezetében bdségesen
lesz sz6. Harom 4ltalanos megjegyzést azonban itt is tenniink kell:

o Kiértékeléskor megvaltozik a kisérlethez valo viszonyunk. Az eldkészitésben az-
zal foglalkoztunk, hogyan tudjuk a kisérletet a kitlizott célnak legjobban megfele-
16 modon elvégezni. Miutan a mérés lezajlott, azokra az adatokra kell tAmaszkod-
nunk, amelyeket a mérésben megkaptunk. Ezek tartalmazhatnak hibakat, utolag
ugyanis rajohetiink, hogy valamit masképp kellett volna csinalnunk. Kiértékelés-
kor mindezen mar nem tudunk valtoztatni: abbol az adathalmazbdl kell a kivant
informaciot kiszedniink, ami rendelkezéstinkre all.

o A kisérleti adat nagy érték. Ennek megfeleld tisztelettel kell bannunk vele. Ez kii-
16ndsen a nyers mérési adatokra vonatkozik, ugyanis azok jelentik a kisérleti te-
nyeket. Minden kiértékelt vagy korrigalt eredmény mar fligg a tett feltevésektol,
tehat csak akkor kisérleti tény, ha minden feltevés helyes.

o A kiértekelésnek ugyan része az esetleges durva hibak kisziirése, de ez nem ve-
zethet a mérési adatok Onkényes megvaltoztatdsdra vagy kihagyasara, ahogy
mondani szokas, “kozmetikazasara”. A kérdéssel a 8. fejezetben foglalkozunk.

f) Kovetkeztetések

Ahhoz képest, amit a végsd kovetkeztetésekkel kapcsolatban az 1.1. alfejezetben
mondtunk, mar kevés hozzatennivalonk marad. A legfontosabb, amit az egész miive-
letsor végén el kell donteniink, az a kovetkezd: sikeriilt a megfogalmazott problémdt
megoldani? Ha erre a kérdésre igennel felelhetiink, munkankat elvégeztiik, és nem
marad mas hatra, mint a kutatdsi jelentést vagy a tudomdnyos cikket megiri’. Ellen-
kezd esetben ujabb kisérletet vagy kiértékelést kell javasolnunk.

% Mas kérdés, hogy azok el sem kovetik ezeket a baklovéseket.

7 Lelkiismeretes tudésok mindkettét megirjak. A kutatasi jelentés tartalmazza a részleteket, amelyek
alapjan masok megismételhetik a mi kisérletiinket. A tudomanyos cikk a kisérleti eredmények, de féleg
a kovetkeztetések elegans, 1ényegretéré megfogalmazasa.
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Hallgat6i labormérések esetében a legfontosabb “kovetkeztetés” a mérési jegyzo-
konyv elkészitése, amely nem a tudomanyos cikk, hanem a kutatasi jelentés rokona.

1.3. Jellegzetes példak mérések kiértékelésére

Torténelmi visszapillantas

Abban az értelemben, ahogy azt ma értjiik, a 18. szazad végén mertiltek fel mérés-
kiértékelési problémak. Nevezetes P. S. Laplace szamitasa (1786), amellyel a Fold
alakjat meghatarozta. Mar akkor tudtdk, hogy a Fold nem gomb alakt, hanem egy
forgasi ellipszoiddal kozelithetd. Az ellipszoid paramétereit méréssel hatdroztak meg.
Tekintsiik az 7.2. abrat. A Fold keresztmetszetét mutatja, amely a feltevés szerint el-
lipszis. Kiilonb6z6 foldrajzi helyeken megmérték a délkor 1° kdzépponti szoghoz tar-
toz6 darabjanak M hosszat. A mérés helyét az / szélességi korrel jellemezték. Geomet-
riai megfontolasokkal levezették, hogy M és [ kozott az (1.4) képlet szerinti 6sszefiig-
gés all fenn, ahol a és b az ellipszis alakjatol fiiggé ismeretlen allandok.®

.‘k M=a+bsin®I=a+bx (1.4)

1.2. abra. A Fold alakja

1.2. tablazat. A Fold alakjara vonatkoz6 mérések

.. .. ° .2 M
Foldrajzi hely 1(°) x = sin’/ (dupla 81)
Peru 0,0 0,0 25538,85
Joreménység foka 37,0093 0,30156 25666,65
Pennsylvania 43,5556 0,39946 25599,60
Olaszorszag 47,7963 0,46541 25640,55
Franciaorszag 51,3327 0,52093 25658,28
Ausztria 53,0926 0,54850 25683,30
Lappfold 73,7037 0,83887 25832,25

1 dupla 61 =2x1,949 m

A mérési eredmények az 1.2. tdbldzatban talalhatok.” Laplace a kdvetkez6képpen
okoskodott. Tekintve, hogy nem lehet a és b értékét igy megvalasztani, hogy az (1.4)
képlet minden mérésre pontosan érvényes legyen, a képlet hibajat a lehetd legkisebb
értékre probalta leszoritani. Adott a és b mellett meghatdrozta az

M —a—bsin?l

¥ a és b nem az ellipszis féltengelyeinek a hossza, de azokkal ismert Gsszefliggésben all. Ha tehat meg-
hatarozzuk a-t és b-t, a féltengelyeket is megkapjuk.

? A hosszusagot akkoriban “dupla 61” egységekben mérték. Csak az érdekesség kedvéért hagytuk ezt
meg. A szdgeket azonban atszamoltuk a ma hasznalatos fokokra, jollehet eredetileg olyan fokban mér-
ték, amely szerint a teljes szog 400°.
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hibatagok maximumat, majd megkereste a és b olyan értékeit, amelyek mellett ez a
maximum a legkisebb. A modern terminologia szerint ezt minimax becslésnek nevez-
ziik. Laplace eredménye a kovetkezd volt:

a =25525,1 dupla 6l és b=308,2 dupla ol.

Eredetileg A. M. Legendre javasolta a legkisebb négyzetek modszerét (1806). Ja-
vaslatat az 1.2. tablazatban szereplé adatokra vonatkozoan fogalmazzuk meg. Ha az
egyes mérések megkiilonboztetésére bevezetjiik az i indexet, akkor szerinte a

7
0= (M;—a-bx;) (1.5)
i=1

négyzetdsszeg minimumat kell keresni. C. F. Gauss csillagaszati és geodéziai megfi-
gyelések kiértékelésével foglalkozott. 1809-ben 6 vetette meg a legkisebb négyzetek
modszerének az alapjait. Lényegében a mai napig hasznaljuk az 4ltala bevezetett fo-
galmakat és jeloléseket.

Ujabb attorést eredményezett A. Fisher munkassaga a 20. szazad tizes éveiben,
akinek a nevéhez fiz6dik a maximdlis valosziniiség' ma altalanosan alkalmazott
modszere. Eszerint a keresett paraméterek becsiilt értékét gy valasztjuk meg, hogy
azok mellett a kapott kisérleti eredmény a legvaldsziniibb legyen. A modszer elénye,
hogy matematikailag jol kezelhetd formulakra vezet, tovabba hogy a becslésnek ked-
vezd matematikai statisztikai tulajdonsagai vannak.

A hipotézisek vizsgélata elsdsorban J. Neyman ¢és K. Pearson munkassaga révén
fejlodott ki a 20. szdzad 30—40-es éveiben. Szdmos statisztikai proba sziiletett, ame-
lyek koziil a legfontosabbakat ebben a jegyzetben is targyaljuk.

Az 1980-as évek végére ujbol eldkeriiltek olyan becslési mddszerek, amelyeket a
19. szazad végén mar alkalmaztak, de a maximalis valdszinliség modszere hattérbe
szoritotta Oket. Kozéjiik tartozik a mar emlitett minimax modszer, tovabba a legkisebb
abszolut értékek modszere. Az utobbi szerint a

7
O =Y |M;—a-bx|] (1.6)

i=1

0sszeg minimumat keressiik az a €s b paraméterek fliggvényében. Matematikai szem-
pontbol ez a probléma visszavezethetd a gazdasagi optimalizalas céljaira kidolgozott
linedaris programozasra. A modszer akkor jott Gjra divatba, amikor erre kdzhasznu
programok jelentek meg. A matematikusok ajanljak ennek a hasznalatat is, ugyanis a
modszer jelentds eldnye, hogy sokkal kevésbé érzékeny a kiszérod pontokra, mint akar
a legkisebb négyzetek, akar a maximalis valosziniiség médszere. Ugy mondjuk, hogy
ezek robusztus becslések. Részletesebb targyaldsukra sajnos nincs helylink ebben a
jegyzetben.

Paraméterbecslés fiiggvényillesztéssel

Fiiggvényillesztésrol beszElink, amikor a kozvetleniil mért €s a keresett mennyisé-
gek kozott matematikailag megfogalmazhaté fiiggvénykapcsolat van. Az elébbieket
&, &, ..., &mnel, a keresett mennyiségeket pedig aj, ay, ..., ap,-mel jeloljiik. Ekkor a
kapcsolatot a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

1" Egyes magyar szerz6k a modszer eredeti angol neve utan maximum likelihood modszerrdl beszélnek.
Gyakran — beszédben — ma is ezt a kifejezést hasznaljuk.
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E=f(x,a)+¢ . i=L2,..n, (1.7)

ahol x; az Un. fiiggetlen valtozo, a az ismeretlen mennyiségekbdl képezett vektor, &; a
hibatag. Az utobbi azért 1&p fel, mert — mint mar tobbszor hangsulyoztuk — a mért
mennyiségek értéke bizonyos mértékig a véletlentdl fligg, tehat az elméletileg leveze-
tett Osszefliggés sohasem teljesiil pontosan. A “keresett mennyiségeket” ebben az 6sz-
szefiiggésben paramétereknek szoktuk nevezni. Nos, a paraméterbecslés abban all,
hogy az a,, a, ..., a, mennyiségeket gy valasztjuk meg, hogy a hibatagok valami-
lyen értelemben a lehetd legkisebbek legyenek.

Mar tobb, az (1.7) képletnek megfeleld fiiggvénykapcsolatot is felirtunk korabban.
Laplace problémajaban az (1.7) szerinti fliggvénykapcsolat a kovetkezd [vo. (1.4)
képlet]:

.2
f(x:,2) = a; + apx;, Si=M;, Xp=sin"l,  ay=a, ay;=b.

Az 1.2. tdbldzatban a mérési pontok szama n =7, a keresett paramétereké pedig
m = 2. A rugalmassagi modulus mérésekor a fiiggvénykapcsolat alakja attol fiigg, a
felirt képletek melyike alkalmazandd. A legegyszerlibb az (1.1) képletnek megfeleld
eset:

f(xiaa):ah;l’ i = Al x; = I, a =E.

Az (1.2) esetben az ismeretlen paraméterek szdma tovabbra is m =1, de a fiiggetlen
valtozok szama most ketté: x = F és y = T:

Sl via)="vel(y, - 1), v =F, y=T,
a4
Mindkét fliggvényben /, 4, ¢ és Ty ismert dllandoknak tekintend6k. Nem ritka, hogy —
a fenti esethez hasonléan — egy paraméterbecslési problémanak egynél tobb fiiggetlen
valtozdja van. Ennek ellenére — az egyszertiség kedvéért — ezt csak akkor jeloljiik kii-
16n, ha feltételentil sziikséges. Az (1.3) képlet esetében a paraméterbecslés tovabb bo-
nyolddik:

Ix.
f(xi,yi;a)=ax—j4+6'1(y,’ _T0)+029
1

ahol
{0 az 1.+ 2.sorozatban,
a2 =

Al a 3. sorozatban.

A keresett paraméterek szdma tehat m = 2-re nétt, de az a, paramétert csak a 3. soro-
zatban kell figyelembe venni."'

A keresett paraméterekre kapott becsiilt értekeket az f(x;,a) fliggvénybe visszahe-
lyettesitve olyan értékeket kapunk, amelyek — a valasztott értelemben — a lehetd leg-
kozelebb allnak a kozvetleniil mért adatokhoz. Ilyenek az /./a. dbrdra berajzolt egye-
nes pontjai. Igy az eljarast fiiggvényillesztésnek is nevezziik, hiszen az f{x;a) fiigg-

" Erdemes megjegyezni, hogy ilyen tipust problémékra a kdzhasznt szamitogépi programok tobbsége
nincs felkésziilve. A kiilonlegesség abban all, hogy az f(x;,a) fliggvény alakja mas az adatok kiilonb6zé
csoportjaira.
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vény paramétereit ugy valasztjuk meg, hogy a fliggvény gorbéje a lehetd legkozelebb
haladjon a mért adatokat abrazol6 pontokhoz. Ebben az Osszefiiggésben az f(x;,a)
figgvényt illesztofiiggvénynek nevezziik. Nem talzés azt allitani, hogy sikeres kiva-
lasztasa a mérés kiértekelésének a kulcsa.

Regresszio

Szamos szerzé minden fiiggvényillesztést regresszionak nevez. A legegyszeriibb a
linearis regresszio, mert a neki megfeleld illesztéfliggvényt a fentiekben mar felirt

f(xi,a)zal +ayx; (1.8)

képlet adja meg. Az illesztést zsebszamologéppel, sét grafikusan is végre lehet hajta-
ni. A gyakorlatban a legtobb illesztési problémat igyeksziink ilyen illesztésre vissza-
vezetni, amit a probléma linearizaldsanak neveziink. A dologra a késébbi fejezetek-
ben még visszatériink, mert ez az eljaras nem mentes a csapdaktol (vo. 7.1. alfejezet)

Nem art tudni, hogy a “regresszio” kifejezés eredetileg sokkal szlikebb dolgot je-
lentett. A fogalmat Sir Francis Galton vezette be, aki az ¢ldlények egyes mérhetd tu-
lajdonsagainak az Gsszefliggését vizsgalta a sziil6k és az utddok kozott. Vegyiink egy
példat. Azt talalta, hogy az atlagnal magasabb sziilok gyermekei varhatdéan szintén
magasabbak az atlagnal, de magassaguk a sziilok magassdga és az atlag koz¢é esik.
Analog kijelentést lehet tenni az atlagnal alacsonyabb sziilok utddairol is.

210

200 A

190 A

180 A

170 A

utéd magasséaga (cm)

150 A

140 - r)

130 \ \ \ \
140 150 160 170 180 190 200

szUld magassaga (cm)
1.3. abra. A sziil6k és utddok magassaga kozotti korrelacio

Az ebben a sziikkebb értelemben vett regressziot az 1.3. abran lathato példaval il-
lusztraljuk. Altalanossagban megmutatjuk, hogy a hasonlé grafikonokon a vizsgalt
mennyiségek kozott linedris kapcsolatnak kell lennie, és az egyenes meredeksége fel-
vilagositast ad a kapcsolat mértékérdl, amit ebben az dsszefiiggésben korrelacionak
neveziink. Ha egyaltalan nincs korrelacid, a meredekség nulla. A dolgot érdemes kii-
16n is megvizsgdlnunk (v6. 7.1. alfejezet), mert az ilyen grafikonok hasznosak,
ugyanakkor néha meghokkentd és komikus félreértésekre adnak alapot. Szamos ilyen
példa kering a matematikai statisztika hasznat kétségbe vond irodalomban. Az elvi
kiilonbség miatt ebben a jegyzetben a regresszio kifejezést csak ebben a sziikitett érte-
lemben hasznaljuk.
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Kiegyenlités
Tegylik fel, hogy megmértiik egy hdromszog szogeit, és a kovetkezd eredményt
kaptuk (Linnyik [1]):
o= 54°5 p=50°1" y="76°6".
Osszegiik 180°12°, vagyis 180°-t6l eltér. Az eltérés oka a mérési hiba. Az adatok
nyilvan nem maradhatnak igy, hiszen a szogekkel csak akkor dolgozhatunk tovabb, ha

Osszegiik pontosan 180°. A mért szogekhez tehat alkalmaznunk kell valamilyen kor-
rekciot:

a= aptd p= pot& 7= ntes,
C1+6,+63=12". (1.9)

A legkisebb négyzetek mddszere alapjan a korrekciokra a kdvetkezo feltételt irhatjuk
fel:

ahol

O=(7 +¢5 +¢3 = minimum . (1.10)

Ezt a problémat egyszeri megoldani. Q ugyanis a kovetkezd alakba irhato at:
3
—\2 —
0= (¢i-¢) +3¢,
i=1

ahol

- _C1t+&r+gy 127
6= 3 3

Lathato, hogy Q akkor veszi fel a minimumat, amikor
C1=Cr=¢3=¢=4".
A keresett szogek tehat:
oy = 54°1° Po=49°5T 0w =76°2".

A most megoldott problémat kiegyenlitésnek nevezziik. Altalanosabban fogalmaz-
va arr6l van sz6, hogy a fiiggvényillesztés sordn a keresett paraméterek értékét nem
valaszthatjuk meg szabadon, hanem értékiiknek ki kell elégiteniiik bizonyos 0ssze-
fliggéseket. A most targyalt problémaban ez az (1.9) képlet. Néha konnyebb a para-
méterek kozotti osszefliggéseket nem explicit formaban felirni, hanem azt megkdve-
telni, hogy az illesztett fliggvény gorbéje egy vagy tobb rogzitett ponton atmenjen.

Egyenes illesztésekor példdul megkovetelhetjiik, hogy az egyenes menjen at az ori-
gon.

=4

Normalas

Az 1.3. tablazat egy, az r valtoz6 fliggvényében mért fliggvényt mutat, amelyet ha-
rom részletben mértek ki. A mérés részecskeszamlaloval tortént, amelynek az érzé-
kenysége mérésrdl mérésre valtozott, igy a fiiggvény gorbéjének mas a normdalasa az
egyes mlézrésekben. Az 1.4a. abran egyiitt mutatjuk a harom mérésben kapott gérbeda-
rabokat.

12 Ezek nem szimulalt, hanem tényleges mérések.
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1.3. tabldzat. Eloszlas mérése harom részletben

r (cm) 1. mérés 2. mérés 3. mérés
-1 4975
0 5022
1 4757
4 4942 6979
5 4730 6581
6 4336 5966
7 4264 5923
8 5779
10 5369
12 4421 8415
13 3952 7571
14 3591 6506
15 3418 6102
16 3201 5789
17 6184
18 7854
19 13897
20 5606 14399
21 5076 13248
22 4237 10973
16000
14000 - a?
A
12000
A
10000
K A
§ 8000 . a &
() ® A
6000 > oo A4 3
X X X d X
4000 X X ® . X
® o °
2000
0 T T T
-5 0 5 10 15 20 25
r (cm)

1.4a. abra. Harom részletben mért eloszlas

Ahhoz, hogy megkapjuk a keresett y(r) eloszléast, a harom gorbedarabot ossze kell
normalni. Ezen azt értjiik, hogy mindegyik darabhoz keresniink kell egy normdlasi
tenyezot, amellyel azt elosztva olyan értékeket kapunk, mintha a detektor érzékenysé-
ge minden mérésben azonos lett volna. Ennek a feladatnak a megoldadsa egyszerti —
legalabbis elsd latasra. A normalasi tényez6t valamelyik mérésre vonatkozoan 1-nek
valasztjuk. Legyen ez a 3. mérés. Az els6 és masodik mérés normalasi tényezojét a
kozos r-eknél kapott értékek osszevetésével kapjuk:

5606 5076 4237

+ +
_ 14399 13?48 10973 _ ( 3.

a
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4421 3952 3591 3418 3201
+ + + +

_ 8415 7571 65506 6102 5789:0’542.

Ha nincs megfeleld fliggvényilleszté program, a fenti megoldas elfogadhato, de
nem idealis. A normalési problémat meg lehet ugyanis fiiggvényillesztési feladatként
1s fogalmazni. A j-edik méréshez tartoz6 normalasi tényezdt a;-vel jeloljik (j =1, 2,
3). Ekkor az illesztofiiggvényt a kdvetkez6 alakban irhatjuk fel:

f(x.jsa,9)=a;p(x), x=r. (1.11)

Az 1.3. tablazatban szerepld adatokat most két fliggetlen valtozo jellemzi: a mérés
sorszama () és a mérés helye (r). Kétfajta paramétert kell becsiilniink: a normalési
tényezoket (a;) és a y(r) eloszlast, amelynek az értékeit a y vektor komponenseinek

aj

tekintjiik. Mivel az 1.3. tablazatban az r valtozo 20 kiilonb6zd értéke szerepel, a “y-
tipusu” paraméterek szama is ennyi. Mivel a harom koziil az egyik normalasi tényezdt
szabadon vélaszthatjuk meg, a becsiilt paraméterek teljes szdma: m = 20 + 2 =22.

16000

14000 -2

12000 - s i
10000 - °

8000 ~

eloszlas

6000 - e °
4000 -

2000 A

0

-5 0 5 10 15 20 25
r (cm)

1.4b. abra. Az 6sszenormalt eloszlas az (1.11) illesztofiiggvény szerint

Ha a 7.7. alfejezetben targyalt modszerekkel a fliggvényillesztést elvégezziik, a vé-
geredmény a kovetkezo:

a; = 0,386 a>=0,539.

Ez lényegében ugyanaz, mint a “kézzel” kapott megoldas. Az (1.11) illesztofiiggvény
alkalmazdsanak szdmos eldnye van, amelyekrdl a késébbi fejezetekben lesz sz6. A
teljes normalt gorbe az 1.4b. dbran lathato.

Korrekciok

Mar a rugalmassagi modulus becslésének alapjaul szolgalo (1.2) és (1.3) képletek-
ben alkalmaztunk korrekciot a hotagulésra, illetve a probatest maradandé megnytla-
sdra vonatkozoan. A gyakorlatban kivételesek az olyan mérések, amelyek kiértékelé-
sében nincs sziikség hasonld korrekciokra. Természetesen a korrekcié nem mindig
egy jarulékos tag levonasat (vagy hozzdadasat) jelenti. Vannak korrekcids 0szto- vagy
szorz6tényezok is, sot ezek kombinaciodja is eléfordul.

A korrekcidk alkalmazésa egyszerlinek tlinik. Valoban az is. Nem szabad azonban
félvallrol venni a dolgot. A korrekciok hatassal vannak a végeredmény eredd bizony-
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talansagara, aminek a figyelembevétele rejt magaban csapdakat. Gyakran nem trivialis
a korrekcidkat pontosan ott €s pontosan tigy alkalmazni, ahogy azok a mérési adatokat
befolyasoljak.

Simitas

Az 1.4b. abran kapott fliggvénygorbérdl elméletileg tudjuk, hogy az r valtozé ko-
zepes értékeire (r <15 cm) sima, lassan valtozd fliggvény. Ezzel szemben az abran
lathatdo pontok meglehetdsen nagy szorast mutatnak, ami felteheten a mérési hiba
kovetkezménye. Ha nem ismerjiik az elméleti gorbe konkrét alakjat, gyakran simitjuk
a gorbét. Ennek az a matematikai alapja, hogy lassan valtozo fiiggvények Taylor-
sorba fejthetdk, tehat a pontokra szakaszonként egymashoz illeszkedd polinomokat
illesztve egy sima, lassan valtozo fliggvényt kaphatunk.

A simitott gorbe jol hasznalhato példaul a mért gérbe numerikus derivalasara. A
gorbesimitas masik alkalmazasa lehet az interpolacio, amikor a mért fiiggvényre a
fiiggetlen véltozo olyan értékénél van sziikséglink, amelyre vonatkozéan nem tortént
mérés.
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2. TETELEK LINEARIS ALGEBRABOL

Meért adatok kezelésében a matrixok alkalmazasa megkonnyiti a dolgunkat. Ebben
a figgelékben azokat az ismereteket 0sszegezziik, amelyekre a jegyzet tobbi részében
feltétlentil sziikség lesz. A vektorok, matrixok fogalmat, a veliik valo miiveleteket
(szorzas, Osszeadas, allandoval vald szorzas, transzponalas, invertalas, diadikus szor-
zatok), tovabba az ezekre vonatkozd tételeket ismertnek tételezziik fel. A matrixok
méreteit altalaban nem jeldljiik — kivéve azokat az eseteket, amelyekben ez a képletek
megértéséhez €s helyes hasznalatdhoz elengedhetetlen. A témakorrel kapcsolatban az
Olvaso figyelmébe ajanljuk Rézsa Pal kitlind konyvét [5].

2.1. Sajatértékek, sajatvektorok

Osszefoglalonkat a sajatértékekkel és sajitvektorokkal kezdjiik. Egy tetszoleges
négyzetes A matrix jobb ¢€s bal oldali sajatvektorait az

Au = Au, vIiA=avT
egyenletekkel definidljuk. A A sajatértékek a
det(A—AE)= P,(1) =0 (2.1)

karakterisztikus egyenlet megoldasai. Ha az A matrix nxn-es, P,(1) n-edfoka poli-
nom, amelynek igy n gyoke van. Bizonyithat6 az

2.1. TETEL (HAMILTON-CALEY):
P,(A)=0. (2.2)

Ha a (2.1) karakterisztikus egyenletnek minden gyoke egyszeres, P,(A) a legalacso-
nyabb fokszdmu polinom, amelybe az A matrixot helyettesitve a 0 matrix adodik.
Amikor azonban a polinom gyokei tobbszorosek, 1étezhet alacsonyabb fokszamu po-
linom is, amelyre ugyanez érvényes. Tekintslik az (A — AE) matrix 6sszes (n — 1)-
edrendill aldetermindnsat. Mindegyikiik A-nak legfeljebb (n — 1)-edfoka polinomja. Ha
P,(A)-t elosztjuk legnagyobb kozos osztdjukkal, akkor a A(A) minimalpolinomot kap-
juk. Ez a legalacsonyabb fokszdmu polinom, amelybe A-t helyettesitve 0-t kapunk:

AA)=0. (2.2a)

A(A) altalaban megegyezik a P,(A) karakterisztikus polinommal. A definiciobol ko-
vetkezik, hogy a minimalpolinom ¢és a karakterisztikus polinom gyodkei azonosak, leg-
feljebb multiplicitasuk lehet kiillonbozo.

Az A matrix szerkezetére vonatkozdan sokat elmond a minimalpolinom. Jegyze-
tiinkben gyakran alkalmazzuk a kovetkezd tételt:

2.2. TETEL. Ha a minimalpolinom minden gyoke egyszeres, az A matrix diagonalizal-
hato:
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4,0 0]Vl
0 A 0f vI
A=[uju,y ... u,] 2 V2 = Udiag(A)V", (2.3)
00  A,]T
ahol
viu=uv' =E. (2.3a)

U oszlopai a jobb oldali, V' sorai pedig a bal oldali sajatvektorok. A fenti képletek
érvényességéhez fel kellett tenniink, hogy a sajatvektorok normalésa olyan, hogy
biortonormalt rendszert alkossanak:

T
A matrix (2.3) alaku eléallitasat spektralfelbontasnak nevezziik. Vannak esetek, ami-
kor nem sziikséges a minimalpolinom gyokeit vizsgalni, ugyanis bizonyithato [5] a
2.3. TETEL. Ha egy matrix felcserélhetd az adjungéltjaval, akkor az diagonalizalhato.

Ilyenek a szimmetrikus matrixok: A = A. Ekkor V = U, ahol U unitér mdtrix: inverze
megegyezik a transzponaltjaval.

A sajatértékekkel kapcsolatban még egy tételre lesz sziikségiink, amely szerint fel-
sO korlatot kaphatunk a sajatértékek abszolut értékére:

2.4. TETEL. Ha az A matrix (i, j) eleme a;;, akkor van olyan i, amelyre mindegyik A
sajatérték esetében fennall, hogy

n

VRS>

J=1

alj

frjuk fel a A sajatértékhez tartozé sajatérték-egyenletet (i =1, 2, ..., n):
n
Zal]ukj = Zkuki .
j=1

Legyen i = i' az az index, amelyre uy; abszolut értéke a legnagyobb. Az erre vonatkozd
egyenletet osszuk el uy; -vel, majd vegylik mindkét oldal abszolut értékét:

e i'j Uy _j:1 -

amint a tétel allitja.

el = i

Uy
Upjr

2.2. A matrix rangja

A matrix fontos tulajdonsaga a rangja, amelynek tobb, egymassal egyenértékii de-
finicidja van:
2.1. DEFINICIO. A matrix rangja k, ha legfeljebb £ linearisan fliggetlen diadra bonthato.
Rézsa Pal konyvében [5] talalhatd egy algoritmus, amely szerint barmely matrix egy-
értelmiien felbonthatd linedrisan fiiggetlen diadikus szorzatok osszegére:
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k
A=Y xy, . (24)
i=1

ahol k < n. A linedris fiiggetlenség azt jelenti, hogy a

k k
Zaixi =0 ¢és Zbiyl- =0
i=1 i=1

egyenldségek csak tigy allhatnak fenn, hogy az a; és b; egyiitthatok eltiinnek minden i-
re. Nos, az A matrix rangja definici6 szerint k.

2.2. DEFINICIO. A matrix rangja a 0-t6l kiilonb6zd A; sajatértékek szama.
A (2.3) felbontasbol kovetkezik, hogy

n
A= Auv] . (2.5)
i=1

Ha csak a zérustdl kiillonbozé sajatértékeket vessziik, akkor egy (2.4) alaku diadikus
felbontast kapunk. Ha abban a diddok szdma k, bizonyithatd, hogy megegyezik a
(2.4)-ben szerepld k-val.

2.3. DEFINICIO. A matrix rangja k, ha van el nem tiind k-adrendli aldeterminansa, de
minden magasabb rendii aldeterminéns zérus.

Annak bizonyitdsatdl is eltekintiink, hogy ez az el6bbiekkel ekvivalens. Megje-
gyezzik, hogy ezt a definiciot ritkdn hasznaljuk a jegyzetben. A rangszammal kapcso-
latban gyakran alkalmazzuk viszont a kovetkezd tételt:

2.5. TETEL. A rang nem novelhetd szorzas révén.
Azt kell belatnunk, hogy barmely két matrixra
rang(AB) < rang(A) ¢s  rang(AB) <rang(B). (2.6)

Szorozzuk be jobbrol a (2.4) egyenlet mindkét oldalat B-vel:
d T Lo
AB = leyl B = inzi N
i=1 i=1

ahol ziT = yiTB (i=1, 2, ..., k). Ha ezek a vektorok lineérisan fiiggetlenek, akkor az
AB szorzatmatrix rangja maradt k. Ha azonban linearisan fiiggdk, akkor az utols6 6sz-
szegben a linedrisan fiiggetlen diddok szama k-nal kisebb, igy AB rangja is kisebb,
mint A-¢. Ezt allitja a tétel. Hasonldan lathatjuk be a (2.6) képletek koziil a masodikat
is.

A matrixok rangjaval kapcsolatba hozhatok a kvadratikus formak, amelyeket a ko-
vetkezéképpen definialunk:

2.4. DEFINICIO. Legyen A szimmetrikus, valos elemll matrix. Az

n n
X AX = ZZaiJ-xixj (2.7a)
i=1 j=1

0sszeget kvadratikus formanak nevezziik.
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Alkalmazzuk a (2.3) alatti felbontast:

n
x'Ax=x"UTAUx =) 4;z7, (2.7b)
i=1
ahol
z=Ux.

Tudjuk, hogy szimmetrikus, valés elemii matrixok sajatértékei valosak."” Ennek fi-
gyelembevételével értelmezhetdk a kovetkezd definiciok:

2.5. DEFINICIO. A szimmetrikus, valds elemli A matrixot pozitiv definitnek nevezzik,
ha minden sajatértéke pozitiv (4; > 0). Ebben az esetben a (2.7) szerin-
ti kvadratikus alak minden nemzérus x vektor esetében pozitiv.

2.6. DEFINICIO. A szimmetrikus, valos elemii A matrixot pozitiv szemidefinitnek ne-
vezziik, ha minden sajatértéke nemnegativ (4; > 0). Ebben az esetben
a (2.7) szerinti kvadratikus alak minden nemzérus x vektor esetében
pozitiv vagy zérus.

2.7. DEFINICIO. A szimmetrikus, valos elemli A matrixot indefinitnek nevezziik, ha
sajatértékei kiillonbozd eldjeliick. Ebben az esetben a (2.7) szerinti
kvadratikus alak egyarant felvehet pozitiv, negativ és zérus értéket.

Anal6g modon definialhato a negativ definit és negativ szemidefinit méatrix fogalma is.
A 2.2. DEFINICIObOI kovetkezik, hogy a pozitiv és negativ definit matrixok rangja
megegyezik a matrix rendjével.

Pozitiv definit és pozitiv szemidefinit matrixok esetében altaldnosithatjuk a valos
szamok korében ismert gyokvonas miiveletét. Erre vonatkozik az

2.6. TETEL. Tetszdleges szimmetrikus, valds elemii, pozitiv definit vagy pozitiv sze-
midefinit A matrixhoz talalhato olyan valds elemti H matrix, amelyre
A=H'H.

Bizonyitas gyanant felirunk egy ilyen H matrixot:

Vi 00

H' =[ujuy .o u,] 0 VA 0l Udiag(ﬁ)

oo 7

(2.3) alapjan egyszerlien belathatjuk, hogy ez megfelel a tétel kivanalmainak. Megje-
gyezzik, hogy a H matrix eldallitdsdhoz nem feltétlentiil sziikséges az A matrix (2.3)
szerinti spektralfelbontasat elvégezni, mert vannak gyorsabb algoritmusok is. (Ilyen a
Housholder-algoritmus, 1asd [5].)

13 Az idézett tétel pontosabban ugy hangzik, hogy hermitikus matrixok sajatértékei valosak [5]. Hermi-
tikus matrix: megegyezik komplex konjugaltjanak a transzponaltjaval.

31



2.3. Matrixok invertalasa

A probléma felvetése

Matrixokkal kapcsolatban két miivelet igényel kiillondsen gondosan kidolgozott al-
goritmusokat: a (2.3) szerinti spektralfelbontas és az invertalas. Mérések kiértékelése-
kor az el6bbi konkrét végrehajtasara nincs nagyon sziikség. Elméleti levezetésekben
persze annal tobbszor alkalmazzuk a 2.2. TETELt. Bizonyos matrixok inverzét azonban
minden esetben numerikusan ki kell szamitanunk. Erre vonatkoz6an Gauss 6ta kidol-
gozott algoritmus létezik: elimindcio elore, visszahelyettesités hatra. Elérhetdk ezt
megvalositd szubrutinok, amelyek feladatukat tobb-kevesebb sikerrel meg is oldjak.
Mivel a matrixok invertalasa alapvetd szerepet jatszik a mérések kiértékelésében, a
problémaval részletesen foglalkozunk.

Eloljaroban megjegyezziik még, hogy az alabb targyalt algoritmust csak alacsony
rendll matrixok esetében célszerli alkalmazni. Ennek csak egyik oka, hogy a kivonasi
jegyveszteségek problémaja a matrix rendjének (n) novekedésével egyre sulyosabba
valik. A masik ok az, hogy a Gauss-féle algoritmus #°-nel ardnyos szamu szorzast és
osztast igényel, vagyis a sziikséges szdmitasi id0 a matrix rendjével rohamosan nd.
Ezért nagy matrixok esetében olyan iteracids algoritmusok keriilnek eldtérbe, ame-
lyekben a szorzasok és osztasok szama csak n’-tel aranyosan né. Nehéz altalanossag-
ban megadni, hol van a két megkozelités kozotti hatar. Kortilbeliil a 100x100-as mat-
rixok jelentik azt a hatart, amely felett fontolora lehet venni az iteracids eljarasokat.
Specialis szerkezetli matrixok esetében a hatar jelentdsen kitolhato a 2.4. alfejezetben
targyalt hipermatrixok segitségével.

Jollehet az emlitett algoritmus 4altalaban ismert, egy példa kapcsan felidézziik a lé-
péseit. Tekintsiik a kdvetkez6 egyszerli egyenletrendszer megoldasat:

LOlx+2y+3z=1
4x+5y+6z=0 (2.8a)
Tx+8y+9z=0

Az eldre valo eliminaci6 elso 1épéseként az elsé egyenletet végigosztjuk x egyiitthato-
jéval, majd az igy kapott egyenletet végigszorozzuk 4-gyel és 7-tel, az eredményt pe-
dig kivonjuk a masodik, illetve a harmadik egyenletbol:

X +1,9802y +2,9703z = 0,9901
~2,9208y — 58812z = —3,9604 (2.8b)
~5.8614y — 11,7921z = —6,9307

A késbébbi tanulsagok levonasa érdekében az elsd osztds eredményét négy tizedes-
jegyre kerekitettiik, és ezt kovetden végig a kerekitett szamokkal dolgoztunk, majd az
ujabb eredményeket szintén négy tizedesjegyre kerekitettiik. A késébbi 1€pésekben is
igy jarunk el. Ezzel illusztraljuk a szamitogépek véges szamitasi pontossagat €s annak
numerikus kovetkezményeit. Az x ismeretlennek azt az egyiitthatdjat, amellyel el6szor
osztottunk, pivotelemnek nevezziik. Lathato, hogy a kapott egyenletrendszer két utol-
sO egyenletébdl kikiiszoboltlik (eliminéltuk) az x valtozot. Ezt kovetden y-t kiiszobol-
jiik ki az utolso6 két egyenletbdl. Pivotelemiink most —2,9208, vagyis az y ismeretlen-
nek a masodik egyenletben szerepld egyiitthatdja. Ezzel végigosztjuk a masodik
egyenletet, majd az eredményt végigszorozzuk az y ismeretlennek a harmadik egyen-
letben szerepld egyiitthatojaval, —5,8614-gyel, és az eredményt kivonjuk a harmadik
egyenletbdl:
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x+1,9802y +2,9703z = 0,9901
Y +2,0136z = 1,3559 (2.8¢)
0,0104z = 1,0168

Ezzel az algoritmus “elminécié eldre” részét végrehajtottuk. Ha tobb ismeretlentink és
egyenletiink lenne, akkor ezt tovabb folytatva kiiszobolnénk ki az ismeretleneket.
Végeredményben olyan egyenletrendszert kapunk, amelyben az utolsé egyenlet csak
egy valtozot tartalmaz, majd visszafelé haladva mindig eggyel tobb ismeretlen jelenik
meg. Mieldtt tovabbmennénk, felhivjuk a figyelmet arra, hogy a harmadik egyenlet-
ben a z egyiitthatdjanak a szamitdsakor végzett kivonasban az els6 harom értékes
tizedesjegy kiesett (elveszett).

Az algoritmus masodik része “visszahelyettesités hatra”. Az utolsé egyenletbdl (itt:
a harmadikbol) kifejezziik z-t, majd visszafelé¢ haladva kozvetleniil kiszdmitjuk az
egyes ismeretleneket:

x =0,9901-1,9802 - (—195,512) —-2,9703-97,769 = 97,740
y =13559—-2,0136-97,769 = —195,512 (2.8d)
z=1,0168/0,0104 = 97,769
Itt ugyan 6t értékes szamjegyet irtunk le, de ezek koziil legfeljebb az elsé harom lehet
értelmes, hiszen a (2.8c)-hez vezetd 1épésben a harmadik egyenletben z egytitthatdjat

csak ilyen pontossaggal tudtuk megkapni. Az eredeti egyenletrendszert nem nehéz
pontosan is megoldani:

x =100
y=-200 (2.8¢)
z=100

A (2.8d) szerinti eredmény a vartnal is rosszabb: a véges szamitdsi pontossag okozta
hiba miatt mar a masodik szamjegy is megbizhatatlan.

A megoldast nyilvan nagyobb pontossdggal szeretnénk megkapni. A bemutatott
példabol — reméljiik — vildgos, hogy a probléma gyokere a kivondsi jegyveszteség,
ugyanis ez az a muvelet, amelyben értékes szamjegyek veszhetnek el, amikor az egy-
masbol kivonand6 szamok kozelitdleg azonosak. Rogton felmeriil két kérdés: Mikor
1ép fel ez a kellemetlen jelenség? Ha fellép, lehet-e ellene valamit tenni? Az alabbiak-
ban ezekre keressiik a valaszt.

Miel6tt ratérnénk a valaszokra, megjegyezziik, hogy a (2.8a) egyenletrendszer
megoldasa megadja a matrix inverzének elsd oszlopat. A masik két oszlopot ugy kap-
juk, hogy a jobb oldalra az eddigi [1, 0, 0] vektor helyett a [0, 1, 0], illetve [0, O, 1]
vektorokat irjuk. Egy matrix invertdlasara tehat ugyantgy alkalmazhatjuk az “elimi-
nacio eldre, visszahelyettesités hatra” algoritmusat. Az is latszik tovabba, hogy a fel-
1ép6 numerikus problémak elméleti vizsgalatat elég az egyenletrendszerek megoldasa-
ra korlatozni.

E rész befejezéseként kimondjuk a kdvetkezd tételt:

2.7. TETEL. A pivotelemek szorzata megadja a matrix determinansat.

A tétel bizonyitasa az ismertetett algoritmusbol kovetkezik, és az Olvasora bizzuk.
Utmutatas: amikor valamelyik 1épésben a pivotelemmel osztjuk az egyik egyenletet,
ezt ugy is felfoghatjuk, hogy a determindnsbdl kiemeljiik a pivotelemet. Amikor ezt
kovetden az illetd sor valahanyszorosat kivonjuk a tobbi sorbol, ez nem véltoztatja
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meg a determinanst. Végeredményben egy olyan felsé haromszdgmatrix determindn-
séhoz jutunk, amelynek a féatlojaban minden elem értéke 1. Ez a determinans nyilvan
1-gyel egyenld. Az eredeti determinans igy a kiemelt pivotelemek szorzata. Ez a tétel
hasznos numerikus modszert szolgaltat determinansok kiszamitasara.

0 =
~
=~

S
-5 ~

10
15

20 - \
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30 ‘ : .
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2.1a. dbra. A (2.9) egyenletrendszer grafikus megoldasa
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2.1b. abra. A modositott (2.9) egyenletrendszer grafikus megoldasa

Geometriai szemléltetés

A (2.8) képletekben vizsgalt harmadrendii matrix rajzban nehezen szemléltetheto.
Ezért a probléma 1ényegét egy kétismeretlenes egyenletrendszer segitségével szemlél-
tetjiik:

104,5x+y =1 x =1/(104,5-100) = 0,2222

pontos megoldasa:

(2.9)
X+001y=0 y=—100x = —22,22

Ha az egyenletrendszert alkotd egyenleteket az (x, y) sikon abrazoljuk, két egyenest
kapunk. Metszéspontjuk koordinatai adjak az egyenletrendszer megoldasat. A 2./a.
abran lathato, hogy a két egyenes majdnem parhuzamos egymadssal. Ilyen esetben
1épnek fel a kivonasi jegyveszteségek, mint (2.9) megoldasaban: 104,5 — 100 =4,5. A
gyakorlatban ez arra vezet, hogy a megoldas nagyon érzékeny a matrix elemeire és a
jobb oldalon all6 ismert vektorra. Valtoztassuk meg példaul az elsé egyenletben x
egytitthatgjat 104,5-r6l 105,5-re! Ekkor a 2.7/b. abran lathatd képet kapjuk, amely sze-
rint a megoldas: x=0,1818 és y=-18,18. Az egyiitthatd 1%-nyi megvaltozasa a
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megoldasban 18% eltérést eredményezett. Az ilyen tulajdonsagu egyenletrendszerek-
r6l azt mondjuk, hogy rosszul kondicionaltak.

Rosszul kondicionalt matrixok

A (2.8a) egyenletrendszer esetében a megoldast az (x, y, z) térben felvett sikok
metszéspontja adja. Nos, ott a jegyveszteség azzal fligg 0ssze, hogy a sikok kozel par-
huzamosak egymassal. A kondicionaltsag fokanak szamszerii jellemzésére a kovetke-
z0 geometriai megfontolast alkalmazzuk. A (2.9) egyenletrendszer matrixanak az osz-

lopvektorai:
104,5 | 1
a; = és a, =
1 0,01

Az (x, y) sikon ezek kifeszitenek egy parallelogrammat. Teriilete a matrix determinan-
sanak abszolut értéke: |det A| =0,045. Ez azért kis szam, mert a két oszlopvektor ko-

zel parhuzamos egymadssal. Ha mer6legesek lennének, a parallelogramma téglalap
lenne, amelynek a teriilete

la)|-[ay] ~104,5-1=1045.

A Kkét teriilet hanyadosa a kondicionaltsag szamszer(i mértékének tekinthetd. Altala-
ban

|det A|

A= T,

(2.10)

5

ahol a nevezdében az nxn-es A matrix oszlopvektorainak a hossza szerepel. A (2.8a) és
a (2.9) matrixokra ez rendre 4,3-10* és 3,4-10°. detA kiszamitasaban tamaszkodha-
tunk a 2.7. TETELre. A matrix akkor jol kondicionalt, amikor C, (A) ~1.

A kondicionéltsagra egy masik mérdszdmot is levezethetlink. Ehhez sziikségiink
van a matrix valamilyen norméjara. Eloszor a vektorok normajat kell definialnunk,
majd ahhoz a kdvetkezd modon kapcsolhatunk a matrixok szamara is normat. Legyen
x tetszleges (nemzérus) vektor, €s tekintsiik az Ax vektorokat. Nos, a matrix normaja
a legkisebb olyan M szam, amelyre fennall az

[Ax] < M|
egyenldtlenség. Ebbdl kovetkezik, hogy minden x vektorra fennall:

I ENEN) @1

A vektorok szdmara a tovabbiakban az L, normat hasznaljuk:

I =xTx = [30x2 2.12)
i=1

Belatjuk, hogy ehhez a vektornorméhoz tartozé matrixnorma
INE¥ (2.13)
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ahol /121 az A'A matrix legnagyobb sajatértéke. Feltessziik, hogy az A matrix szim-
metrikus, és igy (2.3) szerint faktorizalhat6.'* Ha bevezetjiik a

z=V'x
jelolést, akkor

Ax = Udiag(4 X—Zﬂ,, Zu; ,
amelynek a normaja
n
||Ax||2 =x"ATAx = Z/i%ziz .
i=1

Itt kihasznaltuk, hogy az u; sajatvektorok 1-re vannak normalva. Tegyiik fel, hogy a
sajatértekeket csokkend sorrendben indexeltiik, vagyis 4; a legnagyobb abszolut érté-
kii. Ekkor irhatjuk:

|Ax|| <A z = Az'z=2x"x= /11||x||2.

Ha x = uy, akkor itt egyenldség all fenn, amivel allitdsunkat igazoltuk.
Minden normara érvényesek a kovetkezd Gsszefiiggések. Két matrix szorzatanak a
normdja nem lehet nagyobb, mint a tényezdk norméjanak a szorzata:

B < Ja]B]. (.14
A norma definicidja szerint tetszéleges x # 0 vektorra fennall, hogy

JaBy <

tehat ||A||||B|| valéban nem lehet kisebb a szorzat normajanal. Fennallnak tovabba a

haromszog-egyenlotlenségek:
|A-1B] <A +B] <[] +[B]. (2.14b)

A vektornormara vonatkoz6 haromszog-egyenlétlenség szerint tetszleges x # 0 vek-
torra fennall, hogy

J(a+B)d] <lax] + [Bx] < a] + [B])

tehat ||A|| + ||B|| valoban nem lehet kisebb az 6sszeg normajanal. A kiilonbségre vonat-

kozo egyenldtlenséget hasonldo modon lathatjuk be:

JAx] = (& + B)x—Bx| < (A + B)x] +[Bx] < A+ B - [B])-|

amibdl kovetkezik, hogy
[A]l <

vagyis  |A]-[B]<]A+B].

Anal6g modon lathatok be a kovetkezo egyenlétlenségek is. Ha ||A|| <1, fennall, hogy

4 A mérések kiértékelésénél fellépd matrixokra ez a feltevés mindig teljesiil.
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1

H(E+A) H Tl

< (2.14c¢)
L+[A]

A fentiek segitségével vizsgaljuk az
Ax=b (2.15)

egyenletrendszer megoldésait. Tekintsiik elészor a b vektor perturbacioit. Ha b-t
megvaltoztatjuk Ab-vel, akkor a megoldas megvaltozasa

Ax=A"'Ab .

Vegyiik mindkét oldal norméajat, és alkalmazzuk a fenti egyenlétlenségeket:

o < |-l =gyl < s
< g e,
amit a kovetkez0 alakban is irhatunk:
el - cw L
Itt bevezettiik a kovetkezd jelolést:
Cy(A)=[a7"]-a]. (2.16)

Ez a mennyiség ugyanugy jellemzi az A matrix kondicionaltsagat, mint a (2.10) sze-
rinti Cj, hiszen megadja, hogy a b vektor relativ megvaltozasa hanyszorosan felna-
gyitva jelentkezik a megoldésban.

Megmutatjuk, hogy ugyanez a C; mérvadd magéanak az A matrixnak a perturbacioi
szempontjabol is. Ha a matrixot AA-val perturbaljuk, akkor a megoldas megvaltozasat
az

(A+AA)x+Ax)=b
egyenletrendszer hatdrozza meg. Mivel Ax =b, ebbdl kapjuk:

-1
Ax = —(A+AA) T AAX = —(E + A_IAA) A7'AAX .
Vegyiik mindkét oldal normdjat, majd alkalmazzuk a (2.14) egyenl6tlenségeket:

<+ aaa) A7 2Al x| <|[E+ A7 2A)" a7 aA] x| <
<A Jaal ) < a7 -Jaa .
1-|A7'AA 1-|A7"]-[AA]

Innen a megoldas relativ hibaja a kovetkez6 alakban adodik:

37



A g

i

Mindenképpen fennall tehat, hogy a (2.15) egyenletrendszer akkor rosszul kondicio-
nalt, amikor C, nagy. Mivel az inverz matrix sajatértékei az eredeti mat-

rixsajatértékeinek a reciprokai, egyszertien belathato, hogy az HA‘lu matrixnorma
nem mas, mint A"A legkisebb sajatértékébél vont gyok reciproka. Ezzel tehat
Ay

G (A)= 2

. (2.162)

n

A fenti két példaban szereplé matrixokra ennek értéke: 2,4-10° (2.9)-re és 1,0-10"
(2.8a)-ra. Mindketté meglehetsen nagy érték.

Algoritmus

Miutan szamszerlien jellemeztiik a matrixok kondicionaltsagat, nézziik, hogyan le-
het a numerikus problémakat orvosolni. C;, definicidjabol latszik, hogy nagyon kedve-
z6tlen, ha a fenti sajatértékek nagysagrendileg eltérnek egymastol. Mérések kiértéke-
1ésekor kdnnyen keletkezhet ilyen matrix, ha a mért mennyiségek egységeit kedvezot-
leniil valasztjuk meg. A kisérleti fizikusoktdl azonban nem vérhato el, hogy ilyesmire
tigyeljenek. Az ebbdl esetleg keletkezé problémakat a mérést kiértékeld programok
keretében kell elintézni. Az invertdlandd matrixot célszerli transzformalni: jobbrol és
balrél beszorozzuk egy-egy diagonalis matrixszal ugy, hogy a transzformalt matrix
sor- ¢és oszlopvektorainak a normdja kozelitéleg azonos, mondjuk, 1 legyen. Ezzel al-
talaban javul a kondicionaltsag. Matematikailag tehat arr6l van szo6, hogy az A matrix
helyett az

A'=RAS (2.17a)
matrixot invertaljuk, majd a kapott eredménybdl az
Al =sA"R (2.17b)

képlettel kapjuk meg a keresett inverzet. Példaképpen vegyiik a (2.9)-ben szerepld
matrixot. Konnyen belathato, hogy az

01 0
S p— R p—
0 10
valasztas megfeleld, mert ez az
1,045 1
A=

matrixra vezet, amelyre C>(A’) =90,9 adddik, ami Iényegesen kedvezObb, mint ko-
rabban (2,4-10°). A transzforméciok is jarnak kerekitéssel, ami természetesen tjabb
hibaforras. Ennek kikiiszobolésére egyes programok a transzformald diagonalis mat-
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rixokban csak olyan elemeket engednek meg, amelyek 2 vagy 10 egész szaml hatva-
nyai. I[lyesmire azonban csak végsd esetben van sziikség.

A kovetkezd numerikus fogas a pivotelem megfelelo megvalasztasa. A tapasztalat
azt mutatja, hogy a kivonasi jegyveszteségek akkor a legkisebbek, amikor az elére
val6 kikiiszobolés mindegyik 1épésében az éppen kikiiszobolt valtozo egylitthatoi ko-
ziil az abban az egyenletben szerepldt valasztjuk pivotelemnek, amelyiknek legna-
gyobb az abszolut értéke.

Amint az algoritmus halad eldre, az igy kivalasztott pivotelem abszolut értéke egy-
re kisebb. Ha a matrix szinguléris vagy olyan rosszul kondicionalt, hogy az adott gépi
pontossag mellett az inverz matrix elemeinek egyetlen szamjegye sem veheté komo-
lyan, akkor az algoritmust le kell allitani. Ha végtelen pontossaggal szamolnank, a
szingularis matrixok esetében a pivotelem pontosan nullava valna a (k + 1)-edik 1¢-
pésben, ahol k& a matrix rangja. Véges pontossagu szamitasok esetében azonban ez so-
hasem kovetkezik be. Legfeljebb arrdl lehet sz6, hogy a pivotelem abszolut értéke egy
bizonyos toleranciaérték (7OL) ala csdokken, ami annak a jele, hogy a matrix szingula-
ris, vagy legalabbis az adott gépi pontossag mellett annak tekintendd. Tetszdleges
matrixok esetében nem lehet ilyen hatart megadni. Az invertdlandé matrix normaldsa
ebbdl az okbol is tanacsos. Normalt matrixok esetében a kdvetkezd hatdrok szabha-
tok: TOL =10 a szokésos négybajtos szamabrazolas (az Gn. szimpla precizid), vi-
szont TOL = 107" a nyolcbajtos szamabrazolas (az Gn. dupla precizid) esetén.

Utditeracio

Vannak esetek, amelyekben a fenti fogasok sem segitenek. Ilyen példaul a (2.8a)-
ban szerepld matrix: az oszlopvektorok normaja kozel azonos, és a pivotelem optima-
lis megvalasztasa sem javitja lényegesen az invertalas pontossagat. Az utolso lehetd-
ség ilyenkor az utoiteracio, amellyel szinte “reménytelen” eseteket is meg lehet men-
teni. Lehet alkalmazni akér az inverz, akar az Ax = b egyenlet kozelitd megoldasanak
a javitasara. Tegyiik fel, hogy a fenti numerikus eljarasokkal kaptunk egy kozelitdo B =
A" inverz matrixot. Az alabbi séma bal oldalan az egyenletrendszerre, a jobb oldali-
ban pedig az inverzre vonatkoz¢ algoritmust mutatjuk:

xo = Bb, X, =B
b, =b—Ax, =(E-AB)b=Zb, B, =E-AX,=E-AB=2Z,
x, = Bb, = BZb, X, =BB, =BZ,
X, =Bb, =BZD, X, =BB, =BZ*,
by =by, —Ax; = By =B —AX; =
— (E— AB)b; = Z**'b, =7" - ABZ' =7,
) e ——— e S
Y x,=>BZv=B> Z*'p= | Y X,=BY Z=B(E-2)"'=
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
-B(E-Z) 'b=A"b=x. -B(AB) ' =BB'AT! = A",

Ezek a sorok konvergalnak, ha Z-nek nincs 1-nél nagyobb sajatértéke. Erre vonatko-
z6an jo becslést kaphatunk a 2.4. TETEL alapjan. Ha példaul B legalabb né¢hany jegyre
jo inverz, és Z-nek nincs 0,1-nél nagyobb sordsszege, akkor az utoiteracio 10-nél ke-
vesebb 1épésben konvergal (10 tizedesjegyre).
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Példaként tekintsiik a (2.8a) szerinti matrixot. A (2.8) képletekben alkalmazott al-
goritmussal, négy tizedes jegyre valo kerekitéssel a kovetkezd kozelitd inverzet kap-
juk:

97,74 —195,57 97,80
B=|-19551 388,22 —-193,62
97,77 —-192,97 96,15

Az iteracid sebességét a
—0,0074 —0,0043 0,012
Z=E-AB=| -0,03 0 0
- 0’03 - 0704 0,01
matrix hatdrozza meg. A 2.4. TETEL szerint ennek legnagyobb abszolut értékii sajatér-
tékére (a harmadik sor alapjan) a kovetkezé felsd becslést kapjuk:
|/1| <0,03+0,04 +0,01=0,08, ami azt jelenti, hogy minden iteracids 1épésben a kor-
rekcid — nagyjabol — egy nagysagrenddel csokken. Nézziik ezt részleteiben:
221 —-433 2,15
X, =BZ=|-439 859 -428
2,18 —427 2,13

0,049 —0,096 0,048 |
X, =BZ? = -0,097 0,190 —0,095
0,048 —0,095 0,047

0,001 —0,002  0,001]
X; =BZ’ =[-0,002 0,004 —0,003
-0,001 —0,001 0,001 |

Lathatd, hogy mar az elsé iteracid (X;) elég lenne, ha csak négy értékes szamjegyre
keresnénk az inverzet. A masodik iteracié (X;) azonban a masodik tizedesjegyig he-
lyesen adja meg az inverzet:
100,00 —200,00 100,00
Al'=B +X; +X, ={-200,00 397,00 —198,00
100,00 -197,34 98,33

Ezzel a pontossaggal X3 és a tovabbi iteraciok elhanyagolhatok. Beszorzassal ellen-
Orizhetjiik, hogy ez — az adott pontossaggal — valoban A inverze.

2.4. Hipermatrixok

Eléfordul, hogy a kezelendd matrixokat célszerli blokkokra bontani, és az igy ke-
letkezd almatrixokat egy matrix elemeinek tekinteni. gy értelmezzik a
hipermatrixokat. Elméletiiket részletesen kidolgozza Rozsa Pal konyve [5]. Jegyze-
tiinkben csak a 2x2-es hipermatrixokra lesz sziikségiink:
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Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy a szimmetrikus hipermatrix inverze
visszavezethetd alacsonyabb rendli matrixok invertalasara. A késobbi hivatkozas ér-
dekében ezt egy tétel formajaban fogalmazzuk meg:

2.8. TETEL. Szimmetrikus hipermatrix inverzét a kovetkezd képlet adja meg:

-1
ACh
C B

- —(A - CTB_IC)_ICTB_I

(A—CTB_IC)
) —B_1C(A—CTB_1C)_1 B_l+B_1C(A—CTB_1C)_1CTB_1

Ez a képlet hasznos, ha a B blokk inverzét konnyt kiszdmitani: példaul akkor,
amikor B diagonalis matrix, vagy amikor B alacsony rendii matrix. Ezekben az ese-
tekben egyszertiisithetd a matrix négyzetgyoke is. Erre vonatkozik az

2.9. TETEL. Szimmetrikus hipermatrix négyzetgyokeét a kovetkezd képlet adja meg:

s e w) e )
C B Hc Hg | |He Hg|

Az egyes blokkok kielégitik az
A=H\H, +H{H_,
T
B = HBHB N
T
C = HBHC .

Az algoritmust B faktorizacidjaval kezdjik. Ezt kdvetden a harmadik egyenletbdl
kapjuk a Hc¢ blokkot, amelyet az els6 egyenletbe helyettesitve szamitjuk ki Ha-t. Ez
az eljaras foleg akkor kifizet6dd, amikor B diagonalis, és A mérete nem tilsdgosan

nagy.
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3. AVALOSZINUSEG-ELMELET ALAPJAI

Ebben a fejezetben azokat a valdszintiség-elméleti alapfogalmakat foglaljuk 6ssze,
amelyekre a mérések kiértékeléséhez sziikség van. A 3.1. alfejezet a terlileten teljesen
kezddk szamara késziilt. A késObbiek a teriiletet ismerdk szdmara is hasznos ismétlés
lehetnek. Figyelmeztetjiik azonban az Olvasot, hogy a rovidség kedvéért itt szdmos
egyszerusitésre kényszeriiliink, tehat ennek a fejezetnek a tanulmanyozésa nem he-
lyettesiti a valoszintiség-elmélet alapos megtanulasat. Az irodalom rendkiviil gazdag
magyar nyelven is [1]. Az irodalomjegyzék csak példaképpen ajanl néhany konyvet.

3.1. Alapfogalmak

Esemény és valosziniiség

A valdsziniiség definicidja

Amikor kisérletet végziink, annak kimenetele legtobbszér nem josolhatdé meg biz-
tonsaggal, mert a véletlentdl fiigg. A valdszinliség-elmélet targya az ilyen kisérletek
elemzése. Ha csak egyetlen kisérletet végziink, annak kimenetelérdl alig lehet valamit
mondani, viszont az elmélet kijelentései egyre megbizhatébba valnak, ahogy egyre
tobbszor ismételjiik meg a kisérletet. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a valésziniiség-
elmélet a véletlen tomegjelenségekkel foglalkozik.

A kisérlet minden lehetséges kimenetelét elemi eseménynek nevezziik. Példak ele-
mi eseményekre:

o két kockaval vald dobaskor a két kockan kapott szamokbol alkotott szdmpar: (2, 3),
(5, 1) stb.;

bridge-osztaskor a négy kézben levd 13—13 lap egyiittese;

céllovéskor a golyo becsapddasi helyének a céltabla kdzéppontjatol valod tavolsaga;
lottohuzéskor a kijovo szamotos €s a héten kitoltott szelvények Gsszessége;
radioaktiv bomlaskor az 1 s alatt elbomlott atomok szdma.

Az Osszes lehetséges elemi események egylittesét tekintsiik az £2halmaz elemeinek. 2
részhalmazait eseményeknek nevezziik. Természetesen minden elemi esemény egyben
esemény is. Egyiittesiiket eseménytérnek nevezziik. Példdk eseményekre:

e két kockaval valo dobaskor a két kockan kapott szam egymassal egyenld: {(1, 1);
(2,2); (3, 3); (4,4); (5, 5); (6,63

e bridge-osztaskor egy kézben van mind a négy asz;

o c¢llovéskor a 10-es kor, vagyis a golyo becsapodasi helyének a céltdbla kdozéppont-
jatol valo tavolsaga kisebb, mint a 10-es kor sugara;

o lottohuzaskor 5 darab négytalalatos szelvény van;

e radioaktiv bomlaskor az 1 s alatt elbomlott atomok szama kisebb, mint 1000.

42



A definiciobol nyilvanvald, hogy az (2 esemény biztosan bekdvetkezik. Ezért ezt
biztos eseménynek nevezziik. (2 valddi részhalmazai a kisérleteknek csak egy részé-
ben kovetkeznek be. Tegyiik fel, hogy n kisérletet végeztiink, és az 4 esemény k-szor
kovetkezett be. A k/n hanyadost relativ gyakorisagnak nevezziik. Azt tapasztaljuk,
hogy erdsen ingadozik, amig » kicsi, de n novekedésével stabilizalodik, és egy hatar-
értékhez tart. Ezt illusztraljuk a 3.1. dbran: n > 5000-re a relativ gyakorisag gyakorla-
tilag stabilizalodik 0,7 kdzelében. Ezt a hatarértéket nevezziik valdsziniiségnek:

.k
p(4) = lim = (3.1
n—o n
Egy kiilon fejezetet igényelne a konvergencia természetének elemzése, igy ettdl el
kell tekintenlink. Minddssze annyit jegyziink meg, hogy ezt az Osszefiiggést a nagy
szamok torvényének nevezziik, amelynek tobb valtozata létezik."

1

0,9

0,8

0,7 4 o

o O O O00OCAIITITIITWRD
o P ° o
[e]o%e)

ooo
0,6 - ]

0,5 lo}

0,4 o

relativ gyakorisag

0,3 A
0,2 A
0,1 -

0o o—0 T T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

log(n)
3.1. abra. A relativ gyakorisag konvergencidja a valoszinliséghez (p = 0,7)

Azt az eseményt, amelyre a valdszinliség vonatkozik, (3.1) mint4jara argumentum-
ként jeloljiik, ha sziikséges. Bonyolultan definidlhatd események valdszintiségét a ko-
vetkezdképpen is jelolhetjiik:

p:P{rSRlo},

ahol Rjp a 10-es kor és r a céltablaba furddé golyo helyének a sugara. Ezzel annak az
eseménynek a valosziniiségét irtuk fel, hogy a céllovonek 10-es kort sikertilt 16nie.

Fiuggetlen és egymadst kizard események

Az eseményekkel kapcsolatban meg kell ismerkedniink néhany fogalommal. Ki-
mondunk tovabba néhany alapveto tételt — de bizonyitas nélkiil. 4 és B egymast kizaro
események, ha kozos résziik az lires halmaz. Més szoval: egyszerre nem kovetkezhet-
nek be. Ha a kockadobasban az egyes kockakon kijott szdmokat i-vel és j-vel jeloljiik,
akkor a kovetkezd két esemény kizarja egymast:

A={i+j<4} ¢é B={i+j=10}.

15 A fent emlitett egyszertisitések egyike, hogy igy definialjuk a valdsziniiséget. A modern valdszinii-
ség-elmélet egészen masképp kozeliti meg a dolgot. Az alabbiak megértéséhez azonban elégséges lesz
a (3.1) képlet szerinti definicid. A konvergencia jellegét a késébbiekben még megvilagitjuk.
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Nem zarja ki egymast viszont a kdvetkezd két esemény:
A={i+j<4} & B={i+)=2k}, (3.2)
ahol k egész szam. K6z0s résziik ugyanis nem iires:

AB = {(1,1): (1, 3): (2, 2): (3. 1)} . (3.2a)

Ezek utan ki tudjuk mondani a kovetkezo tételt:

3.1. TETEL. Ha 4 és B egymast kizar6 események,

p(A+ B) = p(4)+ p(B). (3.3)
Ha nem egymast kizarok, a tétel médosul:
p(A + B) = p(A) + p(B) - p(AB) . (3.3a)

A 3.1. TETEL altalanosithato tetszéleges szamu, egymast paronként kizar6 eseményre.
Szamuk lehet megszamlalhatdan végtelen is.

Azt az eseményt, amelyben 4 nem kdvetkezik be, feliilhuzassal jeloljiik. Mivel az
A esemény vagy bekovetkezik, vagy sem,

A+ A =20,
A 3.1. TETEL szerint ebbdl viszont az addédik, hogy
p(4) = p(2)- p(4)=1-p(4). (3.3b)

A kovetkezo alapvetd fogalom az esemeények fiiggetlensége:

3.1. DEFINICIO. Az A4 és B eseményeket akkor mondjuk fliggetlennek, ha

p(AB) = p(A)-p(B). (3.4)

E definici6 szerint tehat fliggetlen események egyiittes bekovetkezésének a valdszinii-
ségét megkapjuk, ha kiilon-kiilon valo bekovetkezésiik valdszintiségét 0sszeszoroz-
zuk. Az események altaldban nem fliggetlenek. Ezért sziikségiink van a feltételes va-
l0sziniiség fogalmara:

3.2. DEFINICIO. Az 4 eseménynek a B eseményre vonatkozo feltételes valoszinliségét a
kovetkezo képlet adja meg:

p(AB)
p(B) . (3.5

Az itt szerepld p(A|B) feltételes valdszinliség fogalmat egy példaval vilagitjuk meg.

p(4B) =

Tekintsiik a (3.2) szerint definialt eseményeket. Az egyiittes bekovetkezésiiket jelentd
eseményt (3.2a)-ban felirtuk. Nos, a kérdéses feltételes valoszintiséget szintén a (3.1)
hatarértékkel definialjuk, de az ott szerepld n-be csak azokat a kisérleteket szamitjuk
bele, amelyekben a B esemény bekovetkezett. k-ba természetesen azokat a kisérleteket
szamoljuk bele, amelyekben az 4 esemény is bekovetkezett. Nagyon gyakran kony-
nyebb a feltételes valdszinliséget kiszamitani, mint az egyiittes bekovetkezését. Ezért
hasznos a (3.5) képlet. Végiil megjegyezziik, hogy fliggetlen eseményekre vonatkozo-
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an a feltételes valosziniliség a feltétel nélkiili valoszinliséggel egyezik meg. (3.4) alap-
jan ugyanis irhatjuk:
p(4B) _ p(4)-p(B)

AN

Azonos valoszinliségll elemi események

Levezetiink egy hasznos 0sszefliggést, amely akkor érvényes, amikor az elemi
események szama véges, €s valosziniiségiik azonos. Ha az (2 halmaz elemeinek a
szama N, akkor az egyes elemi események pg valdszintiségére a 3.1. TETEL altaldnosi-
tasa szerint fennall:

Npy = p(2)=1,
amibol
1
Po = N

Ha az 4 eseményt alkotd elemi események szama K, akkor ugyanezzel a megfontolas-
sal kapjuk:

p(4)=Kpy = % (3.6)

Szavakban:

3.2. TETEL. Ha az elemi események szdma véges, és valosziniiségiik azonos, akkor
barmely esemény valdsziniiségét megadja a kedvezd események és az
Osszes események szamanak (vagyis K, illetve N) hdnyadosa.

Nézziik példaul a (3.2) szerint definidlt események valoszintiségét! Az Osszes esemé-
nyek szama: N = 36. Az A eseményt a kovetkezd elemi események alkotjak:

A={(L 1) (12): (1L3):(2.1):(2,2): (3. 1)},

amelyek szama K = 6, tehat (3.6) alapjan
6 1
A)=—=—.
PA=367%
Koénnyen megszamlalhatjuk, hogy a B esemény szdmara kedvezd események szama
K =18, tehat (3.6) alapjan
18 1
B)=—=—.
PB)=363
A fogalmak jobb megértése céljabol megvizsgaljuk, hogyan teljesiil a feltételes valo-
mény szamara a kedvez0 esetek szdma K = 4, vagyis
4/36
(4)=436_2
/2 9
Ugyanezt kozvetleniil is megkaphattuk volna. Ha ugyanis (-t lesziikitjiik B-re, akkor
ezen az Osszes események szama mar csak 18. Az ezen a részhalmazon az 4 esemény
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szamara kedvezd elemi események szama (3.2a) alapjan 4. igy a feltételes valoszinii-
ség 4/18 = 2/9.

Geometriai valdszinliség

Ha az (2 halmaz elemeinek a szama végtelen, az azonos valosziniiségli események
valoszinlisége nem értelmezhetd a fenti mdédon. Ennek jellegzetes példaja a geometri-
ai valdszinliség. Legyenek az elemi események egy véges T teriiletli ponthalmaz pont-
jai.'® Feltessziik, hogy a kisérletben minden pont azonos valésziniiséggel jon ki.
Konnyen belathatd, hogy minden pont valosziniiséggel jon ki a kisérletben, ezért ezt
pontosabban is meg kell fogalmaznunk: ha az 4 eseménynek megfeleld alakzat tertile-
te #(A), akkor A bekdvetkezésének a valdszinlisége

p(A4)= LA). (3.7)

Ez a geometriai valosziniiség fogalma. Ha kiszemeljiilk az 4 halmaz egy tetszéleges
pontjat, €s a halmazt egyre zsugoritjuk, akkor a pont bekdvetkezésének a valoszintisé-
ge végig kisebb lesz, mint a #(4) teriilet. gy a pont valosziniisége tetszoleges pozitiv
szamndl kisebb, vagyis zérus.

A 3.2a. és 3.2b. abrak szemléltetik az egymast kizar6 eseményeket és a feltételes
geometriai valoszinliséget. Az eldbbi dbrarol leolvashato, hogy az (4 + B) ponthalmaz
tertilete a két teriilet 0sszege, tehat valdszinliségiik (3.7) szerint Osszeadodik. Az is
latszik az abrarol, hogy események halmazelméleti 6sszeadasa a “vAGY” logikai kap-
csolatnak felel meg: vagy A4, vagy B kovetkezik be. A masik abrarol viszont az latszik,
hogy a halmazelméleti szorzas az “ES” logikai kapcsolatot jelenti: mind 4, mind B be-
kovetkezik Az egyiittes bekovetkezés p(4B) valosziniisége a két ponthalmaz kozos
részének a teriiletével ardnyos. A feltételes valosziniiséget igy a kovetkezdképpen
foghatjuk fel: feltéve, hogy a kisérlet kimenetele altal kivalasztott pont a B halmazba
esik, keressiik az 4 esemény bekovetkezésének a valdszinliségét. Ekkor (3.7)-ben T
szerepét #(B), a t(A) teriiletét pedig #(AB) jatssza. Ezzel adodik (3.5):

t(AB tHAB)/T AB
)= =

P(A+B)=p(A)+p(B)

3.2a. abra. Egymast kizar6 események 3.2b. abra. Feltételes geometriai valdszi-
geometriai valdsziniisége nliség szemléltetése

' Az alabbiak konnyen atvihetSk egy- vagy haromdimenzids alakzatokra is. A szemléletesség kedvéért
valasztottuk a sikbeli ponthalmazokat.
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Megjegyezziik, hogy a fiiggetlen eseményeket ezen a mdédon nem tudjuk rajzban
szemléltetni.

Valoésziniiségi valtozo, eloszlasfiiggvény

Amikor méréseket végziink, a kisérlet valamilyen fizikai mennyiség mérését jelen-
ti. A kisérlet kimenetétdl fliggéen a mérés eredménye mas és mas lehet. A mérés min-
den elemi eseményhez egy vagy tobb szamot rendel hozza. A mérések kiértékelése
szempontjabol tehat alapveté ennek a hozzarendelésnek az ismerete. [gy jutunk el a
valosziniiségi valtozo fogalmahoz, amelyet a mérésekben jatszott szerepénél altalano-
sabban hatarozunk meg:

3.3. DEFINICIO. A valésziniiségi valtozé az (2 eseménytéren értelmezett mérhets'’
fliggvény.

A fogalmat két példaval vilagitjuk meg a fentiek koziil:

e Amikor két kockaval valé dobéskor az (i, j) szdmpér jon ki, ezek barmilyen fiigg-
vénye valoszintségi valtozo, példaul i + j, i/j stb.

o Céllovés esetében az (2 eseményteret a céltabla pontjai alkotjak. A céllovd szem-
pontjabol a legfontosabb valdszinliségi valtozd a golyd becsapoddsi pontjdnak a
tabla kozéppontjatdl valo r tavolsaga.

Gyakran beleesiink abba a fogalmazasi hibaba, hogy nem kiilonbdztetjiik meg az
elemi eseményeket a valoszinliségi valtozd hozzajuk rendelt értékétdl. Mérések eseté-
ben ez gyakran megbocsathatd pongyolasag. Vegyiik példanak a szoba hémérsékleté-
nek a mérését. Ha a mérést tobbszor megismételjiik, altaldban kiillonb6zo eredménye-
ket kapunk, tehat a mért hdmérséklet a véletlentdl fiigg. Hajlamosak vagyunk az elemi
események (2 halmazat a kapott hdmérsékletértékekkel azonositani. Tudjuk persze,
hogy nem errdl van sz6. Némi gondolkodas utdn azonban belatjuk, hogy ebben az
esetben nem is olyan konnyl az elemi eseményeket definidlni, hiszen azok szamos
tényez0 egyiittesét jelentik — természetesen attdl fliggden, hogyan végeztiikk a mérést:
mikor mértiink, nyitva voltak-e az ablakok, milyen a hémérdé pontossaga, volt-e fiités,
stb. Ha ezek a tényezOk mind szerepet jatszanak a mérés kiértékelésében, ligyelniink
sdg megbocsathato.

A valészintliségi valtozok legfontosabb jellemzdje az eloszlasfiiggvény:

3.4. DEFINICIO. A valoszintiségi valtozo F(x) eloszlasfiiggvénye annak a valosziniisé-
ge, hogy a véltozo & értéke kisebb x-nél:

F(x)z P{§<x}. (3.8)

A kapcsos zargjelen beliil szerepld relacio kijeloli az €2 eseménytér egy részhalmazat.
Ezeket a valoszinliségi valtozd nivohalmazainak nevezziik, amelyek definicid szerint
maguk is események. A 3.3. DEFINICIOban szerepld mérhetoség azt jelenti, hogy a ni-
vohalmazokhoz x minden értékénél kell tudni valdszinliséget definidlni. Nagyon ne-
héz matematikai feladat nem mérhetd halmazt konstrualni, igy a mérések kiértékelé-
sében mindig feltessziik, hogy a szerepld valosziniiségi valtozok mérhetd fliggvények.
Ebben a jegyzetben — kevés kivételtdl eltekintve — altaldban gorog betiikkel jeloljiik a

7 A mérheté fiiggvény fogalmat a késGbbiekben hatarozzuk meg.
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valoszinliségi valtozokat, az eloszlasfiiggvény valtozojat pedig egy neki megfeleld
latin betlivel, mint ezt (3.8)-ban is tettiik.

A definiciobol kovetkezik, hogy egy eloszlasfiiggvény mindig monoton ndvekvo.
Ami folytonossagat illeti, ez fligg a valoszintiségi valtozo jellegétdl. A minket érdekld
esetekben a valdszinliségi valtozok kétfélek lehetnek: diszkrét és folytonos valtozok.

3.5. DEFINICIO. A ¢ valdszinliségi valtozo diszkrét, ha értékei csak a megszamlalhato-
an sok x; szam valamelyike lehet (k= 1, 2, ...).

Ebben az esetben az eloszlasfiiggvény két szomszédos x; kozotti intervallumban 4l-
lando, de az x = x; pontokban ugrasa van. Az ugras nagysagat p;-val jeloljiik, ami an-
nak a valdszinliségét adja meg, hogy a &= x; esemény bekdvetkezzen:

Pk =P{§=xk}. (393)

Diszkrét eloszlasok esetében tehat az eloszlasfliiggvényt a kovetkezoképpen irhatjuk
fel:

F (x) = ZPk .
kix, <x (39b)
Be lehet latni, hogy ez fiiggvény balrol folytonos.
0,04 .-3v.
[ [ ]
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3.3. abra. Diszkrét eloszlas grafikonja

A folytonos valosziniiségi valtozo fogalmat legegyszeriibb a diszkrét eloszlasokbol
kiindulva meghatarozni. Ebben Gnyegyenko ¢és Hincsin [1] gondolatmenetét kdvet-
jik."* A 3.3. dbran egy diszkrét eloszlasra dbrazoltuk a py valészintiségeket a véltozo
értekkészletét alkoto x; értékek fliggvényében. Az abran lathatd pontok egy folytonos
gorbévé latszanak Osszeolvadni. Ezt a kovetkezdképpen tudjuk matematikailag is
megfogalmazni. Kijeldliink egy [x, x+dx) intervallumot, és dsszegezziik az ebbe es6 xi
értékekhez tartozo valoszintiségeket. Legyen f(x) ezek atlagértéke:

Z i =1 (x)dx.
feix<x, <x+dx

Ha az x; értékek minden hataron tul stirisddnek az x-tengelyen, akkor ezzel eljutunk a
folytonos valoszintiségi valtoz6 fogalmahoz. Az f(x) fiiggvény a & valoszintiségi val-

'8 Ez a gondolatmenet azoknak sz6l elsésorban, akik még nem szereztek kell$ jartassagot az integralok
teriiletén.
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tozd suriséegfiiggvénye. Ha a 3.3. abran lathaté pontokat egy folytonos gorbével kot-
juk Ossze, akkor az F(x) eloszlasfliggvény ennek —oo-tdl x-ig terjedd része alatt alatti
teriiletet adja meg. fgy jutunk a kévetkezd definicidhoz:

3.6. DEFINICIO. A ¢ valoszinliségi valtozo folytonos, ha eloszlasfiiggvénye felirhato az

F<x>=_ff(r>dr 5.108)

integral alakjaban.'
Az (halmaz ekkor vagy egy (véges vagy végtelen) intervallum, vagy ilyenek egyesi-
tése. (3.10a)-bol kovetkezik, hogy az f(x) strliségfiiggvény az eloszlasfiiggvény deri-
valtja:
dr(x)

f(x)=—dx . (3.10b)

A tovabbiakban — hacsak lehet — elészor a diszkrét valtozok alapjan fogjuk a fogal-
makat bevezetni, és csak ezutan adjuk meg ezeknek a folytonos eloszlasokra vonatko-
z6 megfeleldit.

A 3.5. és 3.6. DEFINiICIOkbOI kovetkezik, hogy

lim F(x)=1,

X—>+0

hiszen F(+o0) annak a valdszinliségét jelenti, hogy & egyaltalan felvesz valamilyen
valos értéket, ami nyilvanvaloan a biztos eseménnyel azonos. Korabbi 0sszefiiggése-
ink alapjan ez a kdvetkezot is jelenti. Diszkrét valoszinliségi valtozok esetében

S =1, (3.11a)
k=1

illetve folytonos valosziniiségi valtozok esetében

Tof(x)dx . (3.11b)

Varhato érték és szoras
Egy diszkrét valoszintiségi valtozé értékét n-szer megmértiik. Tegyiik fel, hogy az
xi €rték [y-szor jott ki. Ha n — oo, akkor definicio szerint

.|
py = lim &
n—o n

Vegyiik a kapott eredmények atlagat:

' A valosziniiség-elméletben ennél joval altalanosabban definialjak a folytonos eloszlasokat. Az itt
adott definicié valdjaban a fotdlfolytonos valdszinliségi valtozok definiciéja. Az Olvasotol elvart ma-
tematikai eldismeretekre vald tekintettel egyszertsitettiik a definiciot.
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D lexi
F_ k
F=t—.
n
Az Osszegze€s itt kK minden, a mérésekben eléforduld értékére kiterjed. Ennek a meny-

nyiségnek n — oo mellett vett hatarértékét nevezziik a £ valoszinliségi valtozé varhato
ertékének:

a=M(é)= 1im2=§:pkxk. (3.12a)

n—® k=1

Folytonos valdsziniiségi valtozo esetében — analog megfontoldsokkal — a kovetkezd
definiciét kapjuk a varhato értékre:

a=M(¢)= joo xf(x)dx . (3.12b)

—00

Ezekben a definicidkban természetesen feltételezziik, hogy a végtelen Osszeg, illetve
integral konvergens. A varhato értéket gyakran egyszeriien csak datlagértéknek nevez-
ziik, hiszen ennek a hatarértéke. Az M(...) jelolés is erre utal: “mean” angolul atlagot
jelent.”

Mivel a valészinliségi valtozonak az egyes kisérletekben kapott értéke az atlagtol
eltérhet, sziikség van egy olyan jellemzdre is, amely ennek a nagysagat jellemzi. Elsd
Otletként erre kézenfekvo a (& — a) kiilonbség atlagat valasztani. Mint konnyen belat-
hatd, ez minden esetben zérus. Nem zérus azonban a kiilonbség négyzetének az atla-
ga, amelyet szordsnégyzemek neveziink:

o =D*(&)= (xx —a) py » (3.13a)
k=1
illetve folytonos valdszintiségi valtozok esetében
+00
o =D*(&)= [(x-a)’ f(x)dx. (3.13b)

A “szorasnégyzet” mellett haszndlatos még a variancia vagy a diszperzio kifejezés
is.?! Négyzetgyokét szérdsnak nevezziik, szokasos jellése o. A fenti definiciokban
hallgatélagosan ismét feltettiik, hogy a fellépd integralok, illetve 6sszegek konvergen-
sek. Ha (3.13)-ban a négyzetes tényezot kifejtjiik, egyszertien levezethetjiik a

D?(¢)=M(¢?)-[M(9)] (3.14)

Osszefliggést. Mivel a szorasnégyzet mindig pozitiv, azt is kiolvashatjuk ebbdl a kép-
letbdl, hogy egy valoszinliségi valtozd négyzetének az atlaga nagyobb, mint a valtozé
atlaganak a négyzete.

Egyszertien belathatjuk, hogy a varhat6 érték €s a szoras aranyosan valtozik, ha a
valdsziniiségi valtozot egy c allandoval beszorozzuk:

[I3e L)

2 Szamos mas nyelven is “m” az elsd betii: moyenne (francia), Mittelwert (német), medio (spanyol)
stb.

2l Az ut6bbira utal a D*(...) jeldlésben a “D” beti.
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M(cf) = cM(f) =ca ¢€s Dz(cf) =¢? D? (f) =c?o?.

A sz6rés az eloszlasfiiggvény hasznos jellemzdje, amelyet meghatarozni a mérések
kiértékelésének egyik kozponti feladata. Ebben az alfejezetben csak a Csebisev-e-
gyenlotlenséget 1dézziik, amely azt fejezi ki, hogy a varhato értéktdl a szorashoz ké-
pest nagy eltérések nem valoszintiek:

3.3. TETEL. Ha a & valoszintiségi valtozo varhato értéke a, szordsa o, akkor tetszoleges
pozitiv A-ra fennall, hogy

P{|§—a|>fta}<%. (3.15)

A tételt diszkrét valosziniliségi valtozora latjuk be, de a bizonyitas egyszeriien atvihetd
folytonos valdszintiségi valtozok esetében is. (3.13a) alapjan irhatjuk:

o0 o8]
o’ =Y -alp> Yly-alp> Yofp=
k=1 k:‘xk—a‘>ﬂa k:‘xk—a‘>/10'

=(Ao) P{ |§ - a| > /10'}.

Ebbdl egyszeriien kovetkezik a bizonyitandd tétel. Ha A-t ugy valasztjuk meg, hogy

Ao = glegyen, akkor az egyenlGtlenség a
2
P{le-a|> &)< (3.152)

2
&

alakra hozhatd. Gyakran ebben az alakjaban alkalmazzuk.

Magasabb momentumok

A (3.12) és (3.13) képletekkel definialt varhato érték, illetve szorasnégyzet altala-
nositasaként definidlhatunk tovabbi momentumokat. Diszkrét valdsziniiségi valtozé n-
edik momentuma

M, =M(§”)=ixgpk, (3.16a)
k=1

ha ez a sor konvergens. A (3.13) képletekkel definialt szorasnégyzet Un. centralis
momentum, amelynek természetes altalanositasa a

C, =M(§—a)n]:kzl(xk—a)"pk (3.16b)

n-edik centralis momentum, ha ez a sor konvergens.

crer

oszlasokra is:

M, =M(¢") = T X" £ (x)dx (3.16¢)

és
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C, = M[(f— a)"] - T(x —a)" f(x)dx, (3.16d)

ha ezek az integralok léteznek.

Tobbvaltozos eloszlasok?

Egviittes eloszlasfugevény

Az eddigieket altalanosithatjuk tobb valdszinliségi valtozo esetére. Jeldljiik ezeket
&, &, ..., E-vel. Az egyszerliség kedvéért mindegyikrol feltessziik, hogy folytonosak.
Nem okoz nehézséget a diszkrét valtozok esetére valo attérés. Egyiittes eloszlasfiigg-
venyiiket (3.8) mintajara definidljuk:

3.7. DEFINICIO. A &, &, ..., &, valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasfliggvényét a
kovetkezd képlet adja meg:
F(xl,xZ,...,xn) = P{§1 < xl,§2 < xZ,...,é:n < xn} . (317)
Derivaltja az egyiittes stiriiségfiiggvény [v0. (3.10b)]:

B 0" F(x1,%;,...,%,)

f(xl,xz,...,xn)— Ox,0x5...0x ' (3.18)

A stirtiségfiiggvénynek a kovetkezd értelmet lehet adni. Jeldljiink ki az n-dimenzids
térben az (xi, xz, ..., X,) pont koriil egy dV' = dx;dx;...dx, infinitezimalis térfogatelemet,
¢s keressiik annak a valoszintiségét, hogy a (&, &, ..., &) szdmok altal a térben kije-
161t pont ebbe esik. (3.18) szerint ezt elsé rendben az

f(xl,xz,...,xn)dV = f(xl,x2,...,xn)dx1dx2...dxn

kifejezés adja meg. Amikor a geometriai valdszintiséget definidltuk, feltételeztiik,
hogy ez a valosziniség fiiggetlen a (&, &, ..., &) ponttol. Ha tehat a rendelkezésre
allo térfogat Vo, akkor (3.7) szerint a geometriai valoszintiség dV/V,, ami azt jelenti,
hogy ekkor az egyiittes slirliségfiiggvény

1
f(xl,xz,...,xn)

Vo

Ezt az eloszlast egyenletes eloszlasnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy csak akkor tud-
juk értelmezni, amikor (2 térfogata véges.

A definiciobol kovetkezik, hogy az egyiittes stirliségfliiggvénynek (2ra vett integ-
ralja 1. Tegyiik fel, hogy ismerjik a (&, &, ..., &) valoszinliségi valtozok egyiittes
striségfiiggvényét, de egyikiik (példaul &) szamunkra érdektelen. Hogyan lehet eb-
bdl a maradék (n — 1) valdszinliségi valtozo egyiittes slirliségfiiggvényét kiszamitani?
Ha az eloszlasfliggvényben x; helyére +oo-t helyettesitiink, akkor (3.17) szerint fiig-
getlen & értékétdl, és végeredményben (&, ..., &,) eloszlasfiiggvényévé valik. A stri-
ségfiiggvény tekintetében ez az x; valtozo szerint vald integralast jelent:

2 Tekintve, hogy ebben a jegyzetben a tobbvaltozos eloszlasok kozill tdbbnyire csak a Gauss-elosz-
lasra (lasd alabb) van sziikség, amely folytonos eloszlas, a fogalmakat folytonos valdsziniiségi valto-
zokra definialjuk.
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+00
fperem(xz,...,xn)z J.f(xl,xz,...,xn)dxl .
—00

Az ilyen tipust integralokat a fennmarado (&, ..., &,) valtozok perem-siiriiségfiigg-
venyének nevezzik.

Az események fliggetlenségére vonatkozo definiciot egyszerlien atvihetjiik a valo-
szinliségi valtozokra is:

3.8. DEFINICIO. A &, &, ..., &, valoszinliségi valtozokat fiiggetlennek nevezziik, ha
egylittes eloszlasfiiggvénylik a kovetkezoképpen bonthato tényezdkre:
F(xp, %5000 %, )= Fy (x))Fy (x5 Fy () - (3.19a)

(3.18)-bol kovetkezik, hogy ekkor az egyilittes sliriségfiiggvény is hasonloképpen
bonthat6 tényezdkre:

_ 8"F(x1,x2,...,xn) dFl(xl) sz(xz) an(xn)

X1,X5,..., %, = —
S, ) ox,0x, ... 0x,, dr,  dr, dr,

= fi(x1) o (x2) S (%) - (3.19b)

Varhato érték és szoras

Az egyes valdszinliségi valtozok varhato értékét és szordsat az egyetlen valoszinii-
ségi valtozo esetére hasznalt meghatarozasok szerint definidlhatjuk. (3.12b) mintajara
& vérhato értéke (atlaga):

+00+00  +00
a;, = M(rfl.): J- J. J.xl.f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn , (3.20a)
(i=1,2, ..., n). Hasonldan definidlhatjuk a szorasnégyzetet is:
‘71'2 = Dz(fz‘) =
+00 +00 ~+00 5
= J. J. J.(xi —al-) f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn ) (3.20b)

(i=1, 2, ..., n). Egyszerlien belathat6, hogy ez egyben & perem-eloszlasanak az atla-
ga, illetve szorasnégyzete is. Ez az észrevétel azt jelenti, hogy egyetlen valtoz6 varha-
to értékének és szorasanak a meghatdrozdsdhoz elegendd a minket érdekld valtozot
egyediil megfigyelni, hiszen a tobbi valtozo6 hatasa benne van a perem-eloszlasban.

Kovariancia

Tobbdimenzids eloszlasok esetében fellép a kovariancia, amely egyetlen valtozo
esetében — értelemszertien — nem definialhat6.

3.9. DEFINICIO. A & és & valdszinliségi valtozok kovariancidjat a

o2 M-k o) -
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+00 400

—J. I Ix —a; (x —a])f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn (3.21)

képlet adja meg.

Nyilvéanval6, hogy i = esetén a kovariancia azonos a szorasnégyzettel. i #; esetén
viszont a kovariancia némi felvilagositast ad a két valtozo fiiggetlenségére vonatkozo-
an. Fennall ugyanis a

3.4. TETEL. Ha a ¢ ¢és & valoszinliségi valtozok fiiggetlenek, kovariancijuk eltlinik.
Helyettesitsiik (3.19b)-t (3.21)-be:

cov(cfl.,cfj)z
_J_TOTO _J. ( J)f(xl’x2°""xn)dx1dxz...dxn:
-1 Jos-anls o s e, -
T et et e s -

~+00

:jfo(xi —a;)f;(x;)dx; I(xj _aj)fj(xj)dxj =0.

—00

A tétel megforditasa nem érvényes: két valdszinliségi valtozo kovariancidja ugy is el-
tlinhet, hogy azok nem fliggetlenek.
Gyakran alkalmazzuk a kovetkezd tételt:

3.5. TETEL. Két valoszinliségi valtozo 0sszegének varhatd értéke a varhatod értékiik
0ssze:

M(¢& +77)=M(&)+M(y).
Legyen ¢ =& + 1. Ekkor egyszert belatni, hogy C eloszlasfiiggvénye

FE)=ple <o) [ a [ rteh,

—00

vagyis a striiségfiiggvénye

= Tf(x,z—x)dx

Ebbdl kapjuk a

[>e} o0

Idzjzfxz x)dx

—00

varhato értéket. Ha itt alkalmazzuk a z = x + y helyettesitést, akkor kapjuk a tétel alli-
tasat:
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0 o0

M(¢) = [ dv [(x+ )/ (rp)dr = M(E)+My).

—00 —0

Teljes indukcioval belathatjuk, hogy a tétel érvényes tetszoleges szamu valdsziniiségi
valtozo Osszegére is.
A kovariancia nagysagat korlatozza a

3.6. TETEL. A & és & valoszinliségi valtozok kovariancidjanak abszolut értéke nem
lehet nagyobb, mint szérasuk szorzata:

‘cov(é‘i,é‘j )‘ <0,0;. (3.22)

Legyen £=¢&; —a; ¢és n=¢; —a;. Nyilvan ekkor M(n) = M(cf) =0. A tetszdleges
valds szamértéke mellett fennall a
0<D*(§-4n)=D*(¢)-2AM(r¢)+ 2 D*(n),

egyenldtlenség. (Itt mindjart alkalmaztuk a 3.5. TETELt.) E polinom diszkrimindnsa
nyilvadn nem negativ, vagyis

M(n¢)| < D(&)- D(n),

amint a tétel allitja. Egyenldség akkor és csak akkor allhat fent, ha van olyan A,
amelyre

& — An = konstans.

A most bizonyitott tételt Schwarz-féle egyenlétlenségnek nevezziik.”
A kovariancia és a szorasok

_ cov(éi,éj)

0,0

r

hanyadosat korrelacios egyiitthatonak nevezziik. A 3.6. TETEL szerint r abszolut érté-
ke nem lehet nagyobb 1-nél.

Feltételes siuriségfiiggvény

(3.5) alapjan definialhatjuk a feltételes stirliségfiiggvényt. Tekintsiink két valoszi-
nlségi valtozot: & és n. Egyiittes striségfiiggvényiik f(x, y). n perem-stiriiségfiigg-
vénye

)= [ £y,

A 3.2. DEFINICIO alkalmazasédhoz az 4 és B események legyenek a kovetkezok:

A={x£§<x+dx} és B={y£77<y+dy}.

2 A tételt sok nemzet tekinti magaénak: a francidk Cauchy-rol, az oroszok Bunyakovszkijrol nevezték
el, ami nem csoda, hiszen levezetése annyira egyszer(i, hogy tobben is megkaphattak egymastol fiigget-
leniil. {gy Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-féle egyenl6tlenségnek kellene nevezniink. Az egyszeriiség
kedvéért a legrovidebb nevii szerz6t valasztottuk.
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Definici6 szerint
P(AB) = f(x,y)dxdy és P(B) = f(y)dy .
A (3.5) szerinti feltételes valdsziniiség ezzel igy irhato:

f(x,y)dxdy _ f(x,y)
Sy f(y)

P(A|B): dx:f(x|77:y)dx.

Ezen alapul a

3.10. DEFINICIO. A ¢ valoszinliségi valtozonak az 7 valoszinliségi valtozora vonatkozo
feltételes stirtiségfiiggvénye

f(x,)
fy)

A feltétel jelolését néha egyszerisitjiik: f (x| y). A feltételes eloszlashoz is lehet var-

flxlm=y)= (3.23)

hatd6 értéket és szorast rendelni:

3.11. DEFINICIO. A & valoszintliségi valtozonak az i valdszinliségi valtozora vonatkozo
feltételes varhato értéke és szorasnégyzete:

a' = M(ﬁ]n: y)z ifoxf(x|y)dx,
Dz(ﬁln: y): ij?o(x—a’)zf(x|y)dx.

Vektori jelolésmbdd

A tobbdimenzios eloszlasok esetében kényelmes a vektori jelolésmod. A &, &, ...,

&, valoszintliségi valtozokat a & vektor komponenseinek tekintjiik. Hasonléan az x és

a vektorokban egyesitjiik az (x;, x2, ..., X,), illetve az (ay, ay, ..., a,) valtozokat. Ezek-
kel a jelolésekkel a (3.20a) képletek az egyszeriibb

a=M(g) = [x/(x)dx (3.24)

alakban irhatok fel. Itt az integralt az f(x) fliggvény teljes értelmezési tartomanyara ki
kell terjeszteni. Ha az integralasi tartomany mas, akkor azt értelemszertien jeldljiik.

A ?, vektor két komponense kozott a (3.21)-ben definidlt kovarianciat minden le-

hetséges (i, j) indexparra képezziik, és a kapott kovariancidkat a B kovarianciamatrix
(i, j) elemének tekintjiik:

B = COV(fz‘ofj)- (3.25)

Ha sziikséges, a kovarianciamatrix B jel6léséhez indexben feltiintetjiik, melyik vélet-
len vektorhoz tartozik. A definiciobdl kovetkezik, hogy B szimmetrikus. A vektori
jelolésmod segitségével megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz:
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3.7. TETEL. Minden kovarianciamatrix pozitiv szemidefinit, szimmetrikus, vagyis tet-
szOleges z vektorra fennall, hogy

2'Bz>0. (3.26)
(3.21) szerint & és & kovariancidja a (§l~ —-a; )(cf j—a j) szorzat varhat6 értéke. Ez a

- - T
szorzat azonban tekinthetd a (& - a)(?‘; — a) diad (i, j) elemének is. Ebbdl kovetkezik,

hogy a (3.25) képlet vektori alakja
- -~ T
B:N{@_an_g } (3.27)

amire strtin fogunk ebben a jegyzetben hivatkozni. M(zT (E - a)): z' M(E - a) a 3.5.

TETEL szerint. gy a z' (c“; — a) skalarszorzat zérus varhato értékili valdszinliségi valto-

z6 barmilyen konstans>* z vektor esetében. Négyzetének varhaté értéke nem lehet ne-

o<l (g-al] |- w{s1(E-a)E-a] o} -
=z' M{(E ~a(g- a)T}z - 7"Bz.

Eppen ezt kellett bizonyitani.

Transzformalt valtozok varhatd értéke és kovarianciaja

Meérések kiértékelésekor a kozvetleniil mért mennyiségekbdl tovabbi valoszintiségi
valtozokat szamitunk ki, mas széval transzformaljuk Sket. Az aldbbiakban a linedris
transzformaciokat tekintjiik, vagyis meghatarozzuk a transzformalt mennyiségek var-
hato értékét és kovarianciamatrixat. frjuk a transzformaciot az

i = A
alakba. Varhato értékét (3.24)-bol kapjuk:
b= M(#) = M(AE) = [ Ax/ (x)dx = A[ x/(x)dx = Aa. (3.28)

Hasonloan egyszerii kiszadmitani a transzformalt valtozok kovarianciamatrixat. (3.27)
alapjan irhatjuk:

- - T 1
B;=M A(g—a)(g—a) AT |=
P s N AT T
=AM (?‘;—a)(&,—a) A zABEA . (3.29)
Ha A annak az U matrixnak a transzponaltja, amely (2.3) szerint a kovarianciamat-

rixot diagondlisra transzformalja, akkor az m vektor komponensei korreldlatlanok.
Mint fentebb emlitettiik, ez nem feltétleniil jelent fliggetlenséget is.

* Ebben az 6sszefliggésben a “konstans” azt jelenti, hogy nem valdsziniiségi véltozo.
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Az A transzformacids matrixrdl nem sziikséges kikotniink, hogy négyzetes legyen.
Sz¢€1s6 esetben lehet akar egy vektor is. Az imént kapott képletek alapjan fontos téte-

leket bizonyithatunk be, ha A = @ = (1, L..., 1). Ekkor a transzformacio egyetlen
valoszinliségi valtozot eredményez:

77=03TE= Zfi .
i=1

A 3.5. TETEL, illetve a (3.28) képlet alapjan érvényes a
n n
M| X & | =2 M(&) (3.30)
i=1 i=1

képlet. Hasonlo dsszefiiggés irhato fel 7 szorasnégyzetére abban az esetben, amikor a
&, valoszinliségi valtozok fliggetlenek. (3.29) alapjan konnyen belathatjuk, hogy ek-

kor fennall a

3.8. TETEL. Fiiggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének a szorasnégyzetét tagonként
lehet képezni:

DZ(Z&-J =Y D*(&). (3.31)
i=1 i=1

Fontos hangsulyozni, hogy ez a tétel csak fliggetlen (pontosabban: korreldlatlan) valo-
szinliségi valtozdkra érvényes.

3.2. Nevezetes eloszlasok

Ebben az alfejezetben olyan ismert eloszlasok siirliségfliggvényét, tovabba varhato
értékét és szorasat adjuk meg, amelyek a mérések kiértékelésében fontos szerepet jat-
szanak. El6szor az egydimenzids eloszldsokat tekintjiik, majd attériink a tobbdimenzi-
0s eloszlasokra. Az utdbbi kort lesziikitjiik a tobbdimenzids Gauss-eloszlasra.

Egydimenzios eloszlasok

Egyenletes eloszlas

A geometriai valoszintiséggel kapcsolatban mar utaltunk az egyenletes eloszlasra.
Akkor mondjuk, hogy a & valoszinliségi valtozo egyenletes eloszlasu a [0, €] interval-
lumban, ha stiriségfliggvénye

1
f(x)= 7’ ha0<x<0, (332)
0

ha x < 0,vagy x > 6.

Az egyenletes eloszlas gyakrabban fordul eld, mint gondolndnk. Mindenesetre ar-
rol nevezetes, hogy a mérések kiértékelésére dltalaban kidolgozott modszerek sorra
cs0d6t mondanak, amikor a mért adatok egyenletes eloszlastak. Ennek oka abban rej-
lik, hogy a valoszinliségi valtozonak az a tartomanya, ahol a stirtiségfiiggvény 0-tol
kiilonbozik, fiigg 6-t6l. Ugyanakkor @ altaldban ismeretlen paraméter, és a mérést
gyakran azért végezzik, hogy értékérol felvilagositast kapjunk.
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TetszOleges & folytonos valoszinliségi valtozot lehet egyenletes eloszlasuva transz-
formalni. Ervényes ugyanis a

3.9. TETEL. Legyen a ¢ folytonos valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x). Ekkor
F(&) egyenletes eloszlast valdszinliségi valtozo a [0, 1] intervallumban.

Jeloljiik F(&) eloszlasfiiggvényét @(x)-szel. Ekkor definicid szerint fennall:
o(x)= P{F(£) < x} = Plg < F ' (x)}= F|F ' (x)| = x,

ahol a “—1” felsd indexszel az inverz fliggvényt jeloltiik. Ennek alapjan F(&) stirtiség-
fliggvénye azonosan 1. Mivel F(&) felsé hatara 1, ezzel a tételt bebizonyitottuk. E le-

vezetés mintdjara belathatjuk, hogy a &= F (1) valoszintiségi valtozo eloszlas-

fliggvénye F(x), ha n egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumban. Mivel minden
szamitogépben talalhaté egy fiiggvény, amely egy ilyen 7-t allit €16, ezen a médon
tetszOleges ismert eloszlasu véletlen szamot lehet generalni.

A (3.12) és (3.13) képletek alapjan egyszeriien kapjuk az egyenletes eloszlds var-
hat6 értékét és szorasnégyzetét:

¢ & 0
M(é)=|x—=— (3.33a)
fode.
és
@ 6\ dax 62
Dz(f)ZJ(x—gj 213 (3.33b)
0

Binomidlis eloszlas

Legyen p az A esemény valdszinlisége. A kisérletet n-szer megismételjiik. k-val je-
16ljiik azoknak a kisérleteknek a szamat, amelyekben A4 bekovetkezik. A k valdszinii-
ségi valtozé eloszlasa a binomidlis eloszlds.*® Egyszertien kiszamithatjuk annak py
valdszintiségét, hogy 4 pontosan k-szor kovetkezik be. Ha A k-szor kovetkezett be,
akkor (n — k) esetben nem kovetkezett be. Egy ilyen kisérletsorozat valoszintisége

p*(1-p)

Az elvégzett n kisérlet eredménye k darab “igen”-bdl és (n — k) darab “nem”-bdl all
aszerint, hogy az 4 esemény bekovetkezett-e vagy sem. Mivel a keresett p; valoszinii-
ség szempontjabol kozombos ezek sorrendje, a fenti valdsziniiséget meg kell szorozni
a kedvezd kisérletsorozatok szamaval:

Pr = ("jp"(l—p)”‘k. (3.34)

n—k

A binomialis tételbdl kovetkezik, hogy ezek dsszege 1. Belatjuk tovabba, hogy &
varhato értéke és szorasnégyzete

M(k) =np, (3.34a)
illetve

5 A jobb zsebszamologépekben szintén talalhatd egy ilyen véletlenszam-generator.
26 Ezt gyakran nevezziik Bernoulli-eloszldsnak is.
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D?(k)=np(1- p). (3.34b)

Definicid szerint
M) = 340 =Sk
k=0
o(n=1) 4 n—k
=mp | P =p) = mp.
k=I\"""

Hasonldan be lehet latni, hogy
n
YRRYORVIE B VI (B
k=0

SR (i Ul E R U

Ebbdl (3.14) alapjan kapjuk a keresett eredményt:
Dz(k) = M(k2 )— [M(k)]2 =n(n— l)p2 +np—n’p? =np—np?,

amint (3.34b)-ben allitjuk.

A binomialis eloszlas alapjan meg tudjuk vilagitani a (3.1) képletben szerepld ha-
tarérték jellegét. Ott emlitettiik, hogy a valoszinliség-elmélet modern megfogalmaza-
saban ez a hatarérték nem tobb, mint a valdszinliség meghatarozéasara szolgald “méré-
si utasitds”. Magat a valoszinliséget ettdl fliggetleniil definidljak, de ennek targyaldsa
meghaladna jegyzetiink kereteit. Nos, tegylik fel, hogy egy ilyen definicio 1étezik. A
3.3. TETELben kimondott (3.15a) Csebisev-egyenlétlenség alapjan ekkor irhatjuk:

P{E—p > g}<6_2_ Dz(k/”) _ Dz(k) _ p(l—p)
n g’ g’ n’e? ne?
Ebbdl kovetkezik a

limP{E—p > g} =0

n—>o0 n

hatarérték. Ezt a fajta konvergenciat nevezziik sztochasztikus konvergencianak: ahogy
a kisérletek n szama nd, egyre valdsziniitlenebbek az olyan “igen—nem” sorozatok,
amelyekben a relativ gyakorisag egy eldirt e-nal jobban eltér a valosziniiségtol.

A binomialis eloszlasnak két kozelitd alakja érdemel emlitést: a Poisson-eloszlds
¢és a Gauss-eloszlas.

Poisson-eloszlas

Rogzitjiik az @ = np varhato értéket, mikozben n — co. Megmutatjuk, hogy ekkor
pi hatarértéke
k
a
— 3.35
pe=e (3.35)

(3.34)-et a kovetkezo alakra hozhatjuk:
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b = n(n—l)...(n—k+l)(ajk(1_ajnk _

k! n n

LS 0

Ezen beliil nyilvanvaloak a kdvetkez6 hatarértékek:

—k
1im(1—1)(1—2].--(1—1‘_1)(1—“) ~1
n—o n n n n

lim(l—ﬁj e
n—w n

Py hatarértéke tehat valoban (3.35). Ezt nevezziik Poisson-eloszldsnak. Jellegzetessé-
ge, hogy varhat6 értéke és szorasnégyzete azonos:

M(k)=D*(k)=a. (3.353)

és

Gauss-eloszlas

A binomialis eloszlas masik hatarértéke a Gauss- vagy normdleloszlas, amelynek a
stiriségfiiggvénye

f(x)= %exp{@}, (3.36)
o

o 20

ahol

M(é)=a ¢ D*(&)=0’. (3.36a)
Ez az eloszlas a mérések kiértékelésében alapvetd szerepet jatszik, ezért ebben a jegy-
zetben sokszor talalkozunk vele. A dolog alapja az un. centrdlis hatareloszlas-tétel,
amely szerint elegendden nagy szamu valoszinliségi valtozo atlaga jo kozelitéssel Ga-
uss-eloszlasunak tekinthetd, ha eloszlasfiiggvényiik bizonyos, gyakran teljesiil6 felté-
teleknek eleget tesz.

Megmutatjuk, hogy (3.34)-et valoban lehet a (3.36) képlettel kozeliteni. Bevezet-
jik a kovetkezd jeloléseket:

x=k, a=np és (72=np(1—p).

Alkalmazzuk a Stirling-formulat:

n!= x/ﬁ(gj

n

A binomidlis egyiitthatot ezzel igy kozelithetjiik:

(ZJ ) k!(nn!— ) \/;_n m o (nn_nk)n_k .

A négyzetgyokot tartalmazo tényezd k-tol gyengén fiigg, tehat benne elég a k = np

kozelitést alkalmazni. Ugyanakkor az utolso tényezd, vagyis a tort k-nak gyorsan val-
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tozo fliggvénye, amit a késdbbiek szerint fogunk kozeliteni. Végeredményben tehat a
kovetkezo kozelitést kapjuk:

(nj N 1 n" 1 n"
k 2munp(1—p) k*(n=k)"™  Jono? kX(n—k)™

Innentdl kezdve k-t folytonos valtozonak fogjuk tekinteni. A (3.34) valdsziniiség loga-
ritmusara el6bbi képletiink felhasznéalasaval a

ln(pk\/ﬁ)z nlnn —kln(ﬁj_(n —k)ln[n —k]

p l-p

kozelité formulat kapjuk. Konnyli belatni, hogy ez eltiinik a k = np helyettesitéskor.
Hasonldan belathatok a kovetkezd egyenldségek is:

iln(pk\/ﬁ}kqp _ —h{ﬁ] +1n(” —kJ

ok p I-p

=0

k=np

és

2
a_zln(Pk\/Zn'az} :—l— !
ok

k n—k

1 1

k=np B np(l_p) o

k=np
Ezzel kapjuk a k szerinti sorfejtés vezetd tagjat:
2 2
ln(pk\/2n02 )z—(k nf) :_(x i) ,
20 20

amibdl kozvetleniil kovetkezik (3.36).

Tobbdimenzids Gauss-eloszlas
A tobbdimenziods eloszlasok koziil csak a tobbdimenzids Gauss-eloszlassal foglal-
kozunk. Ha a & vektor varhato értékét, illetve kovarianciamatrixat a

ME)=a & By - M[(E ~a)e —a)T} (337a)
képletek szerint jeldljiik, akkor a & vektor stirliségfiiggvénye
()=, exp{—%(x—a)TBgl(x—a)}, (3.37)
ahol
el 1

C = . 3.37b
’ (2n)"? (2n)"? [det B ( )

crer

vertalhat6. E szakasz végén visszatériink a szingularis kovarianciamatrix esetére.

A 3.9. TETEL szerint fliggetlen valdszinliségi valtozok kovarianciaja eltiinik, de en-
nek a megforditdsa nem feltétleniil érvényes. Nos, Gauss-eloszlas esetében a kovari-
ancia eltlinése egyben fliggetlenséget is jelent. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Ha
a kovarianciak eltiinnek, akkor a B kovarianciamatrix diagonalis:
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1
_ = di 2 -1 diae| —
Bg dlag(al ), B‘g dlag( 2} ,

amit (3.37) képletekbe helyettesitve kapjuk az

w2
f(x)= ! exp{—%Z—(x’ ;’) }_
02 Y 2 izl O
1o

X, —a, 2
=Hmexp{%} (3.37¢)

stiriségfiiggvényt. Az itt szerepld tényezok az egyes valdszinliségi valtozok kiilon-
kiilon vett stiriségfiiggvényei. A most bizonyitott kijelentést tétel formajaban is ki-
mondjuk:

3.10. TETEL. Gauss-eloszlasu valoszinliségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek,
ha kovarianciamatrixuk diagonalis.

A (3.28) ¢és (3.29) képletek megadjak transzformalt véletlen vektorok varhat6 érté-
két, illetve kovarianciamatrixat. Ha a transzformalt vektor Gauss-eloszlasu, akkor
tobb is igaz, nevezetesen fennall a kdvetkezd gyakran hasznalt tétel:

3.11. TETEL. Ha a E; véletlen vektor Gauss-eloszlast, akkor a transzformalt n = AE;

véletlen vektor szintén Gauss-eloszlast, amelynek varhato értékét (3.28),
kovarianciamatrixat pedig (3.29) adja meg.

Eldszor belatjuk, hogy ha & Gauss-eloszlasu, akkor 7= c& is az — tetszdleges ¢ al-
land6 mellett (c # 0). n eloszlasfiiggvénye

yle )
Fly)=P < d
(v)=Ply < y}= {é C} . 2njexr{ oy }x
amibdl 7 stirtiségfiiggvénye

1) =20 wlzn eXp{—M}-

dy 2(00')2

Ez egy ca varhatoértékii €s co szordsu Gauss-eloszlasu valoszintiségi valtozo stiriség-
figgvénye. Ezutan kiszamitjuk az n= & + & valdszinliségi valtozo stirliségfliggvé-
nyét. Nyilvan elég az M(&)) = M(&) = 0 esetet tekinteni. Ha & és & kovarianciamat-
rixa

N I N R e
poo, ol | 012022(1—,02)—/00102 of |

akkor (3.37) szerint & és & egyilittes sliriségfiiggvénye
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1 O'%xlz +0'12x§ —2p010,X1X,

f(xl,xz)z exp| —
2100441 - p* 207073 (1 _pz)

1 szorasnégyzete

D*(§ +&,)=D*(&)+D*(&,)+2c0v(§.&, )= of + 03 +2p0y0, .

A (3.8) és (3.10) definicidk szerint felirhatjuk 7 eloszlasfiiggvényét:

y=x;

F(J’):P{§1 +& <J’}: J. dx, If(xlaxz)dxl )

—00

illetve 7 stirtiségfiiggvényét:

0= ] 7 ama)d s

—00

Az integral elemi helyettesitésekkel kiértékelhetd, és az eredmény

2
! exp| — 4

)

2

:\/2n(012+0§+2p0102) 2(0'12"‘0'22"‘2/3(710'2)

ami valoéban egy Gauss-eloszlasu valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye. Az eddig
bebizonyitott két allitds alapjan 7= c1&+c2é& szintén Gauss-eloszlasu, ha a ¢; és ¢
allandok koziil legalabb az egyik zérustodl kiillonbozik. Innentdl pedig mar teljes in-
dukcioval bizonyithatjuk be a tételt. A bizonyitas részletezését az Olvasora bizzuk.

Befejezésiil megbeszéljiik, mi a helyzet akkor, amikor a kovarianciamatrix szingu-
laris. A szingularitds azt jelenti, hogy van olyan nemzérus z vektor, amelyre

2'Bz=0.
Mivel a kvadratikus alak ZTE‘, szorasnégyzete, ez csak ugy lehetséges, hogy

-
z & = konstans,

vagyis a valoszinliségi valtozok nem linedrisan fiiggetlenek. Ha a B matrix rangja &,
az ilyen z vektorok kozott (n — k) darab linedrisan fliggetlent lehet talalni. Irjuk fel ezt
altalanosan is: 1étezik egy olyan [nx(n — k) rend(i] Z, ,x matrix, amelyre

ZTE = konstans,

¢és rangja (n —k). A 27; vektor lehetséges értékei tehat nem toltik ki a teljes n-dimen-
zi0s teret, hanem annak csak egy (n — k)-dimenzids alterét.

Példaul n =3 és k = 2 esetén ez azt jelenti, hogy a E vektor nem a teljes térben, ha-

nem csak egy, a z vektorra merdleges sikon valtozhat. Ha az f{(x;, x, x3) stiriségfiigg-
vényt ennek ellenére harom valtozé fiiggvényének tekintjiik, vagyis haromdimenzios
dV = dxdx,dx; térfogatelemekre vonatkoztatjuk, akkor a siirliségfiiggvény nem értel-
mezhetd. Addig azonosan 0, amig az (xj, x2, x3) pont nincs rajta a sikon. Amikor vi-
szont rajta van, f(xi, x, x3)dV annak a valdszinliségét adja meg, hogy a pont a d} altal

64



a sikbol kimetszett tartomanyba esik. Ha ezt elosztjuk dV-vel, akkor a hanyados vég-

telenhez tart, amikor d¥ zérushoz tart. igy a siirtiségfiiggvény kozonséges fiiggvény-

ként nem értelmezhetd, hiszen valdjaban o-fliggvény, vagyis disztribicio.
Levonhatjuk tehat azt a kdvetkeztetést, hogy a stiriségfiiggvény nem definidlhato,

amikor B szingularis. Ebben az esetben a & vektor komponenseinek a szdmat csok-
kentenilink kell. A 2.3. DEFINICIO szerint B-nek van egy nemszingularis k-adrendii

minora. A & vektornak ehhez tartoz6 komponensei mar linedrisan fiiggetlen valoszi-
nliségi valtozok, amelyekre értelmezhetd a k-valtozos siiriségfiiggvény. A fennmara-
do (n — k) darab valoszinliségi valtozot az elébbiekkel ki lehet fejezni, tehat rajuk vo-
natkozdan barmilyen mennyiséget (varhato értéket, kovarianciat, valdszintiségeket
stb.) ki lehet szdmitani. Ennek részleteibe azonban nem megyiink bele.

3.3. A Gauss-eloszlasbol szarmaztatott eloszlasok

A mérések kiértékelésekor tobb olyan valosziniiségi valtozoval van dolgunk, ame-
lyek a Gauss-eloszlasbdl szarmaztathatok. A méréskiértékelés irodalmaban harom el-
oszlas jatszik kiilonosen fontos szerepet: y’-eloszlas, Student-eloszlas és Fisher-
eloszlas. Egy negyedik, a ¢-eloszlas jelenik meg a 9. fejezetben targyalt pontelhagya-
sos modszer alkalmazésakor.

v2-eloszlas

Ha (&, &, ..., &) fiiggetlen Gauss-eloszlasu valdszintiségi valtozok, amelyek var-
hato értéke 0, szorasa 1, akkor definicid szerint

n
2 2
In=25 (3.38)
i=1
E valoszinliségi valtozo stirliségfiiggvénye
1 n,ox
ky(x)=———x2 e 2, (3.38a)

s

ahol 7{x) az un. gammafiiggvény:

I(x)= J.tx_le_tdt. (3.39)
0

A (3.38)-ban megjelend tagok n szamat a y’-eloszlas szabadsdgi fokdnak nevezziik.
2 varhato értéke és szorasnégyzete:

M(;(z):n és DZ(ZQ):Zn. (3.38b)

Student-eloszlas
Legyen & egy 0 varhato értékii és 1 szorast, Gauss-eloszlasu valosziniiségi valtozo,
amely fliggetlen ;(i -t6l. Ekkor a
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g

b == (3.40)
| Zn
n

hanyadost Student-tormek nevezziik. Stirliségfiiggvénye

n+l1

1 F(2j x? _%l
s, (x) = (1 + —} , (3.40a)

n

varhato értéke és szorasa

M(1,)=0 & D*(t,)=——, n>2. (3.40b)

:n—2’

A (3.40a) stiriségfiiggvény ugyan értelmezhetd n = 1-re és n = 2-re is, de ezekben
az esetekben nem létezik a szords. n-et a Student-eloszlas esetében is a szabadsagi fo-
kok szdmanak nevezziik.

Fisher-eloszlas
A Fisher-eloszlas két, egymastdl fiiggetlen y*-valtozé hanyadosa:

2
Foo= Kol (3.41)
Zuln
Stiriiségfiiggvénye
Lo
r22) (2
_n 2 m (3.41a)
" T
2/ (™) 2
m
varhato értéke és szorasnégyzete
+2 n’ (3.41b)
M(F,,)=1 ¢é D3*(F,,)=""=. ~1.
(Fn) ) == 2= )

¢-eloszlas
A @-hanyados emlékeztet a Fisher-hanyadosra:

N /m (3.42)

Pmn == >
Znin
ahol Zi és ;(i egymasto] fiiggetlen y*-valtozok. A Fisher-hanyadoshoz képest az

egyetlen kiilonbség a szamlaldoban szerepld négyzetgyok. Bonyolultsiga miatt nem
irjuk fel a stiriségfiiggvényét, sem varhat6 értékét és szorasat.
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*3.4. Korrelacios ellipszoid

A korrelacios ellipszoid hasznos segédeszkoz véletlen vektorok Osszehasonlitdsa-
ban.

3.12. DEFINICIO. Ha M(E) =a,a ?7; véletlen vektor korrelacios ellipszoidjat azoknak

az x vektoroknak a végpontjai alkotjak, amelyek kielégitik az

(x-a) B;'(x-a)=1 (3.43)

egyenletet.

A korrelacios ellipszoid nevezetessége, hogy feliiletén a Gauss-eloszlas stirtiség-
figgvénye allando, ami kozvetleniil belathaté a tobbdimenzids Gauss-eloszlas (3.37)
szerinti definicioja alapjan.

Legyen Q egységvektor, és szamitsuk ki az QTE valoszinliségi valtozo szoras-
négyzetét:
I B - T = -
2= DZ(QTg) - M(QT(F, - a)(g - a) Qj -0Q"BG. (3.44)
Megmutatjuk, hogy a korrelacios ellipszoid tetszdleges x pontjahoz lehet talalni olyan
Q vektort, hogy |X— a| = r. Megfontolasainkat a 3.4. abrdn lehet nyomon kdvetni,

amely két valtozo (n = 2) esetében mutatja az ellipszoidot (az abran ellipszist).

Legyen U az az unitér matrix, amely a BE_, matrixot fétengelyre transzformalja:

diag(02)=Bﬁ -U"B,U, B

T

i UB;U . (3.45)

A By diagonalis matrix az n= UT(E, — a) vektor kovarianciamatrixa. A féatléban
levd

o7 =D*(nm;), i=1,2,..,n

elemek a B; matrix sajatértékei. A transzformalt koordinatarendszerben tehat a

g
(3.43) szerinti feliilet egyenlete

n 2
yIBRy =Y =1, (3.46)

i=1 O;

ahol y az eredeti x vektor transzforméltja: y=U"(x—a).

Az U matrix oszlopai B; sajatvektorai, tehat y komponensei az (x - a) vektornak

3
a sajatvektorokra vett vetiiletei. E18szor nézziik az n = 2 esetet. A 3.4. dbran 6-val je-
16]jiik az u; sajatvektornak az eredeti x; koordinatatengellyel bezart szogét. Ezzel a
jeloléssel az U matrix elemei a kovetkezok:

cosfd —sind
U=| . )
Lm&’ cosd }
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Ha az (x - a) vektor polarszdge ¢ (az abran nincs jeldlve), akkor

cosQ
x—-a=r . ,
sing
amivel

y=UT(x—a)= r[ cosf sin }{cosw} _ ,{COS((p— 9)}_

—sin@ cosf | |sing sin(¢ — 6)

Az u; és u; vektorok altal kifeszitett (y;, y2) koordindtarendszer az (x;, x;) eredetihez
képest @ szoggel van elforgatva az oramutatd jarasaval ellentétes iranyban. Utdbbi
képletiinkbdl latszik, hogy (x—a) ¢s y ugyanazt a vektor jeloli, de komponenseik

egymashoz képest elforgatott koordinatarendszerekben vannak kifejezve. Ugyanez a
gondolatmenet atvihetd n-dimenzids térbe is.
A (3.46) egyenlet szerint az y;/o; hanyadosok egy egységvektor komponensei.

Jeloljiikk ezt ® -val: w; = y; /o, ,i=1,2, ..., n. Az 'y vektor hosszisaganak négyzete

cres

Q=Ua, illetve @ = U"Q . A fentick analégidjara Q és & ugyanazt a vektort jeld-
lik, de komponenseik egymashoz képest elfogatott koordinatarendszerekben vannak

kifejezve. A korrelacios ellipszoid x pontjahoz rendeljiik az Q egységvektort. A
(3.45) egyenlet alapjan

P =(x-a)' (x-2)=y'y=6'B;6 =Q'UB;U'Q=Q"B.Q.

Ezzel igazoltuk fenti allitasunkat: az ellipszoid x pontjdhoz vezetd sugar r hossza
megegyezik az QT?‘; valoszinliségi valtozo szorasaval.

® (ésigy Q) iranya — mint a 3.4. abran latszik — y-hoz képest el van forgatva, ha
a o; sajatértékek nem mind azonosak. Kivételek a sajatvektorokkal parhuzamos y vek-

torok, mert esetiikben (T)”y Most bizonyitott allitasunk alapjan megérthetjiik, mit je-
2

lentenek a B kovarianciamatrix sajatértékei: o, az u, & valosziniiségi valtozo szo-

3
rasnégyzete.

Tekintsiink két azonos dimenzioju véletlen vektort, mondjuk a. -t és ﬁ-t, amelyek
varhato értéke azonos, és megszerkesztjiik korrelacios ellipszoidjukat. Ha azt talaljuk,
hogy a -¢ teljes egészében benne van E-éban, akkor ez azt jelenti, hogy tetszdleges
Q egységvektorra vonatkozodan Q"6 szorasa kisebb, mint QTB -¢. Koznyelven
szolva ezt ugy is kifejezhetjiikk, hogy a mérése minden tekintetben pontosabb, mint
[§-é. Amikor a korrelacios ellipszoidok atmetszik egymast, kiilonb6zd Q-kra QTa
és fZT[; szorasa kozotti relaciok egymastol eltérdek lehetnek. A korrelacios ellipszoid
tovabbi alkalmazasat lathatjuk a 4.4. alfejezetben.
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Y2 o,

8l

Xy

3.4. abra. Korrelacios ellipszis

Feladat
12
Bizonyitsuk be, hogy £=-6+ Z n; N(0, 1) valtozo, ha mindegyik 7; egyenletes

i=1
eloszlasu a [0, 1] intervallumban.
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4. SEGEDESZKOZOK MATEMATIKAI STATISZTIKABOL

4.1. Alapfogalmak

A matematikai statisztika alapfogalma a statisztikai minta, ami nem mas, mint mért
(vagy megfigyelt) értékek egyiittese: &, &,..., &, Mint a 3. fejezetben tettiik, a mérést
vagy megfigyelést most is kisérlemek fogjuk nevezni. Mivel a kisérletben kapott
mennyiségek értéke a kisérlet kimenetelétol fligg, a statisztikai minta valdszinliségi
valtozok egylittese. Jeloljiik eloszlasfliggvényiiket rendre Fi(x)-, Fao(x)-, ... Fu(x)-szel.
A matematikai statisztikdban bevett szohasznalat szerint a kisérlet elvégzésével mintat
vettiink ezekbdl az eloszldasokbol. Ennyiben nevezhetjiik a kisérletet mintavételnek is.

Ahhoz, hogy a kapott mintabol gyakorlati kdvetkeztetéseket vonhassunk le, ismer-
niink kell a minta (egytittes) eloszlasfiiggvényét: F(x, xa, ..., x,). Fontos specidlis ese-
tek a kovetkezok. A leggyakoribb, hogy az egyes mintaclemek mérése egymastol fiig-
getlen:

F(xl,xz,...,xn)zﬁF}(xi). (4.1a)
i=1

Ekkor fiiggetlen mintavételrdl beszéliink. Ebben a jegyzetben tobbnyire ilyen kisérle-
tek kiértékelésével foglalkozunk. A dolog tovabb egyszerlisddik, amikor az egyes
mintaelemek eloszlasfiiggvénye azonos: Fi(x) = F(x). Ilyenkor azt mondjuk, hogy a
mintavétel ebbdl a kozos eloszlasbodl tortént. A minta eloszlasfiiggvénye ezzel tovabb
egyszerusodik:

F(xp,x05005,) = [T F(x). (4.1b)
i=1

A gyakorlatban ritkan tudjuk az eloszlasfiiggvényt pontosan megadni. Legtobbszor
csak az eloszlasfliggvény matematikai alakjat tudjuk felirni, és ebben altalaban szere-
pelnek ismeretlen paraméterek is (aj, ap,..., an). A kisérlet célja éppen ez utobbiak
meghatarozasa. Ebben a fejezetben ennek matematikai részleteirdl lesz szo. Végered-
ményben a statisztikai minta fliggvényében kapjuk meg a keresett paraméterek érté-
két. Ennek hangstlyozasara szoktuk az eloszlasfliggvényt
F(x1, x2, ..., Xu; a1, ay, ..., ay) alakban felirni. A rovidség kedvéért altaldban a vektori
irasmodot haszndljuk: F(x, a). A levezetésekben tobbnyire ennek az xy, x, ..., x, val-
tozok szerinti derivaltja, a stiriiségfiiggvény jelenik meg. A stirliségfiiggvényt a 3. fe-
jezetben — a szokasos modon — f-fel jeldltiik. A mérések kiértékelésében mast jeloliink
f-fel, igy helyette az

0" F(x,a)

L(xl,xz,...,xn;al,az,...am):L(X,a):m (42)
1942y
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jelolést hasznaljuk. Ezt a fliggvényt likelihood-fiiggvénynek nevezziik. Gyakran lehet
a likelihood-fiiggvény elnevezéssel is talalkozni.”’

A matematikai statisztika masik alapfogalma: a statisztikai minta barmilyen fligg-
vényét statisztikanak nevezziik. Példak:

_ n
e mintaatlag: &= Zf s
i=1
e a mintaelemek maximuma: &,

a mintaelemek minimuma: &,

a minta terjedelme: & .. — & nin»

C —-\2
(¢-9)
empirikus szordsnégyzet: s> = 121—1’
n —_—

¢s a sort lehetne folytatni.

A mérések kiértékelése szempontjabol a legfontosabbak azok a statisztikak, ame-
lyek az ismeretlen a,, a, ..., a,, paraméterek értékét megadjak. Az ilyen statisztikakat
a parameéterek becsiilt értékének nevezzik, amit a kdvetkezd alakban irunk fel (k=1,
2,..,m):

@ = 14(£1820mm080) = 14 ) (43)

Ezek a mennyiségek valoszintiségi valtozok fiiggvényei, igy maguk is valoszintiségi
valtozok.

4.2. Paraméterbecslés

A becsiilt paraméterek kivanatos tulajdonsagai

Egy becslési eljarastol az alabbi tulajdonsagokat varjuk el. Mindenekeldtt megko-
veteljlik, hogy torzitatlan legyen, vagyis fennélljanak az

M(ak)zak, k=1,2, ey M (4.4)
egyenldségek. Ez nincs mindig igy. Ezért hasznosak a
S(ay )= M(a@, ) -ay (4.42)

mennyiségek, amelyeket forzitasnak nevezziik.

Természetes kovetelmény, hogy a becsiilt paraméter szorasa a lehetd legkisebb, le-
hetdleg zérushoz kdzeli szam legyen. Ilyenkor ugyanis a Csebisev-egyenlétlenségbdl
kovetkezik, hogy a paraméter becsiilt értéke nagy valdszinliséggel megegyezik a pa-
raméter valodi értékével [vo. (3.15)]. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a szérds
nem csokkenthetd minden hataron tul. Azt azonban mindenképpen elvarjuk, hogy a
paraméterek becslésére hasznalt eljarasunk az also hatart elérje. Az ilyen becsléseket
hatékony (efficiens) becsléseknek nevezziik.

27 A likelihood angol sz6 jelentése: valosziniiség. Az angol név kezd6betiijébdl ered az L(x,a) jeldlés. A
jelolésen kiviil nem lenne mas okunk az angol elnevezés megtartasara.
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Tovabbi fontos jellemz6 a konzisztencia. Egy becslési eljarast konzisztensnek mon-
dunk, ha a mérések n szamanak novekedésével a paraméterek becsiilt értékei a valodi
értékekhez tartanak (sztochasztikus értelemben):

limP{|a, —a;|>&}=0 (4.5)

n—>o0

minden k-ra és tetszéleges pozitiv &ra.

Az els6 két tulajdonsag tetszdleges n-re vonatkozik, az utobbi viszont csak az
aszimptotikus viselkedést szabja meg abban az esetben, amikor a mérések szama min-
den hataron tul nd. Nagyon gyakori eset, hogy a paraméterek becsiilt értékeinek a szo-
rasa névekvo n-nel 0-hoz tart:

limD(a@;)=0, k=1,2,..,m. (4.6)

n—>0

Ekkor a (3.15a) Csebisev-egyenldtlenségbdl kdvetkezik a becslés konzisztencidja, hi-
szen

ol . D*(a)
nli)ngopﬂak —ak| > 5} < nh_l;IOlog—zz 0

minden k-ra. Ilyen esetekben elég azt vizsgalni, hogyan viselkednek a szérasok nagy
n-re. A leggyakrabban 1/ Jn rendben tartanak 0-hoz, de ennél gyorsabb csokkenésre
is latunk majd példat.

A paraméterbecslés alapveté Ssszefliggése a Cramér-Rao egyenlétlenség™, amely-
nek a megfogalmazasahoz sziikség van a (4.2) képlettel definidlt likelihood-fiigg-
vényre. Lassunk erre az eddig emlitettek korébol példakat! Legyen

M(&;) = fi(ay,ay.....a,,) = fi(a), i=1,2,..,n. (4.72)
tovabba

X; —fz
0= Z[ ] (4.7b)

l

Ha a % minta fliiggetlen, Gauss-eloszlasu valdszintiségi valtozokbol all, a likelihood-
fiiggvény (3.37c) alapjan

L(x,a) = exp( Q/2)

Hw/2n0'l-
i=1

A nukledris méréstechnikdban gyakran taldlkozunk a Poisson-eloszldssal, amely
diszkrét eloszlas. Ekkor (3.35) szerint a likelihood-fiiggvény

(4.8)

- el wo

x;!

2 H. Cramér svéd, C. R. Rao indiai matematikus. Francia szerzék Fréchet-nek tulajdonitjak az ered-
ményt.
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Mutatunk példat a (4.7)-ben definialt fliggvényre is. Amikor egy radioaktiv anyag 7,

felezési idejét keressiik, kiilonbozé T, T», ..., T, idépontokban mériink beiitésszamo-
kat, amelyek varhat6 értékét az
fi(a)= fi(ar,ay) = ae™" (4.10)
figgvénnyel irhatjuk le, ahol a keresett felezési idot a
In2
Ty =—
a

Osszefiiggésbol hatarozhatjuk meg. Ha (4.10)-et (4.9)-be helyettesitjiik, kapjuk a
(T, &5 T, &5 ..y T,y &) statisztikal minta likelihood-fiiggvényét (azzal a feltételezés-
sel, hogy a T, T, ..., T, iddpontok nem valdszinliségi valtozok).

Minden, amit a keresett paraméterekrdl tudunk, az a & minta és a likelihood-
figgvény alakja. Ebbdl kell a keresett paramétereket a lehetd legpontosabban megha-
tarozni. Azt a célt tlizziikk ki magunk elé, hogy megkeressiik a szamunkra legkedve-
z6bb (4.3) becslési eljarast, amin azt értjiik, hogy a becsiilt paraméterek szordsa le-
gyen a leheto legkisebb.

Mind (4.8), mind (4.9) esetében feltettiik, hogy a statisztikai minta elemei egymas-
tol fiiggetlenek. Ezeknél bonyolultabb alaku likelihood-fiiggvényekre jutunk, ha ezt a
feltevést elejtjiik. A levezetendd Cramér-Rao egyenldtlenség azonban ezekben az ese-
tekben is igaz marad. A dolog lényegének a megértését megkonnyiti, ha eldszor azt az
esetet tekintjiik, amikor csak egyetlen paramétert kell becsiilnlink. A tobb paraméter
esetére csak ezt kovetden tériink 4t.

Egyetlen paraméter becslése. A Cramér-Rao egyenlétlenség

Tegylik fel, hogy a PT; vektor komponensei diszkrét valoszintiségi valtozok. (Foly-
tonos eloszlas esetében a szumma helyett integral all. Egyébként az alabbi levezetések
azonosak.) Legyen adva egy #( & ) forzitatlan becslési eljaras, tehat

5] s o
k=1
A folytonos valtozok esetére valo altalanosithatdsag py helyett kedvéért itt a
Pr = L(Xk ,a)
jelolést hasznaljuk, ami annak a valoszinliségét adja meg, hogy &= x;. Erre az elosz-

lasra (3.11a) szerint fennall:

S L(xg.a)=1. (4.12)

k=1

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy mindkét 6sszegzésbdl kihagy-
tuk azokat a tagokat, amelyekre L(xz, @) =0. A (4.11) altal kifejezett torzitatlansag
fontos megszoritas, kovetkezményeire még visszatériink. Feltessziik tovabba, hogy az
0sszegzés (folytonos valtozo esetében az integralds) és az a szerint valo differencialés
felcserélhetd, tovabba hogy a-tol fliggetlen azoknak az x;-értékeknek a halmaza, ame-
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lyekre L(x, a) # 0. Ha e feltételek teljesiilnek, azt mondjuk, hogy a becslési probléma
regularis. Ekkor egyszertien derivalhatjuk (4.12)-t és (4.11)-et a szerint:

o aL(xk,a):O (4.13a)
part oa
és
> oL(x, ,a
Zf(xk)%=1~ (4.13b)

Az el6bbi egyenletet beszorozzuk a-val, majd az eredményt kivonjuk az utdbbi egyen-
letbdl:

6L(xk,a)

- g[r(xk)—a]T -

k=1

Mol e s

Az itt szerepld (t(é)— a) tényezd varhatd értéke a torzitatlansag miatt zérus [vo.

(4.11)]. A masik tényezé varhato értéke szintén 0 [vo. (4.13a)].% (4.14) szerint tehat a
két valosziniiségi valtozé kovariancidja 1-gyel egyenld. Alkalmazzuk a Schwarz-féle
egyenldtlenséget [vO. (3.22)]:

| aLfga)
L(E;,a) Oa
A tovabbi képletekben #(...) és L(...,...) argumentuma ugyanaz, mint itt, igy az egysze-

ribb irdsmod kedvéért a tovabbiakban elhagyjuk, de mindig beleértjiik a képletekbe.
Konnyen belathato, hogy

Dz[t(?;)—a]-l)z >1, (4.15)

o*InL 0 (1 8Lj

a(1a _(1 asz 1%L
Oa? oa\ L Oa

—_ | =,
L Oa L aaz

tovabba, hogy a jobb oldal mésodik tagjanak a varhatd értéke zérus [vo. (4.13a)]. Ez-

zel
2 2
Dz(la_Lj -M (l@_L) - M[_8 lnL] .
L oa L Oa oa’

(4.15) szerint azt kaptuk tehat, hogy a becslés szorasa alulrol korlatos:

¥ A t(g) és L(E,a) mennyiségek azért valdsziniliségi valtozok, mert a E valoszinliségi valtozotol
fiiggnek. Ebben az értelemben beszélhetiink varhato értékiikrdl, szorasukrol, kovariancidjukrol stb.
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Dz(t—a):DZ(t)Z

1

P inL : (4.16)
o

oa

Ez a Cramér-Rao egyenldtlenség szokasos felirasa. Nagy jelent0sége van az isme-
retlen paraméterek becslése szempontjabol. Kimondjuk tétel formajaban is:

4.1. TETEL. A becsiilt érték szorasa — a torzitatlan becslések korében — alulrdl korlatos.
Az also korlatot (4.16) adja meg.

Erre val6 tekintettel (4.16) jobb oldalanak a nevezdjében all6 mennyiséget Fisher-féle
informdcionak nevezziik.*’

Abban az esetben, amikor a becslés torzitott, egyenlétlenségiink modosul. A fenti
levezetést megismételve’' (4.16) helyett a

, 2
D%t)ZM (4.17)
( 0 lnL]
M| —
da’

korlatot kapjuk, ahol 5(a) a becslés torzitasa [v0. (4.4a)]. A torzitastol fliggden tehat
az als6 korlat modosul. A &'(a)=—1 sz¢&ls6 esetben az also korlat akér el is tiinhet.

Erre trivialis példa a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy a keresett paraméter a felezési 1do,
¢és a kovetkezo ,,becslést” alkalmazzuk: @ = 30 s. Tekintve, hogy ez konstans, szorasa

zérus. Nézzlik meg, mit kapunk (4.17) szerint. A becslés torzitasa ekkor

S(a)=30s-a,

amibol
5’(61) =-1,

vagyis az also korlat (4.17) szerint szintén eltlinik. Fenti eredményiink tehat érvény-
ben marad. Ezt a sz¢élsdséges példat a torzitatlansagi feltétel fontossaganak az illuszt-
ralasara mutattuk be: a tetszolegesen torzitott becslések korében akarmilyen kis szora-
sok elképzelhetdk, de ezek mint becslési eljarasok altaldban érdektelenek. A gyakor-
latban csak a torzitatlan vagy csak elfogadhatoan kis mértékben torzitott becslések
jonnek szoba. Ezekre pedig a (4.17) egyenldtlenség nem-zérus alsé korlatot jelent.

A maximalis valésziniiség (maximum likelihood) médszere

E kis kitéré utan térjiink vissza a torzitatlan becslésekhez. Mikor van (4.16)-ban
egyenldség? Amikor ez fennall, becslési eljarasunkkal elértiik a lehetd legkisebb szo-
rast, vagyis becslésiink hatékony (efficiens). A (3.22) Schwarz-féle egyenldtlenség
akkor egyenldség, amikor a benne szerepld valosziniliségi valtozok egymasnak lineéris
fliggvényei, vagyis esetiinkben fennall a

@lngf’a) = K(a)t(€)-a) (4.18)

30 Nem tévesztendd Sssze a Shannon-féle informacioval.
3! Ajanljuk az Olvasénak, hogy — gyakorlasképpen — végezze el a modositott levezetést.
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egyenldség, amelyben K nem fiigg E-tc’il (de a-tol még fiigghet). Mivel a két valtozo
kovariancidja (4.14) szerint pozitiv (értéke 1), K> 0. Levezetéseinkben gondosan
tigyeltiink a képletekben szerepld fliiggvények argumentumaira. (4.18) a jobb és a bal
oldalon szerepld valosziniiségi valtozok kozott allapit meg Osszefiiggést. Ha benniik a
% valoszintiségi valtozo helyébe az x valtozot irjuk, az egyenlet két oldalan szerepld
fiiggvények alakjara kapunk 0sszefiiggést:

Al () (x)-a) (4.18)

vagyis
1nL(x, a) =@, (a)t(x) + ¢, (a) + @5 (X) (4.19a)
alkalmasan valasztott ¢, ¢ és @5 fiiggvényekkel. Végeredményben tehat azt kaptuk,

hogy a becslés szorasa akkor €s csak akkor veheti fel a minimumat, ha a likelihood-
fiiggvény ilyen alakt. Fenti gondolatmenetiinkbdl kovetkezik, hogy az a becslés pe-

dig, amelyik ezt biztositja, a likelihood-fiiggvényben fellépd #( & ) fliggvény:
a=1g). (4.20)

Ha a likelihood-fliggvény alakja a (4.19a) képlet szerinti, a benne ilyen modon szerep-

16 1( & )-t elégséges statisztikanak nevezziik. Az elnevezés értelme az, hogy ez az a sta-

tisztika, amely a & mintabdl az a paraméterre vonatkozdéan minden mérési informaci-

6t magaba siirit.*? (4.19a) szerint ugyanis a likelihood-fiiggvényt ilyen alakban irhat-
juk fel:

L(x,a) = exp{@3 (X)} . exp{go1 (a)t(x) +0, (a)} . (4.19b)

Kovetkezésképpen L két tényezd szorzatara bonthat6 ugy, hogy csak az egyik fiigg
a keresett paramétertdl, tovabba ebben a tényezdben az x valtozo csak a #(X) szerinti
kombindcioban fordul eld. Ezt jelentette az a fenti kijelentés, hogy #(x) “az a paramé-
terre vonatkozoan minden mérési informacidt magéba stirit”.

Ha tehat a hatékony becslést (4.20) szolgaltatja, akkor (4.18) szerint ezt ugy is kife-
jezhetjiik, hogy a becslési eljaras soran meg kell keresni a

alnL(E,a)
oa

egyenletnek a-ra vonatkozé megoldasat. Mivel az egyenlet bal oldalan szerepld deri-
valt — (4.18) szerint — a megoldastol balra (a <) pozitiv, téle jobbra (a > t) negativ,
(4.21) megoldasa a InL fiiggvény maximumanak a keresését jelenti. Erre vezethetd
vissza a

=0 4.21)

4.1. DEFINICIO. A (4.21) egyenletnek a keresett a paraméterre valé megoldasat a ma-
ximum likelihood elvnek (vagy mddszernek) nevezziik.

Az elmondottak Iényegét pedig tétel formajaban is kimondjuk:

32 Az elégséges statisztika a matematikai statisztika egyik legnehezebben értheté fogalma. Ha az Olva-
sonak elsd olvasaskor nehézségei vannak a megértéssel, a 4.1. DEFINICIO utan ugorjon a (4.24) képle-
tekhez. A késobbiekben és az eddigiek ujraolvasasakor azonban el kell jutnia a fogalom megértéséig.
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4.2. TETEL. A maximum likelihood moédszer hatékony becslést ad, amikor létezik
elégséges statisztika.

Ha a likelihood-fiiggvény alakja nem felel meg a (4.19b) képletnek (és igy nem léte-
zik elégséges statisztika), a maximalis valoszinliség mddszere tovabbra is alkalmazha-
to ugyan, de a segitségével kapott becslés nem lesz hatékony, hiszen ebben az esetben
nem is létezik hatékony becslés.

A tovabbi jelolésekben nem kiilonboztetjiik meg a diszkrét és folytonos valdszinii-
ségi valtozok eseteit. Az elégséges statisztikara vonatkozo példaként tekintsiik az azo-
nos varhato értékii, Gauss-eloszlast valtozok esetét:

, 2 2
i=1,2, ..., n Egylttes slrliségfiiggvényiik

. ()
L(x,a) =————exp —Z’—z
H*\/ZTCO' =1 20

aminek a logaritmusa a (4.19a) szerinti alakra hozhato:

=Sl oncf |- aS LS

i=1 i=1 O; i=1 O;

vagyis

'xl
25
t(x) = - .
>

R
i=1 O

(4.22)

~.

Nyilvanval6, hogy M[t(é)] = a , tehat ez torzitatlan becslés. A

tényezd itt a-tol fliggetlennek adddott, de ez nincs mindig igy.

Mar joval a maximum likelihood modszer felfedezése eldtt ismert volt Gauss-
tétele, amely szerint a szorasnégyzetek reciprokaval sulyozott (4.22) atlag a kozds
varhat6 értéknek minimalis szordsu becslése a linearis becslések kozott (5.2. alfeje-
zet). Most az is kideriilt, hogy ennek szorasa az dsszes becslések kérében is minimalis.
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A maximum likelihood modszert Fisher javasolta. A 4.3. alfejezet végén megadjuk
az altala kovetett gondolatmenetet.

Példa nem-regularis becslési problémara
Regularis becslési problémak esetében a szérdsnak Cramér-Rao szerinti als6 kor-

latja altalaban \n -nel aranyosan csokken. (n a mérési adatok szdma.) A (4.1b) szerin-
ti esetben ugyanis a Cramér-Rao egyenl6tlenség igy irhato [vo. (4.16)]:

D*(t)> !

S2InL . (4.23)
nM(— 5 ]
Oa

A gyakorlatban nagyon ritka, hogy a likelihood-fliggvény ilyen alaka legyen. Ennek
ellenére az 1/ /n -nel aranyos csokkenés nagyon jo kozelitéssel fenn szokott allni.

Nem-regularis becslési problémdakra altalaban nem alkalmazhaté a Cramér-Rao
egyenlbtlenség. Nevezetes példa az egyenletes eloszlas [vo. (3.32)], amelynek az ese-
tében a becslés azért nem reguldris, mert a fenti derivalast nem lehet az integralassal
felcserélni. Legyen @ az eloszlas terjedelme, vagyis

0<¢, 50, i=1,2,..n
Ekkor — példéul — (4.12)-nek a

0
”‘ J-f x1 xz) f(xn)dxldxz...dxn =1
00 0
egyenlet felel meg, ahol f{x)-et (3.32)-ben irtuk fel. Egyenletiinkben az ismeretlen pa-
raméter (©) az integralas felsé hataradban talalhatd. Egyébként az f(x) fiiggvény deri-
valasaval is silyos matematikai problémak 1épnek fel.” De még ha ezek nem 1épné-
nek fel, a @ szerinti derivalas akkor sem cserélhetd fel az integralassal. @ becslésére
viszont felhasznalhatd — példaul — a mintaatlag, amelynek a varhato értéke 6/2.

Egyetlen valtozo szorasa 0° / 12, tehata @ = 25 becslés szorasnégyzete

@2
3n

D*(2¢)==—,
vagyis ennek a becslésnek a szoérdsa 1/ Jn rendben csdkken, ami megegyezik a
(4.23)-bol levont kovetkeztetéssel. Megmutatjuk azonban, hogy a maximalis minta-
elembdl kiindulva ennél jobb becslést is lehet kapni. &y stirliségfliggvénye

nxn—l

16)="

. e . ~ 1
varhato értéke pedig M(fmax) = n—l Igy a ©= ifmax torzitatlan becslés szo-
n+ n

rasnégyzete

33 Ezek a problémék csak a disztribticidelmélet keretében kezelhetSk.
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2 2
Dz(@) - (n ; 1) Dz(gmaX) = @—’
n n(n+2)
vagyis ennek a becslésnek a szordsa nagy n-re 1/n rendben csokken.

Ezzel az ellenpéldaval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy az atlag révén ka-
pott becslés szinte reflexszerlien jut az esziinkbe, hiszen megszoktuk, hogy azonos
eloszlasu valtozok esetében az atlag jelenti a legjobb becslést. Ez igy is van, amikor a
becslési probléma regularis. Az egyenletes eloszlas példdja mutatja, hogy a reflexek
nem mindig miikddnek jol, amivel mindig szdmolnunk kell, amikor a likelihood-
fliggvény nem regularis.

*Tobb ismeretlen paraméter esete

Abban az esetben, amikor egyszerre tobb paramétert kell becsiilniink, az eddigi
megfontolasok lényege érvényben marad: tovdbbra is igaz, hogy minden paraméter
becsiilt értékének a szorasnégyzete alulrdl korlatos. Ennek pontosabb megfogalmaza-
sdhoz bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket. I-vel jeloljiikk az Gn. informdcios matrixot,
amelynek (%, /) eleme

2
0”InL j , (4.242)

I, =M| -
& ( aak 8611
ahol — mint kordbban — L(x, a) a likelihood-fiiggvény. Ezt a kovetkezd alakban is fel-
irhatjuk:
1 oL 1 oL
. ] . (4.24b)

]kl :M[__ - A
L aak L aal

Szamitsuk ki ugyanis a (4.24a)-ban szerepld kétszeres derivaltat:

L 1 8L oL 1 &L

- +— .
ﬁakﬁal L2 aak aal L aakﬁal

Konnyen belathat6, hogy a méasodik tag varhato értéke 0:

M(l o°L J:jazL(X’a)dx— Gl jL(x,a)dx:O,

L 8ak8al 6ak8al B 8ak6al

hiszen a kétszer derivalt integral értéke azonosan 1.** Ebbél viszont kévetkezik a

(4.24) egyenletek jobb oldalan all6 varhato értékek azonossaga.
Feltessziik, hogy az informacids matrix nem szingularis.” Az a; paraméter becslé-

sére szolgaljon a #( ?,) fiiggvény (k=1, 2, ..., m). Bra t( 27;,) vektor kovarianciamatrixa.
Ezekkel a jelolésekkel a Cramér-Rao-egyenldtlenség tobbvaltozos alakja a

4.3. TETEL. Tetszbleges z vektorra igaz, hogy

3 A valtozatossag kedvéért a tovabbi levezetéseket nem a diszkrét, hanem a folytonos valoszintiségi
valtozokra vonatkoztatjuk.

3% Ha szingularis lenne, akkor ez azt jelentené, hogy a becsiilt paraméterek nem linearisan fliggetlenek.
Ezt az esetet kizarhatjuk, mert ez annak lenne a jele, hogy a paraméterbecslési problémat rosszul fo-
galmaztuk meg.
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ZTBtZ >z 17'2>0. (4.25a)

A bizonyitand6 egyenldtlenséget atirjuk a
Z'(By-1")z>0 (4.25b)
alakba, ami szerint a zardjelben 1évé matrixrél meg kell mutatnunk, hogy pozitiv
szemidefinit. Képezziik a (tk(g )—ai) és a Oln L(g,a) / Oa; zérus varhat6 értékii valo-
szinliségi valtozok kovariancidjat (k, /=1, 2, ..., m):
- 1 aL(éa a) oL X,a
M(tk(ﬁ)—ak) — :J-[tk(X)—ak](—)dX:
L(};, a) oa, Oa,

_[tk L(x,a)dx — akJ. (a,a)dxzﬁil M(tk(é))=ga7/;=5kl.

fgy tehat a 2m elemi

- - - oL E,a oL E,a oL Ej,,a
tl(ﬁ),tz(é),...,tm(ﬁ),% (gal )% a(a2 )%a(Tm)

B E
. (4.26)

alakban irhaté, ahol mindegyik blokk mxm-es matrix.’® (Az egyszeriibb irasméd ked-
véért By melldl elhagytuk a “t” indexet.) A (4.26) matrixrél tudjuk, hogy pozitiv
szemidefinit, hiszen minden kovarianciamatrix ilyen, vagyis tetszéleges z és z; vekto-

rokkal fennall a
T T B E
[Z ZlJ 150 (4.27)
E I Zl

egyenl6tlenség. Ha a beszorzast elvégezziik, a

vektor kovarianciamatrixa a

z'Bz+ Z Izl +227 2,20 (4.28)
egyenldtlenséget kapjuk. A z; vektort a
Z, = 1'z

egyenlet szerint valasztjuk meg. Mivel I nem szinguldris, tetszéleges z mellett 1étezik
ilyen z; vektor. Ekkor a (4.28) egyenldtlenség atmegy a

ZT(B—I_IJZ >0

3% A hipermatrixokkal a 2.4. alfejezetben foglalkozunk.
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alakba. A (4.25a)-ban levé masodik egyenlétlenség abbol kovetkezik, hogy I kovari-
anciamatrix, amely feltevésiink szerint nem szingularis, igy pozitiv definit. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk.

A 3.4. alfejezetben irtak alapjan belathatjuk, hogy a (4.25a) egyenlétlenség bal ol-

dalan éppen a th(E) skalarszorzat szorasnégyzete szerepel. A most bizonyitott tétel

azt jelenti, hogy az I informacios matrixbol kiindulva a becsiilt paraméterek barmilyen
linearis kombinacidjanak a szérdsa szdmara lehet also korlatot levezetni. Ennek speci-
alis esete a kovetkezd. Legyen z az e, egységvektor, amelynek minden eleme zérus,
kivéve a k-adikat, amely 1. Ekkor a (4.25a) egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy

B.], = Dz[rk(é)] =[] (4.29)

vagyis a k-adik becsiilt paraméter szordsnégyzete nem lehet kisebb, mint az informa-
ci6s matrix inverzének a foatlojaban allé k-adik elem (k=1, 2,..., m). Tehat amit
egyetlen becsiilt paraméter esetében talaltunk, érvényes tobb becsiilt paraméter eseté-
ben is, legfeljebb az also korlat meghatarozasa nem egy szdm reciprokanak, hanem
egy matrix inverzének a kiszamitasat igényli.

2.5 B
2
15
1
0.5
0 -

-6 -4 -2 0 2 4 6
4.1. dbra. A By és I'' matrixokhoz tartozé korrelacios ellipszisek dsszehasonlitasa. (Az origot az x = a
pontba toltuk el.)

A 4.3. TETELt geometriailag is szemléltethetjiik a 3.4. alfejezetben bevezetett korre-
lacios ellipszoid segitségével. Az a = t(é) véletlen vektor korrelacids ellipszoidjanak
az m-dimenziods térben vett x pontjai (3.43) szerint kielégitik az

(x—a)'B;'(x—a)=1

egyenletet. Ha I''-et szintén egy véletlen vektor kovarianciamatrixnak tekintjiik, ak-
kor ennek a korrelacios ellipszoidjat az

(x' - a)T I(x'—a)=1

egyenlet hatdrozza meg. Kétdimenzios vektorok esetében az ellipszoidok ellipszisek.
A 4.1. abran ezeket mutatjuk be a kovetkezé matrixok esetében:
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45 17,5 o147
Bt == N I = .
7,5 26 7 25
Lathato, hogy az I"'-hez tartozo ellipszis teljes egészében t(g) korrelacids ellipszisé-
nek a belsejében fekszik. Ez altalaban is igy van, vagyis érvényes a

4.4, TETEL. Az I"'-hez tartozo korrelacios ellipszoid teljes egészében t{E) korrelacios
ellipszoidjdnak a belsejében fekszik.

Legyen Q egy tetszbleges egységvektor, amelyet felvesziink az a vektorbol (a 4.1.
dabran az origdbol) kiindulva. A vektor meghosszabbitasa a két ellipszoidot a kiindu-
lasi ponttol szamitott 75 €s r tdvolsdgban metszi:

X =a+rgQ és x' =a+nQ.

A tétel bizonyitasahoz be kell latnunk, hogy rg > 1. A két matrix kiillonbségét D-vel
jeloljiik, amely (4.25b) szerint pozitiv szemidefinit. Lehet talalni olyan pozitiv 4 sza-
mot, hogy a kdvetkezd sor konvergens legyen:

B'(4)= (1‘1 +/1D) =(E+ D)™ i AID)*

Ha az ID matrix legnagyobb abszolut értékli sajatértéke u, akkor minden A megfelel,
amelyre 0 < 1 < 1/ | y| . Az ellipszoidok egyenletébdl kovetkezik, hogy
1 1
7"12 = — Tem és B2 —1
Q1IQ Q' B; Q

Az utdbbi nevezodjébe behelyettesitjiik a fenti sorfejtést:
Q"B (1)2=0"> (- D) 1.
k=0

Ez tehat minden Q -ra analitikus és pozitiv fiiggvény. Igy ennek reciproka, vagyis ré
1s a A valtoz6 analitikus fliggvénye, amelyet Taylor-sorba fejthetiink:

T T
rg(1)=— Tl 22 EDIQ - 0(/12)= i+ zg{i—])fgh 0(,12).
Q' 1IQ Q1IQ Q'1IQ
Ebbdl kovetkezik, hogy a 4 = 0 helyen vett derivalt nem-negativ:

dg(2) _Q'IDIQ

|, 6N

>0.

Legyen ezutdn A tetszéleges pozitiv szdm. Megmutatjuk, hogy ré (/1) monoton no-
vekvé fiiggvény. A B (1) matrix A szerinti derivaltja D, hiszen B,(1)=1""+AD.
Ebbdl egyszeriien kovetkezik, hogy

82



4B (4) _ B (1)DB{!(2),

dA
amivel
1 dB;'(2) =
QT t Q - B B N
d”é(ﬂ) dA _ QTBtl(;t)DBtl(i)Q >0.

T T et =P (AT =P
S =R 6 o] I 8 'S}
Tekintve, hogy D pozitiv szemidefinit, tovabba Bt_1 szimmetrikus, ez a derivalt nem-
negativ. Ezzel

drg (4
ré =r§(/1)(/1:1 :r12+.[ rg;(t )dﬁ,ZrIQ.

Ezt kellett belatnunk.

A maximalis valészinliség moédszerével kapott becslés tulajdonsagai
A maximalis valosziniiség mddszerével kapott becslés tulajdonsagait illetéen né-
hany tételt fogalmazunk meg, amelyek mind aszimptotikusan érvényesek n — o ese-
tén:
4.5. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldhatdsaganak a valoszinlisége 1-hez tart, amikor
n— o,

4.6. TETEL. A (4.21) egyenlet megolddsa n — oo esetén 1-hez tartd valosziniiséggel a
likelihood-fiiggvény maximumat adja.

4.7. TETEL. A kapott becslés konzisztens, vagyis ¢ > 0-ra

1imP{|c7—a|>g}:O.

n—>0

4.8. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldasa aszimptotikusan Gauss-eloszlast, amelynek
a varhato értéke a.

4.9. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldasa az a paraméternek aszimptotikusan hatékony
becslése.

A felsorolt tételek teljesiiléséhez sziikséges feltételeket nem adjuk meg, mert az alta-
lunk téargyalt kisérletek esetében mindig teljesiilnek. Részletes megfogalmazasuk
megtalalhat6 példaul Linnyik konyvében [1].

Végiil megjegyezziik, hogy a kimondott tételek tobb becsiilt paraméter esetében is
igazak. Ebben a jegyzetben a tételek koziil a 4.8. TETEL két allitdsara hivatkozunk a
leggyakrabban. Fontos kijelentés ugyanis, hogy a becsiilt paraméterek altalaban Ga-
uss-eloszlasuk. Ennek a jelentdsége abban all, hogy a paraméterbecslési eljarasok erre
az eloszlasra vannak a legjobban kidolgozva. A masik kijelentésnek elsésorban a ne-
gativ tartalmara kell felhivni a figyelmet: el6fordulhat, hogy a maximalis valosziniiség
modszerével csak aszimptotikusan kapunk torzitatlan becslést. Mivel nem végezhe-
tiink végtelen szamu kisérletet, » mindig véges, tehat minden esetben ajanlatos ellen-
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Orizni a kapott becslések torzitatlansdgat. Ha torzitast taldlunk, ki kell dolgoznunk a
megfeleld korrekciot, €s a becslést ugy modositani, hogy végiil torzitatlan legyen.

4.3. Hipotézisek vizsgalata

Ismeretlen paraméterek becslése mellett a matematikai statisztika masik f6 feladata
elméleti hipotézisek helyességének kisérleti ellendérzése. Ennek ugyanolyan részlete-
sen kidolgozott elmélete és mddszertana van, mint a paraméterbecslésnek. Nincs lehe-
téségiink mindennek akar csak vazlatos ismertetésére sem. Ezért csak a jegyzet témadja
szempontjabol legfontosabb dolgok magyarazatara szoritkozunk. Mindenekel6tt né-
hany példat hozunk hipotézisekre, amelyeknek a vizsgalata a gyakorlatban felmeriil:

e Mennyiségek egyenldsége: kisérletileg meghatdrozzuk egy paraméter értékét, és
ezt 6sszehasonlitjuk ugyanennek valamilyen szamitott értékével. A vizsgalandé hi-
potézis ekkor a szamitott paraméterértéknek a mért paraméterérték varhato értéke-
vel valo egyenlOsége.

o llleszkedésvizsgélat: a kozvetlenil mért &, &,...., &, mennyiségek eloszlasfiiggvé-
nyére vonatkozoan sziikségiink van valamilyen (t6bbnyire elméleti megfontolé-
sokkal kapott) feltevésre. A vizsgalando hipotézis ekkor az, hogy tekinthetk-e a
&1, ..., & mennyiségek a feltételezett eloszlasbol vett mintanak.

o Mennyiségek Osszehasonlitdsa: tegyiik fel, hogy két fiiggetlen mérési modszerrel
meghataroztuk ugyanazt mennyiséget, és azt vizsgaljuk, melyik médszer a ponto-
sabb. Ilyenkor a vizsgalando6 hipotézis abban all, hogy az elsé modszer szérasa ki-
sebb, mint a masodiké.

A példék sorat folytathatnank. Fogalmazzuk meg a problémat altalanosan! A vizs-
galando6 hipotézist Hy-lal jeloljik, és null-hipotézisnek nevezziik, amellyel szemben
all a H, alternativ hipotézis. Az utdbbi lényegében a null-hipotézis tagadasa, de nem
mindegy, hogyan fogalmazzuk ezt meg. Amikor példaul a mért és szdmitott paramé-
terértékek, an €s as egyenldségét vizsgaljuk, ennek ellentettjét tobb modon is kimond-
hatjuk: ay, # as, vagy am <as, vagy am > as, €s igy tovabb. H, vizsgalata abban all,

hogy a mért értékek é vektora szdmdra az n-dimenzids térben kijeldliink egy un. el-

fogadasi tartomanyt, és Hy-at igaznak fogadjuk el, ha & ebbe esik. Ellenkez6 esetben
a H, alternativ hipotézis javéara dontiink.

A gyakorlatban természetesen az a legritkabb eset, hogy az elfogadési tartomanyt
kozvetleniil a & vektor szaméra jeldljiik ki az n-dimenzios térben. Altalaban redukél-
juk a kozvetleniil mért mennyiségeket, és az elfogadasi tartomanyt a redukalt mennyi-
ségekre adjuk meg. Ennek legk6zonségesebb mddja bizonyos paraméterek becslése.
Elovessziik ismét a fenti példankat. Az a,, “mért érték™ a kérdéses a paraméter becsiilt
értéke, tehat valdszinliségi valtozo. A Hy hipotézist ekkor igy fogalmazhatjuk:

Hy: M(am) =a. (4.30)
Legyen az ay, becslés szorasa o. Ha igaz a null-hipotézis, a
g=m "9 4.31)

o

mennyiség 0 varhato értékli, 1 szorasu, Gauss-eloszlasu valoszinliségi valtozo, amely-
re vonatkozoan mar egyszerlien szerkeszthetlink elfogadasi tartomanyt. Ennek érde-
kében a kovetkezé gondolatmenetet alkalmazzuk. Valasztunk egy kis & szamot ugy,
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hogy gyakorlatilag kizartnak tartjuk azokat az eseményeket, amelyek valdsziniisége
ennél kisebb. (& lehet példaul 0,01 vagy 0,05.) Keresiink egy olyan y szdmot, amelyre
fennall, hogy

Pl <y} =F(y)-F(-y)=1-=¢, (4.32)

ahol F(x) ¢ eloszlasfiiggvénye. Esetlinkben ez a (3.36) stirliségfiiggvény integralja
a =0 ¢és o= 1 mellett. Mivel a kapcsos zarojelen beliil levé esemény — fenti kijelenté-
stink szerint — gyakorlatilag biztos esemény, ha igaz a null-hipotézis, azt mondhatjuk,
hogy a null-hipotézist csak akkor fogadjuk el, ha a kapcsos zarojelen beliili egyenl6t-
lenség fenndll. £ helyére (4.31) jobb oldalat helyettesitve a

elfogadasi tartomany adodik, vagy atrendezve
g, —yo<ag<ay,+yo. (4.33)

A null-hipotézist tehat akkor fogadjuk el, ha as az itt szerepld két hatar koz¢ esik.
Az eddig bevezetett mennyiségeket a matematikai statisztikaban a kovetkezokép-
pen nevezziik:

& konfidencia-valosziniiség vagy konfidenciaszint. Az elnevezés logikus: a valo-
szinliségeknek ez az a szintje, amely alatti valoszinliségli eseményeket kizart-
nak tartjuk. A széhasznalat nem egészen egyértelmii, mert hol &-t, hol (1 — &)-
t nevezzik konfidenciaszintnek, viszont majdnem mindig szazalékban adjuk
meg. Az £= 0,05 értéket példaul egyardnt mondjuk 5%-o0s €s 95%-os konfi-
denciaszintnek. Félreértés ebbdl nem szarmazhat, ugyanis ¢ ritkan nagyobb
0,1-nél.

v kvantilis. Mindig (4.32) alak( egyenletek megoldasaként szamitjuk ki. Ertéke
fligg mindenekel6tt a valasztott konfidenciaszinttdl, de fligg attol is, ahogy a
¢ valoszinliségi valtozot eldallitottuk. Ezen keresztiil fligg a kozvetlentil mért
adatok n szamatodl €s a paraméterbecslés modjatol. A kvantiliseket a leggyak-
rabban eléfordul6 eloszlasokra (1asd 3.2. alfejezet) a statisztikai szakkonyvek
n és ¢ szerint szerkesztett tdblazatokban kozlik. Jegyzetiink 2. fiiggeléke tar-
talmazza a legfontosabb eloszlasok kvantiliseit.

A (4.33)-ban szerepld (am— yo, am + yo) intervallumot konfidenciaintervallumnak
nevezziik. Kisérletiink alapjan tulajdonképpen ez a legtobb, amit a keresett a paramé-
terrdl mondani tudunk: értéke (1 — &) valdszinliséggel a konfidenciaintervallum belse-
jébe esik. Erre valo tekintettel ezt intervallumbecslésnek is nevezziik — szemben az ap,
pontbecsléssel. Az intervallum yo félszélességét merési bizonytalansagnak nevezziik.

Befejezésiil megbeszEljiik a hipotézisek vizsgalatdban elkovethetd kétféle hibat.
Eléfordulhat, hogy a null-hipotézis valdjaban igaz, de mi mégis elvetjiik. A fenti pél-
daban ez akkor kovetkezik be, amikor £ abszolut értéke nagyobb, mint y. Ez az elsofa-
ju hiba. Elkovetésének valosziniisége definicio szerint & Hidba gondoltuk fentebb,
hogy az ennél kisebb valoszinliségli eseményeket kizarhatonak tekintjiik, a véletlen
jatéka kovetkeztében mégis eléfordulhatnak.

Az elsofaju hiba csokkentése kedvéért az az érdekiink, hogy & értékét minél kisebb-
re valasszuk. Van azonban mas szempont is. Minél kisebb &, annal szélesebb a kon-
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fidenciaintervallum, igy anndl valdsziniibb, hogy elkovetjiik az Gn. masodfaju hibat:
jollehet a null-hipotézis nem igaz, mégis elfogadjuk. A fenti példankban ez azt jelenti,
hogy ugyan az a paraméterre kapott as szamitott érték rossz, mi mégis a mért értékkel
egyezonek talaljuk, tehat a szamitasi modszert kisérletileg igazoltnak tekintjiik. A ma-
sodfaju hiba csokkentése érdekében célszerli minél nagyobb &-t valasztani.

A mi feladatunk a kétfajta hiba csokkentésébdl adodo, egymasnak ellentmondo
kovetelmények kozott az egyensulyt megtalalni. Elemezniink kell mindkett hatdsat,
meg kell hatdroznunk, melyiket tartjuk veszélyesebbnek, és annak megfelelden kell a
konfidenciaszintet megvalasztanunk. A mésodfaju hiba valosziniisége fiigg a H,; alter-
nativ hipotézistdl is, tehat ezt is koriiltekintden kell megfogalmazni.

A maximalis valdszinliség elvének heurisztikus levezetése
A maximadlis valoszinliség alapelvét a fentiek alapjan az aldbbi megfontoléssal is

megvilagithatjuk. Mivel feltettiik, hogy a becslés torzitatlan, a t(g) statisztika nagy
valoszinliséggel az a paraméter valodi értéke kozelében lesz. Legyen a (4.16)-ban sze-

repld szorasnégyzet négyzetgyoke o, €s tegyiik fel, hogy #( E) Gauss-eloszlasu. Ekkor
95% annak a valosziniisége, hogy

a-20,< t(%) <a+2o0, (4.34)

teljesiiljon. Legyen Z(a) a E véletlen vektoroknak az a tartomanya, amelyekre a két
(4.34) szerinti egyenldtlenség teljesiil. (Ez a tartomany nyilvan fiigg a értékétdl.) He-
lyettesitsiik & mért értékét a likelihood-fiiggvénybe, és vizsgaljuk L( & ,a)-t a fiiggvé-

nyében. Ha a értéke olyan, hogy E kiviil esik a E(a) tartomanyon, akkor nagyon val6-

szinll, hogy ez az a érték tavol esik a paraméter valosagos értékétdl, hiszen ebben az
esetben a mérés eredménye egy kis valdszinliségli tartomanyba esik. Logikus tehat az

ismeretlen paraméter szamara olyan értéket valasztani, amelyre a megfigyelt & vektor
mellett a (4.34) egyenl6tlenségek kielégiilnek. Ennek a valdszintisége akkor a legna-
gyobb, amikor a likelihood-fliggvény a fliggvényében éppen felveszi a maximumat.
Heurisztikus gondolatmenetiink logikdja tehat igy 0sszegezhetd: a keresett paraméter

értekét ugy valasztjuk meg, hogy a kapott § mérési eredmény a lehetd legvaldsziniibb
legyen. Ezt a paraméterbecslési alapelvet alaposan megvizsgaltak (lasd példaul [1],

Cramér), és azt talaltak, hogy nagyon kedvez6 tulajdonsagai vannak, amint a 4.5.—4.9.
TETELEKben felsoroltuk. Ezért terjedt el a gyakorlatban.

*4.4. Konfidenciaellipszoid

Amikor csak egy paramétert vizsgalunk, konfidenciaintervallumot jeldliink ki a ke-
resett paraméter valodi értéke szdmara. Amikor azonban tobb paraméter egyszerre
érdekel benniinket, ez nem elég, mert egy konfidenciatartomanyt kell kijeldlniink.
Nos, ezt a 3.4. alfejezetben targyalt korrelacios ellipszoid és a y -eloszlas segitségével
tehetjiik meg.

A korrelacios ellipszoidot ugy kaptuk, hogy kerestiik azokat az x vektorokat, ame-
lyek a (3.43) egyenletet kielégitik. Ha ezt y-szorosara megnyujtjuk, olyan feliiletet ka-
punk, amelynek az egyenlete
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(x-a)' BZ'(x-a)=77, (4.35)

ahol — mint kordbban — az a vektor E varhato értéke. Bevezetjikk az x’ =x—a jelo-
1ést. Tegylik fel a kovetkezd kérdést: hogyan kell a y kvantilist megvalasztani, hogy a
& vektor (1 — ¢) valdszintiséggel essen a fentiekben definialt ellipszoid belsejébe? Az

igy definidlt j~hoz tartozo, a (4.35) egyenlettel definialt feliiletet nevezziik konfidenci-
aellipszoidnak.
A fenti feltételeknek eleget tevd y értékét az alabbi egyenletbdl kaphatjuk meg:

1 1 ’ =17 ’
P(y)= I exp{—ax TBE X }dx =l-¢. (4.36)

x'TBglx'<72 (27‘6)”/2 /detBE

A 3.4. alfejezet mintajara alkalmazzuk a
Z= diag(i) Ux' (4.37)
o

transzformaciot. Konnyii belatni, hogy ennek a Jacobi-determinansa éppen /detB: ,

tovabba

’TB x' =2z Z—ZZZ ,

hiszen a (4.37) transzformacid a (é - a) vektort olyan E vektorba viszi at, amelynek

a komponensei egymastol fliggetlenek, varhato értékiik 0, és szoérasuk 1. Eszerint a
(4.36)-ban szerepeld integral annak a valdszintiségét adja meg, hogy

n
Sel=ar <y
=1

Ennek megfeleléen  az n szabadsdgi fokii y° eloszlds kvantilise.
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5. KOZVETLEN MERESEK

Az a fizikai mennyiséget n-szer megmeértik, és &, &, ..., &-et kaptunk eredmé-
nyiil. Feltessziik, hogy a mérési eredmények egymastol fiiggetlenek, torzitatlanok, va-
gyis varhato értékiik a:

M(fl-):f(xi,a), i=1L2,...,n. (5.1)
Két esetet vizsgalunk meg: (1) a mérések szérdsa azonos, (2) a mérések szorasa valto-
z0. Mindkét esetben feltessziik, hogy a mérések Gauss-eloszlasuak.

5.1. Azonos pontossagu kézvetlen mérések
Eldszor feltessziik, hogy a mérések szordsa azonos:

D*(&;) =07, i=1,2,...,n. (5.2)

Az 5.1.a. abran mutatunk ilyen mérési adatokat, amelyekrdl tudjuk, hogy varhat6 ér-
tékiik @ = 100 és szérasuk o= 10.”
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5.1.a. abra. Azonos szOrasu és azonos varhato értékii mért adatok

(5.1) szerint ezek barmelyike hasznalhaté mint az a véarhaté érték torzitatlan becslése.
Nyilvan nem azért végeztiink n =400 fliggetlen mérést, hogy koziiliik csak egyet ve-
gylink figyelembe, és a tobbit fel se hasznaljuk. Olyan becslési eljarast keresiink,
amelyben mindegyik mérés eredménye befolyasolja a becsiilt értékét. Ennek kézen-
fekvé modja az

37 Ezeket onnan ismerjiik, hogy az abra nem ténylegesen mért, hanem szamitogéppel generalt adatokat
mutat.
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atlag. Az 5.1.b. abran ezt mutatjuk az atlagolasban figyelembe vett adatok szamanak
a fiiggvényében. Az abran lathatd két gorbe kozott van az a teriilet, amelyen beliil az
atlagérték 95% valoszintiséggel megtalalhatd. (Ennek pontosabb értelmére az interval-
lumbecslés targyalasakor még visszatériink.) Az dbra szerint az atlagnak a varhat6
érték koriili ingadozédsa mar » kis értékeire is gyorsan lecsokken. Ezt kovetden az at-
lagértékek ugyan lassan, de végiil mégis stabilizalodnak.

110

105 -

. //’

0 50 100 150 200 250 300 350 400
n
5.1.b. abra. Az (5.3) szerinti mintaatlag az atlagolt adatok n szamanak a fliiggvényében

Szemléletesen lattuk tehat, hogy érdemes ugyanazt a mennyiséget tobbszor is
megmeérni €s a mért adatokat atlagolni, mert igy jelentdsen csokkenthetjiik a keresett a
paraméter becsiilt értékének a szoérasat. A 4. fejezetben lattuk, hogy a maximum
likelihood moédszer szolgéltatja a lehetd legkisebb szorast. Az aldbbiakban megvizs-
galjuk, nem lehet-e ezzel a modszerrel még az (5.3) szerinti mintadtlagnal is jobb
becslést talalni.

Pontbecslés

A maximum likelihood modszer alkalmazasahoz mindenek elott fel kell irnunk a
mért adatok egyiittes stirliségfiiggvényét [vo. (3.37¢)]:

exp(_ Q(a)j

"2
L(x;a,gz):ﬁ, (5.4a)
ahol
()= (x; ~a)’. (5.4b)

i=1
Legyen PT; ad, &, ..., & mért adatokbol alkotott vektor.

A maximum likelihood mddszer szerint a értékét ugy kell megvalasztani, hogy

X = E helyettesités mellett L maximalis legyen, amit ugy érhetiink el, hogy megkeres-
stik O minimumat. Derivaljuk O-t a szerint:
130(a) 3
S S . —a)=0 ,
1220 S e-a)
aminek a megoldésa az (5.3) szerinti mintadtlag.
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Vizsgaljuk meg a becslés tulajdonsagait! a varhato értéke az a valddi érték, tehat
az (5.3) becslés torzitatlan:
n

ZM(@)
M(@)= T

amint ez az (5.1) feltevés alapjan belathato. Szorasnégyzetét (5.2) alapjan szamitjuk ki
— kihasznalva, hogy a mérések fiiggetlenek:

nDz(fz‘)
o)) L 1 )
n n n

A becslés szorasa tehat a mérések szdmanak a négyzetgyokével forditva aranyosan
nulldhoz tart. Ebbdl kovetkezik, hogy @ konzisztens becslés. A kovetkezo alfejezet-
ben megmutatjuk, hogy ez a becslés a linearis becslések korében hatékony is.

o’-et altalaban nem tekinthetjiik ismertnek, vagyis ezt is becsiilniink kell. Ebben is
az (5.4) szerinti eloszlasfiiggvénybél indulunk ki: L-nek nem csak a, hanem o fiigg-
vényében is keressiik a maximumat. Felirjuk tehat a kovetkezd egyenletrendszert:

alnL(E,a)zo ) alnL(%,a)zo.
oa Rl

Az elsé egyenlet megoldasat (5.3)-ben mar felirtuk, a masodik egyenlet explicit alakja
pedig

Ok _ 0 { 0 —ﬁln(Znaz)}: 0 A
5 ,

oo’ _60'2 _20'2

amibd6l

(5.6)

Tudjuk, hogy a maximum likelihood modszer gyakran csak aszimptotikusan, va-
gyis n — oo mellett ad torzitatlan becsléseket. Ezért célszerli megvizsgalni az (5.6)
szerinti becslés varhato értékét. Egyszeri atalakitassal kapjuk, hogy

n

0056 - e (e-al -

i= i=1

—_

n — —

=36 -2 +2E- el (-2 elE-a) =ofF)eofZ-a)

i=1 i=1

Itt kihasznaltuk, hogy a kettds szorzatban szerepld 6sszeg (5.3) alapjan eltinik. O(a)
varhato értéke definicio szerint no?, a jobb oldal masodik tagjaé pedig o [v6. (5.5)].
fgy tehat

M[Q(E)] = M[0(a)] - M[n(E— a)z} = no? —o?,
vagyis
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Az (5.6) szerinti becslés tehat torzitott.
Legutobbi eredményiinkbdl egyszerlien kaphatunk azonban torzitatlan becslést:

, o9 (a9

i=1
= . 5.7
n—1 n—1 (3.7

N

Ezt a mennyiséget korrigalt empirikus szorasnégyzetek nevezziik, és szabvanyos je-
16lése s*. A nevezében szerepld (n— 1) egy altalanosabb tétel kovetkezményeként is
ki fog adodni a kovetkezd fejezetben [vO. (6.22)]. A tovabbiakban — az egyszeriiség
kedvéért — a “korrigalt” jelzét elhagyjuk, és s*-et empirikus szordsnégyzemek fogjuk
nevezni.

Intervallumbecslés

Az (5.3) képlet meghatarozott szamértéket ad meg az a paraméter keresett értékére.
Ezért ezt pontbecslésnek nevezziik. Mindig erre van sziikség, amikor tovabb kell sza-
molnunk a paraméter becsiilt értékével. Baj azonban, hogy a becsiilt érték soha nem
fog a valodi értékkel egybeesni,™® tovabba nem ad informaciot a becsiilt adat bizonyta-
lansagarol. Erre van sziikséglink példaul akkor, amikor a mérést azért végezziik el,
hogy ellendrizziik egy elméleti joslat helyességét. Nyilvanvald, hogy az elméleti joslat
¢s a pontbecslés mindig tapasztalhaté eltérése még nem jelenti az elmélet cafolatat. A
becsiilt adat bizonytalansagan beliili egyezést szivesen tekintenénk az elmélet igazola-
sanak. Ezért vezetiink le az alabbiakban egy intervallumbecsiést is: keresiink egy
olyan intervallumot, amelybe a paraméter valodi értéke adott valoszintiséggel esik.
Sziikséglink lesz két alapvetd tételre:

5.1. TETEL. A o” aranyossagi tényez6tél eltekintve az (5.4b) szerinti négyzetdsszeg >
eloszlasu (n — 1) szabadséagi fokkal:

0(é)=0" 11 (5.8)

Ez a tétel a legkisebb négyzetek modszerében az egyik legfontosabb, altalanosan
érvényes tétel specidlis esete. Bizonyitdsa meglehetdsen bonyolult az 4ltaldnos eset-
ben, de ebben a specialis esetben egyszerii. Fentebb belattuk:

0(3) = 0(a)~n(E-a)’ =3 (& ~a) ~n(E-a)"

[;4:.

, — = —a
és 7= i=1 — g ,
O n O

amivel

¥ Az ilyen kijelentések matematikailag a kovetkez6t jelentik: annak a valosziniisége, hogy a két érték
kiilonbsége A-nal kisebb legyen, O(4) rendben 0-hoz tart.
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oS - (5.9)

o i=1

A definiciobdl kovetkezik, hogy az 7, valoszinliségli valtozok egymastol fiiggetlenek,
varhato értékiik zérus, szorasnégyzetiik 1. Ha tehat (5.9)-ben csak a szumma szerepel-
ne, a jobb oldal #* lenne n szabadsagi fokkal. A jobb oldal masodik tagjatol egy orto-
gonalis transzformacioval szabadulunk meg:

\/—771 \/—772"' +\/_77n \/_ n,

Gy =CyMy My +..+CopMy s

é,n =CyM T CpaMp+e . ACy, 1y,

Ilyen ortogonalis transzformaciot mindig lehet taldlni: keresiink az elsd sorban szerep-
16 [1, L..., 1] / Jn vektorra merdleges altérben (n — 1) egymdsra merdleges egységvek-

tort, és ezek komponensei adjdk meg a transzformaci6 2., 3., ..., n-edik sorait. A
transzforméacié C matrixara definicio szerint fennall, hogy CC" =E. A transzformalt
¢ valoszinliségi valtozok varhato értéke nyilvan zérus. Az 7; valdszinliségi valtozok
fliggetlenek, és szorasnégyzetiik 1. Ugyanez érvényes a ¢-kre is, hiszen a beldliik al-

kotott a = Cn véletlen vektor kovarianciamatrixa
M(EET)=Mlchn"cT)=cMEq" T = ccT =E

A 3.11. TETEL szerint é Gauss-eloszlasu véletlen vektor. Miveln = CTi, (5.9) igy
irhato:

_igz Zé/z Z%l—l’

amint a tételben allitjuk.
5.2. TETEL. E fliggetlen a Q(E) négyzetdsszegtol.
Elég megmutatni, hogy E a
n

oF-S(-

négyzetdsszeg mindegyik tagjatol kiilon-kiilon is fliggetlen. Gauss-eloszlasu valtozok-
ol 1évén sz6, azt kell megmutatnunk, hogy a szoban forgod valosziniliségi valtozok ko-
varianciaja eltlinik:

¢ =covllg, ~&)E]=Mllg, - £)E -a)]=0. (5.10)

Ennek belatasahoz atalakitjuk a varhato érték jele alatti kifejezést:
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e=M{(g -a)- (¢ -a)|Z -a)}=
- M[(¢ - a)E-a)]-M|(E-a)’ |

(5.5) alapjan a masodik tag o/n. Az elsé tag pedig szintén ennyi:

n

_ Z(él —a) i —a 2 2
e -] M - | M ot

n n n

vagyis az (5.10)-ben szerepld ¢ kovariancia tényleg eltlinik, amivel a tételt igazoltuk.
Képezziik ezutan a

E—a: E-a
5 o (5.11)
o an)

hanyadost [v0. (5.7)]. Belatjuk, hogy ez (n — 1) szabadsagi fokt Student-tort. (5.5)-bol
kovetkezik, hogy a

n
hanyados Gauss-eloszlasu valdszinliségi valtozd, amelynek a varhato értéke zérus,
szorasa pedig 1. Az 5.1. TETEL szerint Q(é‘) / o? -véltozé (n — 1) szabadsagi fokkal,

amely az 5.2. TETEL szerint fliggetlen $-t6l. gy a
9

0(¢)
o’ (n - 1)
hanyados Student-tort (n — 1) szabadsagi fokkal. Behelyettesitéssel belathatjuk, hogy
ez nem mads, mint az (5.11) alatti  hanyados.
Legutobbi eredményiink alapjan mar megszerkeszthetjiik a keresett intervallumot.

Vélasszunk egy ¢ konfidencia-valosziniiséget, és a Student-eloszlas tablazataibol ki-
keressiik a kovetkezd feltételnek eleget tevd y kvantilist:

Pllf<y}=1-¢. (5.12)
(5.11) alapjan tehat (1 — ¢) valoszintiséggel fennall a kovetkezo két egyenl6tlenség:

L &-a
V< Q(g) <y

n(n — 1)
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amit atrendezve adddik a keresett intervallum:

LG R
v n(n—l) a<oty n(n—l) (5-132)

vagy egyszeriibben:

E—y%<a<2+7%. (5.13b)
n n

A bal és jobb oldalon szereplé mennyiségekbdl alkotjuk meg az Un. konfidenciainter-
vallumot:

(3—7%,5+yﬁ) (5.13¢)

Megjegyezziik, hogy az 5.1.b. abran lathaté burkologdrbék lényegében ezzel a
képlettel vannak szamolva. Annyi az eltérés, hogy az atlag helyett a all, s helyett pe-
dig o:

(a %y 7&)
Nn' T )
y értéke 1,96 (vo. 2. fiiggelék).

Poisson-eloszlasi mérések

A részecskeszamlalok altal adott eredmények altalaban Poisson-eloszldsuak. Ha a
betitésszam varhato értéke

M(&)=a, (5.14a)
akkor
Péze_aﬁ (5.15)
&l

annak a valosziniisége, hogy pontosan & részecskét szdmlalunk meg. Ennek az elosz-
lasnak nevezetes tulajdonsaga, hogy a szérasnégyzet megegyezik a varhato értékkel:

DZ(ég):a . (5.14b)

Amikor a beiitésszam 100-as nagysagrendli vagy nagyobb, a Poisson-eloszlas jol ko-
zelithet6 Gauss-eloszlassal:
2
(¢-a) }

P =~ ex
d \2ma p{ 2a

Kisebb beiitésszamok esetében azonban ez a kozelités elromlik, igy az adatok kiérté-
kelésében célszert az (5.15) szerinti eloszlassal dolgozni.

Mint az eddigiekben, most is n mérést végeztink, és &, &, ..., &;-et kaptunk ered-
ményiil. Egylittes valoszinliségiik
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. n “a aé:i
L(g;a)=]'[e a (5.16)
ol S
A maximum likelihood elv alapjan InZ maximumat kell megkeresniink a fliggvényé-
ben:

Ez pontosan megegyezik az (5.3) szerinti becsléssel.
(5.14a) alapjan rogton latszik, hogy ez torzitatlan becslés. Szérasnégyzetét (5.14b)
alapjan kapjuk:

Dz(ﬁ):i:l—:ﬂzizé. (5.18)
n n

Itt kihasznaltuk, hogy fiiggetlen valoszintliségi valtozok 0sszegének a szorasnégyzete a
szorasnégyzetek 0sszege.

Konfidenciaintervallumot ugy kaphatunk a legegyszeriibben, hogy a Poisson-elosz-
last Gauss-eloszlassal kozelitjiik. Legyen i a Gauss-eloszlasnak a valasztott ¢ konfi-
dencia-valoszinliséghez tartoz6 kvantilise. Ekkor (5.18) alapjan a konfidenciainter-

vallum:
[E—ym/é,&ym/é} (5.18a)
n n

Csoportositott mérések

A szorasnégyzet becslése javithato, ha ugyanazzal a méréstechnikaval tobb kiilon-
bdz0 mennyiséget is megmériink. Jeloljik ezeket ay, ay, ..., a,-mel. Az a;-ra vonatko-
z6 mérések eredményét jeloljik &-vel (i=1, 2, ..., mi; k=1, 2, ..., m). Mindegyik
csoportban mas a mérési eredmények varhato értéke, de azonos a szorasnégyzete:

M(é:ki):ak, de Dz(fki)zo'z_ (5.19)
(5.3) alapjan a k-adik csoportban az

> &

~ i=1 -
ak:l—:é:k, k=l,2,...,m
ng

(5.20)

képlettel becsiilhetjiik a keresett mennyiségeket. Ha formalisan gondolkozunk, (5.7)
szerint csoportonként kaphatunk becslést o*-re:
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g:(sz )

21
p— (5.21)

2
Sy = .

ami a fentiek szerint torzitatlan. Ennek alapjan mindegyik csoporthoz rendelhetiink
konfidenciaintervallumot (k= 1, 2, ..., m):

-y = &+ S—k] (5.21a)
(fk Yk i Sk+7k N
ahol y; az (n, — 1) szabadsagi fokt Student-eloszlas kvantilise.

Ez az eljarés elvileg hibatlan, de nem veszi figyelembe azt a koriilményt, hogy a
szorasnégyzet mindegyik csoportban ugyanannyi. Ez azért baj, mert lehetne javitani
o” becslését. Kiilonosen akkor lenne ez fontos, amikor a mérési adatok szama kicsi.
o’-et becsiilhetjiik a teljes mérési adathalmaz segitségével is:

Z’z: (fla fk) i(”k—l)si

2 = k=1 (5.22)
(i =1)

S =

n—m

>
>

B

=1
ahol

m
= an
k=1

Be lehet latni, hogy az 5.2. TETEL itt is érvényes: s° fiiggetlen az (5.20) szerint kapott
becslésektol, tehat a Student-eloszlas alapjan szerkeszthetjiik meg a konfidenciainter-
vallumokat (k= 1, 2, ..., m):

= s s
Er—r7v—,¢ +7/—j, (5.22a)
( N N
ahol yaz (n — m) szabadsagi fokt Student-eloszlas kvantilise.
lusztracioképpen tekintsiik az 5.1. tablazatban lathato példat. m =5 csoportban
tortént a mérés. Mivel a mérések n; szama csoportrdl csoportra valtozik, méasok a y

kvantilisek is (amelyeknek a tablazatban megadott értéke £= 0,05-hoz tartozik). A
szoras meglehetdsen nagy, amint ez az s; empirikus szorasokbol latszik.
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5.1. tablazat. Példa csoportositott mérésekre

i, k— 1 2 3 4 5
1 11918 10054 11386 13856 7610
2 13250 6977 11679 15201 6419
3 11951 9985 12145 14274 7581
4 11977 7812 11394 13072 8430
5 10581 8898 13433 14304 6770
6 10718 13838 16031 7966
7 9783 13362 7669
8 9660 13978
9 13114
a, 119354 | 9235,9 12312,5 | 141324 | 7492,1
i 944 1268 1069 978 687
% 2,7764 2,3646 2,5706 2,3060 2,4460

-1 4 7 5 8 6

Az 5.1. tablazatban szerepld adatok szerint az 5.2. tablazat masodik oszlopaban
lathato konfidenciaintervallumokat szerkeszthetjiik meg. A harmadik oszlopban adjuk
meg az intervallumok félszélességét (1), amely jellemzi a paraméterek becsiilt értéké-
nek a bizonytalansagat. Mivel a y / Jn; tényezd nip-nak monoton csokkend fliggveé-

nye, azt varnd az ember, hogy u azokra a csoportokra kicsi, amelyekben sok mérés
van. Tehat a legkisebb u-t a 2. és a 4. csoportban varjuk, amirdl azonban a tablazatban
sz0 sincs. A jelenség magyardzata abban rejlik, hogy az s; empirikus szérasok o-nak
meglehetdsen bizonytalan becslései, amikor — mint esetlinkben is — 7y kicsi.

A megoldas tehat o becslését javitani. Ez az (5.22) szerinti becslés szerepe: s” se-
gitségével o*-et n —m =30 szabadsagi fokkal becsiiljiik, aminek a bizonytalansaga
sokkal kisebb. Az adott példdban y=2,0423, és (5.22) szerint s = 1017. Az ezekkel
(5.22a) szerint szamolt konfidenciaintervallumok és bizonytalansadgok az 5.2. tablazat
negyedik, illetve 6tddik oszlopaban talalhatok. Lathatd, hogy ezek a szdmok sokkal
inkabb megfelelnek a jozan varakozéasnak.

5.2. tablazat. Konfidenciaintervallumok és bizonytalansagok

Csoport (5.21a) alapjan u (5.22a) alapjan u
1 (10763, 13108) 1172 (10006, 12846) 929
2 (8176, 10296) 1060 (8502, 9970) 734
3 (11191, 13434) 1122 (11465, 14313) 848
4 (13381, 14884) 752 (13440, 14824) 692
5 (6857, 8127) 635 (6707, 8277) 785

A végeredmény kozlése

A fenti példa alapjan 0sszefoglaljuk, hogyan kell egy kiértékelt mérés eredményét
kozolni. A felhasznaldknak hdrom adatra van sziikségiik ahhoz, hogy eredményeink-
kel dolgozhassanak: a pontbecslésre, az empirikus szorasra €s a szabadsagi fokok
szamara. Ha ugyanis ezeket kozoljiik, az (5.21a) vagy (5.22a) képletek alapjan meg-
szerkeszthetik az altaluk valasztott & konfidencia-valdszintiséghez tartozé konfiden-
ciaintervallumokat. A y kvantiliseket persze ki kell keresniiik a Student-eloszlasra vo-
natkozo6 statisztikai tablazatokbol.

A kozlés formaja célszeriien a kovetkezo:

14132 + 326, (5.23a)
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amint ez — példaul — az 5.1. tdblazat k=4 oszlopaban talalhaté: a =14132 ¢és
Sp / NV 978/ J9=326. A+ jel arra utal, hogy a konfidenciaintervallum megszer-

kesztés€éhez az empirikus szords y-szorosat negativ €s pozitiv eldjellel hozza kell ad-
nunk a pontbecsléshez.” Ezt azonban ki kell egésziteniink az s becslésében szerepld
szabadsagi fokok szamaval, ami nélkiil a felhasznalok nem tudnédk a y kvantiliseket
meghatarozni.

Felmertil a kérdés, miért nem olvasztjuk y-t az empirikus szorasba, vagyis miért
nem az

@517\ =14132£752 (5.23b)

formdban kozoljiik eredményiinket. A valasz egyszerl: y fligg az ¢ valdszinliségtol,
amit nem mi, hanem a felhasznalok fognak megvalasztani. Ha tehat mégis beolvaszt-
juk a végeredmény kozlésébe, korlatozzuk a felhasznalokat. Tételezziik fel példaul,
hogy egy felhaszndldé £= 0,01 mellett kivan intervallumbecslést végezni. Ha (5.23a)
szerint kozoljiik az eredménylinket, tovabba megadjuk n; értékét, akkor a tdblazatok-
bol kikeresheti a y =3,3554 kvantilist, amivel az empirikus szorast beszorozva
326-3,3554 = 1094 adodik a konfidenciaintervallum félszélességére. (5.23b) esetében
viszont csak akkor tudja ezt megcsinalni, ha kozoljiik ¢ altalunk valasztott értékét is.
Ekkor — n; ismeretében — ki tudja keresni az altalunk hasznalt y-t, a bizonytalansagot
ezzel elosztja, és az eredményiil adodd szorast beszorozza az altala valasztott &-hoz
tartozo kvantilissel. Nyilvanvald, hogy ez jelentds ¢és teljesen felesleges tobbletmunka
mind a mi résziinkr6l, mind a felhasznalok részérol.

Hasonloan felesleges és zavaré a ¢-faktor hasznalata, amelynek az lenne a feladata,
hogy a felhaszndloknak ne kelljen torddnilik a véges szabadsagi fokokkal, hanem
minden esetben a végtelen szabadsagi foknak megfelelé Gauss-eloszlassal dolgozhas-
sanak. Konkrétan arrdl van szd, hogy a becsiilt szorasokat beszorozzuk a 7,/ hanya-
dossal, ahol 5, és s a véges n, illetve a végtelen szabadsagi fokokhoz tartozo kvanti-
lisek. Tekintve, hogy mindkettd fiigg a valasztott &-t6l, ismét korlatozzuk a felhaszna-
16k jogait, tehat ezt a gyakorlatot sem tudjuk tdmogatni.

A szbras becslése a mérés kiértekelésének ugyanolyan alapvetd eredménye, mint
maga a pontbecslés, tehat egyiket sem szabad semmiféle tényezével beszorozni.
Mindkettot pontosan ugy kell kézolni, ahogy azok kijottek. A kisérletezOnek fel kell
tételeznie, hogy eredményeit olyanok fogjak hasznalni, akik tisztdban vannak a ma-
tematikai statisztikaval, tovabba nem lustak a statisztikai tablazatokat hasznalni. Nem
fognak oriilni a lustasaguk feltételezésébdl kiinduld latszatudvariassagnak.

E szakasz befejezéseként megjegyezziik, hogy ezek a megallapitasok nem korlato-
z6dnak az azonos pontossagu kozvetlen mérésekre, hanem altalanosan is érvényesek.

5.2. Valtozo pontossagu kézvetlen méerések

Akkor beszéliink vdltozo pontossagu kozvetlen mérésekrdl, amikor az a fizikai
mennyiség &, &, ..., & mért értékeinek a szordsnégyzete i-tdl fligg:

D*(&)=o7 i=1,2,...,n. (5.24a)

i

Tovabbra is feltessziik, hogy a mérési eredmények Gauss-eloszlasuak, egymastol fiig-
getlenek, torzitatlanok, vagyis varhato értékiik a:

3% A pontbecslést kerekitettiik. A kerekités kérdésével az 5.4. alfejezetben kiilon foglalkozunk.
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M(&)) =a, i=1,2,...,n. (5.24b)

Az (5.3) szerinti sulyozatlan mintadtlag minden esetben az a varhat6 érték torzitatlan
becslése. Kérdés azonban, célszerli-e ezt hasznalni. Konnyli belatni, hogy nem. Sza-
mitsuk ki ugyanis az (5.3) mintaatlag szorasnégyzetét:

3 ZDZ(/;-) Zo'iz
D2(§)= i=1 nz — 12]112

Ez meglehetdsen kellemetlen eredmény. Tegyiik fel ugyanis, hogy méréseink pontos-
sadga nagyon kiillonb6z6. Az ember azt szeretné, hogy a pontos mérések dominaljanak,
¢s a pontatlanok alig jatsszanak szerepet. A sulyozatlan mintadtlag esetében ennek
éppen a forditottja torténik: szordsat a legpontatlanabb mérések hatarozzak meg. Te-
gyiik fel példaul, hogy o7 — o0, mikdzben a tobbi sz6rds nem valtozik. Ebben az eset-
ben a mintaatlag szérasa atmegy a oi/n aszimptotikaba, ami ellentmond a jozan ész-
nek: hidba végziink pontos méréseket, a kozds varhatd értéket mégis ugy becsiiljiik,
hogy a becslés szorasat a legpontatlanabb mérés hatarozza meg.

lusztracioképpen tekintsiik az 5.2.a. abrat, amely az 5.1.b. dbran lathatd becslést
mutatja, de valtozo szorast mért adatokra vonatkozoan.** Az egyes mérések szorasa
ugyan nem nd minden hataron tal, de a legkisebb és legnagyobb szoras aranya 1:9. A
o; szérasokat gy valasztottuk meg, hogy atlaguk a korabbi o= 10 legyen. igy a mos-
tani mintaatlagok Osszevethetdk az 5.1.b. abran lathatokkal. Ha a 95%-o0s valoszinii-
séghez tartozo burkolégorbéket osszevetjiik az 5.1.b. abran lathatokkal, azonnal fel-
tlinik, hogy azok most nem simak. Ennek egyszerii a magyarazata: a valtoz6 o; szora-
sok az atlag szorasaban “szeszélyes” ugrasokat okoznak (legaldbbis kis n-re). Fonto-
sabb dolog is latszik azonban: a 95%-0s burkologorbék kozotti tadvolsag minden n-re
Iényegesen nagyobb most, mint az 5.1.b. abran. n = 100-ra példaul a tavolsag a ko-
rabbi 3,93-r61 4,66-ra nétt. Ennek az az oka, hogy a sulyozatlan atlagolas kiemeli a
pontatlanabb (nagyobb szorast) mért adatok hatdsat — ahelyett, hogy éppen csokken-
tené.
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5.2.a. abra. Sulyozatlan atlag fliggése n-t6l valtozo szorasu mérések esetében

% Magukat a mért adatokat nem mutatjuk, mert az bra szemre alig kiilsnbdzne az 5.1.a. dbratol.
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5.2.b. abra. Optimalisan stlyozott atlag fiiggése n-tdl valtozo szorasti mérések esetében
Problémank megoldésat az jelentheti, hogy az (5.3) mintadtlag helyett sulyozott at-
lagot hasznalunk alkalmasan megvalasztott sulyokkal:

a= Zwl.gl. , (5.25a)
i=1
ahol
n
Yw =1 (5.25b)
i=1

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy kedvezden megvalasztott stilyokkal 1ényegesen
jobb eredményeket lehet elérni. Ilyen atlagok lathatok az 5.2.b. abran. A mintadtlagok
ingadozédsa mar n sokkal kisebb értékeire lecsokken, mint kordbban, tovabba a 95%-
os hatargorbék kozotti tavolsag is sokkal kisebb: n = 100-ra most 2,66, vagyis a su-
lyozatlan atlagolashoz tartozo6 tavolsag felénél alig tobb. Ennek az az oka, hogy az
optimalisan sulyozott atlagolas kiemeli a pontosabb (kisebb szdérastl) mért adatok ha-
tasat, és ezaltal a keresett a paraméter becsiilt értéke is pontosabb lesz. A metrologiai
szohasznalat (v0. 2. fliggelék) szerint “az ilyen becslés bizonytalansaga kisebb”.

A sulyozott atlag optimalizalasa
Mivel a mérések egymastol statisztikailag fliggetlenek, az (5.25a) szerinti becslés
szorasnégyzete

n
D2(5) = ZWizo-f . (5.26)
i=1

Ennek minimumat keressiik a w; sulyok fliggvényében. Alkalmazzuk a Lagrange-
multiplikatorok modszerét:

a n n
W[Zw}af —/IZWi +/1j = 2wj0'§- -A=0,
J Ni=1 i=1

amib6l
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w,=—"—, j=12,..,n, (5.27a)

vagyis a megoldast a szorasnégyzetek reciprokdval aranyos stlyozas adja. 4/2 értéke
az (5.25b) normalasi feltételbdl szamithato ki:

A1
Z = . (5.27b)

1
ZT
i=1 0

Koénnyen belathatjuk, hogy a kapott sulyok valoban minimumhoz vezetnek. Ha
ugyanis a fentitdl eltérd

Ezt (5.26)-ba helyettesitve

g(ﬁ/é‘ o? sz _i 1

i=1 U

+ZA2 2

adodik, ami akkor minimalis, amikor 4; = 0 minden i-re. Ebb6l melléktermékként az
is kiadddott, hogy a minimalis szorasnégyzet

D*(@) = L (5.28)

LN |
2
l

i=1 0

Az elmondottaknak specialis esetét jelentik az azonos pontossagu mérések:

0'% = 0. Ekkor (5.25a)-ban az (5.3) szerinti stlyozatlan mintaatlagot kapjuk, amely-

nek a szorasnégyzetét (5.5) adja meg. A fentiekben azt is belattuk, hogy azonos pon-
tossagu kozvetlen mérések esetében a mintaatlag — az (5.25) alaku lineéris becslések
korében — hatékony.

A most kapott eredményt egyes szerzOk Gauss tételeként emlegetik. Gyakorlati
haszna, hogy megmutatja, hogyan kell atlagolni a kiilonb6z6 pontossagu méréseket, és
hogyan kell az igy kapott atlag szorasat becsiilni. A tovabbiak szempontjabol pedig
mindez azért érdekes, mert jol illusztral két dolgot: egyrészt a becslés optimalizalasa-
val a szoras csokkentheto, masrészt a szords nem csokkentheto minden hataron tul,
hiszen a linearis becslések korében (5.28) alsé korlatot jelent. Felmertil a kérdés: 1éte-
zik-e olyan nemlinedris becslés, amellyel a szoras tovabb csokkenthet6? A kérdésre a
maximum likelihood mddszerrel fogunk valaszt kapni: nem létezik! A Gauss-eloszlas
esetében (5.28) a becslések széles osztalyaban alsé korlat.
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o” becslése valtoz6 pontossag esetében
Viltoz6 pontossaghh mérések esetében nem mindig sikeriil az egyes mérések szo-

rasnégyzetét meghatarozni. A leggyakrabban csak ezek relativ értékét tudjuk elfogad-
hat6 mdédon meghatirozni. Matematikailag ez azt jelenti, hogy a szorasnégyzeteket

_a (5.29)

2
O

Wi
alakban irjuk fel, ahol o* ismeretlen ardnyossagi tényezd, a w; sulyok pedig ismertek.
Az 5.1. alfejezetben is ezt a modellt hasznaltuk a w; = 1 vélasztassal. Az alabbiakban
megnézziik, hogyan mdédosulnak a korabbi képletek a valtozo sulyok esetében.

A mért adatok egylittes stirliségfiiggvénye (5.4) helyett most

[Iw
L(x;a,az) - 1= 2 exp(—&az)] , (5.40a)
2n0'2) 20
ahol
(5.40b)

n
2
O(a)= 2 wi(x; —a)”.
i=1
A keresett paraméter becslését tigy kapjuk, ide x = E -t helyettesitlink, majd keressiik
az igy ad6do O minimumat a

_100(a) _ -
Sy —;w,-(éi a)=0

egyenlet megoldasaval:

Zwié:i
. (5.41)

Konnyti belatni, hogy ez a fent kapott optimalis stilyokkal képzett atlag. E becslés szo-

rasnégyzete
2

E wl-2 Dz(ﬁi) E w; 5
) . w; o
. (5.42)

Ahhoz, hogy ezt hasznalni tudjuk, sziikségiink van o becslésére. Az 5.1. TETELre

adott bizonyitast altalanositva belatjuk, hogy a tétel a mostani esetben is igaz. Az 5.1.
alfejezetben alkalmazott levezetést most kis valtoztatdssal megismételhet;jiik:
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amib6l

Segitségiikkel QO kifejezhetd a

~

&621)=Z77i2 _ﬁZZWi

) i=l i=1

alakban [v0. (5.9)]. Innentdl kezdve alkalmazhatjuk az 5.1. TETEL bizonyitasara vo-
natkozé gondolatmenetiinket. A tételbél adodik o*-re a

52 2_@

=5t =" (5.43)

becslés [vo. (5.7)]. (5.42) alapjan vezethetjiik le a kovetkezd konfidenciain-
tervallumot:

(‘7_7%"7”%}’ (5.43a)

ahol yaz (n — 1) szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise, tovabba

w= i wW;
i=1
[v6. (5.13a)].

Részecskeszamlalas valtozo mérési idokkel

Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv sugarforras erésségét’' kell megmérniink. Az i-
edik mérésben a szamlalasi 1d6 T;. A betitésszam varhato értéke ekkor

M(£,) = aT,. (5.44)

Célunk az idéegység alatt szamlalt részecskék a szamanak becslése. (5.15) mintajara
annak a valdszintisége, hogy az i-edik mérésben &-t mériink:

* Forrdserdsség: 1 s alatt torténé bomlasok szama.
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_ —aT; (aTi)gi

we T
vagyis a mért adatok egylittes valdszinlisége:
~ n ClT-)éi
L( ;a) “Te T (;. (5.45)
Se)= L1

a-t a maximum likelihood elv alapjan becsiiljiik:

Oln L(E;a) P
oa h g{

3 (-aT; + & In(aZ;) - In &, !)} =

i=1

amibdl

(5.46)

Azt kaptuk tehat, hogy hidba mértiik n részletben a beiitésszamokat, a-t tigy a legjobb
becsiilni, hogy a teljes beiitésszamot osztjuk a teljes mérési idével. Szorasnégyzete

(5.47)

*Korrelalt mérések

Befejezésiil megvizsgaljuk, milyen kovetkezményekkel jar, ha a &, &, ..., & mért
adatok statisztikailag nem filiggetlenek egymastol. Tovabbra is feltételezziik, hogy
varhatd értékiik (5.1) szerint allandé. Ezt a kovetkezOképpen irhatjuk at vektoros
alakba:

M(E) = ae. (5.48)

ahol az e vektor minden eleme 1-gyel egyenlo, a E vektor komponenseit pedig a &,

&, ..., & mért adatok alkotjak. Az eddigiektdl eltéréen megenged;jiik, hogy a mért
adatok kovariancidja ne tlinjon el. A kovarianciamatrix definicidja

-~ -~ T
B = M[(g - ae)(?’; - ae) } (5.49)
A E, vektor stirliségfiiggvénye
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of

2

Lx;a)=——p—— .
(x;a) - )"/2@ (5.40a)
ahol
Oa)=(x- ae)TB_l(x —ae). (5.40b)

A maximum likelihood elv szerint ennek a minimumat kell a fiiggvényében megke-

resniink az x = E; helyettesitéssel:

P -
_l_Q(a) = &TB_le —ae'B7le = 0,
2 Oa
amib6l
~ _EBe (5.41)
a= =& w.
TB_le <‘;

Azt kaptuk tehat, hogy az a paraméter becsiilt értéke most is a &, &, ..., & mért ada-
tok (5.25a) alaku lineéaris kombindacioja, de a sulyokbdl alkotott w vektor komponen-
seit most nem az (5.27) képletek adjak meg, hanem

_ Ble (5.42)
e'Ble

Nyilvanvalo, hogy ezek a sulyok 1-re vannak normalva:

w

ol
B~
elw= T e =1.
Ble
Erdemes megnézni, a w stilyok most is minimalizaljak-e a becslés szorasnégyzetét,
amelyet (5.26) helyett most a kovetkezo alakban kell felirnunk:
D? (57 ) = w Bw.

crer

W= +A

e B!
alakba, ahol

elA=0
Ezzel

o
D?@) =~
e B e eB e

mint ez egyszeriien belathaté. Mivel B pozitiv definit matrix, ez akkor minimalis,

amikor A a nullvektor. Melléktermékként azt is belattuk ezzel, hogy az (5.41) szerinti
becslés szorasnégyzete

@)=L . (5.43)
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A legkisebb négyzetek modszere tehat korrelalt mérések esetében is jol alkalmaz-
hato, csak alkalmas modon kell a sulyfaktorokat megvalasztani. Ebben az esetben is
érvényes az 5.1. TETEL, de ennek bizonyitasat késObbre halasztjuk.

Mért mennyiségek egyenlésége

A konfidenciaintervallumok nem csak elméleti joslatok kisérleti ellendrzésére
hasznalhatok, hanem egyéb célokra is. Ilyen példaul két mért mennyiség egyenldsé-
gének a vizsgalata. Mért mennyiségek szamértéke természetesen soha nem fog egy-
massal megegyezni, csak annak a vizsgalatarol lehet sz6, hogy varhato értékiik meg-
egyezik-e.

Nézziik példaképpen az 5.1. tabldzatban szerepld adatokat, és kérdezziik: van-e kii-
16nbség as és as kozott? Ennek eldontésére becsiilt értékiik kiilonbsége adhat valaszt.
Tegyiik fel tehat, hogy a3 = a4, vagyis

M(@3) = M(dy). (5.44)
Mivel a két becslés egymastodl fliggetlen, kiilonbségiik szordsnégyzete
2 2
D2(53 - 54) = D2(53) + D2(54) = G_ + O-_ .
n3 ny

o becslésére az (5.22) képletet hasznaljuk. A korabban mondottak szerint s fligget-
len a két becsléstol, tehat

@y —d, Gy—d, Gy —dy

L= = = 5.45
SZ 0-2 0-2 S2 S2 \/1 1 ( )
- |— = -4+ S [—+—
0'2 7’13 Ny l’l3 Ny n3 n4

(n — m) szabadsagi fokt Student-tort. Ertéke
. 123125-14132.4

1017 l+l
V6 9

A 30 szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise €= 0,05 mellett 2,042 (2. fiiggel¢k),
ami kisebb, mint a fenti 7 abszolut értéke. Eszerint 95% konfidenciaszinten elvetjiik az
(5.44) szerinti hipotézist. Ezt a kdvetkeztetést ugy szoktuk megfogalmazni, hogy a3 és
as mért értéke kOzott szignifikans kiilonbség van.

Megjegyezziik, hogy az 5.1. tablazatban szerepld s; empirikus szorasok két okbol
sem igazan alkalmasak a fenti kérdés eldontésére. Egyrészt tulsagosan alacsony a sza-
badsagi fokok szdma, és igy a kvantilisek sokkal nagyobbak. Masrészt nem sikeriilne
olyan vilagosan kezelhetd statisztikat felirni, mint az (5.45) alatti £. Ugyanis két flig-
getlen Student-tort kiilonbségével kellene dolgoznunk, amire vonatkozéan nincsenek
alkalmas statisztikai tablazatok.

A helyzet egyszeriibb, amikor a szabadsagi fokok szdma elegendden nagy ahhoz,
hogy az (5.45) alaku statisztikdkhoz hasznalt y kvantilist a Gauss-eloszlas tablazatai-
bol vehessiik. Ilyenkor is iigyelniink kell azonban arra, hogy az Osszehasonlitott
mennyiségek korrelaltak is lehetnek. Tekintsiink egy ilyen példat is! Legyen a két
mennyiség & és &, szorasuk rendre oy €s 0». Azt a hipotézist vizsgaljuk, hogy varha-
to értekiik azonos. Az eddigiekkel ellentétben azonban most nem tessziik fel, hogy

-3,395.
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COV(flafz) =0102pP
kovariancidjuk eltiinik. Ezzel
2 2, 2
D*(& ~ &) = 07 + 03 -2010,p.

A két mért mennyiség varhatd értékét akkor tekintjiik a valasztott konfidenciaszinten
egyenldnek, ha

ahol 5 a Gauss-eloszlas kvantilise.
A p korrelacids egyiitthaté hatisa nagyon jelentés lehet. Vannak esetek,* amikor
p =~ 1. Ekkor a ¢ 'statisztikara a

Sl= o=
oy — 0]
kozelitd egyenloség adodik, ami azt jelenti, hogy erdsen korrelalt mennyiségek eseté-
ben mar nagyon kis kiilonbségek is szignifikdnsak lehetnek, amikor oy = 0.
Ilyesmi akkor fordul eld, amikor ugyanabbdl az illesztésbdl szarmazo becsiilt pa-
ramétereket hasonlitunk 0ssze (lasd 7. fejezet). Tekintsiik a kovetkezd példat:

a; =10872+429, a,=9925+372, p=02832.

Az egyszeriiség kedvéért Gauss-eloszlasunak tekintjiik ezeket a mennyiségeket, és az
Osszehasonlitast 95% konfidenciaszinten végezziik el. Ebben az esetben a 2. fiiggelék
szerint az ¢= 0,05-hdz tartozd kvantilis y; = 1,96. Ha a mennyiségeket fiiggetlennek
tekintjiik, akkor a

_ 10872 -9925

N429% +3722

hanyadost kell a kvantilissel dsszevetni, vagyis a proba azt mutatja, hogy a; és a,

=1,668

kozott nincs szignifikans kiilonbség. Més kdvetkeztetésre jutunk azonban, ha figye-
lembe vessziik e két mennyiség kozotti erds korrelaciot:

‘- 10872 — 9925
V4292 +3722 —2.429-372-0,832

=3971,

ami lényegesen nagyobb a kvantilisnél, tehat a; és a, kozott valdjaban van szignifi-
kans kiilonbség.

5.3. Korrekciok

Az 1.3. alfejezetben mar volt sz6 a korrekciokrol. Mindig fellépnek, amikor a mé-
rési eredményeket befolyasold paraméterek egyikének-masikdnak az értéke eltér a
névleges értéktdl. Az aldbbiakban a korrekciok figyelembevételének a modjardl lesz
sz0. Az 1. fiiggelék szerint egy korrekcidé mindig additiv, vagyis a szisztematikus hiba

* Tlyenek lehetnek példaul az egyiittesen illesztett paraméterek. Ezekre a késébbi fejezetekben latunk
majd példat.
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(lasd alabb) megsziintetése érdekében valamit hozzaadunk a kozvetleniil mért érték-
hez. Vannak esetek, amikor a szisztematikus hibat egy korrekcios tényezo segitségé-
vel szilintetjiik meg. Az aldbbiakban csak a korrekciokkal foglalkozunk, de a mondot-
tak kis valtoztatassal atvihetok a korrekcios tényezokre is.

Korrekcio

Legyen a & mérések (i = 1, 2, ..., n) varhato értéke
M(fl-) =a+cu. (5.46)

Az eddigiekhez képest ujdonsag, hogy nem ugy sikeriilt a keresett a mennyiséget
megmérni, ahogy szerettiik volna, hanem volt egy paraméter (példaul a laboratorium
hémérséklete), amely a névleges értéktdl (20 °C) eltért. Az eltérés valodi értéke le-
gyen Ly, amelyre vonatkozdan valamilyen u fiiggetlen mérési adatunk van o, szoras-
sal. A c tényez0 a-nak a u paraméterre valo

oa

C—_,
ou

érzékenysége, amit ismertnek tételeziink fel.” gy tehat van két ismeretlen paraméte-
rink (a €s ), tovabba (n + 1) mérési adatunk (i és &, i=1, 2, ..., n). Meghataroza-
sukra a maximum likelihood elvet alkalmazzuk. Egyiittes stirtiségfliggvénytik

1 (N—ﬂo)2
L(X, 15 a, py) == > CXp o2 X
2710'# O
2
xﬁ ! exp[— (xi —d —zc,uo) J , (5.47)
i21 V2no? 20

ahol o® a & mérések kozos szorasnégyzete. Ennek kell a maximumat megkeresniink a

¢és 1 figgvényében az x = E_, helyettesitéssel:

Oln L 1
MLy (E—a - em)=0,

i=10
olnL pu—u c
= 20 +Z—2(§l—a—c,u0)=0
a'uo Oy i=1 0

Az egyenletrendszer megoldéasa egyszeriien adodik:

To=u & a=E—cpu. (5.48)

Ez a becslés torzitatlan, hiszen
M(Zi) = M(E) - cM(,u) =a+cuy—cug=a.

A korrigélt becslés szorasnégyzetét a kovetkezd képlettel becstilhetjiik:

# Altaldban elméleti iton kell meghataroznunk.
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2 2
D2(5)=D2(§_)+czaz =O——+czo'z ;S——i-czo'z, (5.49)
n n
ahol s* a & mérések empirikus szorasnégyzete [vo. (5.7)], vagyis o becslése. Azt kap-
tuk tehat, hogy az eredetileg mért mennyiségek szorasnégyzetét meg kell névelni a
korrekcid szorasnégyzetével. Ha nem is mindig ilyen egyszertien vezethetd le, de a
korrekciok hatdsa mindig igy vehetd figyelembe.

Ha a fentiek szerint jarunk el, konnyen elkeriilhetjiik a tévedéseket. Egyszert pél-
daval illusztraljuk, milyen tévedések fenyegetnek azonban, ha nem a maximum
likelihood elvet alkalmazzuk. Csinéljuk tehat a dolgot masképpen, és korrigaljuk az
egyes mérési eredményeket kiilon-kiilon:

Si =6~ CH, (5.50)
majd vegylik ezek atlagat:

Ugyanezt kaptuk a maximum likelihood mddszerrel, tehat a dolog rendben levonek
tlinik. Szordsnégyzetének becslése érdekében kiszamitjuk a korrigélt értékek empiri-
kus szorasnégyzetét [vo. (5.7)]:

(&-2) f[(é—cu)—(f—w)]z (- 2)
n—1 == n—1 =l:1n—1 =

i=1

amibdl a korrigalt értékek atlaganak a szorasnégyzetére az s / n becslés adodik. A
fentiekbdl tudjuk, hogy ez nem az a paraméter becsiilt értékének a szordsnégyzete,
hanem annal czo'f, -tel kisebb. Hol van tehat a hiba?

A valasz nem trivialis, mert a baj ott van, hogy “vakon” alkalmaztuk a képleteket,
¢s nem vettliik figyelembe alkalmazhatosagi feltételeiket. Esetlinkben arrdl van szd,
hogy az (5.7) szerinti s> a o* szérasnégyzetnek csak akkor torzitatlan becslése, amikor
a képletben szereplé mennyiségek egymastol fliggetlenek. A korrigalt mérések azon-
ban nem ilyenek, hiszen mindegyikben a u valoszinliségi valtozoénak ugyanaz az érté-
ke szerepel. A jelen szakasz végén megmutatjuk, hogy tényleg errdl van szo.

El6bb néhany sz6t szolunk a konfidenciaintervallumrél, amelynek megszerkesztése
esetiinkben nem egyszerii. Ha a szabadsagi fokok (n — 1) szama elég nagy, fel lehet
tételezni, hogy a-nak (5.48) szerinti becslése Gauss-eloszlast. Ekkor a konfidencia-
intervallum megszerkesztése nem jelent problémat. Ellenkezd esetben azonban prob-
1émék meriilnek fel. Megvilagitasukra vezessiik be az alabbi jelolést:

S,1(y) = P{f < y} ,

ami az (n — 1) szabadsagi foku Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ezzel a y kvanti-
lista

P{|t|<7/} :Sn—l(?/)_ Sn—l(—?/):l— &£
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egyenletbdl szamitjuk ki. Ha y = sy, érvényes a kovetkez6 osszefiiggés:
E —a—cly

p{s/—\/; < 7} =S,_1(7) = Sy_i(-7)

hiszen M(E) =a + cug. Tekintve, hogy up-at kénytelenek vagyunk g-vel becsiilni, ez

nem alkalmas konfidenciaintervallum konstrudldsara. Ha p-t rogzitjiik, felirhatjuk az
alabbi feltételes valoszintiséget:
E-a-cu

P{ S

_ Sn_l(j/ _%J - Sn_l(—}/ —c(g/;\/go)j = g(r.u),

ahol a tovabbi képletek egyszertsitése érdekében bevezettiik a g(y, u) jeldlést. Ahhoz,
hogy a y kvantilis helyes értékét kiszdmitsuk, ennek y stiriségfiiggvényére vett atlagat
kell (1 — &)-nal egyenldvé tenni, és az eredményiil kapott egyenletet j~ra megoldani:

T (4o )2

[ —exp| - | -gly,m)du=1-¢.

—0 4210, 20,

Ritkan szoktak ezt az egyenletet konkrét esetekben felirni és megoldani, pedig a kor-
rekt adatkezeléshez hozzatartozna. A dolog oka a felmeriild matematikai nehézségek-
ben keresendd.

A gyakorlatban a korrekciok kicsik a mért mennyiségekhez képest, igy szords-
négyzetiik is kicsi a mért mennyiségekéhez képest. Ezért a gyakorlati esetek tobbsé-

<7

y7, adott} =

gében megelégsziink azzal, hogy hatdsukat (vagyis czai értékét) beolvasztjuk a be-

csiilt szérasokba, €s ezutan gy tekintjiik, mintha a korrekcid szérasa 0 lenne, amivel
a képletek egyszeriisddnek.

Befejezésiill megmutatjuk, hogyan kellene a korrigdlt mérési adatokat ma-
tematikailag korrektiil kezelni.** Az eredeti & mérések (i =1, 2, ..., n) egymastol fiig-
getlenek, és szdrasuk azonos, tehat kovarianciamatrixuk o’E. Az (5.50) szerinti kor-
rekcid mindegyik mérésnél azonos, tehat kovarianciamatrixa olyan nxn-es matrix,
amelynek minden eleme a korrekcio szorasnégyzete. Ennek megfelelden a korrigalt
mérések kovarianciamatrixa

B- 02E+cza§,eeT. (5.51)

Az (5.42) képlet alkalmazasahoz ki kell szamitanunk a B'e szorzatot. Szerencsénk
van, mert

Be = (02 + nc? f,)e,

amibdl

* Ezt csak azoknak javasoljuk elolvasni, akik az 5.2. alfejezet korrelalt mérésekrol szolo szakaszat
attanulmanyoztak.
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-2 2 2 -
O'+nCO'lu

fgy az (5.42) szerinti sulyvektor
e
w=—.
n

Az a paraméternek a maximum likelihood elv alapjan val6 becslése:

amint ezt fent heurisztikusan is felirtuk. Az (5.43) képlet viszont a korrekt szoras-
négyzetet adja:

2 2 2 2
1 o +ncto, s )

= = ~—+c07,.
e B e n n "

D*()

Ezt a levezetést “elrettentésiil” hoztuk. Szo6 sincs arrdl, hogy barkit ilyen szamita-
sokra buzditanank. Minddssze azt kivantuk bemutatni, mennyivel egyszeriibben kap-
juk meg a helyes eredményt, ha minden esetben a maximum likelihood elvbdl indu-
lunk ki.

Nem kézben tartott paraméterek hatasa

Tételezziik fel, hogy a mérést befolydsolja a 0 mennyiség, de az egyes mérésekben
felvett értékét nem ismerjiik. Tudjuk viszont, hogy o varhatd értéke 0, szérdsa os Ha
az i-edik mérésben felvett értéke o; volt, akkor

M(§i|5l-) =a+co;,

ahol ¢ a mért mennyiségek érzékenysége a & paraméterre: ¢ = da/0S . Ennek alapjan
& feltételes stirliségfiiggvénye

2
1 2 exp{_ MJ

2
2no 2o

L(xi|5i):

amibdl kapjuk & perem-stiriségfiiggvényét:

0 2
Lx;)= [ Llx]s, );exp[— Z . Jd@.
—o0 2no; 205
Ezt kiintegréalva az

L(xl. ) = ;2 exp[— M]

stirtiségfiiggvény adodik, ahol

o’ =0+ czo% .
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Végeredményben tehat mindegyik mérés szorasnégyzetét meg kell ndvelni az ismeret-
len értékli hatashoz tartozo cza% értékkel. Ezutan az ilyen hatdsok nem kiilonboztet-

heték meg az eredendden fennallo statisztikus hibaktol.

Az elmondottak azt jelentik, hogy ha az egyes & mennyiségek mérését tigy ismé-
teljiik meg n-szer, hogy kozben a 6 paramétert nem ellendrizziik, a megfigyelt szoras
o helyett o' lesz. Ez 1ényeges eltérés a fentiekben vizsgalt korrekcidk hatdsa és a &
paraméter hatasa kozott. Jollehet formalisan mindkettd tekinthetd ugy, mint az eredeti
o szorast megnoveld hatas, statisztikai kezelésiik elvileg eltérd: az eldbbi esetében
eléfordulhat, hogy az empirikusan becsiilt szords nem tiikrozi az alkalmazott korrek-
ci0 bizonytalansagat, viszont az utdbbi esetében elég az empirikus szorasbol kiindul-
ni.

Két esetet érdemes egymastol megkiilonboztetni. Az egyik esetben a mérést o azo-
nos, de ismeretlen értékénél végeztiik el, és tudjuk, hogy ennek hatasa van a mérési
eredményre. Ebben az esetben a fenti mdédon meg kell ndvelni a szérdsnégyzetet. Ha
azonban a mérést ugy ismételtiik meg n-szer, hogy kdzben o valtozhatott, akkor az
(5.7) szerint becsiilt empirikus szoras ennek hatdsat tiikkrozni fogja, tehat nem sziiksé-
ges a szorasnégyzetet a mondott modon valé megnovelni. Erre példa: tegyiik fel, hogy
a mérést naponta ismételtiik, és nem tigyeltiink arra, hogy a hdmérséklet allando le-
gyen, s6t meg sem mértik™®. Ilyenkor a hémérséklet napi valtozasainak, vagyis d-nek
a hatésa tiikrozédni fog s>-ben. Ha ugyanis & = 0 lenne, akkor

! —\2
(e -¢)
S2 — =l
n—1

lenne, ami o° torzitatlan becslése. Amikor & # 0, ez a &l =¢&, —cd,; valtozdkra érvé-
nyes, amelyekrol feltehetjiik, hogy korreldlatlanok a o-kel, vagyis a

Z(Cfl’ _E,)(éi _5)

i=1

osszeg kozel van 0-hoz. Igy a most adodé empirikus szorasnégyzet jo kozelitéssel igy
irhato:

S(gres,~F-cd)  Y(a-F)  D(s-9)
12 — i=1 ~ i=1 +C2 i=1
> n-—1 n-—1 n-—1 ’

ami ¢'> = 0" + czaé torzitatlan becslése, vagyis ¢ hatasa tényleg tiikroz6dik s>-ben.
os becslésére tobbnyire egyszerli megfontolasokat alkalmazunk. Tegytik fel példa-
ul, hogy ¢ a laboratdrium hdmérsékletének a 20 °C névleges hdmérséklettdl valo elté-
rése. Erre (és hasonld paraméterekre) vonatkozdan gyakran legfeljebb ilyen kijelenté-
seket tudunk tenni: “J abszolut értéke nem haladhatta meg a 3 °C-t”. Ilyenkor aligha
tudunk okosabbat mondani, mint azt, hogy da (-3 °C, +3 °C) intervallumban minden
értéket egyenld valosziniiséggel vett fel. A @ terjedelmil egyenletes eloszlas szoéras-

2
négyzete @/12. Esetiinkben @= 6 °C, tehat a% = 62/12 =3 (OC) , vagyis

* Ha ugyanis megmértiik volna, akkor a hatasat korrekcioként tudnank figyelembe venni.
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os=43°C=~17°C.

Mérési hiba és bizonytalansag

A fentiek alapjan tudjuk a mérések kiértékelésének két alapvetd fogalmat megvila-
gitani: mérési hiba és bizonytalansag. Tulajdonképpen mindkett6t lehetne valoszini-
ség-elméleti oldalrol is megkozeliteni, de az aldbbiakban a kisérletez6k szempontjai-
bol indulunk ki. A mérések moddszereivel és kiértékelésével foglalkozod tudomanyt
metrologianak nevezziik, amelynek a széhasznalata némileg eltér a valdsziniiség-
elmélet terminologiajatol. Mindkettonek megvan a 1étjogosultsaga: az utdbbi az elmé-
leti megfontolasok, az eldbbi pedig a gyakorlati munka teriiletén hasznaland6. Az 1.
fiiggelékben Osszefoglaljuk a leggyakoribb metroldgiai kifejezéseket és jeloléseket,
valamint megadjuk néhanyuk valdsziniiség-elméleti megfeleldit. A jelen részben csak
kettével foglalkozunk.

Mérési hiba
A mérési hiba fogalmat sok szerzd a nem vélasztja szét a bizonytalansag kiilonbo-

z0 mérészamaitdl. A metroldgia szerint a ¢ mérési hiba a mért mennyiségnek a valodi
értékétdl valo eltérése:

E=M(&)+¢.

Metrologiai szohasznalat szerint nem vdrhato értékrdl, hanem valodi értékrdl beszé-

liink. Mivel ezt nem ismerjiik, a mérési hibat sem ismerhetjiik. Ezért a gyakran hallha-

to “hibaszamitds” — szigortian vett metroldgiai értelemben — szerencsétlen kifejezés,
amelyet jobb keriilni. Ha ugyanis ki tudnank szamitani a hibat, ezt levonnank a mért
értekbol, és igy megkapnank a valodi értéket. A hibaszamitas valdjaban a bizonyta-
lansag becslését jelenti. Ennek ellenére a ,,hibaszamitas” bevett kifejezésnek szamit.

A mérési hibanak két fajtaja van: véletlen és rendszeres (szisztematikus) hiba:

o A véletlen hiba valdsziniiségi valtozo, amelynek a varhato értéke zérus. A gyakor-
latban ez azt jelenti, hogy a mérés tobbszor vald ismétlésekor valtakozva vesz fel
pozitiv és negativ értékeket, és az ismétlések szamanak novelésekor az atlaga nul-
lahoz tart.*® Ezt gyakran tigy mondjuk, hogy a “véletlen hiba kidtlagolodik”. A vé-
letlen hibanak két alfaja van aszerint, hogy mi az eredete. Errdl késobb lesz szo.

o A rendszeres vagy szisztematikus hiba lehet konstans érték vagy olyan valdszini-
ségi valtozo, amelynek a varhato értéke nem zérus. Ha valdszinliségi valtozo, szin-
tén vehet fel pozitiv és negativ értékeket, de ezek atlaga nem tart zérushoz, vagy —
ahogy mondani szoktuk — “nem atlagolodnak ki”. Ha mérésiinkben ilyen fajta hiba
fellép, arra vonatkozoan minden esetben kell korrekcidt alkalmazni — akarmilyen
kicsi (és bizonytalan) ez a korrekcio. Ennek mddjardl a fentiekben volt mar szo, és
lesz még sz6 a 7.6. alfejezetben. Ha van szisztematikus hiba, az a paraméterre az
(5.3) vagy (5.25) szerint adott becslés forzitott lesz, és a torzitas értéke megegyezik
a szisztematikus hiba varhato értékével. A korrekcid célja éppen a torzitds meg-
sziintetése.

Vannak megfigyelések és kisérletek, amelyek 1ényegéhez tartozik, hogy eredmé-
nylk valdszinliségi valtozo. Ilyen a szerencsejaték, bizonyos nuklearis jelenségek
megfigyelése, a Foldet éré meteorok szama, tdmege ¢és iranya, foldrengések eldfordu-

rrrrrr

értéke egy rogzitett, amde tetszélegesen kicsiny & szamnal nagyobb legyen.
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lasa stb. Nem lehet példaul megmondani, hogy egy adott foldrajzi helyen mikor lesz
foldrengés (vagy egyaltalan lesz-e), legfeljebb annak a valdszintiségét hatarozhatjuk
meg, hogy valahol egy adott id6szakon beliil lesz foldrengés. A tektonikai jelenségek
lényegéhez tartozik, hogy a valdszinliségen talmenéen tobbet nem tudunk mondani.*’
Azt, hogy egy radioaktiv atom mikor bomlik el, szintén nem tudjuk elére megmonda-
ni, de tudjuk, hogy e annak a valdsziniisége, hogy ¢ id6 alatt ne bomoljon el. A
bomlasig eltelt id6 varhato értéke 1/4, igy ¢ mérésekor (¢ — 1/4) a mérési hiba. Vannak
szerzOk, akik a véletlen hibanak ezt a fajtajat statisztikus hibanak nevezik. Az elneve-
zésen kiviil*® a dolog logikus, mert — eredetét tekintve — elvileg kiilonbdzik a kdvetke-
z0 fajta véletlen hibatdl.

Egy mért mennyiség mas okbdl is lehet valdsziniiségi valtozo: lehetnek olyan nem
kézben tartott paraméterek, amelyek értéke maga is valdszinliségi valtozo, viszont be-
folyasoljak a mérés eredményét. Az elébb emlitett szerzOk az ilyen eredetii hibakra
korlatozzak a véletlen hiba fogalmat. Nem kivanunk mély filozofiai elemzésekbe bo-
csatkozni, mert ez messze vezetne jegyzetiink témajatol. Az 1930-as években a fizi-
kaban lezajlott egy vita, a fenti értelemben vett statisztikus hiba visszavezethet6-e rej-
tett paraméterek hatasara, vagy valoban a jelenség l1ényegéhez tartozik-e a véletlensze-
riség. Példaul Albert Einstein élete végéig sem tudta az utobbi allaspontot elfogadni.
Szamunkra csak az fontos, hogy a két fajta véletlen hiba matematikai kezelése forma-
lisan azonos. Ezért nem fogjuk erdltetni a két fajta hiba kozotti kiillonbségtevést. Az 1.
fliggelékben olvashato definicidk szerint a metrologia sem kiilonbozteti meg ezeket
egymastol. Ugyanakkor azonban hangsulyozzuk: az egyes hibdk hatdsa nagyon kii-
16nb6z0 lehet, amint azt az el6z6 szakasz végén a labor hdmérsékletével kapcsolatban
megbesz¢éltiik.

Mérési bizonytalansag

A mérési hibat elvileg nem ismerjiik, de 1éteznek mérdszamok, amelyek mutatjak
annak valoszinli nagysagat. GyUjtonevik: merési bizonytalansdag. A legfontosabb
ilyen mérdszam a szords. Ismert tételek (példaul a Csebisev-egyenldtlenség) segitsé-
gével felso becslést kaphatunk a véletlen hiba nagysagara. A szérdson alapul az inter-
vallumbecslés, vagyis a konfidenciaintervallum megszerkesztése. Mivel az interval-
lum hossza mindenképpen mértéke az a paraméter keresett értékére vonatkozo tuda-
sunknak (vagy inkabb: tudatlansdgunknak), az intervallum félhosszat szintén szoktuk
mérési bizonytalansagnak nevezni. Mikor azonban ezt hasznaljuk, pontosan meg kell
mondanunk a konfidenciaszintet és a szabadsagi fokok szamat.

A bizonytalansag becslésére a metroldgia két modszert kiillonboztet meg: A-tipusu
¢és B-tipusu becslés. Az eldbbi az (5.7) képlettel (vagy rokon képletekkel) becsiilt em-
pirikus szoras. Ha ezt alkalmazzuk, akkor a szorés becsiilt értékét s-sel jeloljik. EImé-
leti megfontolasokban altalaban a o jeldlést hasznaljuk a szorasra, de ennek A-tipusu
becslésére a szabvanyos jelolés s. Az angol irodalom a szérast “standard deviation™-

nek nevezi.* Ha ebbél (5.5) szerint kiszamitjuk az atlag s/ Jn szorasat, akkor ennek
angol neve: “standard error”. Feltehetéen ebbdl ered a magyarban is eld-eléfordulo

" Természetesen csak a foldtudoméanyok mai fejlettségi szintjén.

¥ A legtobb nyelven irt valosziniiség-elméletben a “véletlen” és a “statisztikus” szavak egymas szino-
nimai, vagy csak az egyiket hasznaljak. Ha mar megkiilonboztetjiik a két fajta hibat, az elnevezés ép-
pen forditva lenne logikus: a jelenségek valodi véletlenszeriségébdl eredd hibat kellene inkabb véletlen
hibanak nevezni.

¥ Vannak, akik a magyarban is “standard deviacié”-r6] beszélnek.
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“standard hiba”. Mind ez, mind az idézett angol kifejezés elavult és keriilendd, s6t a
metrologiai szabvanyok egyenesen tiltjak az utobbi hasznalatat.

A bizonytalansag B-tipust becslésére az el6z6 szakaszban lattunk példat: a szorast
nem empirikusan, hanem valamilyen fizikai vagy méréstechnikai megfontolasbodl ve-
zetjiik le. Az igy kapott bizonytalansag szabvanyos jele az angol “uncertainty” (= bi-
zonytalansag) kifejezésbol: u. Ha a végeredmény bizonytalansagat A- ¢és B-tipusu
becslések kombinaciojaval kaptuk, a szabvanyos jeldlés: ue.”

Barmilyen szisztematikus hibarol van tudomasunk, azt feltétlentil korrekcioba kell
venniink. Ezzel kapcsolatban egy rendkiviil sulyos tévedésre kell a figyelmet felhivni.
A szisztematikus hibat nem szabad a véletlen hibaval osszevonni! Tekintsiink egy egy-
szer(i példat: megmértiik egy rud hosszat: /=2534,5 + 2,4 mm, amelyhez a mérdesz-
koz hibas kalibraldsa miatt korrekciot kell alkalmaznunk, amelyet csak elég nagy bi-
zonytalansaggal tudtuk meghatarozni: A/=0,6 £ 1,3 mm. A korrigdlt mérési ered-
mény nyilvan

lorr =1+ Al =25345+0,6 =2535,1 mm.
Ennek a szorasat a szorasnégyzetek osszeadasi szabalya [vo. (3.31)] alapjan kapjuk:
D? (Lo ) = 2,4% +13% = 7,45 mm? = 2,7° mm?.

A korrigalt hosszusag tehat lior = 2535,1 + 2,7 mm. Ez lenne a helyes eljaras. Sajnos,
két tipushibaval is lehet talalkozni. Mindkettdben k6z6s, hogy nem torddnek a korrek-
ci6 szorasaval, viszont a korrekciot 0sszekeverik a mért mennyiség szorasaval:

1) A mért mennyiség szérasahoz hozzaadjak a szisztematikus hibat, vagyis a korrigalt
eredményt az [ =2534,5 £ 3,0 mm alakban publikaljdk. Ebben az eljarasban tébb
hiba van, mint amennyi sz6 sziikséges a leirdsahoz. Csak egyet emlitiink: a szorés a
mért adat bizonytalansagat jellemzi, a korrekcidé pedig a torzitasat. A kettének
egymashoz semmi koze.

2) A mért mennyiség szorasat €s a szisztematikus hibat tigy vonjak G6ssze, mintha
mindkettd szorés lenne. El6szor tehat kiszamitjak a

2,42 +0,6% =612 mm? =2,47°> mm? ~ 2,5 mm?

mennyiséget, majd a korrigalt eredményt az / = 2534,5 + 2,5 mm alakban publikal-
jék. Ez a dolog mar egyenesen komikus, de sajnos eléfordul.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy azt a “szisztematikus hibat”, amelynek a varhat6 ér-
téke zérus, a fentiekben “nem kézben tartott paraméterek™ cimszo alatt targyaltuk. Ezt
is figyelembe vessziik azaltal, hogy a “korrigalt” érték szorasat az ott mutatott médon
megnoveljiik.

5.4. Kerekités

A becsiilt paraméterekre vonatkoz6 intervallumbecslésben a szoras becslése éppen
olyan fontos, mint magéaé a paraméteré. Ennek ellenére eléfordul, hogy a szorast csak
egyetlen értékes szdmjegyre adjak meg, tovabba a becsiilt értéket a szoras nagysag-
rendjének megfeleld szamjegyre kerekitik — mondvan, hogy “a mérési bizonytalansa-
gon beliil ugysem érdekesek a szamjegyek™. Példaul,

58,72 £ 9,63 helyett 60 £ 10,

%0 A “c” index az angol “combined” melléknév roviditése.
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vagy
58,72+ 1,52 helyett 59+ 2.

Amidta szamitogépekkel dolgozunk, erre kiilondsebb ok nincs (hiszen a szamitogép-
nek mindegy, hany szamjegyre adjuk meg az input adatokat), mégis lehet a dologgal
talalkozni. Az ilyen jellegi “nagyvonalusdgnak” nagyon kellemetlen kovetkezményei
lehetnek. A ,kellemetlen” jelz6 azért helyénvald, mert a kerekitési hiba tobbnyire nem
a kisérletezonél okoz bajt, hanem azoknal, akik a kisérleti eredményeket hasznaljak,
viszont az okozott baj altalaban nem tudatosul sem a kisérletezoben, sem az eredmé-
nyek felhasznéloiban. Allitasunk igazoldsara eldszor néhany trivialis érvet hozunk fel,
majd ezeket statisztikai megfontoldsokkal is alatdmasztjuk.

Heurisztikus megfontolasok

Tekintsiik az alabbi sz¢élsOséges (dmde tanulsagos) példat. Két mérés (& = 1,02 és
& =3,14) szorasa legyen rendre

0'1:1,49 és 0'2:1,51.

Az 5.2. alfejezet végén mutatott mddszerrel konnyii beldtni, hogy ezek kozott a mért
értékek kozott nincs szignifikans kiilonbség. K6zos varhatd értékiik becslésére tehat
vehetjiik stlyozott atlagukat: 2,06 £ 1,06. Kerekitsiik most a szorasokat egyetlen érté-
kes jegyre:

ocr=1 é o)=2.

Ha ezeket hasznaljuk a stlyozott atlagolasra, akkor az eredetileg majdnem egyenld
sulyok aranya a kerekités utan 1:4. A veliik képzett sulyozott atlag: 1,44 + 1,12. A két
atlag eltérése ugyan nem haladja meg a szoras értékét, de azzal azonos nagysagrendii.
Ezt az eltérést teljesen feleslegesen okoztuk egy egyszerti kerekitéssel. Jollehet a ke-
rekités hatdsa nem mindig ilyen mértéki, altaldban érezhetden eltorzitja a sulyokat és
az atlagokat.

Még szembetlindbb a kerekités hatdsa az intervallumbecslésre. Gauss-eloszlas ese-
tében a 95% konfidenciaszinthez tartozo6 kvantilis 5 = 1,96 (= 2). o7 = 1,49 esetében
tehat az intervallum szélessége koriilbeliil 3, viszont a kerekités utdn adodd o =1-re
koriilbeliil 2. A konfidenciaintervallum szélességét tehat onkényesen lecsokkentettiik.
Ha ezt visszaszamoljuk az eredeti o7 szorasra, a kerekités egyenértéki azzal, hogy a
kvantilist a szorasok ardnyaban lecsokkentettiik a

y=1,96-2/3=1,33

értekre, ami 82% konfidenciaszintnek felel meg (Gauss-eloszlas esetében). A kereki-
tés tehat jelentdsen eltorzitja a statisztikai probat: szandékunk szerint 95%, de a kere-
kités miatt ténylegesen csak 82% konfidenciaszinttel dolgozunk, ami jelentds kiilonb-
ség. Ha tehat durvan kerekitjiik a szorést, akkor nemcsak a stilyozast valtoztatjuk meg
feleslegesen, hanem a kvantiliseket is.

Valészintliségi megfontolasok

A fentieket érdemes részletesebben is megvizsgalni. El8szor azt nézziik meg, mi-
lyen pontosan célszerli megadni a becsiilt paramétereket. Késobb ratériink a szoras
kerekitésére is. Egyeldre azt szamitjuk ki, hogy a kerekités hogyan torzitja a statiszti-
kai probakat és az intervallumbecsléseket. Legyen £ a tekintett paraméternek a varha-
to értékétol valo eltérése, szorasa pedig o. A statisztikai probak esetében a
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Plld<yo}=1-¢ (5.52)

egyenlettel definialt » kvantilissel aranyosan szerkesztjiik a konfidenciaintervallumot.
Ha a paramétert kerekitjiik, akkor ezt tigy is felfoghatjuk, hogy &-hez hozzdadunk egy
egyenletes eloszlast r valosziniiségi valtozot. Ekkor tehat a kvantilist a

Plle+r<yol=1-¢ (5.53)
egyenletbdl kell kiszamolni.”® Vezessiik be a

cD(x) = P{§ < x}
P{|§] < x} = <D(x) — @(—x).

Hasonldan, legyen

jelolést, amivel

F(}/) = P{§+r < 70‘} ,
amivel

Plle+r<yo}=F(y)-F(-7).

Ha r egyenletes eloszlasanak a terjedelme 6, akkor

/2 /2 d
F(y)= | Plg+r<yo] } = [ o(yo-r) =
-0)2 _9/2 0
o+6/2
T () (5.54)
yo—0/2 0

A példa kedvéért tekintsiik &-t Gauss-eloszlasu valtozonak. Ekkor

@(X)Zl-‘r ! erf(G\/_J

erf(z):%ie_’zdt.

ahol

Az integralast elvégezve azt kapjuk, hogy
P{|§+ r| < 7/0} =

2
:70+6’/2erf(70+6’/2j+ 20 exp_(y0+6’2/2) ~
o2 02n 20

2
_yc—@/Zerf(ya—G/Zj_ 20 exp _(7/0—9/2)
o2 021 202

Lathatd, hogy (y -n kiviil) ez csak a /0 hanyadostol fiigg. A kapott formula kétféle
modon hasznalhat6:

(5.55)

' A kerekitésnek ezt a modelljét a véletlen folyamatok kvantaldsanak az elméletébél kolesondztiik.
Végs6 eredményeink tajékoztato jellegiinek tekintenddk, mert ez a modell kozelito.
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1. A
P{|§+ r| <7/GG} =1-¢&

képlettel kiszamithatjuk beldle, hogy a Gauss-eloszlashoz tartozo y kvantilis az
adott esetben valdjaban milyen & konfidencia-valésziniiséghez tartozik.

2. Az (5.53) egyenletnek j-ra valé megoldasaval meghatarozhatjuk, hogy — tudva a
kerekités tényérdl — az adott konfidencia-valdsziniiséghez mekkora (természetesen
megnovelt, > x;) kvantilist kell haszndlnunk.

Az 5.3. abran a 0/o0 hanyados fliggvényében megadjuk mindkét mennyiségnek a ke-
rekités nélkiil érvényes értékétdl vald eltérését 5% (&= 0,05) konfidencia-valdszinii-
ség mellett. A kerekités nélkiili kvantilis yg =1,96. Lathato, hogy 6= o esetében a
kvantilis eltérése mar 4,05%, tovabba a latszolagos konfidencia-valosziniiség eltérése
0,96% (azaz & =0,0596 = 0,06). Eszerint a kerekités tényét figyelmen kiviil hagyo
konfidenciaintervallum nem 95%-hoz, hanem 94%-hoz tartozik. Viszont 8 = ¢/10-nél
a megfelelé szamok 0,04% a kvantilisre és 0,0095% e-ra, vagyis elhanyagolhatok.
Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a mert érték kerekitésekor 0-nak a szo-
rasnal legalabb egy nagysdgrenddel kisebbnek kell lennie.

Kvantilis

35
30

25
20 /
15
10 /

5

%-o0s eltérés

Olo

Valésziniiség

e'—¢ (%)
o1
\

0 0,5 1 15 2 2,5 3
0l

5.3. abra. yés yg szazalékos eltérése a kerekités miatt, valamint (¢'—¢) (amikor & = 0,05)
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Az elso értékes szamjegyre valo kerekités 6 = o-nak felel meg, ami a fentiek szerint
tulsdgosan durva. Amikor tehat o= 5,63, konkluzionk szerint legfeljebb 8~ 0,6 fo-
gadhato el. Mivel kerekitéskor 6 csak 10 egészkitevdjii hatvanya lehet, ez azt jelenti,
hogy a megfeleld valasztds 0= 0,1, vagyis egy tizedesre kivanatos kerekiteni:
58,72+5,63-ban a mért értéket 58,7-re kerekitjiik.

Fontos dolog, hogy a “0” szamjegyet is megadjuk, ha éppen az lett a kerekités
eredménye. Ha példaul a kerekitendd szam 58,99, akkor ennek a tizedespont utani
szamjegyre valo kerekitése 59,0 és nem 59. A “0” szdmjegy elhagyéasa ugyanis azt
sugallna, hogy a kerekités a tizedesvesszd elotti szamjegyre tortént, ami félreértést
okozhat. Az adatok tovabbi értelmezése szempontjabol tehat 59 és 59,0 nem ugyanazt
jelenti!

A fentiek helyett egy egyszeriibb gondolatmenetet is alkalmazhatunk. Amikor a
becstilt paramétert kerekitjiik, a kerekitett érték szorasnégyzete

2 2
o'’ =DQ(§+r)=02+‘9—=02(1+M]. (5.56)
12 12

Az ered6 szoras ennek négyzetgyoke. § = o esetén o = 1,04080. A konfidenciainter-
vallum szélességét ennyiszeresére kell megnovelni. Mivel a szoérdst — a kerekitést le-
szamitva — nem valtoztatjuk meg, ezt a ndvekedést a kvantilisre kell atharitanunk, ami
4,08% ndvekedés. Az 5.3. abrardl leolvashato pontos érték 4,05%, tehat ez az egysze-
ri képlet jo kozelités.

A szoras kerekitése

Ezutan ratériink a szoras kerekitésére. A fenti példaban logikus, hogy a szorast is
ugyanugy kerekitsiik, mint a paraméter becsiilt értékét, vagyis a végeredmény javasolt
megadasa

58,7 +5,6.

Valojaban a szoras kerekitésére még szigorubb feltétel vonatkozik. Az (5.53) egyenlet
helyett ekkor ugyanis a kovetkezobdl kell kiindulnunk:

Pl < r(o+r)f=1-¢.

Egyszerl atalakitassal kapjuk, hogy az (5.54)-ben adott F(y) helyett most a kdvetkezo
figgvényt kell hasznalnunk y kiszamitasara:

0/2 d 0/2 d
Rly)= | P{§<7(6+r)|r};r= J @(70+W)gr=
-0/ 02
o+y0/2 '
:7 [ Q' dr .
yo—y0/2 70

Ez azt jelenti, hogy ez ugyanaz, mint (5.54), ha benne 6 helyére yf-t helyettesitiink.
Tehat a becsiilt paraméterek esetében kapott 8 < /10 kovetelmény helyett most a szi-
goribb 6 <o/(10y) kovetelmény addodik. A kordbbi 0= 0,6 kerekités helyett most
0 = 0,3 alkalmazando6. Végeredményben a szdrasra is azt kaptuk, hogy az adott példa-
ban legfeljebb a tizedespont utani jegyre szabad kerekiteni.

Amikor o végigfut egy nagysdgrenden, a f-ra vonatkoz6 felsé hatar is egy nagy-
sagrendet valtozik. A példa kedvéért ez a nagysagrend legyen 10 <o < 100. Ekkor a
fenti megfontolasokbol (y = 2 esetén) kovetkezik, hogy 0,5 < Omax <5, ami azt jelenti,
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hogy o-t a tizedespont el6tti utolsé szamjegyre (vagyis az egyes nagysagrendre) cél-
szerll kerekiteni. Mivel maga a szdrds tizes nagysagrendii, eszerint meg kell tartani
legalabb két értékes szamjegyet. Nyilvanvaloan analdg kovetkeztetésre jutunk, ha egy
masik nagysagrendet tekintiink (példaul 1000 < ¢ < 10000).

A kerekités kényes kérdés, amikor o kozel van 10 valamelyik egészkitevdjii hatva-
nyahoz. Vegyiik példaképpen a o~ 10 esetet, amikor € felsé hatdra korilbelil 0,5
(y = 2 esetén). Ha most szigortan a fentiekhez tartjuk magunkat, vagyis két jegyre ke-
rekitiink, akkor ez gyenge pontossagot eredményez. 99,73% konfidenciaszinten a Ga-
uss-kvantilis yg = 3.”* Ezzel mar Oy < 0,33-ra jutunk, vagyis inkébb 0,1-re kellene
kerekiteni. Példaul a 0 = 10,452 értéket jobb 10,5-re kerekiteni, mint 10-re. Ezen tal-
menden nyomodsabb érv a kovetkezd. A szords becslésének statisztikai bizonytalansa-
gat figyelembe véve egy masik érték, mondjuk, o = 9,752 ugyanilyen valdszinii lenne,
mint az el6bbi. Ennek két értékes jegyre valo kerekitése 9,8, vagyis ennek a szdmnak
az esetében 0,1-re kerekitiink. Ha azt akarjuk, hogy o~ 10 esetén az utolso értékes
jegy ugyanaz legyen o < 10-re, mint ¢ > 10-re, akkor mindkét esetben 0,1-re kell ke-
rekiteniink. Ha viszont ortodox modon ragaszkodunk a két értékes jegyre vald kereki-
téshez, a kerekités pontossiga egy nagysagrendet ugrik, amikor ¢ atlépi a 10-et. A
10,5 szamot legjobb ugy tekinteni, hogy nem harom, hanem csak két értékes szam-
jegyre van megadva. Okédlszabéalyként ezért azt javasoljuk, hogy 4ltalaban két jegyre,
de a 10 < ¢ < 20 intervallumban inkabb harom értékes jegyre kerekitsiik a szorasokat.

A becsiilt paraméter és a széras egyiittes kerekitése

Nem vizsgaltuk még az altalanos esetet, amikor mind a becsiilt paramétereket,
mind a szdérasokat kerekitjiik. Ekkor a

P{|§+r1|<7(0+r2)}:1—8

képletbdl kell kiindulnunk, ahol 7| és r; statisztikailag fiiggetlen, a (—6/2, 6/2) interval-
lumban egyenletes eloszlast valoszinliségi valtozok.” A matematikai bonyodalmak
miatt nem megyiink bele e kerekitési probléma statisztikai elemzésébe. A részletes
vizsgalat helyett a fent mar alkalmazott és elég pontosnak talalt egyszeriibb megfonto-
last fejlesztjiik tovabb. (5.56)-hoz képest még figyelembe vessziik a szoras kerekité-
sének a hatasat is. Mivel konfidenciaintervallum szerkesztésekor a szorést a kvantilis-
sel szorozzuk, az ered6 szorasnégyzet

0,2_02+9_+720_—02[1+(£j Ity ] (5.57)

12 12 o 12

=0 esetén o =1,1850. Ha tehat egy jegyre kerekitenénk, a kvantilist 18,5%-kal
kellene megndvelniink. Az ilyen kerekités tehat oriasi torzitas! Amikor azonban a fen-
ti ajanlas szerint 8= 0/10, az (5.57) képlet szerint o' = 1,00200, vagyis a kvantilist
csak 0,2%-kal kellene megnovelniink, ami elhanyagolhat6.

Az elmondottak értékeléséhez tekintsiik az aldbbi példat. A mérés eredménye — sok
jegyre kiirva — legyen

156,745 £ 7,072.

52 Ez vezet a ,,30 hibahatarhoz”, ahogy gyakran hallhato.
>3 Javaslatunk szerint a becsiilt paraméter és a szoras kerekitése ugyanarra tizedesjegyre torténik. Ezért
azonos r és r, terjedelme (6). Sok szerz6 nem ehhez az elvhez tartja magat (1asd alabb).
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95%:-o0s konfidenciaszinten a megfeleld intervallumbecslés ugyanilyen sok jegyre
(142,884; 170,606),
illetve kerekitve
(142,9; 170,6). (5.58a)

Ha a pontbecslést és a szorast az altalunk javasolt mddon kerekitjiik, a mérési ered-
mény
156,7+7,1

lesz. Itt tehat 8 = 0,1, vagyis 6/c=0,014. A kvantilis emiatt fellépd megndvekedése
az 5.3. dbra szerint elhanyagolhatd, tehat az intervallumbecslés

(142,8; 170,6),

aminek (5.58a)-t6l valo eltérése minddssze az utolsd szdmjegyben jelentkezd egy egy-
ség.

Nézziik meg ezutan, mivel jar, ha a kerekitésben tovabb megyiink. A szoérast egy
jegyre kerekitve o =7 adodik. A kerekités elszant hivei azt mondjak, hogy ez mar
majdnem 10, tehat a becsiilt érték utols6 szamjegye értéktelen, és ezért ezt a tizesekre
kerekitik. Végeredményben a mérés eredményét

160 +7

alakban adjak meg. A fenti jelolésekkel 8 = 10 a becsiilt paraméterre és 6 = 1 a szords-
ra. Ha tovabbra is az elébbi kvantilist (y= 1,96) hasznaljuk, a konfidenciaintervallum

(146,3; 173,7). (5.58b)

Az (5.58a) intervallumbecsléshez képest ez az intervallum a nagyobb értékek felé to-
l6dott el. Mivel a becsiilt paraméter kerekitése egy nagysagrenddel durvabb, mint a
szorasé, az utobbit elhanyagolhatjuk, vagyis érvényesnek tekinthetjiik az 5.3. abrdt.
Eszerint ez valdjaban nem 95%, hanem 92,9% konfidencia-valdsziniiséghez tartozik.
Ne vegylik a dolgot félvallrol! Ha példaul az elméleti joslat 144, a helyes intervallum-
becsléssel ezt 95% konfidenciaszinten elfogadjuk, viszont a kerekités utan elvetjiik.
Ennek persze a forditottja is megtorténhetett volna. Az adatkezelésben tett meggondo-
latlan 1épés tehat a végkovetkeztetést dramaian befolyasolhatja. A tévedést elkertilhet-
jik, ha nem vagyunk lustak két szamjeggyel tobbet leirni.

144
I ,a kerekités miatt
megnovelt (5.58¢)
r 1 kerekitett (5.58b)
I 1 helyes (5.58a)
—— ; J —>
140 150 160 170 180

5.4. abra. A konfidenciaintervallumok valtozasa kerekités miatt

Ha a kerekités hatasat korrektiil figyelembe vessziik, szélesebb konfidenciainter-
vallumot kell megadnunk. A konfidenciaszint legyen tovabbra is 95%. Az (5.57) kép-
let értelemszer(i alkalmazasaval a kvantilist 46%-kal kell megndvelniink, 5= 1,96
helyett tehat y= 2,85-6t kell hasznalnunk. Az igy szamolt intervallumbecslés

(140; 180), (5.58¢)
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ami — természetesen — tartalmazza az (5.58a) intervallumot. Ha ehhez viszonyitjuk az
elméleti joslatot (144), akkor igaznak taladljuk az elméletet. Vegyiik azonban észre,
hogy a mérési bizonytalansag 20-ra nétt a korabbi (170,6-142,9)/2 = 13,9 helyett. Ezt
a harom intervallumbecslést az 5.4. dbran abrazoljuk.

A bemutatott szdmpélda tanulsagait a kovetkezdkben Osszegezziik:

e A kerekités utani konfidenciaintervallum altalaban eltolodik, és szélessége meg-
valtozik a helyes intervallumbecsléshez képest. Emiatt a kozolt kisérleti ered-
mény alapjan a felhaszndlok konnyen juthatnak téves kovetkeztetésre.

o A kovetkeztetés csak akkor lenne helyes, ha a kerekités tényét figyelembe véve
megndvelnénk a konfidenciaintervallum szélességét. Ezt azonban a kisérletezd
sohasem teszi meg. Aki ugyanis kerekit, ezt abban a hiszemben teszi, hogy a ke-
rekitett értékek egyenértékiiek a sok jegyre megadott szamokkal, amit a felhasz-
nald johiszemiien elfogad. Erre gondoltunk, amikor fent azt allitottuk, hogy ,.,a
kerekités okozta baj altaldban nem tudatosul sem a kisérletezOben, sem az ered-
mények felhasznaldiban™.

e Ha a felhasznal6 felismeri a kerekités tényét,* akkor a konfidenciaintervallum
hosszat megnovelve korriglhatja a kisérletezd altal megadott intervallumbecs-
lést. Tudnunk kell azonban, hogy a megndvelt mérési bizonytalansdg miatt csok-
ken a mérési eredmény informdciotartalma.

e Tovabbi gond, hogy a szamitogép kerekitési hibai elhanyagolhatok a fentiekben
kritizalt kerekitési hibakhoz képest. Emiatt allanddéan problémakba iitkoziink,
amikor keverjiik a gépi és kézi szdmitasokat.

e  Mindezeket a bonyodalmakat és gondokat elkeriilhetjiik, ha a fenti javaslatok sze-
rint kerekitiink.

> Példaul annak alapjan, hogy a kisérletez6 kozli ezt.
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*6. AFUGGVENYILLESZTES ELMELETE

Az el6z6 fejezetben a kozvetlen mérések kiértékelésével foglalkoztunk, amelyek
esetében kozvetleniil azt a paramétert (vagy azokat a paramétereket) mérjiik, amelyek
minket érdekelnek. Ritkdn van azonban ilyen “szerencsénk”, mert az a gyakoribb,
hogy csak kézvetett méréseket tudunk végezni: amit kozvetleniil mérni tudunk, csak
alkalmas elméleti megfontoldsokkal hozhat6 kapcsolatba a minket érdeklé mennyisé-
gekkel.

A fliggvényillesztés formalizmusat nagy altaldnossdgban is meg lehet megfogal-
mazni, amelyet aztdn egyszerlien lehet az egyes konkrét mérésekre alkalmazni. A je-
len fejezetben ezt az altalanos formalizmust ismertetjiik, és az alkalmazasokat a 7. fe-
jezetre halasztjuk. Nehézsége miatt a jelen fejezet tanulmanyozasat viszont csak a ma-
tematikaban jartas olvasok szamadra ajanljuk.

A mondottak értelmében feltessziik, hogy méréseink kozvetlenill a &, &, ..., &,
mennyiségeket adtdk eredményiil, és elméleti megfontoldsokbol ismerjiik varhatd ér-
tékiiket:

M(&;) = f(x;,a), i=1,2,...,n, (6.1)

ahol a az ismeretlen paraméterek vektora: al = [a1, a2, ..., an]. A mérés célja ezek
meghatarozasa. Az f(x;,a) fliggvényt illesztofiiggvénynek nevezziik. x; argumentuma a
fiiggetlen valtozo, amelynek értékeit adottnak tételezziik fel. A fejezet végén meg-
vizsgaljuk annak a kdvetkezményeit, hogy x; is valdszintiségi valtozo, de egyeldre le-
gyen konstans. Feltessziik, hogy a mérési eredmények egymastol fiiggetlenek, torzitat-
lanok, vagyis varhato értékiiket a (6.1) egyenlet adna meg, ha benne a helyére a para-
méterek valodi értékét helyettesitenénk.”” Az egyes mérések szorasnégyzetét a

D*(&) =07 =—, i=1,2,...,n (6.2)

alakban irjuk fel, ahol o ismeretlen ardnyossagi tényez6, a w; stilyok pedig ismertek
[vO. (5.29)]. Feltessziik tovabba, hogy a mérések Gauss-eloszlastiak, vagyis a maxi-
malis valdszinliségek mddszere atmegy a legkisebb négyzetek modszerébe. Késobb
megszabadulunk ettdl a feltevéstdl is: a 6.7 alfejezetben belatjuk, hogy a gyakorlatban
fontos valdszinliség-eloszlasok esetében a maximalis valoszinliség modszere — forma-
lisan legaldbbis — szintén atmegy a legkisebb négyzetek modszerébe.

*6.1. Bevezetb6 megjegyzések

A fiiggvényillesztés moddszerét mindegyik, az 1. fejezetben példaként felhozott
probléma ¢és tovabbi problémdk esetében kiilon-kiilon ki lehetne dolgozni. Ennek
eredményeképpen megkapnank a keresett paraméterek becsiilt értékét. Ehhez elég
megadni a (6.1) szerinti illesztéfiiggvényt €s (6.2) szerinti sulyokat. A dolog azonban

> Errél csak feltételes modban beszélhetiink, mivel a paraméterek valodi értékét nem ismerhetjiik.
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nem ilyen egyszerli. Az adatkezelésnek minden esetben meg kell hataroznia a kovet-
kez6 mennyiségeket:

e varhato érték, illetve torzitas,
e abecsiilt paraméterek kovarianciamatrixa,
¢ konfidenciaintervallumok a becsiilt paraméterek szamara.

Ezeken tilmenden ellendrizni kell a kiindulasi feltételeket, meg kell vizsgalni az eset-
leges kiszord pontokat, stb.

A tapasztalat azt mutatja, hogy mindennek a meghatarozasa, illetve végrehajtasa
elébb-utobb matematikai nehézségekbe litkozik. Lekiizdésiikhoz sziikségiink van bi-
zonyos elméleti ismeretekre, amelyek fiiggetlenek a konkrét illesztési problématol.
Ezért ebben a fejezetben az illesztési problémat dltaldnossagban oldjuk meg, amit
aztan konkrét problémakra specializalhatunk. Az altalanos formalizmust elég egyszer
beprogramozni, majd ezt kdvetden csak az illesztéfiiggvény alakjat és a w; sulyokat
kell megadni ahhoz, hogy egy konkrét probléma kezelését megoldjuk.

Ez az altalanos elmélet sok matematikai segédeszkdzt hasznal fel, de ettdl fiigget-
leniil is meglehetdsen bonyolult. Ezért attanulmanyozasat nem ajanljuk kezdoknek. A
laboratériumi gyakorlatokban eléforduld tipikus adatkezelési modszereket a 7. feje-
zetben targyaljuk az els6évesek szamara is kovethetd modon. A jelen fejezetbdl ott
csak néhany tételre hivatkozunk, amelyeket minden fizikusnak mar tanulmanyai kez-
detén is ismernie kell.

*6.2. Normalegyenletek

A (6.1) és (6.2) kiindulési feltevésekkel a kdzvetleniil mért mennyiségek egylittes
stiriségfiiggvénye

g\ Vs O(a)
L e “
ahol
0(a) =Y wlé ~ f(xna)] . (6.4)
i=1

Fontos, hogy a w; stly a négyzetre emelt [...] kiilonbség szorasnégyzetével forditva
aranyos legyen.

A maximalis valdsziniiség elve (6.3) esetében a O négyzetdsszeg minimumanak a
keresését igényli. Derivaljuk O-t mindegyik paraméter szerint, és az eredményt te-
gyiik nulladval egyenldvé:

10 1 0 X;,
Gk(a)=_§%Zl)=zlwi[§i_f(xiaa)]%ka)=0, (6.5)

k=1, 2, ..., m. Ezeket az egyenleteket normalegyenleteknek nevezziik. Megoldasuk
adja a paraméterek becsiilt értékét.

*Az egyenletek megoldasa iteracioval

A (6.5) alatt definialt Gy, derivaltakbol mint komponensekbdl megalkotjuk a G
vektort (k=1, 2, ..., m). A normalegyenleteket ezzel atirhatjuk a
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G(2)=0 (6.52)

vektoros alakba. Mint a korabbi fejezetben tettiik, a normalegyenletek megoldasaként
adodo becsléseket a betlijel folé irt ~ jellel jeldljiik. Vannak illesztéfliggvények, ame-
lyek esetében a normalegyenletek egyszerli linearis egyenletrendszert alkotnak. Az
esetek tobbségében azonban transzcendens egyenletekkel talalkozunk, amelyek csak
iteracioval oldhatok meg. Eldszor az iteracid mddszereit targyaljuk. A késdbbiekben
aztan szot ejtiink a gyakran alkalmazott linearizdacio problémairdl is (6.6. alfejezet).

Tegylik fel, hogy mar [/ iteracids 1épést tettiink. Ekkor az (/ + 1)-edik 1épésben a
kovetkezo sorfejtést alkalmazzuk:

G(2)=0=G(a,)+D(a,)a—a,)+..,
ahol a D matrix elemei

aGk (al) _ _l azQ(al)
8akr 2 8ak8ak/

Dkk,(al)z =Dk'k(a1).

Mivel a derivalasok sorrendje felcserélhetd, a matrix szimmetrikus. Ha a fenti vektor-
egyenletet beszorozzuk a D matrix inverzével, akkor a kdvetkezd iteracids formulat
kapjuk:

a;,;=a,-D7"(a;)G(a,). (6.6)

Ezt az iteraciot Newton-iteracionak nevezziik. Alkalmazasadhoz sziikség van az / = 0-
nak megfeleld paraméterértékekre, amelyeket a tovabbiakban kezddértékeknek fogunk
nevezni.

A (6.6) képlet emlékeztet fliggvények gyokhelyének a keresésére. Tegyiik fel
ugyanis, hogy a G(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az iteracid /-edik 1épésében az

G(x;)

G'(x)

képletet alkalmazzuk. A D matrix inverze a G’ derivalt reciprokénak felel meg. Emiatt
az analogia miatt nevezziik (6.6)-ot is Newton-iteracionak.

X1 =X —

*A konvergencia vizsgalata

A (6.6) iteracios formula alkalmazasakor felléphetnek hamis konvergencidk, ha
rosszak a kezddértékek. Példaul tekintsiik a kovetkezd illesztofiiggvényt, amely elsd
latasra egyszerlinek tlnik:

f(x,a)=q cos[a2 (x — a3 )] .
Ha az a3 paraméter kezd6értékét elrontjuk, konnyen kijohet az alabbi “megoldas™:

zWi§i

a=¢==L_ 4=0, a3 = akérmi.

N

M=
=z

Il
—_

1

Ez kifogastalan megoldas, ha az illesztofiiggvény
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f(x,a) =a

lenne. Mi azonban nem egy allandd, hanem egy koszinusz alakl fiiggvényt kivanunk
illeszteni, tehat az efféle almegoldas elfogadhatatlan. Ezen tulmenden nyilvan csak
olyan megoldédsnak van értelme, amelynél mindegyik illesztett paraméter fiigg a mért
adatoktol.

Az ilyen alkonvergenciak elkeriilésére a legjobb modszer a megoldashoz lehetdleg
kozeli kezdéérték megkeresése. Ez azonban nem mindig sikeriil, igy sok mulik az ite-
raciés matrixon. Ha a kezddérték jo, kétségteleniil a leggyorsabb konvergencidt a
(6.6) Newton-iteracio biztositja. Altaldban azonban nem ez az egyetlen szempont: a
gyakorlatban elfogadhatobb egy olyan iteracios séma, amely ugyan lassabban konver-
gal, de a konvergencia a kezddértékek szélesebb tartomanyaban kovetkezik be. Egy
ilyen séma megkeresésének az érdekében irjuk az iteraciot a kovetkezd, altalanos
alakban:

a; :a,—i-R_l(a,)G(a,), (6.7)

ahol az R iteracios matrixot az alabbi megfontolasok alapjan valasztjuk meg. Minden-
esetre feltételezziik, hogy (D-hez hasonldan) szimmetrikus.

Nyilvan azt tekintjiik jo iteracionak, amely minden 1épésben csokkenti O értékét.
Fejtsiik Taylor-sorba O-nak az /-edik iteracids 1épéshez tartozd megvaltozasat:

Oas,)-0(a;)=

T T
= —2G (al)(al+1 —al)—(al+1 —al) D(al)(al+1 —al) + ...
Ebben és a tovabbi képletekben mindegyik matrixot és vektort az a; helyen kell ki-
szamitani, ezért az egyszeriiség kedvéért ezt nem tlintetjiik fel. Az iteracids képlet
alapjan
. T -1 T —lnp -1 .
O(a;,1)-0(a;)=—2G ' RTG-G R DR G+...=
=-G'R!'G-G'R'RR'G-G"R'DR!G+...=
=-G"R'G-G'R'(R+D)R'G+...
A kapott eredmény els6 tagja biztosan negativ, ha az iterdciés matrix pozitiv definit. A
masodik tagrdl ilyen kijelentést nem lehet tenni, mert a D matrix lehet indefinit is.
Kovetkezésképpen célszerii R-et gy megvalasztani, hogy ez a masodik tag minél ki-

sebb legyen. Végeredményben tehat olyan iteracidés matrixot keresiink, amely pozitiv
definit és R ~ —D, mert ekkor

O(a;,;)-0(a;) <0,

vagyis az iteraci6 Q minimuma felé halad. Ha R = -D, akkor

Q(am)—Q(al) = GT(a,)D’l(a,)G(a,)ﬁ...

Az itt szereplé D' matrix csak a megoldas kdzelében negativ definit, ugyanis

n n 2
Dy(ar) ==, g g "‘Z:Wi[sti—f(xiaal)]L

w; .
i=1 aak aakr i=1 aakaak/
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A kovetkezd alfejezetben belatjuk, hogy az elsd tag negativ definit matrixot ad, a ma-
sodik indefinit, de varhato értéke a megoldas kozelében zérus. Ezért a keresett matrix

Rar) = 3w, T2 T i)

8ak 8ak,

(6.8)

i=1
(k,k'=1,2,...,m). Ennek D-hez képest tovabbi elénye, hogy nem kell az
illesztéfliggvény masodik derivaltjait kiszamitani.
Az iteracio konvergencidjanak a kritériuma

A1k — 4k
Aak

CONV = max
k

<107,

ahol altaldaban Aa, ~ a; /100. Az iteracio ezzel csak azutan all le, miutan mindegyik
paraméter 7 értékes szdmjegyig konvergalt.

*Az iteracio6 stabilizalasa

Vannak esetek, amelyekben az iteracios matrix gondos megvalasztasa sem segit: az
iteralt paraméterek “vadul” oszcillalnak a megoldas koriil. Amikor ez fellép, az oszcil-
laci6 egyre nagyobb mértékiivé szokott valni, ami elobb-utdbb a szamitégépben tul-
csordulashoz vezet. Ennek megakadalyozasara tobb modszer is van. Az egyik az
alulrelaxdlas: az egymast koveto iteracids 1épésekben a (6.7) képlet altal szolgaltatott
iteraltak helyett a régi és az 1 iteralt valamilyen atlagat vessziik. A legegyszeriibb a

a5 = (a;+1 + al)/2

szamtani kdzepet venni, ahol vesszdvel jeloltiik a (6.7) képlet altal szolgaltatott iteral-
tat. A tapasztalat azt mutatja, hogy eléggé korlatozott azoknak az eseteknek a szama,
amelyekben ez biztonsagos megoldast jelent. Az alulrelaxalas viszont a konvergencia
jelentds gyorsulasat eredményezi olyan (egyébként konvergens) esetekben, amelyek-
ben az iteracid oszcillal. Ez az utdbbi elég gyakori eset. Hogyan lehet ezt felismerni?
Nagyon egyszerlien. Normalis (tehat nem oszcillald) esetben az iteracidé 10-nél keve-
sebb 1épésben konvergal. Altaldban ugyanennyi 1épés elegendd annak felismeréséhez,
hogy novekvdé amplitudoja oszcillacidval allunk szemben. Ha sem ez, sem az nem
kovetkezik be, nagyon valoszini, hogy lassan, de oszcillalva konvergald iteracioval
allunk szemben. Ilyenkor segit az alulrelaxalas, amelyet — mondjuk — a 25. 1épéstdl
kezdve mindenképpen érdemes alkalmazni. A kovetkezd iteracios sémat célszerti be-
programozni:

(1) Kezdetben alkalmazzuk a (6.7) iteraciét minden valtoztatas nélkdil.

(2) Minden lépésben meghatarozzuk CONV és QO addig legkisebb értékét.

(3) Ha valamelyik 1épésben az addigi legkisebb érték 100-szorosa 1ép fel CONV
vagy Q értékében, az iteraciot divergensnek mindsitjiik, és leallitjuk. (Lasd az
alabbi megjegyzést.)

(4) Ha az iteraciok szdma elérte a 25-6t, attériink az alulrelaxalasra. A tapasztalat
szerint az ezt kovetd 23 1épésben bekdvetkezik a konvergencia.

A (3) ajanléssal kapcsolatban megjegyezziik, hogy még gyorsan konvergalo itera-
ci6 esetében is az elsd 1épésekben felléphetnek nagysagrendi valtozasok CONV és QO
értékében. Ezért célszerl itt nagyon laza feltételt szabni. Valami ilyen feltétel azonban
elkeriilhetetlen. Altalaban ugyanis nagy szamu illesztési problémat sorozatban oldunk
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meg. Ha ezek koz¢ egy divergens iteracid keveredik, akkor az emiatt fellépd gépi tal-
csordulas az egész sorozatot félbeszakitja. Erdekiink tehat az ilyesminek még a til-
csordulast megel6z6 fazisban valo felismerése.

Mi a teendd, ha a fenti séma szerint az iteracio divergens? Két dolgot tehetiink:
vagy keresiink jobb kezdoértékeket, vagy stabilizaljuk az iteraciot. Az elébbi ut sok
emberi munkat igényel. Altalaban egyszertibb az iteraciot olyan mértékben stabilizal-
ni, hogy elviselje a rossz kezddértékeket is. Legyen a pr mennyiség koriilbeliil akkora,
amekkora valtozast varunk az iteracio6 soran az a; paraméterben (k=1, 2, ..., m).>° Az
alabbiakban ismertetiink egy olyan iteracids sémat, amely nem engedi, hogy az itera-
ci6 a p; mennyiségekhez képest 1ényegesen nagyobb valtozasokat eredményezzen.
Eszerint Q helyett az alabbi funkcional minimumat keressiik:

Q(al+1)+C(al+l —al)TP(al+1 —al) = minimum,

ahol P az 1/ p,% -ekbdl alkotott diagonalis matrix. Igy elérjiik, hogy az a; paraméterben

pi-nal Iényegesen nagyobb eltérés ne lépjen fel. Ezt a megszoritast természetesen fo-
kozatosan fel kell oldani, mikdzben az iteracio a konvergencia felé tart, aminek érde-
kében a c egyiitthato értékét annak mértékében csokkentjiik, ahogy a konvergencia
halad eldre. Mivel a megoldasnal a G vektor minden komponense eltlinik, célszerti a ¢
egyiitthatot a G vektor valamilyen normdjaval ardnyosan megvalasztani. Hogy esetle-
ges, nehezen kézben tarthatd ardnyossagi tényezok hatdsat kikapcsoljuk, célszeri nem
kozvetleniil a G vektort alapul venni, hanem a normajat Q-val elosztani. A numerikus
vizsgélatok szerint a kdvetkezd algoritmus valik be a gyakorlatban:

c=2¢|G/Q. G} =pGy;

co=1,ha CONV > 1 és ¢p =10, ha CONV < 1.
Az ennek megfeleld iteracios formula

a,,,=a +[R(al)+cP]_lG(a1).

Ahogy a konvergencia halad elére, ¢ — 0, vagyis az iteracidé atmegy az eredetibe, vi-
szont az elején még nem enged meg nagy ingadozasokat. E jegyzet szerzdje tobb évti-
zedes munkdja sordn nem taldlkozott olyan (megoldhat6) illesztési problémaval,
amelyre ez az iteracids eljards ne adott volna megoldast.

*Az iteracié kezd6értéke
Az iteraci6 kezddértékének a meghatarozasa dontd hatassal lehet a konvergenciara.

Errdl altaldanossagban alig lehet valamit mondani. Két specidlis esetben azonban lehet
eljarast javasolni:

1. Az illesztett paraméterekben linearis fliggvények (példaul polinomillesztés) eseté-
ben kozOmbos a kezddértékek megvalasztasa. Ilyenkor ugyanis az elsé 1épés
azonnal a keresett megoldast adja, barhogy valasztjuk meg a kezddértékeket.

2. Linearizalhato problémak esetében (lasd a 6.6. alfejezetben) a linearizalt illesztés
eredménye kitlind kezddértéket szolgaltat. Ebbol kiindulva az iteracié néhany lé-
pésben be szokott konvergélni.

% Ha erre sem tudunk értelmes becslést adni, esetiink reménytelen: adjuk fel az illesztési probléma
megoldasat.
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Egyéb esetekben valamilyen otlet sziikséges. A normalasi probléma esetében a 7.7.
alfejezetben szerepel egy ilyen Gtlet. Altalaban a grafikus modszerek bizonyulnak a
leghatékonyabbnak.

Egy jol kidolgozott illesztéprogram minden illesztett fiiggvényre vonatkozoan tar-
talmaz eljarast a kezd6értékek meghatarozasara. Ez kiilondsen olyan programok ese-
tében fontos, amelyeket sok mérés sorozatban valo kiértékelésére hasznalunk. Jo pél-
da erre a y-spektrumok kiértékelése, ami sok nukledris mérésben eléfordul. Nagyon
id6rablo, ha minden spektrumot fel kell rajzolni, és arrdl le kell olvasni az egyes vo-
nalak helyét, sz€élességét ¢s maximumat. A mért y-spektrum altalaban megjelenik az
analizator képernydjén, és a kiértékeld program automatikusan meghatdrozza az egyes
y-vonalakhoz tartoz6 paraméterek kezdoértékét, vagy legalabbis lehetdvé teszi, hogy a
grafikusan meghatéarozott értékeket kezdéértékként irhassuk eld.

*6.3. A becsiilt paraméterek tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a fliggvényillesztés eredményeképpen kapott paraméterérté-
kek statisztikai tulajdonsagait fogjuk megvizsgalni. Bevezetjiik a kdvetkezd jelolése-
ket. Az illesztéfiiggvénynek az illesztett paraméterek szerinti derivaltjaibol megalkot-
juk az nxm-es F matrixot:

of (xl- ,a)
[F],, = Fix = e (6.92)

i=1,2,..,nk=1,2, .. m A w; sulyokat a diagonalis W matrix elemeinek tekint-
jiik:

[W]. =W, =w;6

ij iy

i,j=1,2,..,n A (6.8) képlettel definialt R matrix kifejezhetd ezek segitségével:
n
Ry =S wF, Fy = [FTWF] ,
Kk ; Willig ik e

k,k'=1,2,.., m, vagyis
R=F WF. (6.9b)

6.1. TETEL. Az R matrix pozitiv szemidefinit.

Tetszoleges z vektorra igaz, hogy

2'Rz = (Fz)' W(Fz)= > wi{[Fz]l.}z >0,
i=1
amivel a tételt igazoltuk. A 6.2. TETEL bizonyitdsdnak a keretében megvizsgaljuk, mi-
lyen feltételekkel lehet az R matrix szingularis, illetve hogyan lehet a szingularitast
megsziintetni. Ennélfogva feltehetjiik, hogy az egyenldség jele nem lehet érvényes,
vagyis a matrix valoban pozitiv definit, és ennélfogva létezik az inverze. Ha ez nem
igy lenne, akkor az iteraciot nem is lehetne végrehajtani, vagyis a (6.5) normalegyen-
letek sem lennének megoldhatok.
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*Kovarianciamatrix

A (6.2) feltevésbdl és a mérési adatok fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy kovarian-
ciamatrixuk

M(AEAET)z 2w, (6.10)
ahol
AS; =¢; _f(xiaa) =&~y = [Aé]ia
Vi :f(xisa)-

A W matrix diagonalis, ha a &; mért értékek fliggetlenek kiilonbozo i-re. Az alabbi
képletek altalanosithatok nemdiagonalis matrixra, de az egyszerliség kedvéért feltet-
tiik, hogy W diagonalis. Ekkor a becsiilt paraméterek a (6.5) egyenletrendszer megol-
dasai, amelyet most a kdvetkez6 alakban irunk fel:

s s Fla)
Gi(8:3) - =M 5, (8= /) =0,
(k=1, 2, ...,m). Alkalmazzuk itt a kovetkezd sorfejtést:
~ 2 a '5a ~
& —f(x,-,a) =& — Vi~ Z%("k' —ak')+-~:
k=1 Yk
m
=AE =D Fphag+..., (6.11)

k'=1

ahol Aa, =, — a, . Irjuk ezt vissza az el6bbi egyenletbe, és alkalmazzuk a fenti mat-
rixjeloléseket:

0-6e)-

n
=

n m
WiFuAS; = D WiFy D FyoAag +...=
1 i=1 k'=1

T - m

= F WA - ’ [ N
[ &:Ik Z Rkk Aak +
k'=1

Végeredményben tehat a kovetkezd vektoregyenletet kaptuk:

FTWAE - RAa+..= 0, (6.12a)
amibol
Aa =R'FTWAE . (6.12b)

A sorfejtésben elhanyagolt tagok miatt ez csak els6 kozelités.
A (6.12b) Osszefiiggés tobb késobbi levezetés alapja. A becsiilt paraméterek kova-
rianciamatrixat ezzel mar konnyen megkaphatjuk:

B= M(AaAaT) -R'FTW M(AEA%T)WFR‘l -
=o’R'FTWW'WFR ' =¢’R'RR' =R . (6.13)
A kovarianciamatrix féatlojaban talalhato a becsiilt paraméterek szorasnégyzete:

130



D’(@)=c’[R7] . k=L2..m. (6.14)

Ahhoz, hogy ezt hasznalhassuk, ismerniink kell o*-et, amelynek a becslésével késébb
foglalkozunk.

A (6.14) egyenlettel kapcsolatban megjegyezziik: 1ényeges, hogy a w; sulyok a
mért értékek szorasnégyzetével forditottan aranyosak legyenek. Most tudjuk eldszor
megmutatni ennek a kikotésnek az értelmét. Tegyiik fel, hogy (6.10) nem érvényes:

M(AEAET) X #cW,
amit (6.13)-ba helyettesitve a
B-= M(AaAaT) - R'FTWXWFR !  ¢?R"!

végeredményt kapjuk. A megszokott és minden fliggvényillesztd program altal hasz-
nalt képlet tehat érvényét veszti. Ez 6nmagaban még nem baj, csak kellemetlen, hi-
szen helyette egy ugyan joval bonyolultabb, de mégis alkalmazhato képletet lehetett
felirni. Az viszont baj, hogy minden alabbi tételiink érvényét veszti, mert emiatt
egyetlen adatkezelési mddszeriink sem lesz alkalmazhatd, az egész kiértékelés ko-
molytalanna valik.

*Varhatoé érték (torzitas)
Ha a (6.11) képletben a pontokkal jelolt a masod- és magasabb rendii tagokat elha-
nyagoljuk, a paraméterek becslése torzitatlan, hiszen ekkor

M(8a) =R™'FTW M(AE) = 0. (6.15)

A becslés tehat elsd rendben torzitatlan, ha minden i-re M(A‘fl-) = 0. Az elhanyagolt

tagok nagysagrendjének a becslésére a (6.11) egyenletben megtartjuk a masodrendii
tagot is:

m 5 -
& _f(xi’a): AS; — ZMA%' -
=1

z z ( )Aak,Aakn+...

—1k"=1 aakraaku
Bevezetjiik a kovetkezd jelolést:

anw' of (x;,a) 0* f(x;,a) |

aak aakraak”

[H ] =
i=1

Ezzel fenti egyenletiink magasabb rendii kozelitése
FTWAE — RAa —%h+...: 0,

ahol
[h]k = hk = AaTHkAa ,

vagyis
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Aa:R_I(FTWAé+%hj+.... (6.16)

Ekkor a becslés torzitott, és torzitasa

Sa = M(Aa)= —%R‘l M(h).

Belathato, hogy

m m
M(hk) = SaTHk8a + z ZBk'k” [Hk]k'k” =
k'=1k"=1

m
=a'Hda+o” Y [R7H,| =82 Hyda+o%d;.
k'=1

A da torzitasvektor tehat (6.16) szerint kielégiti az alabbi (nem linedris, tehat iteracio-
val megoldando) egyenletrendszert (k= 1, 2, ..., m):

[Réa], = —%SaTH ,0a —%azdk , (6.17)

amelynek a megoldasa els6 kozelitésben

Sa ~ —%O'ZR_ld. (6.18)

A torzitds a mérések pontossaganak javulasaval (0'2 —0) csokken.”” Tekintve,
hogy a széras o-val ardnyos, a torzitas pedig o?-tel, a torzitas/szoras hanyados a pon-
tossag javulasaval csokken. A tapasztalat szerint a torzitds csak nagyon pontatlan mé-
rések esetében szamottevod, altalaban a becslés torzitatlannak tekintheto. Ezért az alab-
biakban elhanyagoljuk da-t.

*A kozvetleniil mért adatok varhaté értékének becslése
A kozvetleniil mért adatok y; = f (xi, a) varhato értékét tigy tudjuk becsiilni, hogy
az a paramétervektor helyére a becsiilt paraméterekbdl képzett vektort helyettesitjiik:
m
Vi = f(xi,ﬁ) = f(xi,a) + @Aak +
k=1 9%
B 0% f(x;.a)

AajAaj +...
2 k=1k'=1 Gakaakr

Ez a becslés lathatoan torzitott, hiszen

&; = M(¥) - f(x;,a) =

°7 Ez a kijelentés nem nyilvanvalo, hiszen (6.2)-ben valaszthatunk o® = 1-et is, ha biztosak vagyunk
abban, hogy a w; sulyok a szorasnégyzetek reciprokai. A fenti kijelentés akkor valik érthetové, ha a
sulyok normalasa rogzitett, példaul 6sszegiik mindenkor 1-gyel egyenld. Ebben az esetben az egyes
mérések szorasnégyzetének a csokkenése (vagyis a pontossag javulasa) o csokkenésével egyenértékii.
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x

ahol By a (6.13) képletben adott B kovarianciamétrix (k, k') eleme. Ez o nagysag-
rendi torzitas, amelyre egyszeriien lehet korrekciot alkalmazni: a

. A (a) 12 (xi.a)
yi :fxi:a - B ...
( ) kZ=:1 oay, kZ:lk’Z: Oa,oay ke

mennyiség varhato értéke mar csak o nagysagrendben tér el a valodi y; varhato érték-
t0l. Az itt szerepld korrekcié éltaldban elhanyagolhato, ezért legtobbszor az egysze-
rlibb

becslést alkalmazzuk.
Az y; becslés kovarianciamatrixa az alabbi modon szamithato ki. Legyen

Ay; = 5; - f(x;,a) =[FAa] , (6.19a)
amelynek a kovarianciamatrixa
M(AyAyT) —F M(AaAaT)FT — FBF" = 62FR'FT.
Ebbdl kapjuk az y; becslés szorasnégyzetét:

o2 = aZ[FR-lFT] , (6.19b)

ii

*Qmin statisztikai tulajdonsagai
Bebizonyitjuk a kovetkezd nevezetes tételt:

6.2. TETEL. Ha az illesztést végre lehet hajtani, akkor a O funkcional minimuma ara-
nyos egy (n — m) szabadsagi fokt y2 valtozoval:

Qmin = O-zlfz—m > (620)

ami az 5.1. TETEL altalanositasanak is felfoghatd. A O négyzetdosszeg minimumat de-
finicid szerint a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

Omin = anwi(gi - yi)2 = (% - y)TW(E - y)
i=1
(6.19a) és (6.12) alapjan ezt a
0. = AET(E - WFR‘IFT)W(E - FR‘lFTW)AE

képlet kapcsolja 6ssze a kozvetleniil mért mennyiségek AE; hibgjaval.

Altaldban a mérések fliggetlenek, vagyis W diagonlis. Igy lehet beszélni a négy-
zetgyokérdl. A 6.2. TETEL korrelalt mérésekre is igaz, mivel ekkor is 1étezik egy olyan
V matrix, amelyre fennall:
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w=VvV'v.

Ha a sulyok matrixa diagonalis, V = vT = W2 ahol az utébbiban a w; sulyok négy-
zetgyokei allnak. Ezzel

2\T ApTuT\ (vaz

O = (VA:;) (E-VFRFTVT) (VAé;). (6.21a)

Bevezetjiik az

A=VFR'FTVT (6.21b)
jelolést, és belatjuk, hogy

rang(A) =m,
ha
rang(F) = rang(VF) =m.

(Erre a feltételre még visszatériink.) Szorzéssal a rangszam nem novekedhet, tehat a
definici6 alapjan

rang(A) < rang(VF) =m.
Masrészt
FIVIA=F'VIVFR'FTVT =RR'FTVT = FTVT,
vagyis
m= rang(FTVT )S rang(A).

Ez a két egyenl6tlenség csak uigy lehet egyszerre igaz, ha az A matrix rangja m.
Konnyen belathato, hogy

A?=A, ¢sigy (E-A) =E-A.
Ez azt jelenti, hogy a matrix kielégiti a kovetkezd egyenletet:
A(A-E)=0,

vagyis az A matrix minimal-polinomja A(ﬂ) = ﬁ,(l - 1). A sajatértékek tehat tobbszo-
rosek, és értékiik vagy 1 vagy 0. Mivel az A matrix rangja m, az 1 sajatérték m-szeres,
a 0 sajatérték pedig (n — m)-szeres. A matrix tehat diagonalizalhat6:

A=UTAU,

ahol A olyan diagondlis matrix, amelynek féatlojaban m darab 1 és (n —m) darab 0
van. Rendezziik a matrixot ugy, hogy az 1-esek az utols6 m helyre kertiljenek. Legyen

€ = UVAE,
aminek a kovarianciamatrixa
M(éiT) - UV M(AEAET)VTUT = 2UVW'VTUT = 62K,

tehat a a vektor komponensei fiiggetlen, azonos o szorast valoszinliségi valtozok.
Helyettesitsiik ezt (6.21a)-ba:
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Oumin = (VAE)T(E - A)(VAE) - (VAE)T(U Ty - UTAU)(VAE) -
~(0vag) (5~ AYUVAE) ~ET(E- A= 3.¢F =02

Eppen ezt allitjuk (6.20)-ban.
Mar csak a rang(F) <m vagy rang(VF) <m eseteket kell megvizsgalnunk. Mivel

R = F'WF = (VF)' (VF),
ebbdl az kovetkezik, hogy
rang(R) < rang(VF) < m,

tehat az R matrix szingularis. Ekkor az illesztést nem lehet végrehajtani. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

*Szingularis R matrix esete
Kiilon figyelmet igényel az az eset, amikor rang(F) <m. Ez azt jelenti, hogy az F
matrix oszlopai nem linearisan fiiggetlenek, vagyis 1étezik olyan nem zérus z vektor,
hogy
Fz=0.

Ha csak egy ilyen vektor létezik, akkor rang(F) =m—1, ha viszont tobb is, akkor a

rang annyival kisebb m-nél, ahdny ezek kozott linedrisan fiiggetlen. Ilyenkor az R
matrix szingularis. Ezért fontos, hogy az illesztéprogramban olyan matrixinvertald
eljarast hasznaljunk, amely visszajelzi, ha a matrix a gépi pontossagon beliil szingula-
ris. Ha ez bekovetkezik, ennek 4ltaldban két oka lehet: egyrészt kovetkezhet ez az
illesztofiiggvény szerkezetébdl, masrészt eldallhat a paraméterértékeknek valamilyen
szerecsétlen kombinacidja. Az elObbi esetben a szingularitds a paraméterek minden
értékénél fellép. Az utdbbi esetre a kdvetkezd egyszeri példat hozhatjuk. Az

f(xi.a) = ay explayx; }+a
illesztofiiggvény derivaltjai a; = 0 esetén

vy, o

=1, - = Xq,
Oa; Oaj Oa,
ami azt jelenti, hogy a z' = [1 0 - 1] vektor kielégiti az Fz = 0 feltételt. Természe-

tesen nem sziikséges, hogy a, pontosan egyenld legyen zérussal, elég, ha megfeleléen
kozel keriil hozza. Tulsagosan rossz kezddértékekbdl kiindulva az iteracid vezethet
erre. Ilyen esetben a kezddértékek megvaltoztatasa segithet a probléman.

Lényegesen bonyolultabb az az eset, amikor az Fz = 0 feltétel az illesztett paramé-
terek minden értékénél teljesiil. Erre példa az

f(x;,a)=a; expl{(ay +a3)x; |+ aqas

illesztéfliggvény. Mivel
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0 0
i—i, tovabba izas, g _

= ay,
6a2 aa?) 8614 8615

két linearisan fliggetlen vektor 1étezik:
z] =[0 1 -1 0 0] ¢ zy=[0 0 0 a; —as],

vagyis rang(F): m—2=3. Itt nyilvdn az a baj, hogy feleslegesen sok paramétert
hasznalunk, hiszen a; mellett elég lenne az a5 = a, + a3 és aj = azas paramétereket
hasznalni. Ezzel az illesztéfiiggvény az

f(x;.a1,a3,a3) = ay explayx; |+ aj

alakba megy at, amelyre vonatkozdan az illesztés végrehajthato. A kapott paraméte-
rekbdl tetszéleges a, €s a4 mellett kaphatunk becslést a masik két paraméterre:

ay =ah —a,, illetve as =ajy/ay .

Az illetéfiiggvény tehat hatdarozatlan, ami azt jelenti, hogy benne néhany paraméter
szabadon valaszthatd. Példankban két szabadon valaszthaté paraméter van.

Ezt a példat egyszerlien altalanosithatjuk. Ha kiindulunk valamilyen ay paraméter-
vektorbol, akkor az Fz =0 feltétel azt jelenti, hogy az illesztéfliggvénynek ebben a
pontban vett iranymenti derivaltja eltiinik:

df (x;,a0 +2zt)

7 = zMzk =Y Fyz; =[Fz]; =0.

=0 ka1 94y k=1

Eszerint az illeszt6fliggvény a z irany mentén nem valtozik. A z vektor nyilvan fligg-
het attol, hogy milyen paraméterértékekbdl indulunk ki, vagyis fiigg #-t6l. Ennek meg-
felelden megszerkeszthetjiik az

alt)= 2y + [t

térgorbét. (¢ értéke —oo-tdl +oo-ig valtozhat.) A térgérbe az m-dimenzios paramétertér-
nek abban az alterében halad, amelynek megfelelé z; komponensek zérustol kiilon-
boznek. A térgdrbe mentén az illesztéfiiggvény nem valtozik:

f(x;,a(¢))= ¢, = konstans .

Az el6z6 példaban két ilyen térgorbét is talaltunk: az egyik az (ay, a3) sikban haladd
a, +as = a, egyenes, a masik pedig az (as, as) sikban halad6é a4as = a3 hiperbola.
Az illesztés tulajdonképpen az egyenes €s a hiperbola megfeleld helyzetének a meg-
keresésébdl allt. Az altalanos esetben a térgorbe helyzetét meghatdrozo c¢; paraméter
értékét kell illeszteni. Amikor ez megtortént, a térgdrbe mentén valtozd paraméterek
egyikét szabadon megvalasztjuk, és ezzel meghataroztuk a tobbi paraméter értékét is.

A mérések kiértékelésében jartas kisérletezok eleve nem irnak fel a fenti példaban
szerepld fiiggvényalakot, hanem az illesztéfiiggvényt rogton az

f(xi ,a) =aq exp{azxi }+ as
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alakban irjak fel, és akkor az R matrix szingularitdsanak a problémadja fel sem meriil.
A gyakorlatban nem mindig sikeriil az illesztéfiiggvényt ennek megfelelden atirni.
Ekkor a legegyszeriibb annyi szamt paramétert lerogziteni, amennyi térgorbe adodik,
¢€s a tobbi paramétert illeszteni. A fenti példaban a legegyszeriibb valasztas: a, =0 és
as = 1. Ezutdn mar csak az a, as és as paramétereket illesztjiik, vagyis a tényleges il-
lesztofiiggvény:

fxi,a)= ayexpilas +as)x; -+ a4a5|a2:0’ el = explasx; |+ as.

Jellegzetesen ilyen eset a 7.7. alfejezetben targyalt normalés, amelyben az egyetlen
jarhat6 Ut egy vagy tobb normalasi paraméter rogzitése.

Egy vagy tobb paraméter rogzitése a kiegyenlités témakdrébe tartozik, amelyet a
6.5. alfejezetben targyalunk részletesen. Az ott irtak szerint két modszer is alkalmaz-
hat6, amikor az R matrix nem szingularis, viszont csak a paraméterek kifejezése jon
szoba, amikor azért rogzitliink bizonyos paramétereket, hogy az R matrix szingularita-
sat megsziintessiik.

*s? becslése

A szorasnégyzetek ¢és kovarianciamatrixok szamitasara szolgald képletekben el6-
forduld o? paraméter becslését a Omin segitségével kapjuk. A (6.3)-ban felirt stiriiség-
fliggvényre alkalmazzuk a maximalis valdszinliség modszerét:

olnL _ n N 0(a)

=0 ,
oo 20 20°
amibd6l
~2 — Q(a) — Qmm
n n

Ez torzitott becslés, hiszen a 6.2. TETEL alapjan

M(Qminj _ M(Gzli—mj _ 02 n—m'

n n n

n — oo esetén ez aszimptotikusan torzitatlan, de véges n-re jobb a korrigalt
52 = Lmin. (6.22)
n—m

becslés, mert ez torzitatlan.

*Tovabbi 0sszefiiggések

A paraméterekre vonatkozo intervallumbecslés megszerkesztéséhez sziikségiink
van az 5.2. TETEL altalanositasara:

6.3. TETEL. Az a paraméterbecslés fliggetlen a O, ;,, négyzetdsszegtol.
Mivel

Omin = Zwi[fi - f(xiaa)]z =Y wil&- 2)2 s
i=1 i=1
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elég megmutatni, hogy a (cfl- - }l.) kiilonbségek fiiggetlenek mindegyik paraméter

becsiilt értékétdl. Mivel Gauss-eloszlast valdszinliségi valtozokrol van szo, azt kell
belatnunk, hogy kovariancidjuk zérus. (6.19a) és (6.12) alapjan irhatjuk:

E_§=AE—FAa= (E - FR‘IFTW)AE . (6.23a)
Ennek a becsiilt paraméterekkel valo kovariancidja eltlinik:

M[(g - i)AaT] _ (E - FR_IFTW) M(AEAET)WFR‘l _

=o’FR™' - ’FR'FTWFR ™' =0,
ahol kihasznaltuk a (6.9b) 0sszefliggést. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A késobbiekben sziikségiink lesz a (E - i) kiilonbség kovarianciamatrixara. Ezt

(6.23a) alapjan szamithatjuk ki:
- \/= AT
M| (E-F)E-¥) |-
- (E - FR‘lFTW)M(AEAET)(E - WFR‘lFT) -
= o? (W -FRFT)[E- WFR™'FT) = o?(W ™' - FR'F").
Az i-edik mért értékre vonatkozoan ez azt jelenti, hogy

Dz(é:i_yi):Dz(é:i)_Dz(yi)' (6.23b)

A szérasnégyzeteket — fliggetlen valoszinliségi valtozok esetében — 0ssze kell adni, de
itt olyan erds a korrelacio, hogy a kiilonbség szerepel. A két valtozd korrelacios
egyiitthatoja:

r(‘fiayi): D(f,-).

Ez éltalaban kicsi, tehat a (51’ - 71) kiilonbség szorasnégyzete altalaban alig kisebb,
mint D? (§l~) , de a kiilonbség ritkan hanyagolhato el.

*6.4. Konfidenciaintervallumok
A (6.22) képlet felhasznalasaval a becsiilt paraméterek kovarianciamatrixat a

n—m

képlettel becsiiljiik. Tehat az egyes paraméterek szorasa

~ \ _ Qmin -1 _
D(ak)—‘/—n_m[R | =12 m.

Ennek alapjan a kovetkezoképpen szerkeszthetjiilk meg a becsiilt paraméterekre vo-
natkoz6 konfidenciaintervallumokat.
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Belatjuk, hogy a

dy —ay

tk =
Qmin R—l]
Vn—m kk

mennyiség (n—m) szabadsagi foku Student-eloszlast kovet. Ennek érdekében elvé-
gezzik a

dy —ay 1 g
tk = =
a\/[R_l] Omin \/ L
kk 2
(o2 (n — m) n—m
atalakitast, ahol kihasznaltuk a (6.20) Osszefiiggést, tovabba bevezettiik a
a,—a
] Sl

jeldlést. A valoszinliségi valtozordl tudjuk, hogy

e  varhato értéke 0, mert az a; becslés torzitatlan,

. szorasnégyzete 1, mert a nevezd a szdmlalo szorasa,
o fiiggetlen a nevez6tdl, mert a becsiilt paraméterek fliggetlenek QOmin-tol (a 6.3.
TETEL szerint).

Emiatt a felirt tort valoban Student-tort, hiszen a szamlalé fliggetlen a nevez6tdl. De-
finidljuk a y kvantilist:

P{|tk|<}/}=1_€,

ahol & a konfidencia-valésziniiség. igy a paraméter valédi értéke (1 — &) valosziniiség-
gel az alabbi intervallumba esik:

5k —7D(c7k)<ak <c7k +7D(c7k)

Az 5.1. alfejezet végén foglalkozunk a mérések végeredményének a kozlésével. Az
ott mondottak érvényesek a paraméterek becsiilt értékére is. Altaldban egynél tobb
paramétert kell egyszerre becsiilniink. Felmeriil a kérdés, hogyan lehet a becsiilt pa-
raméterek egyiittesére vagy egy részére olyan tartomanyt kijelolni, amelybe azok
adott valoszintiséggel esnek. A 4.4. alfejezetben megmutatjuk, hogy ez a tartomany a

(a- a)TB_l(ﬁ ~a)=y2,
egyenlettel definialt konfidenciaellipszoid belseje, ahol y a an -eloszlas kvantilise:
P{;(,zn <7} =1l-¢.

A konfidenciaellipszoid ugy értendd, hogy a paraméterek a valddi értéke (1 — &) valo-
szinliséggel esik az a becslés koriil mint kdzéppont koriil felvett ellipszoid belsejébe.
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*6.5. Kiegyenlités

Gyakran fordul eld, hogy az illesztett paraméterek értékét nem valaszthatjuk meg
szabadon, hanem ko6zottiik bizonyos 6sszefliggéseknek kell fennallniuk. Erre példa az
1. fejezetben emlitett és a 7.6. alfejezetben targyalt normalasi probléma. Ebben az al-
fejezetben a probléma matematikai aspektusait targyaljuk. Arr6l van tehat szo6, hogy a
(6.4)-ben felirt négyzetdsszeg minimumat mellékfeltételekkel keressiik, amelyeket a
kovetkezo alakban irjuk fel:

¥i(a)=0, j=12,...,J. (6.24)

A koréabbiakon tulmenden bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket. A feltételekben szerep-
16 fiiggvényeknek az illesztett paraméterek szerinti derivaltjat a C matrix elemének
tekintjiik:

0¥ ;(a
Ciy = i ). (6.25)
8ak

Gyakran azt koveteljiik meg, hogy az illesztett f (x, a) fliggvény atmenjen bizonyos
(x;, f;) pontokon. Ekkor

yjj(a)=f(xpa)_fj-

Egyes paraméterek rogzitése szintén kiegyenlitésnek mindsiil. Ha példaul az a, para-
métert az a)o értékre rogzitjiik, a mellékfeltétel igy irhato:

¥ (a)=a;—a; =0, Ciy =0y -

A C matrixnak J sora és m oszlopa van. A feladat nyilvan csak akkor fliggvényil-
lesztés, ha J<m. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil kikothetjiik, hogy a feltételek
egymastol linedrisan fiiggetlenek, vagyis rang(C) =J. Ellenkezd esetben ugyanis a
(6.24) feltételek J szamat addig csokkenthetnénk, amig a rang meg nem egyezik a fel-
tételek szamaval. A feltételes sz¢élsoérték-problémat a Lagrange-multiplikatorok mod-
szerével oldjuk meg, vagyis a (6.5) normalegyenletek helyett a

10 [ oy < ~
_EE[Q(a)— 2%@5@ (a)} =0 (6.26a)

egyenletek megoldasat keressiik (k =1, 2, ..., m). Ez m egyenlet (m + J) ismeretlenre.
A 4; multiplikatorok kiszamitasara szolgal a J szamu (6.24) feltétel.

*Megoldas iteracidval
A (6.26a) egyenletrendszert iteraciéval oldjuk meg, ha vagy az illesztéfliiggvény,

vagy a (6.24) feltételek a paramétereknek nem linearis fiiggvényei. Feltételezziik,
hogy az R matrix invertalhatd. A derivalast végrehajtva a

AL 1)
G, (@)+> 4, aé =G, (a)+Y.Cyi; =0
j=1 k j=1

egyenletek adodnak, ahol a Gy fliggvényt (6.5)-ben irtuk fel. A (6.25)-ben definialt C
matrix segitségével a kapott egyenletrendszert atirhatjuk vektoros alakba:

G(a)+C™A =0, (6.26b)
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ahol A a A; multiplikdtorokbol mint komponensekbdl alkotott vektor. Tételezziik fel,
hogy mar / iteracios 1épést végrehajtottunk, €és a,-et kaptunk eredményiil. A 6.2. alfe-
jezetben alkalmazott gondolatmenet mintdjara a G vektort sorba fejtjiik az /-edik ite-
ralt koril:

G(@)=G(a,)+D(a,)a—-a,)+...~G(a,)-R(a,)a—a,)+...,

ahol D a 6.2. alfejezetben definidlt derivaltmatrix, amelyet a (6.8) képlettel adott R
matrix negativjaval kozelitiink. Ha ezt (6.26b)-be helyettesitjiik, a kovetkezd 0ssze-
fiiggést kapjuk:

G(a,)-R(a, Ja-a,)+Cla;)'%, =0,
amelybdl az

a, =a, +R(al)_1(G(al)+ C(al)TX,) (6.27a)

iteracios képletet vezethetjiik le. A (6.24) feltételekben is ugyanezt a sorfejtést alkal-
mazzuk. Az eredmény vektori alakja

P(a,)+C(a,)a,, —2a;)=0,

ahol ¥ a ¥ fiiggvényekbdl mint komponensekbdl képzett vektor. (6.27a)-bol kife-
jezzik az

a,, | —a :R(al)_l(G(a,)+C(a1)T7:1)

kiilonbséget, amelyet az eldbbi egyenletbe helyettesitve — némi szamolas utan — kap-
juk a A, -re vonatkozo6 iteracios képletet:

A;=-N(a 1)_1(‘?(21 1)+ C(a,)R(a;) " G(a 1))_ (6.27b)
Itt bevezettiik az
N(a;)=C(a;)R(a;) ' C(a;)" (6.27¢)

jelolést. A kovetkezdkben elhagyjuk az a; argumentumot. Megfeleld kezddértékekkel
inditva ez az iteracio ugyanugy konvergal, mint a kiegyenlités nélkiili iteracid (vo.
6.2. alfejezet). Ezt az allitast a 6.8. TETEL alapjan fogjuk megindokolni. Most azonban
be kell latnunk, hogy N invertalhat6. Mivel J % J méretii matrix, ehhez elég bebizo-
nyitani a kovetkezd tételt:

6.4. TETEL. A (6.27¢) képletben definialt N matrix rangja J, ha a C matrix rangja is J.

A rang(C) = J kiindulasi feltétel azt jelenti, hogy C sor- és oszlopvektorai lineari-
san fiiggetlenek, vagyis a

2, =C'z=0 €s zl =2'C=0

egyenldségek csak akkor allhatnak fenn, ha z = 0. Ennek alapjan belatjuk, hogy N po-
zitiv definit. Legyen z tetszéleges J elemii vektor, amelynek van zérustél kiilonbozé
eleme. Ekkor
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z'Nz=z"CR™!CTz= ZITR_IZI >0,

hiszen az R matrixrol tudjuk, hogy pozitiv definit, é&s — az imént mondottak szerint — a
z; vektor nem tlinhet el. Ez pedig azt jelenti, hogy az N matrix pozitiv definit, vagyis
minden sajatértéke pozitiv, amivel a tételt bebizonyitottuk.

*A becsult paraméterek és a multiplikatorok statisztikai tulajdonsagai

A becsiilt paraméterek ¢és a multiplikatorok statisztikai tulajdonsagait a 6.3. alfeje-
zetben alkalmazott modszerekkel fogjuk tanulmanyozni. Legyen most is

Aa=a-a
a becsiilt és a valodi paraméterértékek kiilonbsége. Mivel

¥ (a)=%;(a)=0, j=12,....J,

a (6.24) feltételek — els6 rendben — a kdvetkez6 modon irhatdk at vektoros alakba:
m
> CiAa; =[Cha]; =0, j=12,...,J. (6.28)
k=1
A (6.12a) képletben kiszamitottuk, hogy ugyanebben a linearis kozelitésben
G(3) = FTWAE - RAa,

ahol a szereplé mennyiségek jelentését a 6.3. alfejezetben megadtuk. Ezzel a (6.26b)
vektoregyenlet sorfejtése a kovetkezo:

FTWAE - RAa +CTA =0, (6.292)
amib6l
Aa=R'FTWAE +R'C"L . (6.29b)

Ha ezt (6.28)-ba helyettesitjiik, a
CR'F"WAE +CR'C"A =0

egyenlet adodik. Megoldjuk A -ra:

A =-N"'CR'FTWAE, (6.30a)
majd (6.29b)-be helyettesitjiik:
Aa=(R"-R'C'NT'CR™ )FTWAE. (6.30b)

Az itt szereplé N matrixot (6.27¢)-ben definiéltuk.

A kapott 0sszefliggésekbdl egyszeriien kapjuk a szerepld mennyiségek statisztikai
tulajdonsagait, amelyeket a kovetkezd két tétel segitségével fogalmazzuk meg. A téte-
lek értelmezésére késObb még visszatériink.

6.5. TETEL. A A vektor komponensei zérus varhato értékli Gauss-eloszlast valoszinii-
ségi valtozok, amelyek kovarianciamatrixa

—1
B, =o>N" =s2(crCT) . (6.31)
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E matrix rangja J.

A A vektor varhato értéke (6.30a) alapjan

M(X) - NICR'FTW M(AE_,) -0,

hiszen a Ag vektor varhat6 értéke zérus. A kovarianciamatrixot igy (6.30a) alapjan a
kovetkezOképpen kapjuk meg:
B, = M(X}IT) -N'CR'FTW M(A?,AE,T)WFR‘lcTN‘1 -
=o’N'CR'FTWW'WFR'C'N! =
=o’N'= (J'z(CR_ICT )_1 ,

amint egyszerll matrixalgebraval belathatjuk, ha a (6.27c), (6.10) és (6.9b) képleteket
is figyelembe vessziik. A kovarianciamatrix rangjara vonatkozé allitas kdvetkezik a
6.4. TETELbOL.

6.6. TETEL. Az illesztett paraméterek kovarianciamatrixa
B, = az(R_l _ R_1CTN_1CR_1). (6.32)
E matrix rangja (m —J).
A kovarianciamatrixot (6.30b) alapjan a kdvetkezOképpen szamitjuk ki:
~M(rara" )= (RFTW-R'C"N'CR'FTW)s
-M(AEAET )(WFR‘l - WFR‘ICTN_ICR_I) .

Ba
6.10) alapjan ez a kovetkezOképpen irhato:
pJ pPp
B, = oz(R‘lFT - R‘lcTN“CR‘lFT)o
-(WFR‘1 _ WFR‘ICTN_ICR_l) .

Ha a masodik zarojelbsl kiemeljiik a WFR™' szorzatot, és beszorozzuk vele az elsé
zardjelben talalhato két tagot, a (6.9b) képlet tobbszori alkalmazasaval az egyszeriibb

B, = o’ (R‘1 “R!C'™N"'CR™! )(E - CTN_ICR‘I)

alakra jutunk. Beszorzas utan egyszeriien kapjuk a tétel allitasat, ha figyelembe vesz-
sziik a (6.27¢) képletet is.

A kovarianciamatrix rangjanak a meghatarozéasa érdekében az R matrixot ténye-
z6kre bontjuk: R =U"U. Mivel R pozitiv definit szimmetrikus matrix, a 2.6. tételbél
kovetkezik, hogy ilyen felbontés lehetséges. Ezzel a kovarianciamatrix igy irhato:

B, =c U (E- K)(UT)_I , (6.33a)

ahol K a kovetkez6 m x m-es matrix:
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-1 T
K=(UT) c"™N"'cu =(cu) Neu (6.33b)
(6.27¢) figyelembevételével egyszerli belatni, hogy

K’ =K,

vagyis K sajatértékei vagy 1-gyel, vagy 0-val egyenldk. (Lasd a 6.2. TETEL bizonyita-
sat.) Az egyesek szdma egyenld K rangjaval. Mivel a (6.33b) képletben K egyik té-
nyezéje N, amelynek a rangja J (6.4. TETEL), a 2.5. TETELbS] kovetkezik, hogy
rang(K) < J. (6.27¢) alapjan egyszertii belatni, hogy

K(CU_I)T - (CU‘I)TN‘ICU‘I(CU_I)T - (CU“)T.

T
Ez azt jelenti, hogy a (CU_I) matrix oszlopai K-nak sajatvektorai, és a megfeleld

sajatértékek mind 1-gyel egyenldk. Mivel ezek az oszlopvektorok linedrisan fliggetle-
nek,”® ebbél az kovetkezik, hogy rang(K) >J. A két egyenlStlenség egyszerre csak
ugy teljesiilhet, hogy rang(K) = J. Azt taldltuk tehat, hogy K-nak J darab sajatértéke
1-gyel, (m —J) darab pedig 0-val egyenld. Mivel K minden sajatvektora az E egy-
ségmatrixnak is sajatvektora, az (E — K) matrixrol az el6bbinek éppen a forditottjat
mondhatjuk ki: J darab sajatértéke 0-val, (m —J) darab pedig 1-gyel egyenld. Ebbdl
kovetkezik, hogy rang(E — K) =m — J.

(6.33a) alapjan a 2.5. TETEL szerint rang(B,) < rang(E — K) = m —J. Ha a kovarian-
ciamatrixot balrol U-val, jobbrol U'-vel beszorozzuk, akkor az

UB,U" =o°(E-K)

egyenléséget kapjuk, amibdl — ismét a 2.5. TETEL szerint — kovetkezik, hogy
rang(B,) > rang(E — K) = m — J. E két egyenlOtlenség egyszerre csak ugy teljesiilhet,
hogy rang(B,) = m — J, amint a tétel allitja.

*Qmin statisztikai tulajdonsagai

A kiegyenlités nélkiili esetben QOnmin statisztikai viselkedését a 6.2. TETEL szabja
meg. Ennek altalanositasa a

6.7. TETEL. Ha az illesztést végre lehet hajtani, akkor a Q funkcional minimuma ara-
nyos egy (n — m +J) szabadsagi fokl y? valtozoval:
2.2
Omin =0 Xn-m+J - (6.34)

A bizonyitds a 6.2. TETEL bizonyitdsanak a menetét koveti. A vizsgalt négyzetdsz-
szeget a

Onmin = iwi(é:i - ;i)z = (E - i)TW(é - ?)

i=1

alakban irjuk fel, ami (6.19a) alapjan atmegy a kovetkezdbe:

¥ Ha az oszlopvektorok nem lennének linearisan fiiggetlenek, az N matrix rangja J-nél kisebb lenne.
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- T -
Opin = (Aé’; - FAa) W(AE; - FAa) .
Aa értékét a (6.30b) képletbdl vessziik. Mint a 6.2. TETEL bizonyitasakor, a W matri-

xot most is tényezdkre bontjuk:

wW=Vly.
Ezzel

V(A?, - FAa) = VAE - (VFR‘lFTW - VFR‘lcTN‘1CR‘1FTW)AE -
- [E - (VFR‘IFTVT _ VFR“CTN‘1CR‘1FTVT)](VAE) -
= [E,, - AJVaE).
ahol
A= VF(R‘1 - R‘ICTN‘ICR_I)FTVT . (6.35)

A szimmetrikus, n x n méretli matrix. A késObbiek kedvéért feltiintettiik, hogy a kép-
letben szerepld egységmatrix mérete n x n. Ezzel

O = (V38) (£, - AV (v28).

Vegyiik észre, hogy ez formalisan megegyezik a (6.21a) képlettel. Minddssze annyi
az eltérés, hogy az A matrixot most nem (6.21b), hanem (6.35) adja meg.
Némi matrixalgebraval meg lehet mutatni, hogy A projektor, vagyis

AZ=A, (6.36)

tehat a sajatértékei vagy 1-gyel, vagy 0-val egyenldk. Az egyesek szdma a matrix
rangjaval egyenld. Megmutatjuk, hogy ez (m —J). Mivel R pozitiv definit és szimmet-
rikus, a 2.5. TETEL szerint lehet talalni olyan U matrixot, hogy

R=U"U.
Ezzel A a kovetkez6 alakra hozhato:

A=VFU(E,, -S)VFU!) (6.37)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az itt szerepld egységmatrix mérete m x m. Ilyen mé-
retli az

S = (CU_I)TN_ICU_I

matrix is. Pontosan J darab olyan sajatvektora van, amelynek megfeleld sajatértékek
1-gyel egyenlSk. A sajatvektorok CU ™' transzponéltjanak az oszlopai:

T T T
S(CU“) :(CU‘l) N‘1CU‘1(CU“) _

- (CU_I)TN_IN - (CU_I)T.
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Mivel a C matrix rangja J, igy ezek linedrisan fiiggetlen sajatvektorok, amibdl kovet-
kezik, hogy rang(S) > J. Mivel S-et ugy kaptuk, hogy C-t bizonyos matrixokkal szo-
roztuk, rang(S) <rang(C)=J. A két egyenlbtlenség csak ugy lehet egyszerre igaz,
hogy rang(S) = J. Eszerint S nemzérus sajatértékei mind 1-gyel egyenlok.

Mivel S minden sajatvektora az E,, egységmatrixnak is sajatvektora, az A matrix
(6.37) szerinti felirasaban szerepld (E,, — S) sajatértékei a kovetkezok: J darab 0 és
(m —J) darab 1. Ezért rang(E,,,, — S) = m — J. Szorzéssal a rangszdm nem ndvekedhet,
igy (6.37)-bol kovetkezik, hogy

rang(A) < rang(Emm - S) =m-J.
Némi matrixalgebraval szintén (6.37)-bdl kovetkezik, hogy
-1\T -1
(VFU ) AVFU  =E, -8,
ami azt jelenti, hogy
rang(A) > rang(E mm = S) =m-J.

A két utobbi egyenlétlenség egyszerre csak ugy teljesiilhet, hogy az A matrix rangja
(m —J), amint allitottuk.
(6.36) alapjan belathato, hogy (Enn — A) is projektor:

(E,, ~A) =E,, - A,

amivel
T -
Omin = (VAE*‘) (B - A)(VAE-’)' (6.38)
A 2.5. TETEL szerint az (E,, — A) projektor felirhato az
T
E,,—~A=L AL

szorzat alakjaban, ahol A olyan n x n méretli diagonalis matrix, amelynek a f6atloja-
ban annyi darab 1 van, amennyi az (E,, — A) matrix rangja. L. uintér matrix, vagyis

L'L=LL" =E . - Nem részletezziik, de a fentiek mintajara belathato, hogy
rang(E,m —A)= n—-m+J.

A A matrixot Ugy rendezziik, hogy az 1-esek az elsd (n —m +J) helyre keriiljenek.
Legyen

C =LVAE,
aminek a kovarianciamatrixa

M(EET) = LY M(ABAETJVTLT = ’LVW VLT = 0°E,,,

tehat a E vektor komponensei fiiggetlen, azonos o szorasu valoszinliségi valtozok.
Helyettesitsiik ezt a (6.38) képletbe:

Oumin = (VAE)T (E,, - A)(VAE) - (VAE)T (LTL - LTAL)(VAE) _
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n—m+J

= (LVaE) (B~ A)LVAE) =" (E- A = 2 ¢ P =0 e

Eppen ezt allitja a tétel.
A késobbiekben heurisztikusan is megvilagitjuk, hogy a most bizonyitott 6.6. és
6.7. TETELek plauzibilisek.

*Példa

Példaképpen tekintsiik az 1. fejezetben mar részben megoldott kiegyenlitési prob-
1émat. Az ottani jeldlések helyett irjuk at a mérést a jelen fejezet jeloléseivel:

&, =54°5", &, =50°1", &y =76°6",
amelyek varhatd értéke rendre a, a, és as. Ezek az illesztendd paraméterek, és ki kell
elégiteniiik a
¥ (a)=a, +a, +a; —180°=0
mellékfeltételt. A (6.26) szerinti normalegyenletek most a kovetkezok:

3
—%%{Z(é —al.)2 —2Aa, +a, +a; —180°) |= &, —a, + A =0,
k Li=1

(k=1, 2, 3). A paraméterek becsiilt értéke tehat
a, =&+ A, k=1,2,3.

A értékét a (6.24a) mellékfeltétel alapjan kapjuk meg, vagyis
34+12' =0, A=-4".

Ha ezeket (6.24b)-be helyettesitjiik, ugyanazt kapjuk, mint az 1. fejezetben.
A jelen fejezetben azonban mar képesek vagyunk a kovarianciamatrixokat is be-
csiilni. Egyszertien belathat6, hogy most

100
F=10 1 0/=E ¢ C=[111].
00 1

(6.9b) szerint ekkor R = E, amivel (6.27¢)-bdl adodik, hogy N skalar, és értéke 3. A 4
multiplikator szorasnégyzete ekkor (vo. (6.31))

a haromszog szdgeinek a kovarianciamatrixa pedig (v0. (6.32)):

1 00 1 11 ,1 2 -1 -1
o

B, =0’ 010—§111 :T_l 2 -1
001 111 -1 -1 2
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Ennek a métrixnak a determinansa zérus™, viszont van zérustol kiilonbz6é masodren-
dii aldeterminansa, vagyis a rangja 2, ahogy fent allitjuk. Hatravan még o becslése.
Mivel mostn —m +J=3 -3+ 1=1, az alabb bizonyitott 6.7. TETEL szerint ez

3
2 ~\2 2 N2
57 = Omin = 2(§ ;)" =34 =3'(4 ) ’
i=1
amivel a paraméterek szorasa V24 = 5,6". Végeredményben a haromszog szogeinek
kiegyenlitett becslése

a, =54°1"£5,6", a, =49°57"£5,6', a, =76°2"+£5,6".

Ha konfidenciaintervallumot kivanunk szerkeszteni, akkor figyelembe kell venniink,
hogy a szabadséagi fokok szama most 1 (tehat szokatlanul kicsi).

*Kiegyenlités a valtozok kifejezésével

Ugyan kevésbé elegans, de mutatunk egy masik modszert is: a (6.24) feltételi
egyenletekbdl J darab paraméter kifejezhetd a tobbivel, vagyis: ha (m —J) paraméter
értékét ismerjiik, akkor a feltételi egyenletek meghatarozzak a maradék J paraméterét.
Elég tehat az illesztést az eldbbi (m —J) paraméterre vonatkozdan végrehajtani. Ami-
kor az R matrix szingularis, csak ez a mddszer hasznalhat6. Mielott altalaban targyal-
nank, az el6z6 példan megmutatjuk, mirdl van szo.

Ha a feltételi egyenletbdl as-at a masik kettovel kifejezziik, akkor a kdvetkezd két-
paraméteres illesztésre jutunk:

0= (961 - a1)2 +(652 —612)2 + (53 —180+a; + a2)2 = minimum.
A normalegyenleteket a keresett paraméterek szerinti derivalassal kapjuk:

180
T =+ &5 -180+a, =0,
28611 é:l 53 2

1 60
A 5 4+ &5 —180+4a, =0,
28612 52 63 1

aminek a megoldasa
a, =54°1", a, =49°57', a;=76°2".
Ez ugyanaz, mint a Langrange-multipkatorral kapott eredmény. Egyszerlien be lehet

latni a kovetkezoket:

1 0

2 1 4 112 -1
F: 0 1 5 R: 5 R = s
1 2 3[-1 2
-1 -1
tovabba
Qmin = 3 ' (4’)2 5
amivel

%9 példaul azért, mert sorainak osszege zérus.
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B, =(4) {_21 _21} .

Ezzel a, és a, szorasa egyarant V2-4'=56". a, szorasat a feltételb6l kapjuk:
D?(a,)=D*(180-a, —a,)=D*(a, )+ D*(@, )+ 2cov(a,,a,)=2-(4').

Lathatd, hogy a két modszerrel kapott eredmények azonosak.

Megmutatjuk, hogy ez altalaban is igy van. Az altalanossag korlatozasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a k < m — J sorszamu paramétereket illesztjiik, és ezek illesztett értéké-
vel kifejezziik a k> m — J sorszamuakat.

Az aldbbi megfontolasokban feltessziik, hogy a (6.24) feltételi egyenletek lineari-
zalhatok. Ekkor az emlitett paramétereknek a tobbivel valo kifejezése a kovetkezdt
jelenti:

m—J
Aay = Y HpgAay, k'>m—J. (6.39a)
k=1
Ha a mellékfeltételeket igy irjuk fel, a (6.25)-ben definidlt C matrixot blokkokra
bonthatjuk a

Cirm= [_HJ,m—J EJ,J] (6.39b)

alakban. Az aldbbi megfontoldsok vilagosabba tétele érdekében jeldljiik a matrixok
sorainak és oszlopainak a szamat.*’

A derivéltak F matrixabol [vo. (6.9a)] most el kell hagynunk a nem illesztett para-
méterekhez tartozo oszlopokat, a tobbit meg modositanunk kell, hiszen az illeszt6-
fliggvény most két modon fiigg az illesztett, k < m —J sorszamu paraméterektdl: egy-
részt kdzvetleniil, masrészt a (6.39a) képletben kifejezett paramétereken keresztiil:

. m .
F}}(ZM-F Z MHk’ka k<m-—J.
Oay  rem-yi1 Oy

Végeredményben az eredeti F,,,, matrix helyett az illesztésben az

, _ Em—J,m—J
nm—J — Fn,m

HJ,m—J

matrixot hasznaljuk. Igy az eredetileg m oszlopt F matrix az (m —J) oszlopa F’ mat-
rixszé transzformalodik. Erre véltozatlanul alkalmazhatjuk a 6.3. és 6.4. alfejezetek-
minden Iépésben el kell végezni. Mint mar emlitettiik, a két modszer egyenértékdl,
amikor mindkét mddszer alkalmazhatd (vagyis az R matrix nem szingularis), legfel-
jebb csak az illesztés matematikai formalizmusa kiilonb6zd, vagyis bebizonyitjuk a
kovetkezo tételt:

6.8. TETEL. A Lagrange-multiplikatorok, illetve egyes paraméterek kifejezésével tor-
ténd kiegyenlités azonos eredményeket ad, amennyiben érvényes a feltéte-
li egyenletek és az illesztés linedris kozelitése.

0 Az itt szerepld H matrix nem tévesztendd ssze a (6.17)-ben szereplé H matrixszal.
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Legyen Aa’ a teljes Aa vektor elsd (m —J) komponensébdl képzett vektor. Ekkor
(6.39a) alapjan irhatjuk:

E,_jmn
Aa=| """ par,
HJ,m—J

A (6.9b)-ben definidlt R matrix helyett most az

E
' T m—J ,m—J
Rm—J,m—J = [Em—J,m—J HJ,m—J]Rm,m|: }

matrixszal dolgozunk. A (6.12a) képlet atmegy az
F'TWAE-R'Aa’' =0 (6.40a)

egyenletbe.’ Ebbdl kifejezziik Aa’-t, majd ezt (6.39a)-ba helyettesitve kapjuk a Aa
vektor tObbi komponensét. Ez az utdbbi 1épés azt jelenti, hogy Aa kielégiti a

[[H EJAa=CAa=0 (6.40b)

egyenletet. Ezen a modon tehat — (6.12b) analdgiajara — a Aa vektort kifejeztiik a A&
vektorral. A tétel bizonyitasahoz meg kell mutatnunk, hogy a Langrange-multiplikato-
ros eljarassal kapott Aa kielégiti a (6.40) egyenleteket.

A (6.40b) egyenletet nyilvanvaloan kielégiti, hiszen a Langrange-multiplikatoros
eljarasban a (6.28) egyenletbdl indultunk ki, amely azonos (6.40b)-vel. Fenti képlete-
ink alapjan (6.40a) részletes alakja

[E H'JFTWAE-[E H']RAa=0.

A Lagrange-multiplikdtoros modszer szerint ugyanezt a szerepet jatsszak a (6.29)
egyenletek. A két modszer egyenértékiiségének bizonyitasahoz tehat elég belatni,

hogy a (6.29a) egyenlet ugyanezt az dsszefiiggést jelenti a Aa és AE vektorok kozott.
(6.29a)-t balrél beszorozzuk az [E H'] matrixszal:

[E H'JFTWAE-[E H"]RAa+[E H']CTAA =0.

Ez akkor azonos (6.40b)-vel, ha utdbbi egyenletiink bal oldalan eltiinik az utols¢6 tag.
Ez pedig fennall, hiszen

[E HT]CTz[E HT]{_ET:I:—HT+HT:0.

Belattuk tehat, hogy Aa kielégiti a (6.40b) egyenletet is, amivel a tételt bebizonyitot-
tuk.

A most bizonyitott tétel érthetévé teszi korabbi tételeinket. A (6.24) feltételi egyen-
letek csokkentik az illesztendd paraméterek szamat: latszolag m paramétert illesztiink,
de valoéjaban csak (m — J) fliggetleniil valaszthato paramétert. Ha ennek figyelembevé-
telével alkalmazzuk a 6.2. TETELt, beldtjuk, hogy Omin szabadsagi fokainak a szdma
nem n—m, hanem n—(m—J)=n—m+J. Az illesztett (és kifejezett) paraméterek

6! A métrixok sorainak és oszlopainak a szamat a tovabbiakban nem jeldljiik, mert az eddigiekbél vila-
g0s.
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kovarianciamatrixdnak ugyanebbdl az okbol csokken le a rangja a ténylegesen illesz-
tett paraméterek szamara.

A Lagrange-multiplikatorokkal végzett iteracio a 6.8. TETEL szerint megfelel egy
kevesebb paraméterre vonatkoz6 kdzonséges iteracionak. Tehat az utdbbi konvergen-
cidjara vonatkoz6 megallapitasaink (vo. 6.2. alfejezet) atvihetdk a kiegyenlitéses ite-
raciora is.

Az elébbiekben targyalt példanak a valtozok kifejezésével valdo megoldésa a 7.6.
alfejezetben talalhato.

*6.6. A linearizalas kérdései

Tobb helyen emlitettiik, hogy az illesztést lehet az illesztofiiggvény linearizalasa
utjan is végrehajtani. Nos, az aldbbiakban az ezzel Osszefliggd problémakat fogjuk
megbeszélni.

*Linearizalas transzformacioval

Az illesztést egyszerusithetjiik, amikor van olyan /(¢) transzformacids fliggvény,
hogy az illesztdfiiggvény a

Hf(x;.a)] = by +byx,

alakra hozhatd, ahol b, és b, linearis regresszioval becsiilhetd egyiitthatok. Példak a
h(t) figgvényre:

h(t)=Int, h(t)=arccost, h(t)= 1/\/;

¢s igy tovabb. Az altaluk linearizalhat¢ illesztéfiiggvények rendre

ae” ™, b =Ina, b =-a,
a COS[a2 (xl- —az )], bl =—ajas, bz =da,
a _ a, _ 1
’ - > -
by by
(xl- + a2)2 Vai Va

A h(¢) transzformdciot persze nem az illesztéfiiggvényen hajtjuk végre, hanem a koz-
vetleniil mért adatokon. Ez azt jelenti, hogy a

0=3 p[H(&) b ~box;] (6.41)
i=1

funkcionalnak keressiik a minimumat b; €s b, fiiggvényében. A p; sulyokat a (6.2)
képlet szerint hatarozzuk meg. A 6.3. alfejezethez hasonldan legyen

Yi :M(fz‘) es AE; =& -y

Fejtsiik a transzformacids fliggvényt a varhato érték koriil Taylor-sorba:
1
WE) = h(y;) + 19, AE, +§h”(yi)(A.§i)2 ...

(6.2) szellemében a sulyok forditva ardnyosak a transzformalt mennyiségek szoras-
négyzetével. Célszerli megtartani a & mennyiségekhez tartozo6 eredeti ardnyossagi té-
nyez6t (o%):
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i - D[h(&)] = M{[h(cf,-)— h(yi)]Z} -

Pi
=[] DZ(g,.)+...=%[hr(y,.)]a,_,

Azt kaptuk tehat, hogy a sulyokat a

Wi

" ()] (6.42)

képlet szerint kell megvalasztanunk, ha azt akarjuk, hogy a b, ¢és b, paraméterek kova-
rianciamatrixara hasznalhat6 legyen a (6.13) alatt kapott képlet.®*

A linearizalés helyessége attol fiigg, mennyire érvényes a (6.1) képlet a transzfor-
malt mennyiségekre. (6.1) akkor lenne érvényes, ha minden i-re fennallna, hogy

M[A(&;)] = iM(&;)]-

Ez pedig csak akkor lehet igaz, amikor A(¢) lineéris fliggvény, marpedig a linearizalas-
ra csak akkor van sziikség, amikor A(¢) nem linearis. A transzformalt mennyiségekkel
végzett illesztés tehat torzitott becslést ad a b és b, paraméterekre, amire a transzfor-
malt mennyiségeket korrigalni kell. Ha az eredeti & adatok torzitatlanok, a sorfejtés
linearis tagjanak varhatd értéke zérus, de a kvadratikus tagé nem. Azt kaptuk tehat,

hogy

p

M[H(E)] = M)+ 51 (37) D2 (& =

0_2

1 " i P
_h(yi)+5h (y’)wl- +oees

[vO. (6.2)], vagyis (6.41) helyett a
1 o?

0= ;Pi h(fz‘) —Eh"()’i);_ by — byx;

1

funkcional minimumat kell keresniink.

A 7.1. alfejezetben targyaljuk a linedris regressziot. Az ott kapott (7.3) normal-
egyenletet az itteni esetre alkalmazva a kovetkezot kapjuk, ha a korrekcidt nem hajt-
juk végre:

Rb=g, (6.43)
ahol b’ = (b1, by),

n n n
2
Ry =Y.pi, Ra=Ry =) pxi;, Ryy=) pixi,
izl o1 o1

62 A (6.41) funkcional minimalizaldsa révén a b, és b, paraméterekre kapott becslés torzitott vagy torzi-
tatlan volta nem fligg a p; sulyok megvalasztasatol. Viszont a kovarianciamatrixra megadott (6.13) kép-
let csak a (6.42) szerinti sulyok mellett lesz érvényes. Ha mégis mas sulyokat hasznalunk, ezt a képletet
modositani kell, amit a (6.14) képletet kovetden mondottak értelmében tanacsos elkeriilni.
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tovabba
n n
81 = zpih(é:i): 8 = zpz‘h(fz’)xi
i=1 i=1
A (6.43) egyenletrendszer megoldasat a
b=Rg (6.44)

képlet adja meg. A h(¢) fliggvény nemlinedris voltara agy korrigalhatunk, hogy a g
vektorbdl levonjuk a g° vektort, amelynek a kovetkezék az Gsszetevoi:

H n N
Z—Zpl (.), §=%§ ( )
Ezzel a paraméterek korrigalt becslése
b= R_l(g - gc).

Vegyiik észre, hogy a korrekcié ugyantigy o*-tel aranyos, mint a (6.18) szerint sza-
molt torzitas. Ha a sulyokat (6.42)-bdl helyettesitjiik, a korrekcio

2 n W'(v. 2 n (&,
glcza_zﬂza_zﬁ,

2 A 2 A

L) P )
; ()] 2 § [m(&)]

A kapott eredmények értékeléséhez nézziink egy példat! Legyen /() az exponenci-
alis illesztofiiggvényekhez gyakran alkalmazott Inf fiiggvény. Ekkor

Wi)=Ine, h'(6)=1/t, h"(t)=-1/¢

A mérési adatok a 6.1. tdablazatban taldlhatok, amelyek Poisson-eloszlasu valdszinii-
ségi valtozok, tehat

[vO. (6.44), 6.7. alfejezet]. Ezzel (6.42) alapjan
=)= fi :

Mivel az eredeti w; silyok egyenldk a szorasnégyzetek reciprokéval, feltehetjiik, hogy
2
o =1.

Az eredeti illesztofiiggvényre iteracioval elvégzett illesztés eredménye:
a; =9912,2+71,8 a, =0,2000+0,0011.
E becslések torzitasa (6.18) szerint:

da;=-0,647 és  Sa=-1,5610",
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ami gyakorlatilag elhanyagolhat6. A szabadsagi fokok szama n —m = 18. A Student-
eloszlasnak ehhez £= 0,05 mellett tartoz6 kvantilise 2,1009, vagyis a konfidenciain-
tervallumok:

(9761,4; 10063,0) (0,1977; 0,2023).

Megjegyezziik, hogy a 6.1. tabldzat generalasakor felvett paraméterek valodi értéke:
a; = 10000 ¢és a,= 0,2. Ezek benne vannak a kapott intervallumokban. Qmin = 16,33,
ami megfelel egy 18 szabadsagi fokii y*-eloszlasnak.

0.1. tablazat. Exponencialis illesztés linearizalassal

X & Iné; korrekcio
1 8118 9,0018 —0,00006
2 6700 8,8099 —0,00007
3 5474 8,6078 —0,00009
4 4471 8,4054 —0,00011
5 3649 8,2022 —0,00014
6 2916 7,9780 —0,00017
7 2466 7,8104 —0,00020
8 1985 7,5934 —0,00025
9 1595 7,3746 —0,00031
10 1323 7,1877 —0,00038
11 1104 7,0067 —0,00045
12 912 6,8156 -0,00055
13 728 6,5903 -0,00069
14 597 6,3919 —0,00084
15 505 6,2246 —0,00099
16 418 6,0355 —0,00120
17 349 5,8551 —0,00143
18 238 5,4723 —0,00210
19 237 5,4681 —0,00211
20 213 5,3613 —0,00235

A 6.1. tablazat harmadik oszlopdban levd transzformalt mennyiségekre (6.44) alap-
jan a

by =9,2013+0,0076 by =—0,1997+0,0011
becsléseket kapjuk. Ha ezeket az eredeti paraméterekre szamoljuk at, akkor az
a; = e =9910,0+ 75,3 3, =—by, =0,1997+0,0011.

eredményeket kapjuk. Ezek a becslések nyilvanvaloéan ekvivalensek az iteracioval ka-
pott illesztés eredményeivel. Még a Omin = 16,53 négyzetdsszeg is gyakorlatilag azo-

nos. a; szorasat Z;I szorasa segitségével kapjuk:
D(@ )= D5, )=9910,0-0,0076 = 75.3.

Erre a dologra a hibaterjedéssel foglalkozo 7.5. alfejezetben tériink vissza részletesen.
Befejezésiil nézziik meg a korrekcidt. Ha a megadott képletek alapjan kiszamitjuk
a g° vektort, a kovetkezd korrekciok adddnak:

8by=1310"* &  8by=-7-10",

amit az eredeti paraméterekre atszamolva a
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da1 =129 ¢és  Say=7-10"

korrekciokat kapjuk, amelyek kozelitéleg megegyeznek a kdzvetlen illesztés torzitasa-
ival. A fentiek és a hibaterjedés szabalyai szerint ugyanis

Sa, = e'db, = 9910,0-1,3-107 =1,29 Say = —3b,.

Végeredményben azt latjuk, hogy a linearizalas utan kapott paraméterbecslések
egyenértékiiek az eredeti illesztofiiggvénnyel ¢€s iteracidval ad6do eredményekkel, ha
a transzformaciot kellé gondossaggal hajtjuk végre, példaul kiszamitjuk a p; stilyokat.
Meégsem lenne szerencsés, ha méréseink kiértékelésében erre a modszerre probalnank
berendezkedni. Ennek pedig nem elvi, hanem gyakorlati okai vannak:

1. Az illesztéfiiggvények nagy része nem linearizalhatd. Ezért nem keriilhetjiik meg a
normalegyenletek iteracioval valé megoldasat.

2. Ha a linearizalast korrektiil hajtjuk végre, annyi mellékszdmitasra van sziikség,
hogy végeredményben tobb munkét végziink, mintha végrehajtanank az iteraciot.
A tapasztalat egyébként azt mutatja, hogy linearizalhat6 illesztéfiiggvények eseté-
ben harom-négy 1épésben konvergal az iteracio.

3. A mérési adatok kiértékelésében a jovo tja jol kidolgozott szamitdgépi programok
hasznalata. Ilyenek nélkiil kisérleti fizikus manapsag aligha dolgozhat. A k6zhasz-
nu programok azonban csak az iteraci6 kezd6értékének becslésére hasznaljak a li-
nearizaciot.

*Linearizalas sorfejtéssel

Az illesztéfliggvény linearizalasanak altalanosan alkalmazhaté moddja a fiiggvény
sorfejtése:

f(x;,8) = f(x;,2)+ im(@ —ay )= f(x;,a)+[FAa],

k=1 Gak

[vO. (6.45)]. Ebben a kozelitésben a Aa vektor komponenseit tekintjiik illesztendd pa-
ramétereknek. Mivel az illesztéfiiggvény ezekben linedris, ezt a mddszert is nevezhet-
juk linearizalasnak. Tulajdonképpen a teljes 6.3. alfejezetben ezt a modszert alkal-
maztuk.

A legtdbb kézikonyv szintén ebben a felfogasban targyalja a fliggvényillesztést.
Nem mindegy azonban, milyen paraméterértékek mellett szamitjuk ki az elméletben
szerepld matrixokat (F, R stb.). Fenti levezetéseinkbdl kovetkezik, hogy ez nem lehet
mas, mint a (6.5) normalegyenletek megoldésa, de legalabbis valami ehhez kozeli pa-
ramétervektor. Emiatt nem lehet megkertilni a 6.2. alfejezetben targyalt iteraciot.

A linerizalas hibaja a (6.17) és (6.18) egyenletben kiszamitott da torzitas. Megbe-
sz¢€lItiik, hogy ez altalaban elhanyagolhat6, de ennek ellenére célszerli becsiilni annak
érdekében, hogy errdl meggydzddjiink.

*6.7. A sulyozas

A fentiekben a legkisebb négyzetek mddszerét hasznéltuk, ami akkor felel meg a
maximalis valdszinliség elvének, amikor a kdzvetleniil mért & mennyiségek Gauss-
eloszlasuak. A gyakorlatban el6fordulé mérések esetében szerepld valosziniiségi el-
oszlasok azonban mas tipusuak is lehetnek. A maximalis valosziniiség elve — érdekes
modon — formadlisan ekkor is a legkisebb négyzetek mddszerének megfeleld egyenle-
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tekre vezet, ha a w; stlyokat alkalmasan valasztjuk meg. Ebben az alfejezetben ezt
fogjuk targyalni néhany nevezetes eloszlasra vonatkozoan.

*Poisson-eloszlas

Poisson-eloszlas esetében a kozvetleniil mért & mennyiségek egyiittes eloszlas-
fliggvénye

n e”l
L(x,gaa)zge & a [f fi!]

A maximalis valoszinliség elve szerint a paraméterek becsiilt értékét a kovetkezd
egyenletrendszer megoldasa adja (k= 1, 2, ..., m):

oln L{x.&.a) i Zn:{_ o (x.) ¢ af(x,-,a)} _

oa, 0 oa, f(xl- : a) oa,
& f(xia) o (xia) (6.45)
_g (x a) oay =%

ami ugyanolyan alakt, mint a (6.5) alatti normalegyenletek, ha a stlyokat a
SN S (6.46a)
f(xi B a) &i

képlet szerint valasztjuk meg. Vegyiik észre, hogy ez éppen a szérasnégyzet recipro-
kaval val6 sulyozas, hiszen Poisson-eloszlas esetében

D*(&)=M(&;) = f(x.a) = & (6.46b)

Ezért lehet a Poisson-eloszlast Gauss-eloszlassal kozeliteni.
Konnyt belatni, hogy a (6.45) normalegyenleteket ugy is megkaphatjuk, hogy a

2 2
x [é:i_f(xiaa)] o~ [fi_f(xiaa)]
Q(a)_z f(x a) NZ é:
i=1 i> i=1 i
funkcional minimumat keressiik, de derivalasakor a sulyfiiggvényt nem derivaljuk.
Elébbi képleteinkben a stly kiszamitasakor az illesztéfiiggvényt &-vel kozelitettiik.
Mindkét sulyozas problémas, mert torzitast okozhat. Példakeént az f(x,a)=a illesz-

téfliggvényt tekintjiik. Ekkor a (6.45) normalegyenletek megoldasa

ZWiSZi Zifi
v L, Xy

1
/¢

Belathat6 (lasd alabb), hogy
M(@)~a-1-1/a,
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ami kis beiitésszamok esetében jelentds torzitds. Erésen nem linedris illesztd fliggvé-
nyek esetében pedig a w=1/f(x,a) silyozas okoz torzitast: hajlamos a nagy beiités-
szamokhoz tilsdgosan kis sulyokat rendelni. Példaul a 6.6. alfejezetben targyalt expo-
nencialis illesztéfliggvény (a,e”“2") esetében az a; paraméter értéke a nagyobb érté-
kek felé toldodik el, hiszen Q értéke nem csak akkor csdkken, ha a [& — f(x;,a)] eltéré-
sek csokkennek, hanem akkor is, amikor a sulyok lecsokkennek. Ennek egyszerti
modja pedig a; ndvelése. Emiatt a,-re is nagyobb becsiilt értéket kapunk, ami torzitott
becslést jelent. A legjobb megoldas a méréseket ugy tervezni, hogy a beiitésszdmok
nagyok legyenek, mert akkor az 1/&-vel valo stlyozas kifogastalan.
Befejezésiil belatjuk legutobbi képletiinket. Amikor & Poisson-eloszlasu,
o0 k
M(lJ =>e™ .
& k-k!

k=1

Ezt az 6sszeget a kovetkezOképpen alakithatjuk at:
) k k
M(lj = ze_a a + a =
& o | (k+1) k-(k+1)!
4k
726%47 72 AR SR b
&-1

4 k=0 = a 4a

Az e “-rendi tagokat elhanyagoltuk. Hasonl6é gondolatmenettel belathatjuk a kdvetke-
z0 0sszefliggést:

1 0 i k © k © 4 ak
M(Hj_kzze (k—l) T A k(k=1)k1 "

~ Mej + M{ﬁ} ~ MGJ + a% + O(a%j )

amit el0bbi egyenletiinkbe helyettesitve kapjuk, hogy

M(l] _Va+l/a® _1+1/a’
g

1-1/a a-1

5

vagyis

g

Megjegyezziik, hogy ez a sorfejtés a egészen kis értékeire (a < 5) tovabb finomitandd
lenne (az e “-rendli tagok elhanyagolasa miatt).

L __a-l :a—l—l+O(Lj.
e
M 1+72

a

*Gauss-eloszlas, de x; is valdsziniiségi valtozé6

Az illesztéfiiggvény x; fliggetlen valtozojat altalaban konstansnak tételezziik fel.
Vannak azonban esetek, amikor x; is valoszintiségi valtozo. Az alabbiakban megmu-
tatjuk, hogy ezek is visszavezethetOk a konstans x; esetére, ha a stlyokat alkalmasan
valasztjuk meg. Feltessziik, hogy mind x;, mind & Gauss-eloszlasu. Az utdbbiak
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egylittes slirliségfliggvényét (6.3)-ban felirtuk. Ezt ki kell egésziteniink az x; véaltozo-
kéval:

ahol
X0 = M(xi), ol = Dz(xi).

A késobbiekben sziikségiink lesz még a
2 2

jelolésre. Az x; és & valtozok egyiittes stirliségfiiggvénye
- . n
L(X, g, a) = LO(XO’ &, a)H Li(xi,xio) .
i=1
Ezek derivaltjat kell zérussal egyenlévé tenni k=1, 2, ..., m-re:

ﬁlnL(x,é,a) _ Zn: & — f(xi0.2) 0f (x,0.2) _o. (6.47)

2
aak i=1 O-fi ﬁak

Gk(a,XO) =

illetvei=1, 2, ..., n-re:

_0lnL ¢ _f(xio’a) af(xi09a)+ X; - Xjg
o 2

Xi

g;(a.x,) =0. (6.47b)

B 2
0x ok 0x; o

Ezekbol az egyenletekbdl kikiiszoboljiik az xj-akat, hogy benniik csak a mért
mennyiségek, az x;-k maradjanak. Ebbdl a célbol f{...)-et sorba fejtjiik:

of(x;.a
f(xi0-2) = f(x;,2) = (x; —xio)f(T_),
amivel
a is
Si —f(xiO»a) =& _f(xi9a)+(xi _xi0)$'
Ha alkalmazzuk a af(xl-o,a) ~ af(xi ,a) kozelitést, ezt (6.47b)-be helyettesitve irhat-
0Ox; Ox;
juk:
of (x;.a
o [a ) T
X;p—X;9=— L,
0 [af(x,-,a)T O
+
6xl' O-?Cl
vagyis

158



2

o™
é:i - 10’ [él )] ;}( ) 2
2 2 Xi>a
O5+0y ——=
&i xz|: axi }
Ezzel xjp-at kikiiszoboltiik, igy az a; paraméterekre vonatkozd normalegyenletek
io):zé _f(zxi’a) 6f(xi’a)zo (6.483)
. O. aak
(k=1,2, ...,m), ahol
o 2
02—0'5,+0'x{ f (i )} =2 (6.48b)
Ox; w;

Ez nem mas, mint a [§l~ - f (xi, a)] kiilonbség szorasnégyzete. Ezutan ugy is vehetjiik,
mintha x; allando lenne, de & szorasnégyzetét (6.48b) szerint nagyobbnak kell ven-
niink.

Ha az illesztéfiiggvénynek tobb fliggetlen valtozoja van: f(x,1,z,...,a), akkor a

fentiek mintdjara konnyen belathatd, hogy a helyes sulyozas

., {6f(x iz a)TJr

(o —O-§l+ ax.
l

2 2
+G{8f(x 4.z, ,a)} vo? rf(x 21, ,a)} . (6460)
: ot 0z;

1 1

Tegyiik fel példaul, hogy a & mennyiségek aktivacios folidk mért aktivitasai, és az x;
valtozok a foliak helyét adjak meg a reaktorban. Az f{x;,a) illesztd fliggvény most nem
adja meg a & mennyiségek varhato értékét, mert két korrekciot kell alkalmazni. Egy-
részt figyelembe kell venni a laboratérium hatterét, vagyis azt az aktivitast, amelyet a
folidk nélkiil mérnénk. A & mérése kdzben ezt h;-vel jeloljik. Mésrészt a foliak kii-
16nb6zok, tehat kalibralni kell 6ket. A kalibarcids tényezd az i-edik mérésre vonatko-
zban legyen ¢;. Igy tehat & varhat6 értékét (6.1) helyett az

M(fz’):f(xiaa)zcif(xi’a)"‘hi

képlet adja meg. Ha az itt megjelent ¢; €s #; mennyiségek valdszintiségi valtozok, ak-
kor (6.46¢) szerint a silyozasra a kovetkezo eredd szorasnégyzeteket kell hasznalni:

2
0'2—0'5 +olc z{af(a )} +0'2 (xiaa)]z‘”)-}%i'
X

Ez a képlet akkor érvényes, ha a ¢; és h; mennyiségeket minden i-re kiilon mérjiik. Ha
bizonyos i-kre ugyanazt a mért értéket hasznaljuk, akkor az itt mutatott mdodszer mar
nem alkalmazhat6. A maximum liklelihood modszer szerint korrekt eljarast arra az
esetre vazoljuk, amikor a /4 hatteret egyszer mértiik meg, és minden i-re ugyanazt az
értéket hasznaljuk. Ekkor a likelihood-fiiggvény felirasaban sziikségiink lesz ¢; és A
likelihood-fliggvényére:
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c 1 i~ Y ’
Ll-(cl-,cl-o): - m exp{_ (C 2030) }

Cl

és

1 (h—hy )
L (h,hy) = expl——2+,
tovabba (6.4)-et mdédositanunk kell:
Q(a) = z Wi [51 - ciof(xmaa)_ hy ]2 .
i=1
Ezzel a mérés teljes likelihood-fiiggvénye

L(x, €8 a)= Lo (kg% g Ea)E (g ) T 1 (x50 )ES cpn ).

i=1

A levezetések ezutan a fentiek mintdjara folytatodnak. A részletek kidolgozasat az
Olvasora bizzuk.

*Szamlalas holtidovel

Ha nem minden i-re azonos a szamlalasi id6, akkor az illesztéfiiggvényt a kdvetke-
z0 alakura célszerli valasztani:

M(fz‘) = Tif(xi’a)'

f(x;,a) most az iddegységre eso beiitésszam varhatd értékét adja meg. Minden szamla-
lénak van holtideje, ami azt jelenti, hogy egy részecske megszamlalasat kovetden egy
bizonyos 7 ideig nem képes tovabbiakat fogadni. Emiatt szdmlalasi veszteségek 1ép-
nek fel, amelyek figyelembevételére szolgal a holtido-korrekcios tényezo:

__ T
1~ )
T, =gt
ami azt jelenti, hogy a megszamlalt részecskék & szamanak varhato értéke
T flx;,a
M( i|T): lf( i )
V.

1

Ha eldbbi képletiinkben ezt helyettesitjiik & helyére, a kovetkez6t kapjuk:

1% d !
i~ = >
Ti_Tifffi’a)r l—f(‘)ii’a)l'

1

amit atrendezve a
v, & 1+f(xiaa)f

Osszefiigés adodik. Ezzel a mért beiitésszam varhato értéke igy is irhato:
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T,/ (x;a)
(z|) 1+f(—)

Nézziik meg, mit ad a maximalis valdszinliség mddszere ebben az esetben. 7 # 0
holtidé esetén & nem Poisson-eloszlasu. Ismeretes ([1], Janossy), hogy a mérési
eredmények egylittes valdszinlisége

n eff c;
L(x,?,,a)=Hexp[—nefff(xi,a)][ﬂ / gx',.,a)]
i=1 i

, (6.49)

ahol
L =T (& -~ T - &t

az effektiv szamlalasi idé. A kies6 1d6 — pontosan szamolva — azért (&, — 1)z, mert a
szamlalo inditasat kovetden az elsdé részecskét még korlatozas nélkiil szadmlalhatjuk
meg, viszont mindegyik megszamlalt részecske 7 idére blokkolja a szamlalét.*” gy
tehat a masodiktol kezdve mindegyik részecske érkezése elott 7 1d6 kiesik. A holtido-
korrekcios tényezot az effektiv szamlalési idovel is kifejezhetjiik:

T,

V. = .
l eff
T;

A maximalis valészinliség modszere a kovetkezd normdlegyenletekre vezet:
8lnL Zf, S(xia)/v, 8f(x,-,a)£:0
= ( ) / Vi oa, v; ’
ami ugyanaz, mint a legkisebb négyzetek modszere, ha
o
l ];f(xiaa)/vi .
Ez latszolag a kovetkezd funkcional derivaltja:

ZW{ Tf(xl,a)} ’

V.

1

(6.50)

ha a sulyok derivaltjat elhagyjuk. (6.49) alapjan meg lehet mutatni, hogy a szogletes
zarojelben allo mennyiség éppen & varhato értéke, ahogy fentebb mar heurisztikusan
felirtuk:

A (6.50) szerinti stlyozas nem megfeleld, mert a sulyok nem aranyosak & szords-
négyzetének a reciprokaval. A (6.49) eloszlasfiiggvény alapjan meg lehet mutatni,

hogy

8 Ez az allitas csak kozelitleg igaz, ugyanis a szamlaloberendezést egy részecske attol fiiggetleniil
blokkolja, hogy megszamlaljuk-e vagy sem. Tehat elofordulhat, hogy a szamlalas kezdete éppen egy
blokkolt, 7 hosszusagl intervallumra esik. Ennek a valosziniisége azonban kicsi, hacsak a részcskék
nem érkeznek tilsagosan siirin. Ez utdbbi esetben azonban az egész alabbi elmélet mar érvényét veszti.
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T f(xi, i
D*(&;) =¥ z%

A helyes egyenletek tehat:

Gy (a) = Zwi[é,- - T"f(x“a)FT"f(’““a) —0,

i—1 i Viaak
ahol
2
2 Eﬁf(xiaa)
) 2 &rok| IR
o Y;f(xwa) 2 |:Tl' af(xi’a):| axl'
= 3 + xi| ~ 2

A holtid6-korrekcio nélkiil becsiilt szorasnégyzeteket tehat a holtidé-korrekcids té-
nyez6 négyzetével kell osztani. Az igy kapott becslés nem felel meg szigortian a ma-
ximalis valdszintiség elvének, de O szempontjabol megfeleld, amin azt értjiik, hogy
érvényes marad a 6.2. TETEL. Erdemes még megjegyezni, hogy a holtidére korrigalt
& =v;&; belitésszam nem tekinthetd Poisson-eloszlastinak. Szordsnégyzete ugyanis

nem egyenld a varhato értékével:

DX(&)=viDA(&) = i L= &

*Bomlasi korrekcié monitorral

A Dy-huzallal végzett eloszlasmérés esetében az aktivitds lebomlasat gy vessziik
korrekcioba, hogy a mérési idot egy kiilon besugarzott Dy-folia aktivitasanak a méré-
se révén hatdrozzuk meg. A mérésben tehat két szamlalot hasznalunk: a huzal aktivi-
tasat az effektusszamlaloval, a Dy-folia aktivitasat pedig a monitorszamlaloval mér-
jik. Az utébbin beallitunk egy K beiitésszamot (értéke 10 és 40 ezer kozott szokott
valtozni), és a huzal kiszemelt pontjan addig mérjiik a huzal aktivitasat, ameddig a
monitorszamlaloban 6ssze nem gytilik pontosan K szdmu beiités. Az K-adik beiités
érkezésének pillanataban az effektusszamlaloé automatikusan leall. Jeldljiik 7-vel azt
az i1d6t, amely alatt a monitorszamlaloban K beiités osszegytlik. Arrdl van tehat szo,
hogy az effektusszamlalonak ezt a 7 mérési idejét a monitorszamlalé méri. Mivel a
radioaktiv bomlas miatt a 7" idStartam a Dy bomlasanak mértékében egyre hosszabb,
heurisztikusan azt lehet varni, hogy ezen a médon automatikusan megtorténik a huzal
aktivitasanak a bomldsara vonatkozo korrekcid. Ezzel kapcsolatban két kérdést vizs-
galunk meg: egyrészt valoban igy van-e ez, masrészt hogyan kell az igy mért huzalak-
tivitasokat kiértékelni? Amilyen egyszerlinek tlinik ez a mérés, olyan faradsagos lesz
az elméleti targyalasa.

Az effektusszamlaloban 1 s alatt mérhetd belitésszam varhato értéke a ¢ = 0 1d6pil-
lanatban éppen az illesztéfiiggvény: flx,a). Egy ¢ > 0 idSpillanatban ez az ¢ tényezé-
vel csokken, ahol A4 a Dy bomlési allandoja. A (¢, ++7) intervallumban mért N beiités-
szadm varhato értéke:

t+T

M(N) = jf(x,a) e M = f(x,a) e_/us(T),
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ahol

A tovabbiakban bevezetjiik az

fo=f(x,a) és f=foe™

jeloléseket. Ha a monitorfolia aktivitasa a # =0 iddpillanatban 1, egy ¢ > 0 iddpilla-
natban u = e . T-re a kovetkezd kozelitd egyenléséget irhatjuk fel:

,u-S(T) ~K,
amibo6l

M(N)= f-s(T) ~IK_ Sk
H Ko
Ez fiiggetlen #-t6l, tehat — heurisztikusan gondolkodva — a bomlaskorrekcio tényleg
megtorténik. Az aldbbiakban ezt pontosan is levezetjiik.

Ha a T szamlalasi id6 rogzitett, az N belitésszdmok a Poisson-eloszlast kovetik, te-
hat feltételes eloszlasuk

P(N|T)= [f ] o /s(T) (6.51)
N!

A T id6pont stirtiségfliggvényét szintén a Poisson-eloszlas alapjan irhatjuk fel. Annak

a valdszinlisége, hogy a K-adik monitorbeiités a (7, 7+d7) intervallumban érkezik, két

tényez0 szorzata: egyrészt annak a valdsziniisége, hogy a [0, 7] iddintervallumban a

monitorszamlalé (K — 1) beiitést mérjen, vagyis

[,u-s(T)]K_l

il o 4s(T)

b

masrészt
pe~ M dT = ps'(T)dT

ami pedig annak a valoszinilisége, hogy a (7, 7+d7) intervallumban egy tovabbi beiités
(a K-adik) érkezzen. Ezzel a keresett valdszintiség

PK(T)de—[” (IS((i)l])K' . e T) 45 (T)dT . (6.52)

fgy annak a valdsziniisége, hogy az effektusszamlalo N beiitésszamot regisztraljon,
mialatt a monitorszamlaloban K beiitésszam gytilik ossze:

P(N,K)= j P(N|T)- P (T)dT . (6.53)
0

Fontos megjegyezni, hogy ezek a képletek (és az alabbiak is) csak akkor érvényesek,
amikor mind a holtidd, mind a hattér elhanyagolhato.
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A (6.53) alatti integral j6 kozelitéssel analitikusan is kiszamithato:
N K-1

TS s(T _ro(r) |HS(T e
P(N,K)zj—[ ]\(]')] e/ [—(K(_)l])' e (1) ys(7)dT =
0 : ’

N T

0

K-t altalaban gy valasztjuk meg, hogy a monitorfdlia aktivitasa csak kissé csokken-
jen, mialatt K beiitésszam Osszegytilik. Igy minden esetben AT << 1, tehat szamottev
valoszinliséggel csak az s << 1/4 értékek valosulnak meg, ami azt jelenti, hogy az s
szerinti integralban az integrandus a felsd hatdr kozelében elhanyagolhatdan kicsi.
Mivel az integrandus itt monoton csokken, az integralt jo kozelitéssel kiterjeszthetjlik
+oo-ig. Ezzel az integral analitikusan kiértékelhetévé valik. Elemi szamitassal kapjuk
a

© N K-1
P(N,K)zj[fs] e /s [,U'S] e S uds =
., V! (K-1)!
Nt (N+K-1)!
(f+u)V " NUK-1)!
végeredményt, amely az eldbb targyalt feltétellel jo kozelités. Ez a képlet még tartal-

mazza az e ' tényez6t, hiszen f és u szerepelnek benne. Nyilvanvalo azonban, hogy
lehet vele egyszertisiteni, amivel a keresett valdsziniiség

ik (VeK-1)
N+K ’

(fo +u0)" "% NUK-1)!

Egyszerlien be lehet latni, hogy ennek az Osszege 1, vagyis ez valoban az N beiités-

szamok eloszlasa. Ehhez nem a legutobbi alakbdl, hanem a korabbi integralbdl indu-
lunk ki:

P(N,K)=

(6.54)

iP(N,K)= i]o st e/ [’U'S]K!l e uds =

N=0 N=0 N! (K_l)
) K -1 00 K-1
:J[ﬂs] 'e*//-Sﬂds:'[ X 'eixdle.
. (K-1) . (K -1)

Nézziik most meg, mit ad e mérés esetében a maximum likelihood mddszer. A mé-
rési eredmények egyiittes valosziniisége igy irhat6:**

L(N,a) = ﬁ P(N;.K),

5 A jegyzet mas részeiben a mért értékeket &-vel jeloljiik. Itt — kivételesen — az N; jelolést alkalmazzuk
ugyanerre.
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amely fo-on keresztiil fiigg az illesztett paraméterektdl (a). Mivel ebben a szorzatban
mindegyik tényezd azonos alaku, elég az egyiknek a derivaltjait kiszamitani. Egysze-
riség kedvéért az i indexet egyeldre elhagyjuk:

olnP(N,K) olnP(N,K) of,

ﬁak afo aak .
(6.54)-bol levezethetjiik, hogy
omP(N.K) N N+K  pg (N—Kfoj
%o fo Sot+uo  folfo+ o) Ho )’
vagyis
oInP(N.K)  p, (N_K_fojaf_o_
da, So(fo + #0) Mo ) Oay,
:M{N_K_fojﬁﬂ,
Mo ) Mo Oay
ahol
" 1
= s\ 6.55
Kfo(Hfo) (33
Ho Ho
A normalegyenletek tehat igy irhatok (k=1, 2, ..., m):
n Kf(x;, of (x.,
w; [N,-— 7l a)j K Ylxi.a) =0. (6.56)
izl Ho Mo Oay

Mivel pp-at nem ismerjiik, a K/ 44 tényezot beolvasztjuk az illesztéfiiggvénybe, vagy —
ha ez nem lehetséges — kiilon illesztendé paraméternek tekintjiik.

Ahhoz, hogy eredményeinket értelmezni tudjuk, meg kell adnunk a (6.56) alatti
szumma zardjelében szerepld mennyiség, valamint a w; suly jelentését. Megmutatjuk,
hogy az eldbbi N; varhato értéke, az utobbi pedig N; szorasnégyzetének a reciproka. A
(6.54) szerinti valdszinliség esetében N varhato értéke a kdvetkezOképpen irhato:

M(N) = iN-P(N,K) Ko,
N=1 Ho

amint némi szamitdssal levezethetjiik. Ez nem mas, mint a (6.56) alatti zardjelben sze-
repl6 kifejezés. Egyébként visszakaptuk ezzel a fentiekben heurisztikusan levezetett
eredményt. Hasonl6 médon kapjuk N szorasnégyzetét:

Dz(N):K—fO 1+f0 =M(N 1+M ~N 1+, (6.57)
Ho Ho K K

ami nem mas, mint a (6.55) szerinti w reciproka. Végeredményben tehat ismét azt
kaptuk, hogy a normalegyenletek ugyanolyan alakuak, mint a Gauss-eloszlas eseté-
ben, ha a sulyokat megfeleléen valasztjuk.

(6.57) szerint tehat a monitorral mért 7" 1d6 alatt kapott beiitésszam szoérasa a Pois-
son-eloszlas szorasahoz képest nagyobb. A dolog mélyebb megértése érdekében be-
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latjuk, hogy ez annak a kdvetkezménye, hogy a mérési id6 most valdszinliségi valto-
70. A (6.52) egyenlet alapjan levezethetjiik 7 varhat6 értékét:

M(T) = I% e 51 /(1) 1dT =

VA gkl
- { [fK—]l)!

e “*uT(s)ds.

Az itt szerepld 7(s) fiiggvény az s(7) fliggvény inverze:

T(s) = _M x5,

A

amivel
oo[ ]K—l Y
M(T) ~ e " usds=—=—¢e
() { (K-1)! o
Hasonléan kapjuk:
DZ(T)=£2.
U

N feltételes varhato értéke a (6.51) egyenlet alapjan
M(N|T)= f-s(T)~ f-T,
tehat N-nek a T vdltozasabol eredo szorasnégyzete

_f2K _M(N)® N7

2 - 2 N2
D4(N)= /= -D(T) " % ra

Ez éppen N (6.57) alatt kapott teljes szorasnégyzetének masodik tagja.

*Binomialis eloszlas

A binomialis eloszlast (3.34)-ben irtuk fel. Tegytik fel, hogy & ilyen eloszlasu, ahol
a p valoszinliség fligg az illesztéfliggvénytdl: p[fix;,a)]. Erre a kdvetkezd példat idéz-
ziik. Egy idében gyorsan valtozo fiiggvényt idéanalizdtorral szoktunk megmérni.®® Ez
olyan berendezés, amely az [(i — 1)6, i4] idOintervallumban megméri az f{x;,a) meny-
nyiséget. Ezt az intervallumot az id6analizator i-edik csatorndjanak nevezziik. Ebben
a fiiggvényben az x valtozo6 az id6, amelynek értékei: x; =i (i=1, 2, ..., n). Amikor a
berendezésnek holtideje van, gyorsan valtozé illesztofiiggvény esetében nagyon bo-
nyolult lenne a megfeleld korrekcios képletet megadni. Ezért ilyen esetekben az anali-
zatort ugy miikodtetik, hogy nem az egyes csatorndkban regisztralt jeleket szamlaljak
meg, hanem 1-et van 0-t regisztralnak attdl fliggden, hogy érkezett jel vagy sem. An-
nak a valdszinlisége, hogy az i-edik csatorndban ne érkezzen jel: exp{— f(x;a)}. An-
nak a valdszinlisége pedig, hogy érkezzen jel,

pf(xi.2)] = 1-exp{-£(x,.2)}

5 Az idBanalizatort sokan multiscalernek nevezik.
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Ha az analizator N-szer futott végig minden csatorndn, akkor annak a valdszinliségét,
hogy az i-edik csatorndban &-t regisztral, a binomialis eloszlas adja meg. Eszerint a
likelihood-fliggvény

_ n N\ . N-g

LE.)aa :l I( jpé l_p .
( ) i=1 éji ( )

A normalegyenletek a

6lnL(é’;a) ZKCJC N gjaa }0

i=1
alakban adédnak (k= 1, 2, ..., m). Ha itt N-nel bdvitiink, a kovetkez6 alakot kapjuk:

Zl Np(ll— p) [(5" - ) 8(Np)} -

Gak

Az (3.34) képletekbdl lathatd, hogy Np = M(&) és Np(1 — p) = Dz(fi), tehat az itt ka-
pott normalegyenletek megfelelnek (6.5)-nek. Ebben az esetben a tulajdonképpeni
illesztofliggvény

fi (xi’a) = Np[f(xl-,a)].

Ezzel és az

Lol alf- )

i
sulyozassal 0sszes korabbi képletiink érvényben marad.

*Véges szabadsagi fokkal becsiilt szérasok

Tobb helyen hangsulyozzuk, hogy a w; stilyoknak a mért mennyiségek szorasnégy-
zetével forditva aranyosnak kell lenniiik. Gyakran el6fordul, hogy masodlagos illesz-
tést kell végrehajtanunk, vagyis a & mennyiségek nem valdsdgosan mért adatok, ha-
nem korabbi paraméterbecslések eredményei. Ilyenkor ezek szordsnégyzetét mindig
csak véges szadmu szabadsagi fok mellett tudjuk becsiilni. Az alabbiakban megnézziik,
van-e ennek a koriilménynek hatdsa az illesztésben alkalmazandé képletekre.

A véges szabadsagi fok azt jelenti, hogy a

S —f(xwa)

S;

t. =

1

tort n; szabadsagi foka Student-tort, ahol s; a o; szordsnak a (6.22) képlet szerint be-
csiilt értéke.®® (3.40a) szerint ekkor a valoszinliség-fiiggvényt a kovetkezd alakban
irhatjuk fel:

56 Ami (6.22)-ben n—m, azt jeldljiik most n,-vel.
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n; +1 _m+l
L(Ea)ﬁ\/:_nrg(’i))(H;j -
2

Némi szdmolés utan a kdvetkez6 normalegyenleteket kapjuk:

gt &—flx,a)  oflx.a)
=t M S;+(§i—f(xna))2 Oay

n;

-0,

amelyek akkor felelnek meg (6.5)-nek, ha

onp+l 1

A nevezdben levd kiilonbség négyzetének a varhato értéke éppen O'l~2 , amit siz -tel ko-
zelithetiink, vagyis a stlyokat a

n; +1 1

képlet szerint kell megvalasztanunk. Végeredményben tehat azt kaptuk, hogy a véges
szabadsagi fokokkal becsiilt szorasokat — masodlagos illesztésben — ugyanugy tekint-
hetjiik, mintha pontosan ismert szorasok lennének. Mivel a sulyozott atlagolést is le-
het illesztésként megfogalmazni (v6. 5.2. alfejezet), ezek a stlyok minden tovabbi
nélkiil hasznalhatok stlyozasra.

*6.8. Az illesztés geometriai szemléltetése
A fiiggvényillesztést a kovetkez6 modon tudjuk geometriailag is szemléltetni. A

kozvetleniil mért E vektornak a varhato értékétdl valo eltérését két részre bonthatjuk:
E-y=(&-9)+F-v.

ahol a hasznalt jeloléseket a 6.3. alfejezetben definidltuk. A 6.3. TETEL bizonyitdsabol

kovetkezik, hogy az itt szerepld két kiilonbségvektor kovarianciaja eltiinik. Gauss-

eloszlas esetében ez fiiggetlenséget is jelent. Az alabbiakban ezt fogjuk feltételezni.
Az els6 vektor hosszarol a 6.2. TETEL szerint tudjuk, hogy

- T o
(«2 - ’Y) W(& - i) = Onin =0 Xnm- (6.58)

A masodik vektort (6.47) szerint az
y-y=FAa (6.59)

képlettel helyettesithetjiik, ahol Aa-t (6.12b)-ben irtuk fel. Ennek a hossza:
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g=(F-y) W(F-y)=Aa"FTWFAa = Aa"RAa =
= AETWFR'RR'FTWAE = AETWFR 'FTWAE =242 . (6.58b)
A 6.2. TETEL bizonyitadsdban hasznalt jelolésekkel g-t a kovetkezd alakban irhato:

g =(VaE)' A(VAE)= (VaE) UTAU(VAE)=

m
=CTAL=>¢P =c’1p.
i=1

Itt kihasznaltuk, hogy a { vektor komponensei zérus varhatoértékii és 1 szorasu fiig-

getlen valdszinliségi valtozok, tovabba hogy a A matrix féatlojaban m darab 1 all, és a
tobbi elem zérus.
(6.59) szerint az Y —y illesztési vektor az n-dimenzids térnek azt az m-dimenzids

alterét tolti ki, amelyet az F matrix m darab oszlopvektora kifeszit. A teljes E; -y elté-
résvektort ugy kapjuk, hogy ehhez hozzaadjuk a % — ¥ vektort, amely megadja a koz-

vetleniil mért E vektor ¢és az illesztésbdl kapott ¥ vektor eltérését, ezért ezt az illesz-
tés hibavektoranak nevezziik. Mivel korreldlatlan a ¥ —y vektorral, a hibavektort az

utobbi altal kifeszitett altérre merdlegesen képzelhetjiik el. Igy kapjuk a 6.1. dbrat,
amelyen az m-dimenzids alteret egy siknak mutatjuk be.

teljes hibavektor
vektor
[
illesztési K
vektor AN
S~ AN
~——e \,
T ———— »

6.1. abra. Fuggvényillesztés geometriai szemléltetése

A hibavektor nagysagat jellemzi Omin, amelyet az illesztésbdl meg is kapunk. Az il-

lesztési vektort azonban nem tudjuk kiszdmitani, hiszen nem ismerjiik a AE; vektort.
Becslést azonban adhatunk ra. A (6.58) képletek értelmében az

oo am Amlm
mpn—m
Qmin/(n o m) Z%—m/(n - m)
egy Fisher-hanyados [v0. (3.41)], amelyre a 2. fiiggelék tablazatai alapjan kvantilist

lehet taldlni. Valasztunk egy & konfidenciaszintet, ¢s megkeressiik azt a j+ értéket,
amelyre
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P{Fpm <ypj=1-¢.

Ennek alapjan (1 — &) valészintiséggel fennall a
m
q< —Qmin7 F
n—m

egyenl6tlenség.
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7. MERESEK KIERTEKELESE FUGGVENYILLESZTESSEL

Ebben a fejezetben konkrét mérések kiértékelését mutatjuk be, koztiik azokét is,
amelyeket az 1. fejezetben leirtunk. A kiértékelés modszerét tulajdonképpen levezet-
hetjiikk a 6. fejezetben kifejtett altalanos elméletbdl. Az egyes mérések esetében igy
elég lenne az illesztofiiggvényt felirni, és a w; stilyokat megvalasztani. Tekintve azon-
ban, hogy ez a jegyzet kezddk szdmara is késziilt, akik a 6. fejezetet nem olvastak,
né¢hany egyszeriibb esetben attdl fliggetleniil adjuk meg a teljes megoldast.

7.1. Linearis regresszio

Mivel a laborgyakorlatok keretében legtobbszor linearis regresszidt kell csinal-
nunk, illetve méréseinket erre vezetjiik vissza, el6szor ennek a részleteivel foglalko-
zunk.

Az illesztés végrehajtasa
Akkor beszéliink linearis regressziordl, amikor

M(éi):a1+a2xi, i=1,2,...,n. (7.1)
A legkisebb négyzetek modszere szerint a keresett paraméterek fliggvényében meg

kell keresniink a

n

0= Zwi(‘fi —a _azxi)z (7.2)

i=1

funkcional minimumat. Ez a kdvetkezd két egyenletbdl alld egyenletrendszer megol-
dasat igényli:

Zaal i=1

1 0Q !
G, =———==)> wx; a;—a»x;:)=0
2 2802 ; i 1(51 1 2 l)

Ez a;-re és a,-re linearis egyenletrendszer, amelyet a kovetkezé vektoros alakra hoz-
hatunk:

Ra=g, (7.3)
ahol
n n n 2
Ry =2 Wi, Ry =Ry = wix;, Ryy=2 wxj, (7.42)
i-1 i-1 i-1
tovabba
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n n
81 = zwiégia 82 = Zwifixi . (7.4b)
i=1 i=1

A w; stlyokat a (6.2) képlet szerint kell megvalasztani. A (7.3) egyenletrendszert az R
matrix invertalasaval oldjuk meg:

a=Rlg. (7.5)

A keresett paraméterek becsiilt értékeit a paraméter jele folé tett spanyol ¢kezettel
(~) jeloljiik. A (7.3) egyenletrendszert kdzvetleniil meg tudjuk oldani. Az R matrix

inverze
R = 1 Ry — Ry
N 2 —R R ' (76)

RiRy —Rip L=f2 £

Megjegyezziik, hogy a nevezd az R matrix determinansa. (7.5) alapjan adodnak a be-
csiilt paraméterek:

&Ry —giRp

Ry, —9o,R
5 = 81722 82 i, = 2
R Ry — Ry

al 2
Ry 1Ry — Ry

(7.7)

A 6. fejezetben altalaban targyaljuk ezek statisztikai tulajdonsagait. A (6.14) képlet
szerint szorasnégyzetiiket a

R R
D*(@)=0"——2— ¢ D*(a@)=0"— T —- (7.8)
Ry Ry — Ri; Ry 1Ry = Ry
képletek adjdk meg. Kovariancidjuk pedig
e 2 —Rp
cov(al ,az) =0 ———— (7.9)

P =" (7.10)
VR Ry

A o egyiitthatot
z 2
Omin = 2w, (& — @, —ayx;)
i1

segitségével becsiiljiik, ami ugy addédik, hogy a becsiilt paramétereket (7.2)-be helyet-
tesitjiik. A 6.2. TETEL szerint ez (n — 2) szabadsagi fok( y’-valtozoval aranyos, és
becslésére az

2 _ Qmin

n-2
empirikus szorasnégyzetet hasznaljuk [vo. (5.7)]. Ezt kell a (7.8) és (7.9) képletekbe
helyettesiteni.

s (7.11)
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Gyakorlasképpen javasoljuk, hogy az Olvasé mutassa meg, hogy a (7.7) alatti
becslések torzitatlanok.®” Befejezésiil megadjuk a keresett paraméterekre vonatkozd
konfidenciaintervallumot:

671—}/D(c71)£a1 S~1+7/D(CINI) (7123)
és

a, -y D(a,)<a, <@, +yD(a), (7.12b)
ahol yaz (n —2) szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise, a szérasokat pedig (7.8)
¢és (7.11) szerint szamitjuk ki.

A (7.1) és (7.2) szerinti linedris regresszid természetes altalanositasa a polinomil-
lesztés, amit a 7.2. alfejezetben targyalunk.

Galton megfogalmazasa

Galton az utodok és a sziil6k magassaga (&, illetve &) kozotti dsszefliggést keres-
te, és azt taldlta, hogy kozottik pozitiv korrelacio van. Vizsgaljuk meg ezt most ma-
tematikailag. Kovarianciamatrixuk

2
0] 010,2P
B= E
010,P 02

aminek az inverze

LI &
B! 1 G% 010,
=— |
l-p P L
010> 0%

A valtozok varhato értéke

M(&)) = b, M(&;)=b;.
Ezekkel a jelolésekkel a két valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye (3.37) alapjan

! q
flz1,25) = exp{——},
( 1 2) 2n0'102\/1—p2 2

ahol
1 (3 —b1)2 . (2, —bz)2 B 2p(z1 = by )(z, - by)
1=1_ 2 2 2 oo :
o o] o5 102

Kozvetlentil felirhatjuk & perem-siiriiségfiiggvényét:

7 Utmutatas: irjuk fel elészor g, és g, varhatd értékét, és ezt helyettesitsiik (7.7)-be. Példaul

M(gl) = sz’(al +a2x,-) .
i=1
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E két stiriségfiiggvény hanyadosa &; feltételes stiriségfiiggvénye

f(z1]z2) =

el
exp ,
o 27c\/1—p2 2

[v6. (3.23)], ahol

2 2
-b -b
g = 1 2{21 1_/0(22 2)} - — 1 . [z—bl—pal (zy-by)|
l_p o] o) (oF] (1-,0 ) )
amint ez egyszeriien belathatd. A feltételes stirliségfiiggvényt at lehet irni az
1 (2 —b1)
Malz2)= eXpy =5 7.13
( 1| 2) oi\2n 201? (7.13)
alakba, ahol
' PO
by =M(§1|§2)=bl +0_—1(§2—b2) (7.13a)

2

& feltételes varhato értéke, tovabba
o’ =D(&&) = ot (1-0°) (7.13b)

& feltételes szorasnégyzete.
Galton esetében mindkét valoszinliségi valtozd ugyanabbol az eloszlasbol vett
minta, tehat b, = b, = b és o1 = 0, vagyis az utdd magassaganak a varhato6 értéke

M(&)|&,)=b+ p(&, —b)

feltéve, hogy a sziil6 magassaga &. Errdl a képletrdl leolvashatd Galton kovetkezteté-
se. Ha & > b (vagyis a sziil6 az atlagnal magasabb), varhatéan az utdd magassaga is
nagyobb lesz az atlagnal. Mivel a p korrelaciés egyiitthaté 1-nél kisebb, az utéd ma-
gassaga kevesebbel mulja feliil az atlagot, mint a sziil6¢. Ezt a jelenséget nevezte el
“visszatérésnek™, latin eredetli szoval regresszionak. Analog kovetkeztetéseket lehet
levonni & < b esetén is.

Az altalanossagra visszatérve tegyiik fel, hogy n szamu fliggetlen megfigyelést vé-
geztiink, és a (&1, &p) értékparokat (i = 1, 2, ..., n) kaptuk eredményiil. Az alabbiakban
azt keressiik, hogyan lehet egyiittes eloszldsuk paramétereit becsiilni. Mivel azonos
pontossagi megfigyelésekrdl van sz, alkalmazhatjuk a (5.4) ¢s (5.7) képleteket:

o Z‘fil Z(fn—gl)z
b1=§1=—l:1n 5 sp = 1

és
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o Zfiz Z(?iz—gz)z

A p korreléacids egyiitthatd meghatarozasa céljabol a maximalis valoszintiség elvét
alkalmazzuk. A valoszinliség-fiiggvényt a (7.13) képletek segitségével irjuk fel. Eh-

hez bevezetjiik a vektori jelolésmodot. A &; megfigyeléseket a ?, 1, a & megfigyelé-

seket pedig a Ez vektor komponenseinek tekintjiik. (7.13) alapjan az elébbi vektornak
az utobbira vonatkozo feltételes stirliségfiiggvénye

- 1 0
f(§1‘§2)= [271(1—/02)512 ]n/z exp{—m},

n

ahol

2
0-3eu-n-L2 e 1)

i=1 2

A maximadlis valoszinliség elvének kozvetlen alkalmazhatdsaga kedvéért rogton behe-
lyettesitettilk a valoszinliségi valtozok megfigyelt értékeit. A keresett paraméterek
becsléséhez meg kell keresniink O minimumat. Ha bevezetjiik az

PO PO
alzbl__bza a2:—
o) <)

jeloléseket, O-t (7.2) szerinti alakra hozhatjuk:
n
2
0= (&1 —a1—axén)” .
i=1

Lathatd, hogy most w;=1, x; szerepét pedig &, jatssza. A (7.1) alaku illesz-
tofiiggvénnyel valo illesztést eredetileg ezért nevezték el linedris regresszidnak. A
(7.4) egyenletek alapjan ekkor tehat

n n -
< 2 2
Riy=n, Ryp=Ry =) ¢En=néy, Ry=YEh=nés,
im1 o1

g =2.En=né, g =2E1En =nEE, .

i=1 i=1

Némi szamoléssal belathatjuk, hogy
2 22 Z2 2
Ry Ry = Riy =n (52 — & ) = ”(”— 1)32 :

(7.7) felhasznalasaval és hasonl6 szdmolassal kapjuk, hogy

n

EE-En) Zlale-g)

“ (n - l)s§ (n - I)S§

2

amivel
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l
M=

o) iZI(fz’l _El)<§i2 —Ez)

p= 51 h (n - l)slsz -

Z(fﬂ - & )<§i2 - Ez)
= il . (7.14)

Ji(a.l e T

i=1 i=1

Vegyiik észre, hogy az itt szerepld Osszeg hasznalhatd & és & kovariancidjanak a
becslésére:

Zn:(fil _El)<§i2 —Ez)
cov(&),&,) == n-1)

Gyakran felmeriil az a kérdés, hogy a megfigyelt valdszinliségi valtozok korrelal-
tak-e sem. Ennek eldontésére sziikségilink van a p egyiitthatora vonatkozé konfiden-
ciaintervallumra. Amikor x; nem valdsziniiségi valtozo, ez nem jelent problémat, hi-
szen a (7.12b)-ben felirt konfidenciaintervallum valaszt ad a kérdésre: ha ez tartal-
mazza a nullat, akkor a,-t (az adott konfidenciaszinten) 0-nak vehetjiik. A (7.14) sze-
rinti korrelacids egyiitthato esetében azonban nem ilyen egyszert a kérdés, ugyanis p

(7.15)

stiriségfiiggvénye bonyolult az altaldnos esetben. Reimann Jozsef konyve [1] idézi a
kovetkezd tételt: amikor p=0, a

t= n—ZW

mennyiség Student-eloszlast valosziniiségi valtozé (n —2) szabadsagi fokkal. Igy te-
hat a korrelaciot akkor tekinthetjiik zérusnak, amikor

~

n-2—2L <y, (7.16)

1-p°

ahol y az (n — 2) szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise.
Az 1.3. abran mutatott adatok esetében a kdvetkezé eredmények jonnek ki a linea-
ris regressziobol:

0=0,5234; t=6,081; n=100.
A 2. fliggelék tablazatai szerint a kvantilis értéke

1,985 £=0,05
" 12,627 £=001

vagyis a korrelacio mind 95%, mind 99% konfidenciaszinten szignifikéns.
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A linearis regresszio csapdai

A linedris regresszié hasznos segédeszkoz kiilonbdzo mennyiségek kozotti kapceso-
latok felismerésére. Folrajzoljuk az egyik valtozot a masik fliggvényében, €s kapcso-
latot véliink felfedezni, ha a pontok emelkedd vagy csokkend tendencidt mutatnak,
vagy — ha eldnyben részesitjiik a szdmszerli vizsgalatot — a (7.14) képlettel becsiiljiik a
korrelacios egylitthatot, és a két mennyiség kozott kapesolatot latunk, ha ez szignifi-
kansan kiilonbozik zérustol. Ez a megkozelités igy onmagaban veszélyes, mert sza-
mos csapdat rejt magaban. A felismert Osszefiiggés latszolagos lehet, ha az analizis
mogott nem allnak elméleti megfontolasok.

Ok és okozat

Saville és Wood konyvébél [1] vettiik az alabbi példat. A 7.1. dbra az Egyesiilt Al-
lamokban megfigyelt rdkos esetek szdmat mutatja a kivifogyasztas fliggvényében.
Mivel 1970 ¢és 1980 kozott mindkét mennyiség novekedett, ezek évente megfigyelt
értékei korrelaltak. Jollehet ez matematikai bizonyossag, mégsem allithatjuk, hogy a
rakos esetek szamanak a ndvekedését az okozta, hogy az emberek tobb kivit ettek. A
ténylegesen talalt (és statisztikailag bizonyitott) korrelaciot csak akkor szabad ok—
okozati kapcsolatnak tekinteni, ha erre e/méleti indok van.

A
g x 1980
g X 1979
~ X
)
[} X
3 x X
1)
g
\E X
X X
X 1971
X 1970
kivifogyasztas
»

L

7.1. dbra. Kapcsolat az Egyesiilt Allamokban megfigyelt rakos esetek
szama és a kivifogyasztas kozott

Hasonl6 példakat lehet az élet legkiilonb6zobb teriiletén taldlni. Példaul hatarozot-
tan pozitiv korrelacidé van a Duna vizalldsa és a BME teriiletén tartozkodo hallgatok
szama kozott. Nyilvan épeszii ember nem tételez fel ezek kozott ok-okozati kapcsola-
tot. A matematikai statisztika, vagy inkabb az azt rosszul alkalmazo6 altudomény irant
bizalmatlan emberek gyakran koszoriilik szellemességiiket az ilyen korrelaciokon.
Akkor mire vezethetdk vissza ezek a latszolagos Osszefliggések? A valasz egyszerti.
Az ilyen példakban altaldban lehet talalni egy kozvetitd mennyiséget, ami legtobbszor
az id6. Mikor magas ugyanis a Duna vizszintje? Koratavasszal és késé 3sszel. Eppen
ezek az idészakok el6zik meg a vizsgaidészakokat, amikor a hallgatok a legszorgal-
masabban jarnak az egyetemre. Hasonldan az id6 a kozvetitd a 7.1. dbran mutatott
példaban is.

Az extrapolacio veszélyei

Nem csak a linearis regresszioban, hanem — altalanosabban — a polinomillesztésben
(v0. 7.2. alfejezet) is nagyon veszélyes az illesztésben kapott fliggvényt a vizsgalt va-
16szintiségi valtozok mérési tartomanyan tal extrapolalni. Sulyos tévedések forrasa az
ilyesmi. A probléma hangstlyozottan féleg a polinomillesztésnél meriil fel, ugyanis
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tobbnyire akkor fordulunk ehhez az eszkdzhdz, amikor semmi més Otletlink nincs az
illesztoéfiiggvényre vonatkozoan.

Kiszoro pontok

Ha a kiértékelt adathalmaz tartalmaz kiszord pontokat, akkor a regresszios egyenes
teljesen hibas lehet. Erre mutatnak példat a 7.2a. és 7.2b. abrdk, amelyeket a 7.1. db-
rabdl kiindulva szerkesztettiink. Lathatoan a kiszoré pont elhizza maga felé a reg-
resszids egyenest. A torzitds mddja a kiszord pont elhelyezkedésétdl fiigg.

A

»
>

7.2a. abra. Aszimmetrikusan elhelyezkedd kiszoré pont

A

7.2b. abra. Kozpontosan elhelyezkedd kiszoro pont

A kiszor6 pontok felismerésével a 8. fejezetben foglalkozunk részletesen. Termé-
szetesen nem csak az okoz problémat, ha az adatok kozott kiszord pont van. Elképzel-
hetd az is, hogy a két vizsgalt mennyiség kozott nem linearis, hanem masfajta a kap-
csolat. Ilyenkor — jobb hijan — egy legalabb masodfoku polinommal célszerii probal-
kozni.

A grafikus abrizolas haszna

A fentiekben vazolt problémak felismeréséhez nagyon hasznos a vizsgalt adatokat
grafikusan is dbrazolni. Erre példaként a 7. 1. tabldzatban négy adatsor talalhato, ame-
lyet F. J. Anscombe 6tlete® alapjan konstrualtunk. Az adatokat a 7.3a.—7.3d. dbrdk
mutatjak. Mindegyik illesztésben azonos nemcsak a paraméterek

a, =52091+27,63 a, =0,2965+0,0304
illesztett értéke, hanem kovarianciamatrixuk is ugyanaz mind a négy illesztésben. A

Onmin-ra kapott értékek mar a negyedik tizedes jegyben egy egységgel eltérnek, de en-
nek oka, hogy a 7.1. tabldzatban kerekitett értékek taldlhatok.

8 F. J. Anscombe, Graphs in Statistical Analysis, The American Statistician 27, pp. 17-21 (1973).
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7.1. tablazat. Adatok a linearis regresszié csapdainak illusztralasara

X a) eset b) eset c) eset X d) eset
100 521,4 464.0 533,5 684,53 645,0
200 5823 530,7 567,6 684,53 660,8
300 610,4 591,8 601,6 684,53 664,7
400 629.,4 647,1 635,6 684,53 684.,4
500 766,4 696,8 669,7 684,53 694,3
600 699,2 740,7 703,7 684,53 7042
700 776,1 778,9 737,7 684,53 709,9
800 684,1 8114 771,8 684,53 731,9
900 734,2 838,2 805,8 684,53 749,6
1000 854,8 859,3 839,8 684,53 753,5
1100 799,5 874,7 873,9 684,53 763,4
1200 824.9 8844 907,9 684,53 783,1
1300 934,6 888,3 941,9 684,53 787,0
1400 1007,5 886,6 771,6 684,53 802,8
1500 947,1 879,1 1010,0 2416,58 1237,5
1300
1200 -
1100
1000 o
o]
900 -
° o]
800 - ° ° o
o
700 o
600 -
500 ° | : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
a) eset
1300
1200
1100
1000 /
900 y)o/a
o
800 o
o)
700 o
600 °
/
500 ? T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

b) eset
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1300

1200 H

1100
1000 A ©

900

800 -

700 A

600 -

500 T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

c) eset
1300

1200 - /

1100

1000

900 A
800 - /g/
700 g

600 - /

500

T
0 500 1000 1500 2000 2500

d) eset
7.3. abra. A 7.1. tablazatban mutatott adatokra végzett illesztés eredményei

A bemutatott esetek egyikében sem vennénk észre, hogy az adatokkal baj lehet, ha
nem vizsgaljuk meg a roluk késziilt dbrakat. Az a) eset kifogéastalan linedris regresszi-
ot mutat. Nagyjabdl ilyennek kell lenniiik az illesztett egyenest és a mért adatokat
egylitt mutat6 abraknak. A b) esetben nyilvanvalo, hogy a mért adatok nem lineérisan,
hanem (legaldbb) kvadratikusan fiiggenek x-t6l, tehat az illesztést meg kell ismétel-
nlink egy magasabb fokszdmu polinommal. A c) esetben x = 1400-nél nyilvanvaldéan
fellépett egy kiszord pont, ami valdszintileg téves adatbevitel kdvetkezménye. Hason-
16 oka lehet a d) esetnek, de itt az x valtozo értékei vannak hibadsan megadva.

Nemlinearis problémak linearizalasa

Az ¢el6z0 szakaszban targyalt illesztési problémak kozos jellemzdje, hogy az
illesztofliggvény linedris a keresett paraméterekben. llyen esetekben az illesztés a
(7.3) linearis egyenletrendszerre vezethetd vissza. Szamos illesztési probléma van
azonban, amelyekben az illesztofliggvény a keresett paraméterekben nem linedris.
Ennek legegyszertibb példaja az exponencialis illesztés:

M(&;) = aje™ ", i=1,2,..,n. (7.17)

Ebben az esetben a minimalizalando funkcional a
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0= iwi (651' —a;e” )2 (7.18)
i=1

alakban irhat6 fel. Ha ennek az a;-re és a,-re vonatkozd derivaltjait nullaval tessziik
egyenldvé, egyenletrendszert kapunk a-re és a,-re vonatkozdan. Az adodo egyenletek
transzcendensek, tehat csak iteracioval oldhatok meg, aminek az elkeriilése érdekében
szokds az illesztési problémat linearizalni: vessziik a (7.17) egyenlet logaritmusat.
(7.17) szerint a kozvetlenlil mért & mennyiségek logaritmusa a keresett paraméterek
linearis fliggvénye:

]né‘l.zlnal—azxi, i=12,....n. (719)

Ha tehat In¢&; értékeire egy (7.1) szerinti linearis regressziot alkalmazunk, a kapott
eredményekbdl a keresett paraméterek meghatarozhatok.

Hasonlo linearizalast alkalmazhatunk egy sor egyéb illesztési probléma megolda-
saban is. Két példat mutatunk még. Amikor a sugardézist mérjiik a tavolsag fiiggvé-
nyében, az illesztofiiggvény

M(&) = f(x1.a) =

a
(x,. - az)z

alaku. Ez a probléma ugy linearizalhatd, hogy vessziik a mért dozisok négyzetgyok-
ének a reciprokat:

(7.20a)

1 aj
=aj+apx;, ahol a;=—-H, a2:——2. (7.20b)

J&  ar ai af

A vesszOs paraméterek a (7.1) szerinti linearis regresszioval becsiilhetok, majd belo-
liik az eredeti paramétereket a (7.20b) alatti képletekkel kapjuk meg.

A masik példa a reaktorban mért axialis eloszlas, amelyre vonatkozoéan az illeszt6-
fliggvény

1 x—-a

M(fl-) = f(xi, a) =a cos[az(xi —ajy )] (7.21a)

alakd. Ez a probléma akkor linearizalhato, ha ismerjiik a; értékét. Ha a mért értékeket
x; figgvényében felrajzoljuk, a maximalis érték a; jo becslése. Ezutan a linearizalas
mar elvégezhetd az arccos fiiggvény segitségével:

arccosé = az(xl- - a3) =aj +asx;,ahol a, =a{, a3 = —a—%. (7.21b)
a ay

A vesszOs paraméterek a (7.1) szerinti linedris regresszioval becsiilheték, majd beld-

liikk az eredeti paramétereket a (7.21b) alatti képletekkel kapjuk meg. Ha sziikséges, a;

becslését javithatjuk: a linedris regresszidt a; kiilonbozd értékei mellett végezziik el,

¢és végiil azt valasztjuk, amelyre a (7.2) szerinti Q a legkisebb.

A példak sorat folytathatnank. Mindegyik lényege, hogy a mért adatokat valami-
lyen alkalmasan valasztott fiiggvény szerint transzformaljuk gy, hogy a transzformalt
mennyiségek varhato értéke egy kétparaméteres linearis fliggvénnyel legyen kozelit-
hetd. A mddszer legfobb elénye, hogy az igy transzformalt mennyiségeket x; fliggveé-
nyében abrazolva egyszerl grafikus becslést kaphatunk a keresett paraméterekre. Az
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ilyen médon végzett illesztés elméleti kérdéseinek egy kiilon részt szenteliink (6.6.
alfejezet).

7.2. Polinomillesztés

Definiciék
A 7.3.b). abran lathato pontok nyilvanvaléan nem irhatdk le egy linearis fliggvény-
nyel. Ilyen esetekben probalkozhatunk egy magasabb fokszamu polinommal:

m
M(&) =Y apx!t ™, i=1,2,...,n. (7.22)
k=1

A minimalizdland6 funkcional ekkor

2
0= w{é - kZakx,-’“lj : (7.23)
i=1 =1

Az illesztés végrehajtasa a 7.1. alfejezetben targyalt linedris regresszidé mintdjara tor-
ténik, ezért csak roviden ismertetjiik a modszert. Ha O-t a keresett paraméterek szerint
derivaljuk, és a derivaltakat nullaval tessziik egyenldvé, a kovetkezd egyenletrend-
szert kapjuk k=1, 2, ..., m-re:

100 < ki < k-1 <
e S |G Laexi | =gk~ 2 Rueay =0,
R k'=1 k=1
ahol bevezettiik az
n
Rkk' = z wl.xl.k-'_k -2 (7243.)

i=1
és

n
k— '
gk =D Widix; Lokk=12,m (7.24b)
i=1
jeloléseket [vO. (7.4a) és (7.4b)]. Végeredményben ismét a (7.3) linearis egyenletrend-

szert kapjuk, ahol (7.3)-at ebben az esetben megoldva (7.5) szerint kapjuk a paraméte-
rek becsiilt értékeit. Kovarianciamatrixukat pedig a

B=c’R! (7.25)
képlet adja meg, ahol o becslése
SZ — len , (7_26)
n—m

[vO. (7.11)]. A k-adik paraméter szorasnégyzete
D2(a,)= 2[R‘l] k=1,2, ..
(@)=s " , 2, e (7.27)
tovabba a megfeleld konfidenciaintervallum
a, —yD(a,)<ay <a,+yD(a,), k=12,..,m, (7.28)
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[vé. (7.12)].

l0g10,C

10g10C 1

yaz (n — m) szabadsagi fokt Student-eloszlas kvantilise (v0. 2. fliggelék).

50
(o] X
40 o >4
30 n o X
o X
wr 20 (] X
& X
l .
° oOo x><><
01 e Hop
-10 T T T
-20 0 20 40 60 80
X
0
-5 4
.10 -
-15
-20
-25
'30 T T T
0 20 40 60 80 100
Xéllag
7.5a. abra. A C,(R) paraméter fiiggése X -tol (n = 20)
0

. . . .

—

-15
-20 ——m=2 ‘.\‘\‘
—a—m=3
-25 ——m=4
-30 T T T
20 40 60 80 100 120

X atlag

7.5b. abra. A C,(R) paraméter fliggése X -tol (n = 50)

Numerikus problémak

A polinomillesztés a legegyszeriibb fliggvényillesztési feladatok kozé tartozik,
mert (7.22) a keresett paraméterekben linearis fiiggvény.69 Emiatt nincs sziikség a 6.2.

% Ez nem tévesztendd ssze a linedris regresszioval, ahol a “lineéris” jelz6 arra utal, hogy az illeszté-
fliggvény az x; valtozdban linearis. Mas kérdés, hogy a (7.1) fiiggvény éppen a paraméterekben is linea-

I18S.
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alfejezetben targyalt iteraciora. Az ehhez hasonl6 eldnydk mellett azonban a polinom-
illesztés numerikusan a legkellemetlenebb feladatok k6zé tartozik. Illusztracioképpen
tekintsiik a 7.4. abrat, amely két, egymashoz képest eltolt parabolat mutat: az elsén az
x; értékek az origod koriil, a méasodikon az x = 60 érték koriil csoportosulnak. Az elébbi
esetben numerikus probléméak nem jelentkeznek, viszont az utébbiban nem egyszerii
az R matrixot invertalni.

A 2.3. alfejezetben foglalkozunk a matrixok invertdldsanak a problémaival. A
(2.10) keépletben definidlunk egy C; mérdszamot, amely megmutatja, milyen mérték-
ben rosszul kondicionalt az invertalandé matrix.”® Kiszamoltuk m = 2-, 3- és 4-edfoka
polinomokra ezt a mutatdt az x; értékek atlaganak a fliggvényében. A 7.5a. abrdn mu-
tatjuk be az eredményt arra az esetre vonatkozoan, amikor az illesztendd pontok sza-
ma n = 20. Lathat6, hogy C; rohamosan csokken, és harmadfoka polinom (m = 4) ese-
tében mar 102" nagysagrendii érték. Ekkor az invertalaskor méar 8-9 értékes szamjegy
elvész, tehat az inverzet dupla pontossagu szamitassal is csak koriilbeliil négy tizedes-
jegy pontossaggal lehet megkapni. Amint a 2.3. alfejezetben megmutatjuk, az inverzet
utoiteracioval javitani lehet. m = 5 esetében azonban mar elképzelhetd, hogy a szami-
togépi pontossagon beliil az inverzet nem lehet kiszamitani. A probléma mértéke fiigg
a pontok szamatdl: a 7.5b. dbran ugyanezt bemutatjuk n = 50 esetében is. A helyzet
némileg javult, de nem sokkal.

Ortogonalis polinomok

Az imént bemutatott numerikus problémak kezelésére szolgalnak az ortogonalis
polinomok.”" A 7.5a. és 7.5b. abrdkrol latszik, hogy a polinomillesztés akkor a leg-
kedvezdbb, amikor az x; értékek atlaga az origd koriil van. Ha torténetesen nem ilye-
nek, akkor ilyenné lehet transzformalni, vagyis a (7.22) illesztéfliggvény helyett egy
transzformalt polinomot hasznalunk:

f’(xi,c):ick(xi—xo)k_l, i=12,....n,
k=1

ahol x( egy alkalmasan megvalasztott allandd. A fentiekbdl kovetkezik, hogy célszeri
az x; értékek atlagaval egyenlonek valasztani. Az illesztésbdl adodo ci, ca, ..., cm
egyltthatokbol az eredeti egylitthatokat egyszeriien kiszamithatjuk.

Ezt az oOtletet tovabbfejleszthetjiik, ha az eldbbi transzformacid helyett az altaldno-
sabb

m
f’(xl.’c): chgpk(xi), i=12,....n (7.29)
k=1

képletet irjuk, ahol ¢x(x) egy (k— 1)-edfokd polinom. A maétrixinverzié6 numerikus
problémait ugy tudjuk a legjobban kikiiszobdlni, hogy az R matrixot diagonalissa
tesszlik. Ehhez az sziikséges, hogy a (7.29)-ben szerepld polinomok ortogonalisak le-
gyenek:

D> wipk (x;)pp(x;) = 5kk'ZWi[(0k (xi)]z : (7.30)
i=1 i=1

7 Minél kisebb C), annal nehezebb az inverzet kiszamitani.
' Elméletiiket eredetileg Csebisev dolgozta ki.
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Itt o a Kronecker-delta. Ezeket a polinomokat rekurzioval épitjiik fel. Az els6t azo-
nosan 1-gyel tessziik egyenl6vé:

¢1(_x)51’ (7.31a)
¢és a tobbit
k-1

(/?k(x) S del(DZ(X) (7.31b)
=1

alakban keressiik. A definiciobol kovetkezik, hogy dix = 0. A (7.30) ortogonalitasi fel-

tételbol szamolhato az itt szerepld tobbi egyiitthato:
n

k_
Wi X; 1(/’1(xi)
dy =121 , 1=1,2,..,k—=1; dy =0. (7.31c)

n

Z,Wi [(Pl(xi )]2

Ezekkel a polinomokkal (7.23) helyett a

2
0= Wi(é:i - ch(”k(xi)j (7.32a)
-1

k=1

1

funkcional minimumat keressiik a ¢; paraméterek fiiggvényében. Ez most is a (7.3)
alaka

R'c=g’ (7.32b)

crer

Rige = > wigs (x)pie (x1) = S0 2 w0 ()] (7.32)
i=1 i=1
és
gk =2 wisipi(x;), (7.32d)
i=1

(k, k’=1, 2, ..., m). Az R’ matrix invertadldsa nem okoz semmiféle numerikus problé-
mat, hiszen most

4

&k .
;Wi [€0k(xi )]2

A (7.25) képlet alapjan ezek a paraméterek egymastdl fliggetlenek, és szorasnégyze-
tiik

Cp = (7.33)

1 1
n ) - Rl’ck ’ (734)
Wil Pr\Xi
$ ufouto]

Mind az ortogondlis polinomok megszerkesztéséhez, mind az eredeti paraméterek
rekonstrudldsahoz sziikség van a polinomok egyiitthatdira. Keressiik tehat a polino-
mokat

D*(¢,) =
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k
o (x) =D byx'"! (7.35a)
=1

alakban. (7.31)-b6l kovetkezik, hogy
b =1, k=12,....,m. (7.35b)
(7.31b) szerint pedig

k-1
bkl = del'bl'l’ l: 1,2, ceey k_ 1, (7356)
I'=1
aminek a levezetését az Olvasora bizzuk.
Az imént kapott algoritmus megvildgitasa érdekében kiszdmitjuk az els6 néhany

ortogonalis polinomot. (7.31)-b6l kovetkezik, hogy di; = 0, b;; = 1. Helyettesitsiik ezt
(7.35b)-be és (7.35¢)-be k = 2 mellett:

b22 =1, b21 :dZIbll :d21'
(7.31c) alapjan

n
zwixi(Dl(xi) WiX;

i
=1 =1 =
d21 =1 =1 " =—-X,

éwi[¢l(xi)]2 Z Wi

i=1

vagyis

Py(x)=x-X.
Ez eddig ugyanaz, mint amit a 7.5. dbrak alapjan heurisztikusan sejtettiink. Alkalmaz-
zuk ismét (7.31c¢)-t:

(7.35b)-b1 és (7.35¢)-bdl
b33 =1 ’ @2 = d32b22 = d32 > b31 = d31bll + d32b21'

Ezt tovabb folytatva felépithetjiik a @4(x), @s(x) stb. polinomokat. Amikor programot
készitiink, a polinomok helyettesitési értékeinek a kiszdmitasara célszerli a Horner-
elrendezést alkalmazni, vagyis a (7.35a) képlet helyett a kovetkezd sémat beprogra-
mozni:

D ()C) = bkl + X(bkz + X(bk3 +.. 'x(bk,k—l + kak ))) .
fgy tudjuk nem csak a szorzasok és 6sszeadasok szamat, hanem a kivonasi jegyvesz-

teségeket is a minimumra lehet csokkenteni.
Az eredeti polinom egyiitthatoit a kovetkezd azonossagbol kapjuk meg:
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Zakx B Ech(pk(x).
k=1 k=1

Konnyt belatni, hogy ez az azonossag akkor teljestil, amikor

m
ap = chblk . (7363.)
1=k

Ennek a képletnek az alkalmazéasakor is Iéphetnek fel kikeriilhetetlen kivonasi jegy-
veszteségek, de ezek altalaban sokkal kisebb hibat okoznak, mint azok, amelyek a
matrixinvertalas soran fellépnek. Ha bevezetjiik az

by 0 0.0
bzl b22 0 ..... O

A=
b, b,y byz....b,,

jelolést, akkor (7.36a)-t atirhatjuk vektori alakba:

7= AT, (7.36b)
(3.29) alapjan adodik ebbdl az eredeti paraméterek kovarianciamatrixa:

B; =A"BzA=0c’ATR"'A. (7.37)

Vegyiik észre, hogy (7.35b)-re vald tekintettel mindig

A, = Cp. (7.36¢)

Hanyadfoku legyen a polinom?

Gyakran kérdezziik, hanyadfoka polinomot célszerti valasztani. Nyilvan minél ma-
gasabb a polinom fokszdma, anndl jobban fogja az illesztéfiiggvény a mérési eredmé-
nyeket kozeliteni. Mivel az a becsiilt paraméterek szoérdsa viszont rohamosan no a
fokszammal, igyeksziink minél alacsonyabb fokszdmu polinomot illeszteni. Szélsd
esetben n pontra egzaktul lehet egy (n — 1)-edfoku polinomot illeszteni (m =n), de
ennek aligha van valami fizikai értelme. Az ortogonalis polinomok segitségével meg-
talalhatjuk e két ellentmond6 szempont kozott a kozéputat.

frjunk fel ugyanis konfidenciaintervallumot a ¢; egyiitthatokra. Ha y az (n —m)
szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise, akkor (7.28) mintajara a kdvetkezd inter-
vallumot szerkeszthetjiik meg:

,Ek_yD(,Ek)Sck Sgk +}/D(Ek), k:1:29 ey M, (7'38)

ahol a szoréasokat (7.34) alapjan becsiiljik. Mivel ezek az egyiitthatok egymastol fiig-
getlenek, azokat el lehet vetni, amelyek nem kiilonboznek szignifikansan 0-tdl, vagyis
amelyekre a (7.38) intervallum tartalmazza a 0-t. m megfeleld értéke tehat az a legna-
gyobb k, amelynél nagyobb indexekre ez teljesiil.
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Az elmondottakat a 7.2. tablazatban mutatott adatokkal illusztrélljuk.72 Harmadfo-
ka polinomot illesztettiink rajuk, és 99% konfidenciaszinten a kovetkezd intervallu-
mok adddtak (7.38) és a 2. fliggelék szerint:

351,56 <c¢; <352,26; 04149 < ¢, <0,4376;
1,778-107° < ¢3 £2,507-107; —1,142-107° < ¢4 <1,312-107°.

Lathatd, hogy ¢4 nem kiilonbozik szignifikansan 0-t6l, tehat m megfeleld értéke 3, va-
gyis az adatok leirhatok egy mdsodfoku polinommal. Amikor ilyen kovetkeztetésre
jutunk, érdemes az illesztést az alacsonyabb fokszdmmal is megismételni. Ha akkor a
fentitdl 1ényegesen eltérd konfidenciaintervallumok jonnek ki, akkor ez azt jelenti,
hogy a polinomillesztéssel nincs minden rendben. Nézziik meg ezért, mi jon ki Omin-
ra a két illesztésben:

Qmin = 3,553 m=4-re ¢&s Qmin = 3,564 m=3—ra.

A két érték gyakorlatilag megegyezik egymadssal, tehat teljesen elegendd masodfoku
polinomot illeszteni. Ezt illusztralja a 7.6. dbra, amelyen a 7.2. tablazatban talalhatd
adatokat és az illesztett fliggvényt abrazoljuk.

7.2. tabldzat. Példa polinomillesztésre

X 51 X é

22,00 330,38 90,73 353,02
35,90 332,55 94,70 355,00
45,61 335,45 100,00 357,03
54,85 338,95 105,61 360,03
63,30 340,80 111,30 362,96
65,68 342,52 115,70 366,08
73,38 345,02 120,40 368,45
80,67 347,42 126,10 371,40
85,99 351,00 131,44 376,33

380
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7.6.dbra. A 7.2. tabldzatban talalhato adatok és az illesztett masodfoku polinom

72 Ezek valosagosan mért adatok: egy reaktor magassagat (&) mutatja a hdmérséklet (x;) fliggvényében.
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Elvileg ugyan lehetséges, hogy egy ci egyiitthatot ilyen alapon 0-nak vesziink, és
egy masik, magasabb fokszamu ¢y(x) polinomé meg szignifikansan kiilonbozik 0-tol,
de ez nem szokott a gyakorlatban eléfordulni. Ha ugyanis a mérések leirhatok egy .-
adfokt polinommal, akkor a (7.30) szerinti ortogonalitds miatt &’ > k-ra mindegyik
¢ varhato értéke zérus. Ez is az ortogonalis polinomok elénye, mert az a; egyiittha-

tokkal konnyen megtorténhet, hogy a@; nem kiilonbozik szignifikdnsan 0-t6l, de
k' > k-ra a;. igen. Természetesen az ortogondlis polinomokkal sem art a kortiltekin-
tés.

7.3. Hibaterjedés

Gyakran fordul el6, hogy valamilyen mennyiséget kdzvetlen mérésbol vagy illesz-
tésbol szarmazod valoszinliségi valtozok fiiggvényében szamitjuk ki. Az eredmény
szintén valoszinliség valtozo. Ahhoz, hogy vele tovabb tudjunk dolgozni, ismerniink
kell varhato értékét €s szorasat. ToObb mennyiség szamitasa esetében sziikség lehet a
kovariancia kiszamitasara is.

Az eddigi alfejezetekben tekintett illesztésekben tulajdonképpen mar ezt tettiik, hi-
szen a kozvetlenill mért & (i =1, 2, ..., n) mennyiségek fliggvényében becsiiltiik a ke-
resett aj, a,, ... paramétereket, és hataroztuk meg rajuk vonatkozdan a varhato értéket,
szoras €s kovarianciat. Azt is mondhatnank tehat, hogy a vizsgéalando fiiggvénykap-
csolatot illesztofiiggvénynek tekintve kozvetleniil alkalmazhatjuk korabbi képletein-
ket. Ilyesmit mégsem mondunk, mert szeretnénk a gyakorlatban kdzvetleniil hasznal-
haté modszereket és képleteket levezetni. Vizsgalni fogjuk tehat az

e = &k(&1:62,-08,) = gk(g)a k=1,2,..,m (7.39)

alaku fiiggvényeket. Tobbnyire csak az m = 1 esettel foglalkozunk. Ilyenkor elhagyjuk
a k indexet.

Varhato érték
Legyen el6szor n=1. Fejtsiik a g-fliggvényt az y=M(&) varhatd érték koriil
Taylor-sorba:

1
g(8) = 2(»)+ g (Vs - »)+ 2" ()¢~ D (7.402)
Itt a paratlan kitevdjli tagok varhato értéke eltlinik, vagyis
1
M[g(8)] = &(3) +5 &"(4) D*(&)+-... (7.40b)

ahol a ki nem irt tagok koziil az els6 a g-fliggvény negyedik derivaltjaval és negyedik
centralis momentumaval aranyos (vo. 3.1. alfejezet).

Amikor a g(&) fliiggvényt kiszamitjuk, a g(y) mennyiségre szeretnénk becslést kap-
ni. Lathatd, hogy ez csak akkor torzitatlan, amikor a (7.40b)-ben kiirt masodik tag az
elsé mellett elhanyagolhatd. Az alabbiakban ezt mindig fel fogjuk tételezni. Ekkor
azonban a Csebisev-egyenltlenségbdl (3.3. TETEL) kovetkezik, hogy a (7.40a) sorfej-
tésben a négyzetes tag nagy valosziniiséggel elhanyagolhat6. Mas szdval: a g(&) fligg-
vény linearizalhatd. A tovabbiakban tehat a

Ag=g(&)-g(y)=g'()E-y) (7.41a)
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kozelitést alkalmazzuk. Ha nem egy, hanem tobb valoszinliségi valtozo szerepel, ak-
kor ennek az analogonja a
n ag
Ag:g(flafb'-"én)_g(ylayZ""ayn)EZ ( j

vy & - i) (7.41b)

képlet. Konnyl ezt atvinni az m > 1 esetre is.

A jobb oldalon szerepld (& — y;) kiilonbségek az egyes valdszintiségi valtozok mé-
rési (illesztési) hibai. A (7.41) képletek megadjék, hogy ezek hatdsa hogyan terjed at a
kiszamitand6 fiiggvényre. Ezért szoktunk hibaterjedésrél beszélni. Mivel azonban a
hibdkat nem ismerhetjiik, csak arra van lehetdségiink, hogy ezek legfébb jellemzdjét,
a szorast kiszamitsuk a kdzvetlenlil mért mennyiségek szorasanak a fliiggvényében.

A kiszamitott fliggvény szérasa
Tegylik fel eldszor, hogy a & valoszinliségi valtozok fiiggetlenek. Ekkor az 3.8.
TETELt alkalmazhatjuk. Az eredmény annyira fontos, hogy tétel formajaban mondjuk
ki:
7.1. TETEL. Ha a & valoszinliségi valtozok fiiggetlenek (i =1, 2, ..., n) és g a valoszi-
nlségi valtozok olyan fiiggvénye, amelyre alkalmazhat6 a (7.41b) kozeli-
tés, a fliggvény helyettesitési értékének szorasnégyzete

e -] EE v oo

Ez az altalanosan hasznalt hibaterjedési képlet.
Példaképpen tekintjiik a (7.20b) képletben szerepld a, paramétert. A linearizalt il-
lesztésbdl kapjuk az a{ és a; paramétereket, amelyekbdl az

képlet alapjan kapjuk a keresett paramétert. Feltessziik egyeldre, hogy a vesszOs pa-
raméterek kozotti kovariancia elhanyagolhat6. (7.42) szerint ennek a szorasnégyzete

~dd

S EAREERENE)

a aj

A hasonl6 szorzat, illetve hanyados alaku fiiggvények esetében egyszeriibb, ha vesz-
szik a g-fliggvény logaritmusat:

1n|c72| = ln|c7§|—ln|~' ,
majd ennek vessziik a differencialjat:
Ala| _ Alay| Al

@l

b

¢s alkalmazzuk a szorasnégyzetek Gsszeadasi torvényét:
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D2(a~2) _ D2(c71')+ DQ(aNr)
~2 ~2 ~2 s
a2 al a2
amibdl
D?(a;) D*(aj V[ D2(z1) D(a
Dz@):@{ @), ~('22)H?'j { @), Ngzz)]_
a a a ay a,

Koénnyl belatni, hogy ez azonos a (7.42) képlet kozvetlen alkalmazasaval kapott
eredménnyel. Két valtozd esetében talan bonyolultabbnak tlinik a logaritmuson alapu-
16 szamitas, de sok tényez6 esetében, féleg ha gyokok és hatvanyok is eléfordulnak, a
logaritmus képzése mindig egyszerusitést jelent.

A (7.42) képlet nem érvényes, amikor a szerepld valdszinliségi valtozok korrelal-
tak. Egyszerlien bizonyithat6 a

7.2. TETEL. Ha g a & valosziniliségi valtozok (i = 1, 2, ..., n) valtozok olyan fliggvénye,
amelyre alkalmazhat6 a (7.41b) kozelités, a fiiggvény helyettesitési érté-
kének szérdsnégyzete

Dz[g(é] M[ Ag) ] ZZ;?I 88; cov(&,¢))- (7.43)

Ennek a tételnek az alkalmazasa els6sorban akkor jon szdba, amikor a szerepld valo-
szinliségi valtozok illesztett paraméterek. Térjlink vissza a fenti példahoz, ¢és ne ha-
nyagoljuk el az illesztett paraméterek kozotti kovarianciat! A (7.43) képlet ekkor a

>

N2 2
D%@):[f}zj Dz(ﬁl')+(%j D2(a3)- 2323 cov(a/,a3).

a 1 ap

Megjegyzendd, hogy itt is alkalmazhatd a logaritmalds, de nagyon kell vigyazni az
el6jelekre. Aki nem jartas a dologban, jobban teszi, ha a r6gosebb, de egyenes utat
valasztja, vagyis kozvetleniil a (7.43) képletet alkalmazza.

Fliggvények kovarianciaja

Amikor (7.39) szerint egynél tobb fiiggvényt szamitunk ki (m > 1), a kiszamitott
figgvényértékek korrelaltak lesznek, hiszen ugyanazoktol a valdsziniiségi valtozoktol
fiiggnek. Ebben az esetben érdekes a kiilonboz6 k indexekhez tartozo fliggvényérté-
kek kozotti kovariancia. Ezt (7.41b) alapjan irhatjuk fel. Rogton az altaldnos esetet
tekintjiik, vagyis nem tételezziik fel, hogy a kozvetleniil mért (illesztett) valdszinliségi
valtozok fliggetlenek. Egyszeriien bizonyithato a

7.3. TETEL. Ha a g; figgvények (k=1, 2, ..., m) a & valdszinliségi valtozok (i =1, 2,
., n) valtozok olyan fiiggvényei, amelyekre alkalmazhat6 a (7.41b) koze-
lités, a fliggvények helyettesitési értékének a kovarianciaja

o4(Ep 21 (€)] - ZZZ? gggf cov(6:.)). (7.44)

E képletet a fent tekintett linearizalt illesztés eredményeire alkalmazzuk. Kiszamit-
juk a (7.20b)-ben szerepld a; és a, paraméterek kovariancidjat:

cov
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24, 2
jﬁ Dz(c?l’)+ — cov(ay,ay).

1 aj

COV[al ,612] =-

Mint a kovariancidk esetében altalaban, itt is ligyelni kell az egyes tagok eldjelére.

Konfidenciaintervallumok

Amikor a kozvetleniil mért (illesztett) valosziniiségi valtozok mind Gauss-eloszla-
suak, a vizsgalt fiiggvények helyettesitési értékérdl ugyanezt lehet mondani. Ebben az
esetben tehat nem okoz problémat a konfidenciaintervallumok megszerkesztése.

Az illesztett paraméterek esetében azonban a szordsok mindig csak véges szabad-
sagi fokkal becsiilheték. Ilyenkor bonyolultabb feladattal allunk szemben, de — bonyo-
lultsdga miatt — ennek részleteibe nem megyiink bele.

7.4. Simitas és differencialas

Gyakran eldfordul, hogy egy ismeretlen fliggvényt kisérletileg meghatarozunk, és
szeretnénk becslést adni magara a fliggvényre. Ezt nevezziik simitasnak. Az aldbbiak-
ban megmutatjuk, hogyan alkalmazhat6 erre a polinomillesztés. A simitds azon ala-
pul, hogy tetszdleges, nem nagyon gyorsan valtozo (in. sima) fliggvényt egy elegen-
dden sziik intervallumban Taylor-sorba lehet fejteni és a sort x hatvanyai szerinti poli-
nomba lehet atrendezni:

F)= )+ o o =) 3£ ko Yor =0 .=
= | )0 oo 3 (o) [ L) (o e

1
+{Ef"(xo)}x2 to=a +ayX+azxt 4.

Mas szoval: az ismeretlen fiiggvényt egy alkalmas fokszamu polinommal kozelitjiik.
A 7.6. abran lathato gorbe esetében elég volt egyetlen polinomot illeszteni, de nem ez
az altalnos eset, mert altalaban alkalmasan valasztott szakaszonként kiilonb6zd poli-
nomokat kell illeszteni. Természetesen nem csak polinommal, hanem mas illeszthetd
fliggvénnyel is lehet simitani.

Ha az illesztett polinomot (polinomokat) differencialjuk, akkor az ismeretlen fiigg-
vény derivaltjara is kaphatunk becslést.

Simitas
A 7.2. alfejezetben felirtuk a polinomillesztés végrehajtasahoz sziikséges képlete-

ket. A simitas végrehajtasanak részeként azonban ezen tilmenden még ki kell szami-
tanunk a becsiilt fliggvény értékeinek a szorasat és a kiilonbozé x értékekhez tartozo

crevs

leteit hasznalhatjuk. Tegyiik fel, hogy a gorbe valamelyik szakaszan egy masodfoku
gorbét illesztettiink, és eredményiil az a;, a, és a; paramétereket kaptuk, amelyek

kovarianciamatrixa B,. Ekkor a keresett fliggvényt az x = x; mérési pontban az
;=) + X, +A3x] (7.452)

képlettel becsiiljiik. A (7.43) képlet szerint ennek a szorasnégyzete:
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m m

D*(7)=> > [B, ], x . (7.45b)

k=11=1
A (7.44) képlet alapjan kapjuk az x = x; és x = x; pontokhoz tartozé értékek kovarian-
cigjat:
m m

cov y,,yl zz klx ; 1 . (7.45¢)
k=11=1

Az eljaras szamitogépre valo programozdsdhoz hasznos ezeket a képleteket vekto-
ros alakba is atirni. Jeloljik az illesztofiiggvénynek az illesztett paraméterek szerinti
derivaltjait Fy-val:
of (x;,a)

aak

F, =

ik

, k=1,2, ..., m; i=1,2,..n

Ebbdl képezziik az nxm méretli F matrixot. Polinomillesztés esetében
[Fl, =Fe=x/"" k=12..m  i=12,..n (7.46a)

A w; stlyokbol képezziik a diagonalis W matrixot. Ekkor a (7.24) képleteket a kdvet-
kezdképpen irhatjuk at vektori alakba:

R =F'WF, (7.46b)

g=F'WE, (7.46¢)

ahol E amért &, &, ..., & mennyiségekbol képezett (n-elemit) vektor.

Mint mondtuk, a simitas abbol all, hogy a paraméterek becsiilt értékét behelyette-
sitjiik az illesztéfiiggvénybe:

m
&~ Zakxl Z kak , (7473)
k=1

amit az alabbi mddon irhatunk at vektori alakba:
y=Fa=FR !g=FR'FTWE . (7.47b)

E vektor kovarianciamatrixanak a kiszamitasakor abbol indulunk ki, hogy a w; sulyok
forditva aranyosak a mért mennyiségek szorasnégyzetével:

B; = W,
A keresett kovarianciamatrixot a (3.29) képlet alapjan kapjuk:
By =o’FR'F'WW 'WFR'F' = °FR'F". (7.48)

Ezt az O0sszefiiggést a kovetkezo, altalanosabban hasznéalhato alakban is felirjuk [vO.
(7.29)]:

By =FB,F'. (7.49)
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7.7. abra. A simitand6 gorbe pontjait a szaggatott vonalak szerint részhalmazokra bontjuk

A 7.2. tablazatban szerepld adatokra sikeresen illesztettiink egy mésodfoku poli-
nomot, s6t arrol is meggydzodtiink, hogy nincs sziikség magasabb fokszamu polinom-
ra. Nem minden eset ilyen egyszerli azonban. Az alabbiakban egy bonyolultabb esetet
elemziink. A 7.7. dbra egy ilyen esetet mutat. A pontok ugy keletkeztek, hogy egy
koszinuszfiiggvény ¢€s egy exponencialis fliggvény Osszegéhez hozaadtunk o= 100
szorasu, Gauss-eloszlasu valdszinliségi valtozo szamitogéppel generalt értékeit. Nyil-
vanvald, hogy rendkiviil magas fokszamu polinomra lenne sziikség, ha ezt a ,,mért”
gorbét egyetlen polinommal préobalnank simitani. Ezért a pontokat az abran bejelolt
helyeken részhalmazokra osztottuk, és az igy kapott (20-elemii) csoportokra kiilon
probalunk meg polinomokat illeszteni. Igy dsszesen tiz kiilonalld polinomot kapunk.
Egyiitthatoikat a kovetkezOképpen jeloljiik:

az els6 szakaszon:  aj +a,x; + a3xl~2 ,
a masodik szakaszon:  a, +asx; + a6xl-2 ,
a harmadik szakaszon: a5 +agx; + a9xl~2
¢s igy tovabb az utolso6 szakaszig:
a tizedik szakaszon:  a,g +aygx; + a30xl-2 .

Végeredményben tehat 6sszesen 30 paramétert illesztettiink, de ezek harmasaval egy-
mastol fiiggetlen csoportokat alkotnak. Harmadfokt polinomok esetében az illesztett
paraméterek jelolése a kovetkezo:

az elsd szakaszon:  a; +a,x; + a3xl-2 + a4xl-3 ,
a masodik szakaszon: a5 +agx; + a7xl-2 + agx;" ,
a harmadik szakaszon:  aq +a;ox; + allxl-z + alzxf
¢s igy tovabb az utolso szakaszig:

a tizedik szakaszon: a3y +asgx; + a39xl-2 + a40xl-3 :
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Magasabb fokszamu polinomok esetében a polinomok felirdsa analdg.
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7.8a. abra. A 7.7. abran definialt csoportokra kiilon illesztett masodfokt polinomok (m = 3)
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7.8b. abra. A 7.8a. abran lathat6, de nulla szordsu pontokra illesztett masodfoku polinomok (m = 3)

Az illesztett masodfokt polinomok (m = 3) a 7.8a. dbran lathatok. Lathatd, hogy a
simitds nem sikeriilt valami kiiléndsen jol: az egyes darabok nem csatlakoznak egy-
mashoz, inkébb a pontoknak az adott csoporton beliili flutuaciot kovetik, mint a felté-
telezett sima gorbe menetét. Jollehet a gyakorlatban nem tehetjiik meg, a 7.8b. abrdn
mégis megmutatjuk, hogyan viselkednek az illesztett polinomok o= 0 szdras esetén.
Az eredeti és az illesztett gorbe szinte meg sem kiilonbdztethetd egymastol. Ez azt
jelenti, hogy nem a polinomok fokszdmaval van a baj, hanem azzal, hogy az illesztett
tiz polinomdarab nem ad kellden j6 simitast. Két dolgot tehetiink: egyrészt attérhetiink
nagyobb csoportokra (példaul a tiz 20-elemii csoport helyett vehetiink 6t 40-elemii
csoportot), masrészt eldirhatjuk, hogy az egyes polinomdarabok folytonosan illesz-
kedjenek egymashoz. Az elébbi megoldas csak elodazza problémat: tiz rosszul illesz-
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kedd polinomdarab helyett 6t rosszul illeszkedd polinomdarabbal kell bajlodnunk.

"

Tehat nem keriilhetjiik el a polinomdarabok folytonos illeszkedésének az el6irasat.

Ha 7.7. abran megjelolt szakaszhatarokat zj, z, ..., zo-cel jeldljiik, akkor ez azt je-
lenti, hogy ezeken a helyeken a kovetkezd mellékfeltételek teljesiilését koveteljiik
meg (masodfoku polinomok illesztése esetén):

a; +a,zy + a3212 =a, +asz) + a6212 , (7.50a)
2 2
ajs+daszy +Cl622 :a7 +dgzy +a922 (750b)
¢s igy tovabb az utolso elvalaszto pontig:

2 2
asyg +a2629 +a27Z9 =djg +a2929 +a3029 . (750C)

1500

1000

500

-500

_1000 T T T T T
-60 -40 -20 0 20 40 60

7.8c. dbra. A 7.8a. abran lathat6 pontok simitasa a (7.50) mellékfeltételekkel (m = 3)
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7.8d. abra. A 7.8a. abran lathat6 pontok simitasa a (7.50) mellékfeltételekkel (m = 4)
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Ez kilenc mellékfeltételt jelent, vagyis az illesztett 30 paraméter nem fliggetlen egy-
mastol, hiszen koziiliikk kilencet ki lehet fejezni a maradék 21-gyel. Az ilyen fajta
fliggvényillesztést kiegyenlitésnek nevezziik. Altalinos elméletét a 6.5. alfejezetben
olvashatjuk. Ez az elmélet joval egyszeriibben alkalmazhat6 polinomillesztés eseté-
ben. A részletek kidolgozasat a jelen alfejezt végére halasztjuk. Egyeldre tegyiik fel,
hogy ezt a (7.50) mellékfeletek szerint végrehajtottuk. Az eredményt a 7.8c. dbran
mutatjuk be. A szakaddsok megsziintek, de a simitds szemmel lathatéan még mindig
nem kielégit6. Ha a polinom fokszamat harmadfoktra novelkjik (m =4), a (7.50)
mellékfeltételeket modositani kell. A (7.50) feltételek helyett a kovetkezokett kell fi-
gyelembe venni:

ap+azzy + a3212 + a4213 =as5+agz) + a7212 + a8213, (7.51a)
2 3 2 3
As +AgZy +a725 +agz5 = aqg +a1gZy +a1125 + 192> (7.51b)
¢s igy tovabb az utolsodig:
2 3 _ 2 3
a3z +d34Z9 + aszs5Z9g + a3gZg = d37 +d382Z9 + a3gZg + asnzg - (751C)

Mivel most egy polinomnak négy paramétere van, sszesen 40 paramétert illesztiink
kilenc mellékfeltétellel. A helyzeten a harmadfokt polinomok nem javitanak semmit,
sOt taldn még rontanak is, amint ezt a 7.8d. dbra mutatja. A magyarazat egyszeri: a
harmadfokt polinom jobban kdveti a fluktudciokat, és igy nem javitja a simitast.

A kiutat csak tovabbi mellékfeltételek jelenthetik. A kdvetkezdkben azt is eldirjuk,
hogy ne csak a polinomok maguk, hanem els6 derivaltjuk is folytonosan illeszkedjen
egymashoz. Ez nyilvanvaldan tovabbi kilenc mellékfeltel eldirasat jelenti masodfoku
polinomok esetében (m = 3):

a, +2a3z; = as +2a4z;, (7.52a)
as taezy; =dag +dgzy (7.52b)

¢s igy tovabb az utolso elvalasztd pontig:
A6 +Ap7Z29 = A9 T A30Z9. (7.52¢)

Ezzel tehat 6sszesen 18 mellékfelteliink van a 30 illesztett paraméterre. Az igy elvég-
zett illesztés eredményét a 7.8e. abran mutatjuk be. A helyzet ényegesen javult, simi-
tott gérbe mar nagyon kozel van a 7.8b. dbrdn lathatd pontos gorbéhez. Tovabbi javu-
last csak tovabbi mellékfeltételekkel érhetlink el. Ez nyilvan nem lehet mas, mint a
polinomok masodik derivaltjanak a folytonossaga. Ha ezt is eldirjuk, akkor méar 6sz-
szesen 3x9 =27 mellékfeltételiink lesz, vagyis masodfoku polinomok esetén csak
30 — 27 = 3 szabad paraméteriink marad, ami azt jelenti, hogy gyakorlatilag egyetlen
kozos parabolat illesztiink a pontokra. Ez nyilvan értelmetlen, ezért ezt az illesztést
csak harmadfoku polinomokkal szabad elvégezni (m = 4). A megfeleld mellékfeltéte-
lek a kdvetkezdk:

ay +2a3z) +3a4z8 = ag +2a,z; +3agzi (7.532)
dg + 2a722 + 361825 =d + 2a1122 + 361122% (753b)

¢s igy tovabb az utolsoig:
aszy + 2613529 + 36136292 =dajg + 2613929 + 3614025 . (7530)
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illetve
2a3 +6ayz; =2ay +6agzy, (7.54a)
2a7 +6agz; =2ay; + 64132, (7.54b)
¢és igy tovabb az utolsoig:
2a35 +6a36z9 = 2a39 +6a4929, (7.54¢)

Ekkor 40 — 27 = 13 szabad paraméteriink marad, ami éppen elegendd a mefeleld simi-
tashoz. Az eredményt a 7.8f. dbrdn lathatjuk.
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7.8e. abra. A 7.8a. abran lathat6 pontok simitasa a (7.50) és (7.52) mellékfeltételekkel (m = 3)
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7.8f. abra. A 7.8a. abran lathat6 pontok simitasa a masodik ferivaltig folynosan illeszked6 harmad-
foku polinomokkal (m = 4)
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Differencialas

A simitas eredményeképpen kapott polinom hasznalhatd a mért (és ezért hibaval
terhelt) fliggvénykapcsolat differencidlasara. Nem kell mast tennilink, mint a (7.47a)

szerint simitott fliggvényt derivalni:

m

m m
O, = Y ap(k=1)xf72 = (k—1)Fyd, = Y. 0Fydy . (7.55a)
k=1 k=1 k=1

Azt, hogy valamilyen, a derivalt fliggvényhez tartoz6 mennyiségrdl van szo, egy elé

irt 0 jellel tiintetjiik fel. (7.47b) mintajara ezt atirjuk vektori alakbal’

6y = OFa = OFR 'FTWE , (7.55b)
ahol
aF}k = (k - 1)Ek > k= 17 2’ -y M. (7550)
A (3.29) képlet alapjan kapjuk a derivaltak kovarianciamatrixat [vo. (7.48)]:
Byy = 0“0FR'F'WW 'WFR ' (0F)' = 6?0FR'(oF) . (7.56)
(7.49) mintajara ennek is felirjuk az altalanosabb alakjat:
By = OFB, (0F)". (7.57)
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7.9a. abra. A 7.8b. abran lathatd simitott polinomok deivaltja (m = 3)

A modszer alkalmazasat az el6z6 szakaszban vizsgalt példaval illusztraljuk. Nyil-
vanvalo, hogy realisztikus derivaltat csak olyan polinomokbdl kiindulva kaphatunk,
amelyek mar kielégitd simitasra vezettek. Ennél azonban tébb kell: méasodfoku poli-
nomok derivaltja elséfoku, vagyis az ilyen simitas révén a derivaltat egyenes szaka-
szokkal kozelitjiik. Hogy ez mennyire nem kielégitd, azt a 7.8b. abran lathatd, mérési

hibaktol mentes esetre illesztett masodfoka polinomok derivaltja mutatja a

legjobban

(7.9a. dbra). Az ébra szerint a kapott derivalt nyilvanvaléan messze van a kivanatos-
tol. Ebdl kovetkezik, hogy derivalni csak legalabb harmadfoku polinommal célszerti.
Ilyen simités lathatd a 7.8d. dbran, amelynek a derivaltjat a 7.9b. abran mutatjuk. Ez
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még rosszabb. A probléma gydkere nilvanvaldan ott van, hogy ennél a simitasnal csak
a polinomok folytonos illeszkedését irtuk eld. A derivaltaknak ezért van jelentds sza-
kadasuk mindegyik illeszkedési ponton. Az abrarol tehat levonhatjuk azt a kdvetkez-
tetést, hogy mind az elsé, mind a méasodik derivaltak folytonos illeszkedését eld kell
irnunk. Ilyen simitas lathat6 a 7.8f. abran. Az ennek megfeleld derivaltat a 7.9c. dbra
mutatja. A derivalt ezen az abran mar kelléen sima. A jobb tdjékozddas kedvéeért
szaggatott vonall berajzoltuk az egzakt derivaltat. Lathat6, hogy a kapott gorbe meg-
lehetdsen kozel van ehhez. Emlitésre mélto eltérés csak a gorbe eljén és végén van,
aminek az az oka, hogy itt — értelemszertien — nem irhattunk elé mellékfeltételt.
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7.9b. abra. A 7.8d. abran lathat6 simitott polinomok deivaltja (m = 4)
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7.9c. dbra. A 7.8f. abran lathat6 simitott polinomok deivaltja (m = 4)

Osszefoglalasul a kovetkezét allapithatjuk meg:

. Simitasra €s derivalasra a lehetd legalacsonyabb fokszamu polinomkat célszerti
hasznalni. A magasabb foku polinomok csak a fluktuacidkat emelik ki.

200



o Jo eredményt csak olyan mellékfeltelek figyelembevételével remélhetiink, ame-
lyek biztositjak a polinomok és legaldbb els6 derivaltjuk folytonos illeszkedését.

o Ha a derivaltat is becsiilni akarjuk, akkor a masodik derivaltak folytonossagat is
eld kell irnunk.

A polinomokkal valé kiegyenlités képletei

A fentiekben a kiegyenlités modszerét alkalmaztuk a simitas és differencialés javi-
tasara. Az alabbiakban ennek a képleteit ismertet;jiik.

A mellékfeltételeket a kovetkezd C matrix segitségével irhatjuk fel altalanos alak-
ban:

M
3 Cpap =0, j=1,2,..,J (7.58a)
k'=1

vagy vektoros alakban
Ca=0, (7.58b)

ahol a az a; paraméterekbdl alkotott vektor (k =1, 2, ..., M). Itt M az illesztett para-
méterek teljes szdma. Mivel minden polinomdarab paramétereinek a szamat az el6b-
biekben m-mel jeloltik, M = (J+ 1)m. m értéke 3 vagy 4 volt, a polinomdarabok sza-
ma pedig J+ 1 =10, igy M értéke a fenti példakban 30, illetve 40. Példaképpen meg-
adjuk a C matrix elsd 6t soranak elsé 15 oszlopat a (7.50) feltételek szerint:

S O O O

z, z2 -1 -z -zz 0 0 0O O O 0 0 0
0 0 1 'z 2z -1 -z -z 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 I zz z3 -1 -z -z 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 1z, zi -1 -z
o 0 0o o0 o0 O o 0 0 0 0 1 9z

A teljes matrixnak kilenc sora és 30 oszlopa van. Ha hozzavessziik a (7.52) feltétele-
ket is, akkor a matrix tovabbi kilenc sorral boviil. Az ennek megfeleld elsé 5 sor elsd
15 oszlopa a kdvetkezd:

0 1 2z 0 -1 -2z 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 220 0 -1 -2z, 0 0 0 0 0 0

0O 0 0 0 0 0 0 1 2z3 0 -1 —2z3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2z4 0 -1 —2z4
o 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2z

Ennek mintajara a (7.50) — (7.54) feltételek mindegyikéhez meg tudjuk szerkeszteni a
C matrixot.

Polinomillesztéskor a (7.23) képlettel definialt Q négyzetdsszeg minimumat kell
keresniink, vagyis a paramétereket ugy kell megvalasztanunk, hogy QO derivaltjai el-
tlinjenek. Mivel most darabonként illesztjiik a polinomokat, a négyzetdsszeget mas
alakban kell felirnunk. Legyen a j-edik darab els6 és utolso indexe rendre ij; €s ij, a
megfeleld polinom paramétereit pedig jeldljik ai-val (k= (—-1)m+1, (j-1)m+2, ...,
jm). Ezekkel a jelolésekkel
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J+l i m , 2
0= Z ZW{@ - za(j—l)m+k’xik _1] .
k'=1

j=1 =iy

A (7.58) mellékfeltételeket gy vessziik figyelembe, hogy nem ennek, hanem a

JHl i o 25 M
Q z ZW (51 zaj 1m+kx J _Zzij chk'ak'
J=l i=i; j=1 '=

funkcionalnak a derivaltjait tessziik zérussal egyenléveé:

1 00’ “m-1
5 Z WiXi - i~ Za/ 1m+kx +Z’7“chk =
28ak

i=i; Jj=1
2

ahol j az az index, amelyre a ( Jj- l)m < k £ jm egyenl6tlenségek teljesiilnek. A (7.24)
képletek mintajara bevezetjiik az Ry €s g jeloléseket:

lj2 .
g = S wa Ut (< ke < jm, (7.592)

l:ljl

Zw fk=2(jm=2 g (j=Dm < k,k' < jm,

R =145, (7.59b)
0 egyébként,
(k, k' =1,2, ..., M). Ezekkel el6bbi egyenletiink igy irhato:
ak k=1 =

Ez M egyenlet (M + J) ismeretlenre. A hidnyzo6 J egyenletet a (7.58a) mellékfeltételek
szolgaltatjak. A (7.60a) egyenletrendszert egyszerilien atirhatjuk vektoros alakba:

g—Ra+CT7: =0, (7.60b)

ahol A a /; Langrange-multiplik4torokbol alkotott J-elemii vektor. A (7.60b) egyen-
letbdl kifejezhetjiik a paramétereket:

a=R(g+C"7), (7.61a)
amit (7.58b)-be helyettesitve kapjuk a multiplikatorokra vonatkoz6 egyenletrendszert:
CR'(g+C"7)=
Ebbdl
L=-N"'CR g, (7.61b)
ahol
N=CR'cT, (7.61c¢)
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El8szor tehat A -t szamitjuk ki (7.61b)-bdl, majd ezt (7.61a)-ba helyettesitve kapjuk a
paraméterek becsiilt értékét. Erdemes megjegyezni, hogy az N matrix szerkezete ked-
vezd, invertalasa kiilondsebb numerikus problémakat nem vet fel. Hasonl6t mondha-
tunk az R matrixrol is. A (7.59b) definici6 szerint ugyanis mxm-es blokkokra bontha-
to, amelyek koziil csak a féatloban levd blokkok kiillonbdznek zérustol. Ezek pedig az
(m — 1) fokszam polinomillesztéshez a (7.24a) képlet szerint tartoz6 matrixok, ame-
lyek a polinom alacsony fokszdma miatt kdnnyen invertalhatok. Erre valo tekintettel
nem sziikséges olyan eszkozoket alkalmazni, mint példaul az ortogonalis polinomok
modszere.

A 6.5. alfejezetben irtak szerint a (7.61a) képletbdl kapott paraméterek kovarian-
ciamatrixa

B, = az(R‘1 - R_ICTN‘ICR‘I)
[v6. (6.32)]. o°-et a szokasos modon becsiilhetjiik:

52=S2= Qmm ,
n—-M+J

ahol figyelembe vettiik, hogy a szabadon illesztett paraméterek szama most (M —J).
Ezt a kovarianciamatrixot kell a (7.49) és (7.57) képletekbe helyettesiteni.

7.5. Korrekciok

Az 5.3. alfejezetben targyaljuk a kozvetlen mérésekhez alkalmazando korrekciok
figyelembevételének a modjat. Ugyanezt attekintjiik fliggvényillesztés esetében is.

Az altalanos formalizmus

Leggyakrabban két fajta korrekcidval talalkozunk: additiv korrekciokkal és korrek-
cios tényezokkel. Ez azt jelenti, hogy a kozvetleniil mért mennyiségek varhato értékét
nem maga a korrekcidk nélkiili esetben hasznaland6 f(x,a) illesztéfiiggvény adja meg,
hanem

M(&) = pif(x;,a)+a;. (7.62)

Altalaban a ; tényezd és az o; korrekcié mért adat, tehat maga is valosziniiségi valto-
z6. Példak korrekcidra: a laboratorium hattérsugarzasa, a hOmérséklet hatasa stb. Pél-
dak korrekcios tényezére: radioaktiv bomlas, miiszerek kalibracids tényezdje stb. Ugy
képzeljiik el, hogy 14 az sszes korrekcids tényezOk szorzata, ¢; pedig az dsszes kor-
rekciok 0sszege.

A maximalis valésziniiség elve alapjan a

0= lei(é,- S () - ;) (7.63)

négyzetdsszeg minimumat kell keresniink az a paramétervektor fliggvényében. Ha a
korrekciok is valoszintiségi valtozok, akkor a (6.46¢) képlet alapjan a sulyokat a
o’ 2 2 2 2

w;
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képlettel kell kiszamitanunk. Vegyiik észre, hogy ez éppen a (7.63) alatti Osszegben a
(...)" tag zardjelében levd kiilonbség szorasnégyzete. Ezzel a 6. fejezetben kimondott
tételek érvényben maradnak. Ennek alapjan méréseink kiértékelése a korabbiak alap-
jan minden tovabbiak alapjan végrehajthato, ha az illesztéfliggvényt (7.62), a sulyokat
pedig (7.64) szerint valasztjuk meg.

Az eddigi mondottak akkor érvényesek, amikor az i index kiilonb6zo értékeihez
tartozo korrekciok egymastol statisztikailag fliggetlenek, illetve amikor szorasuk el-
hanyagolhat6. Korrelalt korrekcidk esetében az eljaras 1ényegesen bonyolultabb. A
kérdésre a jelen alfejezet végén tériink vissza.

Fliggetlen korrekcidk kezelése linearizalas esetén

Labormérések esetében — els6sorban az 1d6 rovidsége miatt — az f{x,a)
illesztofiiggvény linearizalasara kényszeriiliink. Ez azonban nem lehetséges, ha fenn-
tartjuk a minimalizalandé Q funkcional (7.63) szerinti alakjat. Ezért egy kozelito elja-
rast alkalmazunk: a korrekciokat nem az illesztéfiiggvényhez, hanem a mért mennyi-
ségekhez kapcsoljuk. Hangstlyozzuk, hogy ez csak kozelitd sziikségmegoldas.

Arrdl van sz0, hogy az illesztést a

il (7.653)

Hi

korrigalt mérésekre vonatkoztatjuk:
1 2
0° = Y wi(&r - ()| (7.65b)
i=1
A stlyokat ebben az esetben a (7.42) hibaterjedési képlet alapjan kell kiszamitanunk:

» 2 2 2 2
o :O-éi+o-al+aﬂi|:§i_a11
Hi

2 2
Wi Hi Hi

(7.65¢)

Ezekkel a képletekkel a korrigdlt mennyiségekre vonatkozoéan mar alkalmazhatéd a
linearizalt illesztés modszere. Mindennek természetesen feltétele, hogy az f(x,a)
illesztofiiggvény linearizalhatd legyen. Mivel ez csak az illesztofiiggvényeknek egy
specidlis osztalydra alkalmazhatdo modszer, célszerli az altalanos eljarast beprogra-
mozni, ha illesztd programot irunk.

Jol lathato, hogy az adatoknak a (7.65) képletek szerinti korrekcidja meglehetdsen
sok elokészitd szamitast igényel — kiilondsen akkor, amikor a korrekciok nem egysze-
riiek, hanem tobb tényezd vagy tag szorzatai, illetve Osszegei. Semmiképpen nem
ajanlhatjuk, hogy ezt barki kézzel végezze el, mert méréseinek kiértékelése hibakere-
séssé degradalodik: a fizikai jelenségek megértése helyett az id6t annak ellendrzésével
fogja tolteni, melyik i-re rontotta el a korrekcid szamitasat és alkalmazasat.

*Korrelalt korrekciok

Ha akar a korrekcio, akar a korrekcids tényezdk kiillonbozd i-hez tartozd értékei
korrelaltak, a korrekt adatkezelés nagyon elbonyolodik. Nem vald ebbe a jegyzetbe a
kérdés atfogo targyaldsa. A szokastol eltéréen most nem tudunk olyan irodalmi hivat-
kozast megadni, ahol ez megtalalhato. A dolog oka abban rejlik, hogy egyrészt kiilo-
nds elvi problémat nem jelent, igy a matematikusok nem érzik sziikségét targyalni,
masrészt sulyosan elbonyolitja az adatkezelés formalizmuséat, igy a fizikusok — akik-
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nek pedig dolguk lenne mindezt korrektiil kidolgozni — jobbnak latjdk a kdzelitd
megoldasokat. A [3] riportok ugyan hozzalatnak a probléma targyaldsdhoz, de meg-
allnak annal a kozelitésnél, amely akkor érvényes, amikor a korrekciok mérési pon-
tossaga sokkal jobb, mint a & valdszinliségi valtozoké. Az altalanosan alkalmazhatd
eljarast egy kozonséges példaval illusztraljuk: gyakran el6fordul, hogy az ¢; korrekci-
Okra egyetlen mérési adatunk van, vagyis minden i-re ugyanazt a szamot kell levon-
nunk (7.65a)-ban vagy (7.63)-ban.
Feltessziik tehat, hogy

a;=a & M(a)=aqy. (7.66)

Az egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy ;= 1, vagyis nincs korrekcids tényezo.
Ennek a mérésnek a valdszinliségi fiiggvényét egyszeriien felirhatjuk az 5.3. alfeje-
zetben kovetett gondolatmenet altalanositasaként:

0 jx _wo(a—a0)2
o’ exp[ 207 ’

és

2
o
A maximalis valosziniiségek elve alapjan InL derivaltjait kell zérussal egyenldvé tenni

egyrészt az a paramétervektor m komponense szerint, masrészt ay szerint. Az elébbiek
a

0 1 of (x;,
Gk(a):_% aQa(:):ZWi[fi —f(xi,a)—ao]%’ka):o (7.67a)
i=1

normalegyenletekre vezetnek (k =1, 2, ..., m). Az utdbbi pedig egy tovabbi, (m + 1)-
edik egyenletre vezet:

Go(a) - olnL _ wo(a—ag)+ Y w[& - f(x.2)—ao]=0.  (7.67b)
i=1

aao

igy tehat nem m, hanem (m + 1) paramétert kell becsiilniink.

Az additiv korrekciohoz tartozo, (m + 1)-edik paramétert természetesen ki lehet
kiisz6bdlni a (7.67) egyenletekbdl, és igy azokat — forméalisan legalabbis — vissza lehet
vezetni m szamu egyenletbdl allo egyenletrendszerre. (7.67b)-bdl ugyanis kifejezhet-
jik az ap paramétert:
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W + Z wl-[fi — f(xi, 5)]
i=1

Wo + i W;
i=1

amit (7.67a)-ba helyettesitve egy m-ismeretlenes egyenletrendszert kapunk az eredeti
a paramétervektorra. Tekintve, hogy a¢ becsiilt értéke fiigg ennek az utobbi egyenlet-
rendszernek a megoldasatol, itt valdjaban egy iteracios eljarast definialtunk.

Ezzel megtaldltuk annak a modjat, hogy egy fajta korrelalt korrekciot a legegysze-
ribben figyelembe vegyiink. Az aldbbiakban megnézziik, hogyan hat ez az eredetileg
keresett paraméterek kovariancidjara. Attériink a 6.3. alfejezetben hasznalt matrixos
formalizmusra, mert ez altalanosithatd bonyolultabban korrelalt korrekciok kezelésére
is. A (6.9a) képlettel definidlt F matrix most kibdviil az ay, paraméternek megfeleld
oszloppal, illetve az  mért adatnak megfeleld sorral. Mivel az i =1, 2, ..., n mérési
adatokra (7.62) alapjan ugy képzelhetjiik, hogy az illesztéfiiggvény

M(&;) = f(x;.a)+aq,

az F matrix (m + 1)-edik oszlopa az ay paraméter szerinti derivaltakat, vagyis csupa 1-
eseket tartalmaz. Az (n + 1)-edik mérési adat «, amelyre az illesztofiiggvény ay, tehat
F-nek ez a sora csupa 0-kat tartalmaz az els6 m oszlopban, viszont az (m + 1)-edik
elem itt ismét 1. Legyen e egy olyan n-elemii vektor, amelynek minden eleme 1. Ezzel
az F matrix igy irhato:

(70 = s (7670)

F{Fa e} (7.68a)
0 1

ahol F, az eredeti, az additiv korrekcié nélkiili illesztéshez tartozé F matrix. Hasonlo
megfontolasokkal kapjuk a W matrixot is:

W= {Wa 0 } (7.68b)

OWO

(6.9) szerint az R matrixot az

R F] 0 {Wa 0 }{Fa e} _ F, W,F, F)W,e (7.69)
el 1.0 wo 0 1 eTWaFa eTWae+ Wy
alakban kapjuk. Lathat6, hogy a bal felsd blokk éppen R,, vagyis az eredeti, az additiv
korrekcio nélkiili illesztéshez tartozé R matrix. (6.13) szerint az illesztett (m + 1) pa-
raméter kovarianciamatrixat a (7.69) szerinti, teljes R matrix inverze adja, viszont az
eredetileg keresett a paramétervektor kovarianciamatrixa az R inverz bal fels6
blokkja alapjan szamithat6. A 2.8. TETEL alapjan ezt kozvetleniil felirhatjuk. Esetlink-
ben konnyebbség, hogy a tételben szerepld B blokk most egy skalar, tehat inverze

egyszeriien a (7.69) matrix jobb alsé elemének a reciproka. Igy tehat az @ becslés
kovarianciamatrixa
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T T -l
F) W,ee WaFaj | (7.70)

M(aasa”)= O'Z[FTW F, -
Lo eTWae + Wy

Ennek a képletnek az elemzését az Olvasora bizzuk. Minddssze annyit jegyziink meg,
hogy az elhanyagolhat6 hibaval mért korrekcionak a wy — oo hatareset felel meg.

Ez a korrelalt korrekciok legegyszeribb esete. Bonyolultabb esetekben ugyanezzel
a modszerrel mindig levezethetjiik az adekvat képleteket. Ezek gyakran olyan bonyo-
lultak, hogy nagyon nehezen programozhatok. Amikor a korrekcidk 1ényegesen pon-
tatlanabbak, mint a & mérések, nincs mas lehetdség. Szerencsére altalaban nem ez az
eset fordul elo, igy elég a korrekcidk hatasat (7.64) szerint a sulyokban figyelembe
venni, ami elsd kozelitésnek tekinthetd, ugyanis elhanyagolja a korrekciok kozotti
korreléciot.

7.6. Normalas

Altalanos formalizmus

Az 1.3. alfejezetben emlitett normalads j6 példa a 7.5. alfejezetben targyalt korrek-
ciok alkalmazasara. Tekintve, hogy ez semmilyen transzformacidval sem vezethetd
vissza kétparaméteres linedris regresszidra, jo példa arra is, hogyan lehet ilyen méré-
seket kezelni. A megfeleld illesztéfiiggvényt (1.11)-ben irtuk fel. Az illesztés érdeké-
ben célszerli egy kicsit atalakitani. A mérés kiillonbozo ismétléseiben eléforduld x; ko-
ordinatak értékeit egy kozos halmazban Osszesitjiik. Ebben ugyanazok az x; értékek
tobbszor is eléfordulhatnak. Nos, a kiilonb6z6 értékeket valahogy szdmozzuk meg:
X1, Xa, ..., Xy. Barmelyik & mért értéket tekintjiik, mindig talalhato egy olyan /; index,
amelyre

Az eloszlasnak az X; koordinatdhoz tartozo6 értékét jeloljik wi-vel. Ezzel az (1.11)
illesztofiiggvényt a kdvetkezd alakban irhatjuk fel:

S jsap)=a;v; . (7.71)
A fenti jelolésekkel a legkisebb négyzetek mddszere a
J N 2
0= > wil&i ~mavy, ~aj) (7.72)
j=li=1

négyzetdsszeg minimumdnak a keresését jelenti, ha figyelembe vessziik a (7.62) sze-
rinti korrekciokat is. #; a j-edik ismétlésben mért értékek szama. Feltessziik, hogy a
korrekciok fiiggetlenek, vagyis mérési hibajuk (7.64) szerint figyelembe van véve a
stlyokban. Derivaljuk O-t mindkét fajta paraméter szerint:

100 <& _
204 Z‘Wﬁ“ﬁ‘/’é (&= mpapr —au)=0, =12,
10

J
3oy =JZ:1 gwjiﬂjiaj(gﬁ_yjiajw,_aﬁ)=0, [=1,2,..,N.

Ennek az egyenletrendszernek azonnal felirhatjuk a megoldésat:
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n;
ZWji,Ujil/N/Ji (iji - aji)
a; == : (7.73a)
zwﬁﬂ?i';%,
=1
; 1
jZ:l Wji/ujiaj(é:ji - aji)

2

I,=1

Vi= J
>

j=1

=0. (7.73b)

2 ~2
Z Wit jid j
I,=1

A (7.73) képletek jol hasznalhatok iteracidra. Kezdetben felvehetjiik példaul a y; =1
eloszlast, amivel (7.73a) szerint becsiilhetjiik az a; normalasi tényezdket, majd (7.73b)
segitségével javithatjuk a y; eloszlast, és igy tovabb, amig az eljaras nem konvergal.
Az 1.3. alfejezetben adott megoldast ezzel a modszerrel kaptuk — természetesen g4 = 1
és a;; = 0 mellett.

A (7.73) iteracios képletek lassan konvergalo iteraciora vezetnek. Kiilondsen lasst
az iteracio, amikor a j =1, 2, ..., J ismétlésekhez tartozd x; pozicidok kézott kevés atfe-
dés van. Szerencsétlen esetben 300400 iteracids l1épésre is sziikség lehet. A probléma
abban rejlik, hogy ez nem Newton-iteracio. Definidlhatunk a (7.71) illesztéfiiggvény-
re is Newton-iteraciot, de ennek részleteibe nem megyiink bele.

A normalésnak az eredeti rendeltetésen kiviil tovabbi alkalmazésai is vannak. K6-
ziliik kettot emlitiink meg:

a) Amikor az a; normalasi paraméterek mindegyikét rogzitjiik, az illesztésben nem
torténik mas, mint az azonos x; poziciokhoz tartozé mért értékek atlagolasa.

b) Amikor vannak korrekciok, és az a; normalasi paraméterek mindegyikét rogzitjik,
az azonos poziciokhoz tartozéd mérési adatok korrigalt értékét atlagoljuk.

Mindkét alkalmazasban a (6.22) képlettel becsiilt s> empirikus szorasnégyzet megfelel
annak, amit az 5.1. alfejezetben a “Csoportositott mérések”™ cimii részben ajanlunk: a
szabadsagi fokok szama nagy, €s ezért az atlagolt érté¢kek szorasdra nagyon megbizha-
to becsléseket kapunk. Ez kiilondsen elényds az adatok statisztikai analizise szem-
pontjabdl (vo. példaul 8. fejezet).

*Hatarozatlan illesztéfliggvények

A (7.71) illesztdfiiggvény az Un. hatdrozatlan illesztéfliggvények tipusaba tartozik,
amelyekkel a 6.3. alfejezet végén is foglalkozunk. Tekintve, hogy gyakran fordulnak
eld hasonld illesztési problémak, érdemes a kérdést kozelebbrdl is megvizsgalnunk.

Az illesztofiiggvény alakjabol kovetkezik, hogy ha az illesztendd paramétereknek
egy ai, az, ..., ay €s w1, Ya, ..., Wy egylittese megoldasa az illesztési problémanak, ak-
kor ezekkel — tetszdleges valos A mellett — minden tekintetben egyenértékiiek a Aa;,
Aay, ..., Aay, illetve yi/A, w/A, ..., yw/A paraméterek. Ezt értjiik az illesztéfiiggvény
hatarozatlansagan. A (7.73) képletekkel definialt iteracio ettdl fiiggetleniil konvergal,
de hatarértéke fiigg a kezddéértékektdl. Ez természetesen nem baj, hiszen az illesztd-
fliggvény hatérozatlan.

Problémat okoz azonban a végeredményiil kapott paraméterek kovarianciamat-
rixdnak a becslése. Az illesztett paraméterek szdma m =J+ N, viszont az illesztés
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minden lényeges tulajdonsagat meghatdrozo, a 6.3. alfejezetben definidlt F matrix
rangja csak (m — 1). Emiatt a (6.9) egyenlettel definidlt R matrix szingularis, tehat a 6.
fejezet egyetlen tétele sem alkalmazhato. Két kérdést kell tehat tisztdznunk: mi okoz-
za F rangjanak a csokkenését? mit lehet tenni a probléma orvoslasara?

Az F matrixnak két fajta oszlopa van, aszerint, hogy milyen fajta illesztett paramé-
ter szerinti derivaltakat tartalmaznak. Az a; normalasi paraméterek szerinti derivaltak

E] :/’l]ll/jll’ j:1’2, ...,J,
illetve a y; szerintiek
E] :/'lji,laji’ 1:1,2, ...N.

Barmely i-re érvényes a kovetkezd egyenldség:
J N
.45 =2 v, Fy,
j=1 I=1

vagyis az F matrix oszlopai nem linedrisan fiiggetlenek, koztiik (legalabb) egy lineéris
kapcsolat van. A felirt 6sszefiiggés belatasahoz elég abbdl kiindulni, hogy barmely i-
re csak egyetlen el nem tlind Fj; és F; van, amelyekre (7.71) szerint fennall a felirt
egyenléség. Igy tehat rang(F) < m — 1, amibdl kovetkezik, hogy rang(R) < m — 1.

A [3] riportokban megtaldlhaté annak a bizonyitdsa, hogy ez a fajta szingularitas
megsziintethetd, ha az illesztett paraméterek koziil az egyiket lerdgzitjiik.”” Legegy-
szer(ibb, ha ez az a, normélasi paraméter. Ertékét tigy szoktuk megvalasztani, hogy a
w1 eloszlas normalasa megfeleljen a céljainknak, példaul dsszehasonlithato legyen egy
szamitott eloszlassal. A [3] riportokbdl kideriil, hogy elsdsorban az egyik paraméter
rogzitése okozza a konvergencia lassulasat.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy az ilyen fajta illesztésbol kapott eloszlas kompo-
nensei kozott altalaban kicsi a korrelacids egyiitthato. Ez azért jelentds, mert az igy
kapott y; értékek jo kozelitéssel ugy hasznalhatok tovabbi illesztések bemend adatai-
ként, hogy statisztikailag fiiggetlennek tekintjiik dket.

7.7. Szemelvények a laboratériumi gyakorlatokbol

A [9] jegyzetsorozat a legtobb laboratoriumi mérés kiértékelését linearis regresszi-
oOra vezeti vissza. Ennek a torekvésnek az a logikéja, hogy olyan kiértékelést javasol a
hallgatoknak, ami egy labormérés szlikre szabott idokeretében végrehajthat6. Ez pedig
a fizikai megfontolasokbdl levezethetd illesztofiiggvény linearizdldsa. Van persze
olyan mér¢s is, amelyben az illesztofiiggvény eleve linedris. Ilyen példaul a rugalmas-
sagi egyiitthatd mérése (1.1. alfejezet). Néhany példa linearizalasra:

e Allohullamok vizsgalatiban a rezgd hirt megfeszitd T er és a hosszegységre jutd
M tomeg a

_|T
NV (7.74a)

BA bizonyitasban feltételként van kikotve, hogy a j =1, 2, ..., J ismétlésekhez tartozo x; értékek hal-
mazai nem csoportosithatok olyan részhalmazokba, amelyekben az X; poziciok kiilonbozo értékei for-
dulnak eld.
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képlet szerinti kapcsolatban van a hullimnak a harban val6 c terjedési sebességé-
vel. Ekkor mind a ¢(7), mind c(u) fiiggvénykapcsolat négyzetre emeléssel tehetd
lineérissa.

e Torzids asztalhoz rogzitett tarcsa rezgésének periddusidejét a

6
T=2n|— (7.74b)
D

képlet adja meg. Mivel a @ tehetetlenségi nyomaték a tarcsa kozéppontjanak az
asztal tengelyétdl valo r tavolsagatol egy 0= 06, + Cr? alaku fiiggvény szerint
figg,a T 2= f (rz) Osszefliggés linearis.

e A dozisintenzitasnak a sugarforras €s a detektor kozotti » tavolsagtol valo fiiggése
D= konst/ (r - r0)2 alaku fiiggvény. Igy az 1/ \/5 mennyiség r-nek linedris fiigg-
vénye.

A linearizalas elméletét a 6.6. alfejezetben targyaljuk. Bar ezt csillaggal lattuk el,
az elsOéves hallgatok is megérthetik a 1ényegét, ami abban Osszegezhetd, hogy a
linearizalt illesztésben a p; stilyokat a (6.42) képlettel kell az eredeti illesztéshez tarto-
70 w; sulyokbol kiszamitani. Ez azt jelenti, hogy a linearizalt illesztés akkor is sulyo-
zott illesztéssé valhat, amikor az eredeti illesztés stlyozatlan lett volna (w;=1). Ha a
fiiggetlen valtozo (a fenti példakban: 4, r stb.) mért értékeinek a szordsa nem hanya-
golhato el, akkor a stilyokban ezt is figyelembe kell venni [v0. (6.46¢) képlet]. Annak
érdekében, hogy a linearizalt illesztést az eredetitdl megkiilonboztessiik, megtartjuk a
sulyok p; jelolését, vagyis a

2

0= p;(h(&)-b —byx,) (7.75)
i=1

négyzetdsszeg minimumat keressiik a b; és b, paraméterek fliggvényében. A h(y) az a
transzformacios fliggvény, amely az eredeti illesztéfiiggvényt linedrisra transzformal-
ja:

S (x;,a)] = by +byx; (7.76)

Az is eldéfordul, hogy az eredeti x; fiiggetlen valtozot is transzformalni kell, de ennek
részleteibe nem megyliink bele.

Fliggvény alakjaban megfogalmazott fizikai torvény kisérleti igazolasa

Egy linedrisra transzformalt fizikai torvény kisérleti igazoldsa minden esetben a
kapott eredmények grafikus abrazolasaval kezdddik. Ha a kapott grafikonon lathatod
pontok szemre egy egyenes koriil szornak, érdemes a méréssel komolyabban is fog-
lalkozni, vagyis a torvény igazoldsat matematikai statisztikai kritériumok formajaban
is megfogalmazni.

A (7.75) illesztésben szerepld sulyok minden esetben a transzformalt mért értékek
szorasnégyzetével vannak kapcsolatban:

2

D[h(&;)] = %. (7.77)
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Két esetet kell megkiilonboztetniink: (1) o ismert és (2) o® nem ismert, vagyis be-
cstilni kell [vo. (6.22)]:

52 =52 = Ymin (7.78)
n—2
Az eldbbi esetben a fizikai torvény igazolasa egyszerli, ugyanis a 6.2. TETELbOI
tudjuk, hogy

2 2
Onin =0 Xn-2- (7.79)

Ennek alapjan a fizikai torvény igazolasa egy x*-proba segitségével lehetséges. Va-
lasztunk egy ¢ konfidencia-valoszintiséget, és a 2. fliiggelék tablazatabol kikeressiik a

Plrns<rj=1-¢

egyenletet kielégitd y kvantilist, majd a fizikai torvényt akkor tekintjiik igazoltnak,
amikor

-2

>(&-¢)

P
n

A masik esetben ilyen statisztikai probat nem végezhetiink, mert O, értékét

(7.78)-ban felhasznaljuk o becslésére. A fizikai torvény igazolasa érdekében tehat

egy Ujabb probat kell keresniink. Ez pedig nem lehet mas, mint a 8.4. alfejezetben tar-

gyalt illeszkedési probak egyike. A dolog Iényege a kovetkezd. Kiszamitjuk az
(&-9) (7.80)

kiilonbségeket, ahol a ~ jellel a paraméterek illesztett (becsiilt) értékét jeloljik. Ha
méréseink igazoljak a fizikai torvényt, akkor a (7.80) szerinti kiillonbségek zérus var-
hatoé értékli Gauss-eloszlast kovetnek. Nos az emlitett illeszkedési probak ennek a
vizsgélatara szolgalnak. A felmeriil matematikai problémak miatt ennek részleteibe a
jelen alfejezetben nem mehetiink bele.

Egyenldség alakjaban adott fizikai torvény kisérleti igazolasa

Vegyiik példaképpen a Kirchoff-torvények csomoéponti tdrvényét, amely szerint
egy csomopontba befolyd €és onnan kifolyd dramok Osszege egymassal egyenld. Két
mért mennyiség egyenldségének a vizsgalatat az 5.2. alfejezet megfeleld szakaszaban
elemezziik. Az ott megfogalmazott mddszerek altalanosan alkalmazhatok. Célszert
azonban figyelembe venni a kovetkezd megjegyzést.

A mért értékek szordsa mérésrdl mérésre valtozhat, de gyakran az a jellemzd, hogy
a relativ hiba tobbé-kevésbé allandd. Ha ez igy van, akkor vigyazni kell arra, nehogy
nagy abszolut értéki mért értékek egyenldségét kelljen vizsgalnunk. Ilyenkor ugyanis
ezek kis abszolut értéki kiilonbségének az abszolut mérési hibaja kellemetleniil nagy
lehet, vagyis az alkalmazott matematikai statisztikai proba csak egészen szélsGséges
esetekben vezethet negativ kovetkeztetésre. A kisérleti fizikdban emiatt dolgoztak ki a
differencialis méréseket, amelyek a kiillonbséget kozvetleniil szolgaltatjak, a statiszti-
kai dontés altal megkovetelt kellden kis mérési hibaval.
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8. KISZORO PONTOK

8.1. A probléma felvetése

Az 1. fejezetben roviden, a 7.1. alfejezetben pedig részletesebben is beszéltiink a
kiszoro pontokrdl. A jelen fejezetben megtargyaljuk azonositasuk modszereit, tovabba
az akkor kdvetendd eljarast, amikor mérési adataink kozott kiszord pontokat talaltunk.
Mindenekel6tt megadjuk definiciojukat:

8.1. DEFINICIO. Egy & mért értéket kiszord pontnak neveziink, ha varhat6 értéke — va-
lamilyen ismeretlen okbdl — nem egyezik meg az illesztéfliggvénnyel:

M(&;) = f(x;,a). 8.1)

Itt fontos kitétel az ismeretlen okra vald utalas, ugyanis a (8.1) relacio ismert okbol
valo fennallasat kiilon, a 9. fejezetben vizsgaljuk. Az ismert ok tobbnyire abban kere-
sendd, hogy az illesztéfliggvényt szeretnénk egyszertisiteni, és ennek érdekében val-
laljuk, hogy (8.1) az x; valtozé bizonyos tartomanyaiban fennalljon. Ezzel szemben a
kiszord pontok rendszertelen és izolalt pontokban jelennek meg.

Komoly érdekiink fiizddik a kiszord pontok megtalaldsahoz és kihagyasahoz. Ha
ugyanis bennmaradnak a kiértékelt adatok kozott, a keresett paraméterekre torzitott
becslést kapunk, akdrmilyen moédszerrel hajtjuk is végre az illesztést. Van azonban
egy ezzel ellentétes érdek is: nem szabad olyan mérési adatot kihagynunk, amely nem
kiszoro pont. Ha ugyanis ilyeneket nagy szdmban elhagyunk, az empirikus szorasokra
tulsagosan kis értékek jonnek ki, vagyis a mérésiink pontosabbnak fog latszani, mint
amilyen a valdsagban. Meg kell talalnunk a két szempont k6zott az optimalis egyen-
sulyt.

Egy kiszor6 pont megjelenésének tobb oka lehet: a miiszerek hibas beallitasa, rossz
kalibracio, a mért adatok hibas regisztracidja, az illesztd programba taplalt bemend
adatok hibas volta stb. A tapasztalat azt mutatja, hogy az alabb ismertetett modszerrel
azonositott kiszord pontok eredetét nagyon gyakran utdlag meg tudjuk taldlni, és az
adatokat ennek megfelelden ki tudjuk javitani. Az igazi probléma akkor mertl fel,
amikor ez nem sikeriil. Ilyenkor kertiil a kisérlet kiértékeldje nehéz dontés elé: mit te-
gyen az ismeretlen eredetli kiszor6 ponttal vagy pontokkal?

Nyilvan a kisz6r6é pontok azonositdsa csak valamilyen statisztikai probédval lehet-
séges (vO. 4.3. alfejezet), tehat a fent emlitett dontéseket csak valamilyen konfidencia-
szinten lehet meghozni. Latni fogjuk, hogy két fliggetlen probara van sziikség: az el-
sOvel azonositjuk a kiszord pontokat, a masikkal pedig eldontjiik, hogy ezek valoban
kiszord pontok-e vagy sem.

A (8.1) relacio fennallasat ugy tudjuk ellendrizni, hogy Osszehasonlitjuk a mért &
értéket az

yi = f(xiaa) (8.2)
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illesztett értékkel. Tulajdonképpen ezt tessziik a 7.2. abrdkon, amelyeken a mért pon-
tokra rarajzoltuk a linearis regresszidval kapott egyenest. Nyilvan azok a pontok le-

hetnek (esetleg) kiszoré pontok, amelyekre a (fi - }i) kiilonbségek thlsdgosan na-

gyok. A matematikai statisztikdban a “nagy” vagy “kicsi” jelz6knek csak akkor van
értelmiik, ha ezeket a kiilonbségeket a szérasukhoz viszonyitjuk. Ezt fogjuk tenni a
kovetkezo alfejezetben.

8.2. Altalanositott Student-préba
A préba definicidja
Bevezetiink néhany jelolést. A & mért érték szorasnégyzete
D2(§i): O'ir,- _ 02[W_1]l-,~' (8.3a)
Az illesztett érték szorasnégyzete (6.19b) szerint
Dz(;i) _ 0_?2 _ JQ[FR_IFTL _ (8.3b)

A W, F ¢és R matrixokat a (6.9) és (6.10) képletekben definialtuk. Az illesztett és a
mért érték kozott erds korrelacid van, ezért kiillonbségiik szorasnégyzete szorasnégy-
zeteik kiilonbségével egyenld [vo. (6.23b)], ha a szoban forgd mért értéket az illesz-
tésben felhasznaltuk. Ellenkez6 esetben a & mért érték €s illesztett értéke statisztikai-
lag fiiggetlen, tehat kiilonbségiik szorasnégyzete szorasnégyzeteik dsszegével egyen-
18. Ezt a két esetet a

képletben foglaljuk 6ssze. Rovidesen érthetévé valik, miért hagyhatunk ki egy & mért
értéket az illesztésbol. Mindenesetre bevezetjiik a kdvetkezo elnevezéseket:

o [iilso pont: olyan & mért érték, amely nincs figyelembe véve az illesztésben,;
e belsé pont: olyan & mért érték, amely figyelembe van véve az illesztésben.

Ezekkel az elnevezésekkel a (8.3¢) képletben a + eldjel kiilsé pontnak, a — eldjel pedig
belsd pontnak felel meg. Ezek utan definidljuk a

$i— Vi
i = (8.4)
ogto;

Gauss-eloszlast valoszinliségi valtozot, amelyre nyilvan fennéllnak az
. 2
M(;)=0 ¢ D(¢)=1

Osszefiiggések, ha az i index nem kiszoéro pontnak felel meg. Ha o*-et a (6.22) képlet-
tel becsiiljiik, akkor

. &7,

n—m il

(8.5)
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(n —m) szabadsagi foku Student-eloszlast kdvet a kiilsé pontokra, ami nem all a belsd
pontokra, hiszen ezekre a nevezd nem fiiggetlen a szamlalotol.
Az (n — m) szabadsagi foka Student-eloszlasra a kdvetkezd kvantilist definidljuk:

Pllu|<rf=1-¢. (8.6)

Ha valamelyik kiils6 pontra |tl-| >y, akkor & kiszor6 pontnak mindsiil € konfidencia-

szinten. Ezzel kitlizott célunkat elértiik — legalabbis a kiils6 pontok esetében. De mi
legyen a belsd pontokkal? Ezek esetében ugyanis a (8.5) szerint definialt # nem
Student-tort.

A belsd pontokra ugy irhatunk fel statisztikai probat, hogy kiilsé pontta alakitjuk,
vagyis

e kihagyjuk az i-edik bels6 pontot az illesztésbol; igy ez kiilsé pontta valik;

e (8.5) szerint képezziik rd vonatkozdan a Student-tortet (+ eldjellel!), amelyet #/ -vel
jeloliink;

e ha |tl~'| >y, akkor & kiszor6 pont ¢ konfidenciaszinten. y most az (n —m — 1) sza-
badsagi fokhoz tartozik, hiszen a pontok szama 1-gyel csokkent.

Ez azt jelenti, hogy a kiszord pontok keresése érdekében annyiszor kellene az illesz-
tést megismételni, ahany belsé pont van, tehat n-szer. A valésagban nem ilyen rossz a
helyzet: elegendd az illesztést egyszer megcsinalni minden pont figyelembevételével.
Ugyanis a belsdé pontként szamitott ¢, mennyiségekbdl kiszamithatd a fent definialt
Student-tort, mivel érvényes a

8.1. TETEL. Ha mind a teljes, mind az i-edik pont kihagyasaval torténd illesztés végre-
hajthato, tovabba az illesztés linearizalhato, végiil az i-edik ponttdl elte-
kintve mas kiszord pont nincs, a ¢/ Student-tort kiszamithato a

lj = e (8.7)

n—m—1
képlettel.

A tétel bizonyitasat késobbre halasztjuk, mert attanulmanyozasat csak azoknak java-
soljuk, akik a 6. fejezetet elolvastak.

A megadott feltételek koziil kiemeljiik az utolsot: (8.7) akkor igaz az i-edik pontra,
ha az i-edik ponton kiviil nincs mas kiszoro pont. Ez azt is jelenti, hogy nem igaz a
tobbi pontra, ha az i-edik pont kiszoro pont. (8.7) alapjan nyerhetiink ¢, -re is kvanti-
list:

V= — (8.8)

Eszerint a belsd pont akkor kiszordé pont ¢ konfidenciaszinten, ha |tl-|> y', ami
ugyanazt jelenti, mint |t,-’| > 7.

A fentiekben definialt statisztikai tesztet altalanositott Student-probanak nevezziik.
Kiilsé pontokra a szokasos Student-probaval azonos, viszont a belsé pontokban attél
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némileg eltér. (n —m)— o esetén az altalanositott proba atmegy a megszokott
Student-probaba. A sziikséges kvantilisek a 2. fliggelékben talalhatok.

A transzformalt Student-tortek tulajdonsagai
Ha a (8.7) képletet megforditjuk, a
t!

li=———— 8.9
112 —1 (8.9)
1+ 4

n—m
képletet kapjuk, amelyben ¢/ Student-tort. Ebbdl leolvashatjuk a ¢ transzformalt
Student-tort tulajdonsagait. Mindenekel6tt latszik, hogy korlatos. Amikor ¢/ — too, ¢

hatarértéke ++/n—m . Mivel szigorian monoton ndvekvd fliggvény, ebbdl kdvetke-
zik, hogy

|tl-|<«/n—m. (8.10)

t; striségfiiggvényét a (3.40a) stirliségfiiggvénybdl tudjuk levezetni. Jeloljikk az »
szabadséagi foku Student-tort eloszlasfiiggvényét S,(x)-szel:

S:_m(x):P{ti<x}:P t < x2 =
- x" =1
n—m-—1
:Sn—m—l # 5
n—-m-—1

hiszen a ¢; Student-tort szabadsagi fokainak a szdma (n —m — 1). Ezt x szerint deri-
valva — elemi szamitasok utan — kapjuk ¢ stiriségfiiggvényét:

. 1 F(nzmjj[l x? ]n;”.

Sp-m(x) = (n—m)r F(n_zm_l

(8.11)

n—m
Erdekes, hogy ennek az eloszlasnak a szorasnégyzete a szabadsagi fokok szamatol

fiiggetlentil 1:
M(#)=0 & D*(t;)=1, n—m>1.
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A bizonyitast az Olvasora bizzuk.™

Az Osszetartozd Student- és modositott Student-eloszlasokat a 8.7. abrdn dsszeha-
sonlitjuk (n —m) néhany értékére. Lathatd, hogy n —m = 20 {616t mar nagyon kozel
van a két eloszlas egymashoz. Természetesen az altalanositott Student-proba szem-
pontjabdl nem a slirliségfiiggvények alakja, hanem a y és ¥ kvantilisek a mérvadok,
amelyek a 2. fiiggelék tablazataiban talalhatok (n —m) és az ¢ konfidencia-val6szinii-
ség kiilonbozo értékeire.

3 0,8
0,6.\

21 3

2 0,4 -
N

14 ~

0,2
~ ‘\‘~—
0 : T o === —=====- \ ===
0 2 4 6 8 1 0 1 2 3 4 5

0,4

03,\

0,2 -
0,1
' oo ‘ \\— —_

0 1 2 3 4 0 1 2 3

0,25 0,2

0.2 1

0,15 -
0,15 - 30
0.1
0.1

0,05 4 0,05 -

0

0

0 1 2 0 1 2

8.1. abra. A Student- eloszlas (szaggatott gorbe) és a modositott Student-eloszlas (folytonos gorbe)
stirliségfiiggvénye (n — m) kiilonb6zo értékeire

*A 8.1. tétel levezetése

Jelolések

A (8.7) képlet levezetéséhez eldszor néhany jeldlésre lesz sziikséglink. Az F matrix

i-edik sora az f," sorvektor, amivel az illesztett érték az

alakban irhat6. Itt kihasznéltuk a tételnek azt a feltételét, hogy az illesztési probléma
linearizalhato, és — ami ezzel egyiitt jar — a 6.3. alfejezetben targyalt torzitas elhanya-
golhatd. Ezzel

Qmin=zn:wj(r§j—7j)2 zzn:wj(Aéj—Aanj)Q. (8.12b)
j=1

j=1
A (8.3c) képletet a

™ Utmutatas: El6szor lassuk be, hogy a (8.11) fiiggvény integralja 1. Utana hasznaljuk ki, hogy a szé-
rasnégyzetet megado integral kifejezhet6 az (n — m)-edik és az (n — m + 2)-edik fliggvény integraljaval.
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2

-\ O
D*(& -7)="% (8.12¢)
Wi
alakba irjuk 4t, ahol (8.5) szerint
1 1 _
-=——fR7'f,. (8.12d)
Wi Wl'
A (6.9b) és a (6.12b) képletek az
n
T
R=>wiff;, (8.12¢)
j=1
illetve
n
Aa=R7'> wAEf; (8.129)
j=1
alakra hozhatok.

Hagyjuk most ki a & mért értéket az illesztésbol! A (8.12) képletekkel definialt
mennyiségeket tigy tudjuk kiszdmitani, hogy a j-re vonatkoz6 6sszegzésekbdl kihagy-
juk a j =1 indext tagot. Az igy kapott mennyiségeket a teljes illesztéshez tartozoktol

€¢I

az “i” indexszel kiilonboztetjiik meg:

R, =Y wif] =R-wff (8.132)
J#I
[vO. (8.12¢)],
_p-l -l
Aa; =R D w AE £, =R/ (RAa - w,AE ) (8.13b)
J#i

[vO. (8.121)], végiil (8.12b) alapjan

2
0 =Y w,(Ag; - talt)) =0 0. (8.13¢)

J#I

Ennek a képletnek a masodik része a 6.2. TETELbAI kdvetkezik, hiszen egy pontot ki-
hagytunk, vagyis a szabadsagi fokok szdma 1-gyel csokkent. Fontos hangstlyozni,
hogy ez csak akkor érvényes, ha az i-edik ponton kiviil mas kiszoro pont nincs. Ha az
i-edik pont kisz6r6 pont, ez nem befolyésolja (8.13c) érvényességét. Ezt a késdbbiek-
ben még ki fogjuk hasznalni. A 6.3. TETELbOI kovetkezik, hogy ezekkel a feltételekkel
Qiésa (é"i - }l) kiilonbség statisztikailag fliggetlenek.

Amikor az i-edik pontot kihagyjuk az illesztésbdl, a (&; — ¥;) kiilonbség igy irhato:
& =T = AL - haf;. (8.13d)
Ezt figyelembe véve (8.5) alapjan kapjuk a
T Kk
(Afl- — At )\/ Vi (8.14a)

O,

n—-m-1

1
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tortet, ahol

1 1 _
- =_+fiTRi 1fi' (8.14b)

Wi Wl'

Azért all itt pozitiv eldjel, mert az i-edik most kiilsé pont. A jelolések befejezéseként a
(8.5) egyenletet atirjuk a most bevezetett jelolésekkel:

(& -7 Ww (Aéi _Aanl’)\/WT. (8.15)

t i = =
Qmin Qmin

n—m n—m

Segédtételek
A (8.7) képlet levezetése harom segédtételen alapul.

8.1. LEMMA. A stlyok kozott fennall a kdvetkezo 0sszefiiggés:
(8.16)
(8.12d) és (8.14b) alapjan

L (1= w TR, (14w g TRE, ) =

Wi Wi
= 1-wf R, + w TR, —w £ TR w £ TR, =

—1+ wl.f,.T(R;1 - R‘l)f,. —wf R (R-R,)R; ', =

amivel (8.16)-ot igazoltuk. A masodik és harmadik sor k6zott kihasznaltuk a (8.13a)
képletet.

8.2. LEMMA. A négyzetOsszegek kozott fennall a kovetkezd Osszefiiggés:

t?

l J (8.17)

n—m

Qi = Qmin (1 o
Ennek belatasahoz eldszor kiszamitjuk a

2
AQ = Onin _Wi(é:i _JN/i)z = ZWJ'(A/:J' —Aanj)
J#i
kiilonbséget:
AQ = ZWJ-[(AA’:J- —Aa,-Tfj)+(Aal-T —AaT)fj]2 =

J#I

_ ij(Agj —Aainj)z +2(Aa,.T —AaT)ZWj(Agj —Aainj)fj +

J#I J#I
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+Y wj[(Aal-T —~ AaT)fj]2 .

J#L

(8.13c) szerint az elso tag O;-vel egyenld. A masodik tag eltiinik, ugyanis egyrészt a

(8.13b) képletet balrol R;-vel beszorozva (8.13a) alapjan azt kapjuk, hogy

RiAa; => wf fiAa; => wAa/ff;,

J#i J#i
masrészt (6.12b) alkalmazasaval adodik az

J#i
A két kifejezést egymassal egyenldveé tessziik, vagyis

Sow(ag, - aalt) ), <o,

J#L

amint allitottuk. Azt kaptuk tehat, hogy

Omin —wi(& -5)" =0, +ZWJ[(AaiT ‘AaT)er -

J#i
= 0, +(Aaf - Aa")R;(da; - Aa). (8.18)
(8.13a) és (8.13b) alapjan
R;(Aa; — Aa)=RAa - wA& T, —R;Aa =(R-R;)Aa—w,AE S, =

= WififiTAa - w,AS = — (Afz fTAa) (5;’ —)7i)fz‘ .
Ha ezt a (8.18) egyenletbe helyettesitjiik, a
Ouin ~wi(& = 7:)" = 0 +(8a] — 22" JR,R;'R, (Aa, - Aa) =
= 0, + w2 (& -5 £,
Osszefiiggés adodik. (8.14b), (8.15) és (8.16) szerint ebbdl kovetkezik, hogy
O; = Onin _Wi(éi —J7i)2(1+wifiTRi_lfi) = Omin _::—i(fi —J7i)2 =
i

* ~\2 .
= Omin = W; ((’Zi_yl') :Qmin_tiz Omin s

n—m

amint a lemma allitja.

8.3. LEMMA. Fenndll a kovetkez6 Osszefiiggés:

(8¢, - aaft, F / Qmm (8.19)

(8.13a) és (8.13b) alapjan a képlet bal oldalan szerepld kiilonbség a
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AE —Aalf, = AE; —Aa] RR;'E, + w,AE TR, =
= A - Aa] (R, +w AT R + w AL ETR, =
T Tp -1 ~ Tp -1

Ha figyelembe vessziik a (8.14b), (8.15) és (8.16) Osszefiiggéseket, akkor ebbdl ado-
dik a lemma allitasa:

(Afi_Aa"Tf")\/W:(gi_JN’i) WL =(5i—7i)\/;:=fi\/%.
j

w

Végeredmény

Ha a most bizonyitott két utols6 lemmaban kapott képleteket (8.14a)-ba helyettesit-
juk, egyszertien adodik a (8.7) képlet:

‘. /anin
tl_ ! n—m _ tl

i~ > > :
Qmin 1— L \/1_ L -1
n—m-—1 n—m n—-m-1

A fenti levezetés tiszta algebrai eszkozokkel dolgozik, tehat a (8.7) képlet megle-
hetdsen altalanos feltételekkel érvényes. A 8.1. TETELben az illesztés végrehajthatosa-
gara vonatkozo feltétel konkrétan azt jelenti, hogy az R ¢és R; matrixok minden i-re
invertalhatok.

Az altalanositott Student-préba hasznalata

A kiszéro pontok megtaldlasara tobb proba is elképzelhetd — attdl fliggden, hogyan
allnak rendelkezésilinkre a mérési adatok. Az alabbiakban harom rokon probat tekin-
tiink at: Gauss-proba, Student-proba és altalanositott Student-préba. Megfontolasain-
kat a stlyozatlan atlagolas esetére korlatozzuk, ami a fenti jelolésekkel azt jelenti,

hogy w; =1 és fix;,a) = a;.
Gauss-proba

Akkor alkalmazzuk a Gauss-probat, amikor ismerjiik az egyes mérések o szOrasat.
Ilyenkor nincs sziikség arra, hogy az (5.7)-ben definialt s empirikus szoras segitségé-
vel becsiiljiik.

A Gauss-proba alapesete az M(fl-) =a hipotézis ellendrzése (i=1, 2, ..., n). Ez
torténhet akar a

akar a
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statisztika alapjan. Mindkettd Gauss-eloszlast kovet, zérus varhato értékkel és 1 sz6-
rassal. A 2. fliggelék tablazataibol a valasztott & konfidencia-valdszinliséghez megta-
lalhatjuk a ykvantilist. A hipotézist elvetjiik, ha

|§] >y, illetve |g”l-| >y

fennall valamelyik i-re (i = 1, 2, ..., n).
A Gauss-proba hasznalhat6 kiszord pontok keresésére is. Képezziik a

§i=—§i_,§, i=1,2,...n
o

hanyadosokat, ahol a nevezd a szdmlalo szorasa:

Dz(fi —E)=D2 gi(l_%) _%ij =

J#i
2
1 n—1 n-—1
=0'2[1——) + 0o’ 3 = ,
n n n
tehat a
, n—1
o =0
n

vélasztas megfelel. Az igy kapott §; hdnyados szintén Gauss-eloszlast kovet, zérus
varhato értékkel és 1 szorassal. Ha valamelyik i-re |§’ i| >y, akkor a megfelelé mérési
adatot kiszor6 pontnak mindsitjiik.

Student-préba
A Student-probat szerzbje” eredetileg a kovetkezé célbol alkotta meg. Egyetlen &
adatot mériink, és az M(f) = a hipotézist kivanjuk ellendrizni. & szordséra (o) vonat-

kozoban van egy fiiggetlen mérésekbdl, n szabadsagi fokkal becsiilt empirikus szoras-
négyzetiink:

2
2= gthn
n

Ekkor a
E—a

S

[ =

hanyados Student-eloszlast kdvet n szabadsagi fokkal. A hipotézist akkor vetjiik el,
amikor |t| >y, ahol y a valasztott & konfidencia-val6szintiséghez tartozé kvantilis.

A Student-proba ebben a megfogalmazasdban nem igazan hasznalhaté kiszord
pontok keresésére, legfeljebb a kovetkezd hipotézis vizsgalatarol lehet szo. Feltesz-

> A Student alnév, eredeti neve Gosset.
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sziik, hogy n mérést végeztiink, és az a hipotézisiink, hogy egy fiiggetlen, (n + 1)-edik
mérés varhato értéke ugyanaz, mint a korabbiaké. Ekkor nyilvan a

s—¢

[Ormin
n-—1

statisztikat kell hasznalnunk. Ez akkor lenne Student-tort, ha a nevezoben a szamlalo
szorasanak a becslése allna. A jelenlegi nevezd az elsé n mérés kozos o? szorasnégy-
zetének a becslése. A Student-proba esetében mindig feltessziik, hogy a fiiggetlen
(n + 1)-edik mérés szorasnégyzete is ugyanez. A szamlalo szorasnégyzete ezzel a fel-
tevéssel

1=

2
< = 1
D2(£- &) =D*(&+D* (&) =0+ T =212,
(6-8)=D%@+D(g)=0" + 7=
vagyis a nevezOt korrigalni kell ahhoz, hogy Student-tortet kapjunk:
§-¢
o |" +1
n_ n _ ¢

t'=t

I’l+1_ Qmin _\/}(%_1 .
Gz(l’l—l) n—1

Ha |¢t'| > ¥, akkor a mondott hipotézist elvetjiik.

Altalanositott Student-préba

Nézziik eldszor az M(ﬁi) = a hipotézist (i =1, 2, ..., n) abban az esetben, amikor

o’-et ebbdl az n mérésbol becsiiljiik, és koziiliik az egyikre akarunk probat felirni. Ek-
kor nem jarhatunk el a fentiek szerint, mert a

gi—a
Qmin

n—1

tortben a szamlalo nem fliggetlen a nevez6tol. Fliggetlen viszont az atlag, tehat az

_ ¢-a
Qmin

n—

n

—

hanyados kapcsolatba hozhat6 a Student-eloszlassal:

Qmin \/13_1 ,
(1’1—1)62 n—1

amire szintén lehet kvantilist taldlni a 2. fliggelék tablazataiban.

c-a
t=nn = olNn__ ¢
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Az éltalanositott Student-préba alapesete a kiszord pontok keresése. Ha az egyes
mérések szorasat n mérésbol becsiiljiik, és koziiliik az egyik mérésre akarunk probat
felirni, akkor csak a fentiekben ismertetett altalanositott Student-préba marad. Esze-
rint tehat kiszamitjuk a (8.5) képlet szerinti

L _&-¢E

l/%
n

torteket (1asd alabb), amelyekbdl a (8.7) transzformacioval kaphatunk (n — 2) szabad-
sagi foka Student-trtet. Ha ennek a kvantilise 7, akkor a |1;| > 7' fennallasakor mind-
sitjiik az i-edik mérést kiszoronak, ahol »' -t a (8.8) képlettel szamitjuk ki ~bol.

Vegyiik észre, hogy #; szdmitasdhoz QOmin-ot — kivételesen — nem (n — 1)-gyel, ha-
nem n-nel kell osztani, amint ezt a fenti képletben is tettiik. Mivel most egyetlen pa-
ramétert becsliink (a;-et), a (8.5) képletben szerepld F matrix egyetlen oszlopbol all,
¢s minden eleme 1-gyel egyenld. Mivel a & mért adatok szérdsa azonos, most w; = 1,
vagyis a W matrix az egységmatrix. Végeredményben tehat R = F'WF 1x1-es mat-
rix, vagyis skalar, amelynek az értéke n. Ebbdl kovetkezik, hogy

lnl

[W‘1 FR‘lFT],.._l .

Figyelembe véve, hogy most y; = ZC, a (8.5) képlet ezzel a kdvetkezd eredményt adja:

Si —
len n- \/ Q min
n

n—1

amint fent allitjuk.

8.3. A kisz6roé pontok megtalalasa

A (8.7) képletet eldszor 1935-ben vezették le a stlyozas nélkiili atlagolas specialis
esetében [4]. A fenti jelolésekkel ez a w; = 1 és f(x;,a) = a; esetnek felel meg. A kiszo-
r6 pontokkal foglalkoz6 irodalomban néha idézik is. Teljes altalanossdgban valo leve-
zetése [3]-ban talalhato meg eldszor (1977). A mérések kiértékelésében azonban soka-
ig nem jatszott nagy szerepet. E18szor ennek okait beszéljiik meg.

1935-ben irt dolgozatdban Thompson javasolta a (8.7) képlet hasznalatat, hiszen
segitségével a stlyozas nélkiil atlagolt mért mennyiségek koziil egy Student-proba
segitségével ki lehet valogatni a hibasakat, vagyis a kiszoré pontokat. Egy évvel ké-
s6bb Pearson és ChandraSekar irtak egy cikket [4], amelyben rdmutatnak a modszer
gyengéire. Elismerik, hogy a javasolt modszer korrektiil veszi figyelembe az elsofaju
hibat (vo. 4.3. alfejezet), de teljesen védtelen a mdsodfaju hibaval szemben. Két oka
van annak, hogy a matematikusok nem sokra becsiilték a (8.7) képletet. Egyrészt nem
volt kellden altalanos, hiszen eredeti formajaban a stlyozas nélkiili atlagolasra vonat-
kozott, viszont a kiszor6 pontok foleg a fiiggvényillesztésben izgalmasak. Masrészt
Pearson és ChandraSekar ellenvetései nagyon komolyak, és nem konnyti rajuk vala-
szolni. Mivel a 8.1. TETEL szerint a képlet nagyon altalanos feltételek mellett igaz, jol
alkalmazhat6 a kiszord pontok megkeresésére, ha a masodfaju hibaval kapcsolatos
ellenvetésekre megtalaljuk a valaszt. Ezért az alabbiakban ezzel foglalkozunk el6szor.

223



A masodfaju hiba
Amikor a mésodfaju hiba hatasait elemezziik, az eredeti H, hipotézissel szemben
meg kell fogalmaznunk egy ellenhipotézist. A Hy hipotézis igy hangzik:

Hy: a & mért értékek kozott (i =1, 2, ..., n) nincs kiszord pont.

Amikor az i-edik pontot vizsgaljuk, a |tl’ | >y kritériumot alkalmazzuk, ahol #/-t a

(8.7) képlettel kapjuk. Az i-edik pontot akkor mindsitjiik kiszoéronak, amikor ez az
egyenltlenség igaz. Az els6faju hiba valdszintisége a (8.6) képletben szerepld ¢ kon-
fidencia-valosziniiség: ennyi annak a valosziniisége, hogy az i-edik pontot kiszérénak
mindsitjiik, pedig nem az. Ezt jelenti az a kijelentés, hogy a modszer korrektiil kezeli
az els6faju hibat.

A masodfaju hiba azt jelenti, hogy a |tl'| >y egyenl6tlenség hamis, pedig az i-edik
pont kiszoro, vagyis fennall ra a (8.1) relacio. A mérések kiértékelése szempontjabol
ennek sulyos kdvetkezményei lehetnek, hiszen ez okozhatja, hogy a becsiilt paraméte-
rek torzitottak lesznek. Annak a valdszinliségét, hogy ez nem kovetkezik be, az al-
kalmazott statisztikai proba erejének nevezziik. A proba erejét meg szoktuk vizsgalni
a (fl- - yi) szisztematikus hiba fliggvényében, és azt tekintjiikk a legjobb probanak,
amelyre a proba ereje a legnagyobb. Ha egy proba a szisztematikus hiba minden érté-
kére a legjobb, akkor azt egyenletesen legjobb probanak nevezziik. Az adott probléma
elemzésében nem megyiink ilyen mélyre, mert célunk elsdsorban a gyakorlati kérdé-
sekre adando véalaszok megkeresése.”®

A masodfaju hibat a kdvetkezo ellenhipotézissel szemben vizsgaljuk:

H: a & mért értekek kozott (i = 1, 2, ..., n) 1-nél tobb kiszord pont van.

Azért valasztjuk éppen ezt, mert ha ez igaz, akkor az alapul vett (8.7) képlet egyetlen
pontra sem érvényes, tehat az alkalmazott proba az elséfaju hibat sem fogja korrektiil
kezelni.

A probléma megvilagitasara a 8./. tablazatban mutatunk két példat. Két mérést vé-
geztek, mindkettd jol illeszthetd volt egy-egy koszinusz-fliggvénnyel. Az egyikben a
mérési pontok szdma n = 20, a masikban » értéke joval 100 f6l6tt volt. Mindkét eset-
ben a & mért értékek koziil négyet-négyet tudatosan elrontottunk: a masodik szamje-
gyet +1-gyel megvaltoztattuk. Felesleges az elrontott gorbéket felrajzolni, a probléma
megértéséhez elegendd az illesztésben kapott eredményeket megnézni. A 8. 1. tablazat
a négy-négy legnagyobb abszolut értékli Student-tortet mutatja. Kevés mérési pont
esetében a |ti'| > y proba a négy koziil csak egyetlen kiszor6 pontot talalt meg, viszont

sok mérési pont esetében megtaldlta mind a négyet. Az el6bbi esetben tehat fellépett a
masodfaji hiba, a masodikban azonban nem.

8.1. tablazat. Négy kiszoro pont keresése

n  kicsi n  nagy
t] Student-proba t] Student-proba
2,966 megtalalta 4,373 megtalalta
2,258 nem talalta meg —4,474 megtalélta
—1,874 nem talalta meg 5,497 megtalalta
—1,749 nem talalta meg 6,538 megtalalta

76 A helyzet az, hogy ez a vizsgalat nem tortént meg, pedig hasznos lenne. Mindenestre ez a hianyossag
nem érinti az alabbi megfontolasokat.
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Mi a probléma eredete? Nyilvan szoros kapcsolatban van nem csak a kiszord pon-
tok szamdval, hanem a mérési pontokéval is. Pearson ¢s ChandraSekar a kovetkezd
matematikai jelenségre hivjak fel a figyelmet. Stilyozatlan atlagolas esetében konnyii
belatni, hogy a ¢; tortek kozott fennallnak a

=n

S 2 _ . (éjl_f) _Qmin
2k

S Omin Qmin (8.20a)
n n
és
IEDISTEI (8.20b)
i=1 i=1 min

:ﬁﬂ

Osszefliggések. Belatasukhoz figyelembe kell venni a (8.5) képletet, ahol y; = E , to-
vabba az eldz0 alfejezet végén kiszamitottuk, hogy

_&¢

l /@'
n

Megjegyezziik, hogy a ¢; tortek kozott (m + 1) analog Osszefiiggés 4ll fenn az altalanos
esetben [3].

Vérhatdan a kiszor6é pontokhoz tartoznak a legnagyobb abszolut értékii ¢; értékek.
A Student-proba akkor fogja ezeket kimutatni, ha nagyobbak, mint a (8.8) képletben
szerepld y' kvantilis. Erdemes ezért megvizsgalni, hogy a (8.20) feltételeknek eleget
tevo ¢; értékek abszolut értékének a maximuma egyaltalan mekkora lehet — fiiggetle-
nil attél, hogy honnan szarmaznak. A részletes vizsgalat (lasd [3] és [4]) a kovetkezd
eredményt adja:

e Ha a kiszord pontok szdma £, akkor a #; tortek abszolut értéke akkor a legnagyobb,
ha abszolut értékeik egymassal egyenldk, viszont a tobbi tort értéke 1/ Jn nagy-
sagrendl vagy 0 (attdl fiiggden, hogy k paratlan, illetve paros).

e A maximadlis abszolut érték kiszdmithatd, nagysaga \/n/_k , ha k paros, és

ha k pératlan.

Meg lehet mutatni [3], hogy ezek a kovetkeztetések nem csak a stlyozatlan atlagolas
esetében érvényesek, hanem jo kozelitéssel igazak tetszdleges sulyok és illesztofligg-
vény esetében is.

Mi mindebbdl a tanulsag? Valaszt kapunk a §8.1. tablazattal kapcsolatban felvetett
kérdésre:

e Ha n elég nagy (100-as nagysagrendii), akkor ez a fels6 korlat még 4 kiszord pont
esetében is elég nagy. Példaul n = 100 és k =4 esetében a felsd korlat 5, ami alta-
laban nagyobb, mint a kvantilis, amely 99% konfidenciaszinten y= 2,5 (vo. 2. fiig-
gelék). Ekkor tehat jo esély van arra, hogy mind a 4 kiszor6 pontot észrevessziik.
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e Ha n nem elég nagy (mondjuk n = 20), akkor a felsé hatar k = 4-re 2,24, tehat 4
kiszor6 pontot semmiképpen sem sikeriil egyszerre kimutatni, hiszen a felsé korlat
kisebb, mint a y= 2,5 kvantilis. £ =3 esetében a fels6 hatar 2,56, ami nagyon ko-
zel van a kvantilishez, tehat 3 kiszor6 pont egyszerre vald kimutatasara szintén ki-
csi az esély, bar nem kizart.

A fenti megfontolasok szerint kis szdmua mérési adat esetében elemi matematikai
esély is alig van arra, hogy egynél tobb kiszord pontot megtalaljunk. Kis n esetén
ugyanis a #; tortek elvi maximuma nem vagy alig haladja meg a kvantilist. Tekintsiink
most el ezektdl az esetektol, és tegyiik fel, hogy n elég nagy ahhoz, hogy legalabb az
elemi matematikai esély meglegyen egynél tobb kiszord pont megtalalasahoz. Ha pél-
daul k& =2 kiszo6r6 pontot kerestink, és egy y= 2,5 kvantilissel dolgozunk, akkor » ér-

tékének a (/n/2 > 2,5 egyenlbtlenséget magasan teljesitenie kell, vagyis n-nek jelen-

tdsen nagyobbnak kell lennie, mint 2x2,52 =12,5. Ha ez teljesiil, akkor az alabbiak-
ban elegenddéen nagy mintarél fogunk beszélni.

A kiszoro pontok megtalalasanak legkomolyabb gétja a (8.20a) megszoritas, amely
mindig fennall, amikor a ¢® tényez6t az (5.7) szerinti empirikus szorasnégyzettel be-
csiiljiik. Ha ezt nem tessziik, mert o*-et valamilyen megfontolasbol ismertnek tételez-

ziik fel, akkor hasonld probléma nem meriil fel, mert nincs sziikség a (8.7) képletre

sem, sOt az nem is érvényes. A most talalt probléma végsd gyokere tehat a 5t =42

becslés, amitdl meg tudunk szabadulni, ha o*-et ismertnek vessziik. Természetesen
ezzel egyéb problémék nem olddédnak meg, amelyekrdl a késdbbiekben még bdven
lesz szo.

A kiszoérd pontok keresésével kapcsolatban néha lehet talalkozni meggondolatlan
kijelentésekkel. Egy — szerencsére mar visszavont — mérési utmutatoban talaltuk a ko-
vetkez0 receptet: “Ha a &, &, ..., &, mért adatok koziil valamelyiknek az atlagtol vald
eltérése nagyobb, mint 3o, akkor az kiszord pont, €s el kell vetni.” o-val az (5.7) sze-
rint becsiilt s empirikus szorast jeloli szerzd, tovabba a szovegkornyezetbdl vilagos,
hogy a mérések n szama ritkan nagyobb 10-nél. Attol a hibatol is tekintsiink el, hogy
(8.5) alapjan s helyett az

(e -8
Srz — i=1
n

képletet kell hasznalni a probaban szerepld ¢; statisztika szamitasara [vo. (8.20)], hi-
szen a (éi - §> kiilonbség szbrasa az igy szamitott s'. Az igazi baj mashol van. Le-

gyen, mondjuk, n» = 10. Ekkor a fentiek szerint |tl-| <a/n—1=3, tehat a maximum ép-
pen a szerzd altal valasztott = 3 kvantilissel egyezik meg. Ez azt jelenti, hogy a java-
solt préba sohasem fog talalni kiszord pontot. A ¢; statisztika maximumanak elemzé-
sére vonatkoz6 levezetésekbdl [3] ugyanis az kovetkezik, hogy a maximum csak a
kovetkezd esetben 1ép fel:

max(ti)=i3 €s t‘=$l, J#I.

J 3

Konnyi ellendrizni, hogy ezek kielégitik a (8.20) egyenldségeket. Ez kovetkezik be
példaul a kovetkezo “mért” adatsor esetében:
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§1=109, & =83=..=8(p=99.

Jol elvégzett mérések nem szoktak ilyen eredményre vezetni. Ha mégis ilyesmi jon ki,
nem azt kell vizsgalni, hogy & kiszor6 adat-e, hanem azt, hogy mi lehet a baj a tobbi
kilenc adattal. Egyébként, ha az egyiket egy kicsit megvaltoztatjuk, a maximalis ¢ a
kvantilisnél kisebbé valik. Legyen példaul & =98. Ekkor — mint egyszeriien kisza-
mithatjuk — a kdvetkez6 adodik:

tl = 2,986, t2 = —0,623, t3 = t4 el = llO = —0,295 .

Egyiknek az abszolut értéke sem haladja meg a y= 3 kvantilist.

Mi legyen a kisz6ré pontokkal?

A 8.2a. abra egy elegendden nagy mintara vonatkozéan mutatja a ¢; torteket. Az il-
lesztés egy, a 7.7. alfejezetben targyalt normalas volt, sok multiplikativ és additiv kor-
rekcioval (vo. 7.6. alfejezet): henger alaku reaktorban a kiilonb6zo r; sugarakhoz tar-
tozd teljesitménysiiriiséget mérték. Az illesztésben minden mért adatot figyelembe
vettiink. Az abrarol lathato, hogy a mérés tartalmaz tobb kiszord pontot is. Kiilondsen
szembeszokok az r; = 6,72 cm-hez tartozo értékek, amelyek mind a (— y', + y’)inter-

vallumon kiviil vannak, ahol a kvantilis £= 0,01-hez tartozo értéke ' = 2,57 . Az abra

masik jellegzetessége, hogy a tobbi pont tilnyomo része a (-1, +1) intervallumba
esik. Nem csak az eldbbiek, hanem ez a tobbség sem lehet Student-tért77, hiszen azok
35%-anak a (-1, +1) intervallumon kiviilre kell esnie.

t

=
o
I
XX

5 10 15 20 25 30
ri (cm)

8.2a. abra. A t; tortek az r; pozicid fiiggvényében,
minden mért adat figyelembevételével

Nincs olyan gyakorlott kisérleti fizikus, aki ne itélné az r; = 6,72 cm-hez tartozo
pontokat kiszoronak. Tekintsiik magunkat ilyennek, és hagyjuk ki ezeket a pontokat
az illesztésbol! Az eredmény a 8.2b. dbran latszik. Most az r; = 24,33 cm-hez tartozo
pontok esnek messze kiviil a (— y'+ 7') intervallumon, amelyek az elébbi dbrdn még
alig latszottak kiszoronak. Feltin ugyanakkor, hogy a tobbi pont eloszlasa kezd meg-
felelni a Student-eloszlasnak: kezdik kitolteni a (—2, +2) intervallumot.

77 A pontok szdma akkora, hogy elhanyagolhato a Student-eloszlas és a médositott Student-eloszlas
kozott kiillonbség, vo. 8.1. dbra. Ezért a tovabbiakban nyugodtan beszélhetiink egyszeriien csak
Student-eloszlasrol.
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8.2b. abra. A t; tortek az r; pozicid fiiggvényében,
az r; = 6,72 cm-hez tartoz6 pontok kihagyasaval
Nagyon ugy tlinik, hogy az r; = 24,33 cm-hez tartoz6 pontok szintén kiszord pon-
tok, tehat hagyjuk ki ezeket is, és ismételjilk meg az illesztést! Az eredmény a 8.2c.
abran lathatd. A kép teljesen megvaltozott: bar most is esnek pontok a (— v+ 7/')
intervallumon kiviilre, de a tobbi pontok eloszldsa mar nagyon olyannak tiinik, mint
amit az ember a Student-eloszlas alapjan var. A kiértékelésben most érkeztiink el az
igazi dilemmdhoz. Az eddigiekben elég magabiztosak voltunk, és gond nélkiil hagy-
tuk el a kiszoronak latszoé pontokat. A 8.2¢. dbrahoz hasonlo abrak lattan még a legta-
pasztaltabb kisérleti fizikusok is elbizonytalanodnak.

4
3,
X %
27 X
1 &g
X
=0 j gg
-1 R X
- Ot x X
2 &
-3 KX
-4
5 10 15 20 25 30

ri (cm)
8.2¢. dbra. A t; tortek az r; pozicio fiiggvényében,
az r;= 6,72 cm ¢és 24,33 cm-hez tartozé pontok kihagyasaval

Nézziik meg ezért kdzelebbrdl, mi a teendd, ha egy mérési adat kiszoré pontnak
mindsiil. Az esetek nagy részében megtalaljuk a hiba okat: eliras, hibas kalibrécio,
téves adatatvitel stb. Ekkor a hiba kijavitdsa utan rendbe szokott jonni az illesztés. Ha
a hiba okat nem talaljuk, nem okos dolog kizarolag a Student-probdara hagyatkozva
akar egyetlen pontot is elhagyni. Amit a fenti mérés elemzésében egy halyogkovacs
magabiztossagaval tettiink, nem volt helyes. Ezt az allitast akkor is fenntartjuk, ha a
kovetkez6 alfejezetben meg fogjuk mutatni, hogy helyes volt elhagyni, amit elhagy-
tunk. A probléma ott van, hogy a Student-proba ehhez nem elegendo alap.

A probléma illusztralasara a kovetkez6 numerikus kisérletet végeztiik:

1. Generaltunk n darab Gauss-eloszlasu véletlen szamot zérus varhato értékkel és 1

szorassal.
2. Kiszamoltuk az atlagot és az empirikus szorasnégyzetet (s°).
3. Elhagytuk azokat, amelyeket a Student-proba kiszoroénak mutatott.
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4. Ezutan a 2. 1épéstdl folytattuk addig, amig legalabb egy kiszord pont akadt.
5. A 8.3. dbra mutatja az utolso lépésben kapott s*-et az ¢ konfidencia-valosziniiség és
n figgvényében.

Oé\K
08 —

0,7 7 \‘\‘\‘\‘\‘
0,6
s? 3

05 —e—n=10

04 —=—n=30 A ’\-T

0,3 —&—n=100 \\

0,2

0,1 \‘\’4
0 T

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
&

8.3. dbra. s* fiiggése &6l és n-tol

Az abrardl latszik, hogy mar 99%-os konfidenciaszinten (£=0,01) is jelentds a csok-
kenés. Tekintve, hogy a kiinduléasi adatokat véletlenszam-generator allitotta eld, koz-
tiik kiszordé pont nem lehet. A proba mégis ilyennek mindsitett egyes adatokat, aminek
az lett az eredménye, hogy az s* empirikus szorasnégyzet jelentésen lecsdkkent. Emi-
att ok nélkiil nem szabad kiszoro pontot elhagyni. Fontos megjegyezni, hogy ez a ko-
vetkeztetés arra az esetre vonatkozik, amikor o*-et becsiiljiik. Ha adottnak vessziik,
akkor a kiszor6 pontok elhagyasa miatt nem csdkken a becsiilt paraméterek szorasa.

Akar becsiiljiik az-et, akar nem, nem tudjuk eldonteni, mirdl van szé: a Student-
proba elsofaju hibajarol vagy valosagos, de ismeretlen eredetli szisztematikus hibardl.
Az sem biztos tovabba, hogy nincs tobb kiszord pont, mint amennyit a Student-préba
annak mindsit, vagyis nem Iépett fel a masodfaju hiba.

Ugyanerre a konkluzidra jutnak a [6] alatt idézett szerzok is. A tovabbiak szem-
pontjabdl azonban a leginkdbb figyelemre méltd Pearson €s ChandraSekar figyelmez-
tetése [4]: az a kérdés, hogy az altalanositott Student-proba altal kiszoronak mindsitett
pont valdban kiszoro-e, nem dontheto el az altalanositott Student-proba keretein be-
liil. Ennek eldontéséhez valamilyen fiiggetlen eszkozre van sziikség. Természetesen
ugyanezt mondandk, barmilyen mas probat alkalmaznank a kiszord pontok keresésére.

Itt a probléma gyokere. Kell keresniink valamilyen fliggetlen eszkozt. Ez lehet fel-
hasonlok. Ha ezek nem segitenek, kell egy végsd eszkdz. Hogy ez mi lehet, arra a §.2.
abradk elemzésekor mar utaltunk. Azokon az abradkon tiint biztosnak, hogy kiszord
pontokkal allunk szemben, amelyeken a pontok f0bbsége nem felelt meg annak, amit
a Student-eloszlas alapjan vartunk: a kiszoré pontok mindig egyiitt jarnak azzal, hogy
a tobbi ponthoz tartozo ¢ tortek talsdgosan kicsik. Tulajdonképpen ez a masodfaja hi-
ba végs6 oka. A keresett jarulékos eszkdznek ezt a dolgot kell kimutatnia. Ilyen esz-
kozok vannak, ezek az illeszkedési probak, amelyek annak az vizsgéalatara szolgalnak,
hogy egy adott statisztikai sokasag tekinthetd-e egy adott eloszlasbol vett mintanak.

A mondottak alapjan tehat a kovetkezd eljarast fogjuk kovetni:

1. Minden mérési adatra vonatkozdan elvégezziik az altalanositott Student-probat,
amely vagy jelol ki kiszor6 pontokat vagy sem.
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2. A kapott ¢; tortek 0sszességére vonatkozoan illeszkedési probat végziink annak el-
dontésére, hogy ezek tekinthetdk-e az altalanositott Student-eloszlasbol vett minta-
nak.

3. Ha nem tekinthetdk annak, akkor az 1. Iépésben kiszéronak mutatkozd pontokat
kiszéronak tekintjiik, és elvetjiik.

4. Ezt kovetden az elhagyott pontok nélkiil megismételjiik az illesztést.

Ahhoz, hogy ezt alkalmazni tudjuk, meg kell ismerkedniink az illeszkedési probakkal.
Ez lesz a 8.4. alfejezet témadja.

8.4. llleszkedési probak

llleszkedési probakrdl altalaban
Legyen az 7 valdszinliségi valtozo elméleti eloszlasfiiggvénye F(x). n-szer meg-
mértiik és az {771-, i=12,..., n} halmazt kaptuk eredménytiil. Azt akarjuk ellendrizni,

tekinthetd-e ez a halmaz az F(x) eloszlasbol vett mintanak. Ehhez definialnunk kell az
empirikus eloszlasfiiggvényt. Rendezziikk a mért adatokat nagysdg szerint ndvekvo
sorba:

* * *
ms<m=s.<n,.

A csillaggal jelolt mennyiségek ugyanazok, mint a korabbiak, csak sorba vannak ren-
dezve. Az empirikus eloszlasfiiggvényt a kovetkezOképpen definialjuk:

o, (x)=", (8.21)

n
ha

772<x, de 772+12x.
Azt a hipotézist kivanjuk tesztelni, hogy
M@, (x)| = F(x). (8.22)

Az éltalanossag kedvéért az 7; jelolést hasznaljuk, de az altalanos képleteket végsd
soron 77; helyett a ¢ tortekre, F(x) helyett pedig a modositott Student-eloszlas eloszlas-
fliggvényére fogjuk alkalmazni.

A hipotézisvizsgalathoz sziikségiink van az empirikus és az elméleti eloszlasfiigg-
vények valamilyen funkcionaljara, amelynek ismerjiik az eloszlasfiiggvényét. Ander-
son ¢s Darling a kovetkezd funkcionalt vizsgalta [7]:

w2 =n T[@n (x) = F)] w[F(x)]dF(x). (8.23)

ahol y(f) valamilyen stlyfiiggvény. Legyen jy a kvantilis. A (8.22) hipotézist elvet-
jik az adott konfidenciaszinten, ha

W2 sy (8.24)

Két sulyfiiggvényre ismertek kvantilisek (aszimptotikusan # — oo -re):
(1) Ha 1//(t) =1:
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L o 2i—17
W? =nw?=—+> | Fln: |- . 8.25
n =7 12n l.:i (77’) 2n} ( )

Kvantilis 95% konfidenciaszinten: yy = 0,4614.
1
(2) Ha y(r)=

(1)

IR I 2i-1 F(”f) (8.26)
w2 = n+2§ 1n1_F(77j) > 1n1_F(’nj) .

Kvantilis 95% konfidenciaszinten: sy = 2,4987.

A (8.22) hipotézis ellendrzésére tobb mas probat is definidltak, de ezeket illetden
az irodalomra utalunk [7]. A kiszér6 pontok kereséséhez elegenddek a (8.25) és (8.26)
funkcionalok. Erdemes megjegyezni, hogy a (8.26) funkcional kiilondsen érdekes a
mi szempontunkbol: a sulyfliggvény kiemeli az F — 0 és F — 1 szélséértékeket, ame-
lyek éppen a kiszor6 pontoknak felelnek meg. Egyébként F(1 — F) éppen a (8.23)-ban
szerepld (@, — F) kiilonbség szorasnégyzete.

A (8.26) funkcional kiszamitdsa okozhat numerikus nehézségeket, amikor »n nagy.
Ilyenkor ugyanis el6fordulhatnak nagy abszolut értékli pozitiv és negativ ¢ tortek,
amelyekre F(#) kozel lehet 0-hoz, illetve 1-hez. Ilyenekre a (8.26)-ban levd logarit-
musok argumentuma a szingularitas kozelébe esik, igy az 6sszeg megfeleld tagjanak a
kiszdmitasa pontatlan. Kiilon gond, hogy a kiszdmitand6 mennyiség két nagy szam, n
¢és az Osszeg kis kiilonbsége, ami tovabb rontja a szamitasi pontossagot. Mindezek a
nehézségek gondos programozassal elkeriilhetdk.

8.2. tablazat. Az illeszkedési probak kvantilisei

£ p(t)=1 w(t)=1/¢(t-1)
0,001 1,1679 7,1782
0,01 0,7435 3,9245
0,02 0,6198 3,2900
0,03 0,5489 2,9336
0,04 0,4993 2,6867
0,05 04614 2,4987
0,10 0,3473 1,9354
0,15 0,2841 1,6226
0,20 0,2412 1,4091
0,30 0,1843 1,1204

Az illeszkedési probahoz sziikséges kvantilisek Anderson és Darling szdmitasai
szerint [7] a 8.2. tablazatban talalhatok. Mivel az ¢ szamitisaik aszimptotikusan,
n — o mellett érvényesek, n értéke a tdblazatnak nem bemend adata.

Grafikus moédszer

Az elézbéekben definialt funkciondlokon alapuld préba hasznos kiegészitdje a gra-
fikus abrazolas. Ez a kovetkezd észrevételen alapul: az F(n) valoszinfiségi valtozo

egyenletes eloszlast, ugyanis
P{F(n) < x} = P{?] < F‘l(x)} = F[F‘l(x)] =x.
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Ez a gondolatmenet folytonos eloszlasokra érvényes. Hatdrozzuk meg F ( 77?) varhat6

értékét! Ehhez sziikség van F (77?) stiriségfiiggvényére. Mi kell ahhoz, hogy
x <F ( 772) <x+dx

teljesiiljon? (dx végtelen kicsi.) (k— 1) darab véltozonak x-nél kisebbnek, (n — k) da-
rabnak pedig x-nél nagyobbnak kell lennie. A k-adik értéket n-féleképpen valaszthat-

n ,
juk ki, az elébbi (k — 1)-et pedig [k J -téleképpen. Igy tehat:

fr(x)dx = P{x < F(UZ) < x+dX} = n(z_ljxk_l(l—x)"_kdx.

Ezzel
* L n—1 L k n—k k
M[F(nk)] = jfk(x)xdx = n(k_ljj-x (1-x)""dx= 1
0 0

amint ez elemi uton ellenérizhetd. Tehat ha F| (77’:) -t dbrazoljuk k/(n+1) fiiggvényé-

ben, egy 45° alatt hajlo egyenest kell kapnunk, ha igaz a hipotézis. Ilyen grafikonokat
mutatnak a 8.4a. és 8.4b. abrak. Az elébbi a 8.2a. dbran, az utdbbi pedig a 8.2¢. ab-
ran lathato helyzetnek felel meg. Vildgosan latszik, hogy az eldbbi tartalmaz, de az
utdbbi mar nem tartalmaz kiszord pontokat.

1

0,8 - e

- _.._.._.,,_.,,,._.._.

Sn-m(ti’k)

0 | 4 7 - ..-.--.._..-...-.___, -

0,2

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
i/(n+1)
8.4a. abra. A 8.2a. abran lathato helyzetnek megfeleld illeszkedési grafikon

1

0,8

0,6

0,4

Sn-m(ti*)

0,2

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
i/(n+1)
8.4b. dabra. A 8.2c. abran lathato helyzetnek megfeleld illeszkedési grafikon
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Alkalmazas a t; tortekre
A fentieket a ¢; tortekre alkalmazzuk, vagyis az elméleti eloszlasfiiggvény most

F(x) = S:_m(x) ,

amelynek megfeleld striiségfiiggvényt (8.11)-ben felirtuk. Ez nagyon hasznos infor-
maciot ad, de a modszer sajnos csak kozelitd, mert a # tortek nem fliggetlenek, mar-
pedig a py kvantilisek szdmitasaban ezt feltételezték. Annak, hogy nem fiiggetlenek, a
(6.5) normélegyenletek az okai. Ezek ugyanis m darab egyenletet alkotnak a (fl- - }l)

kiilonbségekre vonatkozoan. Nos, (8.5) szerint veliik ardnyosak a ¢; tortek, ami azt je-
lenti, hogy a normalegyenletek atirhatok a #; tortekre vonatkozo egyenletrendszerré.
Az igy kapott m egyenletbdl m darab ¢; tort kifejezhetd a maradék (n — m) torttel. Emi-
att kozelités a fenti illeszkedési probat kozvetleniil a ¢ tortekre alkalmazni. A tapaszta-
lat azt mutatja, hogy nagy n-re mégis jol alkalmazhat6.

Amikor azonban n nem elég nagy (mondjuk kisebb, mint 100), akkor célszerii ezt a
linedris fliggdséget megsziintetni, vagyis az n darab ¢ tortet (vagy valamilyen veliik
aranyos mennyiségeket) (n —m) darab fliggetlen valosziniiségi valtozora transzfor-
malni. Ennek a maddjat targyaljuk a kdvetkezd szakaszban.

*Transzformalas Gauss-eloszlasra

A t; tortek helyett egyszeriibb a (51. —)71.) kiilonbségeket transzformalni annak ér-

dekében, hogy megvizsgaljuk, tekintheték-e egy Gauss-eloszlasbol vett mintanak.”®
Mint mondtuk, ezek nem ﬁ'iggetlenek hiszen (6.5) szerint kielégitenek m egyenletet:

ou0-$n 2 -

n
:zwz’ﬂk(fz‘_;i):os (8.27)
i=1
k=1,2, ..., m, amit
FTW(g5 _ ?) —0 (8.28)

szerint irhatunk at vektori alakba. Ez azt jelenti, hogy koziiliik m kiilonbség kifejezhe-
t6 a tobbi (n — m)-mel. Keresiink egy olyan (n — m)xn-es C matrixot, hogy a

{=Ccw" 2(5 -¥) (8.29)
vektor (n —m) azonos szorasu, fliggetlen komponensbdl alljon, vagyis
M(EC") = 0> (8.30)

tehat aranyos az (n — m)x(n — m)-es egységmatrixszal. A transzformacio alapjan

8 A 6.7. alfejezetben targyaljuk a kiilonbozo, esetleg nem Gauss-eloszlasi mérési adatok kezelését. Ott
megmutatjuk, hogy ezek gyakorlatilag Gauss-eloszlasinak tekinthetdk. Ezért elég csak a Gauss-
eloszlasra vonatkoz6 hipotézist vizsgalni.
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M((‘;’(‘;'T ): cw!2 M[(E_, 3 §Xg) B i)T }Wl/ch _
— 2CW 2 (W—l _ FR—IFT)WI/ZCT _
) C(E _W2FRFTw 2 )CT .
Keressiik a transzformalo matrixot a kovetkez6 alakban:

C=[E ~X

n—m,n—m n—m,m]’

(8.31)

ahol X egy egyelére hatarozatlan (n —m)xm-es matrix. Ugy fogjuk megvalasztani,
hogy (8.30) teljesiiljon. A derivaltak matrixat is bontsuk ennek megfeleld blokkokra:

F/_
w”zF{ " ’”’”} (8.32)

"
Fm,m

A felsd blokk (n —m)xm-es, az als6 blokk pedig mxm-es. Némi matrixalgebraval az
alabbi egyenletet kapjuk a keresett X matrixra:

o*E=*(E+ XX - FRFT+FRFXT)+
+ o2 (XF”R‘IF’T _ XF”R‘lF”TXT).

Kozvetlen beszorzassal be lehet latni, hogy ez a matrixegyenlet a kdvetkezo alakra
hozhaté:

(XFH_F!)R—l(FNTXT _F!T): XXT (833)

Bontsuk az R matrixot két matrix szorzatira: R = H'H (v0. 2.6. TETEL). Ezt beirva a
(8.33) egyenlet kielégiil, ha

(XF"-F)H ' =-X,
amibdl

X=FH"(FH +Em)_1 —F(H+F")".

Azokat az i indexeket, amelyeket kitranszformalunk, (vagyis az F” -nek megfelel
i-ket) ugy célszerli megvalasztani, hogy a {; és az (E —i) valoszinliségi valtozok

kozotti korrelacid a legerdsebb legyen a megmarado i indexekre. Itt nem részletezett
megfontolasok szerint azokat az i-ket célszerli az F"” matrix szamdra kivalasztani,

amelyekre a D?(¥;)/D?(&;) hanyados a legnagyobb.
A (8.31) otlet Sarkadi egyik tesztjéb6l [7] indul ki. Sarkadi a & fiiggetlen val6szi-

nliségi valtozok normalitdsanak vizsgalatara javasolja a kovetkezd eljarast. E16szor a
koz0s varhato értéket kiiszoboli ki a

e _ B , _né+ng,
¢ =&-¢,, i=1,2,..,n—-1, &= n+\/;
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transzformacioval. Az igy kapott zérus varhat6 értékii és o® szorasnégyzetii valoszinii-
ségi valtozok tovabbra is fiiggetlenek. Ezek a valtozok megfelelnek a (8.29) szerint
kapott ¢; valtozoknak.

Egy tjabb transzformacioval kikiiszoboljiik a o tényez6t.” Be lehet latni (asd [7],
1991), hogy az

2

g
n—m 5
s

7, = (8.34)

J=i
hanyadosok (i =1,2,...,n—m—1) egymastol statisztikailag fliggetlenek, és slirliség-
fliggvényiik a Béta-eloszlas:

() =—-+ 7 8.35
fi(u) B(p. q) ’ (8.35)
ahol
p=t & g=02¢
2 27
tovabba
(p)(q)
B(p,q) F(p+q) .

Az illeszkedési probat az Fi(nl-) mennyiségekre csinaljuk, ahol E(u) az eldbbi stirt-

ségfiiggvény integralja. Ebben az illeszkedési probaban az elméleti eloszlasfiiggvény
az egyenletes eloszlas F(x) = x eloszlasfiiggvénye.

8.3. tablazat. A (8.25) és (8.26) funkcionalok értékei a 8.2. abrakon mutatott esetekre
A kvantilisek 0,4614 és 2,4987 nw? -re, illetve an -re.

Abra Qmin /(n — m) no)z an

8.2a. 11,87 D:9,92 G:255 D: 477 G: 126
8.2b. 4,94 D:046 G:1,06 D: 3,24 G: 6,66
8.2c¢. 4,07 D: 0,10 G:0,40 D: 0,89 G: 3,20

Alkalmazas a korabban targyalt mérésre

Ha a fenti illeszkedési probakat alkalmazzuk a 8.2. dbrakon lathato esetekre, a 8.3.
tabldzatban lathatoé eredményeket kapjuk. A tablazatban “D”-vel jeldljiik a transzfor-
malatlan (“direkt”) adatokra, “G”-vel pedig a transzformalt (“Gauss-eloszlasi™) ada-
tokra vonatkozd probdk eredményeit. Lathaté a tdblazatbol, hogy a 8.2¢. abranak
megfeleld eset 1ényegesen jobb funkcionalokat eredményezett, mint a két korabbi, de

a “G” esetnek megfeleld an funkcional egy kicsivel még mindig nagyobb, mint a

kvantilis. Ha tovabbi pontokat hagyunk el, ez a helyzet egyaltaldn nem javul, tehat
mindenképpen indokolt ennél az illesztésnél megallni.

7 Ez az 6tlet szintén Sarkadi idézett dolgozataban talalhato.
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*9. ASZIMPTOTIKUS TARTOMANY KERESESE

*9.1. A probléma felvetése

Gyakran valasztunk olyan illesztéfiiggvényt, amelyrdl tudjuk, hogy az x; valtozo-
nak van olyan tartomanya, ahol

M(&) = f(x.a). .1

e ey

zet elején is hangsulyoztuk, hogy az x; valtoz6 emlitett tartomanyaba esé mért értéke-
ket nem tekintjiik kiszord pontnak, hiszen a (9.1) relaci6 fennallasanak az oka az
illesztofliggvény tudatos egyszerlisitése. A definicidt egy példaval vilagitjuk meg. A
9.1. abran lathaté pontok egy mérés eredményei, amelyrdl tudjuk, hogy x; elegendéen
kis értékeire

M(&;) = a1Jg(ayx;), (9.2)

ahol Jy a nulladrendii Bessel-fliggvény, amelyet folytonos gorbével be is rajzoltunk az
abréra. Lathat6, hogy koriilbeliil 15 cm-nél nagyobb x; értékekre ez a fliggvény nem
irja le a méréseket, hiszen a mért pontok 16 cm utan emelkedni kezdenek, viszont a
Bessel-fiiggvény szigortian monoton csokkend. Azt persze nem tudjuk, hol van az a
hatar, amelynél kisebb x; értékekre (9.2) fennall, a probléma éppen ennek a megkere-
sése. Tekintve, hogy (9.2) az elegendden kis x; értékekre csak aszimptotikusan telje-
stil, a keresett tartomanyt aszimptotikus tartomanynak nevezzuk.

1,2
L0 ‘-\
0,8 ®
e ©

\\\\ :o

°
0,6 4 °

'o o ©

ol \

0,2 - \

0,0

0 5 10 15 20 25
Xi (cm)
9.1. abra. Példa a (9.1) relaciora

Az aszimptotikus tartoméany keresésére altalanosan elterjedt modszer a pontelha-
gyvads modszere, amely abban 4ll, hogy az illesztést tobbszor megismételjiik ugy, hogy
fokozatosan elhagyjuk azokat a pontokat, ahol sejtésiink szerint fennall a (9.1) relacid.
Mindaddig, amig az illesztésben van olyan pont, amelyre (9.1) érvényes, az illesztett
paraméterekre torzitott becslést kapunk, és a torzitds mértéke fligg attol, hany ilyen
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pont van. Miutan azonban az ilyen pontokat mind elhagytuk, a becsiilt paraméterek
torzitatlanok lesznek, tehat varhat6 értékiik azonos lesz, legfeljebb szorasuk fog nove-
kedni, hiszen a pontok elhagyésa informaciovesztést jelent, ami a szoras novekedésé-
ben jut kifejezésre. A pontelhagyasos modszer szerint az aszimptotikus tartomany ke-
resése igy annak a hatarnak a keresését jelenti, amelytdl kezdve a becsiilt paraméterek
varhato értéke azonos.

11
10
S —E——E——E— ______________________
]
9 @ s
8 e
- 3
3
6 T T T T T
9 11 13 15 17 19 21 23 25
X max (CM)

9.2. abra. A aszimptotikus tartomany keresése a pontelhagyas modszerével

A modszert a 9.2. abran vilagitjuk meg. A grafikonon a (9.2) fliggvény a, paramé-
terét abrazoltuk x.x fliggvényében. Mindegyik illesztésben figyelembe vettiikk a 9.1.
dabra mindazon pontjait, amelyekre x; < xpax. Az els6 illesztésben xpm,x = 22 cm, majd
fokozatosan csokkentettiik 1 cm-rel. Mindegyik 1épésben tobb pontot hagyunk el,
mint az el6zoben. Mint fentebb mondtuk, a szérasok ekdzben monoton nonek. Az a,
paraméter becsiilt értékei pedig kezdetben nének, majd lassan stabilizdlodnak. Az
Xmax = 22 ¢cm, 21 cm, 20 cm és 19 cm-nél végzett illesztések megitélése nem jelent
problémat: ezek majdnem biztosan tartalmaznak még az aszimptotikus tartomanyon
kiviili pontokat. Az xmax = 17 cm-nél végzett illesztéstdl kezdve azonban mar nem le-
hetiink ilyen biztosak a dolgunkban. Az 4bra szerint az xmax = 12 cm, 13 cm és 14 cm-
nél végzett illesztések eredményei kozott nyilvanvaldan nincs szignifikans kiillonbség.
A tobbire vonatkozdan ugyanez mar nem evidens, de az ellenkezdje sem az. Példaul
azZ Xmax = 12 cm-hez tartozo illesztett paraméter szoérdsa mar olyan nagy, hogy lathato-
an nem tér el szignifikdnsan az xmax = 16 cm-hez tartozo illesztett paramétertdl. Eze-
ket a megallapitasokat csak sejtés alapjan tehetjiik, hiszen nyilvanvalo, hogy az egy-
mas utan kapott paraméterbecslések kozott erds korrelacio van, tehat két érték kozotti
kiilonbség szignifikdns voltat nem olyan egyszerli eldonteni (lasd a “Mért mennyisé-
gek egyenldsége” cimii részt az 5.2. alfejezetben).

A 9.2. abran mutatott helyzet az egyszeriibbek kozé tartozik, mert a kapott para-
méterek az elsé lépésekben hatdrozottan emelkednek, majd egy bizonyos lépéstdl
kezdve szemmel is lathatoan stabilizalédnak. Nem szokott ez mindig igy kijonni, van-
nak nehezebben attekinthetd esetek is. Mindenképpen beladthatjuk, hogy valamilyen
statisztikai probara van sziikséglink ahhoz, hogy az aszimptotikus tartoméanyt meg-
nyugtaté modon megtalaljuk, illetve kimutassuk, hogy nincs ilyen tartomany. A jelen
fejezet célja egy, a gyakorlatban jol bevalt proba ismertetése. A 9.2. dbrara berajzolt
szaggatott vonal azt az értéket jelzi, amelyet ezzel a probaval kaptunk. Megjegyezziik,
hogy — a kiszord pontok kereséséhez hasonldan — két proba egymast kovetd alkalma-
zasara lesz sziikség, de ennek most mas oka van, mint a kiszord pontok esetében.
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*9.2. Definiciok és jeloléesek
Tudjuk, hogy az f (x,a) fiiggvény csak egy x € X, tartomanyban (az Gn. aszimp-

totikus tartomanyban) irja le jo kozelitéssel a mért &-k varhato értékét. A pontelha-
gyasos mddszer értelmében valasztunk K tartomanyt

XXy, 2...0X;D...0 Xg, (9.3a)
és reméljiik, hogy van koztiik olyan, amelyre X, D X;. (9.3a)-bol kovetkezik, hogy

ez minden tovabbi tartomanyra is igaz. Jeloljiik az X, -re vonatkozoan becsiilt para-
métervektort a;-lel. Tovabbi jelolések (vo. 9.3. dbra):

- 2
Ql = zwi(é' _f(xi’al)) > (94)
iel,
ahol /; az X, -tartomanynak megfeleld i indexek halmaza:
I oL >o.oDo..Dlg. (9.3b)
o*-nek az [-edik 1épésben kapott becslése
=2, 9.5)
np—m

tovabba
n;: az I;-hez tartozé mérési pontok szdma;

E jra E vektornak az a vetiilete, amelyben csak az /;-hez tartozo i indexek szerepel-
nek;

Aal:,ﬁl—a;

F,: az F matrixnak az az almatrixa, amelyben csak az /;-hez tartozo6 i indexek szere-

pelnek;
W, : a W matrixnak az az almatrixa, amelyben csak az /;-hez tartoz6 i indexek szere-

pelnek;

R, =F'WF,. (9.6)
Az ellenérzendd hipotézis:
H: 1étezik olyan /, amelyre M(El) =a (9.7a)
és
M(Q)) = o7 (m —m). (9.7b)
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9.3. dbra. A definiciokban szereplé vektorok €s matrixok sematikus abrazolasa. A
szilirke tartomany az eredeti matrixoknak, a fehér pedig az /-edik 1épésben
szereplé csokkentett méretiicknek felel meg. A W, matrixban csak a beje-
161t atl6 mentén vannak zérustol kiilonb6zd elemek

Az [-edik Iépésben végrehajtott illesztés a kovetkezd eredményeket adja. Feltesz-
szik, hogy H) igaz az [-edik 1épésre. Ekkor

m
)7,~=f(xi,51)=f(xiaa)+ZEkAalk’ i€l
k=1

amit vektoralakba irva a
Ay, =¥, - M(El )= FAa,
képlet addédik. (9.4)-ben a
&/ - = A&, - Fha,
vektor komponenseit emeljiik négyzetre, vagyis
O = (El - yl)Twl(El - yl) =
- (AE-,, - F,Aa,)TW,(AE;, - F,Aa,).
Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizhetjiik a kovetkezd atalakitas helyességét:
O = AEZT(WI - WZFZRI_IFITWZ)AEI +
+(A?,,TW,F,R,‘1 - Aa,T)R ,(R,‘IF,TW,A?, ,—Aa ,).
Mivel mindkét tag pozitiv definit, ez akkor veszi fel a minimumat, amikor
Aa; =R7'F/W,AE,, (9.8)
¢s a minimum értéke
O = AEIT(WI - WIFIRI_IFITWI)AEI :
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Ezeket a képleteket kordbban mas uton mar levezettiik, lasd példaul a (6.12b) képletet.
A 6.2. TETEL levezetését az [y halmazra alkalmazva kapjuk, hogy

Q=0 4n m- (9.9)

AET

MAEAE)=
A&

9.4. dbra. Az M(Ag ]Ag}) varhato érték sematikus abrazolasa

*9.3. Kovariancia az I-edik és az |-edik Iépés kozott

Mivel a pontelhagyds mddszerében az egymast kovetd 1épésekben kapott paramé-
terbecslések azonossagat vagy eltéréseit vizsgaljuk, sziikséglink van az egyes 1épé-
sekben becsiilt paraméterek kozotti kovarianciara. Ennek kiszdmitasaban a (9.8) kép-
letbdl indulunk ki, amelynek alapjan

M(8a;a] ) = R} 'FTW, M(AE ,AEE)W,,F,,R;1 .

El6szor a jobb oldalon szerepld varhato értéket szamitjuk ki. Ezt a 9.4. abran szemlél-
tetjik. A AE ; vektort fehér szinnel, AEIT -et pedig vildgossziirkével abrazoljuk a bal-
oldali rajzon. A kettd diadikus szorzata olyan matrix, amelyben a sorok szama az /;, az
oszlopok szama pedig az I, indexhalmaz elemeinek a szdmaval egyezik meg. A mat-

rix varhat6 értéke a 9.4. dabra jobboldali rajzan vildgossziirkével abrazolt matrix,
amelynek minden eleme zérus kivéve a berajzolt atlonak a szaggatott vonal feletti ré-
sz¢t, ahol a megfeleld mérések szorasnégyzetei allnak:

D 2
[M(Angng')],_, =0 Dz(fi/) =0 i,
i Wi
ahol
iel, ¢ i'el.
Ebbdl kovetkezik, hogy a vilagossziirkével jelolt matrixnak a szaggatott vonal feletti
blokkja o*W;'. Amikor a métrixot W, -vel szorozzuk, ez a blokk atmegy az egy-

ségmatrix o’-szeresébe, vagyis
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M(Aé ZA?,]T,)W,F, - o°F, (9.10a)

0)

(Kihasznaltuk, hogy I, — I;.) Ezt a matrixot kell balrol F,TWZ -vel szoroznunk. Az
utobbit a kdvetkezoképpen dbrazoljuk:

FZT W, = F|TW| (9.10b)

Itt a feketére szinezett almétrix az F,' W, matrixnak azokat az oszlopait tartalmazza,
amelyek i indexe az /; — I halmazba esik. Az itt talalhatd elemek a (9.10a) képletben

szerepld nullakkal szorzodnak, tehat értékiik nem jatszik szerepet. Ezutan mar kony-
nyen felirhat6 a (9.10a) és (9.10b) matrixok szorzata:

F'Ww, M(AE JAES )w,,FZ, = *F} W, F, = 2R, . (9.10c)
Végeredményben tehat azt kapjuk, hogy
M(AalAa,T,) = *R;'R,R;' = 62R; .

Ezt az els6 latdsra meghdkkentd eredményt tétel formajaban is kimondjuk:
9.1 TETEL. Ha I, c I;, akkor az ezeknek az intervallumoknak megfeleld illesztések-
ben becsiilt paraméterek kovarianciamatrixa

M(Aa,Aa}): AR (9.11)

Ez nagyon erds korrelaciot jelent. (9.11)-bdl ugyanis az kovetkezik, hogy barme-
lyik illesztett a; paraméternek (k= 1, 2, ..., m) az [ és [’ index illesztésekben becsiilt
értékei kozotti kovariancia az [; intervallumban kapott érték szorasnégyzete:

cov(@y dp ) = GZ[R,‘I]kk - D?(ay). (9.12)

Ebbdl egyszeriien igazolhatjuk azt az allitast, amelyet a 9.1. alfejezetben csak heurisz-
tikusan sejtettiink:

9.2. TETEL. Ha I, < I;, akkor az ezeknek az intervallumoknak megfeleld illesztések-
ben becsiilt paraméterek szorasai koziil az el6bbié a nagyobb:
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EgyenlOség csak akkor allhat fenn, ha 7, = I,

A bizonyitdshoz a Schwarz-féle egyenldtlenségbdl (3.5. TETEL) indulunk ki. Ha ezt a
(9.12) képletben adott kovarianciara alkalmazzuk, akkor

D(Elk)~ D(El,k) > ‘COV(aZk ,El/k )‘ = Dz(ﬁlk),

amibdl kovetkezik (9.13). A 3.5. TETEL szerint itt csak akkor allhat egyenldség, ami-
kor @y, =a;, , aminek a feltétele pedig 1, = 1;.

A gyakorlatban barmelyik illesztett paraméter becsiilt értékeinek az azonossagat
vizsgalhatjuk, és a tapasztalat szerint mindegyik esetben ugyanazt az aszimptotikus
tartomanyt kapjuk eredményiil. Ezért elég az egyik paramétert vizsgalni. Mindegyik
illesztéfliggvény paraméterei kozott van egy olyan, amely fizikailag a legérdekesebb.
Legyen ez az, amelyiknek a becsiilt értékeit vizsgaljuk. Az egyszerliség kedvéért ezt
p; -lel jeloljiik. Ha ennek az indexe £, akkor

cov(pp.pr)=o?[Ri'| =0,
ha I <" (vagyis I, < I).
A 9.1 TETEL szerint a pi, p2, .., px valOszinliségi valtozok o*C kovari-
anciamatrixat a
2R 2
I N ;2
N 2
C=|. . .
2
(6] Cy C3 ceenennnnnn Cx
alakban irhatjuk fel.

*9.4. po becslése

A (9.7) alatti H,, hipotézis helyett a kovetkezd, szigorubb hipotézist fogjuk vizs-
galni:

Hy: M(p;) = po, 1=1,2,..,K. (9.14)

Ha ez igaz, akkor a py, pa, ..., px valosziniiségi valtozok egyiittes stirliségfliggvénye:

f(pppza---,p]{):( :

S
)
271:(72)K/2 detC 257

ahol

gi r(Pr=po)pr = o), wll’z[c_l]ﬂ,- (9.15)
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po becslésére a maximalis valoszinliség modszerét hasznaljuk: ugy valasztjuk meg,
hogy a stirtiségfliggvény maximalis, vagyis S minimalis legyen.

9.3. TETEL. § akkor minimalis, ha p, = p;, és ekkor

2
m=2m” ) (9.16)

=1 Cz+1 - Cz

A H, ellendrzésére szolgalo statisztikai proba részben ezen a tételen alapul.
A bizonyitas érdekében bevezetjiik be az

u,=p;—Ppo- l=1,2,...,K
jeloléseket. Ha ezeket az u vektor komponenseinek tekintjiik, akkor
S=u’Cu.
El6szor kiszamitjuk a
z=Clu
vektort, amely a
Cz=u

egyenlet megoldasa. A C matrix fenti alakjat figyelembe véve ennek egyes egyenletei
a kovetkezok:

k> 1 esetében:

k-1 K
chzzl +c,%221 =uy. (9.17a)
I= =k
k=1 esetében:
K
012221 =u. (9.17b)
=1

frjuk fel a (9.17a) egyenletet k helyett (k— 1)-re, és vonjuk ki a két egyenletet egy-
masbol. Rovid szamolds utan azt kapjuk, hogy

2:21 SR k> (9.17¢)
Ck —Ck 1

¢s (9.17b) alapjan pedig

Ennek alapjan

K K-1 K K
S=uTz: szzk =uUgzZyg + Zuk{Zzl — ZZI}:

I=k+1
=UgZg +u122f+2uk221 Zuk ZZI
=1 k= 2 1=k k= 1 I=k+1
—u1221+2uk221 Zuk ZZI
= I=k+1
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K K-1 K K-1 K
=“1221 + Z”kﬂ ZZ, - Z“k 221 =

I=1 k=l l=k+1 k=l I=k+1
K-1 K

K 2 K-l _y 2
=u1221+ (uk+1—uk)ZZz=”—§+Z%=
=1 k=1 I=k+1 €1 k=1 Ck+1 —Ck
_ (Pl —Po)2 N ]il(l?m —Pz)z
N o2 2 2

1 =1 €41 =€

A masodik tagban allo 6sszeg fliggetlen po-tol. Az elsé tag mindig pozitiv kivéve, ha
Po = P1-
Ennélfogva po becslése p; a maximalis valoszinliség elve szerint. Ezért hasznaltuk p

felett a spanyol €kezetet (~). Ezzel a tételt igazoltuk.
A H, hipotézis ellendrzésére szolgalo probahoz még egy tételre van sziikséglink:

9.4. TETEL. Ha igaz a H, hipotézis, akkor a p, = p; becslés torzitatlan, tovabba

Si =02 X1 (9.18)
A tételnek a becslés torzitatlansagara vonatkoz6 része trivialis:
M(ﬁo) = M(Pl) =PDo-

A y2-eloszlasra vonatkozo allitast harom 1épésben latjuk be.
a) A (9.16) alatti 6sszegben minden tag 0 varhato értékii Gauss-eloszlasu valoszi-
nlségi valtozo négyzete, ugyanis

M(pp1 —p1)=M(p1)—M(p;) = po—po =0.

b)  Mindegyik tag varhat6 értéke o2, hiszen

M{(Pz+1 —pz)z} = M{[(pm = po)= (P —Po)]z} -

=D’ (P1+1 ) + D? (Pl) -2 COV(P1+1 apl) = o’ (012+1 - 012 )

c) [<!' esetén a kiilonbozo tagok kovariancidja 0, ami Gauss-eloszlas esetében
fiiggetlenséget jelent:

M[(Pz+1 —pi)Pry1 — pr )] = cov(pry15Pp41) — cOV(pri1- Py ) —
- COV(PI ,Pl'+1)+ COV(Pz >P1') =’ (012+1 - 012+1 - sz + 012) =0.

fgy tehat S; valéban (L — 1) darab fiiggetlen, zérus varhato értékii és o szorasi, Gauss-
eloszlast valoszinliségi valtozd osszege. Ezzel a tételt belattuk.

*9.5. y- vagy F-préba H; vizsgélatdra
A H, hipotézis vizsgalataban két esetet killsnbdztetiink meg: o ismert, illetve o

nem ismert. Az elébbi esetben egy y*-probat fogalmazunk meg, az utobbiban pedig
egy F-probat.
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yz—pr(')ba, amikor o ismert

Ha o ismert, akkor a fentiek alapjan egy »*-probat lehet csinalni H; vizsgalatara.
Ebben az esetben a proba 9.4. TETELen alapul. A 2. fliggelék tablazataibdl kikeressiik
azt a y kvantilist, amelyre

P{Zﬁ 37}=1—«9,
¢s a H; hipotézist elfogadjuk, amikor
S, <o’y (9.19)
ahol S;-et a (9.16) képlettel szamitjuk ki.

F-préba, amikor o nem ismert

Ha o nem ismert (ami a gyakoribb eset), akkor o*-et becsiilni kell. Ekkor egy F-
probat lehet definialni a kdvetkezd tétel alapjan:

9.5. TETEL. QO statisztikailag fliiggetlen p;-t6l,ha / </'.
A bizonyitashoz elég belatni, hogy / <[’ esetén
(A2, —F,A0,) & Aa
fiiggetlen, hiszen O, az elébbi fliggvénye. A két vektor kovarianciamatrixa
M(aa, (AE] — AalF] )=
-R;'F'w, M(AE-, JAE) XE ;- W, ERGE] )

Itt alkalmaztuk a (9.8) képletet. Mivel mostis I, < I;,a 9.4. abra és a (9.10b) egyen-
let alapjan irhatjuk:

F'Ww, M(AE,AE,T ): o F},
tovabba alkalmazhatjuk a (9.10c) képletet. Végeredményben a kdvetkezot kapjuk:
M(aa, (AE] — AalF] )=
=o’R;'F/ -o’R;'R,R;'F = aZ(R,‘lF,T ~R;'F/ ): 0.

Ezzel a tételt belattuk.
A tétel alapjan csak Qg fliggetlen S;-t6l. Igy tehat

51 _ Z%{—l (K -1
QK/(”K—I’}’I) l%tK—m/(nK—m) ( )fK_L”K_m'

A kvantilist a kdvetkezd egyenlettel definialjuk:
P{fK—l,nK—m < 7/f} =l-¢&;.

Ebbdl kapjuk az F-probat: a H; hipotézist elfogadjuk, ha
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Ocfto—m ©20)

*9.6. Probak sorozata

Ha a (9.19) vagy (9.20) préba eredménye pozitiv, akkor — az adott konfidenciaszin-
ten — az [; tartomany aszimptotikus. Mi van, ha a préba eredménye negativ, hiszen

ekkor az /; tartomany nem aszimptotikus? Ezért bizonyéra az (1 1—1 2) tartomanyban

levd nem aszimptotikus pontok tehetdk feleldssé. Tehat a probat meg kell ismételni az
I, tartomanyra vonatkozoan. Ha a préba ezutan is negativ eredményre vezet, akkor az
I5 tartomdnyra vonatkozoéan végezziik el, és igy tovabb, amig végiil pozitiv eredmény-
re nem jutunk. Valdjaban tehat a statisztikai probak sorozatat kell végrehajtani. A
(9.14) hipotézis helyett most a hipotézisek sorozatat kell definidlnunk:

He  M(p))=py, [=kktl, . K, (9.21)
(k=1,2,..,K—1). A probak sorozatdnak az alapja a fentiek altalanositasa:
K-1 ( )2
Pr+1 Pz) 2.2
Sk=2, 55 =0 Xk-k- (9.22a)

I=k CI1+1 =€

Ezt hasznaljuk, amikor ¢® ismert. Ellenkez6 esetben az F-probak sorozatit hajtjuk
végre, amelyek a

Se  _ Xkk (e g 9.22b
Ox i) 72 m) K ke 0220)

statisztikdkon alapulnak.

A probak sorozata egy sor pozitiv €s negativ valaszt produkal. Nem lebecsiilendd
probléma, hogyan valasszuk ki ezek alapjan az aszimptotikus tartomanyt. A sok lehet-
séges stratégia kozil kettét emeliink ki. Kezdetben a probak tobbnyire csupa “nem”
eredményt adnak. A dontési probléma csak akkor valik komollya, amikor valamelyik
proba eredményeként végre kijon egy “igen”. Legyen ennek a probanak az indexe k.
Kétféleképpen gondolkodhatunk:

1. Mondhatjuk azt, hogy a k;-edik 1épés mar az aszimptotikus tartomany indexe, te-
hat, ha valamelyik k& > k;-re a “nem” jon ki, akkor ez az elséfaju hiba kdvetkezmé-
nye, vagyis emiatt figyelmen kiviil hagyjuk, és az [;; intervallumot fogadjuk el
aszimptotikus tartomanynak. Ezt a gondolkodast nevezhetjiik “az elsd igen straté-
gidja”-nak. Ez megengedd stratégia, mert nem nagyon torddik a méasodfaji hiba-
val.

2. Gondolkozhatunk azonban kevésbé megengedé modon is. Mondhatjuk, hogy a k-
edik 1épésben kijott “igen” lehetett a méasodfaju hiba kovetkezménye, amit csak
alatamaszt, ha valamelyik k& > kj-re a “nem” jon ki. Ezért csak olyan probanak “hi-
sziink”, amely utan csupa “igen” kovetkezik. Ezt a gondolkodast nevezhetjiik “az

crer

A két stratégia kozott csak a masodfaju hiba analizise alapjan lehet donteni (lasd
alabb).
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A probédknak ez a sorozata végeredményben megfelel a (9.7) képletekben definiélt
Hj hipotézis ellendrzésének.

*9.7. p-proba
Az F-proba el6tt meg kell gy6zddni arrol, hogy helyesen becsiiljiik a paraméterek
szOrasat, pontosabban a clz mennyiségeket. Ha ugyanis a paraméterek becsiilt értéke

torzitott, akkor ezek becslése is torzitott lesz. Gyakran még az sem teljesiil, hogy ezek
monoton ndvekvd sorozatot alkossanak. Egy kiilon proba, a ¢-proba szolgal arra,
hogy megtalaljuk azt a k, indexet, amelynek megfeleld 1épésben becsiilt paraméterek

biztositjak, hogy a clz mennyiségek szamitasa kozelitdleg torzitatlan becslést adjon.
Bizonyithat6 az alabbi két tétel:

9.6. TETEL. Fenndll a kdvetkezd egyenlOség:

4
cov( 2 , Or j _ 20 , <1, (9.23)
I’ll —m I’llv —m I’ll —m
tovabba
9.7. TETEL. A
o s Orv1i O
nl—m n1r+1—m l’llr—m

valdszinliségi valtozok korrelalatlanok, ha / < /.

E két tétel bizonyitasa hosszadalmas, ezért elhagyjuk. Megtalalhato [3]-ban (1991).
Ha a y2-eloszlast Gauss-eloszlassal kozelitjiik, belathato [3] a

9.8. TETEL. k=1, 2, ..., (K— 1)-re

2
{ 94 9 }
K-1
njga—m n;p—m 2

~

Ry —m  np—m

tovabba a

) JT (K= k) _ K-k (9.25)
O /(ny —m) Z'%k—m/(”" -m)

hanyados szdmlaloja és nevezoje statisztikailag fliggetlen egymastol.

¢K—k,nk -m

Ennek a valdszinliségi valtozonak a statisztikai jellemzdi nem ismertek az irodalom-
ban. Vizsgalata [3]-ban, kvantilisei pedig a 2. fliggelékben taldlhatok meg. Ezekbdl ki
lehet keresni az alabbi kvantilist:

P{(DK—k,nk—m < m} =1-g. (9.26)

Ezen alapul a @-préba, amely az alabbi hipotézis ellendrzésére szolgal:
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H}: M[ 9 j = o2, I=k k+1, .., K. (9.27)
l’ll —m

A @-proba szerepét a fejezet elején mutatott példa révén mutatjuk be. El6szor a ¢-
probat hajtjuk végre. Az eredmények a 9.1. tablazatban lathatok. A kvantiliseket a 2.
fiiggelék &= 0,05-hoz tartozo tablazataibol vettiik. Az elsd “igen” az 5. Iépésben ado-
dik. Mivel ennek a probanak csak kisegitd szerepe van, itt elegendd “az elsé igen stra-
paraméterek szorasat az ebben a 1épésben kapott paraméterértékek mellett szamoljuk
ki.

9.1. tablazat. A @-proba eredményei a 9.1. abran lathaté példara

k Oy [(n —m) ni—m @ Kvantilis Proba
1 60,21 32 2,825 1,735 nem
2 49,67 31 3,225 1,761 nem
3 27,58 29 4,238 1,804 nem
4 5,672 27 2,931 1,854 nem
5 3,663 26 18,97 1,898 igen
6 2,625 24 1,632 1,970 igen
7 1,815 19 2,097 2,142 igen
8 1,402 18 1,903 2,257 igen
9 1,624 15 2,132 2,532 igen
10 0,8617 11

A becsiilt paraméterek szorasat ujraszamoljuk az /s intervallumra kapott paramé-
terértékek mellett. igy ezekre érvényes lesz a 9.2. TETEL, vagyis ezekkel képezhetjiik
az S, mennyiségeket k=1, 2, ..., (K—1)-re, és végrehajthatjuk a (9.22b) szerinti F-
probak sorozatat. Eredménytiik a 9.2. tablazatban lathatd. A kvantiliseket a 2. fliggelék
£=0,05-hoz tartozd tablazataibol vettiik ki. Az “utols6 nem stratégiaja” alapjan a
k=" 1épéshez tartozd I; intervallumot mindsithetjiik aszimptotikusnak (95% konfi-
denciaszinten). A 9.2. tablazattal kapcsolatban megjegyezziik, hogy harmadik oszlop-
ban levo szorasok nem novekszenek monoton modon, ami ellentmondani latszik a
9.2. TETELnek. A dolognak az a magyarazata, hogy ezek a szérdsok a tétel szerint va-

16ban novekvd ci-ek és a 9.1. tablazatban levé Q, /(n, —m) tényezdk szorzatabol
vont négyzetgyokok. Ezek a monotonitashoz képest mutathatnak kis eltéréseket.

9.2. tablazat. Az F-proba eredményei a 9.1. abran lathato példara

k a, Szobras (K-kY Kvantilis Préba
1 6,708 0,082 3693 26,07 nem
2 7,125 0,086 2577 23,58 nem
3 8,006 0,098 1050 21,09 nem
4 8,879 0,115 137,8 18,57 nem
5 9,055 0,123 71,55 16,02 nem
6 9,245 0,118 36,38 13,43 nem
7 9,593 0,138 9,202 10,76 igen
8 9,717 0,132 0,194 7,965 igen
9 9,730 0,185 0,174 4,844 igen
10 9,813 0,332
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*9.8. A masodfaju hiba

Az alabbiakban az ¢ konfidenciaszint megvalasztasaval foglalkozunk. Nyilvan az
az érdekiink, hogy &t minél kisebbre vélasszuk, hiszen nagy &ra a végiil elfogadott
paraméterbecslés szorasa talsagosan nagyra nd. Ennek azonban korlatot szab a ma-
sodfaju hiba. Mint altalaban, most is meg kell hataroznunk azt az alternativ hipotézist,
amellyel szemben ezt vizsgaljuk. A 9.2. abraval kapcsolatban mondottakbodl, tovabba
a 9.2. tablazatbol latszik, hogy a nullhipotézis elfogaddsa vagy elvetése csak azokban
a lépésekben jelent problémat, amelyeknek megfeleld /; intervallumok kozel vannak
az aszimptotikus tartomanyhoz. Ezért alternativ hipotézisként azt tessziik fel, hogy
egy kivételével mindegyik 1€épés aszimptotikus:

M(pl) = Do /> k, (9283.)
M(py) = ph # po- (9.28b)
(9.22a) alapjan ezzel
K-1
Sk = 2,87 =Sk + ¢4 (9-292)
I=k
ahol
&) = PP (9.29b)
Clv1 — €1

Az alternativ hipotézis szerint

M(;l) =0, 1>k, (9.30a)
M(gk)z%zh;ﬁo, (9.30b)
Ck+1 —Ck
tovabba
D*(¢;)=1 (9.30¢)
minden /-re.

A vizsgalatban — az egyszeriiség kedvéért — feltételezziik, hogy o*-et ismerjiik, és
értéke of = 1, vagyis a (9.19) probat alkalmazzuk. A masodfaji hiba valésziniisége
ekkor

E(h,e)=P{S, <y;}=

© 2
- e Frlsiari o -6 ke
T

ugyanis ilyen valoszinliséggel fogadja el a proba a valojaban nem igaz Hj hipotézist.
Az integral alatti valosziniiséget a y2-eloszlas alapjan lehet szamolni. (1 — E) a préba
ereje, annak a valoszintisége, hogy a H; hipotézist a proba elveti. Tehat a proba E, il-
letve (1 — E) valoszinliséggel valaszt egy rendre p( €s p, varhato értékli paramétert.
fgy a kivalasztott érték varhato értéke

p(’)E(h,g) + po[l - E(h,g)] = po + (p(') — pO)E(h,g) =

=Py —hE(h,e)ﬁc,%H —c,% .
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Ennek p, -tol valo eltérését tulajdonképpen mar tekinthetnénk a proba szisztemati-
kus hibdjanak. Két dolgot azonban figyelembe kell még venni. El6szoris a hAE szorzat
erésen fiigg A-t6l, mint a 9.5. dbran lathatd. Kis s-ra ugyan nagy az E valoszinliség,
de az ez altal okozott hiba varhat6 értéke kicsi. Nagy 4 esetén a hiba nagy, de E kicsi,
tehat varhato értékben ennek sem jelentds a hatasa. Minden &ra van egy kozbenso /-
érték, ahol a hiba varhat6 értéke maximalis. Ha ezt a maximumot tekintjiik szisztema-
tikus hibanak, akkor a tényleges hiba # semmilyen értéke mellett sem lehet ennél na-
gyobb. A 9.5. dbrar6l leolvashatd, hogy ez a maximum &nak monoton csdkkend
fliggvénye. Gyengén fligg (K — k)-tol is [3].

2

15 +

hE (h,¢)

0,5 +

I
T
n
o

9.5. abra. A hE(h,é¢) hiba fliggése a (9.30b)-ben definialt 4-t6l

A masik dolog, amit figyelembe kell venni, az alkalmazott stratégia. Legyen Pk 4
annak a valoszintisége, hogy a k-adik 1épést ténylegesen elfogadjuk, feltéve, hogy a
proba ezt valasztotta ki. Az “els6 igen stratégiaja” mellett nyilvdn Pr_, =1. Ugyan-
akkor az “utolsé nem stratégiaja” mellett altalaban Py_, <1. Ennek az az oka, hogy e
mellett a stratégia mellett akkor fogadjuk el a k-adik 1épést, ha az / > k [épésekre csupa
“igen” jon ki. Ennek Pk ; valoszinlisége pedig lehet kisebb 1-nél. Legegyszeriibb
Monte Carlo modszerrel kiszamitani: a leirt dontési folyamatot szamitégéppel szimu-
lalva nagy pontossaggal becsiilhetjiik a Pg_ valdszintiséget. Végeredményben tehat a

8po = Py g \Civy —CF -m]?x[hE(h,g)] (9.31)

szorzatot tekintjiik az alkalmazott statisztikai proba szisztematikus hibajanak. Annal
kisebb, minél nagyobbra valasztjuk &-t.

Van azonban egy masik szempont is: a szords. Minél nagyobb &, annal nagyobb a
végeredményben kivalasztott 1épéshez tartozd szoras. Ez az elséfaji hiba kovetkez-
ménye. A jelen alfejezet befejezéseképpen ezt vizsgaljuk meg. Legyen P{I z} annak a
valoszintisége, hogy a probasorozat az [; intervallumot nyilvanitja aszimptotikusnak —
feltéve, hogy Hj igaz. Két eset lehetséges: a probasorozat mindegyik /; intervallumot
elveti, vagy valamelyiket kivéalasztja. Az el6bbi esetben az egész mérés elvetendo.
Ennek a valdszinlisége altalaban kicsi, de € nagy értékeire az “utolsd nem stratégidja”
mellett néha eléfordul. Példaul &= 0,1 mellett koriilbeliil 5% ennek a valdsziniisége.
Ez mar onmagéaban is arra utal, hogy &t nem célszerli nagyra valasztani. Feltéve,
hogy ez a kedvezdbtlen eset nem kovetkezik be, a végeredményben kivalasztott /; in-
tervallumhoz tartozé paraméterbecslés szorasnégyzetének atlagos értéke™

80 Az atlagot itt a kovetkezoképpen értjiik. Az egész mérést (gondolatban) végtelen sokszor megismé-
teljiik azonos koriilmények kozott, majd a fent leirt médon mindegyiket kiilon kiértékeljiik. A proba
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S p{1,} D3(p)

2(= \_ I=k 9.32
2. P}
I=k
Ennek az atlagnak a négyzetgyokét nevezziik a tovabbiakban dtlagos szorasnak. A két

stratégiara a 9.6a. és 9.6b. abrakon hasonlitjuk ezt 6ssze a (9.31) alatt definialt szisz-
tematikus hibaval.®' Az abrakrol a kovetkez tanulsagokat sziirhetjiik le:

e Ahogy vartuk, a szisztematikus hiba &-nal gyorsabban csdkken az “utolsé nem stra-
tégidjara”, mint a masikra.

e Az atlagos szoras lassan emelkedik &-nal, tehat az els6fajii hiba hatdsa nem ndveli
meg jelentdsen a szorast.

e Mindkét stratégidra a szisztematikus hiba egy ¢ < 0,05 konfidenciaszintnél kisebbé
valik, mint az atlagos szoras, és utdna lassan csokken.

Ezekbdl kovetkezik, hogy ¢ értékét 0,05 és 0,1 kdzott célszerli megvalasztani, mert ez
biztositja, hogy a szisztematikus hiba kisebb lesz, mint az atlagos szoras.

20
15
5 = —atlagos szoréas
sziszt. hiba
O T ! T T

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
£

9.6a. abra. A szisztematikus hiba és az atlagos szoras Osszevetése.
Az “els6 igen stratégidja”; K— k=9

20
15 e e — = — T
10 — =—23atlagos széras |
sziszt. hiba
5 _
O T T T
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

&
9.6b. abra. A szisztematikus hiba és az atlagos szoras sszevetése.
Az “utols6 nem stratégidja”; K — k=9

altal kivalasztott 1épéshez tartozo szorasnégyzeteket atlagoljuk. Ennek az atlagnak a hatarértéke (9.32),
amikor az ismételések szama tart a végtelenhez.
8! Az dbrakon mutatott szamok egy koszinusz-illesztésnek felelnek meg.
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1. FUGGELEK. METROLOGIAI KIFEJEZESEK

A metroldgia a mérések tudomanya. Tekintve, hogy a mérések kiértékelése évsza-
zadokra nyulik vissza, szdmos modszer €s kifejezés terjedt el a gyakorlatban, koziiliik
tobb elavult, eredeti definicidja elhomalyosult, és egyre tobb zavar keletkezett. Ezért
az ISO' vezetésével a vilag hét metrologiai szervezete az 1990-es évek elején szabva-
nyositottdk az elnevezéseket és jeloléseket, pontosabba tették a definicidkat. A [8]
szogylijtemény szerzdje irja:

“A tudomany és a technika minden dgédban gondosan meg kell valogatni az alkal-
mazott szokincset. Minden kifejezésnek ugyanazt kell jelentenie barki is hasznalja
azt. Pontosan koriilirt dolgot kell jelentenie, de ez a jelentés nem keriilhet ellent-
mondasba a mindennapi nyelvhasznélattal. Ez kiilondsen érvényes a metroldgia-
ban, ahol még egy jarulékos nehézség is felmeriil: minden mérést hiba terhel, ame-
lyet azonban csak tokéletleniil ismeriink, igy a metrolégiai kifejezéseknek ki kell
fejezniiik ezt a bizonytalansagot is. Mi tobb, még a pontatlansagra is pontosan de-
finialt kifejezést kell talalnunk.”

A kialakult nemzetkdzi szabvanyokat Magyarorszagon is bevezették, igy azok nalunk
is kotelezok mindenki szaméara. Ennek a fiiggeléknek a célja a legfontosabb fogalmak
¢s elnevezések szotarszerli meghatarozasa. A metrologiai kifejezések és a valoszinti-
ség-elmélet, illetve a matematikai statisztika szokészlete és fogalomrendszere egy-
masnak tobbé-kevésbé megfeleltethetd, de vannak eltérések is. Mindenesetre a szab-
vanyositas csak a metrologiara korlatozodik.

Az alabbiakat attanulmanyozva latni fogjuk, hogy a kisérleti fizikusok széhasznéla-
ta tobb tekintetben is eltér a szabvanyos metrologiai kifejezésektol. A fiatal generaci-
onak mar a szabvanyoknak megfeleld szdkincset kell megtanulniuk, de az iddsebb
generacionak is fokozatosan at kell vennie azt.

F1.1. Metrolégiai kisszotar

Az alabbi tablazatban megnevezett fogalmakhoz megadjuk a [8] szotarban hasznalt
numerikus azonositokat, ami remélhetéleg megkonnyiti az Olvasd szamdra a
metroldgiai szabvanyokban vald eligazoddst. A tablazat két utolsd sordban [8]-bol
kimaradt kifejezések szerepelnek, igy ezeknél hianyzik a szamjel. A tdbldzathoz sza-
mos megjegyzést fliztiink.

Fogalom Meghatarozas
1.1. (Mérhet6) mennyiség Egy jelenségnek, testnek vagy anyagnak mindségileg elkii-
16nithetd és mennyiségileg meghatarozhato jellemzdje
1.9. Valodi érték Egy adott mennyiség definiciojaval 6sszhangban levo érték
1.21. Szamérték Az a szam, amely a mértékegységgel egyiitt megadja egy
mennyiség értékét
2.1. Mérés Miiveletsor egy mennyiség meghatarozasa céljabol

! International Organization for Standardization, Nemzetkozi Szabvanyiigyi Szervezet.
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2.7. Mért mennyiség

A mérés targyat képezd mennyiség

3.1. Mért érték

Egy mért mennyiségnek mérés altal szolgaltatott értéke

3.3. Korrigalatlan adat

Meért adat a szisztematikus hibara valo korrekcid el6tt

3.4. Korrigalt adat

Mért adat a szisztematikus hibara valo korrekcid végrehajta-
sa utan

3.5. Mérési pontosségz)

Egy mennyiség mért értéke és valodi értéke kozotti egyezés
szorossaga

3.6. Megismételhet()'ség3)

Ha egy mennyiség mérését azonos koriilmények mellett
megismételjiik, az eredményiil kapott mért értékek kozotti
egyezEs szorossaga

3.7. Reprodukélhat()ség4)

Ha egy mennyiség mérését valtozo koriilmények mellett
megismételjiik, az eredményiil kapott mért értékek kozotti
egyezEs szorossaga

3.8. Empirikus sz6ras”)

A (5.7) képlettel becsiilt S mennyiség

3.9. Mérési bizonytalanség6)

A mérés eredményéhez kapcsolt mennyiség, ami jellemzi a
mért mennyiségnek jozanul tulajdonithato értékek szordsat

3.10. Mérési hiba’)

A mért érték és a valddi értek kiilonbsége

3.12. Relativ hiba®)

A mérési hiba osztva a valddi értékkel

3.13. Véletlen hiba”

Tegyiik fel, hogy a mérést a megismételhetoség (6.6) feltét-
elei kozott végtelen sokszor megismételjiik. A véletlen hiba
egy mért érték és a az ebbdl kapott atlag kozotti kiilonbség

3.14. Rendszeres (szisztema-
tikus) hiba'®’

Tegyiik fel, hogy a mérést a megismételhetdé modon (6.6)
végtelen sokszor megismételjiik. A rendszeres hiba az ebbdl
kapott atlag és a valddi érték kozotti kiilonbség

3.15. Korrekcid

Egy nyers mért értékhez a rendszeres hiba ellenstlyozésa
c€ljabol algebrailag hozzaadott érték

3.16. Korrekcios tényezd

Szamérték, amellyel egy nyers mért értéket megszorzunk a
rendszeres hiba ellenstlyozasa céljabol

Bizonytalansag A-tipust
becslése

A mérési bizonytalansdgnak a mért értékek statisztikai
elemzésén alapuld becslése

Bizonytalansag B-tipust
becslése

A mérési bizonytalansagnak az A-tipusi becsléstdl eltérd
eszkozokkel valo becslése

D gzt kapnank egy tokéletes mérés eredményeként. A valodi érték természetébdl kovetkezik, hogy nem
lehet meghatarozni. A valodi érték fligg a mennyiség definicidjatol.

? A pontossag kvalitativ fogalom. Helyette nem hasznélhat6 a “precizitas” kifejezés.

' A megismételhetdség kvantitativan is kifejezheté a mért értékek szorasat jellemzé mutatok segitsé-
gével.

K Ahhoz, hogy a reprodukalhatosagra vonatkozo kijelentés egyértelmii legyen, meg kell adni azokat a
feltételeket, amelyeket valtoztatunk. A reprodukalhatosag kvantitativan is kifejezheté a mért értékek
szorasat jellemz6 mutatdok segitségével.

% Az s> mennyiség az elméleti o® szordsnégyzet torzitatlan becslése. s/ Jn a & mintaatlag szorasanak

a becslése. Ugyan nevezik néha a “mintaatlag standard hibajanak™ is, de ez helytelen és keriilendo.

9 Ez a mennyiség lehet példdul a szords (S) vagy a valamilyen ¢ konfidenciaszinthez tartozo
konfidenciaintervallum félszélessége. A “mennyiségnek jozanul tulajdonithatd értékek” tobbnyire a
meért értékek. A bizonytalansagnak tobb Osszetevdje lehet: elsésorban az adott mérésbdl levezetett em-
pirikus szoras, de tovabbi 0sszetevoként megjelenhetnek a kordbbi tapasztalatokbol lesziirt eloszlasok-
hoz tartozé szorésok is.

mennyiségnek jozanul tulajdonithaté értékek.

7 Mivel a valodi értéket nem ismerjiik, nem ismerhetjiik a mérési hibat sem. A gyakorlatban el6fordul,
hogy megegyezés alapjan valasztanak valamilyen konvencionalis valodi értéket, és ahhoz viszonyitjak
a mérési hibat. A “mérési hiba” kifejezés nem hasznalhato “szoras” vagy “bizonytalansag” értelemben.
 Amikor a szévegkornyezet megkivanja a mérési hiba és a relativ hiba megkiilonboztetését, az elébbi
helyett hasznalhato az “abszolut mérési hiba” kifejezés, ami nem tévesztendd Ossze a “mérési hiba ab-
szolut értékével”.

? A véletlen hiba a mérési hiba minusz a rendszeres hiba (6.14). Mivel egy mérést lehetetlen végtelen
sokszor megismételni, a véletlen hibat csak kozelitdleg tudjuk becsiilni.
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19 Mint a mérési hibat, a rendszeres hibat sem tudjuk meghatarozni. A rendszeres hiba a mérési hiba
minusz a véletlen hiba.

") A-tipust becslések a jegyzet kdvetkezé képletei: (5.7), (5.21), (5.22), (6.22), (7.11) stb.

'2° A B-tipusu becslések fogalma meglehetésen szertedgazo modszereket takar. Kozos jellemzojiik,
hogy korabbi mérések tapasztalataibol vagy elméleti megfontolasokbol szarmaztatott szorasokat kom-
bindlunk a mérési bizonytalansadg becslésévé. Példaul ilyen becslést végeztiink a 2.3. alfejezet “Nem
kézben tartott paraméterek hatdsa” cimii részének a végén.

F1.2. Metroldgia és valésziniiség-elmélet

A valbészintiség-elmélet szintén pontosan meghatarozott fogalmakkal ¢s kifejezé-
sekkel dolgozik, de ezek nem mindig feleltethetdk meg pontosan a metroldgiai fogal-
maknak és kifejezéseknek. Az alabbiakban néhany valdszinliség-elméleti fogalomhoz
legkozelebb 4ll6 metrologiai kifejezést adjuk meg. Erre azért van sziikség, mert a
jegyzetben tobbnyire a valdszinliség-elméleti és matematikai statisztikai nyelvet hasz-
naljuk.

1. Valoszintiségi valtozo: bévebb fogalom, mint metrologiai megfeleldi. A mért érték
¢s annak minden fliggvénye valdszintiségi valtozo.

2. Vérhato érték: a mért érték varhatod értéke ugyanazt jelenti, mint a valddi érték
(1.9).

3. Torzités, torzitatlansag: a rendszeres hiba megléte, illetve hianya. Megjegyzendo,

crer

akkor értelmezhetd, ha megmondjuk a konvergencia jellegét, amit a metrologiai
definici6 elmulaszt.
4. Szoras: megfelel a metrologiai fogalomnak.
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fogalom, hiszen hossza a bizonytalansag kétszerese.

A metrologia tobb mennyiség jeldlését is szabvanyositotta:

e az empirikus szoras jele s;

e abizonytalansag B-tipusu becslésének eredményét u-val kell jeldlni;?;

e haa bizony;[alanség becslésében kombinaljuk az A- és B-tipust becsléseket, akkor
a jelolés u..

Az egyik, [8] szerz6jétdl idézett mondatnak ellentmond, hogy a szabvanyos metro-
logiai kifejezések tobb tekintetben is eltérnek a mindennapi szohasznalattol. Ennek az
az oka, hogy szamos kozhasznu kifejezés tobb olyan fogalmat takar, amelyekre a
szabvany kiilon kifejezéseket alkotott. A kisérleti fizikusok korében elterjedt szohasz-
nalat szerint példaul a mérési hiba és a sz0rés rokon értelmi szavak. Ilyen értelemben
beszélnek hibaszamitasrol, ami tulajdonképpen nem mas, mint a szoras becslése. A
szabvany bevezetése Ota az ilyen kifejezések keriilenddk. A mérési hiba a mérés
eredménye és a mért mennyiség valodi értéke kozotti kiillonbség, amit nem tudunk
meghatdrozni. A mérési hiba nagysagara azonban tobb valdszinliség-elméleti tétel is
vonatkozik, amelyek egyik paramétere a szorés. Ilyen értelemben a szoras valdoban
jellemzd a mérési hibara, de azzal nem azonos fogalom.

Hasonl6 ellentmondas van a pontossag tekintetében is. Ha valamilyen modszerrel
(példaul az ismétlések szdmanak novelésével) csokkentjiik a szorast, akkor csak a
pontossag javitasarol beszélhetiink, ugyanis ez kvalitativ fogalom. igy értelmetlen a
pontossag novelését emlegetni.

* Az angol uncertainty (= bizonytalansag) sz6 kezdébetiijébél kiindulva.
3 Az indexben szerepl6 “c” betii az angol combined szé kezdSbetiije.
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A magyar szohasznalatban nem elhanyagolhat6 az angol nyelv hatasa. A szoras he-
lyett lehet hallani standard deviaciot vagy standard hibat, best estimate-ct. Ezek a
kifejezések annak ellenére kozkedveltek, hogy példaul a standard hiba nem lenne
hasznalhato (v0. 3.8). A best estimate pedig az angolban is szamarsag. Ezt annak elle-
nére allitjuk, hogy [8]-ban az 1.20. cimsz6 szerint hasznéljdk “referencia érték”™ érte-
lemben. A helyzet az, hogy ha ebben az értelemben hasznaljuk, akkor mondjuk ezt:
referencia érték. A metrologia nem koltészet, ahol rokonértelmii szavakkal igyek-
sziink finom arnyalatokat kifejezni. A kifejezés ugyanis — szo6 szerint — “legjobb becs-
1ést” jelent. A 4. fejezetben irtak szerint csak torzitatlan, hatékony stb. becslések van-
nak definidlva, legjobb becslésrdl nem tud a matematikai statisztika. Hasonloan sze-
rencsétlen dolog “best value”-rol beszélni (= legjobb érték).

A “best estimate” kifejezéssel kapcsolat még egy dologra érdemes utalni. Bonyo-
lult berendezések biztonsagi elemzésében gyakran alkalmazunk un. konzervativ becs-
1éseket, ami azt jelenti, hogy a becslést tudatosan a biztonsag iranyaba torzitjuk. Ha
példaul egy berendezésben a nyomas biztonsagi okokbdl nem mehet egy korlat {6lé,
akkor a nyomas mérésében vagy szamitasdban ugy jarunk el, hogy a mért, illetve
szamitott nyomas biztosan a valodi érték felett legyen. Kiilondsen szamitasokban szo-
kas ezekkel szembeallitani azokat a szamitogépi programokat, amelyek szerzoi arra
torekedtek, hogy a végeredmény a valddi értéket adja. Pontosabban: az eredmény
egyezzen meg a valodi értékkel, ha a bemend adatokra (amelyek szintén mért mennyi-
ségek) a valddi értéket adjak meg. Nos, ujabban az ilyen programokat illetik a “best
estimate” jelzovel. Ez ugyanugy nem helyeselhetd, mint a fentiekben. Jobb lenne ehe-
lyett a “realisztikus” jelzdt hasznalni.
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2. FUGGELEK. STATISZTIKAI TABLAZATOK

A kovetkezd oldalakon kozolt kvantiliseket a kovetkezoképpen definialjuk. A
Student-eloszlas y kvantilise kielégiti a

Plty| <y} =1-¢, (F2.1)

ahol n a szabadsagi fokok szama. A mddositott Student-eloszlas szamara megadott,
a

Plty| <y'}=1-e¢, (F2.2)
egyenletet kielégitd y” kvantilist a Student eloszlasra vezettiik vissza:

" /4

Vs> F2.3
1 (F2.3)
1+

n—-m

ahol y az (n—1) szabadsagi foku Student-eloszlas kvatilise (F2.1) szerint. Tovabbi
eloszlasok:

y*-eloszlas:
P{;(ﬁ <;/}=1—8, (F2.4)
Fisher-eloszlas:
2
I
P{Zz'/ <y}=1—g, | <k, (F2.5)
Xk /k
@-eloszlas:
2
I
P ’g'/ <ri=l-e, 1<k (F2.6)
Xk /k

A Gauss-eloszlas kvantiliseit a Student-eloszlas tdblazatanak utolsd soraban talal-
juk.
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Student-eloszlas

n\¢ 0,001 0,00271 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,1

1000
2000
3000
Gauss

258

31,599
12,924
8,610
6,869
5,959
5,408
5,041
4,781
4,587
4,318
4,140
4,015
3,922
3,850
3,792
3,745
3,707
3,674
3,646
3,622
3,601
3,582
3,566
3,551
3,538
3,526
3,515
3,505
3,496
3,476
3,460
3,447
3,435
3,425
3,416
3,409
3,402
3,396
3,390
3,381
3,373
3,367
3,361
3,357
3,340
3,323
3,315
3,310
3,307
3,305
3,303
3,302
3,300
3,296
3,294
3,292

19,170

9,207
6,613
5,502
4,900
4,527
4,274
4,092
3,955
3,762
3,634
3,542
3,474
3,420
3,378
3,343
3,314
3,290
3,269
3,251
3,235
3,221
3,208
3,197
3,187
3,178
3,170
3,163
3,156
3,141
3,129
3,118
3,109
3,102
3,095
3,089
3,084
3,080
3,076
3,068
3,063
3,058
3,053
3,050
3,037
3,024
3,018
3,014
3,011
3,010
3,008
3,007
3,006
3,002
3,002
3,001

9,925
5,841
4,604
4,032
3,707
3,499
3,355
3,250
3,169
3,055
2,977
2,921
2,878
2,845
2,819
2,797
2,779
2,763
2,750
2,738
2,728
2,719
2,712
2,704
2,698
2,692
2,687
2,682
2,678
2,668
2,660
2,654
2,648
2,643
2,639
2,635
2,632
2,629
2,626
2,621
2,617
2,614
2,611
2,609
2,601
2,592
2,588
2,586
2,584
2,583
2,582
2,581
2,581
2,578
2,578
2,577

6,965
4,541
3,747
3,365
3,143
2,998
2,896
2,821
2,764
2,681
2,624
2,583
2,552
2,528
2,508
2,492
2,479
2,467
2,457
2,449
2,441
2,434
2,429
2,423
2,418
2,414
2,410
2,407
2,403
2,396
2,390
2,385
2,381
2,377
2,374
2,371
2,368
2,366
2,364
2,361
2,358
2,355
2,353
2,351
2,345
2,339
2,336
2,334
2,333
2,332
2,331
2,331
2,330
2,328
2,327
2,327

5,643
3,896
3,298
3,003
2,829
2,715
2,634
2,574
2,527
2,461
2,415
2,382
2,356
2,336
2,320
2,307
2,296
2,286
2,278
2,271
2,265
2,260
2,255
2,250
2,246
2,243
2,239
2,237
2,234
2,228
2,223
2,219
2,215
2,212
2,209
2,207
2,205
2,203
2,201
2,199
2,196
2,194
2,192
2,191
2,186
2,180
2,178
2,176
2,175
2,175
2,174
2,174
2,173
2,172
2,171
2,171

4,849
3,482
2,999
2,757
2,612
2,517
2,449
2,398
2,359
2,303
2,264
2,235
2,214
2,197
2,183
2,172
2,162
2,154
2,147
2,141
2,136
2,131
2,127
2,123
2,120
2,116
2,114
2,111
2,109
2,104
2,099
2,096
2,093
2,090
2,088
2,086
2,084
2,082
2,081
2,078
2,076
2,075
2,073
2,072
2,067
2,063
2,060
2,059
2,058
2,058
2,057
2,057
2,056
2,055
2,055
2,054

4,303
3,182
2,776
2,571
2,447
2,365
2,306
2,262
2,228
2,179
2,145
2,120
2,101
2,086
2,074
2,064
2,056
2,048
2,042
2,037
2,032
2,028
2,024
2,021
2,018
2,015
2,013
2,011
2,009
2,004
2,000
1,997
1,994
1,992
1,990
1,988
1,987
1,985
1,984
1,982
1,980
1,978
1,977
1,976
1,972
1,968
1,966
1,965
1,964
1,963
1,963
1,963
1,962
1,961
1,961
1,960

2,920
2,353
2,132
2,015
1,943
1,895
1,860
1,833
1,812
1,782
1,761
1,746
1,734
1,725
1,717
1,711
1,706
1,701
1,697
1,694
1,691
1,688
1,686
1,684
1,682
1,680
1,679
1,677
1,676
1,673
1,671
1,669
1,667
1,665
1,664
1,663
1,662
1,661
1,660
1,659
1,658
1,657
1,656
1,655
1,653
1,650
1,649
1,648
1,647
1,647
1,647
1,647
1,646
1,646
1,645
1,645

0,2

1,886
1,638
1,533
1,476
1,440
1,415
1,397
1,383
1,372
1,356
1,345
1,337
1,330
1,325
1,321
1,318
1,315
1,313
1,310
1,309
1,307
1,306
1,304
1,303
1,302
1,301
1,300
1,299
1,299
1,297
1,296
1,295
1,294
1,293
1,292
1,292
1,291
1,291
1,290
1,289
1,289
1,288
1,288
1,287
1,286
1,284
1,284
1,283
1,283
1,283
1,283
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282

0,3

1,386
1,250
1,190
1,156
1,134
1,119
1,108
1,100
1,093
1,083
1,076
1,071
1,067
1,064
1,061
1,059
1,058
1,056
1,055
1,054
1,052
1,052
1,051
1,050
1,049
1,049
1,048
1,048
1,047
1,046
1,045
1,045
1,044
1,044
1,043
1,043
1,042
1,042
1,042
1,041
1,041
1,041
1,040
1,040
1,039
1,038
1,038
1,038
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037



Médositott Student-eloszlas

n\¢ 0,001 0,00271 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,1

1000
2000
3000
4000

1,414
1,730
1,982
2,178
2,329
2,447
2,541
2,616
2,679
2,775
2,845
2,899
2,941
2,975
3,003
3,026
3,046
3,064
3,078
3,092
3,103
3,113
3,123
3,131
3,138
3,145
3,152
3,157
3,163
3,174
3,184
3,192
3,199
3,205
3,210
3,215
3,219
3,223
3,226
3,232
3,237
3,241
3,245
3,248
3,258
3,269
3,274
3,278
3,280
3,281
3,282
3,283
3,284
3,287
3,289
3,289

1,414
1,727
1,966
2,140
2,269
2,367
2,442
2,502
2,550
2,624
2,677
2,717
2,748
2,773
2,794
2,811
2,825
2,838
2,849
2,858
2,866
2,874
2,880
2,886
2,892
2,896
2,901
2,905
2,909
2,917
2,924
2,930
2,935
2,939
2,943
2,946
2,949
2,951
2,954
2,958
2,961
2,964
2,967
2,969
2,976
2,984
2,988
2,990
2,991
2,992
2,993
2,994
2,994
2,996
2,997
2,997

1,414
1,715
1,917
2,051
2,142
2,207
2,256
2,294
2,324
2,368
2,399
2,422
2,440
2,454
2,465
2,475
2,483
2,490
2,496
2,501
2,505
2,509
2,513
2,516
2,519
2,522
2,524
2,526
2,528
2,533
2,536
2,539
2,542
2,544
2,546
2,548
2,550
2,551
2,552
2,554
2,556
2,558
2,559
2,560
2,564
2,568
2,570
2,571
2,572
2,572
2,573
2,573
2,574
2,575
2,575
2,575

1,414
1,697
1,869
1,973
2,040
2,087
2,121
2,146
2,166
2,196
2,216
2,231
2,242
2,251
2,258
2,264
2,269
2,274
2,277
2,281
2,283
2,286
2,288
2,290
2,292
2,293
2,295
2,296
2,298
2,300
2,302
2,304
2,306
2,307
2,309
2,310
2,311
2,311
2,312
2,313
2,315
2,315
2,316
2,317
2,319
2,322
2,323
2,324
2,324
2,324
2,325
2,325
2,325
2,326
2,326
2,326

1,413
1,680
1,828
1,912
1,965
2,000
2,026
2,044
2,059
2,080
2,095
2,105
2,113
2,119
2,124
2,128
2,132
2,135
2,137
2,139
2,141
2,143
2,144
2,146
2,147
2,148
2,149
2,150
2,151
2,153
2,154
2,155
2,156
2,157
2,158
2,159
2,160
2,160
2,161
2,162
2,162
2,163
2,163
2,164
2,165
2,167
2,168
2,168
2,169
2,169
2,169
2,169
2,169
2,170
2,170
2,170

1,411
1,663
1,791
1,860
1,902
1,930
1,949
1,964
1,975
1,990
2,001
2,008
2,014
2,018
2,022
2,025
2,027
2,029
2,031
2,033
2,034
2,035
2,036
2,037
2,038
2,039
2,039
2,040
2,041
2,042
2,043
2,044
2,044
2,045
2,046
2,046
2,047
2,047
2,047
2,048
2,048
2,049
2,049
2,050
2,051
2,052
2,052
2,053
2,053
2,053
2,053
2,053
2,053
2,053
2,053
2,054

1,410
1,645
1,757
1,814
1,848
1,870
1,885
1,896
1,904
1,915
1,923
1,929
1,933
1,936
1,938
1,940
1,942
1,943
1,945
1,946
1,947
1,947
1,948
1,949
1,949
1,950
1,950
1,951
1,951
1,952
1,953
1,953
1,954
1,954
1,955
1,955
1,955
1,955
1,956
1,956
1,956
1,957
1,957
1,957
1,958
1,959
1,959
1,959
1,959
1,959
1,959
1,960
1,960
1,960
1,960
1,960

1,397
1,559
1,611
1,631
1,640
1,644
1,647
1,648
1,649
1,649
1,650
1,649
1,649
1,649
1,649
1,649
1,648
1,648
1,648
1,648
1,648
1,648
1,648
1,647
1,647
1,647
1,647
1,647
1,647
1,647
1,647
1,647
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,646
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645
1,645

0,2

1,345
1,386
1,374
1,360
1,349
1,341
1,334
1,328
1,324
1,317
1,312
1,308
1,305
1,303
1,301
1,300
1,298
1,297
1,296
1,295
1,294
1,294
1,293
1,292
1,292
1,291
1,291
1,291
1,290
1,289
1,289
1,288
1,288
1,287
1,287
1,287
1,286
1,286
1,286
1,286
1,285
1,285
1,285
1,284
1,284
1,283
1,283
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282
1,282

0,3

1,260
1,212
1,170
1,143
1,125
1,112
1,102
1,094
1,088
1,079
1,073
1,068
1,065
1,062
1,060
1,058
1,056
1,055
1,053
1,052
1,051
1,050
1,050
1,049
1,048
1,048
1,047
1,047
1,047
1,046
1,045
1,044
1,044
1,043
1,043
1,042
1,042
1,042
1,041
1,041
1,041
1,040
1,040
1,040
1,039
1,038
1,038
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037
1,037

259
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n\¢ 0,001 0,00271 0,01

260

13,82
16,27
18,47
20,52
22,46
24,32
26,12
27,88
29,59
32,91
36,12
39,25
42,31
45,32
48,27
51,18
54,05
56,89
59,70
62,49
65,25
67,99
70,70
73,40
76,08
78,75
81,40
84,04
86,66
93,17
99,61
106,0
112,3
118,6
124,8
131,0
137,2
143,3
149,4
161,6
173,6
185,6
197,5

11,82
14,15
16,24
18,20
20,05
21,84
23,56
25,25
26,89
30,09
33,18
36,20
39,16
42,07
44,93
47,75
50,54
53,30
56,03
58,74
61,42
64,09
66,73
69,36
71,98
74,58
77,17
79,74
82,30
88,66
94,96
101,2
107,4
113,6
119,7
125,8
131,8
137,8
143,8
155,7
167,6
179,3
191,0

9,21
11,34
13,28
15,09
16,81
18,48
20,09
21,67
23,21
26,22
29,14
32,00
34,81
37,57
40,29
42,98
45,64
48,28
50,89
53,49
56,06
58,62
61,16
63,69
66,21
68,71
71,20
73,68
76,15
82,29
88,38
94,42
100,4
106,4
112,3
118,2
124,1
130,0
135,8
147 ,4
159,0
170,4
181,8

0,02

7,82

9,84
11,67
13,39
15,03
16,62
18,17
19,68
21,16
24,05
26,87
29,63
32,35
35,02
37,66
40,27
42,86
45,42
47,96
50,49
53,00
55,49
57,97
60,44
62,89
65,34
67,77
70,20
72,61
78,62
84,58
90,50
96,39
102,2
108,1
113,9
119,6
125,4
131,1
142,6
153,9
165,2
176,5

0,03

7,01

8,95
10,71
12,37
13,97
15,51
17,01
18,48
19,92
22,74
25,49
28,19
30,84
33,46
36,05
38,61
41,15
43,66
46,16
48,64
51,11
53,56
56,00
58,43
60,85
63,25
65,65
68,04
70,42
76,34
82,23
88,07
93,88
99,66
105,4
111,2
116,9
122,6
128,2
139,5
150,8
162,0
173,1

0,04

6,44

8,31
10,03
11,64
13,20
14,70
16,17
17,61
19,02
21,79
24,49
27,14
29,75
32,32
34,87
37,39
39,89
42,37
44,83
47,28
49,72
52,14
54,55
56,95
59,33
61,71
64,09
66,45
68,80
74,66
80,48
86,27
92,02
97,75
103,5
109,1
114,8
120,5
126,1
137,3
148,4
159,6
170,6

0,05

5,99

7,81

9,49
11,07
12,59
14,07
15,51
16,92
18,31
21,03
23,68
26,30
28,87
31,41
33,92
36,42
38,89
41,34
43,77
46,19
48,60
51,00
53,38
55,76
58,12
60,48
62,83
65,17
67,50
73,31
79,08
84,82
90,53
96,22
101,9
107,5
113,1
118,8
124,3
135,5
146,6
157,6
168,6

0,1

4,61

6,25

7,78

9,24
10,64
12,02
13,36
14,68
15,99
18,55
21,06
23,54
25,99
28,41
30,81
33,20
35,56
37,92
40,26
42,58
44,90
47,21
49,51
51,81
54,09
56,37
58,64
60,91
63,17
68,80
74,40
79,97
85,53
91,06
96,58
102,1
107,6
113,0
118,5
129,4
140,2
151,0
161,8

0,2

3,22

4,64

5,99

7,29

8,56

9,80
11,03
12,24
13,44
15,81
18,15
20,47
22,76
25,04
27,30
29,55
31,79
34,03
36,25
38,47
40,68
42,88
45,08
47,27
49,46
51,64
53,82
55,99
58,16
63,58
68,97
74,35
79,71
85,07
90,41
95,73
101,1
106,4
111,7
122,2
132,8
143,3
153,9

0,3

2,41

3,66

4,88

6,06

7,23

8,38

9,52
10,66
11,78
14,01
16,22
18,42
20,60
22,77
24,94
27,10
29,25
31,39
33,53
35,66
37,80
39,92
42,05
44,16
46,28
48,40
50,51
52,62
54,72
59,98
65,23
70,46
75,69
80,91
86,12
91,32
96,52
101,7
106,9
117,3
127,6
137,9
148,3
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1

18,643
17,143
16,120
15,379
14,819
13,877
13,293
12,897
12,609
12,392
12,222
12,086
11,973
11,879
11,799
11,731
11,672
11,619
11,573
11,532
11,496
11,432
11,380
11,337
11,299
11,267
11,238
11,214
11,192
11,172
11,154
11,088
11,043
10,989
10,957
10,934

2 3

12,974 10,804
11,779 9,729
10,971 9,006
10,390 8,488
9,953 8,098
9,223 7,451
8,773 7,054
8,470 6,787
8,251 6,595
8,086 6,450
7,956 6,336
7,853 6,246
7,768 6,171
7,697 6,109
7,637 6,057
7,585 6,011
7,540 5,972
7,501 5,938
7,466 5,908
7,435 5,881
7,408 5,857
7,360 5,815
7,321 5,781
7,288 5,752
7,260 5,728
7,236 5,707
7,215 5,689
7,196 5,673
7,180 5,658
7,165 5,646
7,152 5,634
7,102 5,591
7,069 5,562
7,028 5,527
7,004 5,506
6,988 5,492

8,892
7,922
7,272
6,808
6,461
5,885
5,534
5,298
5,128
5,001
4,901
4,822
4,757
4,702
4,656
4,617
4,582
4,553
4,526
4,503
4,482
4,446
4,416
4,391
4,369
4,351
4,335
4,321
4,309
4,297
4,287
4,250
4,225
4,194
4,176
4,164

8,379
7,436
6,805
6,355
6,019
5,462
5,122
4,894
4,731
4,608
4,512
4,435
4,372
4,320
4,275
4,237
4,204
4,175
4,150
4,127
4,107
4,072
4,044
4,020
3,999
3,981
3,966
3,953
3,941
3,930
3,920
3,884
3,860
3,830
3,813
3,801

8,001
7,078
6,460
6,021
5,692
5,148
4,817
4,595
4,436
4,316
4,222
4,148
4,086
4,035
3,992
3,955
3,923
3,895
3,870
3,848
3,829
3,795
3,767
3,744
3,724
3,706
3,691
3,678
3,667
3,656
3,647
3,612
3,588
3,560
3,542
3,531

7,710
6,802
6,195
5,763
5,440
4,906
4,581
4,363
4,207
4,090
3,998
3,925
3,865
3,815
3,773
3,736
3,705
3,677
3,653
3,632
3,612
3,579
3,552
3,529
3,509
3,493
3,478
3,465
3,454
3,443
3,434
3,400
3,377
3,349
3,332
3,321

7,480
6,583
5,984
5,558
5,239
4,713
4,393
4,178
4,024
3,909
3,818
3,746
3,687
3,638
3,597
3,561
3,530
3,503
3,479
3,458
3,439
3,406
3,379
3,357
3,337
3,321
3,306
3,294
3,283
3,272
3,263
3,230
3,207
3,179
3,163
3,152

10

7,292
6,404
5,812
5,390
5,075
4,555
4,239
4,027
3,874
3,760
3,671
3,600
3,541
3,493
3,452
3,417
3,386
3,359
3,336
3,315
3,296
3,264
3,237
3,215
3,196
3,179
3,165
3,153
3,142
3,132
3,123
3,089
3,067
3,040
3,023
3,013
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262

11
7,136
6,256
5,668
5,251
4,939
4,423
4,110
3,900
3,749
3,636
3,548
3,477
3,419
3,371
3,330
3,296
3,265
3,239
3,215
3,195
3,176
3,144
3,118
3,096
3,077
3,061
3,047
3,034
3,023
3,014
3,005
2,972
2,950
2,922
2,906
2,896

12

6,130
5,547
5,132
4,823
4,312
4,001
3,792
3,642
3,530
3,443
3,373
3,315
3,268
3,227
3,192
3,162
3,136
3,113
3,092
3,074
3,042
3,016
2,994
2,976
2,959
2,945
2,933
2,922
2,912
2,904
2,871
2,849
2,822
2,806
2,795

13

6,023
5,443
5,031
4,724
4,215
3,907
3,699
3,551
3,439
3,352
3,283
3,226
3,178
3,138
3,103
3,074
3,047
3,024
3,004
2,986
2,954
2,928
2,906
2,888
2,872
2,858
2,846
2,835
2,825
2,816
2,784
2,762
2,735
2,719
2,709

&

14

5,353
4,943
4,637
4,132
3,825
3,619
3,471
3,360
3,273
3,204
3,147
3,100
3,060
3,026
2,996
2,970
2,947
2,927
2,908
2,877
2,851
2,830
2,811
2,795
2,781
2,769
2,758
2,749
2,740
2,707
2,686
2,659
2,643
2,633

0,001

15

5,274
4,866
4,562
4,059
3,753
3,547
3,400
3,290
3,204
3,135
3,078
3,031
2,991
2,957
2,927
2,902
2,879
2,858
2,840
2,809
2,783
2,762
2,743
2,727
2,714
2,701
2,691
2,681
2,672
2,640
2,618
2,592
2,576
2,565

16

4,798
4,495
3,994
3,689
3,484
3,338
3,228
3,142
3,073
3,017
2,970
2,930
2,896
2,867
2,841
2,818
2,798
2,780
2,748
2,723
2,701
2,683
2,667
2,653
2,641
2,630
2,621
2,612
2,580
2,558
2,532
2,516
2,505

17

4,738
4,435
3,936
3,632
3,428
3,282
3,172
3,086
3,018
2,962
2,915
2,875
2,841
2,812
2,786
2,763
2,743
2,725
2,694
2,669
2,647
2,629
2,613
2,599
2,587
2,576
2,567
2,558
2,526
2,504
2,478
2,462
2,451

18

4,382
3,884
3,581
3,378
3,232
3,122
3,037
2,968
2,912
2,866
2,826
2,792
2,763
2,737
2,714
2,694
2,676
2,645
2,620
2,598
2,580
2,564
2,550
2,538
2,527
2,518
2,509
2,477
2,456
2,429
2,413
2,403

19

4,334
3,837
3,535
3,332
3,186
3,077
2,992
2,923
2,867
2,821
2,781
2,747
2,718
2,692
2,670
2,650
2,632
2,601
2,575
2,554
2,535
2,519
2,506
2,494
2,483
2,473
2,465
2,433
2,411
2,385
2,369
2,358

20

3,794
3,493
3,290
3,145
3,036
2,951
2,882
2,827
2,780
2,741
2,707
2,677
2,652
2,629
2,609
2,591
2,560
2,534
2,513
2,495
2,479
2,465
2,453
2,442
2,433
2,424
2,392
2,371
2,344
2,328
2,318
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1

9,330
8,862
8,531
8,285
8,096
7,770
7,562
7,419
7,314
7,234
7,171
7,119
7,077
7,042
7,011
6,985
6,963
6,943
6,925
6,909
6,895
6,871
6,851
6,834
6,819
6,807
6,796
6,786
6,778
6,770
6,763
6,737
6,720
6,699
6,686
6,677

6,927
6,515
6,226
6,013
5,849
5,568
5,390
5,268
5,179
5,110
5,057
5,013
4,977
4,947
4,922
4,900
4,881
4,864
4,849
4,836
4,824
4,803
4,787
4,772
4,760
4,749
4,740
4,732
4,725
4,719
4,713
4,691
4,677
4,659
4,648
4,641

5,953
5,564
5,292
5,092
4,938
4,675
4,510
4,396
4,313
4,249
4,199
4,159
4,126
4,098
4,074
4,054
4,036
4,021
4,007
3,995
3,984
3,965
3,949
3,936
3,925
3,915
3,906
3,899
3,892
3,886
3,881
3,861
3,848
3,831
3,821
3,814

5,064
4,695
4,437
4,248
4,103
3,855
3,699
3,592
3,514
3,454
3,408
3,370
3,339
3,313
3,291
3,272
3,255
3,241
3,228
3,216
3,206
3,188
3,174
3,161
3,151
3,142
3,134
3,127
3,120
3,115
3,110
3,091
3,079
3,063
3,054
3,048

4,821
4,456
4,202
4,015
3,871
3,627
3,473
3,368
3,291
3,232
3,186
3,149
3,119
3,093
3,071
3,052
3,036
3,022
3,009
2,998
2,988
2,970
2,956
2,944
2,933
2,924
2,917
2,910
2,904
2,898
2,893
2,875
2,862
2,847
2,838
2,832

4,640
4,278
4,026
3,841
3,699
3,457
3,304
3,200
3,124
3,066
3,020
2,983
2,953
2,928
2,906
2,887
2,871
2,857
2,845
2,833
2,823
2,806
2,792
2,780
2,769
2,761
2,753
2,746
2,740
2,735
2,730
2,711
2,699
2,684
2,675
2,669

4,499
4,140
3,890
3,705
3,564
3,324
3,173
3,069
2,993
2,935
2,890
2,853
2,823
2,798
2,777
2,758
2,742
2,728
2,715
2,704
2,694
2,677
2,663
2,651
2,641
2,632
2,624
2,617
2,611
2,606
2,601
2,583
2,571
2,556
2,547
2,541

4,388
4,030
3,780
3,597
3,457
3,217
3,067
2,963
2,888
2,830
2,785
2,749
2,718
2,693
2,672
2,653
2,637
2,623
2,611
2,600
2,590
2,573
2,559
2,547
2,536
2,528
2,520
2,513
2,507
2,502
2,497
2,479
2,467
2,452
2,443
2,437

10

4,296
3,939
3,691
3,508
3,368
3,129
2,979
2,876
2,801
2,743
2,698
2,662
2,632
2,607
2,585
2,567
2,551
2,537
2,524
2,513
2,503
2,486
2,472
2,460
2,450
2,441
2,434
2,427
2,421
2,415
2,411
2,392
2,380
2,365
2,356
2,351
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264

11
4,220
3,864
3,616
3,434
3,294
3,056
2,906
2,803
2,727
2,670
2,625
2,589
2,559
2,534
2,512
2,494
2,478
2,464
2,451
2,440
2,430
2,413
2,399
2,387
2,377
2,368
2,360
2,354
2,348
2,342
2,338
2,319
2,307
2,292
2,283
2,277

12

3,800
3,553
3,371
3,231
2,993
2,843
2,740
2,665
2,608
2,562
2,526
2,496
2,471
2,450
2,431
2,415
2,401
2,389
2,378
2,368
2,350
2,336
2,324
2,314
2,305
2,298
2,291
2,285
2,280
2,275
2,257
2,244
2,229
2,220
2,214

13

3,745
3,498
3,316
3,177
2,939
2,789
2,686
2,611
2,553
2,508
2,472
2,442
2,417
2,395
2,377
2,361
2,347
2,334
2,323
2,313
2,296
2,282
2,270
2,260
2,251
2,243
2,236
2,230
2,225
2,220
2,202
2,190
2,175
2,166
2,160

&

= 0,01

14

3,451
3,269
3,130
2,892
2,742
2,639
2,563
2,506
2,461
2,424
2,394
2,369
2,348
2,329
2,313
2,299
2,286
2,275
2,265
2,248
2,234
2,222
2,212
2,203
2,195
2,188
2,182
2,177
2,172
2,154
2,142
2,126
2,117
2,111

15

3,409
3,227
3,088
2,850
2,700
2,597
2,522
2,464
2,419
2,382
2,352
2,327
2,306
2,287
2,271
2,257
2,244
2,233
2,223
2,206
2,192
2,179
2,169
2,160
2,153
2,146
2,140
2,134
2,129
2,111
2,099
2,084
2,075
2,069

16

3,190
3,051
2,813
2,663
2,560
2,484
2,427
2,382
2,345
2,315
2,289
2,268
2,249
2,233
2,219
2,206
2,195
2,185
2,168
2,154
2,141
2,131
2,122
2,114
2,108
2,102
2,096
2,091
2,073
2,061
2,045
2,036
2,030

17

3,158
3,018
2,780
2,630
2,527
2,451
2,393
2,348
2,311
2,281
2,256
2,234
2,216
2,199
2,185
2,172
2,161
2,151
2,134
2,119
2,107
2,097
2,088
2,080
2,073
2,067
2,062
2,057
2,038
2,026
2,011
2,002
1,996

18

2,989
2,751
2,600
2,497
2,421
2,363
2,318
2,281
2,251
2,225
2,204
2,185
2,169
2,154
2,142
2,130
2,120
2,103
2,089
2,076
2,066
2,057
2,049
2,042
2,036
2,031
2,026
2,007
1,995
1,979
1,970
1,964

19

2,962
2,724
2,573
2,470
2,394
2,336
2,290
2,253
2,223
2,198
2,176
2,157
2,141
2,126
2,114
2,102
2,092
2,075
2,060
2,048
2,038
2,029
2,021
2,014
2,008
2,002
1,997
1,979
1,966
1,951
1,942
1,935

20

2,699
2,549
2,445
2,369
2,311
2,265
2,228
2,198
2,172
2,150
2,132
2,115
2,101
2,088
2,077
2,067
2,049
2,035
2,022
2,012
2,003
1,995
1,988
1,982
1,976
1,971
1,953
1,940
1,925
1,915
1,909



Fisher-eloszlas

1

7,188
6,888
6,674
6,515
6,391
6,176
6,038
5,942
5,872
5,818
5,776
5,741
5,713
5,689
5,668
5,651
5,635
5,622
5,610
5,599
5,590
5,573
5,559
5,548
5,538
5,529
5,522
5,515
5,510
5,504
5,500
5,482
5,470
5,456
5,447
5,441

5,516
5,241
5,046
4,900
4,788
4,593
4,470
4,384
4,321
4,273
4,235
4,204
4,179
4,157
4,139
4,123
4,110
4,098
4,087
4,078
4,069
4,055
4,042
4,032
4,023
4,016
4,009
4,003
3,998
3,994
3,990
3,974
3,963
3,951
3,943
3,938

4,814
4,549
4,361
4,221
4,113
3,928
3,809
3,727
3,667
3,622
3,585
3,556
3,532
3,512
3,494
3,480
3,467
3,455
3,445
3,436
3,428
3,414
3,403
3,393
3,385
3,378
3,371
3,366
3,361
3,357
3,353
3,338
3,328
3,316
3,308
3,303

3,974
3,837
3,731
3,549
3,434
3,354
3,295
3,251
3,215
3,187
3,163
3,144
3,127
3,112
3,100
3,088
3,079
3,070
3,062
3,048
3,037
3,028
3,020
3,013
3,007
3,001
2,997
2,992
2,988
2,974
2,964
2,952
2,945
2,941

4,162
3,904
3,721
3,586
3,482
3,302
3,188
3,109
3,051
3,007
2,972
2,944
2,921
2,901
2,885
2,870
2,858
2,847
2,837
2,828
2,821
2,807
2,796
2,787
2,779
2,772
2,766
2,761
2,756
2,752
2,748
2,734
2,724
2,713
2,706
2,701

3,980
3,724
3,543
3,408
3,304
3,126
3,012
2,934
2,877
2,833
2,798
2,770
2,747
2,728
2,711
2,697
2,685
2,674
2,664
2,655
2,648
2,634
2,623
2,614
2,606
2,599
2,593
2,588
2,584
2,579
2,576
2,561
2,552
2,540
2,533
2,529

3,845
3,589
3,409
3,275
3,171
2,993
2,880
2,802
2,745
2,701
2,667
2,639
2,616
2,596
2,580
2,566
2,553
2,542
2,533
2,524
2,517
2,503
2,492
2,483
2,475
2,468
2,462
2,457
2,452
2,448
2,445
2,430
2,421
2,409
2,402
2,398

3,740
3,485
3,304
3,171
3,067
2,890
2,777
2,699
2,641
2,598
2,563
2,535
2,512
2,493
2,476
2,462
2,450
2,439
2,429
2,421
2,413
2,400
2,389
2,380
2,372
2,365
2,359
2,354
2,349
2,345
2,341
2,327
2,318
2,306
2,299
2,294

3,656
3,401
3,221
3,087
2,984
2,806
2,693
2,615
2,558
2,514
2,479
2,451
2,428
2,409
2,392
2,378
2,366
2,355
2,345
2,337
2,329
2,316
2,305
2,295
2,287
2,281
2,275
2,269
2,265
2,261
2,257
2,243
2,233
2,221
2,214
2,210

10

3,587
3,332
3,152
3,018
2,915
2,737
2,624
2,546
2,488
2,444
2,410
2,382
2,359
2,339
2,323
2,308
2,296
2,285
2,275
2,267
2,259
2,246
2,235
2,225
2,217
2,211
2,205
2,199
2,195
2,190
2,187
2,172
2,163
2,151
2,144
2,139

265
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11
3,529
3,274
3,094
2,960
2,857
2,679
2,566
2,487
2,430
2,386
2,351
2,323
2,300
2,280
2,264
2,249
2,237
2,226
2,216
2,208
2,200
2,186
2,175
2,166
2,158
2,151
2,145
2,140
2,135
2,131
2,127
2,113
2,103
2,091
2,084
2,080

12

3,225
3,045
2,911
2,808
2,629
2,516
2,437
2,380
2,336
2,301
2,273
2,249
2,230
2,213
2,199
2,186
2,175
2,165
2,157
2,149
2,135
2,124
2,115
2,107
2,100
2,094
2,089
2,084
2,080
2,076
2,061
2,052
2,040
2,033
2,028

13

3,183
3,003
2,869
2,765
2,587
2,473
2,394
2,336
2,292
2,257
2,229
2,205
2,186
2,169
2,155
2,142
2,131
2,121
2,112
2,105
2,001
2,080
2,070
2,062
2,055
2,049
2,044
2,039
2,035
2,031
2,017
2,007
1,995
1,988
1,983

&

= 0,02

14

2,966
2,832
2,728
2,549
2,435
2,356
2,298
2,254
2,219
2,190
2,167
2,147
2,130
2,116
2,103
2,092
2,082
2,073
2,066
2,052
2,041
2,031
2,023
2,016
2,010
2,005
2,000
1,996
1,992
1,977
1,967
1,955
1,948
1,943

15

2,934
2,799
2,695
2,516
2,402
2,323
2,265
2,220
2,185
2,156
2,133
2,113
2,096
2,081
2,069
2,058
2,048
2,039
2,031
2,017
2,006
1,996
1,988
1,981
1,975
1,970
1,965
1,960
1,957
1,942
1,932
1,920
1,913
1,908

16

2,770
2,666
2,487
2,372
2,293
2,234
2,190
2,154
2,126
2,102
2,082
2,065
2,051
2,038
2,027
2,017
2,008
2,000
1,986
1,975
1,965
1,957
1,950
1,944
1,938
1,933
1,929
1,925
1,910
1,901
1,888
1,881
1,876

17

2,745
2,641
2,461
2,346
2,266
2,208
2,163
2,127
2,098
2,075
2,055
2,038
2,023
2,010
1,999
1,989
1,980
1,972
1,958
1,947
1,937
1,929
1,922
1,915
1,910
1,905
1,901
1,897
1,882
1,872
1,860
1,853
1,848

18

2,617
2,437
2,322
2,242
2,183
2,138
2,103
2,074
2,050
2,030
2,013
1,998
1,985
1,974
1,964
1,955
1,947
1,933
1,921
1,912
1,903
1,896
1,890
1,884
1,879
1,875
1,871
1,856
1,846
1,834
1,826
1,822

19

2,596
2,416
2,300
2,220
2,161
2,116
2,080
2,051
2,027
2,007
1,990
1,975
1,962
1,951
1,941
1,932
1,924
1,910
1,898
1,888
1,880
1,873
1,866
1,861
1,856
1,852
1,848
1,833
1,823
1,810
1,803
1,798

20

2,396
2,281
2,200
2,141
2,096
2,060
2,031
2,007
1,986
1,969
1,954
1,941
1,930
1,920
1,911
1,902
1,888
1,877
1,867
1,859
1,851
1,845
1,839
1,835
1,830
1,826
1,811
1,801
1,788
1,781
1,776
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1

4,747
4,600
4,494
4,414
4,351
4,242
4,171
4,121
4,085
4,057
4,034
4,016
4,001
3,989
3,978
3,968
3,960
3,953
3,947
3,941
3,936
3,927
3,920
3,914
3,909
3,904
3,900
3,897
3,894
3,891
3,888
3,879
3,873
3,865
3,860
3,857

3,885
3,739
3,634
3,555
3,493
3,385
3,316
3,267
3,232
3,204
3,183
3,165
3,150
3,138
3,128
3,119
3,111
3,104
3,098
3,092
3,087
3,079
3,072
3,066
3,061
3,056
3,053
3,049
3,046
3,043
3,041
3,032
3,026
3,018
3,014
3,011

3,490
3,344
3,239
3,160
3,098
2,991
2,922
2,874
2,839
2,812
2,790
2,773
2,758
2,746
2,736
2,727
2,719
2,712
2,706
2,700
2,696
2,687
2,680
2,674
2,669
2,665
2,661
2,658
2,655
2,652
2,650
2,641
2,635
2,627
2,623
2,620

3,007
2,928
2,866
2,759
2,690
2,641
2,606
2,579
2,557
2,540
2,525
2,513
2,503
2,494
2,486
2,479
2,473
2,467
2,463
2,454
2,447
2,441
2,436
2,432
2,428
2,425
2,422
2,419
2,417
2,408
2,402
2,394
2,390
2,387

3,106
2,958
2,852
2,773
2,711
2,603
2,534
2,485
2,449
2,422
2,400
2,383
2,368
2,356
2,346
2,337
2,329
2,322
2,316
2,310
2,305
2,297
2,290
2,284
2,279
2,274
2,271
2,267
2,264
2,262
2,259
2,250
2,244
2,237
2,232
2,229

2,996
2,848
2,741
2,661
2,599
2,490
2,421
2,372
2,336
2,308
2,286
2,269
2,254
2,242
2,231
2,222
2,214
2,207
2,201
2,196
2,191
2,182
2,175
2,169
2,164
2,160
2,156
2,152
2,149
2,147
2,144
2,135
2,129
2,121
2,117
2,114

2,913
2,764
2,657
2,577
2,514
2,405
2,334
2,285
2,249
2,221
2,199
2,181
2,167
2,154
2,143
2,134
2,126
2,119
2,113
2,108
2,103
2,094
2,087
2,081
2,076
2,071
2,067
2,064
2,061
2,058
2,056
2,046
2,040
2,032
2,028
2,025

2,849
2,699
2,591
2,510
2,447
2,337
2,266
2,217
2,180
2,152
2,130
2,112
2,097
2,084
2,074
2,064
2,056
2,049
2,043
2,037
2,032
2,024
2,016
2,010
2,005
2,001
1,997
1,993
1,990
1,987
1,985
1,976
1,969
1,962
1,957
1,954

2,796
2,646
2,538
2,456
2,393
2,282
2,211
2,161
2,124
2,096
2,073
2,055
2,040
2,027
2,017
2,007
1,999
1,992
1,986
1,980
1,975
1,966
1,959
1,953
1,947
1,943
1,939
1,935
1,932
1,929
1,927
1,917
1,911
1,903
1,899
1,895

10

2,753
2,602
2,494
2,412
2,348
2,236
2,165
2,114
2,077
2,049
2,026
2,008
1,993
1,980
1,969
1,959
1,951
1,944
1,938
1,932
1,927
1,918
1,910
1,904
1,899
1,894
1,890
1,887
1,884
1,881
1,878
1,869
1,862
1,854
1,850
1,846
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11
2,717
2,565
2,456
2,374
2,310
2,198
2,126
2,075
2,038
2,009
1,986
1,968
1,952
1,939
1,928
1,919
1,910
1,903
1,897
1,891
1,886
1,877
1,869
1,863
1,858
1,853
1,849
1,845
1,842
1,839
1,837
1,827
1,821
1,813
1,808
1,805

12

2,534
2,425
2,342
2,278
2,165
2,092
2,041
2,003
1,974
1,952
1,933
1,917
1,904
1,893
1,884
1,875
1,868
1,861
1,856
1,850
1,841
1,834
1,827
1,822
1,817
1,813
1,810
1,806
1,803
1,801
1,791
1,785
1,776
1,772
1,768

13

2,507
2,397
2,314
2,250
2,136
2,063
2,012
1,974
1,945
1,921
1,903
1,887
1,874
1,863
1,853
1,845
1,837
1,830
1,825
1,819
1,810
1,803
1,796
1,791
1,786
1,782
1,778
1,775
1,772
1,769
1,759
1,753
1,745
1,740
1,736

&

= 0,05

14

2,373
2,290
2,225
2,111
2,037
1,986
1,948
1,918
1,895
1,876
1,860
1,847
1,836
1,826
1,817
1,810
1,803
1,797
1,792
1,783
1,775
1,769
1,763
1,758
1,754
1,750
1,747
1,744
1,742
1,732
1,725
1,717
1,712
1,708

15

2,352
2,269
2,203
2,089
2,015
1,963
1,924
1,895
1,871
1,852
1,836
1,823
1,812
1,802
1,793
1,786
1,779
1,773
1,768
1,758
1,750
1,744
1,738
1,734
1,729
1,726
1,722
1,719
1,717
1,707
1,700
1,691
1,686
1,683

16

2,250
2,184
2,069
1,995
1,942
1,904
1,874
1,850
1,831
1,815
1,802
1,790
1,780
1,772
1,764
1,757
1,751
1,746
1,736
1,728
1,722
1,716
1,711
1,707
1,703
1,700
1,697
1,694
1,684
1,677
1,669
1,664
1,660

17

2,233
2,167
2,051
1,976
1,924
1,885
1,855
1,831
1,812
1,796
1,782
1,771
1,761
1,752
1,744
1,737
1,731
1,726
1,716
1,709
1,702
1,696
1,691
1,687
1,683
1,680
1,677
1,674
1,664
1,657
1,648
1,643
1,640

18

2,151
2,035
1,960
1,907
1,868
1,838
1,814
1,795
1,778
1,765
1,753
1,743
1,734
1,726
1,720
1,713
1,708
1,698
1,690
1,684
1,678
1,673
1,669
1,665
1,661
1,658
1,656
1,645
1,638
1,630
1,625
1,621

19

2,137
2,021
1,945
1,892
1,853
1,823
1,798
1,779
1,763
1,749
1,737
1,727
1,718
1,710
1,703
1,697
1,691
1,682
1,674
1,667
1,661
1,656
1,652
1,648
1,645
1,642
1,639
1,628
1,621
1,613
1,607
1,604

20

2,007
1,932
1,878
1,839
1,808
1,784
1,764
1,748
1,734
1,722
1,712
1,703
1,695
1,688
1,682
1,676
1,667
1,659
1,652
1,646
1,641
1,637
1,633
1,629
1,626
1,623
1,613
1,606
1,597
1,592
1,588
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1

3,177
3,102
3,048
3,007
2,975
2,918
2,881
2,855
2,835
2,820
2,809
2,799
2,791
2,784
2,779
2,774
2,769
2,765
2,762
2,759
2,756
2,752
2,748
2,745
2,742
2,739
2,737
2,735
2,734
2,732
2,731
2,726
2,722
2,718
2,716
2,714

2,807
2,726
2,668
2,624
2,589
2,528
2,489
2,461
2,440
2,425
2,412
2,402
2,393
2,386
2,380
2,375
2,370
2,366
2,363
2,359
2,356
2,351
2,347
2,344
2,341
2,338
2,336
2,334
2,332
2,331
2,329
2,324
2,320
2,316
2,313
2,311

2,606
2,522
2,462
2,416
2,380
2,317
2,276
2,247
2,226
2,210
2,197
2,186
2,177
2,170
2,164
2,158
2,154
2,149
2,146
2,142
2,139
2,134
2,130
2,126
2,123
2,121
2,118
2,116
2,114
2,113
2,111
2,106
2,102
2,098
2,095
2,093

2,333
2,286
2,249
2,184
2,142
2,113
2,091
2,074
2,061
2,050
2,041
2,033
2,027
2,021
2,016
2,012
2,008
2,005
2,002
1,997
1,992
1,989
1,985
1,983
1,980
1,978
1,976
1,975
1,973
1,967
1,964
1,959
1,956
1,954

2,394
2,307
2,244
2,196
2,158
2,092
2,049
2,019
1,997
1,980
1,966
1,955
1,946
1,938
1,931
1,926
1,921
1,916
1,912
1,909
1,906
1,900
1,896
1,892
1,889
1,886
1,884
1,881
1,880
1,878
1,876
1,870
1,867
1,862
1,859
1,857

2,331
2,243
2,178
2,130
2,091
2,024
1,980
1,950
1,927
1,909
1,895
1,884
1,875
1,867
1,860
1,854
1,849
1,845
1,841
1,837
1,834
1,828
1,824
1,820
1,817
1,814
1,811
1,809
1,807
1,805
1,804
1,798
1,794
1,789
1,786
1,784

2,283
2,193
2,128
2,079
2,040
1,971
1,927
1,896
1,873
1,855
1,840
1,829
1,819
1,811
1,804
1,798
1,793
1,789
1,785
1,781
1,778
1,772
1,767
1,764
1,760
1,757
1,755
1,752
1,750
1,749
1,747
1,741
1,737
1,732
1,729
1,727

2,245
2,154
2,088
2,038
1,999
1,929
1,884
1,852
1,829
1,811
1,796
1,785
1,775
1,767
1,760
1,754
1,748
1,744
1,739
1,736
1,732
1,727
1,722
1,718
1,714
1,712
1,709
1,707
1,705
1,703
1,701
1,695
1,691
1,686
1,683
1,680

2,214
2,122
2,055
2,005
1,965
1,895
1,849
1,817
1,793
1,774
1,760
1,748
1,738
1,730
1,723
1,716
1,711
1,706
1,702
1,698
1,695
1,689
1,684
1,680
1,677
1,674
1,671
1,669
1,667
1,665
1,663
1,657
1,652
1,647
1,644
1,642

10

2,188
2,095
2,028
1,977
1,937
1,866
1,819
1,787
1,763
1,744
1,729
1,717
1,707
1,699
1,691
1,685
1,680
1,675
1,670
1,667
1,663
1,657
1,652
1,648
1,645
1,642
1,639
1,636
1,634
1,633
1,631
1,624
1,620
1,615
1,612
1,609

269
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11
2,166
2,073
2,005
1,954
1,913
1,841
1,794
1,761
1,737
1,718
1,703
1,691
1,680
1,672
1,665
1,658
1,653
1,648
1,643
1,640
1,636
1,630
1,625
1,621
1,617
1,614
1,611
1,609
1,607
1,605
1,603
1,597
1,592
1,587
1,583
1,581

12

2,054
1,985
1,933
1,892
1,820
1,773
1,739
1,715
1,695
1,680
1,668
1,657
1,649
1,641
1,635
1,629
1,624
1,620
1,616
1,612
1,606
1,601
1,597
1,593
1,590
1,587
1,585
1,583
1,581
1,579
1,572
1,568
1,562
1,559
1,557

13

2,037
1,968
1,916
1,875
1,802
1,754
1,720
1,695
1,676
1,660
1,648
1,637
1,628
1,621
1,614
1,609
1,604
1,599
1,595
1,592
1,585
1,580
1,576
1,572
1,569
1,566
1,564
1,561
1,559
1,558
1,551
1,546
1,541
1,537
1,535

14

1,953
1,900
1,859
1,785
1,737
1,703
1,678
1,658
1,643
1,630
1,619
1,610
1,603
1,596
1,590
1,585
1,581
1,577
1,573
1,567
1,562
1,557
1,553
1,550
1,547
1,545
1,543
1,541
1,539
1,532
1,527
1,522
1,518
1,516

15

1,940
1,887
1,845
1,771
1,722
1,688
1,662
1,643
1,627
1,614
1,603
1,594
1,587
1,580
1,574
1,569
1,564
1,560
1,557
1,550
1,545
1,541
1,537
1,533
1,530
1,528
1,526
1,524
1,522
1,515
1,510
1,504
1,501
1,499

16

1,875
1,833
1,758
1,709
1,674
1,649
1,629
1,613
1,600
1,589
1,580
1,572
1,565
1,559
1,554
1,550
1,545
1,542
1,535
1,530
1,525
1,522
1,518
1,515
1,513
1,510
1,508
1,507
1,499
1,495
1,489
1,485
1,483

17

1,864
1,821
1,746
1,697
1,662
1,636
1,616
1,600
1,587
1,576
1,567
1,559
1,552
1,546
1,541
1,536
1,532
1,528
1,522
1,516
1,512
1,508
1,504
1,502
1,499
1,497
1,494
1,493
1,485
1,481
1,475
1,471
1,469

18

1,811
1,736
1,686
1,651
1,625
1,605
1,588
1,575
1,564
1,555
1,547
1,540
1,534
1,529
1,524
1,520
1,516
1,509
1,504
1,499
1,495
1,492
1,489
1,486
1,484
1,482
1,480
1,473
1,468
1,462
1,458
1,456

19

1,802
1,726
1,676
1,641
1,615
1,594
1,578
1,564
1,553
1,544
1,536
1,529
1,523
1,518
1,513
1,509
1,505
1,498
1,493
1,488
1,484
1,480
1,477
1,475
1,472
1,470
1,468
1,461
1,456
1,450
1,446
1,444

20

1,718
1,667
1,632
1,605
1,585
1,568
1,555
1,543
1,534
1,526
1,519
1,513
1,507
1,503
1,498
1,494
1,488
1,482
1,477
1,473
1,470
1,467
1,464
1,462
1,459
1,458
1,450
1,445
1,439
1,435
1,433



Fisher-eloszlas

1

1,839
1,809
1,787
1,770
1,757
1,733
1,717
1,706
1,698
1,692
1,687
1,683
1,679
1,676
1,674
1,672
1,670
1,668
1,667
1,665
1,664
1,662
1,661
1,659
1,658
1,657
1,656
1,655
1,654
1,654
1,653
1,651
1,650
1,648
1,647
1,646

1,846
1,809
1,783
1,762
1,746
1,718
1,699
1,686
1,676
1,668
1,662
1,657
1,653
1,650
1,647
1,644
1,642
1,640
1,639
1,637
1,636
1,633
1,631
1,630
1,628
1,627
1,626
1,625
1,624
1,623
1,622
1,620
1,618
1,616
1,615
1,614

1,804
1,765
1,736
1,713
1,696
1,665
1,645
1,630
1,620
1,611
1,605
1,599
1,595
1,591
1,588
1,585
1,583
1,581
1,579
1,577
1,576
1,573
1,571
1,569
1,567
1,566
1,565
1,564
1,563
1,562
1,561
1,559
1,557
1,554
1,553
1,552

1,696
1,673
1,654
1,622
1,600
1,585
1,574
1,565
1,558
1,552
1,548
1,544
1,540
1,538
1,535
1,533
1,531
1,529
1,527
1,525
1,522
1,520
1,519
1,517
1,516
1,515
1,514
1,513
1,512
1,509
1,507
1,505
1,503
1,502

1,740
1,697
1,665
1,641
1,622
1,588
1,565
1,550
1,538
1,529
1,522
1,516
1,511
1,507
1,503
1,500
1,497
1,495
1,493
1,491
1,489
1,487
1,484
1,482
1,480
1,479
1,478
1,476
1,475
1,474
1,474
1,470
1,468
1,466
1,464
1,463

1,718
1,674
1,641
1,616
1,596
1,561
1,538
1,521
1,509
1,500
1,492
1,486
1,481
1,477
1,473
1,470
1,467
1,465
1,463
1,461
1,459
1,456
1,454
1,452
1,450
1,448
1,447
1,446
1,444
1,444
1,443
1,439
1,437
1,434
1,433
1,432

1,700
1,655
1,621
1,596
1,575
1,539
1,515
1,499
1,486
1,476
1,469
1,462
1,457
1,453
1,449
1,446
1,443
1,440
1,438
1,436
1,434
1,431
1,429
1,426
1,425
1,423
1,422
1,420
1,419
1,418
1,417
1,414
1,412
1,409
1,407
1,406

1,686
1,639
1,605
1,579
1,558
1,521
1,497
1,480
1,467
1,457
1,449
1,443
1,437
1,433
1,429
1,425
1,422
1,420
1,418
1,415
1,414
1,410
1,408
1,406
1,404
1,402
1,401
1,399
1,398
1,397
1,396
1,393
1,390
1,387
1,386
1,385

1,673
1,626
1,591
1,565
1,544
1,506
1,481
1,464
1,451
1,440
1,432
1,426
1,420
1,416
1,412
1,408
1,405
1,402
1,400
1,398
1,396
1,393
1,390
1,388
1,386
1,384
1,383
1,381
1,380
1,379
1,378
1,375
1,372
1,369
1,367
1,366

10

1,663
1,615
1,580
1,553
1,531
1,493
1,468
1,450
1,437
1,426
1,418
1,411
1,406
1,401
1,397
1,393
1,390
1,387
1,385
1,383
1,381
1,378
1,375
1,372
1,370
1,369
1,367
1,366
1,365
1,363
1,363
1,359
1,356
1,353
1,352
1,350

271
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11
1,654
1,606
1,570
1,543
1,521
1,482
1,456
1,438
1,424
1,414
1,405
1,399
1,393
1,388
1,384
1,380
1,377
1,374
1,372
1,370
1,368
1,364
1,361
1,359
1,357
1,355
1,354
1,352
1,351
1,350
1,349
1,345
1,343
1,339
1,338
1,336

12

1,598
1,561
1,534
1,512
1,472
1,446
1,428
1,414
1,403
1,394
1,387
1,382
1,377
1,372
1,369
1,366
1,363
1,360
1,358
1,356
1,352
1,350
1,347
1,345
1,343
1,342
1,340
1,339
1,338
1,337
1,333
1,330
1,327
1,325
1,324

13

1,590
1,554
1,526
1,503
1,464
1,437
1,418
1,404
1,393
1,385
1,378
1,372
1,367
1,362
1,359
1,355
1,352
1,350
1,348
1,346
1,342
1,339
1,337
1,334
1,333
1,331
1,330
1,328
1,327
1,326
1,322
1,320
1,316
1,314
1,313

14

1,547
1,519
1,496
1,456
1,429
1,410
1,396
1,385
1,376
1,369
1,363
1,358
1,353
1,350
1,346
1,343
1,341
1,338
1,336
1,333
1,330
1,327
1,325
1,323
1,321
1,320
1,319
1,317
1,316
1,312
1,310
1,306
1,304
1,303

15

1,541
1,513
1,490
1,449
1,422
1,403
1,388
1,377
1,368
1,361
1,355
1,350
1,345
1,341
1,338
1,335
1,332
1,330
1,328
1,324
1,321
1,319
1,316
1,314
1,313
1,311
1,310
1,309
1,308
1,304
1,301
1,298
1,295
1,294

16

1,507
1,484
1,443
1,416
1,396
1,381
1,370
1,361
1,354
1,347
1,342
1,338
1,334
1,330
1,327
1,325
1,322
1,320
1,316
1,313
1,311
1,308
1,307
1,305
1,303
1,302
1,301
1,300
1,296
1,293
1,289
1,287
1,286

17

1,502
1,479
1,437
1,410
1,390
1,375
1,364
1,355
1,347
1,341
1,336
1,331
1,327
1,324
1,321
1,318
1,315
1,313
1,309
1,306
1,304
1,301
1,299
1,298
1,296
1,295
1,293
1,292
1,288
1,285
1,282
1,280
1,278

18

1,474
1,432
1,404
1,384
1,370
1,358
1,349
1,341
1,335
1,329
1,325
1,321
1,317
1,314
1,311
1,309
1,307
1,303
1,300
1,297
1,295
1,293
1,291
1,289
1,288
1,287
1,286
1,281
1,279
1,275
1,273
1,272

19

1,470
1,427
1,399
1,379
1,364
1,353
1,343
1,336
1,329
1,324
1,319
1,315
1,312
1,308
1,306
1,303
1,301
1,297
1,294
1,291
1,289
1,287
1,285
1,283
1,282
1,281
1,280
1,275
1,272
1,269
1,267
1,265

20

1,423
1,395
1,375
1,360
1,348
1,338
1,331
1,324
1,319
1,314
1,310
1,306
1,303
1,300
1,298
1,295
1,292
1,288
1,285
1,283
1,281
1,279
1,278
1,276
1,275
1,274
1,269
1,266
1,263
1,261
1,259



o-eloszlas

k\I

1

7,642
6,787
6,211
5,797
5,485
4,964
4,643
4,426
4,269
4,150
4,057
3,982
3,921
3,869
3,826
3,788
3,756
3,727
3,702
3,679
3,659
3,625
3,596
3,572
3,551
3,533
3,518
3,504
3,492
3,481
3,472
3,435
3,411
3,380
3,362
3,350

6,788
5,958
5,402
5,004
4,705
4,209
3,904
3,698
3,550
3,438
3,350
3,280
3,222
3,174
3,132
3,097
3,067
3,040
3,016
2,995
2,976
2,943
2,916
2,893
2,874
2,857
2,843
2,830
2,818
2,808
2,799
2,765
2,742
2,713
2,696
2,685

¢ = 0,001

6,421
5,600
5,050
4,658
4,365
3,877
3,579
3,377
3,232
3,122
3,036
2,967
2,911
2,863
2,823
2,789
2,759
2,732
2,709
2,688
2,670
2,638
2,611
2,589
2,570
2,554
2,539
2,527
2,516
2,506
2,497
2,463
2,440
2,412
2,395
2,384

6,212
5,395
4,849
4,460
4,168
3,685
3,389
3,190
3,046
2,937
2,852
2,784
2,727
2,681
2,641
2,606
2,577
2,551
2,527
2,507
2,488
2,457
2,430
2,408
2,389
2,373
2,359
2,346
2,335
2,325
2,316
2,282
2,260
2,232
2,215
2,204

6,076
5,261
4,717
4,329
4,039
3,558
3,263
3,065
2,921
2,813
2,728
2,660
2,604
2,558
2,518
2,484
2,454
2,428
2,405
2,384
2,366
2,334
2,308
2,286
2,267
2,251
2,236
2,224
2,213
2,203
2,194
2,160
2,137
2,109
2,093
2,081

5,981
5,167
4,624
4,237
3,947
3,467
3,173
2,975
2,832
2,724
2,639
2,571
2,515
2,468
2,429
2,394
2,365
2,339
2,316
2,295
2,277
2,245
2,219
2,196
2,177
2,161
2,147
2,134
2,123
2,113
2,104
2,070
2,047
2,019
2,002
1,991

5,910
5,097
4,554
4,167
3,878
3,399
3,105
2,907
2,764
2,656
2,571
2,503
2,447
2,400
2,360
2,326
2,296
2,270
2,247
2,227
2,208
2,176
2,150
2,128
2,109
2,092
2,078
2,065
2,054
2,044
2,035
2,001
1,978
1,949
1,932
1,921

5,855
5,042
4,500
4,113
3,824
3,345
3,051
2,853
2,710
2,602
2,517
2,449
2,393
2,346
2,306
2,272
2,242
2,216
2,193
2,172
2,153
2,122
2,095
2,073
2,054
2,037
2,023
2,010
1,999
1,988
1,979
1,945
1,922
1,893
1,876
1,865

5,811
4,999
4,456
4,070
3,781
3,302
3,008
2,810
2,667
2,559
2,474
2,405
2,349
2,302
2,262
2,228
2,198
2,172
2,148
2,128
2,109
2,077
2,050
2,028
2,008
1,992
1,977
1,964
1,953
1,943
1,934
1,899
1,876
1,847
1,830
1,818

10

5,775
4,963
4,421
4,035
3,746
3,266
2,973
2,774
2,631
2,522
2,438
2,369
2,313
2,266
2,226
2,191
2,161
2,135
2,111
2,090
2,072
2,039
2,013
1,990
1,971
1,954
1,939
1,926
1,915
1,905
1,896
1,861
1,837
1,808
1,791
1,779

273
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11
5,745
4,933
4,391
4,005
3,716
3,237
2,943
2,744
2,601
2,492
2,407
2,338
2,282
2,235
2,194
2,160
2,130
2,103
2,080
2,059
2,040
2,008
1,981
1,958
1,939
1,922
1,907
1,894
1,883
1,872
1,863
1,828
1,804
1,775
1,757
1,745

12

4,908
4,366
3,980
3,691
3,211
2,917
2,718
2,575
2,466
2,381
2,312
2,255
2,208
2,168
2,133
2,103
2,076
2,053
2,031
2,013
1,980
1,953
1,930
1,911
1,894
1,879
1,866
1,854
1,844
1,835
1,799
1,776
1,746
1,728
1,716

¢ = 0,001

13

4,887
4,345
3,958
3,669
3,189
2,895
2,696
2,552
2,443
2,358
2,289
2,232
2,185
2,144
2,110
2,079
2,053
2,029
2,008
1,989
1,956
1,929
1,906
1,886
1,869
1,855
1,841
1,830
1,819
1,810
1,774
1,750
1,720
1,702
1,690

14

4,326
3,939
3,650
3,170
2,876
2,677
2,533
2,424
2,338
2,269
2,212
2,165
2,124
2,089
2,059
2,032
2,008
1,987
1,968
1,935
1,908
1,885
1,865
1,848
1,833
1,820
1,808
1,798
1,788
1,752
1,728
1,698
1,680
1,668

15

4,309
3,923
3,634
3,154
2,859
2,660
2,515
2,406
2,321
2,251
2,194
2,147
2,106
2,071
2,040
2,013
1,990
1,968
1,949
1,916
1,889
1,866
1,846
1,829
1,814
1,800
1,789
1,778
1,769
1,732
1,708
1,678
1,659
1,647

16

3,908
3,619
3,139
2,844
2,644
2,500
2,391
2,305
2,236
2,179
2,131
2,090
2,055
2,024
1,997
1,973
1,952
1,933
1,900
1,872
1,849
1,829
1,812
1,797
1,783
1,771
1,761
1,751
1,715
1,690
1,660
1,641
1,629

17

3,895
3,606
3,126
2,831
2,631
2,486
2,377
2,291
2,221
2,164
2,116
2,075
2,040
2,009
1,982
1,958
1,937
1,918
1,884
1,857
1,833
1,813
1,796
1,781
1,768
1,756
1,745
1,735
1,699
1,674
1,643
1,625
1,612

18

3,594
3,114
2,819
2,619
2,474
2,364
2,278
2,209
2,151
2,103
2,062
2,027
1,996
1,969
1,945
1,923
1,904
1,871
1,843
1,820
1,799
1,782
1,767
1,753
1,741
1,731
1,721
1,684
1,659
1,628
1,609
1,597

19

3,584
3,103
2,808
2,608
2,463
2,353
2,267
2,197
2,140
2,091
2,050
2,015
1,984
1,957
1,933
1,911
1,892
1,858
1,830
1,807
1,787
1,769
1,754
1,740
1,728
1,717
1,708
1,671
1,646
1,615
1,596
1,583

20

3,093
2,798
2,598
2,453
2,343
2,256
2,186
2,129
2,081
2,039
2,004
1,973
1,946
1,921
1,900
1,880
1,847
1,819
1,795
1,775
1,757
1,742
1,728
1,716
1,705
1,696
1,658
1,633
1,602
1,583
1,570



o-eloszlas

k\I

1

4,392
4,073
3,849
3,684
3,556
3,337
3,198
3,102
3,032
2,978
2,936
2,901
2,873
2,849
2,829
2,811
2,796
2,783
2,771
2,761
2,751
2,735
2,721
2,710
2,700
2,692
2,684
2,678
2,672
2,667
2,662
2,645
2,633
2,619
2,610
2,604

4,006
3,678
3,448
3,278
3,147
2,924
2,782
2,684
2,612
2,558
2,514
2,479
2,450
2,426
2,405
2,388
2,372
2,358
2,346
2,336
2,326
2,309
2,295
2,284
2,274
2,265
2,257
2,251
2,245
2,240
2,235
2,217
2,205
2,190
2,181
2,175

g¢= 0,01

3,835
3,502
3,268
3,096
2,964
2,737
2,593
2,494
2,421
2,365
2,321
2,286
2,256
2,232
2,210
2,192
2,176
2,162
2,150
2,139
2,129
2,112
2,098
2,086
2,076
2,067
2,059
2,052
2,046
2,041
2,036
2,018
2,005
1,990
1,981
1,975

3,737
3,400
3,164
2,991
2,857
2,628
2,482
2,381
2,308
2,251
2,207
2,170
2,140
2,115
2,094
2,075
2,059
2,045
2,032
2,021
2,011
1,994
1,979
1,967
1,956
1,947
1,939
1,933
1,926
1,921
1,916
1,897
1,884
1,869
1,859
1,853

3,673
3,333
3,096
2,921
2,786
2,555
2,408
2,306
2,231
2,174
2,129
2,092
2,062
2,036
2,015
1,996
1,979
1,965
1,952
1,941
1,930
1,913
1,898
1,886
1,875
1,866
1,858
1,850
1,844
1,838
1,833
1,814
1,801
1,785
1,776
1,769

3,628
3,286
3,048
2,871
2,735
2,502
2,354
2,252
2,176
2,118
2,073
2,036
2,005
1,979
1,957
1,938
1,921
1,906
1,893
1,882
1,871
1,853
1,838
1,826
1,815
1,805
1,797
1,790
1,783
1,778
1,773
1,753
1,740
1,723
1,713
1,707

3,594
3,251
3,011
2,834
2,697
2,463
2,314
2,210
2,134
2,076
2,030
1,992
1,961
1,935
1,913
1,893
1,876
1,861
1,848
1,836
1,826
1,808
1,792
1,779
1,768
1,759
1,750
1,743
1,736
1,731
1,725
1,705
1,692
1,675
1,665
1,658

3,568
3,224
2,983
2,805
2,668
2,432
2,282
2,178
2,101
2,042
1,996
1,958
1,926
1,900
1,877
1,858
1,841
1,826
1,812
1,800
1,790
1,771
1,755
1,742
1,731
1,721
1,713
1,705
1,699
1,693
1,687
1,667
1,653
1,636
1,626
1,619

3,547
3,202
2,960
2,782
2,644
2,407
2,256
2,151
2,074
2,015
1,968
1,930
1,898
1,871
1,848
1,829
1,811
1,796
1,783
1,771
1,760
1,741
1,725
1,712
1,701
1,691
1,682
1,675
1,668
1,662
1,656
1,635
1,622
1,604
1,594
1,587

10

3,530
3,184
2,942
2,762
2,624
2,387
2,235
2,130
2,052
1,992
1,945
1,906
1,875
1,848
1,824
1,805
1,787
1,772
1,758
1,746
1,735
1,716
1,700
1,687
1,675
1,665
1,656
1,649
1,642
1,636
1,630
1,609
1,595
1,577
1,566
1,559

275



o-eloszlas
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11
3,516
3,169
2,926
2,746
2,608
2,369
2,217
2,111
2,033
1,973
1,926
1,887
1,855
1,827
1,804
1,784
1,766
1,751
1,737
1,725
1,714
1,694
1,678
1,665
1,653
1,643
1,634
1,626
1,619
1,613
1,608
1,586
1,572
1,554
1,543
1,536

12

3,156
2,913
2,733
2,594
2,355
2,202
2,096
2,017
1,957
1,909
1,870
1,837
1,810
1,787
1,766
1,749
1,733
1,719
1,706
1,695
1,676
1,660
1,646
1,634
1,624
1,615
1,607
1,600
1,594
1,588
1,566
1,552
1,534
1,523
1,515

g¢= 0,01

13

3,146
2,902
2,721
2,582
2,342
2,189
2,082
2,003
1,943
1,894
1,855
1,823
1,795
1,771
1,751
1,733
1,717
1,703
1,691
1,679
1,660
1,643
1,630
1,618
1,607
1,598
1,590
1,583
1,577
1,571
1,549
1,534
1,516
1,505
1,497

14

2,892
2,711
2,572
2,331
2,177
2,070
1,991
1,930
1,882
1,842
1,809
1,782
1,758
1,737
1,719
1,703
1,689
1,677
1,665
1,645
1,629
1,615
1,603
1,593
1,583
1,575
1,568
1,562
1,556
1,534
1,519
1,500
1,489
1,481

15

2,883
2,702
2,562
2,321
2,167
2,060
1,980
1,919
1,871
1,831
1,798
1,770
1,746
1,725
1,707
1,691
1,677
1,664
1,653
1,633
1,616
1,602
1,590
1,579
1,570
1,562
1,555
1,548
1,542
1,520
1,505
1,486
1,474
1,467

16

2,694
2,554
2,313
2,158
2,050
1,971
1,909
1,861
1,821
1,788
1,759
1,735
1,715
1,696
1,680
1,666
1,653
1,642
1,621
1,605
1,591
1,578
1,568
1,558
1,550
1,543
1,536
1,530
1,508
1,492
1,473
1,462
1,454

17

2,687
2,547
2,305
2,150
2,042
1,962
1,901
1,852
1,812
1,778
1,750
1,726
1,705
1,687
1,670
1,656
1,643
1,631
1,611
1,594
1,580
1,568
1,557
1,548
1,539
1,532
1,525
1,519
1,496
1,481
1,462
1,450
1,442

18

2,541
2,298
2,143
2,035
1,955
1,893
1,843
1,803
1,770
1,742
1,717
1,696
1,678
1,662
1,647
1,634
1,622
1,602
1,585
1,571
1,558
1,547
1,538
1,530
1,522
1,515
1,509
1,486
1,471
1,451
1,439
1,431

19

2,535
2,292
2,137
2,028
1,948
1,886
1,836
1,796
1,762
1,734
1,709
1,688
1,670
1,653
1,639
1,626
1,614
1,594
1,576
1,562
1,549
1,539
1,529
1,521
1,513
1,506
1,500
1,477
1,461
1,441
1,429
1,421

20

2,287
2,131
2,022
1,941
1,879
1,829
1,789
1,755
1,727
1,702
1,681
1,662
1,646
1,631
1,618
1,606
1,586
1,569
1,554
1,541
1,530
1,521
1,512
1,505
1,498
1,492
1,468
1,452
1,432
1,420
1,412



o-eloszlas

k\I

1

3,617
3,398
3,242
3,125
3,035
2,880
2,780
2,711
2,660
2,621
2,590
2,565
2,544
2,527
2,512
2,499
2,488
2,478
2,470
2,462
2,455
2,443
2,433
2,425
2,418
2,412
2,406
2,401
2,397
2,393
2,390
2,377
2,369
2,358
2,352
2,347

3,344
3,112
2,947
2,824
2,729
2,564
2,459
2,386
2,332
2,291
2,258
2,232
2,210
2,192
2,176
2,162
2,151
2,140
2,131
2,123
2,115
2,103
2,092
2,083
2,076
2,069
2,063
2,058
2,054
2,050
2,046
2,032
2,023
2,012
2,005
2,000

g¢= 0,02

3,220
2,981
2,812
2,686
2,588
2,419
2,310
2,235
2,179
2,137
2,103
2,076
2,053
2,034
2,018
2,003
1,991
1,980
1,971
1,962
1,955
1,941
1,930
1,921
1,913
1,906
1,900
1,895
1,890
1,886
1,882
1,868
1,858
1,846
1,839
1,835

3,149
2,906
2,733
2,605
2,505
2,333
2,222
2,145
2,088
2,044
2,010
1,982
1,958
1,939
1,922
1,907
1,895
1,884
1,874
1,865
1,857
1,843
1,832
1,822
1,814
1,807
1,801
1,795
1,790
1,786
1,782
1,767
1,757
1,745
1,738
1,733

3,102
2,856
2,681
2,551
2,450
2,275
2,163
2,084
2,026
1,982
1,946
1,918
1,894
1,874
1,857
1,842
1,829
1,817
1,807
1,798
1,790
1,776
1,764
1,755
1,746
1,739
1,732
1,727
1,722
1,717
1,713
1,698
1,688
1,675
1,667
1,662

3,069
2,820
2,644
2,513
2,411
2,234
2,120
2,040
1,982
1,936
1,900
1,871
1,847
1,826
1,809
1,794
1,780
1,769
1,758
1,749
1,741
1,727
1,715
1,704
1,696
1,688
1,682
1,676
1,671
1,666
1,662
1,646
1,636
1,622
1,615
1,609

3,044
2,794
2,617
2,484
2,381
2,202
2,087
2,007
1,947
1,901
1,865
1,835
1,811
1,790
1,772
1,757
1,743
1,731
1,721
1,711
1,703
1,688
1,676
1,666
1,657
1,649
1,642
1,636
1,631
1,626
1,622
1,606
1,595
1,582
1,574
1,568

3,025
2,773
2,595
2,462
2,358
2,178
2,062
1,981
1,920
1,874
1,837
1,807
1,782
1,761
1,743
1,727
1,714
1,701
1,691
1,681
1,672
1,658
1,645
1,635
1,626
1,618
1,611
1,605
1,599
1,595
1,590
1,574
1,563
1,549
1,540
1,535

3,009
2,757
2,578
2,444
2,339
2,158
2,041
1,959
1,898
1,852
1,814
1,784
1,759
1,737
1,719
1,703
1,689
1,677
1,666
1,656
1,648
1,632
1,620
1,609
1,600
1,592
1,585
1,579
1,573
1,568
1,564
1,547
1,536
1,522
1,513
1,507

10

2,997
2,744
2,564
2,429
2,324
2,142
2,024
1,941
1,880
1,833
1,795
1,765
1,739
1,717
1,699
1,683
1,669
1,656
1,645
1,636
1,627
1,611
1,598
1,588
1,578
1,570
1,563
1,557
1,551
1,546
1,542
1,524
1,513
1,498
1,490
1,484
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o-eloszlas
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11
2,986
2,732
2,552
2,416
2,311
2,128
2,010
1,927
1,865
1,817
1,779
1,748
1,722
1,701
1,682
1,666
1,652
1,639
1,628
1,618
1,609
1,593
1,580
1,569
1,560
1,551
1,544
1,538
1,532
1,527
1,523
1,505
1,493
1,479
1,470
1,464

12

2,723
2,542
2,406
2,300
2,116
1,997
1,914
1,852
1,804
1,766
1,734
1,708
1,686
1,667
1,651
1,637
1,624
1,613
1,603
1,593
1,578
1,564
1,553
1,544
1,535
1,528
1,522
1,516
1,511
1,506
1,488
1,476
1,461
1,452
1,446

g¢= 0,02

13

2,715
2,533
2,397
2,291
2,106
1,987
1,903
1,840
1,792
1,754
1,722
1,696
1,674
1,655
1,638
1,624
1,611
1,599
1,589
1,580
1,564
1,551
1,539
1,530
1,521
1,514
1,507
1,501
1,496
1,491
1,473
1,461
1,446
1,437
1,431

14

2,526
2,389
2,283
2,098
1,978
1,893
1,831
1,782
1,743
1,711
1,685
1,663
1,643
1,627
1,612
1,599
1,588
1,577
1,568
1,552
1,539
1,527
1,517
1,509
1,501
1,495
1,489
1,483
1,479
1,460
1,448
1,433
1,423
1,417

15

2,519
2,382
2,276
2,090
1,970
1,885
1,822
1,773
1,734
1,702
1,675
1,653
1,634
1,617
1,602
1,589
1,577
1,567
1,558
1,541
1,528
1,516
1,506
1,498
1,490
1,483
1,477
1,472
1,467
1,449
1,436
1,421
1,411
1,405

16

2,376
2,269
2,083
1,962
1,877
1,814
1,765
1,726
1,694
1,667
1,644
1,625
1,608
1,593
1,580
1,568
1,558
1,548
1,532
1,518
1,506
1,496
1,488
1,480
1,473
1,467
1,462
1,457
1,438
1,426
1,410
1,400
1,394

17

2,371
2,264
2,077
1,956
1,870
1,807
1,758
1,718
1,686
1,659
1,636
1,617
1,600
1,585
1,572
1,560
1,549
1,540
1,523
1,509
1,498
1,487
1,479
1,471
1,464
1,458
1,452
1,447
1,429
1,416
1,400
1,390
1,383

18

2,259
2,072
1,950
1,864
1,801
1,751
1,712
1,679
1,652
1,629
1,610
1,592
1,577
1,564
1,552
1,542
1,532
1,515
1,501
1,489
1,479
1,470
1,463
1,456
1,449
1,444
1,439
1,420
1,407
1,391
1,381
1,374

19

2,254
2,067
1,945
1,859
1,795
1,745
1,706
1,673
1,646
1,623
1,603
1,586
1,571
1,557
1,545
1,535
1,525
1,508
1,494
1,482
1,472
1,463
1,455
1,448
1,442
1,436
1,431
1,412
1,399
1,382
1,372
1,366

20

2,062
1,940
1,854
1,790
1,740
1,700
1,667
1,640
1,617
1,597
1,580
1,564
1,551
1,539
1,528
1,518
1,502
1,487
1,475
1,465
1,456
1,448
1,441
1,435
1,429
1,424
1,405
1,391
1,375
1,365
1,358



o-eloszlas

k\I

1

2,700
2,579
2,492
2,426
2,375
2,286
2,228
2,187
2,158
2,135
2,117
2,102
2,090
2,079
2,071
2,063
2,056
2,051
2,045
2,041
2,037
2,030
2,024
2,019
2,015
2,011
2,008
2,005
2,002
2,000
1,998
1,990
1,985
1,979
1,975
1,973

2,563
2,428
2,330
2,257
2,200
2,099
2,034
1,989
1,955
1,930
1,909
1,892
1,879
1,867
1,857
1,848
1,841
1,834
1,828
1,823
1,819
1,810
1,804
1,798
1,793
1,789
1,785
1,782
1,779
1,777
1,774
1,766
1,760
1,752
1,748
1,745

= 0,05

2,495
2,353
2,251
2,174
2,113
2,008
1,939
1,891
1,855
1,827
1,806
1,788
1,773
1,761
1,750
1,741
1,733
1,726
1,719
1,714
1,709
1,700
1,693
1,687
1,681
1,677
1,673
1,669
1,666
1,664
1,661
1,652
1,645
1,637
1,633
1,630

2,455
2,309
2,204
2,124
2,062
1,952
1,881
1,831
1,794
1,765
1,742
1,723
1,708
1,695
1,684
1,674
1,666
1,658
1,652
1,646
1,640
1,631
1,624
1,617
1,612
1,607
1,603
1,599
1,596
1,593
1,590
1,580
1,573
1,565
1,560
1,557

2,429
2,280
2,172
2,091
2,027
1,915
1,841
1,790
1,752
1,722
1,698
1,679
1,663
1,650
1,638
1,628
1,619
1,611
1,605
1,598
1,593
1,583
1,575
1,569
1,563
1,558
1,554
1,550
1,546
1,543
1,540
1,530
1,523
1,514
1,509
1,506

2,410
2,259
2,149
2,067
2,002
1,887
1,813
1,760
1,721
1,690
1,666
1,646
1,630
1,616
1,604
1,594
1,585
1,577
1,570
1,563
1,558
1,548
1,540
1,533
1,527
1,521
1,517
1,513
1,509
1,506
1,503
1,492
1,485
1,476
1,471
1,467

2,396
2,243
2,132
2,049
1,983
1,867
1,791
1,737
1,697
1,666
1,641
1,621
1,604
1,590
1,578
1,567
1,558
1,550
1,543
1,536
1,530
1,520
1,512
1,504
1,498
1,493
1,488
1,484
1,481
1,477
1,474
1,463
1,455
1,446
1,440
1,437

2,384
2,231
2,119
2,034
1,968
1,850
1,774
1,719
1,679
1,647
1,622
1,601
1,584
1,569
1,557
1,546
1,537
1,528
1,521
1,514
1,508
1,498
1,489
1,482
1,475
1,470
1,465
1,461
1,457
1,454
1,451
1,439
1,431
1,422
1,416
1,412

2,376
2,221
2,108
2,023
1,956
1,837
1,760
1,704
1,663
1,631
1,606
1,585
1,567
1,553
1,540
1,529
1,519
1,511
1,503
1,496
1,490
1,479
1,471
1,463
1,457
1,451
1,446
1,442
1,438
1,434
1,431
1,419
1,411
1,401
1,395
1,391

10

2,368
2,213
2,100
2,014
1,946
1,827
1,748
1,692
1,651
1,618
1,592
1,571
1,553
1,538
1,525
1,514
1,504
1,496
1,488
1,481
1,475
1,464
1,455
1,447
1,441
1,435
1,430
1,425
1,422
1,418
1,415
1,403
1,394
1,384
1,378
1,374
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11
2,362
2,206
2,092
2,006
1,938
1,817
1,738
1,682
1,640
1,607
1,581
1,560
1,542
1,526
1,513
1,502
1,492
1,483
1,475
1,468
1,462
1,451
1,442
1,434
1,427
1,421
1,416
1,412
1,408
1,404
1,401
1,388
1,380
1,369
1,363
1,359

12

2,200
2,086
1,999
1,931
1,810
1,730
1,673
1,631
1,598
1,571
1,550
1,531
1,516
1,503
1,491
1,481
1,472
1,464
1,457
1,451
1,439
1,430
1,422
1,415
1,409
1,404
1,399
1,395
1,392
1,388
1,376
1,367
1,356
1,350
1,346

= 0,05

13

2,195
2,081
1,993
1,925
1,803
1,723
1,666
1,623
1,590
1,563
1,541
1,522
1,507
1,494
1,482
1,472
1,463
1,454
1,447
1,441
1,429
1,420
1,412
1,405
1,399
1,394
1,389
1,385
1,381
1,378
1,365
1,356
1,345
1,338
1,334

14

2,076
1,988
1,919
1,797
1,716
1,659
1,616
1,582
1,555
1,533
1,515
1,499
1,485
1,474
1,463
1,454
1,446
1,439
1,432
1,421
1,411
1,403
1,396
1,390
1,384
1,379
1,375
1,371
1,368
1,355
1,346
1,335
1,328
1,324

15

2,072
1,984
1,915
1,792
1,711
1,653
1,610
1,576
1,549
1,526
1,508
1,492
1,478
1,466
1,456
1,447
1,438
1,431
1,424
1,413
1,403
1,395
1,387
1,381
1,376
1,371
1,367
1,363
1,359
1,346
1,337
1,326
1,319
1,314

16

1,980
1,911
1,787
1,706
1,648
1,604
1,570
1,543
1,520
1,502
1,486
1,472
1,460
1,449
1,440
1,432
1,424
1,417
1,406
1,396
1,387
1,380
1,374
1,368
1,363
1,359
1,355
1,352
1,338
1,329
1,317
1,310
1,306

17

1,977
1,907
1,783
1,702
1,643
1,599
1,565
1,538
1,515
1,496
1,480
1,466
1,454
1,443
1,434
1,425
1,418
1,411
1,399
1,389
1,381
1,373
1,367
1,361
1,357
1,352
1,348
1,345
1,331
1,322
1,310
1,303
1,298

18

1,904
1,780
1,698
1,639
1,595
1,561
1,533
1,510
1,491
1,475
1,461
1,449
1,438
1,428
1,420
1,412
1,405
1,393
1,383
1,375
1,367
1,361
1,355
1,350
1,346
1,342
1,338
1,324
1,315
1,303
1,296
1,291

19

1,901
1,776
1,694
1,635
1,591
1,556
1,529
1,506
1,486
1,470
1,456
1,444
1,433
1,423
1,415
1,407
1,400
1,388
1,378
1,369
1,362
1,355
1,350
1,345
1,340
1,336
1,332
1,318
1,309
1,297
1,289
1,285

20

1,773
1,691
1,632
1,587
1,553
1,525
1,502
1,482
1,466
1,452
1,439
1,428
1,419
1,410
1,402
1,395
1,383
1,373
1,364
1,357
1,350
1,344
1,339
1,335
1,331
1,327
1,313
1,303
1,291
1,284
1,279



o-eloszlas

k\I

1

2,071
2,003
1,954
1,916
1,887
1,835
1,802
1,778
1,761
1,748
1,737
1,728
1,721
1,715
1,710
1,706
1,702
1,698
1,695
1,693
1,690
1,686
1,682
1,680
1,677
1,675
1,673
1,671
1,670
1,668
1,667
1,663
1,660
1,656
1,654
1,652

2,028
1,948
1,889
1,845
1,810
1,748
1,708
1,680
1,659
1,643
1,630
1,619
1,611
1,603
1,597
1,592
1,587
1,583
1,579
1,576
1,573
1,568
1,564
1,560
1,557
1,554
1,552
1,550
1,548
1,546
1,545
1,539
1,536
1,531
1,528
1,527

1,982
1,892
1,826
1,776
1,736
1,666
1,620
1,587
1,563
1,544
1,529
1,516
1,506
1,498
1,490
1,484
1,478
1,473
1,469
1,465
1,461
1,455
1,450
1,446
1,442
1,439
1,436
1,434
1,432
1,430
1,428
1,421
1,417
1,411
1,408
1,406

1,969
1,877
1,809
1,757
1,716
1,643
1,596
1,562
1,536
1,516
1,501
1,488
1,477
1,468
1,460
1,454
1,448
1,443
1,438
1,434
1,430
1,424
1,418
1,414
1,410
1,406
1,403
1,401
1,399
1,397
1,395
1,388
1,383
1,377
1,373
1,371

1,960
1,866
1,797
1,744
1,702
1,627
1,578
1,543
1,517
1,496
1,480
1,467
1,455
1,446
1,438
1,431
1,425
1,419
1,415
1,410
1,406
1,400
1,394
1,389
1,385
1,382
1,379
1,376
1,373
1,371
1,369
1,362
1,357
1,351
1,347
1,344

1,953
1,858
1,787
1,733
1,691
1,615
1,564
1,528
1,501
1,480
1,464
1,450
1,438
1,429
1,420
1,413
1,407
1,401
1,396
1,392
1,388
1,381
1,375
1,370
1,366
1,362
1,359
1,356
1,354
1,351
1,349
1,342
1,336
1,330
1,326
1,323

1,948
1,851
1,780
1,725
1,682
1,605
1,553
1,517
1,489
1,468
1,451
1,437
1,425
1,415
1,406
1,399
1,392
1,387
1,381
1,377
1,373
1,366
1,360
1,354
1,350
1,346
1,343
1,340
1,337
1,335
1,333
1,325
1,320
1,313
1,309
1,306

1,944
1,846
1,774
1,719
1,675
1,597
1,544
1,507
1,479
1,458
1,440
1,426
1,414
1,403
1,395
1,387
1,380
1,374
1,369
1,364
1,360
1,353
1,347
1,341
1,337
1,333
1,330
1,327
1,324
1,321
1,319
1,311
1,305
1,298
1,294
1,291

10

1,940
1,842
1,769
1,713
1,669
1,590
1,537
1,499
1,471
1,449
1,431
1,416
1,404
1,394
1,385
1,377
1,370
1,364
1,359
1,354
1,350
1,342
1,336
1,330
1,326
1,322
1,318
1,315
1,312
1,310
1,308
1,299
1,293
1,286
1,282
1,279

281



o-eloszlas

282

11
1,937
1,838
1,765
1,709
1,664
1,584
1,531
1,493
1,464
1,442
1,424
1,409
1,396
1,386
1,377
1,369
1,362
1,356
1,350
1,345
1,341
1,333
1,326
1,321
1,316
1,312
1,309
1,305
1,303
1,300
1,298
1,289
1,283
1,276
1,271
1,268

12

1,835
1,761
1,705
1,660
1,579
1,526
1,487
1,458
1,435
1,417
1,402
1,389
1,379
1,369
1,361
1,354
1,348
1,342
1,337
1,333
1,325
1,318
1,313
1,308
1,304
1,300
1,297
1,294
1,291
1,289
1,280
1,274
1,266
1,262
1,259

1,702
1,656
1,575
1,521
1,482
1,453
1,430
1,411
1,396
1,383
1,372
1,363
1,355
1,348
1,341
1,336
1,331
1,326
1,318
1,311
1,306
1,301
1,296
1,293
1,289
1,286
1,284
1,281
1,272
1,266
1,258
1,254
1,250

14

1,756
1,699
1,653
1,572
1,517
1,478
1,448
1,425
1,406
1,391
1,378
1,367
1,357
1,349
1,342
1,335
1,330
1,325
1,320
1,312
1,305
1,299
1,294
1,290
1,286
1,283
1,280
1,277
1,274
1,265
1,259
1,251
1,246
1,243

15

1,753
1,696
1,650
1,568
1,513
1,474
1,444
1,421
1,402
1,386
1,373
1,362
1,352
1,344
1,337
1,330
1,324
1,319
1,314
1,306
1,299
1,293
1,288
1,284
1,280
1,277
1,274
1,271
1,268
1,259
1,252
1,244
1,239
1,236

16

1,694
1,648
1,566
1,510
1,471
1,441
1,417
1,398
1,382
1,369
1,358
1,348
1,340
1,332
1,326
1,320
1,314
1,310
1,301
1,294
1,288
1,283
1,279
1,275
1,271
1,268
1,265
1,263
1,253
1,247
1,238
1,233
1,230

17

1,692
1,646
1,563
1,507
1,468
1,437
1,414
1,394
1,378
1,365
1,354
1,344
1,336
1,328
1,321
1,315
1,310
1,305
1,297
1,290
1,284
1,278
1,274
1,270
1,266
1,263
1,260
1,258
1,248
1,241
1,233
1,228
1,224

18

1,644
1,561
1,505
1,465
1,434
1,410
1,391
1,375
1,362
1,350
1,340
1,332
1,324
1,317
1,311
1,306
1,301
1,293
1,285
1,279
1,274
1,269
1,265
1,262
1,259
1,256
1,253
1,243
1,236
1,228
1,223
1,219

19

1,642
1,559
1,503
1,462
1,432
1,408
1,388
1,372
1,359
1,347
1,337
1,328
1,321
1,314
1,308
1,302
1,297
1,289
1,282
1,275
1,270
1,265
1,261
1,258
1,254
1,252
1,249
1,239
1,232
1,223
1,218
1,215

20

1,557
1,501
1,460
1,429
1,405
1,386
1,369
1,356
1,344
1,334
1,325
1,318
1,311
1,305
1,299
1,294
1,285
1,278
1,272
1,266
1,262
1,258
1,254
1,251
1,248
1,245
1,235
1,228
1,219
1,214
1,210



o-eloszlas

k\I

1

1,479
1,448
1,426
1,408
1,395
1,371
1,355
1,344
1,336
1,330
1,325
1,321
1,318
1,315
1,312
1,310
1,308
1,307
1,305
1,304
1,303
1,301
1,299
1,298
1,297
1,296
1,295
1,294
1,293
1,293
1,292
1,290
1,289
1,287
1,286
1,285

1,527
1,487
1,458
1,436
1,418
1,387
1,367
1,352
1,341
1,333
1,326
1,321
1,317
1,313
1,310
1,307
1,304
1,302
1,300
1,299
1,297
1,295
1,292
1,291
1,289
1,288
1,286
1,285
1,284
1,284
1,283
1,280
1,278
1,276
1,274
1,273

1,460
1,435
1,415
1,380
1,356
1,340
1,328
1,318
1,311
1,305
1,299
1,295
1,291
1,288
1,285
1,283
1,281
1,279
1,277
1,274
1,271
1,269
1,267
1,266
1,265
1,263
1,262
1,261
1,260
1,257
1,255
1,252
1,250
1,249

1,539
1,492
1,457
1,431
1,410
1,372
1,347
1,329
1,316
1,305
1,297
1,291
1,285
1,280
1,276
1,273
1,270
1,267
1,264
1,262
1,260
1,257
1,254
1,252
1,250
1,248
1,246
1,245
1,244
1,243
1,242
1,238
1,236
1,233
1,231
1,230

1,540
1,491
1,455
1,427
1,405
1,366
1,339
1,320
1,306
1,295
1,287
1,279
1,273
1,268
1,264
1,260
1,257
1,254
1,251
1,249
1,247
1,243
1,240
1,238
1,236
1,234
1,232
1,231
1,229
1,228
1,227
1,223
1,221
1,217
1,215
1,214

1,540
1,490
1,453
1,424
1,401
1,360
1,333
1,313
1,299
1,287
1,278
1,271
1,264
1,259
1,254
1,250
1,247
1,244
1,241
1,239
1,236
1,233
1,229
1,227
1,224
1,222
1,221
1,219
1,218
1,217
1,215
1,211
1,208
1,205
1,203
1,201

1,540
1,489
1,451
1,422
1,398
1,356
1,328
1,308
1,293
1,281
1,271
1,263
1,257
1,251
1,247
1,242
1,239
1,236
1,233
1,230
1,228
1,224
1,220
1,218
1,215
1,213
1,211
1,210
1,208
1,207
1,206
1,201
1,198
1,195
1,192
1,191

1,540
1,488
1,450
1,420
1,396
1,353
1,324
1,303
1,288
1,275
1,266
1,257
1,251
1,245
1,240
1,236
1,232
1,229
1,226
1,223
1,221
1,216
1,213
1,210
1,208
1,205
1,203
1,202
1,200
1,199
1,198
1,193
1,190
1,186
1,184
1,182

1,540
1,487
1,448
1,418
1,394
1,350
1,321
1,299
1,283
1,271
1,261
1,252
1,245
1,240
1,235
1,230
1,226
1,223
1,220
1,217
1,215
1,210
1,207
1,204
1,201
1,199
1,197
1,195
1,193
1,192
1,191
1,186
1,183
1,179
1,176
1,174

10

1,540
1,487
1,447
1,417
1,392
1,348
1,318
1,296
1,280
1,267
1,257
1,248
1,241
1,235
1,230
1,225
1,221
1,218
1,215
1,212
1,209
1,205
1,201
1,198
1,195
1,193
1,191
1,189
1,187
1,186
1,185
1,180
1,176
1,172
1,170
1,168

283



o-eloszlas

284

11
1,539
1,486
1,446
1,415
1,391
1,346
1,315
1,293
1,277
1,264
1,253
1,245
1,237
1,231
1,226
1,221
1,217
1,213
1,210
1,207
1,205
1,200
1,196
1,193
1,190
1,188
1,186
1,184
1,182
1,181
1,179
1,174
1,171
1,167
1,164
1,162

12

1,486
1,446
1,414
1,389
1,344
1,313
1,291
1,274
1,261
1,250
1,241
1,234
1,228
1,222
1,218
1,213
1,210
1,206
1,203
1,201
1,196
1,192
1,189
1,186
1,184
1,181
1,180
1,178
1,176
1,175
1,170
1,166
1,162
1,159
1,157

14

1,444
1,413
1,387
1,341
1,310
1,287
1,270
1,256
1,245
1,236
1,228
1,222
1,216
1,211
1,207
1,203
1,200
1,197
1,194
1,189
1,185
1,182
1,179
1,176
1,174
1,172
1,170
1,169
1,167
1,162
1,158
1,153
1,150
1,148

15

1,444
1,412
1,386
1,340
1,308
1,285
1,268
1,254
1,243
1,234
1,226
1,220
1,214
1,209
1,205
1,201
1,197
1,194
1,191
1,186
1,182
1,179
1,176
1,173
1,171
1,169
1,167
1,165
1,164
1,158
1,154
1,149
1,147
1,145

16

1,411
1,385
1,339
1,307
1,284
1,266
1,252
1,241
1,232
1,224
1,217
1,212
1,207
1,202
1,198
1,195
1,192
1,189
1,184
1,180
1,176
1,173
1,170
1,168
1,166
1,164
1,162
1,161
1,155
1,151
1,146
1,143
1,141

17

1,411
1,385
1,338
1,306
1,282
1,265
1,251
1,239
1,230
1,222
1,215
1,210
1,205
1,200
1,196
1,193
1,189
1,186
1,181
1,177
1,173
1,170
1,168
1,165
1,163
1,161
1,160
1,158
1,152
1,148
1,143
1,140
1,138

18

1,384
1,337
1,305
1,281
1,263
1,249
1,238
1,228
1,221
1,214
1,208
1,203
1,198
1,194
1,190
1,187
1,184
1,179
1,175
1,171
1,168
1,165
1,163
1,161
1,159
1,157
1,155
1,149
1,145
1,140
1,137
1,135

19

1,384
1,336
1,304
1,280
1,262
1,248
1,237
1,227
1,219
1,212
1,206
1,201
1,196
1,192
1,189
1,185
1,182
1,177
1,173
1,169
1,166
1,163
1,161
1,158
1,156
1,155
1,153
1,147
1,143
1,138
1,135
1,132

20

1,335
1,303
1,279
1,261
1,247
1,235
1,226
1,218
1,211
1,205
1,199
1,195
1,191
1,187
1,184
1,181
1,175
1,171
1,167
1,164
1,161
1,159
1,156
1,154
1,153
1,151
1,145
1,141
1,135
1,132
1,130



