Uvod u teoriju brojeva, vjezbe
Asistentica: Sanda Bujaci¢, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Rijeci

Diofantske jednadzbe
Pellove i pellovske jednadzbe

Diofantska jednadzba je algebarska (polinomna) jednadzba s dvjema ili viSe nepoznanica, s cjelo-
brojnim koeficijentima, kojoj se traze cjelobrojna ili racionalna rjesenja. Primjer takve jednadzbe
02 2

jex® —Ty* = 1.

Teorem 1.
Neka su a,b,c € Z,d = (a,b). Ako d 1 ¢, tada jednadzba

ar+by=c (1)

nema cjelobrojnih rjesenja. Ako d|c, onda jednadzba (1) ima beskonaéno mnogo cjelobrojnih
rjeSenja. Ako je (x1,y1) jedno rjeSenje, onda su sva druga rjesenja dana s

r=ux1+ =1,

d

a
y:yl—gt, teZ.

Teorem 2.
Neka su ay, as, ..., a, € Z\{0}. Tada linearna diofantska jednadzba

a1T1 + Aoy + -+ apT, = c (2)

ima rjesenja ako i samo ako (ay,as,...,a,)|c. Ako ta jednadzba ima barem jedno rjesenje, onda
ih ima beskonacno mnogo.

Definicija 1.
Uredenu trojku prirodnih brojeva (z,y,z) zovemo Pitagorina trojka ako su z,y katete, a z
hipotenuza nekog pravokutnog trokuta, odnosno ako vrijedi

z? +y? =22 (3)

Ako su z,y, z relativno prosti, onda kazemo da je (z,y,z) primitivna Pitagorina trojka, a
takav trokut zovemo primitivni Pitagorin trokut.

Napomena
U svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojci toéno je jedan od brojeva z,y neparan. Za z,y parne ne
bi se radilo o primitivnoj Pitagorinoj trojci ((z,y) = 2), a za x,y neparne, iz x*> + y* = 2 (mod 4)



i 22 =0 (mod 4) uslijedila bi kontradikacija.
Teorem 3.
Sve primitivne Pitagorine trojke (x,y, z) kojima je y paran dane su formulama:

r=m>—n? y=2mn, z=m>+n?

gdje je m > n i m,n su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti.

Napomena
Sve Pitagorine trojke dane su identitetom

(d(m* —n?)? + (2dmn)* = (d(m* +n?))?, d = (z, 2).
Zadatak 1. Nadi sve Pitagorine trojke u kojima je jedna stranica a) 39 b) 1999.
Zadatak 2. Nadi sve Pitagorine trojke u kojima je jedna stranica a) 34 b) 2001.

Teorem 4.

Jednadzba

$4+y4224

nema rjesenja u prirodnim brojevima. Ne postoji pravokutni trokut kojemu su duljine kateta kva-
drati prirodnih brojeva[l]

Zadatak 3. Naci sva rjeSenja diofantske jednadzbe 22 + 5y* = 22 uz uvjet (z,y,z) = 1.

Definicija 2.
Diofantska jednadzba
2 —dy? =1

gdje je d € N i d nije potpun kvadrat, zove se Pellova jednadzba. Jednadzba oblika
v —dy* = N, N € Z\{0}

zove se pellovska jednadzba.

Teorem 5.
Pellova jednadzba x? — dy? = 1 ima barem jedno netrivijalno rjesenje.

Definicija 3.
Najmanje rjesenje (x, y) u prirodnim brojevima Pellove jednadzbe zovemo fundamentalno rjesenje
i oznacavamo ga s (zq,yp) ili x; + yVd.

!Specijalan slu¢aj Velikog Fermatovog teorema.



Teorem 6.
Pellova jednadzba z? — dy* = 1 ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Ako je (1, ;) njeno fundamen-
talno rjesenje, onda su sva njena rjesenja u prirodnim brojevima dana s

T+ ypVd = (21 + 11 Vd)", n e N. (4)
Odnosno,
xnzx?+< )daz” 2 §+< >d2 Tl
= n—1 dn33 d2n55
Y nay y1+<3> x 5 +
Napomena

Iz (4) se lako dobiju rekurzije za nizove (xy,),,cn, (Yn) ey Naime, vrijedi

Ty = 2T1Tp—1 — Tn-2, Yn = 2T1Yn—1 — Yn—2

zan > 2, gdje je (x1,y;) fundamentalno rjesenje od 22 —dy* = 1, a (x9,%0) = (1,0) njeno trivijalno
rjeSenje.

Za razliku od Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1, Pellova jednadzba
vt —dy* = —1 (5)

ne mora imati rjesenja. Nuzan uvjet da ova jednadzba ima rjeSenje jest da d nema prostih djelitelja
oblika p = 4k + 3. Naime, —1 mora biti kvadratni ostatak modulo d. No, taj uvjet nije i dovoljan.
Jedan od kriterija je duljina perioda u razvoju broja v/d u verizni razlomak.

Teorem 7.

Pretpostavimo da jednadzba 22 — dy? = —1 ima rjeSenje i neka je z1 + y1v/d njeno fundamentalno
rieSenje. Tada je (21 + y1V/d)? fundamentalno rjeSenje jednadzbe x> — dy®> = 1. Nadalje, ako
definiramo x,, + y,vd = (x1 + y1Vd)", tada su xa, + yonV/d sva rjedenja jednadzbe 22 — dy? = 1,
a Toni1 + Yons1Vd sva rjeSenja jednadzbe z2? — dy? = —

Primjer
Jednadzba
x? —40y* = —1

nema rjesenja.

Promotrimo jednadzbu z? — dy? = 4, gdje je d € N, d nije potpun kvadrat. Odmah je jasno
da ova jednadzba uvijek ima rjesenja u prirodnim brojevima. Naime, ako je (z,y) rjeSenje od
r? —dy* = 1, tada je (2z,2y) rjeSenje jednadzbe x? — dy? = 4. No, postoje i neka rjeSenja, za neke
vrijednosti d, koja se ne dobivaju na ovaj nacin.



Teorem 8.
Sva rjeSenja jednadzbe % — dy? = 4 dana su s

Ty + YV _ (a:l +y1\/3>n N
2 2 b )

gdje je (z1, 1) fundamentalno rjesenje te jednadzbe.

Propozicija
Ako jednadZzba 2% —dy? = 4 ima rjeSenja u neparnim brojevima i ako je (x1,y1) njeno fundamentalno
rjesenje, onda je

(a:l +yVd
9

fundamentalno rjesenje od z? — dy? = 1.

3
1 1
) = g(x:f + 3dz1y7) + g(&ﬁyl + dyf’)\/a

Primjer
Fundamentalno rjeSenje od 22 —5y? = 4 je 34++/5, a koje je fundamentalno rjesenje od 22 —5y? = 17?

JednadZba 22 — dy? = —4 ne mora imati rjeenja. Ako jednadzba 2? — dy? = —1 ima rjesenje,
onda rjeSenja ima i spomenuta jednadZba u parnim brojevima. No, jednadzba x? — dy? = —4 moze
imati rjeSenja i u neparnim brojevima (za d = 5 je fundmentalno rjesenje (1,1)).

Teorem 9.
Pretpostavimo da 22 —dy* = —4 ima rjeSenja i neka je (21, y1) njeno fundamentalno rjesenje. Tada
su sva rjesenja te jednadzbe dana s

, n € N, n neparan.
2 2 ) P

Fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — dy? = 4 dano je s

w2 + y2Vd B (901 —I—y1>2
2 B 2 ‘

Kako nac¢i fundamentalno rjesenje jednadzbe koja je Pellova ili pellovska?

Definicija 4.

1. Kona¢ni verizni razlomak je izraz oblika:

a0+ 1 )

gdjesuag € Ria; >0zal<i<n. Zaovaj izraz ¢emo koristiti oznaku [ag; ay, ..., a,].



2. Verizni razlomak se zove jednostavan ako vrijedi ay, ..., a, € Z.

3. Verizni razlomak ¢, = [ag;ai,...,a;), za 0 < k < n, se zove k-ta konvergenta od
[ao; ai, ... ,an].
Ocito je svaki jednostavan konacan verizni razlomak racionalan broj, a vrijedi i obrat, svaki raciona-

lan broj mozemo zapisati kao jednostavan konacan verizni razlomak koriste¢i Euklidov algoritam.
Za svaki (konacan) verizni razlomak [ag; aq, . .., a,] definiramo brojeve pg, p1, ..., pp 1 qo, @1, - -,

Adn S
Po = ag, p1=aoar+1, pp=appr—1 + Pr—2,

o=1 q¢=a, q=arqx—1+ qG—2,

za k=2,...,n.

Primjer 1. Razvijmo broj % u jednostavni verizni razlomak.

Rjesengje:
47=41-1+6
41=6-6+5
6=5-1+1
5=1-5

Slijedi da je 77 = [1;6,1,5] pa je 1t = [0;1,6,1,5].

Zadatak 4. Razviti brojeve = i &L u verizni razlomak.
Definicija 5.
Neka je (a,)n>0 niz cijelih brojeva takav da je a, > 0 za n > 1. Beskonaéni verizni razlomak
definiramo kao limes konacnog veriznog razlomka

laos @i, ..., ax] = lim c,. (6)
Lako se vidi da je beskonacan verizni razlomak reprezentatnt iracionalnog broja, a i s druge strane
svaki se iracionalni broj moze razviti u beskonacan verizni razlomak.

Definicija 6.
Za iracionalan broj a kazemo da je kvadratna iracionalnost ako je a korijen kvadratne jed-
nadzbe s racionalnim koeficijentima.

Definicija 7.
Za beskonacni verizni razlomak [ag; ay, as,...|] kazemo da je periodski ako postoje cijeli brojevi
k> 0,m > 1 takvi da je a,,1n = a,, za sve n > k. U tom sluc¢aju verizni razlomak pisemo u obliku

[ao; A1y y Qf—1, Aky Q41,5 - - - 7ak‘+m—1]
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gdje "crta” iznad brojeva ay, ..., arim—1 znaci da se taj blok brojeva ponavlja.

Kvadratnoj iracionalnosti v/d je razvoj u verizni razlomak periodi¢an. To¢nije, v/d ima razvoj
oblika

Vid = [ag; a1, ag, .-, ar_1, 2aq),
gdje je ag = L\/Ej te vrijedi a1 = a;_1,a9 = aj_o, . . ..

Verizni razlomak se moze izracunati pomocu sljedec¢eg algoritma:

CLOI{\/&J, SQIO, t():l,

d_SzZ—i-l = \\\/E“‘SZJ
) 1 ti

1> 0.
t;

Siv1 = ity — Siy,  lip1 =
Primjer 2. Razvijmo broj /15 u jednostavni verizni razlomak.
Rjesenge:

80:0, t():l, CLOZ?),

S1 = apty — So =3, 11 = ;

S rlﬂ\/ﬁjJ _ FH;)_/EJJ 1

to t1

82:3, t2:1, GQZ{MJZG,

S3 = 3, t3 = 6.
Dakle, (s1,t1) = (s3,13), pa je v/ 15 = [3,1,6].

Teorem 10.
Neka je | duljina perioda u razvoju u verizni razlomak broja v/d. Ako je [ paran, onda jednadzba

r? —dy* = —1 nema rjesenja, a sva rjeSenja od 22 —dy* = 1 dana sus (z,y) = (Pni—1, ni—1),n € N,
Specijalno, fundamentalno rjesenje dano je s (p;_1,¢—1). Ako je [ neparan, onda su sva rjeSenja
jednadzbe a2 — dy? = —1 dana s (2,4) = (Pzn-1y-1. den-ni-1):n € N, a sva rjeSenja jednadzbe

2?2 —dy? = 1 dana su s (z,y) = (Poni—1, Goni—1),m € N. Specijalno, fundamentalno rjesenje od
2? —dy® = 1 dano je s (pa-1,qa-1)-

Zadatak 5. Nadite fundamentalno rjeSenje jednadzbe x? —103y? = 1. Mozete li po tim rjesenjima
zakljuciti koje bi bilo fundamentalno rjeSenje jednadzbe 2% — 103y? = 47

Zadatak 6. Naci fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — 71y* = 1.
Zadatak 7. Nadi sva rjesenja jednadzbi 22 — 21y? = £1 za koja je 1 < x < 7000.

Definicija 8.
Neka je d € N, d nije potpun kvadrat. Tad jednadzbu

2 —dy* = N, N € Z\{0}

zovemo Pellovska jednadzba.



Ocito je da takva jednadzba ne mora biti rjesiva, ali ako je (z + y\/a) njeno rjedenje, a u + vvd
rjesenje jednadzbe 2% — dy? = 1, onda je

(z + yVd) (u + Vd)

takoder rjesenje polazne pellovske jednadzbe. Za to rjesenje kazemo da je asocirano s rjesenjem
&+ yv/d. Skup svih medusobno asociranih rjesenja tvori jednu klasu rjeSenja pellovske jednadzbe.
Rjesenja su asocirana ako i samo ako vrijedi:

zz' =dyy (mod N), zy' =2’y (mod N).

Ako se klasa rjesenja K sastoji od rjeSenja z; + y;v/d,i = 1,2, ..., onda i rjeSenja z; — y;V/d, i =
1,2,... tvore takoder klasu rjeSenja koju oznac¢avamo s K i kazemo da je ta klasa konjugirana
klasi K.

Neka je N > 0.
Teorem 11.

Neka je u + vv/d fundamentalno rjeSenje jednadzbe 22 — dy? = 1. Tada za fundamentalno rjesenje
2* + y*v/d jednadzbe 22 — dy? = N vrijedi

0<y < ——VN,
2(u+1)
. 1

Neka je N < 0.

Teorem 12.

Neka je u + vv/d fundamentalno rjeSenje jednadzbe 22 — dy? = 1. Tada za fundamentalno rjeSenje
z* + y*V/d jednadzbe 2% — dy? = N vrijedi

0<y < — N,

2(u+1)
. 1
0<|z* < 5(u+1)|N|.

Propozicija 1.
Neka je N kvadratno slobodan cijeli broj. Broj klasa rjesenja jednadzbe 2% — dy? = N je najvise
2¢(N) gdje je w(N) broj prostih faktora od N.

Zadatak 8. Naci fundmentalno rjesenje jednadzbe

z? — 2y = 119.
Zadatak 9. Naci sva rjesenja jednadzbe

z? — 6y* = —29.
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Zadatak 10. Pokazati da jednadzba
x? —82y* =23
nema rjesenja.

Zadatak 11. Dokazati da je u svakom Pitagorinom trokutu duljina barem jedne katete djeljiva s
4.



