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GRUNDWISSENSCHAFTLICHE PROBLEME

Mag. Dr. Robert Ilofstetter

Angewandte Systemtheorie in der
Pädagogik
Robert 1-10/stet/er

Niklas Luhmann (1927—1998) gilt als einer der Be
gründer der Systemtheorie. Er war zwar an der Univer—
sitht Bielefeld Professor für Soziologie, seine Publikatio
nen handeln jedoch oftmals auch von pticlagogischen
Problemen. Es schien mir daher sinnvoll, in meiner Ar
beit vor allem aLif ihn zu rektirrieren.

Als Lehrer kann ich mir den 1—Ji nweis nicht verknei
fen dass Luhma nn sei ne Padag igik vt)l 1 ig unp:idlag(
gisch ennittelt hat. Seine \\‘e rke sind in einer sehr
schwer verthndlichen Sprache verfasst, die es dem Lai—
cii f ist unmöglich macht. 13( den unter Füßen zu finden.
Viele Dinge, die ich hier irliringe. sind einlach nur As—
s()ziatic)nen. die bei der Lektüre in mir emnporgestiegen
sind.

Gestatten Sie mir, dass ich in meinen Aufsatz immer
ieder auch kritische Bemerkungen einstreue. Ich wer

de nich bemühen, die Kritik von der Darstellung kuh-
manns abzugrenzen.

Nach Lohmann f gen in einer funktional clifferen—
zierten Gesellschaft die einzelnen gesellschaftlichen
Stihsvsteme einem eigenen binhren Code, der alle
Kommunikationsprozesse im betreffenden System be
stimmt. Wirtschaft, cl. ii. der Markt, ist eines dieser Soli—
systeme, Politik, \Vissenschaft. Recht usw. sind andere,
In der Wirtschaft geht es um zahlbar und nicht zahlbar,
in der Politik um Macht und nicht Macht, in clerJurispru—
denz um Recht oder nicht Recht, in der \Vissenschaft
um wahr oder nicht wahr usw. Keines dieser Suhsy.ste
nie Lisst sich dem Code eines anderen Subsystems un
terwerfen; Von der Politik können wir keine Enischei—
dung über wahr und frIsch erwarten. tind von der Wirt
schaft keine Entscheidungen darüber, wem politische
Macht zukommen soll und wem nicht. Folgt auch das
llilclungssvstem einem eigenen Differenzierungsprin
zmp. einem eigenen Code? Für Luhmann steht fest. dass
dies der Fall sein muss. Er erschließt diesen Code aus
der Selektionsftinktion des Bildungssystems: denn nur
in Bezug auf diese Funktion gebe es jene künstliche
Zwemwertigkeit. die einen Code atiszeiclmne. Man könne
gut oder schlecht abschneiden, gelobt oder getaclelt

weiden, zu weiterführenden Kursen oder Schulen zu
gelassen oder nicht zugelassen werden und schließlich
Alisc‘hlusszetignisse erhalten oder nicht erhalten‘ (Ltih—
mann, Ökologische Kommunikation, 5. 195).

Der Code des Bildungssystems entsteht nach Loh
mann aus der Notwendigkeit, dass individuen in einer
funktional differenzierten Gesellschaft sich ihren Weg
cltmrch die sozialen Systeme selber si ehen und die Kam‘—

riei‘e, d.h. eine Sequenz von selektiven Entscheidungen
zwischen alternativen Anschlussmöglichkeiten, durch—
laulen müssen .Nur wenn man in die Schule aufge
nommen wird. erhhlt man Zensuren, Die Zensuren sind
von l3ecleuttmng für die Versetzung innerhalb der Schul—
latilliahn, Der erfolgreiche Abschltiss einer Ausbildung
ist von Bedeutung für den Ilerufseiniritt, Der Berufsein—
tritt 1 iestm mm) cl ie weitere 1Cr niere. y( mliei in allen Füllen
das l m‘eiwillige oder unfreiwillige Nicliterl‘üllen der An—
forderungen ebenfalls Kirrierc\vert hat, nur eben nega
tiven“ (Luhmann. Ökologische Kommunikation. 5. 195).

In seinen spüteren Werken hat Lohmann seinen Co—
diertingsvorschlag revidiert. Er sieht den Code ntin—

l mehr in der Zweiheit von „vermirielbar nicht vermittel
bar“, betont allem‘clings die Notwendigkeit einer Ergün
zung dieses Codes clum‘ch eine Zweiicoclierung mit dem
ublichen Selektionsscliema „besser schlechter“, da die
Prmmüm‘codiem‘ung crgünzt \vem‘dlen nüsse durch „ein re
tm‘( spektmves Verfahren, das lestzustellen sdicht, ob die
Vermittlung gelungen ist oder nicht“ (Luhmann, Das Er
zieliungssystenr der Gesellschaft, 5. 73).

Das, worum es in der Schule eigentlich geht: die In
halte, die gelehrt und gelernt weiden sollen, die Menta
litüts— tmnd Persönlichkeitsverünclei‘tingen. die man mit
dem Bildtingsprozess erzielen will, sind gemüß der
Lrihniann‘schen Theorie bloß das Programm. die Krite—

1 rien, aufgrurmcl derer die Selektionsent.scheidungen ge—
tr()ffen erden. Das Progm‘anini ist zwar die einzige
Möglichkeit von außen auf das Hilclungssvsteni einztt—
wirken, Aber das ünrlem‘t nichts daran, dass das, was dIas
System daraus procluziem‘t. am Ende immer selektive
Entscheide sind, Jeder Inhalt ist für diesen Zweck vem‘—

endbar. clme biographischen Daten der l-l:tbsbtim‘ger
ebenso wie Schiller‘s „Glocke“ oder die Kepler‘schen
Gesetze. Denn bei jedlem‘n Inhalt, gleich welcher Am‘t.
geht es immer darum, diesen Inhalt ztm wissen. und dies
mündet n gleicli in die Selektionsh‘age. oh etwas min
richtig gewtisst oder falsch gewusst oder g:mr nicht ge
\vusst wird. Jede Antwort adif diese Frage aber hat Se
lektionswert und entscheidet über die weitere Karriere.
selbst wenn diese nur damm besteht. dass man noch ein
N:tchholpensuni einschalten muss oder gleich die
ntichste Lektion anschließen kann,

Als Erziehdtng haben alle Komiuunikationen zti gel
ten, die in der Absicht des Erzieliens in Interaktionen
akttmalisiert wem‘clen, l)aniit ist klargestelt, was cltim‘ch
den Begriff der Erziehttng adisgeschlossen wem‘deri soll,
mi ‚i nil ich a bsicbtslose Erzieh 0 ig, also Sozialisation,

\\‘iss‘n,scli:i)‘i)d,lm(‘ N:ic‘liik‘liieri NJr 1 ‚‘ii till Aiiumisi 20(Xt 3



Die Absicht gebürt aus sich selbst heraus zwei recht
ungleiche Kinder, niimlich Erziehung und Selektion:
1 )ie Püclagogik hat beide Sprößlinge ungleich beurteilt.
Sie hat Erziehung als ihr eigenstes Anliegen geliebt. Se
lektion dagegen als staatlich aufgezungenes Amt abge
lehnt. Im Ei‘ziehungssvstem kommt es zu einer Prüfe—
renz für Erziehung und gegen Selektion. Luhmann ortet
demzuh)lge ein Konsensclelizit für soziale Selektion.

Die ReformüherlegLingen der 60er und 7Oer Jahre
hatten sich ornehmlich an diesem Gegensatz orien
tiert, Sie hatten versucht, die Kinder und Heranwar h—
senden die Selektion so wenig wie möglich spüren zu
lassen. Als Konsequenz daraus wurden die Noten in der
1. Klasse der Volksschulen durch \Jerbalbeurteilungen
ersetzt, die Aufnahmeprüfungen in die Gymnasien ab
geschafft und die Möglichkeit eines Aufstiegs mit einem
Nicht genügend ge\viihrt etc,

Die Selektion wird süirker als in aller davorliegencien
Tradition on sozialer Schichtung abgekoppelt. Man
kann Prüfungen nicht unter Berufung auf l—lerkunft be
stehen oder umgehen. Damit wird die Schule zur zen
tralen Dirigierungsstelle für Chancen im spüteren Le
ben.

1—Tier möchte ich mich erstmals mit meiner Kritik ein
haken: Das Ziel der T—Terkunftsneutralisierung wird nur
tinvollstündig erreicht; denn die Statistiken zeigen, dass
die Kinder aus besseren Familien trotzdem bessere
Chancen haben, im Selektionssystem zu reüssieren
Neuwirth, Schulkarrieren und l3ilclung der Eltern, in:

Eisa 2000 und Eisa 2(103, 5. 105 ff. ).
Scluile hat meines Erachtens auch die Funktion, Dcli—

zite zu kompensieren. Denn nur so lassen sich alle Re—
gahungsreserven ausschopfen. Mag sein, dass heute
die Integration an ihre Grenzen stößt und die Leistungs—
verweigerung an manchen Standorten bedrohliche
Ausmaße annimmt. Aber prinzipiell kann gesagt wer
den: Die 011 nung der höheren Schulen hat den Über
gang zur ( )stindustriellen \Vissens— und Informations—
gesellschaft erst ermogl icht

Wichtig für Luhmanns Beschreihung der Erziehung
ist die von Heinz von Foerster ( 011—2(11)2) stammen
de Unterscheidung von trivialen und nichttrivialen Ma—
schinen. Trivialmasc‘hinen sind solche, die auf einen
bestimmten Input einen bestimmten Outpur produzie
ren. Solche Maschinen sind zuverkissige Maschinen.
Das Gegenteil gilt für nichttriviale oder selhstreferen
tielle Maschinen. In dieseni Fall entscheidet das System.
wie es auf den lnpttt reagiert. Solche Maschinen verfü
gen über ein unendliches Repertoire an Reaktionsmög—
lichkeiten. Sie sind daher unberechenbare und folglich
unzuverlüssige \laschinen.

Die Svstemrhc‘orie dekretiert nun: Die Erziehung ver—
svanclelt Menschen von niclittrivialen in triviale Maschi
nen. Sie führt somit zu einer Trivialisierung der Zöglin
ge.

„‘Tests sind Instrumente, um ein Maß der Trivialisie—
rung festzulegen. Ein hervorragendes Testergebnis ver—
weist auf vollkommene Trivialisierung: der Schüler ist
völlig vorhersagbar und darf daher in die Gesellschaft
entlassen weiden. Er wird vecler irgendwelche Übet‘ra
schttngen noch irgendwelche Schwierigkeiten berei—
len“ (Von Focister. \Vissen und Gewissen, 5. 205).

An dieser Stelle ist meines Erachtens wieder Kritik

i angebracht: Selhstverstündlich sind und bleiben Men
schen ti‘otz Schulbesuch nichttriviale Maschinen. Ler
nen als Dressurakt zu interpretieren, scheint mir zumin—
clest eine unzulüssige \“erkürzung püciagogischer Tnter—
ventionen zu sein. Erstrangiges Ziel eines emanzipatori
schen Unterrichts ist dlie Kritikfühigkeit des Zöglings.
Eine mögliche Strategie dieses Ziel zu erreichen, könn
te dlarin bestehen. Testh‘agen zu stellen. 1ie mehrere
:\nt\vorten zu lassen.

Durch die Werke Luhmanns zieht sich eine konser
ative Grundtendenz wie die folgende Textstelle zeigt‘

Die Reformhemühtingen stellen nichts anderes dar als
‚die Tendenz zur Substitution eines Systems mit unbe
kannten Nachteilen für ein System mit bekannten Nach
teilen, Durch Reformen wirdl bloß ein Nachteil dlurch ei
nen anderen ei-setzt“ 1 Luhmann/Schorr: Reflexionspro—
bleme im Erziehungssystem, 5. 256).

Beobachtet man das jeweils reformierte System. hat
man dlen Eindruck, dlass das T—lauptresultat von Refor
men die Erzeugung des Beclarf,s für weitere Reformen
ist. Reformen w-;iren demnach sich selbst generierc‘nde
Programme für die Verünclerung der Stt‘uktui‘en des
Systems (vgl. Luhmann, Das Erziehungssystem der Ge
sellschaft, 5. 166).

Dazu wieder einige private AnmerkLingen‘. Sc‘ hLtlent—
wicklung gilt als heilige Kuh, Bereits in der Ausbildung
der Leht-er wird \Vert darauf gelegt, dlass sich die Mei
nung verfestigt, Schule müsse sich ununterbrochen eilt—
wickeln. 1—Eiul ig wird das Bild vom Radfahrer gebracht,
der sich auch nur dann im Sattel hült, wenn das Fahrrad
in Bewegung bleibt. Das System funktioniert nur solan
ge, als es seine Dynamik beibelüilt, Stillstand bedeutet
Untergang. Auf diese \\‘eise wii-cl einer Generation von
Lehrki‘üften jede Chance geraubt, aul‘ bewührte Routi
nen zurückzugreifen. Als Konscdluc‘nz tt‘itt hei ihnen,
aber auch bei ihren Schülern eine totale Verunsiche
rung ein. Gt‘dmdl zur Freude haben eigentlich nur jenc‘
Cunstilting—Firmen. die viel Geld verdienen. indem sie
die Sc‘htilentwickler beraten. l)ie Ergebnisse der gras—
sierenden „ReIormitis sind jedenl:ills-üußerst fragwür—
clig. Dabei vre so leicht Abhilfe zu schaffen. svürcle
man nur ein wenig das Ptinzip behei‘zigen: Nicht die
Schctle mttss sich entwickeln. die Schüler müssen sich
entwickeln.

Auch angesichts der schlechten PISA-Etgehnisse Ös
tei-reichs muss die Frage gestellt werden, inwieweit sie
Resultat verfehlter Reformen und nicht — wie allgemein
in den Medien kolportiert vit-d Resultat eines Re—
formstaus sitid, Es svurclen ja auch Maßnahmen wie die
Stdtndenkürzungen. die Redluzierding dlcr Anforclerun
gen. die Verschlechterung der Lehrerhesolddtng als Re—
6 )rmen erkauft.

I.ulun:inn tritt für eine Professionalisierung des Lehr—
berufs und damit 1 (ir eine \erhesserung der Ausbildung
ein. Er sieht vor allem in diesen Fr:igen dlie .-ccliillesletse
tIer weiteten Entwicklung. Ersetzt auf Prote,ssionalisie—
rung und nicht, oder kaum, auf Oi-ganisation.

Tn der Schul— und Hochschulhierarc‘hie nimmt dlie
piolessinelle Komponente von oben nach unten ab,
Auf den ohei‘en Stufen dominiert dlie fachliche Aushil
dung. nach unten zu gewinnt die püdlag) )gisd‘he Adishil—
dung inimer i nehr an Bc‘dcdltding.

\Verfen wir \viedlcr einen Blick attf die österreichi—
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sche Situation: VOIksSchLll— und I—Iauptschul—Lehrer
werden in Pticlagogischen Akademien ausgebildet. Fra
gen tier Stoffvermittlung genießen dort absolute Priori—
tOt. Die Kandidaten für das Lehramt haben von Anfang
an die Möglichkeit, in eigens dafür eingerichteten Ver
suchsscbulen praktische Erfahrungen zu sammeln.

Dagegen erfolgt die Ausbildung der AHS—Lehrer an
den Universithten. Im Vordergrund steht die fachliche

Qualihkation. Die Klage über die unzureichende Vor—
hereitung der AHS—Lehrer auf die Situation in den Klas—
senzimmern ist weit verbreitet.

Professionalisierung heißt für Luhmann vor allem
eine VerstOrkung der psychologischen und pOciagogi—
schen Ausbildung. Dem kann man nur zustimmen. Al—
lerclings haben Psychologie und P0dagogik bislang zu
wenig die konkrete Unterrichtssituation reflektiert. Ihre
Konzepte werden daher nicht als sehr hilfreich empfun
den. Das mag daran liegen, dass es keine erfolgssiche
ren Lernrezepte gilt. In diesem Zusammenhang spricht
Luhmann vom ‚Technologiedefizit“ des Erziehungssys—
tems.

Es wird die Aufgabe einer sich neu positionierenden
POdagogik sein, dieses Manko auszugleichen. Dabei

Buchbesprechung

Konrad Paul Liezs,iiciiin: Theorie der Unbildung.
Die Irrtümer Wissensgesellschaft. Wien 2006, Paul

Zsolnay Verlag. ISBN-i0: 3-552-fo382--i.

Liessmann rOumt in seinem neuesten l3uch mit den
lrrwegen der modernen Phdagogik auf. Die l3ilclungs—
wissenschaft hat anstatt die Bildung der Menschen zu
fördern der UnbildLing Vorschub geleistet. Sie hat Mo—
detrends als Erkenntnisfortschritte ausgegeben.

So lautet einer ihrer Gruncisdtze: Gegensthndliches
Wissen ist ein unnötiger I3allast. Es genügt zu wissen,
wo man nachschauen muss. Liessmjnn wendet clage—
gen ein: \Vissen hisst sich nicht auslagern. Es entsteht im
Kopf des Lernenden und sonst nirgendwo. Ich werde
etwa mit anderssprachigen Menschen wohl kaum er
folgreich kommunizieren können, wenn ich keine Vo
kabel beherrsche. Der l—linweis, dass alle Vokabel in
meinem Computer gespeichert sind, wird mir cIa wenig
nutzen.

Keine Gnade findet auch das Prinzip, Lernen auf Ler
nen lernen zu beschrdnken. Nach Liessmann gibt es
kein Lernen ohne Inhalte. Aber natürlich stellt sich
dann sofort die Frage: Welche Inhalte sollen gelehrt
werden? Seit der Demontage der humanistischen Bil
dung kann diese Frage nicht mehr beantwortet werden.
Liessmann fordert deshalb das Aufstellen eines Kanons
mit den wichtigsten Bilclungsgütern. Im Deutsch—Unter
richt liefe das etwa auf eine Liste jener Werke hinaus,
die‘ von allen Schülern gelesen werden müssten.

Liessinann ist skeptisch, dass die Aneignung von

wird die Analyse der konkreten Unterrichtssittiation im
Mittelpunkt stehen müssen. Die Ausbildung für den
Lehrberuf wird die pdclagogische Praxis nicht vorweg-
nehmen können, aher sie könnte darauf vorbereiten.
Als Ziel streht Luhmann einen Lehrer an, der Erfolge
und Misserfolge mit Gelassenheit ertrdgt.

Wissen spielerisch erfolgen kann. Natürlich sollen die
Kinder dort abgeholt werden, wo sie sich gerade befin
den. \Vichtig ist aber auch die Ergdnzung: Die Kinder
sollen nicht dort bleiben, wo sie sich gerade befinden.
Ja, es kann geradezu als Pflicht tier Schule angesehen
werden, die Schüler mit dem Neuen zu konfronlieren.
Die Alternative wdre. sich dlantit abzufinden, dass eine
ernsthafe l3eschhftigung mit den Dingen eist auf der
Universitat statthndlet.

Zu PISA hat Liessman ein amhivalentes Verhflltnis.
Einerseits enthüllt dlieser von dler OECI) organisierte
Test die Defizite. die von der modernen POd:igogik hin
terlassen wurdlen, andererseits etabliert er selbst eine
Norm. Indiem man bestimmte Kompetenzen ahprüft,
stellt man diese Kompetenzen als hesondlers wichtig
hin. Schon geistert die Empfehlung herum, man möge
doch im Mathematik—Unterricht PISA—Test- Beispiele
üben. Es besteht die Gefahr, dass die Schulen zu ‚.Trai
ningssthtten für die heimlichen Lehrpldne der OECD
Ideologen“ (5. 86) clegradliert werdien. Das Problemati
sche dlaran ist. dass tiber dlie Auswahl dler Kompeten
zen, über die ein Schüler verfügen soll, nie öffentlich
diskutiert wurde.

Natürlich sind che Schulsystemc der einzelnen Liin—
der sehr schwer vergleichbar. Um eine Rangliste zu er
stellen, ist es notwendig. Qualitdten zu quantifizieren.
Dass these Methodle geistigen Inhalten nicht gerecht
weiden kann, versteht sieh eigentlich von selbst. Wer
die Existenz ti ieser Inhalte best reitet, sollte an dIas Goc
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the-‘X‘ort erinnert werden: „Was ihr nicht wägt, hat für
euch kein Gewicht; was ihr nicht münzt, das glaubt ihr,
gelte nicht.“

Bei der Lektüre von Liessmanns Buch wird immer
klarer: Die Bildungsmisere wird durch die gleichen Re
formen verursacht, die eigentlich eingeführt wurden,
um die llilclungsmisere abzuwenden, Bei jeder Regie—
rungserkhirung wiederholt sich das gleiche Ritual. Der
l3uncleskanzler tritt vor das Reclnerpult und verkündet
im Brustton der Überzeugung, dass es jetzt endlich den
Reformstau aufzulösen gelte. In Wahrheit befinden wir
uns in einem Zustand der permanenten Reform. Da
jede Reform nicht nur Probleme läst, sondern auch
neue Probleme aLlfwirft, führt jede Reform zu weiteren
Reformen. So entsteht ein Kreislauf, der sich selbst am
Leben erhält. Liessmann konstatiert:..Man kann be
haupten, dass eine gelungene Reform einen Selbstwi—
dlersprLtch darstellt. Denn dann gäbe es nichts mehr zu
reformieren — und das kann nicht sein“ (5. 170).

fibrigens zählt Liessmann zu den verunglückten Re
formen. die alles schlechter gemacht haben, auch die
Rechtschreibreforn‘i. Es ist daher nur konsequent, dass
er sieh in seinem l3uch der alten Orthographic bedient.

Der Sinn vcn Institutionen liegt darin, stabile Rah—
menbedingungen für das Flandeln anzubieten. Die
Menschen sollen von Stru kturpts )blemen entlastet wer
den, damit sie sich voll und ganz auf ihr Kerngeschäft
konzentrieren können. Genau das wollen die von der
Sucht aufs Neue erfassten Politiker nicht akzeptieren.

Jede Reform löst zunächst ein Chaos aus. Es dauert,
bis sieh die Menschen mit den neuen Rahmenbedin—
gungen zurechtfinden. Wenn endlich wieder alles
klappt. kommt die nächste Reform. 1—linter dieser Me
thode verbirgt sieh ein tieferer Sinn:.. Da niemand im
Chaos leben kann, werden Institutionen. die durch Re
formen chaotisiert werden, in der Regel von privalen
Ordnungskräften wieder stabilisiert‘ (5. ‘167). Egal oh es
um die Sicherheit, um die Gesundheit oder die Bildung

geht. überall spielt sich das gleiche Muster ab .Aus öf
fentlichem Eigentum soll Privateigentum, aus öffentli
chen Angelegenheiten sollen Privatangelegenheiten
werden“ (5. 172). Wo der Staat versagt, öffnet sich ein
neuer Markt.

Es darf die Prognose gewagt werden, dass bei Fort
dauer des Reforn]furors ein Run auf Privatschulen ein
setzen wird. Reüssieren werden jene Bildungseinrich
tungen, die ihren Zöglingen stabile Rahmenbedingun—
gen garantieren können.

Der politische Wille, der hinter all diesen Trends
steht, wird durch den 1-linweis aLtl angebliche Sach
zwänge verschleiert. Man erzeugt eine self—fulfilling—
prophecy — eine Vorhersage, die sich nur deshalb er
füllt, weil sie vorhergesagt wurde. Dazu Liessmann:
.‚l)er Glaube an die Unausweichlichkeiten unserer Zeit
gehört womöglich zu jenen Illusionen, die notwendig
sind. damit das LJnaus\\eichliche wirklich unausweich
lich wird“ (5. 175).

Paradoxerweise hat die Linke das Terrain für den
Sieg des Neoliheralismus bereitet. Denn es waren linke
Pädagogen. die in den 60er und 70er Jahren den Primat
der Ökonomie, die Praxisnähe dies Unterrichts und die
Vereinigung der Erziehung mit der materiellen Produk
tion gefordert haben. Begierig \vurde dieses Programm
von den Neoliberalen aufgegriffen und umgesetzt.

Die Unbildung hat eine wichtige gesellschaftliche
Funktion: Sie geht mit dem \/erzielit einher, verstehen
zu wollen, wie die Maehtmeehanismen funktionieren.
Den Absolventen unserer Bildungsanstalten soll das
kritische Potenzial ausgetrieben verden. Diese Gesell
schaft will sieh nicht in Frage stellen lassen.

Nur gebildete Menschen sind mündige Menschen.
Und nur mündige Menschen können sich gegen Mani
pulationen wehren. Liessmans Buch liefert gute Argu
mente für alle, die den Kampf gegen die Unbildung
noch nicht aufgegeben haben.
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BIOLOGIE, GEOWISSENSCHAFTEN

Prof. Mag. Leo I-Iolcmy

Zur Biologie der Trichinen
ifa,g. Dr. huber? K()peszb/

Seit Jahrzehnten gibt es in Osterreich keinen beleg-
[cii Todesfall durch Trichinenliefall. Erkrankungen mit
Spitalsaufenthalt. verursacht durch den Genuss triehi—
nösen Fleisches — also Trichinosen — treten sehr wohl
aul. Laut Auskunft des Statistischen Zentralamtes liegen
in Österreich loh4cncle Zahlen vor: 1995 tritt eine Triehi
nose auf, 1995 werden zwei Fiille bekannt, 1999 liegen
wieder zwei weitere Erkrankungen or, ebenso zwei im
Jahr 2000.

Der b )lgendle Beitrag liesc‘litiftigt sich genauer mit der
Lebensweise und dem KörperbaLl der Triehinen (siehe
Aliliilclungen ). um dem Leser die Biologie dieses Parasi
ten wieder in Erinnerung zu rufen und wf die polen—
ziehe Gefahr einer Infektion hiinzLlweisen, die vor allem
im benachbarten Ausland dann gegcbcn ist, wenn eine
erpllic‘htenche Eleisclilieschau nicht orgesehen ist.
Triehinen (7)‘fe/u/uuel/a spira/is) sind sogenannte

Runclwürmer, die ‚ils erwachsene ‘l‘iere im Darm
(Darmtrichine) ihres Wirien leben und als Larve in der
Muskulatur (Muskeltriehine) fleischfressender SSugc—
tiere (und des Menschen). Dort rufen sie die Tric‘hinen
krankheit ) Triehinose ) hervor.

1 )ie Infektion erlolgt durch den Genuss triehinösen
Fleisches. \X‘ircl triehinenbefallenes Muskelfleiseh bei
der Zubereitung nicht ausreichend erhitzt (die letale
Temperatur für Larven liegt zwischen 62 °C Lind 72 °C) —

z. 0. hei Steaks oder R2ueherseliinken — bleiben die Lar
cii am Lehen und kiinnen zur Infektion führen. Auch

ein monatelanges Einfrieren überleben etliche Muskel— 1
tric‘hinen. I.Jntersuehungen haben gezeigt. dass das
wie( lerholte Au li.i uen ii ncl Einfrieren trichinösen Flei
sches die Anzahl lebender Larven deutlich herabsetzt.
trotzdem aber kein v illst5ncliges Abtöten der Trichinen
bewirkt.

Die Frknmkung iuRcii sich in (tliclkeit. Fieber und
Darmkacirrh und kann nur unter irztl icher IG )ntr( 1 le
mit Spita Isa ulenthalt ) erlolgreich bektimpft erden:

dl nhiehancleli (nicht erkannt ) führt cl ic Erkra ii kung zum
Tod.

Die Darmtrichinen sind zwischen 1,3 nim (Mhnn—
ehen) und q mm (Weibchen) groß (Abb. 1). Die Mtinn
chen sterben nach der Begattung. die \\ eibehen boh
ren sich mit 1 hilfe ihres Munclstiletts durch die Darm—
\vnh(i und saugen von der Zellllüssigkeit der Darm—
wand. ohne allzu großen Schaden anzurichten. Sechs
bis sieben Tage nach der Infektion gebüren die \Veih—
c‘hen sehuhweise 200 bis 1300 junge Larven von 0,1 mm
Dinge. Diese Lii en lassen sieh vom Blutstroni in alle
körperregionen erschleppen. können dann in die
Muskelfasern des \Virtes (Schwein. Ralle, Maus,
Mensch) eindringen und sieh dort einkapseln.

Ahhilctung 1: Trichinetta spiratis, 5—i min \Veihehen

Die Larven setzen sieh dabei bevorzugt in den gut
clurelililtiteten Muskelbereic‘hen fest, wie z. B. Zwereh
fell und Zunge. Aus diesem Grund wird bei einer veteri—
nhrmeclizinisehen Lntersuchung des Schwarzwilcles
bevorzugt Muskelfleisch aus clieseni Bereich entnom—

mcii (Abb. 2).

Diese Larven (Muskeltriehinen) verursachen beim
Menschen Muskelsehmerzen, Kreislaufliesc‘hwerclen

Muskel

Genitatötinung

junge Larven

Larven

0 hic‘r
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Ahhilclung 5: Muskel, Rings,
und eine lehende Triel inc
„autgerollt“

Ahhildung 6: “I‘olalpraparaw:

hier leht die ‘l‘riehine noch

iid Steifigkeit. Sie führen nümlich nach acht bis neun
Tagen zu einer ZersetzLing der Muskelfasern (Abb. 2 u.
3). Die beigelegten AbbildlLingen zeigen den Vergleich
gesunder und entsprechend befallenen Muskelfasern
(Abb. 3). Wührend man bei gesunden Muskelfasern die

Querstreifung des Skelettmuskels sehr gut im Mikro

skop beobachten kann, lösen sich dies Fasern. im be
sonderen die 1—füllen der Fasern, heim belallenen Ske—
lettmuskel auf und die Zellkerne scheinen lose „herum—
zuliegen“ (Abb. 3 u. 1). Der befallene \Virt (Schwarz
wild. Ratte, Maus, Mensch etc.) versucht sich insolern
zu schützen, als er versucht den Parasiten durch Binde—
gewebe und Kalk abzukapseln (Abt), 5 u. 6). Bekannt
sind die Abbildungen dieser zitronenförmigen Kapseln
mit den brezelförmig aufgerollten Rundv ürmern (Abb.
7). Dabei kann eine Trichine in einer solchen Kapsel im
Schwein elf fahre, beim Menschen 31 jahre lebensfühig
bleiben (Küstner 1969).

Die Abbildungen 5, 6 und 5 zeigen solche Muskeltni•
chinen bei einer befallenen Maus. Die bindegewebige
Kapsel wird d urcl Kalk verstü rkt, der 1—lobt ra um ist mit

Flüssigkeit gefüllt, in dem sich dlie Larve schkingelnd
bewegen kann. Im mikroskopischen Prüparat kann
beim Skelettmuskel frisch getöteter Tieren tatsiichlich
die Bewegung der Larven 1 eobachtet werden. Je eher
von einem erlegten (Schwarz— )Wild ein solches Muskel—
prüparat angefertigt wird, umso besser sind die Chan
cen eine Trichine zu finden bzw. ZLI hestütigen.

Die neuesten veterinürmedizinischen Untersuchun
gen werden allerdings nicht an einzelnen Tieren durch
geführt, sondern der Nachweis eines Trichinenbefalls
erfolgt serologisch. Das bedeutet, dass von mehreren
geschlachteten/getöteten (erlegten) Tieren gleichzeitig
mehrere Muskelstücke mittels Mixer fein zerkleinert
werden und mit HIilfe von Chemikalien ein Nachweis
eventuell vorhandener Trichinen erfolgt. Nur wenn bier
ein positi\er Nachweis gelingt, also der Verdacht eines
Befallsa uftrilt. werden die Tieren dieser Tranche ein—
zelrt mikroskopisch untersucht. Eine stückweise lJnter
suchung würe auf Grund der enormen Tierzahlen, die
in großen Schlachthöfen in kurzer Zeitir)fIlle), nicht
mehr möglich.

hinenlarve
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sehen— als auch Enciwirt dar. Wird trichinöses Fleisch
gegessen (gefressen), so löst sich die Kapsel im Magen
wieder auf und die Triehine wird zum Darmbewohner.
1—her bLutet sie sich und kann bereits —+0 Stunden spLter
begattet werden.

Der Befall beim Menschen

Aliliildunu 7: Zitioneiifliiniige Fdipsel mit .‚hrezellörmigem-‘ Irichine

1,
. •

(
.0

4

4

Von Trichinen befallen weiden Hunde, Ratten. islLu—
se, Katzen. Schweine, Dachse, Füchse und der Mensch.
(In der Literatur kaum bekannt und umso interessanter
ist, dass sich auch Pf]anzenh‘esser mit Trichinen inlizie—
ren können, wie 7,. 13. Pferde. Das kann dann passieren,
wenn Pferde in ihrem Futtertrog Mhuse Lingen und fres
sen [1!!] und diese Mhuse mit Triehinen inliziert sind.)

Der Wirt stellt im Falle der Trichine sowohl Zwi—

\Vdhrencl die Darmntrichinen, also die erwachsenen
Parasiten,.. nur‘‘ Darmkata rrh hervorrufen, bewirken
die Angriffe der Larven ohne Behancllung meist den
Tod. Die durch den Muskelzerfall (Abb .3) freiwerden—
den Gifte führen nhmlieh zur Liihmung der Muskulatur
— bei einer entsprechenden medizinischen Bekhmp—
fung können diese Zellgifte bzw. die abgestorbenen
Trichinen zu einem tödlichen Schock führen — l3ehand—
lungen können daher nur stationär unter permmenter
ärztlicher Kontrolle erfolgen.

Bemerkenswert ist, dass der Hauptübertriiger. das
Schwein. auch schwere Infektionen meist gut übersteht
und daher im Muskelfleisch ml izierter Schweine extrem
viele infektiöse Larven sitzen können. Lintersuchungen
haben gezeigt. dass in einem Kilogramm Schweinemus
kel bis zu 1250(1 eingekapselte Larven (Abb. fo leben
können und der Genuss solchen Fleisches praktisch im
mer zu einer Erkrankung führt.

llemerkenswert sind auch jene Infektionen gewor—
den, die durch den Genuss von Fleisch von Wildtieren
erl( )lgten. hei denen der Laie keine Infektü in vermutet.
wie z. B. Fuchs und Dachs 1 lGistner 1973).

l)ic vcrpflichtemicle Fleischuntersuchung (in Teilen
l)euLchlands bereits seit IS7“ ) hat zur Eindämmung
bzw. zum fast v älsiäncligcn Verschwinden der Triehi
nose geführt. Die zwar wenigen, aber denm)ch auftre
tenden Erkrankungen. wenn auch nicht durch „einhei—

Abbildung 5: Bei mikroskopi
schen Dtinnschnitten wird eine
Trichi ncnta rve nich nnals
ingcsch n in cmi

nische“ Infektionen hervorgerufen, zeigen aber. dass
man weiterhin gut beraten ist, nur untersuchtes
Schvarzwildfleisch und gut durchgekoc‘ht zu konsu—
nueren.

Literatur:
Kdslnr‘r, A. (1973) Lehrbuch dci speziellen Z( )utugie lid. 1, ‘Feil 1

\‘(ii‘licllose: Gusiiv Fischer \‘crtag, Siungu‘t.
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Natur im Wandel
heißt Leben im Wandel
Klima & Evolution als Motoren des Lebendigen —

Eine neue Dauerausstellung
im Naturhistorischen Museum Wien ab Juni 2007
11(1(10(15 J—I(IIZ/lU1(SC‘1

1liinac‘iflu‘jc/,‘lii;ii. /111(1 ]ö‘oliilioii s‘fiid dir‘ derzeit
1i1eis/dis/?11Iir‘1ieI1 n(It/IriI‘isse;Ls‘cIldi/IIicheii Focschun,gs—

‚gebiete. In eiilc‘r ii lfe)1/l1IssIel1/I?p. I2e/c1ss1 sich das Na—
/iirliistoi‘isclir‘ 1J1/SeIIOl V‘ien luft clieseii branc1aI‘tiie/—
len Themen.

Der Schwerpunkt der Ausstellung zeigt den Men
schen als integrierten Bestandteil der Natur, sei es als
Produkt der Evolution und ihrer Mechanismen oder als
(allzu) cleverer RiLiber, der seit Jahrtausenden das Aus—
sterhen vieler Organismen verursacht
oder beschleunigt, Der Mensch wird
aber auch im Spiccei der Klimaent—
\vicklung gezeigt. FIber lahrtausen—
dc pöigten Klimaschwankungen die
Entwicklung der ZivilisatIon. Spie
lerisch spannt sich der B igcn von
den ersten 1-lochkulturen in Agvp
ten und Mesop )tamien bis zum
Ausbruch der Französischen Re

volution. Nun scheint es, dass
erstmals der Mensch das Klima- j
geschehen beeinllusst „Global
\Varming“ und seine Folgen
\\ eid cii Ii erna ti siert Dra mali —

sehe \\ackelhilder verdeutli—
ehen das Ausmaß der Glet—
scherschmelze. valircnd Sie—
reohilder v,irnielieliencle In
sekten als Gewinner der Er—
derwdrmung dreidimensional
vorfu 1 iren, Die moderi‘ie Dar
stellung der Klimaent\\ ick—
lung der letzten ‘00 Millio
nen Jahre zeigt. dass das
Klima nie stabil war, Die Ex
treme ‘eichen ss m ii (

pisch—heißen Erdmittelaitcr
bis zur masöven \‘ergict—
scherung vi ir “00 . [iN io
nen Jahren. Besonders
liervorgehohen wird das
eiszeitliche Kliniagesche—
hen der letzten 1.001)000

Jahre, basierend aul‘ mo
dernsten geochemi
schen Untersuchungen
an l3ohrkernen. Welchen
Einduss der „volltechnisierte“ Mensch auf
die Umwelt hat, wird ei-st im Spiegel cheser langfristigen
Klimaentwicklung deutlich.

Die eigentlichen Stars der Ausstellung sind die per
fekt restalirierten Skelette von 1—löhlenbOr. Waldbison,
Riesenhirsch und 1—löhlenlöwe. Die entsprechenden
Hählenmalereien zeigen diese Tiere. wie sie der eiszeit
liche Mensch als Zeit- und Augenzeuge erlebte, Die
aufwtindige Rekonstruktion einer typischen Mammut—
jtlgerhütte, die in den kalten Wintem als schfitzencle Be
hausung diente, vermittelt die rauen Lebensumsttlncle
unserer Vorfahren. Die exzellenten Skelette von SObel—
zahnkatze, Riesengürteltier, Riesenfaultier und von ei

nigen fossilen Riesenstraußen (Moa) veranschau
lichen Grundmechanismen der

Evolution: das Wettrüsten
zwischen R3uher und
Beute. die gegenloufigen

Trends zu Riesenwuchs
oder\7erzwergung sowie

ci ie nehrl ache „Erfindung‘
von Strategien als Antwort

aLif Ihnliche t frnveitbedin—
gLi ngen. Au fgru od des gen—
visscnscl‘ial tl icI ien [3ac k—
gi‘oLinds liegt ein weiterer
Schwerpunkt auf Aussterben
und Geodvnamik als oft unter—
schtltzte Bestandteile des Evo—
lclti( )nsniotol‘s. Neue Compu—
tet‘aflimatii men ei‘vecken die

;itlsgi-‘su u‘liene ‘l‘ierwelt zum Le
lien u id veranschaulichen a stO )—

nomische Parameter, die unser

Klima steuern.

Die meist komplexen Zusam—
nienhOnge svc‘rclen bewusst durch
(ilieri‘ascliende E‘e—catcher aufge
lockert. Am Ende weiß der Besu
cher, warum die Rote Königin aus
Lewis Caroll‘s „Alice hinter den
Spiegeln“ ein Grundprinzip der
Ev 1 ut ion formuliert, dass der ein/iu—
gige Riese Polvpheni ein Zwergeie—
fant war Lind was Hannihal und Pieter
l3rueghel der ‚Altere mit der Klimage
schichte zu schaffen haben.

* 1 niv.—Doz, t)r. Tt:tlii:is Fl:Iry.hails(‘r ist t )ii‘ulrtor ctui‘Guotogiscli—
ti:ilinntoIo0iselieii .‘\hiL‘itung des N:Iturhisk)risdlieji Ivtuseunis.
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GEO-Veranstaltungen
am Naturhistorischen Museum 2007
Zielgruppe: AHS-Lehrer und Lehramtska;ididaten, Biologie ii iid Uinu ‘eltkit ‚ide,

Geografle ii ;zc/ W‘irtschaflsku nde, Geschichte

Mittwoch. 13. Juni 2007, 19 Uhr.
Kinosaal des Museums

Öffenrliclie Buchpräsentation
Der Autor Mag. Thomas Hofmann (Geologische

l3unclesanstalr \Vien) püisenherl den Band „Wien, Nie
derösterreich und Burgenland“ aus der Reihe
„Wanderungen in die Erdgeschichte“, Band 22.
Pfeil Verlag München.

Anschließend: Abenciführung im \aturhistorischen
Iuseuni \Vien

Mittwoch, 4. juli 2007, 18 Uhr,
Kinosaal des Museums

Gemeinsame \eianstaltung der Österreichischen
Geologischen Gesellschaft, der Ostcrreicluschen Mine
ralogischen Gesellschaft und der Freunde des Naturhis—
rorischen Museums

Wilfried Schlosser (ASEP — \Vater ancl Sanitation
Extension Program): Trinkwasser für Dörfer am
Dach der Welt

Anschließend: Über Wasser, Dokumentarfilm von
Udo Maurer

Anschließend: Diskussion mit dem Regisseur

Mittwoch, 5. Dezember 2007, 14—17.30 Uhr,
Kinosaal des Museums

Halbtiigiges Seminar für Al—IS—Lehrer Biologie und
Umweltkunclc, Geografie und Wirtschaftskunde, Ge
schichte

Univ.-Prof. Dr. Fritz F. Steininger (Krahuletz Mu
seum Eggenburg): Johann Wolfgang von Goethe —

Geognost in seiner Zeit

Dr. Kurt Decker (Universiüit \‘(ien): Carnuntum —

ein historisches Starkbeben
Dr. Ralf Schuster Geologisclie Bundesansialt

Wien): Die Alpen als Produkt der Plattentektonik.
Wie spielen sich die Prozesse der Plattentektonik —Oft
nung eines ozearuschen Beckens — Schließung des Be
ckens — Kontinentkollision in den Alpen — wider?

Univ.-Doz Dr. Marhias Harzhauser (NllMW):
Das Wiener Becken im Miozän. Okologie und Kli
magescl ichte

Dr. Erich Draganits (TU Wien): Der Neusiedler
see in historischer Zeit

Anmeldungen hei: Dr. Herbert Summesleiger. \a—

1 turhistorisches Museum A—1010 Wien. l3urgring 7, her—
hert.summesbergerRnhm-wien.ac.at

Anschließend:

Mittwoch, 5. Dezember 2007, 18—21 Uhr,
Kinosaal, Eingang: Maria—Theresien—Platz

6. Barbara-Markt
am Naturhistorischen Museum

Österreichische Geologische Gesellschaft, Naturhis—
torisches Museum Wien. Geologische Bundesanstalt

Wien, Freunde des Naturhistorischen Museums Wien

Zwangloses Treffen von 1.ehrerinnen und Lehrern al
ler Schultypen mit Mineralogen, Geologen, Palüontolo—

gen des NT-IMW, der Uni \Vien und Graz sowie der GBA
und Freunden des Nl—IMW: Angebote von Neuerschei

nungen, Prüsentation von Neuerungen am Nl-IMW
Detailprogramm wird bekannt gegeben

ilUU1I \\ II:IlL) \ (
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rCHEMIE

Di-. Christian Wolny

Tradition — Kunst — Wissenschaft
Ja/‘ol, Steiner

Kaum eine Kunst vermag es, innerhalb kürzester Zeit
so ide Menschen zu begeistern und in ihren L3ann ZLi
ziehen wie das Feuerwerk. Seit seiner Erfindung hat das
bunte Spektakel aus Licht und Feuer bis heute nichts an
seiner Attraktivität verloren. Jahr für ahr begeistert das
Zischen der Raketen und das dumpfe Donnern der Ka—
nonenschläge immer mehr Menschen. Dabei hat sich
die sogenannte Lusifeuerwerkerei über die Jahrhunder
te hin eg in vielen Lindern zu einer wichtigen Tracliti—
on entwickelt, welche nicht selten auch religiöse 1 Im—
tergrüncle birgt. Doch auch im I3ereich der Kunst k()rifl—

te sich dieses traditk)nelle 1 landwerk etablieren. So gilt
es hei prolessionell durchgeführten Großfeuerwerken
die zahlreichen Effekte teilw cisc im Hundertstelsektin—
dentakt nach einer zuvor genau festgelegten Choreo—
graphie in den tlinmwl zu feuern.Jecles Jahr treffen sich
auf diese \Veise die weltweit führenden Pvrotechniker
und wetteifern bei den unterschiedlichsten Feuer—
\verkswetthewerhen um den Titel des besten Feuer—
werkers. Dabei ahnen nur die wenigsten der hegeister—
ten Zuseher, wie viel Arbeit und Erfahrung hinter derar
tigen Shows steckt. Nicht selten verbergen sieh überaus
komplexe chemische Reaktionen hinter den diversen
Farb— und Flimmereffekten. Dabei sorgen komplizierte.
mit viel Know—how produzierte Gemische unterschied
lichster Chemikalien für die hrillanten Momente aus
Lic In und Feuer.

Historisches

Die Geschichte des Feuer\verkes reicht bis in das
China des neunten Jahrhunderts zurtiek. Damals war
fen die Chinesen schwarzpulvergefüllte I3ainbusstan—
gen ins Feuer, um böse Geister zu vertreiben. Das unter
dem Namen huo yao ( ‚Feuerdroge“) bekannte Ge—
miscli aus Salpeter, Schwefel und 1 lolzkohle gelangte
im Laufe des 13. Jahrhunderts vermutlich fiber arabi
sche Handelswege nach Europa.

Eine in der Literatur immer wieder auftretende Ge
schichte ist die ErzählLing om Franziskanermönch
Berthold Schwarz (Abb. 1), der um 13O das Schw ar7—
pulver erfunden haben soll. Die Menschen des ausge—
henclen Mittelalters b7w. der Frührenaissance sahen
eine enge \7erknüpfung des Ordens des heiligen Fran—
7iskus mit der Alchemie, sodass die Legende äußerst
glaubhaft erschien. Wie bereits dargelegt, war das Pul
ver jedoch im Orient längst erfunden und seine Kennt
nis bis in die Sei ritten des Franziskant-‘rs Roger Baeon

vorgedrungen, der 1265 66 in einer ..Epistola“ das erste
Pulverrezept im heutigen Europa veröffentlichte.
Schwarz könnte aber derjenige gewesen sein, welcher
als erster die todbringende Wirkung des Schwarzpul—
vers im christlichen Abendland erkannte. Ob es den
Mönch mit dem treffenden Namen jemals gegeben hat,
ist unklar. Fest steht jedoch, dass das dunkle Pulver seit
dem 13. Jahrhunclert in großen Mengen produziert wor—

\‘iele 1 lerrscher erkannten schnell das militärische
Potential der neuen Erfindung. Eine neue Ära im
Kriegsgeschehen brach an. Während sieh die Ritter
Schritt für Schritt zurückzogen, betrat der Soldat das
Schlachtfeld. Das Schw arzpulver wurde aber auch für
friedliche Zwecke genutzt. Neben der praktischen An—
wendung zu Sprengzwecken im Bergbau fanden viele
Adelige ihren Gefallen an Feuerwerken aller Art. Die
sogenannte Lustfeuerwerkerei war geboren und fand
dabei vom 16. bis 18. Jahrhunclert ihren Höhepunkt. Sie
bildete den Vorläufer des heutigen Feuerwerkes.

Schwarzpulver

Das Schwarzpulver dürfte wohl eine der wichtigsten

Grundmischungen in der Pvroteelinik darstellen. Nahe

Feuerwerk

1 — _l‘h

Ahb. t: t)ei Möncite I3etliotcl Sche, ‚tu‘

(Abhilclung ‚lus „7000Jahrr‘ Chemie“ von Otto Kr2iz)
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zu alle heute verwendeten Feuerwerkskörper enthalten chenden Reaktionsenthalpie (= die bei einer chemi—
Schwarzpulver in Form diverser pyrotechnischer Sütze.

Schwarzpulver ist eine Mischung aus 74% Kaliumni—
trat (KNO), 15,6% Holzkohle (C) und 10,4% Schwefel
(5). Nitrate werden im Volksmund htiutig auch als Sal
peter bezeichnet. Grund dafür ist der frühere Einsatz
des sogenannten .‚Chinasalpeters (= Natriumnitrat
NaNO) bei der Schwarzpulverproduktion. \Vegen der
zur Neige gehenden Salpetervorkommen in Chile und
der hygroskopischen Eigenschaft dieses Natriumsalzes
wird heutzutage nur noch mit dem besser geeigneten
Kaliumnitrat gearbeitet.

Bei der Produktion kommt es wie hei allen pyrotech—
nischen Stitzen stark auf die Sorgf3ltigkeit der Verrei—
hung und die Körnung an. Von 1-land gemischtes
Schwarzpulver brennt meist recht langsam und ist cia—
her nicht für Treib— oder Zeriegerladungen geeignet.
Bei der industriellen Herstellung werden Kugelmi.ihlen
eingesetzt, welche die llestanclteile über Stunden feinst
miteinander verreihen. Auf diese Art und \Veise erreicht
man wesentlich höhere Verhrennungsgeschwindigkei—
ten. Meist wird das fertige Schwarzpulver gepresst und
anschließend wieder zerschlagen, um einen gewünsch
ten Körnungsgrad zu erhalten (Abb. 2). Typische Feuer—
werkspulver haben Körnungen zwischen 2,5 und 3,5
mm. l)iese eigenen sich gut als Treib- und Zerlegerla—
dungcn. Heute kennen wir unzhhiigc Arten diverser
Schwarzpulver, die sich je nach Verwendungszweck
durch Faktoren wie Körnung, Powennclex. Politur
etc. unterscheiden.

— — —--.

Schwarzpulver Kunigunde
WANO- d.WSCHEkflES$h.nGrnbH

• 4Liebenburg 5

4 .1 kg

Jagdschwarzpulver Nr.
0,5 - 1,2 mm

1991

1
0

Ahh. 2: Körnungsgr:id von Schw:iizpu Iver (Foto: Jakoh Steinur)

Besonclers wichtig ist die Qualitiit der für die
Schwarzpulverherstellung verwendeten l-lolzkohle.
Dabei werden die besten Ergebnisse mit sogenannter
Faulbaurnkohle erzielt. Auch die T—lolzkohle diverser
Trauerweiden eignet sich sehr gut für die Pulverpro—
duktion. Aktivkohle ist ghnzlich ungeeignet. cIa sich die
Zusammensetzung von l-lolzkohle stark von reinem
Kohlenstoff unterscheidet.

Schwarzpulver ist nicht schlag— und reibungsemp—
fincllich. Diese Eigenschaften machen es im Vergleich
zu anderen pyrotechnischei Mischungen relativ hand—
hahungssicher. Es lhsst sich außerdem git dosieren. Be
sonders vorteilhaft ist seine schiebende“ und nicht wie
bei anderen Gemischen hhufig auftretende ..zertrüm—
mernde“ Wirkung.

Die bei der Verbrennung von Schwarzpulver entste

hende Energie ist enorm. Dies ist auch aus der cntspre—

sehen Reaktion unter konstantem Druck frei werdiende
Energie) von A, = —2316 bis —3484 jg‘ ersichtlich.

Eine genaue Reaktionsgleichung für die Verbren

nung von Schwarzpulver zu formulieren ist tiußerst
schwierig. Bis heute kann dhe Reaktion nicht mit Sicher
heit gedeutet werden, da pyrotechnische Reaktionen
generell schwer analytisch fassbar sind und es sich im
Fall ies Schwarzpulvers offensichtlich um keine genau

dlehnierte Reaktion handielt. Geht man nur von cien em
pirischen Mengenverldiltnissen cier Ausgangsstoffe aus,
kann unter Berücksichtigung tier molaren Massen fol

gende Gleichung aufgestellt werdlen:

2KNO+3C+S—K,S+3CO+N, (1)

Dass die Sch\varzpuiververbrennung mit einer dierar—
tigen Gleichung keineswegs befriediigend beschrieben
werden kann, stellte bereits Berthelot fest und konzi
pierte eine andlere Reaktionsgleichung (2), welche auf

der von Bunsen im Jahre 1857 dlurchgeführten Analyse
der Reaktionsprodi ukte basiert:

16KNO+6S+ i3C
5 K,SO + 2 K,CO + K,S + 8 N, + ii CC, (2)

Leidier ergibt sich heim genaueren Betrachten. dass

auch diese Gleichung keinesfalls ausreichen kann, che
tihcraus komplexe Reaktion korrekt zu deuten. Statt—

dessen kann durch Angabe mehrerer Realctionsglei—

chungen lediglich eine Annhlerung an die vermutlich
ablaufenden Reaktionen \vhhrend des Umsatzes ange
geben werden, welche den Rahmen dieses Beitrages je—
doch mit Sicherheit sprengen würde und ciaher hier

nicht weiter ausgeführt wird.
Weiters stellte sich heraus, dass che Reaktion stark

vom verwendeten Schwarzpuiver unci vielen üußeren

Faktoren abhüngig ist. Dieser Umstand nacht es auch
besonders schwierig bereits gemachte Ergebnisse ein
weiteres Mal zu reproduzieren.

Pyrothechnische Sätze

Als p‘rotechnische Sülze ‘werden Miscliungen von
unterschiecilichen chemischen Substanzen angesehen,
welche bei willkürhch ausgclöster chemischer Zu—
stancisünclerung bestimmte Bewegungs—, Licht—, Knall—,
Rauch—, Nebel—, Druck— oder Reizwirkungen zeigen.

Wichtig ist der Unterschied zwischen pyrotechni—
sehen Sützen und gewerblichen ocier miliüirischen
Sprengstoffen. Wührencl es sich bei pyroteehnischen
Sützen (z. 13. Schwarzpuiver, Bengalpulver, ‚ . ) immer
um Mischungen verschiedener Chemikalien hancielt.
bestehen Sprengstoffe (z. B. Glycerintrinitrat, Trinitro—
toi uol . . . ) aus lechglich einer Substanz und stellen cIa—
ii er Re in stoffe cia r.

Pyrotechnische Sütze sind nicht selten recht komple
xe Mischungen aus diversen Bestanciteilen. Grob kön
nen die I3estanclteile in folgende Gruppen eingeteit
werden:

• Oxiciationsmittei

• Reciuktionsniittel (Brennstoffe)
• Metalle (dienen auch als Recluktionsmittel!)
• Farbgeber
• IKatalysatoren, inhibhoren
• llinclenittel
• Zusatzstoffe ( F,rbversiürker, Fließmitiel. Stabilisa—

toren,
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Diese Auflistung ist zugegebenermaßen etwas will
kürlich, cia natürlich nicht jeder Satz alle angeführten
l3estanclteile enthalten muss. Des weiteren können ein
zelne Substanzen in der jeweiligen Reaktion unter—
schieciliche Aufgaben zur gleichen Zeit erfüllen. So
können Metalle einerseits als Effektgeber fungieren und

prüchtige Funken— und Flimmereffekte (,‚Tremolantef
fekte“) erzeugen, gleichzeitig natürlich aber auch ihre
\Virkung als überaus gute Recluktionsmittel entfalten.
Farbgebencle Substanzen, wie zum Beispiel Erclalkali—
metallnitrate, können neben der Erzeugung von präch
tigen Farben auch die Aufgabe eines entsprechenden
Oxiclationsmittels erfüllen.

Durch Mischen der verschiedenen Bestandteile erge
ben sich schließlich Anfeuerungs—. Treib—, Effekt—,
Leucht—, Knall—, Rauch—, Nebel—, Blitzknall—, Pfeiff—, Ver—
zögerungs-. Zerleger-, l-leiz- und Schwelelsätze.

Einige Beispiele der diversen in der Pyrotechnik ein
gesetzten Chemikalien sind in Tabelle 1 zu finden.

. KNO KCIO1.KGb, Nil CIO,,
Oxidationsmittel

b3( GiC) 1, lta( NO PhO,.

kerluktionsinittel C, ‚ Shullack, versch. Zucker.

M‘, Al, ii, Fe, Zr, Ca. versch.Metalle
Legierungen,

‚ Si‘( NO )‚ SrCOc lLCO, Cr10,
I‘arhguher

CuCOc NaN( )

Inital‘‘saii 0.0/1 nhilütorcn Pc 0 ‘ Cr0,

Ii inrlcni iii cl Dexl.rin, ST irke,

Zusatzstolic ( lirhvci‘stirkr‘r. (_)\C, Parlun, I)cchluran. SiO.
i‘liclünittcl, Stahilisatorcn) 1 ii3O‘ KCr(),,...

Die Abbranclcigcnschaften eier einzelnen Sätze sind
dann von Faktoren wie Feuchtigkeit, Mischung, Pa—
ckungsclichte und \Värmeleilfähigkeil abhängig. Be—
soi icieres Augenmerk hai dabei vor allem die Eigen
schaft der Wärmekapazität verdient. Bei pyrotechni—
sehen Gemischen, in welchen l-Iolzkohle als Brennstoff
eingesetzt wird, ist Kohlendioxid das primär zu wach—
tencle Reaktionsproclukt. Da das Nichtmetalloxid ein
Gas darstellt, kann es leicht entweichen Lind beeinflusst
die Reaktion nicht in sonclerlich hohem Maße. Dagegen
entstehen bei metailhälligen Mischungen feste Metall—
oxidle, welche einerseits die frei werdende Wärmeener—
gie speichern und so zu einem besonders heißen Ab—
brand führen, gleichzeitig erhöhen die Oxide aber auch
die aktive Oberfläche. Dies hat zur Folge, dass Mi
schungen starker Oxiclationsmittel mit leicht oxidierba
ren Metallen wie Aluminium oder Magnesium beson—
clers heftig abbrerbnen.

Flammenfarbe

Die zahlreichen Feuerwerke der Barockzeit waren
zwar äußerst prunkvoll und teuer, jedoch ließen sie vor
allem in puncto Farbigkeit sehr viel zu wünschen übrig.
\Virklich farbiges und gleißencl helles Feuerwerk gibt es
erst seit knapp lOOJahren. Verantwortlich für die präch
tigen, bunten Flammen sind verschiedene Salze, wobei
vor allem jene Verbindungen der diversen Alkali— und
Erclalkalimetalle zum Einsatz kommen.

Je nach verwendeter Substanz sind unterschiedliche
Farben möglich atürl ich sind auch Misch ngen n iög—

lieb. Einige wenige Beispiele sind in Tabelle 2 aufgelis

Verantwortliches Beispiele
Flammenfarbe

Element verwendeter Salze

NaN0, (COOGNa,,gelb/orange Na
Na2CO/ — —

Coleu K — KNO/, KC05

oi‘ange/karminrot Ca CaO. CaCO3

rot Sr Sr(N0/)2,SrCO/

grün Ba Iki( N0/b, BaCO3

hlau/grtin Co CriO

\Vährencl weißes Licht bei pyrotechnischen Sätzen
durch die sogenannte Schwarzk()rperstrahlung entsteht
(verschiedene Körper emittieren gemäß eiern
Planck‘schen Strahlungsgesetz Licht unterschiedlicher
Wellenlängen, wenn sie entsprechend thermisch ange
regt werden, dies geschiel lt aber meist ei‘st bei sehr ho
hen Temperaturen), ist die Erzeugung farbiger Flam
men etwas schwieriger.

l3ei der thermischen Anregung der Salze werden ein
zelne Elektronen der Atome angeregt und dadurch auf
höhere Energieniveaus gehoben. Anschließend fallen
die Elektronen in ihren Grundzustand zurück und
strahlen die zuvor aufgenommene Energie in Form von

sichtbarem Licht in der für das Element charakteristi

schen Fai‘be aus.

l—lä uhg werden Chlordonat )ren in Form von eh lorier—
teil Polymeren wie PVC. Pai‘lon oder Dechioran hinzu

gefügt. Die bei der Verbrennung frei werdenden Chlor—

radikale reagieren mit den im Verlauf eier Reaktion ele

mentar entslellendic‘n Melallen zu Metall—l—chloriclen.

wobei diese zunächst in einem hochangeregten Zu—

stand vorliegen. Beim Ubergang in den energetischen

Grundzustand werden dann Photonen ausgesandt. Ein

nlöglicl tes Reaktionsschema beschreiben die nachste—

hencien Gleichungen für einen rot brennenden Per—

chloratsatz. in (3) bz\v. alternativ (4) wird zunächst die

für die Reaktion notwendige Wärmeenergie erzeugt.

KCl0+2CKCl+2C0, (3)

311 KGb + (Cl-i1p)n — 3n KCI + Sn 1-1,0 + 611 CO, (4)
Anschließend kommt es gemäß (5) zdbm Verdampfen

des entsprechenden Farbgebers und zur Entstehung
des elementaren Metalles:

SrC01 + Energie — SrO (s) + C0, (5)

Sr0 (s) SrO (1) SrO (g) ‘) Sr(g) (; Sr (6)

In eitler Parilleireaktion (7) entstehen daraus über
aus reaktive Chlorraciikale aus dem zugesetzten PVC:

5 (—Cl-1-Cl-iCl-) + 11 KCIO -

ii KCI+16C0+12H,0+SCI- (7)

Diese reagieren mit dem zuvor entstandenen Metall

zu Metali—1—chloriclen im energetisch hochangeregten
Zustand:

SrO (g) + Cl . SrCI“ (8)

Schließlich \virdi Energie in Form von sichtbarem
Licht abgegeben, wobei das Monocbloridi in einer Fol—
gereaktion mit einem weiteren Chlorrachkal zum Di—

chlorid \veiterreagiert:

S1Cl SrCI + Im (9)

SrCl+Cl -SrCl,(l)<-SrCl,(s) GO)

tet.

‘tabelle 2

‘1:1)0.1 lc‘
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Wichtig ist es bei derartigen Reaktionen auch, den
entsprechenden Zersetzungspunkt der Farhgeber zu
beachten. Oft muss man relativ „kühle“ Flammen
(<20000 C) erzeugen. um eine entsprechende Flam
menfürbung zu erreichen. Dies ist besonders bei der Er
zeugung von blauen Leuchtstitzen zu beachten.

Leuchtsterne

Für die 1—lerstellung der verschiedenen Feuerwerks
körper müssen die fertig gemischten, losen pyrotecbni—
schen Sütze meist zu sogenannten Sternen (Leuchtster—
nen) verarbeitet werden. Unter dem Begriff Leuchtstern
versieht man eine kleine, aus pyrotechnischem Satz ge
formte Kugel, wobei es auch zylindrische und würfel—
förmige Sterne gibt. Die Leuchtsterne verclen in den
spüteren Feuerwerksartikeln in großen Mengen als Ef—
fektgeber eingesetzt. Sie bilden die farbenprücbtigen
l3ouquets der einzelnen Effekte, wübrend sie brennend
durch die Luft fliegen.

Für die Herstellung der Sterne werden zunüchst
pflanzliche Samen oder Reishülsen in Dragiertrommeln
vorgelegt und mit Etbanol—Wasser—Miscbungen be
feuchtet. Anschließend wird der pulvertörmige Leucht—
sternsatz in kleinen Portionen zLlgegeben. Durch die
abwechselnde Zugabe von Satz und Flüssigkeit wird
die Mischung auf die pflanzlichen Samen aufgerollt.
Dabei wachsen die Leuchtsterne nach dem Schneeball—
prinzip in der Mischirommel heran.

Auch eine abwechselnde Zugabe unterschiedlicher
Sütze ist möglich. Die fertigen Sterne brennen spüter
von außen nacb innen und können so im Verlauf der
Reaktion mehrfach die Flammenfarbe oder den Effekt
wechseln.

Fertig gerollte Sterne werden meisi im Freien in der
Sonne getrocknei und anschließend in die einzelnen
Feuerwerkskörper einlaboriert.

Pyrotechnische Artikel

Derzeit gibt es eine große Anzahl verschiedenster py
rotechnischer Artikel, welche sowohl für den privaten
als aLich für den professionellen Gebrauch angeboten
werden. Im Folgenden scll eine kleine Auswahl einiger
pyrotec[mischer Gegensiünde nüher beschrieben wer—
cl en.

Die typische Silvesterrakete ist als sogenannte Schütt—
rakete aufgebaut. Dabei befinden sich die Leucl)tsterne
lose (teilweise auch mit Zerlegerlaclung gemischt) in ei
ner Kark)nhülse, welche ihrerseits am oberen Ende des
sogenannten Raketentreibers befestigt ist.

Letzterer besteht ebenfalls aus einer Kartonhülse, in
welche Scbwarzpulver eingepresst wird. Dabei wird
eine dünne Seele in das Pulver eingepresst und die 1—101—
se mit einer Düse aus Ton verschlossen. Beim Entzün—
den des Treibeis über eine (An—)Zünclschnur (Anzüncl-•
litze) bewegt der Treiber dlie Rakete in dlie Luft und er<
züncletam Kulminationspunkt die Effektlaclung.

Eine Alternative zur gewöhnlichen Schüttrakete bil—
clet die sogenannte Endbrennerrakete, bei der die
Leuchtsterne im Inneren der Rakete durch eine zustitzli—
ehe Papphülse von einer meist aus l3litzknallsatz (Ka—
liumperchlorat—Aluminium—Sch\vefel—Gemisch) beste—

heriden Zerlegerlaclung getrennt sind.

Bei professionellen Großfeuerwerken stellen Rake—
teil als Effekte eher die Ausnahme dar. Stattdlessen wer
den sogenannte Feuerwerksbomben eingesetzt, wel
che aus Abschussmc5rsern verschossen werden. Tvpi—
sehe Kugelllomllen sind in Abbildung 3 zu sehen.

Eine Scbwarzpulvertreibladung an der TJnterseite der
Bombe wird gezündet und schießt diese nach dem
Prinzip einer Karn)nenkugel aus dleIll Rohr. Dabei wird
an der Unterseite cUr Bombe ein Verzögerungszüncler
entzündet, welcher nach kurzer Zeit ( üblicherweise 2
bis 3 Sekunden) ins Innere der Kugelbombe durch—
schliigt. Dadurch wird die Zerlegerlaclung entzündet,
welche ihrerseits wiederum die Sierne entflammt und

die gesamte aus Pappe oder Kunststoff bestehende
1—Tülle zerreißt. Die Lcucbtsterne werden dlaraulilin
dlurcll die enorme \Vuclit sphürisch auseinanclergetrie—
ben und bilden den lllielltefl Gr)ßfeuerxverkseffeki
(Abb. -ö.

Eine Alternative zur Kugelbombe stellt 1ie besondlers
im europüischen Raum weit verbreitete Zylinderbombe
dlar (Abb. 5). Die meist in Italien oder Spanien gefertig—
teil Effekte funktionieren nach dem selben Prinzip wie
dlie Kugelbombe. jedoch befindet sich der Verzöge—
rungszüncler in den meisten Füllen auf der Oberseite
der Bombe. Dies ist sehr wichtig, dla dler AbscbLlssdlruck
bei Zylinclerbomben aufgrund der besser abdlichtendlen
Form um ein Vielfaches höher ist als bei Kugelbomben
vergleichbaren Kalibers.

N

J1. 3: \‘elschid‘clene Kugclhomben K:iliher 210 mm auf
Ahschussmärsern [ciiig zum \erIacIen adl[gel(‘gt
Eoiu: Jakob Siei ncr).

Abb. 4: KugeII)oml)en mit ‚.Peonye[fekt
Ik)tO: Si ili( )flC Pettenauer)
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Gesetz liches

Eine Besonderheit stellen Mehr— und Simultanschlag—
bomben dar, welche mehrere kleine Zylinderhomben
(sog. Bombetten oder Polypen) enthalten. Diese wer--
den am 1-limmel auseinanciergeschleudert und explo—
clieren dann nacheinander oder simultan.

Neben den Feuerwerksbomben werden bei pro[es—
sionellen Feuerwerken vor allem auch sogenannte Feu—
ei-töpfe. römische Lichter und Feuerwerksbatterien ein
gesetzt. Feuertöpfe zeichnen sich dadurch aus, dass die
entsprechenden Effektsterne direkt brennend aus dem
Rohr geschleudert werden (Abb. 6). Römische Lichter
bestehen aus zylindrischen Papphülsen, in welche ab—
vechselncl Treib-, Effekt— und Verzögerungssütze ein—
gepresst sind. Nach dem Entzünden werden mehrere
Leuchtsterne, Kometen oder Bombetten nacheinander
aus dem Rohr gefeuert.

Feuerwerkshatterien stellen einen Verbund mehrerer
aus Pappe bestehender Rohre unterschiedlichsten Kali
bers dar, welche kleine l3ombetten und dazugehörige
Treiblaclungen enthalten. Die einzelnen 1—lülsen der
Batterien sind untereinander mit Zünclschnüren ver—
hunden. Auf diese Weise erhült man nach einmaligem
Anzünden eine Vielzahl von Abschüssen und Effekten
über einen lüngeren Zeitraum hinweg. Nach dem Ecu—
erwerk werden die ausgeschossenen Batterien als Gan
ze entsorgt und nicht (wie Mörser für Feuerwerksbom—
ben) erneut verwendet. Klassische Feuerwerksbatte—
rien stammen praktisch ausschließlich aus chinesischer
Produktion, wobei die Chinesen viel Phantasie bei der
Erfindung neuer Eflektkombinationen beweisen.

In Österreich unterliegen die Einfuhr und Abgabe so
wie der Besitz und die Verwendung von pyrotechni—
sehen Artikeln dem Pyrotechnikgesetz von 197:1 - Darin
werden die Feuerwerkskörper in vier Klassen eingeteilt:

• Klasse 1: Feuerwerksscherzartikel.
Feuerwerksspielwaren
Nettoexplosivstoffmasse: <3 g

• Klasse II: Kleinfeuerwerk
Nettoexplosivstoffmasse:3—50 g

• Klasse III: Mittelfeuerwerk
Nettoexplosivstoffmasse: 50—250 g

• Klasse IV: Großfeuerwerk

Nettoexplosivstoffmasse: >250 g
Es muss jedoch darauf hingewiesen werden, dass zu—

siitzlich aufgrund der Zusammensetzung der Siitze un—
terschieclen wird. Beispielsweise darf ein Klasse—I—Arti—
kel niemals mehr als 0,5 g Cellulosenitrat (Schießbaum—
wolle) enthalten, sehr wohl aber bis zu 3 g eines Leucht—
satzes. Dabei werden vor allem Knall— und Pfeifhüitze
differenziert betrachtet.

Zuletzt soll hier noch ein weiterer Paragraph ange
führt werden, welcher vor allem für alle Chemielehrer—
Innen interessant sein dürfte. Gemüß 14 des österrei
chischen Pyrotechnikgesetzes ist die nichtgewcrbsmü—
ßige 1-lerstellung von pyrotechnischen Sitzen und Ge—
genstüncien in Österreich verboten. Jedoch ist die Her
stellung im Rahmen von Lehr— und Forschungszwecken
von diesem Verbot ausgenommen:

„i)ie mclii gen‘erbs/,ni/S‘ike 1-Iecellnng /0,? pl‘rolo‘cll—
machen Gegemislä,idc‘n und /osen pl‘rolechnnscl/en 1—
zeii ist /‘erl3oIen; OlL5t410flH11CIl 101/ diese,,, Verbot /51
die Iic‘rstellu;ig ‘vii pl‘roIecliiiiscllell GcgeiisIüiiden
/01(1 losei J)l‘i‘oIL‘d‘/iliiSclleil Sätzen zu Lehr- iiiid For
scli iii igszu ‘ec/oe; 1.

Abschließencles

1 m Rahmen der von ac . TJniv.•-Prof. Dr. Adolf Mikula
abgehaltenen Vorlesung über Anorganische Technolo-
gie an der Universitiit Wien bekam ich seitens des Vortra—
gendlen die Einladung, einen Gastvortrag zum Thema
Feuerwerk abzuhalten. Diese für mich sehr spannende
Aufgabe bereitete mir viel Freude und führte schließlich
auch zu dliesem Artikel, An dieser Stelle möchte ich mich
dleshalb vor allem bei I—Ierrn Professor Mikula für das
überaus ehrenvolle Angebot und die großzügige Unter
stützung mittels persönlicher Literatur bedanken. Mein
weiterer Dank gilt der Kollegin Martina Wolny. welche
dlie Idee für einen Fachartikel hatte und mich ermutigte.
diesen in der hier vorliegenden Form zu verlassen.

Ahh. 6: Fünf Feuertöpte Rauher 30 mm im Eiicher
(Foto: Petra 10 )senhlattl 1
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mente mit pvn ‚technischem Spielzeug (Teil 1). Erschienen in
Chemie ond Schule ( Salzhorg ) 14 (1 99Q ). Nr. 4

\Verner Siegelin: Pyrotechnik. Dynamit Nohel AG. \Verk Depvlag,
Cleehronn

Philif)p Zilles: Protokoll zum Experimenmalvortrag Pvrotechnik am
26. 6. 2002. Philipps—tniversitiit Marhorg. Sommersemester 2002

Unterlagen zur Vorlesung 06er am)rganische l‘echmk gie, tJni—
versitlt Wien. an. Univ.—Pn)l. Dr. Adolf Mikola

Osteneichisches Pyrotechnikgesetz von 1974
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Kaiserliche Akademie der Wissenschaften —

Ein historisches Blitzlicht

Anlass für diesen Artikel ist das im Schuljahr 2007/08
zu feiernde hunclertjührige Bestanclsjuhilüum des Bun—
desrealgymnasiums Wien VII, Kandigasse. Mit der
Gründlung im Schuljahr 1907/08 war Jereits ein hedeLl—
tencles sechzigjiihriges Jubilüum verbunden. Die Kai
serliche Akademie der Wissenschaften zu Wien wurde
durch Allerhöchstes Patent 18-C‘ ins Leben gerufen und
die [eierliche Erö[fnungssitzung fand im Jahr 18-i8 statt.

Zahlreiche Spitzenleistungen von Wissenschaftlern
der Monarchie \vurden in den Sitzungsherichten der
Akademie veröffentlicht. Aber auch erstklassige For
scher anderer Liincler puhlizierten ihre bedeutenden Ar
beiten in dieser angesehenen Zeitschrift.

1907 ‘08 vcröl)entlichte die Akademie die Bünde 116
und 11‘ der Sitzungsberichte der mathematisch—natur
wissenschaftlichen Klasse. Stellvertretend für eine Viel
zahl ausgezeiclmeter Arbeiten verclen folgende zehn
Veröffentlichungen angeführt:

1. Auer Karl, Ritter von \Velsbach (Chemiker): Die
Zerlegung des Ytterhiums in seine Elemente‘;

2. l)iener Karl (Pahionküoge): .. l)ie Faunen der tihe-
tan ischen Klippen von Mal Lt Johar ( Zentral—T—Tima lava )“

3. 1—lann Julius von Meteorologe):. Zur Meteorolo
gie der Adria“:

4. 1-1eR Viktor) Physiker): ‚Analyse der Strahlung des
RadIL bleis“:

5. Landstci ncr ICnl (Bakteriologe. Sen )l( )ge ):.Uber
das Karzinom der Leber;

6. Molisch 1-lans (Botaniker): „fiber die Sichtbarma
chung der I3e\vegung mikroskopisch kleinster Teilchen
für das freie Auge“;

‘7. Pöch Rud tlf ( led iziner. Anthrt pi il ige . Eth n l
ge):..Zweiter Bericht über meine phonographischen
Aufnahmen in Neu—Guinca ( Britisch—Neu—Guinea) vi im
7, Oktober i9O bis zum 1. Februar 1906:

8. Rutherlord Ernest (Physiker): „Mitteilungen der
Radium—Kommission (1er Kaiserl. Akademie der
senscbaften. 3. Untersuchungen über die Racliumema—
nation. 1. Volumen der Einanation“:

9. Steindachner Franz (Zoologe): .‚Uber einige Fisch-
arten aus dem Fl usse Co bata( i irrt Staate Santa Catha ri na
bei Theresopolis (Brasilien ):

10. Zuckerkandl Emil ( Anatom ): ..Zur Anatomie und
t lorpbologie der Extreniit;itenarterien“.

Welche besonderen wissenschaftlich—technischen
Leistungen und Begebenheiten der Jahre 1907 und
1908 sollten noch kurz erwtihnt werden?

1907:
• Der amerikanische Genetiker Thomas 1-lunt Mor—

gan führt die Tadifliege ( Fruchttliege) Droisophila mela—
nogaster als \ersuchstier in die Genetik ein:

• der deutsche Chemiker und Mediziner Paul Ehrlich
und seine Mitarbeiter suchen systematisch nach chemo—
therapeutisch wirksamen Substanzen:

• der österreichische Pbysiker Felix Albert Ehrenhaft
schltigt zur Bestimmung der elektrischen Elementarla—
dung die Öltröpfcben—Methode vor;

• in der Düsseldorfer Zeitung wird das selbstüitige
\V:ischniittcl Persil in einer \nieige angekündigt:

• im Alter von 29 Jahren geht die österreichische Phy—
sikerin Lise Meitner nach Berlin und vertieft ihre Phy—
sikstudien hei Max Planck.

1908:
• Karl Lanclsteiner weist experimentell nach, dass die

Poliomyelitis übertragbar ist — er vermutet die Existenz
eines \irus:

• durch die Zusammenarbeit zwischen dem deut
schen Chemiker Fritz l—Iaber und der Badischen Anilin—
und Soclafabrik (BASF) LLiclwigshafen werden die tech
nischen Probleme der Ammoniak—Synthese bei hohem
Druck gelöst;

• in Wien tagt der XVI. Internationale Amerikanisten—
Kongress. U. a. soll der letzte erhaltene alt—mexikant—
sehe Feclerschmuck (heute im Museum für Völkerkun
dc Wien) von einer internationalen Expertenkommissi—
ort untersucht werden.

1908 ist ein wirkliches Glücksjahr für die Kaiserliche
Akademie der Wissenschaften. Der Rechtsanwalt Dr.
Carl Kupelwieser (Sohn des Malers Leopold Ktipelwie—
ser) stiftet für die Akadlemie rIas Institut für Racliumlor—
scltung. Bereits 1910 wirdl das Radium—InstitLit eröffnet.

l)ie Akademie scbenkt dem Institut vier Gramm Radi
um. die in der Gasglühlichtfabrik von Auer von \Vels

bach in Atzgersdc irf bei Wien hergestellt w irdlen waren.

Im Aultrag der Ak;tdemie (1er Wissenschaften er

forscht Rudolf Pöch 1907. 1908 (Lind1 atielt n ich 19)19

die Kultur der Buschmtinner in Südafrika. Auf zwei Rei
sen durch die mittlere und südliche Kalahari sammelt er
\ver(vollesanthropologisches. priihistoriscbes und eth—
m k ig isches Ma te na 1

Einer dler erfabrensten Lind 1 mrühmtesten Orientalis—

ten dler Monarchie ist Alois idusil. ein Vetter dIes Schrift-
stellers Richard Musil. Seine Forschungsreisen in Palas—
tina Lind Arabien schlagen sich nieder in dem dlreihün—
dligen \Verk „Arabia Petraea“. dIas 1907 Lindl 1908 von

dler Akadlemie publiziert wurde.

Zwischen Alois Musil Lind dlem IIRG 7 besteht ein Zu
sammenhang. Diese Verbindding hüngt mit der im Jahr
1916 erfolgten Gründung dler K. k. Orient- und Über
seegesellschaft zusammen . Musil übernimmt dlie Lei
tung dler wissenschaftlich—kulturellen Hauptgruppe: dla
neben besteht eine wirtschaftspolitische.

Als Musil anfangs 1917 zum ersten Mal über dlie Ti—
iigkeit seiner Abteilung relerierte. konnte er bereits auf
bedeutende Erfolge hinweisen und neue. zukunftswei
sende Vorschlüge machen.

Sein Antrag. dlie k. k. öffentlichen Lehranstalten für
orientalische Sprachen großzügig auszugestalten. war
vom Unterrichtsministerium wie viele andlere Vor—
schl;ige. dlie Musil nach dem Regierungsantritt Kaiser
Karls machen sollte — akzeptiert wordlen. Die Riiume ei
nes Staatsgvmnasiums im 7. \\‘iener Gemeindehezirk.
Kandllgasse, wurden zur VerfügLing gestellt 11).

Dr. Reinhai‘dl Furtner

Benützte Literatur:
111 t3:iuer, K:iit )oh:iniies: At is Musil. \Vahrtieitssuctiur in i.Ier \Vüs—

te. \‘3ien, t9S9
\\ .‘iiL‘iC I.iieiiiLiIZIi5i siehj t‘esisöii iii der (3 \It 201i.
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MATHEMATIK

Dr. Norbert Brunner und Mag. Walther Janous

Der T-Test in Excel
.\oi‘bei‘l Brn;iner lind ‚tlaiijred JG?/ileiiiir‘r

Ein häLifiges Problem ist der \7ergleich eines beob
achteten Stichprohenmittelwerts mit einem Sollwert. l)a—
bei wird der iTest angewandt. Wir zeigen an einem Bei
spiel. wie man diesen Test ohne statistische Vorkennt—
nisse über eine einhiche Simulation in Excel entwickeln
kann. Diese Vorgehensweise verwendet nur elementa
re Uherlegungen Lind konzentriert die Aufmerksamkeit
aLif die Grunclideen des 1—lypothesentestens.

1. Aufgabenstellung

Bei einer Ftillmengenkontrolle werden drei Packun
gen mit dem Nenninhalt von 500 g nachgewogen. Als
Messwerte erhält man •iOO, i92 und 494 g. Stützen diese
Daten die Vermutung, dass die Füllmengen im Mittel
signifikant Linter dem Sollwert liegen?

Um die konkreten Messwerte zu interpretieren, ver
gleichen wir sie mii Werten, die wir bei einer „Modell
ablüllung“ erhalten. l—liezu arbeiten wir zuerst mit ei
nem ganz besonders einlaehen Modell: Die Füllmenge
V soll gleichverteilt zwischen den Grenzen II ± b
seh\v:inken. Die Schwankungsbreite Ii setzen wir als
bekannt voraus, ebenso p 500. Später verden wir b
durch die Streuung s ersetzen, die wir aus den n = 3
Messwerten durcl i die Formel

= 1(v —

herecl-inen. Dabei bezeichnet in den Mittelwert

=

der Messwerte. Nachdem wir ein Abfüllmodell erstellt
haben, können wir in Excel zufällige Werte der Füll—
mengen erzeugen. Dazu fertigen wir ein Tabellenblatt
nach dem Muster der Tabelle 1 an.

A B C D

1 ._jFülimenge der Packung

2 Pos. Nr. 1 Nr. 2 Nr. 3

T:ihetE 1 Fx .1 T:itxd]e zur IuIIiiieniteniniuI:iiion

Den Abfüllvorgang simulieren wir in Excel mit dem
Befehl =ZUFALLSZAHL (1 Dieser liefert gleicheerteil
te Zulallszahlen 2 zwischen 0 und 1. Soll die Fülimenge
zLi[ällig um den Wert t mit der Größe 1, schwanken, so
transformiert man z ZL1 ‚t + (2 z — 1)1).

2. Vergleich mit dem Mittelwert

Zuerst gehen wir davon aus, dass die Größe b be
kannt ist.

2.1. Modellannahmeb = 10;

tn die Zellen B3:D3 schreiben wir jeweils den Befehl
=500+(2*ZUFALLSZAHL,()_1)*lO

Nun stehen in den Zellen 133:D3 die Füllmengen drei—
er Packungen. Durch Drücken der Taste F9 wird die Ta
belle mit neuen Zufallszahlen berechnet. Wir müssen
nur mehr schauen, inwieweit das gemessene Ergebnis
von den so erzeugten zufälligen Abfüllungen abweicht.
Um nicht drei Füllmengen gleicl izeitig zu beobachten,
wird man nur eine TesIgrö,e berechnen. Naheliegend
ist der Mittelwert der drei Füllmengen. Wir fügen daher
unserer Tabelle 1 eine weitere Spalte hinzu in der wir
den Mittelwert in der Ftillmenge von drei befüllten Pa
ckungen berechnen. Wieder drücken wir die Taste F9
und zählen mit, wie oft der Mittelwert der Moclellabfül—
lung kleiner ist, als der Mittelwert in = 492 der Stichpro
be. Wir stellen fest, dass dies sehr selten der Fall ist. Ex
akt berechnet man die Wahrscheinlichkeit. dass bei
drei Zufallszahlen 490 x1, x,, .s‘ 510 ein Mittelwert
(.x + x, + x. )/3 -i92 beobachtet wird, durch (Mathe
matiea

dd dt4 _..2___ =

- 2000

Dabei ist Bdas durch die beiden Ungleichungen defi
nierte Tetraeder von Abbildung 1.,‘\lan wird demnach
mit hoher Sicherheit vermuten. dass die Ablüllanlage
falsch eingestellt ist.

2 2.2. Modeliannahme b 20:

Die analoge Si mu hit ion fü 1 in zu einem konträren Er
gebnis, wie man sofort aus Abbildung 2 sieht. Durch

1 Drticken der Taste P0 stellen wir in annähernd 10. der
Fälle einen Füllmengenmittelwert kleiner als ni —i92

fest. Exakt ist diese Wahrscheinlichkeit 12.15°ö. Dem
nach wäre der Beobachtungswert nicht besonders auf—
fall i

Ahhik.Iunn 1: \Xtirlel —i90 510 und ItraecIer
mit (x + .v, + .v ) 3 92.

Das Ergebnis hängt sehr stark vom Moclell ab. \Venn
man weiß, dass die Produktion zwischen 490 Lind 510 g
schwankt, dann wäre die Beobachtung sehr selten.

11
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Liegt die Fülimenge hingegen im Bereich zwischen -180
und 520 g. dann ist die Beobachtung Linauff1illig. Der
Grund für diese unterschiedlichen Ergebnisse ist die
größere Streuung: Im Vergleich zur Streuung geringe
Tnterschreitungen der Solifülimenge sind nicht unge—

\vöhnhich (Abbildung 1).

Taste F9 ab. die ein anderes Set on 1.000 Experimen
ten liefert.)

\Vir schließen daraus: Bei unserer i\Iodlellabfüllung
tritt in weniger als 5° 1 der Experimente ein T—Werr klei
ner als der beobachtete T-Wert = —6,93 auf. Mit 9°o Si
cherheit ist daher die gctestete Abftillanlage falsch ein
gestellt.

4. Bemerkungen

Abbildung 2: \\ OrtH 50 x .v ..v 520 und Tutraucier
mit (X + .v, + .y ) 3 192.

3. Vergleich der T-Werte

In der Praxis ist die Streuung der Grundgesamtheit
oft nicht bekannt. Man schiitzt dann die Streuung aus
der Stichprobe mit Hilfe der Formel (1) Lind1 bildet cia—
raus die dimcnsionslose Testgröße

(3)

Dabei ist n die Größe der Stichprobe; bei uns ii =

Nun berechnen wir für unsere Stichprobe den YWerL
Wir erhalten T = —0,93.

Es stellt sich die Frage, wie man den beobachteten
Wert 7‘ = —6,93 interpretieren soll: Ist er besonders
niedrig oder ist er cher unaulfilllig? Zur Prüfung erwei
tern wir Tabelle 1 Lilfl Weitere zwei Spalten: In Spalte F
berechnen wir die StreLiLing .s und in Spalte (1 den ‘1‘—
Wert.

‘ H C 1) Ii F r G
1

1 Fiilhiieioe Ort IkiCkUt1 1
2 fm. .Zj \r. 2 r.3iMiitekuiri SireUufl T

Tabelle 2: Ii>,cel—iabelle zur FOIIm_ngensimulation

In den Zellen E3:G3 stehen somit die Formeln zur Be
rechnung der mittleren Füllmr‘nge in. der Varianz s und
dem TWert T
=MITTELWERT (B3 : D3)
=STABW(B3:D3)
=lE2_500)*WURZEL(3)/F3

\Vir können uns durch Drücken der Taste P3 rasch
ein Bild von der Hüufigkeir von T\Vertnn kleiner als
—6.93 machen: Solche T—Werte sind sehr selten.

Mit ein wenig Mehraufwand erhalten wir sogar einen
\iiherungswert für dlicse 1 Elufigkeit Wir kopieren die
dritte Zeile bis in Zeile 1002. So erhalten wir den TWert
für 1.000 Experimente Ziehungen von drei lackun—
gen 1 bei einer funktionierenden Maschine. Zusdtzlich
nummerieren s ir in der Spalte A die Zahl der Experi
mente. Wir schreiben daher in die Zelle A3 die Zahl 1
und in die Zelle A3 die Formel =A2+1, die wir bis in die
Zelle 1002 kopieren. In einer freien Zelle zühlen ir
jetzt, wie hoch darunter der Anteil der ‘F—\X/erte unter
—6,93 ist. Dies leistct der Befehl
=ZÄHLENWENB 1G3 :G1002; “<- 6,93111/1000

ir erhalten Werte, die zwischen 1 und .3u schwan
ken, (Die Genai.iigleit schützen ss ir durch Drücken der

1. Wahl der Testgröße: Verwendet man statt dem

Mittelwert iii Abschnitt 2 den TWeri als Testgröße. so
wird für beIle Modelle 2.1. und 2.2. die Nullhypothese
(fehlerfreie Abfüllung) mii 95°o Sicherheit verworfen
(Abschnitt 3). Hingegen wird mit dem Mittelwert als
Testgroße die Nullhypothese für 2.1. ver\ orfen, aber
für 2.2. akzeptiert!

2. Alternative Testgröße: Für das einfache Modell
einer gleichs erteilten Füllmcnge im Intervallll ± 1, kann
man als Schiitzwert für 2 . 6 die Differenz aus dem
kleinsten und dem größten Stichprobenwert \ erwen
den; d maxfv1.xi,,x0}— minx1,x,.v1}. Die Testgrö
ße TG = (/11 —p ) d nimmt für die Stichprobe rico Weit
7‘G = —2 an. Mit einem Integral rechnet man nach, dass
dieser Wert (uuabhiingig x on 6) in nicht mehr als 2°
der Fülle unterschritten wird. Es liegt also eine signifi
kante I.nterschrcitung des Mittelwertsl.t 500 vor (95°
Sicherheit).

3. Standardmodell: In der Statistik wird für dlen T
Test ein von ii nserem Modell abweichendes Modell
verwendet: Die Füllmengen sind normalverteilt mit
dlem Mittelwert .t und dler Varianz a2. (Diese Annahme
beschreibt mathematisch, dass große Abweichungen
vom Mittelwert immer unwahrscheinlicher werden.
Verwenden wir für die \arianz dlen Schiitzwert

= s = 2 aus den beobachteten Daten, so erhalten wir
in diesem Fall in Excel die Morlellabfüllung dlurch fol—
gendlen Befehl in den Zellen B3:D3
=NORMINV(ZUFALLSZA.HL() ;500;2)

Für dieses Modell hat man die \‘erteil ung der T—Wertc‘
lornielmüßig ermittelt: Die T-\‘(crte befolgen dlie Siii—
(leni sc/ie 1—1 ei‘fc‘i/nhl,g mit n—1 = 2 Freiheitsgraden.
Demnach ist die \\‘ahrsclteinlichkeit, dass ein T—Wert
unterhal lt 1)0 Tlie bachtei wird, das Integra l

1 T\‘ERT(—i: Freiheitsgrade: 1)

IQ +.x)‘

Dieses Imitegral ist auch in Excel vorprogrammiert.
Dabei wird 7‘ < 0 ooraugesetzt und .1“ weist auf den

einseitigen lTest hin. ( Für 7 = —6.03 und Freiheitsgra
dc 2 betrügt chese Wahrscheinlichkeit knapp über 10o.

Wir erhalten also wieder rIas Ergebnis: Die drei Beob—
acl itungen weisen eine signifikante L‘nterschreiwng
des Mittelwerts nach.

4. Summenhäufigkeit: Die theoretische T\‘ertei
lung ist in Excel mit 1-lilfe des f)efehls ‘R‘ERT vorpi‘o
granimiert. Bildet man die relative Summenhüufigkeit
der simulierten T—N(‘erte so kann man die Genauigkeit
der Simulation überprtifen. Konkret erweitern wir un
er Tabellenblatt nach dem Muster (1er Tabelle 3.

11 1 J K

1 - Klassen Lnaten Rel. SEl T-\ ert J
Tabelle 3. t‘xuet tabelle zur biillmengensimulation

s
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Wir schreiben in die erste Zeile erkkirenden Text. In
der Spalte H stehen die Klassengrenzen (—15 bis 15;
Schrittweite 1) für die I-Iiiufigkeit der iWerte. In der
Spalte 1 berechnen wir die entsprechenden Hüufigkei
ten mit Hilfe des Matrixbefehls
=HÄUFIGKEIT(G3 :G1003 ;H2 :H32)

\Vir markieren dazu 12:132 und geben den Befehl ein,
indem wir die drei Tasten STRG, lT und J gleichzeitig
drücken. In der Spalte 1 berechnen wir die relative Sum—
menhüufigkeit. Dazu schreiben wir in die Zelle J2 die
Formel =SUMME($I$2 :12) /1000 und kopieren die
se bis in dlie Zeile 52 . Abschließend berechnen wir in
der Spalte K die exakten Werte einer T-Verteilung mit 2
Freiheitsgraden. DazLl schreiben wir in die Zelle K2 die
Formel =TVERT ( —H2 ; 2 ; 1) und kopieren diese bis in

die Zeile F‘. In die Zelle KIS (positiver x-Wert) schrei
ben wir die Formel =1 - TVERT (H1 8 ; 2; 1) und kopie
ren diese bis in die Zeile 32.

Abschließend fügen wir ein Diagramm der simulier—
ten relativen Summenhüufigkeit und der in Excel exakt
berechneten T—Verteilung mit 2 Freiheitsgraden ein
(Bereiche I12:1I52. J2:K32).

Durch Drücken der Taste F9 kann man sich wieder
von dler Güte der Simulation überzeugen. Weil die si
mulierten T—Werte aus dlcnl einfachen Gleichvertei—
lLlngsmodell stammen. illustriert die AbbildLing 5
gleichzeitig die Hz )hustheit des TTests (siehe Bemer
kung 5.)

5. Robustheit: Die theoretische TA‘ericilting beruht
auf der Annahme, dass die Daten normalverteilt sind, in
der Praxis kann man aber nie ganz sicher sein, ob die
Daten aus einer normalverteilien Grundgesamtheit
stammen. Wir haben aber gesehen. dass der T—Test ro—
bus/ist: Er liefert selbst für kleine Stichproben gute Re—
st.tltate (Abschützting eier I-lüufigkeiten der JWerte),
wenn die Annahme eier Normalverteilung nicht gilt. Ins
besondere ist das einfache Modell auf der Basis der

Gieichverteilung ausreichend, um die Grundiclee die
ses wichtigen Tests zu illustrieren (vgl. Abbildung 5).

1 •

0,8

0,6

0,4

•__•._•_a__.._•_ -4‘——*— .-__.___‚____

-15 -10 -5 0 5 10 15

Klasse

. simutierte Summenhäufigkeit exakte Surnmenhäuftgkeit

Ahhildung 3. Vergleich der simulierten T-Werte mit der T-\‘ci‘tei
lung.

6. Weitere Hypothesen: Bisher haben wir nur die
Frage gestellt ob die Füllmenge im Mittel geringer ist als
der Sollwert. Die Fragen. ob der Mittelwert größer als
der Sollwert ist oder ob der Mittelwert vom Sollwert ab
weicht (zweiseitiger T—Test) xverden auf analoge \Veise
behandelt. Vergleiche von Differenzen eier Mittelwerte
tinabhfingiger Stichproben aus Grundverteilungen mit
derselben Varianz und die Ermittlung von Konfidenzin
tervallen für Mittelwerte sind von Fisher auf diese Ha—
gestellung zurückgeführt worden. Sie können daher
mit der 7Verteilung behandelt \verden. Bei Untersti—
chung von Differenzen der Mittelwerte aus Grttnclge
samtheiten mit unterschiedlichen Mittelwerten und Va—
rianzen ist die TVerteilung nicht mehr anwendbar. Man
wird mit einer Simulation arbeiten.

.luscliri/) der 1 dr/bs.s‘ee

a,o. lJniv.—Prol. t)r. Norhert Brunner und an. t.lniv.—i‘iuf. t)r. Man—
Fred Kühtcitner, Institut für Mathcmat ik, Dl 11, 13OKt‘, öreg> ir Men
del StraSe 33, 1180 Wien, E—M:uL norhert.hrunner@huku.ac.at,
manfred. kuehleitner@K >ku .ac.at

Gregorianische Kalendergeschichten
Axel Born und Ger/iard/. lVoegiii,gei

Ein tropisches Jahr ist eIer Zeitraum zwischen der
Tag—undl—Nacht—Gleichc in einem Frühling und der Tag—
mind—Nacht-Gleiche im dlarauffolgendlen Frühling. \Vhh—
rendl eitles tropischen ahres umkreist die Erde genau
einmal vollstündlig die Sonne.

Dazu benötigt die Erde ungefähr 365 Tage, 5 Stun
den. -iS Minuten und —i6 Sekunden. (Die Hinge dler tro
pischen Jahre sch\\ ankt und oszilliert ein wenig. cIa die
Bewegung tier Erdle von der Schwerkraft tier andiercn
Planeten undl von dler schwerkraft des Mondes beein—
flusst wird.) Damit unsere Kalendierjahre möglichst gut
mit dien tropischen Jahren ubereinstimmen. ist im Gre

gorianischen Kalender ungefähr jedes vierte Jahr ein
Schaltjahr. Gewöhnliche Jahre haben 3n5 Tage. Schalt
jahre haben 36ö Tage. Die genaue Regel laulet:

ahre, die nicht dlurch i teilbar sind, sind gewöhnli
che Jahre;

• Jahre, die durch 4 aber nicht durch 100 teilbar sind,
sindl Schaltjahre;

• Jahre, die dlureh 100 aber nicht durch —+00 teilbar
sind, sind gewöhnliche Jahre,

•Jahre, die durch 400 teilbar sirldl, sind Schaltjahre.
Es ist leicht zu sehen, dass sich im Gregorianischen

Kalender dlie Schaltjahre in einem Zyklus von -tOD ‚Jah
ren wiederholen. Betrachten wir einen solchen Ziclus
von -iOO aufeinandler folgenden Jahren einmal genauer:

Er besteht aus 503 gewöhnlichen Jahren mmdl aus
97 Schaltjahren. Alles in allem ergibt cia.s 305 565 +

97
. 566 1-16097 Tage. Erstaunlicherweise ist dlie

Zahl 1-16097 diurch 7 teilbar. undl daher bestellen diese
-+00 jahre aus genau 20S1 Wochen. Das bedeutet aber.
dass sich im Gregorianischen Kalender nicht nur die

Schaltjahre, sondern auch die Wochenlage in einem
Zyklus von -iOO Jahren wiederholen Da dler 1. Jünner

5
5
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2000 ein Samstag war, wird der 1. Jänner 2400 ebenfalls
ein Samstag sein. Da der 2. Jtinner 2000 ein Sonntag
war, wird der 2. Jänner 2400 ebenfalls ein Sonntag sein.

Und so fort. Da das Jahr 2000 ein Schaltjahr war, in dem
der 29. Feber auf einen Dienstag fiel, wird das Jahr 2100
ebenfalls ein Schaltjahr war, in dem der 29. Feber auf ei
nen Dienstag fällt. Der gesamte Gregorianische Kalen
der wiederholt sich mit einer Periode Von 400 jahren.

‘t

l -

a -. ‘ -

-C

1 664 687 685 685 (,67 684 5
2. 688 684 687 685 685 687 (,81

3. 684 688 684 687 (,85 685 687
4. 68‘ 684 (,88 684 (‚87 685 689
5. 685 687 (,84 688 68‘i 687 685
6. 685 685 687 684 688 684 687
7. 61r 688 685 687 684 688 684
8. 684 687 685 685 687 684 688

9. 688 684 687 689 685 (,87 684
10. 684 688 68i 687 685 685 687
1 1. 687 684 688 684 687 685 685
12. 689 687 684 688 684 687 685
13. 685 689 687 684 688 684 687
ii. 687 685 685 687 684 688 684
15 68 687 685 685 687 68, 688
16. 688 684 687 685 685 687 684

17. 684 688 684 (,87 685 685 687
18. 687 684 (,88 684 687 685 685
19. 685 687 1)81 688 1,81 687 685
20. 685 685 687 684 688 684 (,87

.21. 687 685 689 687 68 1 688 684
22. 684 (87 685 685 687 (184 688
23. 688 684 687 689 689 687 684
2l. 684 688 68i 687 689 685 687

29. 687 68i 688 68i 687 (,85 685
26. 685 687 (8, 688 68 1 687 689
27 1,85 685 (,87 684 688 68 (,87
28. 687 685 685 687 18 1 688 6$i
29. 6i 1 (1 ri 6i2 6i2 (,43 641 64i
$1) 631 (,21, 631 627 629 62‘) (,27
31. 39‘) III! 358 .((7 399 Cl

T:ihelle 1: l)ie \ei1eiIL!fli5 dr‘i \Vi )CI11..‘111a9l..‘ auf die 7vl(lfl)IIS!)1912

VOfl 600 :ii,ifiniiicIi.‘i‘ h)114ei1(Iei‘i jahi‘en des
(Ire 41)rianischen Kalenders.

Man kann sich nun leicht ausrechnen (oder sieb
leicht von einem Computer—Programm ausrechnen las
sen) wie sich die verschiedenen Monatstage innerhalb
einer solchen Periode von 400 Jahren auf die sieben
Wochentage verteilen. Wir haben das getan und unsere

Ergebnisse in der Tabelle 1 aufgelistet. Interessanter—

weise ist diese Verteilung ziemlich ungleichmässig.

Zum Beispiel: Es ist viel \vahrschcinlichcr. dass der 31.
Tag eines M )rlats auf einen Donnerstag Ei 1k, als dass er

auf einen Mittwoch fällt. Die Wahrscheinlichkeit für

dcii Donnerstag beträgt p = 402/2500, während die
Wahrscheinlichkeit für den Mittwoch nur j) = 395: 2501)
beträgt. (In 400 aufeinander folgenden Jahren gibt es
genau 2500 Monate mit 31 Tagen.) Ein anderes Beispiel:
Der 13. Tag eines Monats fällt am häufigsten auf einen
Freitag, und zwar 658—mal in 400Jahren. und er fällt nur
seltener auf die anderen \Vochentage. Eine wirklich
schlechte Nachricht für abergläubische Menschen!

In der Tabelle 2 listen wir die Verteilungen der Wo

chentage für einige konkrete Daten auf. Der Valentins—
tag (14. Februar) fällt besonders oft auf einen Dienstag.
Der Schalttag (29. Februar) fällt oft auf einen Montag
oder Mittwoch. \Veihnachten (24. Dezember) fällt oft
auf Montag, Donnerstag oder Samstag und seltener auf

Dienstag. Mittwoch, Freitag oder Sonntag. Der Rosen-
montag fällt praktisch immer auf einen Montag.

)d ‘
— Ii 0 ii CC.

4 57, i6 4
Valenlinsia$ 96 58 56 58 57 57 58
Schaltet9 15 13 15 13 14 I 1 13
\Veilinacliien 58 57 57 98 96 58 56
lt1,sennil,I1di:4 4(1(1 0 (1 (1 (1 0 (1

Tahelle 2: Die Verteilung der Wochentage für einige konkrete
Tage in ‘iOO aufeinander k)!genden fahren des
(Iregorianisehen Kalenders.

Zum Abschluss wollen wir noch ein kleines Geclan—
kenexperiment machen: Wir wollen eine Reform des
Gregorianischen Kalendlers durchführen, die dlie durch
tOO teilbaren Jahre zu gewöhnlichen Jahren (mit 365
Tagen) macht. Nach unserer Reform wiedlerholen sich
die Schaltjahre in einem neuen, kürzeren Zyklus von
100 Jahren. Dieser Zyklus umfasst 76 gewöhnliche Jah
re und 24 Schaltjahre, und besteht dlaher aus 76 . 368 +

2-1 366 = 3682‘i Tagen. Diese Zahl 36524 = 7 8217 + 5
ist nicht dlllrch 7 teilbar. In unserem reformierten Gre—
gorianischen Kalender wiedlerholen siels daher W —

chentage und Schaltjahre in einem gemeinsamen Zyk
lus von 700 Jahren, der sich aus sieben 100—jährigen
Schaltjahreszyklen zusammensetzt. Ein einzelner
Schaltjahreszyklus besteht aus 5217 Wochen und 8 Ta

gen. Relativ zum unmittelbar vorangehenden Schaltjals—
reszyklus verschiebt sich dlabei jedles Datum um Ii.inf
\V( (cl icntage nach vorne . tvlonlag svi r1 zu Samstag,
Samstag wird zu Donnerstag, Donnerstag zu Dienstag,

etc. Nach sieben Verschiebungen ist alles wiedler beim
Alten.

Diese sieben Verschiebungen sorgen dafür, dass im
reformierten Gregorianiselien Kalendler die Monatstage
völlig gleichmässig auf (lid‘ sieben Wochentage verteilt

wären: Die Wahrscheinlichkeit, dass (1er 31. Tag eines

Monats auf einen Donnerstag fällt, wäre genau gleich

groß wie die \Vahrseheinliehkeit, dass er auf irgendei

nen andleren fixen Wochentag fällt. Der Valentinstag

und \Veiltnachten würden jeweils mit Wahrscheinlich

keit 1/7 auf einen Montag. Dienstag. Mittwoch, Don

nerstag. Freitag. Samstag oder Sonntag fallen. Ach, wie

wäre 1ie Welt dlami langweilig!

.‘Iiisc‘617//d‘ii der 1 k‘r/assd‘e
Axel Horn, 0KG t7rsdilinen, l.eonliarclstral4se 62. 8010 Graz.
GerharclJ. \Voeginger. TU l7indhoven. P0. Hox 913,
5600 . 118 l7indlsi wen, Nieclerlande.
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Zur Seltenheit
der reduziblen Polynome
Geia// Kuba

Es siiid astmplo/isc/i /00 Pis.cii/ a//L‘r mlioiia/r‘ii
Pu/t‘;iunic‘ii/esteii Grades irrediribe/. Jsbesoi,cleiv ha!

ciii u/d// j.eird/il!rs nicht/ineares Po/riiuin /isI sicher
L‘ei;ie raIjuiia/e\il/sfc//e. Wir/eilen e/emenlareine (ii—

‚/eic/iahl,g il,, die (lid‘ ii‘a/ire 6rjS‘eiiordiiiiiig des /11/—

leils (1er rL‘(l1LiblL‘n 1‘It‘iioiii‘ hesliiiiiiii.

1. Einleitung

l3ekanntlieh gibt es eine starke Analogie zwischen
dem Ring Z der ganzen Zahlen und dem Ring Q[X] der
Polynome in einer nbestimmten V mit rationalen Ku—
eflizienten. Die gesimte elementare Arithmetik des Rin—
ges (Teilbarkeit, Division mit Rest, Satz von der ein—
cleutigen Primlaktorenzerlegung usw.) lässt sich prak
tisch 1:1 auf den Rin Q[x] übertragen. Die Rolle der
Prii,,ahle,i im Ring spielen dann im Ring Q[x] die
irredirih/e,i Po/tiionw: Ein rationales Polynom p(v )
heißt irreduilx.‘/, wenn es keine Darstellung

=q1(X).q (X)mit rationalen Polynomenq1(X).
i(v) gibt. deren Grade kleiner als der Grad von p(x)
sind. lni Gegenzug nennt man natürlich ein ijich! irre—
duzibles Pi l mm as/i,.:ihe/. So ist z. 13. das Polnom— reduzibel. da X2 — (.v —

+ ) gilt. (Da
gegen ist, wie man leicht sieht, das P ilvnom .V + irre
du7ihel.

Die reduziblen ‘( )lvn( mc in Q[V]entsprechen somit

den 1sanh/iic‘iljesellc‘n Zahlen in T. 1 )ie Analogie zwi
schen und Q[X] findet allerdings ein jähes Ende.
wenn man die \erteilung der Primz:ihlen in mit der
der irreduzihlen Polynome in Q[_v] vergleicht. 13e—
ka nntl ich strebt der Anteil der Pn mzahlen unter den na
türlichen Zahlen [. 2 hmit h — oo gegen ii. Smit

beträgt die as mptotische Dichte der Primzahlen \LLL
Prozent: Eine zuiällig gewählte natürliche Zahl ist /isl
sicher keine Primzahl. Dagegen beträgt die asvmptoti
sehe Dichte der irreduziblen Polynome ItiP Prozent:
Ein zufällig gesvähltes rationales Polvnom ist /iisI sie/tee
i rred u zil icI

2. ForHlulieru ng eines polvnomialen
P riniza hisa tzes

Für ganzzahliges 1‘ sei Tt(/‘) die Anzahl aller Primzah
len p im Bereich p 1‘. \\ie bereits festgestellt gilt
lim rt(/) k = 0. 1 )er klassische Primzahlsatz, der bereits

011 Gauss u id Letc, it /iz‘ vcrni u tet. jedoch erst 1596 v m
lladcanan/ und dc la l ‚/lü I-‘onssin be\\ iesen wurde.
geht über dieses Resultat weit hinaus. Er besagt, dass
der Anteil (1er Prinizahlen unter den natürlichen Zah
len 1. 2 ii für großes h nahezu invers dem natürli
chen Logarithmus von lt ist, genauer dass
hm(it(b) i) Inh 1 gilt.

l3evor wir eine Aussage über die asymptotisclie Dich-

te der irreduzibleri Polynome überhaupt gewinnen
können. tiiüssen wir klarstellen, was eigentlich unter
der as)‘nipliilisc/u.‘i/ Dichte ici rationalen Polynomen
tu verstehen ist. Zur a.svniptotischen Dichte der Prim—
zahlen kommt man, indem nian die Menge II der posi
tiven ganzen Zahlen durch eine denkbar einfache Folge
7, T, T endlicher Teilmengen ausgeschöpft, näm
lieb 7‘, {1 hJ (lX‘ 1,2,3,...). Zu jeder Teilmenge ?‚
bestimmt man die Anzahl it(k) der in ihr enthaltenen
Primzahlen. Datin dis irliert man diese Anzahl
durch die Anzahl aller Elemente von 7, und bestimmt
das Grenzverhalten des Quotienten für 1‘ 00

In Analogie dazu w äre die Menge Q[Xj durch eine
geschickt und natürlich gew älilte Folge S, 5,. S
etidlicher Polym)nimengen auszuschöpfen Mit it(S.)
könnte man dann die Anzahl der irreduziblen Polyno
me in der \lenge bezeic hncn. Ist dann a(S1 ) die Anzahl
aller Polynome in s1.

so wäre im ) a(S, ) = 1 die

angestrebte Aussage, dass die as)‘n/plolisc/!e l3ichle der
irreduzibien Polvn inie gleich 1 ist.

Tm \Vesentliclten werden wir genaltso vorgehen, al
lerdings eine zweckmäßige Vereinfachung vornehmen.
\Vir nennen zw ei rationale Polvmmie p( v). (J(X) übt
licht. wenn es eine rati( male Zahl p (1 gibt, sodass
p(x) = p . d/(.\ )gilt. Sind p( V ) und q(X )zw ei ähnliche
Polynome. dann ist offl.nsichtlicli j(.V) genau dann ir

reduziliel. wenn d/( .v) irredtizibel ist. Ferner gibt es
zu jedem rationalen Polvnoin J)(X) ein ähnliches Po
l\ nom. das duft hw egs ganzzahlige IG ielfizienten bat.
Liii ein st iclies tu gew innen, braucht man p(X ) ja

nur mit dem 1 tauptnenner aller Koeffizienten von
Ji(.V) zu multiplizieren. z. 13. t2 (-- — -- .v + =

. .\ — 1 .\ ± 63.) \ach einem bekannten Satz von
GanS lässt sich jedes ganzzahlige Polvnom, dIas Pro—
dl ukt zweier rat ina 1er P ü vm )me der Gradle in und ii

ist, auch stet.s als Produkt zweier ganzzahliger Polyno
me dler Gradle m und ii schreiben. Ein Polvnom p(.v)
mit ganzzabligen Koeffizienten ist somit dann und nur
dann redluzihel. w cnn es eine Darstellung p(x) =

1 q (v). q(.V) mit ‚9ail:uh/ieii Polvnomen
q(x) gibt. deren Grade kleiner als der Gradl von p(x)
sind1. \\‘ir können uns daher im Folgenden auf ganz—
zaIi/49e Polynome beschränken. Schließlich syollen wir
bei eier Formulierung unseres polenomialen Primzahl—
sattes auch nicht alle Polynome in einen l pf werfen.

‘,ondern itiijner Pol\ nome eines festen Grades ii be
trachten. Dabei betrachten wir gleich nur Grade ii grö
ßer als 1. denn unter den linearen Polynomen sindl nicht
nur as mptotisch 10(1 Prozent aller Polynome irreduzi—
bei: selbsts erständlich sind alle linearen Polynome irre-
dii ziliel

Zu fest vorgegebenem ii 2 und ariablem ganzzah—
ligen Ii 1 betrael iten wir alle Polynome
dt X“ + ci, .V0‘ +...+ ci,.V + a1 +a, mit Koeifizien
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ten a, dergestalt, dass a,, 0 und ci, Ii für alle
= 0, 1 n gilt. Es sei A,, (Ii) die Anzahl all dieser Poly

nome und i,,Qi) bzw. R,,Qi) die Anzahl all dieser Poly
nome, die irrecluzibel bzw. recluzihel sind. Es gilt somit
stets 1(h) + R,, (Ii) A,, (ii) und, wie man leicht aus
rechnen kann, A,, (Ii) 21i(21i + 1)“. Unser polynomialer
Primzahlsatz lautet nun

i,.(h) . R,,(h)
Inn 1 bzw. hrn 0.

A,.(h) “ A,,(h)

Wir werden ein \venig mehr zeigen und den Anteil
der reduzihlen Polynome genauer abschitzen:

Satz 1. Fiirfecle;i/sten Grad ii 2 gilt die -ll3schät—

zi iii

2“li“ R,,(h) ‚i2u‘li(i + lnh)2

/iiralleh 1.

Auch wenn die obere Schranke der Abscl+itzung et—
was grob (und z. B. im Falle ii -t fürh < I0‘ wegen
1?,. (Ii) A,,(h) (2hX3h)“ trivial) ist, zeigt die Absehtit
zung deutlich die Asvmptotik von R,. (Ii): Die na/ire
Gi‘ÖJA‘nordnnng von Je,, (h) ist für sehr große Ii im \Ve
sentlichen durch Ii“ gegeben. ( Konstante Faktoren so
wie der logarithmische Faktor sind unwesentlich. Das
\‘erhältnis R,.Qi) /A,, (ii) bewegt sich soiua in der Gro
ßenoi‘dnung i/h. sodass die Konvergcnzgcschwindig—
keit der Nullfolge R,, (Ii) /.-l,, (Ii) (h 1. 2 ) im \Vesent—
liehen dieselbe wie bei der Folge 1‘!, (Ii 1.2,...) ist.
Das Verhdltnis 1(h) -l(h) stiebt mit Ii —* genadiso
rasch gegen 1 wie der Ausdruck 1—

3. Gitterpunkte unter einer Hyperbel

Man kann Satz 1 auch als Gitterpunktstheorcm inter
pretieren: Es wird die Anzahl aller Gitterpunkte
(ci,, a,..., ci,,) in einem (ii + 1)-dimensionalen Würfel
der Kantenkinge 2h ahgeschiitzt. deren Koordinaten
den Koeffizienten eines recluziblen Polynoms vom Gra
dc n entsprechen. Tatshchlich benötigen wir zum Be
weis von Satz 1 ein elementares Resultat aus der Gitter—
punktlehre.

Lemma 1. Dir reelles! seil-1(i) dir‘ ‚-lnaIdderI‘aare
(x, i‘)ganzer Zahlen x, y /Yirclie 0 .x;‘ t eibll/ ist.
Dann gilt 1-1 (t) 4t(1+lnt)/brallet 1.

Beweis. Aus SyiYirnetriegründen genügt es, die An
zahl 1—1, (t) der Punkte (x, t‘) mit ganzen Koordinaten x,

zu bestimmen, die innerhalb des f-Jerhelc/reiec)is lie
gen, das durch die Ungleichungen X, ‘ 1 und .vr t.
also durch x 1 und 1 j‘ 1 /x lestgelegt ist. Es gilt

dann natürlich -f(t) = -iH,(1). Die ganze Zahl H,(1) ist
nLin offensichtlich nicht größer als die ‘celle Zahl

=

Wenn man eine Sed uenz von Rechtecksstreifen der
Breite 1 zwischen die Hvperbel ‘ = -- und die .v-Achse
parallel zur Achse einpasst. so ergibt ein Flaclienin—
haltsvergleich

-- f.-clx =lnx,

sodass also -H(t)= l-i(1) /1+ L 1(1+ litt)
gilt. cj. e. 4. i,,,

4. Eine Koeffizientenabschätzung

Lemma 2. Es seien y, 1‘,..., v,,, reelle Zahlen im In—
teivall [— y, y] /Yir v > 0. Daiiii sind die Ahsoluthetrd
ge clerKoe/j‘ziente;z des Polrnoms
(x + y )(x + y)...(X + ‘,,,) chii‘cliu‘egs b/ei,ier als

+
Beit‘eis. Es gilt (x + ‚ )(x- + r)... (x + r0,) =

.V+s,,,_,Xv_i±...+s..V +snlit

l‘i + 1‘- +... +

+ i‘r, +... + vt‘,,, + ‘‘, ± ‚(‘.1‘,

si = .V2.)‘... 1‘,,, +Yi,V3... )‘,,,+...+)‘i (‘,,,(‘,,, +

+)‘it,‘,...

.UJ.
Für k 1, 2 n errechnet sich der Koeffizient

dadurch. dass man für jede h—elenientige Teilmenge 7
von {i. 2 ni}dlas Prodlukt [J j‘ bildet undl dann die
Summe alB.‘ dieser

Produkte bildet. Die Anzahl dliese—r Sdimin:indlen betraig

natürlich exakt

(nl
Wegen i‘, i r gilt daher Iu-cj

‚
JJ“ dr

= 1,2 in und somit gilt

(in‘ i,

I 1
‚

(hinomiseher Lehrsatz!) für alle / 0, 1,..., in— 1(/. e. cl

5. Beweis von Satz 1

\Vir müssen dlie Anzahl 1/,, (Ii) aller Polynome

13(X) = a,,X“ + a,,_,X_i +...+ aX3 + a,.V *

mit ginzzahligen Koel‘fizienten ci, im lniei‘vaIl [—lili]
und ci,, 0 abschützen, sodlass p(x) reduzibel ist. Si
cher redluzibel ist p(X), wenn ci,, = 0 gilt, denn dann
kann man aus p(X) das Polynom X herausheben. Die
Bedingung ci,, = 0 ist natürlich dquivalent mit p(0) = 0,
cl. h. die Zahl 0 ist eine Nullstelle des lolvnoms p(A‘).
Da es genau (2li + i)“‘ ganzzahlige Tupel

(a, (12 a,,_, ) mit -—Ii ci Ii und genau 21, ganze
Zahlen a,, 0 im Intervall [—lili] gibt. bet ragt die An
zahl unserer Polynome p(V), [dr die p(o) 0 gilt,
exakt (2h)(2h + i‘ . Somit gilt jedenfalls
ie,,(h) (2h)(211 + 1) — > (21i)“, womit die untere
Schranke der Ungleichung in Satz 1 gesichert ist.

Um nun auch die obei‘e Schranke der Ungleichung
zu besttitigen, fragen wir ein[aeh. wie viele Mögliehkei—
teil es maximal gellen kann, ein Piilvnont ti(.\‘) wie
oben festgelegt als Prodlukl von zwei Polynomen ‚f(X)
undl g(_v) Zu schreiben, wobei der Gradl von /‘( A‘)
bzw. g(X) kleiner als ii ist. Wir setzen also

f(x)= h,xr±l,,V +...

g(X)= e x‘ +c,X‘ + X2 +c.V +e,,.

mitb,. ci.füri=0.1 uncl/=0.1 s.
Für das Gradpaar (r. s ) mit r, s 1 und r + s = ii nen

nen wir die Doppelsequenz (b,,. h,,..., b,: e,,,c,,...,c, )
iilässic voni T(p(r. s)wenn h,c, 0 und b,,e,, 0 Lind
sdmtliclie J\s)effizienten des Pc)lynonls /(v)- g(X) im
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Intervall [—ii, ii] liegen. Die Anzahl aller zuliissigen Dop

pelseciuenzen aller möglichen Typen ist dann sicher
nicht kleiner (wegen Mehrfachzhhlungen sogar be—
tr1chtlich größer) als die Anzahl aller reduzihlen Poly
nome p(X) vom Grad ii mit allen Koeffizienten im In
tervall [—ii, h] für die p(O) 0 gilt. Letzteres entspricht
der l3eclingung 60c( 0. Die recluziblen Polynome
p(x) mit p(0) Oauszuschließen client der techni
schen Vereinfachung und stellt überhaupt kein Pro
blem dar, wenn wir nur deren bereits berechnete An
zahl (2h)(2/i + i)“‘ im I-Iinterkopf behalten.

Lemma 3. Fdr r, s 1 iiid 1‘ + s ii sei die Doppel-
Sequenz (l2‘ ö‘,..., /; C() c,..., c, ) zu/ässi com Tjp
(r, s). Dmni ilil,, c1 <2“‘n2“‘1i/)?,‘al1ei, .1.

Mit Lemma 3 ist die obere Ahsch2tzung von Satz 1
leicht zu erzielen. Es gibt genau n — 1 Zahlenpaare (r, s)
mit r, s 1 und r + s n. Die Anzahl aller zuliissigen

Doppclscdlucnzcn vom Typ (es) ist nicht größer als
die Anzahl Z(r. s;!i) aller ganzzahligen Tupel
(ha, 1) b; c0,c1,..., c) mit l ‚ c1 < 2“ ‚i1 1i für
1 < r, 1 ß /<s und 0 l2c0 Ii und 0 b, h.
Mit Hilfe von Lemma 1 gilt daher

Z(r, s;h)

(2 ‚11+Yi) (2 2“‘ ‚i2+hIi) (4!i(1 + In!?»2

= 2 ““ 2)+ 0U“ ÷i)( _2)/
(1 + In 11)2.

Die Zahl z( /j) hiingt natürlich nicht wirklich von
(r. s). sondern wegen r + s = ii lediglich von n (und Ii)
ah: Z(r, s:/i) Zi;1i) Aus

R,Qi) (2h)(21i + i)‘‘ + — l)Z(in/i)

gewinnen wir schließlich die Abschiitzung

RQi)

(21i)(2/i +ii)‘‘ + ii 2“ -2+ ‘_32!(J
+ Inh)2

+2u2+ n2u_2u_)/,(1+ In!?)2.

Damit ist Satz 1 bewiesen, denn es gilt
<2s für alle .v2, was

man etwa mit einer elementaren KLlrvenchskussion
leicht vcrifizieren kann.

6. Beweis von Lemma 3

Es sei p(X) irgendein ganzzahliges Polynom vom
Grad ii mit allen Koeffizienten im Intervall [—6, hJ und
p(o) 0. Da Ja(X) höchstens 11 reelle Nullstellen hat,
können wir im Intervall [—;i, n] stets ii ganze Zahlen
x x,, festlegen. sodass p(x ) 0 für i 1,2 ii

gilt. Zun1chst stellen wir fest:
Fiiralle i = 1,2 n ‚ili ) < + ‘6 (6.1).
Das folgt sofart aus der Tatsache, dass p(x, ) nicht

größer als der Wert I‘(n)sein kann, wobei das Polynom
P(x) durch P(x) IiX“ + !i “‘ +... +hX2 + hiX + Ii
gegeben ist, denn (geometrische Reihe!)
(n) = Ii (n‘‘ i)/(u — i)

Wenn es nun eine Darstellung p(x) f(x)j.t(x)
mit ganzzahligen Polynomen 1(x) und ‚t(X) der Gra
dc rund sgibt, so müssen für jedes iclie ganzen Zahlen

.!‘(x, ) Lind g(x )Teiler der ganzen Zahl p(x ) 0 sein.
Insbesondere gilt f(x, )‘ J(x. ) p(.v, ) und nach
(6.1) somit

/Yir alle i 1, 2 n,ifl f(.v, ) < n‘ 6 (6.2).

Der Grad rvon /‘(X)ist kleiner als n, sodass r + 1 ii

gilt. Da ein Polynom r—ten Grades durch die Werte an
r + 1 Stellen eindeutig festgelegt ist und für das durch

X—x
q(x)= f(x, )flj / =

.‚ —;

1
fl(.v_x,) (6.3)

— .xf

gegebene Polynom q(x) offensichtlich q(x, ) = /‘(x )
für alle i = 1, 2 ‚...‚r, r + 1 gilt ( [ci anllechelnterpoIati—
on!), haben wir q(X) /‘(X) und können (6.3) benut
zen, um eine Abschützung der Koeffizienten
h, 6,..., 6,. des Polynoms f(x) zu gewinnen. Da
x,,..., x,. ganze Zahlen sind, gilt sicher

Nach Lemma 2 sind die Absoluthetrhge der Koeffi

zienten des Polynoms fl (x — x1) durchwegs kleiner

als (n + i)‘. Wegen (6.2) und q(X) = f(x) und (6.3)
müssen daher die Ahsoluthetr1ge der Koeffizienten des
Polynoms /‘(X) durchwegs kleiner als

(r +i).(n“‘h).(n +1)‘ 1?.(ii“h).(2;i)“‘ =

2“ /
2u ‘Ii

sein. In analoger Weise erhhlt man die letzte Schranke
auch für die Koeffizienten des Polynoms g(X), womit
Lemma 3 bewiesen ist.

7. Eine Bemerkung zu Satz 1

Unter Zuhilfenahme nichtelementarer I—Iilfsmittel, die
den Rahmen der vorliegenden Nole sprengen \vürden,
kann man zeigen, dass Salz 1 im Falle n 3 richtig
bleibt, wenn man dlen Faktor(1 + In ii) wegstreicht: Die
na/irr‘ GrC5//enord;ning von 1/,, (Ii) ist nicht nur im \Ve
sentliehen, sondern sogar ex‘a!?1 durch Ii‘ gegeben. falls
n 3 gilt. Dies trifft im Sonderfall n = 2 allerdings nicht
zu.

Tatsiichlich entspricht die wahre Größenordlndlng
von R(hi) überraschenderweise dlem geometrischen
Mittel der oberen und unteren Schranke von R,Qi) in
Satz 1, cl. h. es gilt c,/?2(1 + Inhi) 1? ‚(Ii) cP2(1 + In Ii)
für alle Ii 1, wobei c, und c, gewisse positive Konstan
ten sind.

8. Reelle Polynome

Betrachtet man statt rationaler Polynome reelle oder
I:oniple.ve Polynome, dann kann von der Selten/ici! der
reduzib/en Polj‘;ionie überhaupt nicht mehr die Redle
sein. In heiden Füllen ist zwar wieder kein lineares Po
lvnom redluzibel. Nach dem Fnndcimenlalsalz der Al—
‚el)/‘a ist jedloch ein komplexes Polynom vom Grad grö
ßer als 1 bzw. ein reelles Polynom vom Gradl größer als
2 stets über C bzw. IR reduzihel.

Somit bleibi die Frage nach dlem Anteil dler reduzi—
blen Polynome unter allen reellen Polynonien vom
Grade 2, mit dessen exakter Bestimmung wir unsere
Note abschließen.

11
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Satz 2. E sind (rirnd) 62, 72% aller quadratischen
reelle 1 Poly, 1 ome (ii 6er dem K6er IR) redi izibel.

Beweis. Ein Polynom p(x) = aX2 + bX + c mit reel
len Koeffizienten ist genau dann recluzibel, wenn p(X)
eine reelle Nullstelle hat, also genau dann, wenn
62 — 4ac 0 gilt. Die asymplotische Dichte der recluzi
blen Polynome unter allen dluadratischen Polynomen
ist somit auf natürliche Weise durch den grenzwertigen

ohimsanteil des durch die Ungleichung 62 — -inc 0
festgelegten Teilkörpers des \Vürfels a 6 c 6 für
6 — gegeben. Da der Volumsanteil offensichtlich von
6 unabhüngig ist, sprechen wir gar nicht mehr von der
asvmptotischen Dichte, sondern gleich vom tatsüchli—

ehen A ;iieil der recluziblen quadratischen Polynome.
Das Volumen des Würfels betrügt Eh5. Der durch

.v, 6 und 4xy z2 festgelegte Körper besitzt
aus Symmetriegrünclen das Volumen

4li
+

min {i }dx dz,

welches somit

betrügt. Somit betrügt der gesuchte \olumsanteil
((41+ln64).‘9)/l/(S/l)= 0,62720 q. e. (1.

Ein Urlaub in Agypten,
ein langweiliger Abend und
einige mathematische Folgerungen
.-l.vc‘l /üur;i ii od Ge,‘Iiardf. II‘ gi) q.ei‘

Ein unglaublich langweiliger Dia—bend

Kürzlich \\‘aren wir gemeinsam mit Professor Amhro—

sius zu einem Dia—Abencl bei der Familie Meier eingela
den. l—Icrr und Frau Meier zeigten uns Tausende von
Dias, die sie im vergangenen Sonnner in Agvpten ge
macht hatten. Der Abend fing genau so an. wie wir er
wartet hatten. Das Dia Nr. 0001 zeigte uns Frau Meier,
die in einem dicken lluch bkitterte. .. Da liest die Ilse ge
rade aus unserem Reiseführer vor“, erklürte 1—lerr Meier.

Ein wenig spüter zeigte uns das Dia Nr. O2HS dann
Frau Meier im Schatten einer gewaltigen Süule stehen.
Der obere Teil der Süule war am Dia abgeschnitten.
„l)ieses IIilcl hab ich genau um 12 Uhr Mittag aufgenom
men, und laut Reiseführer ist die Süule genau 12 Meter
hoch. Ein komischer Zufall“, erlduterte Herr Meier.
„Und im Reiseführer steht auch, dass sie zu den ganz
berühmten Süulen gehört, die durch Alexander den
Großen nach Alexandria gekommen sind“, setzte Frau
Meier hinzu „Die Ilse schwitzt so auf dem Dia, weil es
so furchtbar heiß war. Das war nüinlich am 21Juni, ge
nau wie der Sommer angefangen hit“. erldürte 1—lerr
Meier. Zu unserem Erstaunen erregte dieses Dia Nr.
028$ die Aufmerksamkeit von Professor Amhrosius:
„Diese SOLde wirft aber einen interessanten Schatten“,
bemerkte er,

Herr Meier schaltete schnell zum Dia Nr. 0289 weiter,
das den Boden in Großaufnahme zeigte, der aus gro
ßen, grauen, quadratischen Stcinplatten bestand Ja.
das ist mir damals auch aulgefallcn“. sagte Herr Meier.
„Der Schatten der SOule füllt nümlich genau mit einer
der Steinplatten zusammen.“ Die nüchsten p‘‘ Dias

zeigten dann noch mehr dieser Platten in immer gi‘öße
rem Detail ‚Laut ReUeführer ist jede Platte genau 1,60
mal 1,60 Meter groß. Und ich bin aLich genau 1,60 Meter
groß. Ein komischer Zufall“, warf Frau Meier ein,

Auf Dia Nr. 0962 war das Mietauto abgebildet. mit
dein 1—lerr und Frau Meier von Alexandria aus süclwürts
gelabten waren ollkilinatisiert Andernfalls hütte sich
die Ilse ‘ohl zu Tode geschsvitzt“, sagte Herr Meier
dazu. Das darauffolgende Dia Nr. 0963 zeigte das Anna—
turenbrett des Mietacitos ‚Merkt euch dieses Bild ge—
nau!“, sagte Herr Meier, „Es gibt spüter eine kleine Poin
te dazu, aber ich will euch nicht jetzt schon die liherra
schung verderben.“

Und tatsüchlich. Viele, viele, viele Dias spüter sahen
wir dann auf dem Dia Nr, 6622 wieder das Armaturen
brett des Mietautos .„\Venn ihr euch den Kilometer
stand auf Dia Nr. 0963 gemerkt habt, dann könnt ihr
nachrechnen, dass wir zu diesem Zeitpunkt genau tau
send Kilometer zurückgelegt hatten. Tausend Kilome
ter von Alexandria bis nach Assuan, in cli‘ei Wochen!“
Frau Meier unterbrach ihren Ehemann ganz aufgeregt:
‚Tausend Kilometer sind es aber nur deshalb gewesen.
weil wir nicht schnurgerade nach Assdian gefahren sind.
Stattdessen sind wir dlem Nil gefolgt und haben viele
‚Abstecher zu den wichtigsten Sehenswürdigkeiten ge
macht. Im Reiseführer steht, dass die Luftlinie von Alex
andria bis Assuan nur 845 Kilometer betrügt.“

Auf dem Dia Nr. 6651 war Frau Meier im Schatten ei
nes gewaltigen Obelisken zu sehen. \X‘eit entfernt war
in Flinrergrund der Stausee von ‚Assuan zu erkennen.

.‚l)as ist widder die Ilse. erlüciterte l-Ierr Meie r...Aber
der Obelisk neben ihr ist leider nicht antik. Den haben

(l4

i/i3 +-iJ J Ii dl,V+ J
(. II

41 + In 6-1
d.v dlZ = 6

)L\ 9
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erst die Englüncier in der Kolonialzeit cia hingebaut. Im
Reiseführer steht auch, dass dieser Obelisk am 21. juni
zu Mittag keinen Schatten wirft, weil cia che Sonne ge
nau über ihm im Zenith steht. Dieses schatteniose
Schauspiel haben wir aber leider verpasst, weil wir am
21. Juni noch im Norden in Alexandria waren. Schade,
das hätte \vohl einige wunderschöne Dias ergeben“,
seufzte er.

Als wir die Familie Meier nach dem Dia—Abencl verlie
ßen, sagte Professor Ambrosius zu uns im Treppen—
haus: „Ausgezeichnet! Ein höchst vergnüglicher Abend,
und noch dazu äußerst lehrreich! Und wenn ihr genau
aufgepasst habt, dann könnt ihr nun aus den erhaltenen
Informationen sogar den Umfang der Erde bestimmen!“

Wie wir den Erdumfang bestimmen

Wir wollen nun den Umfang der Erde aus den Infc r—

mationen herleiten. die uns 1—lerr und Frau Meier im
Laufe des Dia-Abencls zur Verfügung gestellt haben.
Dazu machen wir die folgenden beiden vereinfachen—
den Annahmen,

Erste Annahme: Wir nehmen an, dass die Erde
eine Kugel ist. Wir wissen natürlich, dass che Erde an
den Polen abgeflacht ist und keine perfekte Kugel bil—
clet, Aber die Kugelform ist eine einfac‘he und vernünfti
ge Näherung für die Form der Erde, und unsere Rech
nungen werden durch diese Annahme nur ganz gering
verfälscht.

Z\veite Annahme: Wir nehmen an, dass alle auf
der Erde auftreffenden Sonnenstrahlen parallel
zu einander sind. Die Sonne strahlt ihi‘e Lichtstrahlen
rad ial nach außen ah, Daher sind ci ie S )nnenstra h len
keineswegs parallel zu einander. Der Sonnenclui‘ch—
messer beträgt allei‘clings nur 1,4 Millionen Kilometer,
während der Abstand von der Sonne zur Ei‘cie 150 Mil
lionen Kilometer beträgt. Durchmesser und Abstand
sind also rund einen Faktor 1 00 v( )n eina oder entfernt!
Das entspricht ungefähr der Situation, \venn man mit ei
ner 1 Zentimeter großen Glühbirne einen 1 Meter ent—
fernten Stecknacielkopfanleuchtet. Die auftreffencien
Strahlen sind daher l2eh/aI/e parallel. Lind unsere ver—

einhichencle Annahme fühi‘t nur zu einem v inzigen Re—
chenl‘ehler.

Im f‘vleier‘schen Reiseführer steht geschrieben, dass
der Obelisk in Assuan am Mittag des 21, Juni keinen
Schatten wirl‘t. Die Sonnenstrahlen treffen genau verti
kal in Assuan ein, Wenn man einen derartigen Sonnen
strahl gedanklich immer weiter und weiter verlän
gert, dann trifft er sc‘hlussendlic‘h auf den Ei‘clmittel—
punkt ItT (Mathematisch gesagt: Eine Gerade trifft dann
und nur dann vertikal auf eine Kugeloberfläche auf,
wenn sie clui‘ch den Mittelpunkt der Kugel geht.) Wir

xvollen nun che Ebene genaLler betrachten, die am 21,
Juni durch einen solchen Sonnenstrahl s durch Assuan
(Gerade) und durch Alexandria (Punkt) aufgespannt
wird; siehe Abbildung 1. Diese Ebene geht clui‘ch den
Mittelpunkt der Erde, schneidet die Erde in einem
Großkreis und zerlegt die Erclkugel in zwei f-Talbku—

ciein.
Auf Grund unserer zweiten Annahme sind die bei—

den Sonnenstrahlen s und s, parallel zu einander. Die
Gerade. die durch A‘f und ciui‘ch Alexandria geht,
schneidet daher beide Geraden S: und s, unter dem sel
ben Winkel u‘. \Vie groß ist dieser \Vinkel u‘? Für die
Antwort benötigen wir ein wenig (ganz elementare)
Trigonometrie: Die Säule in Alexandria ist 12 Meter
hoch und steht vertikal von der Erde ab. Am Mittag des
21. Juni ist ihr Schatten genau 1,60 Meter lang. Der Win
kel w(zwischen Säule und Sonnenstrahl s,) liegt also in
einem rechtwinkligen Dreieck mit einer Ankathete der
Länge 12 und einer Gegenkathete der Länge 1,60. Des
halb gilt

tau(n) = Gegenkathete/Ankathete = 1,60/12 2/15.

Der Taschenrechner liefert uns nun 0‘ = 7,5946°.
Vom Erclmittelpunkt Maus gesehen deckt der Winkel u‘
zwischen Alexandria und Assuan einen Anteil von
7.S9-iO° des Gesamtkreises mit 360° ab, Der Abstand
zwischen Alexandria und AssLlan (545 Kilometer) muss
einen proportionalen Anteil des Gesamtumfangs 1‘ dar

Erde abdecken. Wir folgern:

7,59i6: 360 = 515: (‘.

Dabei‘ ist dci‘ Ei‘dumfang (1 = 5-iS ‘360/7,5916
-iO.051 Kilometer lang. Wenn man bedenkt, dass un—

sei‘e Rechnungen auf einigen verwackelten Dias und

auf dem Geschreibsel in einem Reisel‘ühi‘er beruhen,
dann sind diese i0.051 Kilometer ein ganz erstaunlich
guter Näherungswert: Moderne Erdvermessungen mit

Satelliten haben nämlich ergeben, dass der Adluatorum
lang dler Erde rund 10,076 Kilometer und der Polum—

fang rund 39.941 Kilometer betragen.

7ie Eratosthenes dlen Frdl umfang
bestimmte

Der griechische Wissenschaftler Eratosthenes von
Kyrene (276—191 v. Chr.) hat um das Jahr 230 v. Chr, als

einer der ersten Menschen den Erdumfang berechnet.

Ei‘atosthenes war umfassend gebildet und arbeitete als
Mathematiker, Historiker, Geograph, Philologe, Dich—
ter ii nd lliblk thekar in Alexandria ‚ Genau wie wir ging
Eratosthenes von den beiden Annahmen im letzten Ab

schnitt aus, von der Kugelform dler Erdie und von der

Parallelität der Sonnenstrahlen.

Zur ersten Annahme: Eratosthenes war natürlich be

lesen und gebildet genug, um fiber die Kugelform der

Erde llescheicl zu wissen. Die Kugelform der Erde wur—

ie bereits von Pvthagoi‘as vermutet, dler rund 300 Jahre
vor Eratosthenes lebte. Zur Zeit des Eratosthenes wurde

sie vom Gi‘oßtc‘il der wissenschaftlichen Gemeinschaft

akzeptiert.

Zur zweiten Annahme: Um das Jahr 270 v. Chr, he

rum hatte Aristarch von Samos (310—23( v. Chr.) gewis

senhafte astron()misc‘he Beobachtungen angestellt, und

sie in seinem Wei‘k „(/be,‘dic‘ c;‘,‘O/s‘r‘n 1/lid cli‘co‘-lbiö,ide

(‘0)1 S‘oiuie und lfond“ zusammengefasst. Aristai‘ch Ici-

Ahhitdtdlng 1: t‘)ie Ehene, die Atexanctria. Assuan und dEm Erd—
naoetpdlnki .1! unihitt.
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tete von seinen l3eobachiungen ab, dass die Sonne
zwanzig Mal größer ist als der Mond. und dass sie zwan
zig Mal weiter von der Erde entfernt ist der Mond.
Wir wissen heutzutage, dass Aristarchs Zahlen viel zu
klein geraten sind, was Lt ns aber wegen der großen Un
genauigkeit der damaligen Messinstrumente nicht wei
ter verwundert. Eratosthenes wusste auf jeden Fall. dass
der .Ahstancl von der Sonne zur Erde gigantisch groß ist.
und er schloss daraus, dass alle auf der Erde auhreffen—
den Sonnenstrahlen pandlel sind.

Eratosthenes wusste, dass in der süclügvptischen
Stadt Syene (dem heutigen Assu.tn) die l—liiuser am Mit
tag der Sommersonnenwende keine Schatten werfen.
Es soll auch einen tiefen Brunnen auf der Nil—Insel Ele
phantine bei Svene gegeben haben, in dem iie Sonnen
strahlen nur zur Sornmersonnenwencle den tief unter
der Erde gelegenen Wasserspiegel erreichten. Es ist
nicht bekannt, ob Eratosthenes auf seinen Reisen je
mals nach Syene gekommen ist und diese Phünomene
selbst beobachtet hat. Wahrscheinlicher ist, dass er cIa—
rüber in den Sch ri[trollen der Bibliothek von Alexa id na
nachgelesen hat. Svene Assuan liegt jedenfalls nur we
nig nördlich vom Wenclekreis des Krebses. und die
Sonnenstrahlen allen dort am 21. luni vertikal ein.

Eratosihenes lebte in Alexandria. \Viihrend einer
Sommersonnensvende bestimmte er dort zu Mittag den
Einfallswinkel der Sonnenstrahlen. Vermutlich verwen
dete er dazu eine sogenannte Skaphe, ein pnrniti\‘es
und ziemlich ungenaues liallikugelförmiges Instrument
zur \Vinkelmcssung. Vielleicht hat er auch den Schatten
eines Obelisken \ ermessen, und die l1inge des Schat
tens in Relatk in zur l-lölie des Obelisken gesetzt. Wir
wissen nicht genau. wie er die Messung durchgeführt
hat. Oh ne Trigonc )metrie war esa uf jeden Fall ein har
tes Stück Arbeit. Seine Messungen ergaben. dass der
Einfallswinkel gleich dem [ünfzigsten Teil eines vollen
Winkels ist, also 360° 50 = 7,2°.

Fratosthenes ging davon aus. dass (1er Abstand von
Alexandria nach Svene rund 5.000 Stadien betrügt. Eine
Anekdi )te berichtet, dass Ei‘at )stlienes einen Soldaten
die Strecke von Alexandria nach Syene abgehen ließ,
der dabei seine Schritte mitzühlen musste Aus der An
zahl der Schritte und aus der durchschnittlichen Schritt—
hinge konnte sich Eratostbenes dann den Abstand be
stimmen. Wahrscheinlicher ist. dass Eratosthenes die al
ten iigvptischen Landvertiiessungen stuc.lierte. und sich
dann den Abstand daraus ausrechnete. Einige der geo
graphische Schriften von Eratostlienes sind uns nümlich
erhalten geblieben, und sie zeigen, dass er über ausge

zeichnete Detailkenntnisse über den Verlauf des Nils
verfügte.

Eratosthenes setzte seine Informationen auf dieselbe
Weise zusammen, wie wir es im letzten Abschnitt getan
haben (siehe Abbildung 1): Da der Winkel ii‘ den ftinf—
zigsten Teil eines vollen Winkels bildet, müssen die
5.000 Stadien den fünfzigsten Teil des vollen Erdrtm—
fangs bilden. Daher ist der Erdumfang (‘ 250.000
Stadien lang.

Schlussbemerkungen

Unglücklicherweise ist nicht genau überliefert, wie
groß ein Stadion des Eratosthenes in den heute venven—
deten Lüngeneinheiten vüi‘e. Wir wissen zwar durch
Herodot. dass ein Stadlion genau 600 griechische Fuß
betrügt, aber die Lünge eines griechischen Fußes ist uns
nicht bekannt; wahrscheinlich wiesen diese alten Lün—
genmaße auch große regionale Untersehiedle auf.
I-IuIt.s‘c/i [2] nimmt an, dlass ein Stadlion rundl 157,5 Mc—
teil] entspricht. Gii/beitia,i [11 setzt ein SLtdlion mit ‘und
166.7 Metern an. und Rau//us [3] setzt es 185 ‚Metern
gleich. Unter den Annahmen dlieser drei 1-lernen wür
den die 250.000 Stadien von Eratosthenes respektive
39.375 oder 41.667 oder -tü.25(i Kilometer ergeben.

Auf jeden Fall erhalten wir Werte, die relativ nahe
beim tatsüchliclien Endlumfang liegen. Und auf edlen
Fall hat Eratosthenes eine intellektuelle Meisterleistung
erbracht. dije uns auch heute noch in Ehrfurcht versetzt.
In Zeiten der EISA—Studien fragen wir unsauch. wie vie
le der österreichischen Maturanten wohl dazu in vIer
Lage würen, rein aus dlen Informationen des Mci—
ersehen Dia—Abends heraus den Erdumfang zu bestim—
men.
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Algebraische Zahlen am Einheitskreis III:
Eine merkwürdige Klasse
algebraischer Zahlen
Gerakl Au lxi

. Einleitung

Das in [21 ahgehandelte zahlentheoretische Problem
aus der Mechanik legt folgende Klassihzien Ing der ii—
gebraischen Zahlen nahe. Wir nennen eine komplexe
Zahl jalns—algr4uraiscli Lind sprechen kurz von einer
IM—Zcu/uI. wenn sie als Nullstelle eines lk)lvnoms

mit rationa/eul und ;iic/iluiggatiu‘eii Koekizicnten tu tu

(1, a,_ auftritt. Ohne diese Nichtnei:itivitütsforde—
i-uni an die rationalen Koeffizienten erhült man die ge—
wöhnlichen algebraischen Zahlen . sarlass also eine
plus—algebraische Zahl auu ma tisch a Igebra iscl i ist.
Nennen wir abkürzend eine algebraische Zahl, die
nicht plus-algebraisch ist eine NP-i -Zahl. so zerfüllt die
Menge aller algebraischen Zahlen in zwei rlisjunktc
Klassen: die Klasse aller FA—Zahlen und die Klasse aller
NJPA—Zahlen. \Vührencl man zum Nachweis, dass eine
Zahl eine PA—Zahl ist, im Prinzip nur ein einziges kon
kretes Polynom benötigt, genügt es zum Nachweis,
dass eine Zahl eine NPA—Zahl ist, natürlich nicht, ein Po—
lynom mit einem negativen Koeffizienten ZLi hnden,

das die Zahl annihiliert. Man muss vielmehrgarantieren
können, dass die Zahl nicht auch Nullstelle eines ancle—
ren Polynoms (möglicherweise von abstrus großem
Grade) ist, das zufhilig gerade durchwegs nichtnegative
Koflizienten hat.
Innerhalb des rationalen Zahlkörpers Q ist die Klassifi
zierung jedoch trivial, denn es gilt:

Sätzchen. Es ist a e Q ‚geuuauu dann eine VP-1—Zalu/,
nenhla > 0 gilt.

I3eo‘eis. lstp(X)ein Polynom wie oben, dann gilt na
türlich p(a) > 0 für alle a > 0. tJmgekebrt ist jedes
nichtpositive a e Q als NullstelIc des Polynoms A‘ +

eine PA—Zahl.
Benierhnn,g. Natürlich ist jede positive algebraische

Zahl eine NPA—Zahl. Es kann aber auch eine negative
algebraische Zahl eine NPA—Zahl sein. Wie wir sehen

werden, trifft dies z. U. aul die Zahl — zu.
In dieser Note wollen wir uns im 1-linblick auf die An

wendung auf das in [2i dargestellte Problem vor allem
mit NPA—Zahlen a C beschüftigen. die am Einheits—
kreis liegen. cl. h. für die ai 1 gilt.

2. Beispiele

Eine NPA—Zahl 1 am Einheitskreis zu finden, ist gar
nicht so einfach. Betrachtet man etwa die algebraische
Zahl a = - + i ‘4, die Nullstelle dIes Pulynoiris

—4 X + 1 ist, so wird man kein rationales Polvnom
zweiten, dritten oder vierten Grades lmnclen können,

das a annihiliert Lind dessen Koeffizienten alle nichine—
gativ sind. L-lu//,i!,a/Je: Man gehe eine elementargeome—
trische Begründung dieser Behauptung.) Trotzdem ist
a eine PA—Zahl, denn es gilt

&+-a 0.

Die Zahl i ‘ + i ist dagegen wesentlich leichter
als FA—Zahl entlarvt: Sie ist eine Nullstelle des Pulynoms

—4 V + 1 und daher auch eine Nullstelle des Poly—
i‘iOiYiS

(.v_x+i).(x+x +i)= +.v2+i.

Ferner kommen auch die prominentesten algebrai
schen Zahlen am Einheitskreis. nümlich die Euulueuls—

nnrzeln (mit Ausnahme der Zahl 1) als NP \—Zahlen
nicht in Frage. Die Einheitswurzeln sind genau die Zah
len e = cos + i ‘sin . \vobei das Argument ein ra
unna/es Vielfaches von t ist. Ist nun also mit
rationalem q und schreiben wir q = - mit ganzzah—
ligen ‚ii, ii unl ii > 0, dann gilt “ = e‘ 1. wolter
auch der Name Ehu/ueitsu‘uurzel kommt. Somit ist
eine Nullstelle les Polynoms X2“ —1. Im Falle 1
ist wegen V“ —1 = (x—i)(i+x+x+...+x“ _i)
dlie Zahl auch eine Nullstelle des Polynonis
1 + X + +, .‚ + V2“‘ und somit eine PA-Zahl. Kurz:
1lle Ei,,heitswnrze/n 1 si,udPA—Zcihlen.

Um nun nachzuweisen, dass z. B. + i
. tat

süchlich eine NPA—Zahl am Einheitskreis ist. benotigen
wir ein wenig Rüstzeug aus elementarer Algebra.

3. Kleiner algebraischer Exkurs

Würde es nicht dem modernen Funktionsbegrift ZLi—

widerlaufen ( undl strenggenommen einfach falsch
sein), könnte man ein Pol)‘nom salopp als spezielle
Funuhtion mit beliebig undl unbegrenzt erweitr‘rbarem
Definitionsbere‘ich bezeichnen. Die anal‘tLsc/ue Sicht
weise gi‘eift jedenfalls zu kurz, denn in erster Linie ist
ein Polynom ein a4gebraisc/u Ding! Vor allem zwei Ei
genschaften sind es, die Polynome zum cinverzichtba—
ren Handwerkszeug dies Algebraikers machen und die
auch wir benötigen sverden: Einerseits kann man mit
Polvnomen fast so rec/uuuen. \vie man es von den gan
zen Zahlen her gewohnt ist. Genauer bilden die Polt‘;io—
nie in einer (‘nhestim,nten .V u‘ibereiuienz Köuyiei‘N (cl. lt
mit Koellizienten aus dem Korper 10 auf kanonische
Weise einen Ring N[X]. der strcikiurell in vielerlei Hin
sicht dlem Ring dler ganzen Zahlen iihnelt. (Viele Kon
zepte (1er elementaren Zahlentheorie. wie Teilbarkeit.
Division mit Rest. eindeutige Prinifaktorenzerlcgung.
sindl fast wörtlich vom Ring auf dlen Ring i‘[.\‘J cibei
tragbar. 1 Anclei‘erseits kann man in einem Pulvnom
p(x) über K die Unbestimmte .V durch ein festes Ele
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inent K eines beliebigen Oberkörpers von JE
tind damit ein Element p(K ) erhalten, das vielleicht
selbst dann in JE liegt, wenn K gar nicht in JE liegt. So ist
z. 13. p(X) V + 3 ein Polvnom fiber dem rationalen

Zahikörper Q und die Zahl 5 liegt in Q, ob
wohl die (im Oberkörper R liegende) Zahl nicht in Q
liegt.

Wir wollen nun die für unsere Zwecke wichtigsten
Begriffe und Resultate aus der Polvnomalgebra kLlrz
und hündig zusammenstellen. Details findet man in je
dem besseren Lehrbuch der Algebra. z. 13. in der hei‘vor—
ragenden Monographie [11.

Ist p(.v) = I,x + a,, V‘ -. +...±aV +a1X +0,,
ein Polynoni mit ve//eu Koell‘izienien (l CI,.... (1,.

wobei man Terme der Art 0X1‘ weglassen kann, so spre
chen wir kurz von einem reelleii Polynom. Von beson—
derern Interesse sind diejenigen reellen Polynome, dc—
ren Koeffizienten ralioucl/e Zahlen sind. \Vir sprechen
dann von ralju,ia/rni Polvnomen. Ist der sogenannte
l.eitkoeffizient a,, gleich 1. dann heißt das Polvnom mv—
iiisc/i bzw. ‚iormier/. Im Falle ii i und a,, 0 ist die
natürliche Zahl n der Grul des Polvnoms. Polynome
vom Grad 1 heißen linr‘cii‘. solche vom Grad 2 bzw. 3
nennt man cjiiaclrciliscli bzw. I,iiibisc/i. Ist p(.V) „so
heißt p(.V) /onslaiil und im Falle 0 0 ist der Grad
des P )lyn( ms gleich 0. 1-lahen die beiden P lyn )me

p(.v)hzw. p(.V)den Grad mbzw. ii. dann hatdas Po

lvnomp1(X)jc(.V)rlen Grad in + ii.

Gilt ]1 (A‘) p(v) = p,(.V ) für Polynome über einem
Körper JE. wobei wir nur die Fülle JE JR rind JE Q zu
betrachten brauchen. dann heißt p(x) ein Tel/ei‘ von
p(.v). (Dieser Teilbarkeitsbegriff ist absolut, cl. h. zwei
Polynome über einem Körper JE stehen genau dann in
einer aufK bezogenen Teilbarkeitsbeziehung, wenn sie
dies bezogen auf irgendeinen Oberkörper JE‘ D JE als
Ib ilvnome ülier JE‘ tun.)

Ein nichdv instantes Pi ilvnom p(X) heißt i,‘rc‘d,izi/x‘I
über JE. wenn p(X) nicht als Produkt zweier Polynome
geschrieben verden kann, die einen /J‘/c‘inea‘n Grad als
/2(X) haben. Es ist getJihrlich, von ü‘I‘ec/I).D iö/e;i Polyno
men zu sprechen und den Zusatz ö/x‘rK wegzulassen.
(So ist etwa das Polynom X —5 irreduzibel iiber Q,
wegen x — s =(x — ).(X + aber nicht irre

cluzibel über lR. ) Ein reelles Polynom, das irreduzibel
über JR ist, kann nur linear der dluadratisch sein. Wenn
wir von einem irrec/iizibel ‚‘ci/io,ici/en Po/)7loin spre
chen, so meinen wir claniit stets ein rationales Polvnom.
das irrecluzibel fiber dem Körper Q ist. Zu jedem ii 1
gibt es unendlich viele normierte, irreduzihel rationale 1
Polynome vom Grade ii.

tst 13(X) ein nichtkonstantes, reelles Polynom und
eine komplexe Zahl. dann heißt zeine Xiil/s/elle des Po—
lvnoms p(X). Ivenn p(z) 0 gilt. also wenn diejenige
komplexe Zahl verschwindet, die man aus p(.V)erbJilt.
indem man die [nbestitnmte X durch ersetzt ..\Iart
sagt dann auch: Das Polvnom /(X) ciiiinliilierldie Zahl
z. tst zeine Nullstelle von p(.V). dann ist zfür jede cel
le Zahl r 0 auch Nullstelle des Polvnoms r .p(X). Mit
jeder Nullstelle z = ci + ö/ eines reellen Polynoms p(A‘)
ist auch die konjugiert komplexe Zahl = ci — öl eine
Nullstelle von p(X). Besitzt ein rationales Polynom
p(.Y)eine raionale Nullstelle p, dann ist das lineare, ra
tionale P lviii un X

—
p ein Teiler von p( .v). sodass ins-

besondere p(X) nicht irreduzihel rational ist. Jedles irre
duzibel rationale Polynom vom Grade ii besitzt genau 0
paaveise verschiedene) Nullstellen in C. Diese Null

stellen treten als Paare konjugiert komplexer Zahlen
auf, sodass es mindestens eine reelle Nullstelle gehen
muss, wenn n iin,iiercicle ist.

Eine komplexe Zahl a heißt al,t,-‘ebraiscli. wenn sie
von irgendeinem rationalen Polynom annihiliert wird.
Insbesondere wird eine algebraische Zahl immer von
einem normierten rationalen Polvnoni annihiliert.
tberclies gibt es zu edler algebraischen Zahl o ein ein
clea/i,t3 besii,,iniies normiertes rationales Polvnoni
1,,, (x) hleinsieii Grades. rIas a annihiliert. Dieses Polr
01)111 p,(X) ist in‘edozibel rational und heißt das illini
iiialpoli‘iioni von O. Der Graileiner algebraischen Zahl
a ist dler Gradl dies Minimalpolvnoms von . Die alge
braischen Zahlen vom Grad 1 sindl genau die rationalen
Zahlen. Die algebraischen Zahlen vom Gradl 2, die man
auch qocich‘ci/lscli nennt, sind genau die Zahlen von der
Form ci +e‘x‘b mit ci. /2 s Q und 1, > 0 Lind

1 e e {l. —1,1. — i} und e.ll, ‘Q. Mit der folgenden \vun
dlerll:)ren Eigenschaft des Nliniinalpolvn m vollen wir
dt nseren Exkurs beenden:

$.1) ist (lid‘ cflL)eb)‘a/JSclle Zahl a eine ‚Vollziehe eines
rationalen f‘o/)‘;lon?sq(X), dann ist das lfiiiiinalpoh‘_
‚ioni p,(X) ein ‘Ii‘iler ion q(x).

4. Die NPA-l3edingung

Zun.ichst formulieren wir zwei l.enlnlata 1(11er PA—
Zahlen.

Lemma 1. Die honiplea‘e Za/ilz ist ‚ienaii dann eine

Rrl_Zalil, ii‘e;ni p hie il;d)eoileine ‚‘citionale Zcilil p > 0
eiii‘ I—‘zl-Za/i/ ist.

L3eii‘eis. Für rationales p 0 ist ein Polynom cj(.\‘)ge
iau dann rational. erm das Polvnom cj(p.V) rational
ist. Für eine Ileliebige reelle Zahl ci > 0 hat ein reelles
Pol 10111 /2(X) genau dann durchwegs pc isitive Koeffi
zienten, \venn das reelle Polvnom /s (v) P(dL\‘)
durch\vegs isi)ive Koeffizienten hat. (J. e. il.

Lemma 2. Wi‘iin/br die öoiiiple.x‘e Zahl z aiul ii‘
‚geiicleiiie ‚ganze Zahl ii > 0 die Zahl z“ eine PA-Zcihil
ist, dmiii ist bereits z eine .Pzl —Zahl.

Beweis. Es sei /2(X) ein ratü inales Polynont hit posi
((>cii Koeffizienten. 5( >dass p(z“) 0 gilt. Dann ist das
durch q(.\‘) p(.\‘‘) definierte Polvtiom ein ratiotlales
Polvnoni mit p isitiven 1v )effizienten und es gih

dl( ) 0, d/. e. cl.
Wir forniuliereti nutl eine hinreichetide lleditigung für

das Vorliegen eitler NPA—Zahl. mit der wir titiendlich
le NPA—Zahlen am Einheitski‘eis konstruieren werden.

Lemma 3. ((ünn ein irreclaibel rationales Po/j ‘noni
i‘oi‘/iggt. das eine posilii‘e reelle hoI/stelle besit.:t. dcooi
sind alle .\iillsiellen des Polt‘nonis .\P_-l—Zahilen.

Beweis. Es sei p(.V) ein rationales Polvtlom. das filher

Q irrecluzihel ist. \\ ir zeigen gleich etwas mehr. niimlich
dass für die Ndtllsellen von p(X) gilt:

) Ist eine A,,lls/elle eine XP.-l—Zahl. cla;iii sind alle
A‘nllsielle;i Xl‘zl -Zahlen.

Da eine positive reelle Zahl eine NPA—Zahl sein mdiss,
folgt Letnnia 3 aus 1). Um nun (:1.) zrt lle\veisen, sei
(5 E C eule NP.\ -Zahl mit p(ct) = 0. 0. 13. 1. A. sei
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12(X) normiert, sodass p(X) das Miniinalpolynom
a ist. \Vüre nun eine andere Nullstelle a‘ von p(X)eine
FA—Zahl, dann würde a‘ von einem rationalen Polynom
q(X) mit positiven Koeffizienten annihiliert werden.
Da p(X) auch das Minimalpolynom der Zahl « ist.
müsste dann p(X) ein Teiler von cj(X) sein: cj(X)
p(x). p(x) mitp1(x) e Q[x]. Dann hütten wir aber
q(a) = p(a)‘p1(a) = 0 und somit würe a eine Nullstel
le von cj(X) im \Viclerspruch ZLI der Voraussetzung.
dass eine NPA—Zahl ist, cj. e. cl.

Mit Hilfe von Lemma 3 kann man z. 13. leicht nach

weisen, dass — eine NPA-Zahl ist. Denn diese Zahl
ist quadratisch und hat das Minimalpolynom
X2 + X —1. Die zweite Nullstelle des Polynonis ist die

reelle Zahl und somit positiv.

Aufgabe. Man konstruiere weitere )icLicitii‘e cjiicidrci—
fische NPA—Zahlen und zeige allgemein, dass eine reelle
cpicidrcilisclie Zahl genau dann eine NPA—Zahl ist,
wenn eine der beiden Nullstellen des Minimalpolv—
n( ms V( )n a positiv ist. Ferner k)lgere man daraus, dass
einerseits die reellen quadratischen NPA—Zahlen dicht
in R liegen, andererseits die negativen quadratischen
FA-Zahlen dicht in ]— ‚ o] liegen. (Eine Teilmenge A
einer Ponktmenge P liegt dicht in P, wenn in beliebiger
Nühe eines lonktes aus P stels irgendein Punkt aus A
liegt. Z. 13. liegen die rationalen Zahlen dicht in R und
die algebraischen Zahlen dicht in C.)

. NPA-Zahlen am Einheitskreis

Im Lichte des zweiten Abschnitts sind quadratische
NPA—Zahlen am Einheitskreis schwer aufzuspüren. Tat—
süchlich würe die Suche nach solchen NPA—Zahlen ein
sinnloses Unterfangen, wie folgender Satz zeigt.

Satz 1. Jede iiichtreelle cjiicidi/ischie Zci/d isi eine
iM -Zahl.

i3eweis. Eine nichireelle quadratische Zahl ist stets
von der Forme ± iö mit ci. h e Q und h > 0. \Vir unter
scheiden die Fülle ci> 0 und ci 0. Im Falle ci 0er

kennt man sofort, dass die beiden Zahlen z = ci ±i
FA—Zahlen sind, da (z — ci) —12 LIOCI somit
z2 +2(—ci)z +h = 0 gilt. Im Falle ci > 0 betrachten wir

für ganzzahliges ii > 1 beliebige Potenzen (ci ±
die (nach Rechnung in einem imaginürquadratischen
Zahlkörper oder nach Anwendung des binomischen

Lehrsatzes) alle von clersell2en l3auart wie ci ±i sein
nüssen. Da heim Potenzieren einer komplexen Zahl
mit n ihr Argument mit n multipliziert wird, gibt es eine

natürliche Zahl in, sodass (ci ± ifi) = a ± iJ7 mit
ci1. I2 E Q und b1 > 0 und ci1 < 0 gilt. Nach dem vorher

l3ewiesenen sind daher die heiden Zahlen (ci ± iJ)
FA-Zahlen. Nach Lemma 2 müssen daher auch ci ±
FA—Zahlen sein, cj. e. cl.

l3einerl2iinj3. Mit dem Sützchen in der Einleitung, der
..\ufgabe im vorigen Abschnitt und Satz 1 liegt eine ein
fache und vol Istündige Klassifizierung aller algehrai—
sehen Zahlen höchstens zweiten Grades in PA— und
N PA—Zahlen vor. Ferner ist es nicht schwierig, auch alle
algebraischen Zahlen 0 zu klassifizieren, deren Mi—
nimalpolyoom p(X) nur reelle Nullstellen hat: Geociii
daini ist so eine Zci/d eine PA—Za/d. neun cdle Null—
stellen ion / (x) ne,ci/ii‘ sind. (Beweis als Aufgabe.)

Auch unter den algebraischen Zahlen dritten Grades
wird man keine NPA-Zahlen am Einheitskreis finden
können, Es gilt nümlich

Satz 2. Dcis Oiiciclrcit des Beti‘ciges einer hubischen
Zcihil ist stets i,‘i‘citioncd.

Beweis. Es sei p(X) X2 + aX2 + hX + c ein Poly
nom mit ci, 1,, c e Q und einer Nullstelle a E C mit

e Q. Im Falle ist rational oder quadratisch
und somit ist p(X) wegen (3.1) nicht irreduzibel ratio
nal. Es sei alsoa B vorausgesetzt. Dann ist eine wei
tere nichtreelle Nullstelle von p(X), \vührendl die dlritte

Nullstelle von p(x) reell ist. Wegen = und

a + e R ist p(.) das Prodlukt eines dluadlratischen
undl eines linearen reellen Polynoms:

p(X)=X+ciX1+bX+c=

= (v2@+)X+1).(v)

Ein Koeffizientenvergleich — 2
= c ergibt. Mit der

dann rationalen Nullstelle = kann p(X) nicht
irreduzibel rational sein. Ein i n‘eduzil )el rationales Poly—
nom dritten Grades kann daher keine Nullstelle a mit

a e Q haben, cj. e. cl.
Eine NPA—Zahl 1 am Einheitskreis muss also eine al

gebraische Zahl von indesiens viertem (3 radle sein.

Die einfachsten Polym)me. die eine Anwendlung von
Lemma 3 ermöglichen, sindl dlie irredluzil2el rationalen
Polynome vierlen Gradles mit genau zwei reellen Null
stellen, von denen eine positiv ist, undl einem Paar kon
jugiert komplexer Nullstellen am Einheitskreis. Zu—
nüchst betrachten wir exemplarisch das Polync m

p(x):=,v—x—x2—x+1.

p(x)= (x2 — x + 1).(X2 + .v + i)

sindl die vier Nullstellen von p(X)die heiden konjugiert
komplexen Zahlen

= Jr l+i.I‘ undx, =

für die offensichtlich cx = = 1 gilt, und dlie heiden
reellen Zahlen

Insbesondere ist das Polynom p(X)irredluzil2el ratio
nal. Wegen > 1 sind nach Lemma 3 die beidlen Zahlen
a undl a, NPA—Zahlen. Allgemein gilt nun:

Satz 3. Wenn i‘. s ‚‘citioiialeZcihilen ‚sind, soclasss > 0
und \/‘ Q undl

<min{.4_}

‚iilt, clcain sind die heiden Zcihlen

Af‘pl—Zcihilen i‘oni Be/I‘cI,Oe ‘

Den l3eveis von Sat7. ‚3 verschieben wir auf dlen
nüchsten Abschnitt undl formulieren gleich eine im Zu
sammenhang mit [21 wichtige Folgerung.

Satz 4. Es Eib! unendlich i‘iele SNNS- Winhel, die hei
ne NAT—U7nhel sind.

Beweis. Für irrationales x e R ist = tt,x‘ genau dann
ein SNNS—Winkel, dler kein NNS—Winkel ist, wenn
eine NPA-Zalil ist (vgl [21). Für rationales v ist e‘ ‘ als
Einheitswurzel eine FA—Zahl, q e. cl.
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Ferner ergibt sich ohne grobe Mühe aus Satz 3 der
Satz 5. Die AP-l—Za/,le,, aufdem Ei;i/iei1skrvLs = 1

liegen dich!.
Beu‘eis. Die Abbildung x t— —4 + 4 !4 —x bzw.

—4—4 ‘J-i — .x‘ bildet das Intervall —2 <x <2 of
fensichtlich stetig und hijektiv auf den strikt oberen
bzw. strikt unteren Halbkreis des Einheitskreises ab.
Setzt man s in Satz 3. dann bekommt man für jede

rationale Zahl r im Intervall —2 — 5 < r < 2— 5 die
beiden am Einheitskreis liegenden NPA—Zahlen

± _(r + ). Daher liegen bereits diese

speziellen NPA-Zahlen dicht am Einheitskreis, q. e. cl.

Satz 6. Die jVP-l-Zahleii in der komplexen Zahle;>

ebene liege;i dicht.
Beu‘eis. Wir zeigen, dass die NPA-Zahlen auf jedem

Kreis p mit rationalem Radius p > 0 dicht liegen.
Dazu betrachten wir alle NPA—Zablen am Einheitskreis
und projizieren sie via pz auf den Kreis z p.

Wegen Satz 5 genügt es zu zeigen, dass für eine NPA
Zahl a auch die Zahl pa eine NPA—Zahl ist. Das wieder
um folgt sofort aus Lemma 1, q. e. d.

Benie,kun‘ Im Lichte von Satz 1 liegen .iuch die PA—
Zahlen dicht in C.

Aufgabe. Unter Verwendung der Ungleichung
$n arctan . < 7t zeige man. da.s.s für ganzzahliges ii 1
die P A—Zahl ii + 1 kei ne N ullstelle eines rationalen P( ly -

noms mit positiven Koeffizienten und einem Grad 3;;
sein kann.

6. Beweis von Satz 3

Wir verallgemeinern das Beispiel im vorigen Ab
schnitt und suchen ein normiertes irrecluzil,el rationales
Polynom p(x) ierten Grades, das genau zv ei reelle
Nullstellen, sowie ein Paar Nullstellen am Einheitskreis
hat. Um Lemma 3 anwenden zu können, muss eine der
reellen Nullstellen positiv sein. Ober R zerfüllt rIas Poly
rtom in zwei dluadlratische, normierte Polynome mit
reellen Koeffizienten:

p(x)= (x2 +iiX + i).(x2+aX + h).

Der erste Faktor soll die reellen Nullstellen von p( .v)
liefern, sodass u — 4i‘ (1 vorauszusetzen ist. Dci zwei
te Faktor soll die nichtreellen Nullstellen von p(,v) am

Einheitskreis liefern, sodass 1, 1 und a < 2 vorauszu

setzen ist. Wir multiplizieren aus und erhalten

p(x) x + (n + a)X + (na + t‘ ± 1)X2 + (cii‘ + ii).V + i‘.

Da p( .v) ein rath males Polvnom ist, müssen siimli
ehe Koeffizienten rational sein. Ferner dürfen wegen

der .Absolutheit der Polvnomteilbarkeit nicht beide
Zahlen ii. i‘bzw. heide Zahlen ci. 17 rational sein. Wegen
b = list somit ci irrational und wegen ii + a e Q daher
auch ii. Da ca + a rational ist, ist auch (cii‘ + ii)— (ii + ci)

rational, was wegen der Irrationalitlit von ci nur im Falle
1 funktioniert, Mit den Vietaschen Formeln im 1—Im—

terkopf erkennt man, dass für irrationale ii, ci sowohl na

als auch ii + a genau dann rational sind, wenn ii und a

die reellen Nullstellen eines dlu)clratischen irreduzibel

ratiotialen Polynoms cj(X) sind. Daher gilt n = r + e‘
und ci = r — e mit paendem Vorzeichen e = ±1 und
passenden rationalen Zahlen i; s, wobei s > 0 ‚jod

Q zu gelten hat.

Für unsere Zwecke muss zusarzlich r — < 2 gel

ten und eine der reellen Nullstellen — - (i ± ‘Jid
—

von p(x) positiv sein. Man beachte, dass ii, > 2 bereits

vorausgesetzt ist.> Ini Fall ii > 2 sind beide Nullstellen
negativ, im Fall n < —2 sind heide Nullstellen positiv.

Wir müssen daher auch 1‘ + eJ‘ < —2 verlangen. Die

Ungleichungen i‘ — e±‘s‘ < 2 und r + ex‘s < —2 sind of
fensichtlich gemeitlsanl nur dann erfüllbar, wenn e = —1

gilt, womit also >1 = ‚‘ — s und ci ; + s festgelegt ist.
Die rationalen Parameter i. und s sind somit folgenden
Restriktionen unterworfen:

s>0,s Q,—2<r+<2, r—<—2.

Umgekehrt liefern alle rationalen Parameter ; s, die
diese Bedingungen erfüllen, für unsere Zwecke geeig
nete Koeffizienten ci und ii. Die Bedingungen sind1 of
fensichtlich iiquivalent nut

s > 0, s Q, -- <2 + r < min{, 4—

und die beiden Nullstellen des Polynoms

V2 +ciX+b = x2 +(r + + 1 sind drtrch

- 1 + ±
+

gegel ici].

7. Eine Variation dci‘ Klassifizierung

Absclilielencl wollen wir noch kurz folgende Variati—
0!] des Begriffs einer PA—Zal 1 diskuueren. \\‘ir nennen
eine komplexe Zahl a eine l‘JU —Zahl. \veiin sie‘ als Null—
stelle eines lfolvnoins

aA‘“ + a,,_ K “‘ +. . . + aX
2

+ a .\‘ + ci,,

mii rationalen und clnrr‘lnvegs po.silii‘en Koeffizienten
ci,,,

‘
ci,,...,ci,, auftritt. >Nai ü rl ich kann man stets

gleich ci,, = 1 verlangen. 1 A fortiori ist jede PPA—Zahl
atich eine PA—Zahl, Umgekehrt ist jedloch die Zahl (1
zwar eine PA—Zahl, aber keine PPA—Zahl, es sei dienn,
man ititerpretiert dIas Nullpolynom als leereZeichenket—
te. Dass mit dIch PPA—Zahlen tt‘otzdem kein wirklich
netter Zahlbegriff kreiert wird, zeigt folgender Satz, mit

dem wir unseren kleinen Ausflug in das Reich dler alge
braischen Zahlen beenden.

Satz 6. Eine ahgeh;‘ai.sr‘lie Ziilila 0 ist gencui drum
eine I‘I-‘_-I—Zcihl. u‘d‘nli .‘iid‘ (‘Hie P.-l—Ziihil isL

IJemreis. Es sei p(x) ein rationales Polvnom ;l-ten

Grades mit nichtnegan en Koeffizienten. das a annihi—
liert. Ohne Beschrünkting der Allgemeinheit sei
p(o) 0, ansonsten spalten wir einen geeigneten Fak

tor K“ ab. Dann ist a auch eine Nullstelle des Polvnoms

cj(X) := (i + v + ±...+ x“-‘). p(x). Das Polvnom

cj(.V) ist offensichtlich rational ‘oiii Gradl 2;; — 1 und lie

sitzt, wie man sofort sieht, genau 2;; positive Koe[tizien—
Ici], ij. e. cl.
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I-[(-‘/nult Bi‘u,ier

Eine umliingreiche Literatur warnt vor fehlerhaften
Interpretationen \Ofl Daten (Lügen mit Statistik“). Des
halb ist es sinnvoll, im Unterricht die Grundlagen der
beschreibenden Statistik und der \Vahrscheinlichkeits- 1

rechnung zu vermitteln. In dieser Notiz soll mit einem
Beispiel illustriert werden. dass auch bei einer slatis— 2. T—Test
tisch korrekten Vorgehensweise die Interpretation der
l)aten von der Auswahl der Vergleichsmethode abhün—
gen kann. Es sollte deshalb auch die Wahl der Metho
den themalisiert verden.

Beispiel: Die Notengehung (z. B. in Mathematik)
von zwei Schulen S1 und S2 wurde anhand von Stich
proben mit je 100 Schülern verglichen. Tabelle 1 (grau
er Bereich gibt die beobachteten Hüul igkeiren der No
ten wieder. Die Nullhypothese besagt. dass die Unter—
schiecle zufällig sind.

itllIu‘ 1. Vergleich z eier un:ihhiingiger Siicltprohcn.

Noie 1 2 ‘1 3 m
31 3 20 30 21) 13 300 L2J

52 30 33 10 7 23

iheoletisFiSSJ )) ]_ 1 ii

Lehrbucher beschreiben zur Ubei pi uhing diesei 1 1 —

pothese meist den T—Test (Vei gleic lt on Miitelwei ten
und gelegentlich den Clti—Quacliat—Tesi 1 \ eigleic 11 ‘ on
1 Iauhgkeiten) Fui Tal elle 1 lidern die Tests gegensatz—
liche Resultate Mit dem Chi—Quadiat—Tesi kann kein
signihkantei Unterschied festgestellt \\ ei den, mit dem
T—Test hingegen schon Dci Grund tor diese Diskie—
ptnz ist, dass jex eils eine anclete Modifikation dci Null
hypothese ubei pi oft wiid.

1. Chi-Quaclrat-Test

Der Chi—Quacliat-Test tibet pi ciii, ob die Noten in bei
den Schulen mit den selben Wahi scheinhcltkeitcn Jt

1 ur Note 1 bis p füi Note 5 auftieten
Nachdem die \Vahrscheinlichkeiten /3 unbekannt

sind, x eiden sie aus den Daten geschat7t Z B haben
35 = 15 + 20 untei den 200 Schulem die Note 1 cl lt

= 35/200 = 17,5%, es\vegen an beiden Schulen
tlteoietiscl i je 17,5 Schulei mit dci Note 1 ei \\ aitet \\ ei -

den Analog erhalt man die andeien Eintiage in dci Zei
le theoretisch“ dci Tabelle 1

Nun beiechnet man die Ahcc eichungen dci lteoltach
teten on dci theoi etischen Hauhgkeit Als \Ia8zabl
dlient das cluic Ii die theoi etisc he 1—laul igkcit clix idliei tu‘

Q uacli ii dci Ab\\ eichung Die Testgi oße ist die Sum
me dieser Zahlen ubei die 5 x 2 = 10 Klassen Note im
Schule / Sie ist (gei undet) X = 9.10

Lot 7U ulterprulen. ob diese ‘Festgro6e aulfallig hoch
ist, v iid sie mit dci -Vei teilung mit i = (5 — 1) x (2 -- 1)
Freiheitsgiaclen ei glichen (Die Reduktion dci Fi ci—
heitsgrade ist eine Folge dci Beiechnung dci tlteoieti—
sclten 1 lauhglseiten p, aus den Daten ) Es stellt sich (7 B
mit L‘scel ) hei‘,ius, dass in fast (t° = Cl llVEl(T( ° 10 m ) dci

zufälligen Ziehcmgen aus einer Grundgesaititheit ein 2

\\‘ei‘t vorkommt. der grölier als 0,10 ist ‚Mit 950, Sichei‘—
lieb könnte ein Umei‘schied ei‘st ab einem 2-\Vei‘t von
9,-‘9 = CHTINV( 0.05: -4) behauptet werden.

Der T—Test überprüft. ob der Notendum‘chschnitt in
beiden Schulen gleich ist.

In Tabelle 1 sind die Notenclurchschnitte ni = 3.00
und in. = 2.54 angeführt. \Veiter berechnet man aus den
Stichproben die erwartungstreuen Schätzwerte s1 — 1.27
und s, 1,15 der Stanclarclahweichungen (Formel mit
Division durch ii — 1 = 99 statt durch ii). Für den T—Test
berechnet man aus s und s einen gemeinsamen
Schätzwert s für dlie Standarclahweichcing:

— i)‘s + (n, —

+ ii, —2

Die Testgröße ist

fll 1(1,
=270

‘i /u + 1 /n,

Für die Frage, oh dieser 1—Wert liesoriclers gro8 ist,
vergleicht man ihn mit dler ‘I‘—Verteilung nil 111 + ii, 2
198 Freiheitsgraden. Es sind lediglich 0.-i°s = TVERT
(2,70; 198; 1) dler theoretischen 1-Werte grö6cr als 2.70.
Bereits‘il einem 1-\Vert von 1,65 = TTNV(0.1; 198) k:inn
niari mit 95% Sicherheit konstatieren, dass 51 einen
schlechteren Notensehnitt hat, als S2 (entspricht einer
zweiseitigen Grenze von 10%).

3. Schlussbemerkungen

1. Nachdem für S1 der Anteil der Schüler mit 4 oder 5
doppelt so hoch ist, als für S2, könnte man vermuten,
dass sich die Schulen unterscheiden. Der Chi—Quadrat—
Test zeigt edloch keinen signifikanten Unterschied, Der
Grund ist, dlass der X2—Wert ntir dlie ‘absolute Abwei
chung der I—Jäufigkeit vom theoretischen Wert berück
sichtigt, aber nicht das Vorzeichen. Wie man mit einer 51
mulation feststellen kann. schwanken die l—liti[igldeiten
stark, \veswegen ei-st hohe %2-\Verte signifikant sind.

2. Die Notendui‘chschnitte von 51 tind 52 unterschei—
den sich kaum (in1 -- = 0,46). Man \vh‘dl daher keinen
signifikanten Unterschied erwarten. Wie man jedoch an
Zutallsstichproben erkennt, variieren die Mittelwerte ge
nerell nur wenig. Dadurch wird auch ciite geringe \‘er
schiebung signifikant. wie der I —Test behn Beispiel
nachweist.

5 Der T—Test setzt voraus, dass die Stichproben atis
Grtindgesantthciten mit gleicher \‘:inianz stammen. Der
F—Test verifiziert das für das Beispiel: Die Prüfgrö6e
F = s/s = 1,26 \vii‘dl iii 12,5° = FVERT( 1:27: 99: 99) der
analogen Experimente übertroffen. Die 9+h—Signili—

kanzgrenze \viii‘e FIN\‘( 0.05: 99: 09 = 1.39.

Hypothesentests mit
widersprüchlichen Folgerungen

11
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Diffusionsvorgänge in Excel:
Elementare Modelle
iVorl,eri JJrioiner 11)1(1 ilIai/i‘c‘c/ J‘.ü/,/ei1,zei‘

Wir betrachten ein liegendes Glasrohr wie in Abb. 1,
das durch einen Schieber in zwei l3ereiche geteilt wird.
Zu Beginn wird das linke Ende mit Tee (graue Zelle Nr.
1) und der Rest mit klarem Wasser gefüllt. Wir interes
sieren uns, wie sich der Tee im Glasrohr verteilt, wenn
man den Schieber entfernt. t.Jberldsst man nach dem
Offnen des Schiebers das Rohr sich selbst ‚‚so werden
sich die beiden Flüssigkeiten im Laufe der Zeit durch
die zufüllige Bewegung der Flüssigkeitsteilchen entlang
des Glasrohres gleichmdt4ig verteilen. Wir verden die

zeitliche Entwicklung dieses \organges auf elementare
Weise in einem TabellenkalkLllalionsprogramn] ( MS—
Excel) berechnen.

2 . .. 9 10

Start

Ahbiklung 1: GI:msruhr zu I3eginn (1er 1)ilTusiun und l:inteilung
in zehn gerEchte Zellen.

1. Klassische i3eschreibung:
Konzentrationsausgleich

[Im den Vorgang der Diffusion in Excel numerisch zu
simulieren, wird das Ruhr in einzelne kleine Zellen glei
cher DInge unterteilt. Ebenso unterteilen wir die Zeit in
diskrete Schritte. \Velche l3reite der Zellen und l)auer
der Zeitschritte wir \vhhlen, ist für das Modell gleichgül
tig. \Vir legen daher in Excel eine Tabelle wie in Abb. 2
an.

1 2 ... 9 10

__

ZLITZZ
Ahhildung 2: Die Excel-T:thelle.

Nun werden wir zeilenweise in den Spalten II bis K,
beginnend mit Zeile 3, die Konzentration (Dichte, rela
tive Teilchenhdufigkeit) c(/. 1) von Tee in den einzelnen
Zellen (i 1 10) zLIm Zeitpunkt ((Spalte A) angeben
bzw. berechnen.

Zuerst müssen wir die Ausgangssituation Zdlm Zeit
punkt / 0 beschreiben: Zu l3eginn soll das Glasrohr
nur im linken Feld Tee enthalten. cl. h. c(i, 0) 1 und
cQ, 0) für i = 2 10. Wir schreiben daher in die Zelle
B3 den Wert 1 rind in die Zellen C3:K3 jeweils den Wert
0.

Nun berechnen wir nacheinander die Konzentratio
nen der einzelnen Zellen zum Zeitpunkt / =1, 2, ...‚ 1 + 1.

Dabei unterscheiden wir, ob es sich um eine Zelle am
Rand oder im Inneren handelt.

Für die Zellen im Inneren nehmen wir an, dass die
Teilchen im Rohr selber weitergeleitet werden und

nicht entweichen. Besonders einfach wird das MocIell,
venn im betrachteten Zeitintervall zwischen / und 1 + 1
alle Teeteilchen in die unmittelbaren Nachbarzellen
wandern. und zwar jeweils die 1—Ellfte der Teilchen nach
links, die andere I—ltilfte nach rechts. Somit berechnet
sich die Teilchenzabl in der Zelle i zum nüchsten Zeit
punkt 1 + 1 als der Mittelwert der Teilchenzahlen der
Nachbarzellen / ± 1 zum jetzigen Zeitpunkt 1, cl. h.:

c(i. / + 1)
=

‘c(i -. 1, 1 )+ ). c(i + 1, t).

Wir tragen somit in die Zelle C4 die Formel
= (B3 +D3 ) /2 ein und kopieren diese bis in die Zellej4.

Für die Zellen am Rand nehmen wir an, dass das
Glasrohr links und rechts isoliert ist. Am linken Ende ist
dann die Annahme plausibel, dass sich ein Teilchen
zwar nach rechts bewegen kann, aber statt einer Bewe
gung nach links liegen bleibt. Analog für den rechten
Rand. Eine Ranclzelle 1 bzw. 10 erbt somit die 1—Tiilfte ih
rer eigenen Teilchen und die Hillfte der Teilchen der
Nachbarzelle 2 bzw. 9:

e(1, 1 + 1) c(i. t)+ )< c(2, 1) dmndl

e(10. 1 + i)= c(9. f)+c(I0. i).

Wir geben daher in die Zelle Bzi die Formel
= (B3+C3 ) /2 ein undl in Zelle Kl dlie Formel
= (J3+K3) /2.

Da mit ist die —tau pta rbeit zur M( )dellierung der Ditfu—
sion erledligt. Wir markieren den Bereich A1:K4 Urldl ko
pieren ihn nach unten bis in die Zeile 103 (dl. h.:
1 = 100). Damit haben wir die zeitliche Entwicklung der
Feeteilchenkunzentration in den einzelnen Zellen ge—
\vc)nnen.

0.3 -

1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
Ahhildung 3: Knnzentrationen Itir! = 10 und 100

(linke gradle hzw. rechte weiße Siiule).

Abschließend können wir Teile dieses Bereichs mar
kieren und ein Sdulencliagramm einfügen, um den zeit
lichen Verlauf der relativen TeilchenhdLifigkeiten auch
grafisch darzustellen. In Abb. 3 sind die Konzentratio
nen Zdt Zwei verschiedenen Zeitpunkten abgebildet: Es
ist zu erkennen, wie die Teilchen in das Glasrohr watt—
dem. Die dirsprünglich in der ersten Zelle konzentrier—

A

1 Zeit

II c J K

Zelle Vr.

2

3
4

025

0.2

0.15

01

005

u
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ren Teeteilchen haben sich im Laufe der Zeit auf zehn
Zellen gleichmtißig aufgeteilt. Obwohl die Bewegung
der Flüssigkeitsteilchen weitergeht, tindert sich der er
reichte Zustand c 0,1 nicht mehr. Die Diffusion führt
somit zu einem Gleichgewichtszustancl (Konzentra—
tionsausgleich über das gesamte Rohr ).

2. Bemerkungen

1. Varianten. Im Tabellenblatt haben wir angenom
men, dass alle Teilchen einer inneren Zelle die Zelle
verlassen und gleichmüßig nach links bzw. rechts in die
Nachharzellen wandern. Stattdessen kann man auch
annehmen, dass ein Teil der Teilchen liegen bleibt oder
dass bei der \Vanclerung eine Richtung bevorzugt ist
oder überhaupt nur die Diffusion in eine Richtung niög—
lich ist (Osmose). Diese Vorgünge sind durch Veriinde—
rungen der Formeln für die inneren Zellen zu modellie
ren. Für eine Zelle am linken oder rechten Rand lassen
sich unterschiedliche Randbedingungen formulieren.
Auch sie beschreiben nahe liegende physikalische
Sachverhalte (z. 13. in Tee getauchtes offenes Glasrohr).

2. Animation. Die grafische Veranschaulichung ist
noch nicht zufrieden stellend. Mit ein klein wenig mehr
Aufwand können wir die zeitliche Entwicklung der Dif
fusion, in einem Diagramm dargestellt, als Film in Zeit
lupe (1 Sekunde pro Zcitschritt) ablaufen lassen. Dazu
müssen wir aber ein Makro schreiben.

Zur\7orbereitung zeichnen wir in einem neuen Ta—

bellenblatt ein Diagramm der Ausgangssituation zum
Zeitpunkt / = 0. Als Daten auf der x-Achse wühlen wir
den Bereich B2:K2; als Daten auf der ‘—Achse w(ihlen
wir den l3ereich B3:K3. Anschlietend brmatieren wir
die tAchse im Diagramm, indem wir als feste Grenzen
das Minimum 0 und das Maximum 1 vorgehen.

Jetzt starten wir mit der Tastenkombination Alt+F1 1
den Makroeditor und fügen ein neues Modul mit dem
untenstehenden Code ein. Danach gehen wir auf das
Tahellenblatt, welches das Diagramm enthült, und star
ten das Makro.
Sub MakroFilm()

Dirn k As Integer

Dim cht As Chart

Dim mg As Range

Set cht = ActiveSheet.ChartObjects(1) .Chart

WiCh Worksheets (1)

For k = 3 To 103

Set mg = .RangeUCells(k, 2), .Cells(k, 11))

cht.SeriesCollection(1) .Values = mg

Application.Wait (Now + TimeValue(0:00:01“))

Next k

End WiCh

End Sub

3. Statistische Beschreibung:
Zufalisbewegung einzelner Teilchen

Das Modell von Abschnitt 1 beschüftigt sich mit ei
nem großen Kollektiv von Teilchen. bei dem das Ver
halten der einzelnen Teilchen vernachl(isigt wird. Zum
Abschluss wollen wir noch die Bewegungen einzelner
Teilchen im Glasrohr verfolgen. Zu ihrer Beschreibung
unterteilen wir das Glasrohr \vieder in zehn Zellen
(Abb. 1). Jedes Teilchen trifft zu jedem Zr‘itschritt die

zufüllige Wahl, oh es ins linke Feld oder ins rechte Feld
wandert. Die Bewegung ist also ein Zufallspfad.

LAB

1t 0 =1+B1

2
=MIN(10;MAX(1;B2+

“ WENN(ZUFALLSZAHL() <0,5; -1; 1)))

Ahhildung ): Excel—T:ibelle tOr einen Zufallsptad.

Wir bezeichnen mit x die Position des Teilchens zum
Zeitpunkt 1. Es startet zum Zeitpunkt t 0 in Zelle 1
(cl. h. X11 = 1). Wenn sich das Teilchen zum Zeitpunkt /

in einem inneren Feld befindet. dann ist die Position im
nüchsten Zeitpunkt x .v1 + Z mit einer Zufaliszahl
Z ±1, wobei beide Werte gleich wahrscheinlich sind.

Am Rand bleibt das Teilchen liegen, wenn = 1 und
Z = —1 bzw .x, = 10 und Z = +1. Dieses Bewegungsge
setz kann man in folgender Formel zusammenfassen:

min{iO, max{1, .v + z}} mit Z = ±1 und = 1.

\Vir legen nun ein Tabellenblatt wie in Abb. 4 an: In
Spalte A steht die l3eschriftLing, in Zeile 1 die Zeit undl in
Zeile 2 dlie Position. In C2 steht die obige Formel. Dabei
wird die diskrete Zufallszahl Z mit den zwei \Verten ±1

durch die zwischen 0 und 1 gleichverteilte Zufallszahl
von Excel wie folgt berechnet:
Z = WENN(ZUFALLSZAHL() < 0,5; -1; 1)

Schließlich kopieren wir die Formeln in Cl :C2 bis in
Spalte CX (entspricht 1 100).

Um die zufüllige Bewegung einzelner Teilchen für
lIDO Züge zu verfolgen, markieren wir dlie ersten beiden
Zeilen und erstellen ein Diagramm Punkt XV. l)urch
Drücken der Taste F9 wird die Tabelle mit neuen Zu

fallszahlen berechnet: Es entsteht eine andere Zick
Zack—Linie.

B

105 Pos. Relative Hüuftgkeit

106 1=HÄUFIGKEIT(CX2:CX1O1;A2:A11)/100

Ahhildu ig 5. Rel:tt ive -II ul igkeit der Zeilhelegungen.

Wir betrachten als nüchstes die Bewegung für ein
kleines Kollektiv von 100 Teilchen, die alle im linken
Feld starten. Für dliescs Kollektiv berechnen wir dlie

0.2

11

___

-I

Aliliildung 6: Teilehencliehte von 100 Teilchen für t = 100
gr:lue Silule) und stationiire Dichte.

1 Dieses Modell der Dillusion geht zuriick :iuf Einstein, A - (1905):
tibet die von der moleki ikukinetisehen Theorie der \Viirme ge—

1 orderte t3esvegung von in ruhenden Flüssigkeiten sdlspendier—
km Teilchen. In: Annalei tIer Physik und Chemie, jg. 17. 5.
549—560.
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Teilchenclichten c, zum Zeitpunkt t = 100. Wir kopieren
dazu die zweite Zeile bis in Zeile 101. Anschließend le
gen wir eine Htiufigkeitstabelle wie in Abb. 5 an. Wir
schreiben in A106:A1 15 die Felclnummern i = 1 bis 10
an. \Vir markieren dann 13100:B115, tragen die in B106
abgebildete Formel ein und drücken gleichzeitig die
Tasten STRG-i-UMSCHALTEN-i-ENTER, weil es sich um
eine Anay—Funktion handelt (Abb. 0).

Das Ergebnis der kollektiven Teilchenbes egung
sieht man in Abb.6. Durch Drücken der Taste F9 kön—

nen wir die Ergebnisse von unterschiedlichen Bewe
gungen sehen und wegen der geringen Teilchenzahl
deutliche Fluktuationen der Teilchenclichten wahrneh
men.

-Inschii/( der 1‘dr/iisser-
io. Lfniv.—Prol. I)r. Norhert t3runner und io tjiijv—Iro{ 1)r. Man
fred Kühleitner, tostit t für Mhnaiik, 1)111. ttOKU, Gregor—Men—
(tel—StI-te 33. 1 151) \Vien. E—Mail fl( rh_-ri .hrunner 5tx,ku .:Ir .:ii

Io:Inlre(l.1Iel1IeitIerLrl)olrI Ie.It

Darf man 0 mit 0 potenzieren?
Gerci/d Ku/aa

Wohl jeder, der Mathematik lehrt, ist irgendwann mit

clcr Frage nach dem \Vert der Größe 0° konfrontiert. Auf
den meisten Taschenrechnern erscheint nach der Ein
gabe „0 h( )ch 0“ die Fehlermeldung Error im Display.
Bei besseren Moclellen ist das Ergebnis gleich 1. In den
meisten Lehrbüchern wird 0° 1 definiert und gele
gentlich als praktische (etwa 0! = 1 vergleichbare) Kon
vention bezeichnet. Andercrseits ist bei den Grenzwert—
berechnungen 0 genauso eine iinbesti,nmie Grö/sP wie

oder 0-oc oder o. ii. In manchen Lehrbüchern wird
daher 0° ausclrticklich ‚och! c/c‘/iiuei‘l. wobei dann aber
meist und inkonsequent ein ks‘,‘c‘s Pi‘oc/iik( (aelieb(,gei‘
Zahlen gleich 1 gesetzt wird und ferner immer Siellen
zu finden sind, wo implizit die Gleichung 1) 1 benützt
wird.

Der arithmetische Zugang

\ im arithmetischen Standpunkt aus gibt es höchs
tens zwei Möglichkeiten. 0‘ sinnvoll, cl. 1t mit den ele
mentaren Rechenrcgeln kompatibel zu definieren: Ent
weder setzt man 0“ 1 oder 1)‘ = 0. Die letztere, unge
wöhnliche Variante kann als cxtrem öasislcisli,g angese
hen werden. Sie extrapoliert die für alle x > 0 gültige
Beziehung 0‘ 0. Die Festlegung 0° list nur vorder
grünclig e,x7aoiie,i1eiilas19 im Sinne einer Extrapolation
clerfüralle,v > 0 gültigen Beziehung .v = 1. Tatsächlich
kann man sie als ausgewogen mit sehr breiter Toleranz
bezeichnen, wie wir später sehen werden. Für die po
tentiellen \Verte 0 und 1 der Größe 0° gibt
tisch keine Alternativen. Rechnet man — wie neuerdings
sogar gesetzlich vorgeschrieben — die Zahl 0 zu der
Menge N der natürlichen Zahlen, so bleibt die für alle
positiven Zahlen gültige Recltenregel (a°) ci“ offen
sichtlich nur dann auf [ gültig, wenn entvecler 0‘ = 1
oder 0‘ = 0 gilt. (So würde z. 13. die Festlegung 0‘ = 3
den WidersprLlch 9 = (o“)- = 0 0“ 3 nach sich
ziehen.

Der kombinatorische Zugang

Cm sich das Leben nicht unnötig schwer zu machen.

legt man als Konventionen 0! 1 und = i st. In
0)

zsvangsläufig. So impliziert der hinomische Lehrsatz die
Gleichung (ci + 0)“ = a°la“, was mit ci = 0 und lt > 0
wegen 0‘ = 1 automatisch 0° = 1 impliziert.

Polynome und Potenzreihen

Die Exponentialfunktion wird standardgemäß als
0 hei-all konvergierende Po(enzrei hc definiert:

Bei der Auswertung e° = 1 kommt man nicht daran
vorbei, die Identität 0“ = 1 zu verwenden. Gleiches gilt
natürlich bereits bei der Ausweitung von Polvnomen.
Ist p(.V) etwa ein rationales l‘ol nom in einer Lnbe—
stimmten. das in der Sta n lii rd Ii )rin

=

£‘=l

angeschrieben wird, so ist in der Auswertung p(0) =

die Gleichung 0“ = 1 involviert.

Die analytische Unbesti mnltheit

Ersetzt man im Ausdruck ci“ die Basis a durch ir—
gendeine Nullfolge (i /n“) und den Exponenten lt
durch irgendeine Nullfolge (1 so strebt die Folge
ci“ mit ii — immer gegen 1. In diesem Sinn ist die
Festlegung 0° = 1 cuis,geu‘oge;i in!! sehr biel/er 70/e—
i‘a,iz. So strebt etwa ci“ gegen 1 auch bei der \Vahl der
sehr schnell fallenden Nullfolge ci ‚= ii

‚‘‘°‘°°°°‘°°‘° und
der sehr langsam fallenden Null folge ci ii‘‘

Gslehr noch: Zu beliebig großem ‚V karin man
‘ 13 > 0

so wählen, daß zwar (1/no)‘
1

A‘ für alle ii V

gilt, aber schließlich doch lim(1 /n“)‘ = 1 gilt.) Trotz

dem ist 0“ eine ii;ibesiimmte Gi‘ö/s‘e: Die Potenz a“ strebt
für ci = 1. cj“(q > 0) und lt = 1 ii mit n — gegen 1 q.
Tatsiicblich ist diese Potenz a“ identisch mit 1 q.) So

mit gibt es für 0 < W 1 stets positive, monoton fallende

Nullfolgen ci., und 0,, mit hrn a‘ w. Die gibt es sogar

für o = 0, man tat etwa (1//1“)‘ “ 0 für ii ‚‘ oc..\Ian

hat alter bereits wieder (i ii“)‘ 1 für beliebig

c.liesem Zusammenhang ist die Festlegung 0“ = 1 kleines r > 0. obwohl der Quotient n‘ ii“ eV+)ileli
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tiell, also viel schneller als jeder Quotient ii :ii‘ ( <

gegen 0 strebt. (Für 0 < e 1 gilt stets ‚i‘/ii“ < 8e“.1

LOßt man auch negcifit‘e Nuilfolgen (a,, ) und (/i,, ) zu,
dann gibt es (unter Berücksichtigung der \Vohlclefi—

niertheit der reellen Potenzen x“ für x < 0 LInd ge

kürzte Brüche p/cj 0 mit ungeradem Nenner) zu je
dem Cm) E IR ca {_o, oo} nirgends erschwindende Null-

folgen a. und 0.. mit um a (0.

Im Vergleich mit der extrapolierten ..ldentiüit‘ f = 1
ist 0‘ = 1 wesentlich ausgewogener. Sind niimlich (x,,)

und (t‘, ) positive und unbeschr1nkt wachsende Fol

gen. so gilt lim(1 + 1 .s-
)‘“

1 genau dann, wenn (.v,,)

schneller wOchst als (c,,). cl. Ii. wenn (c,,.x‘,. )eine Null-
folge ist. (Die charmante Iclcntit0t 1 c ist somit hoch—
graclig instabil verglichen mit I 1.) Dagegen gilt

lim( 1 .x‘,, )‘‘ ‘‘“

= 1 genau dann, wenn (In .v ) langsamer

wOchst als (t‘,,). cl. lt wenn ((In .v..) i‘) eine Nullfulge
ist.

Die mengentheoretische Dhnition
Vom mengentheoretischcn Standpunkt aus Ist 0‘‘ = 1

keine Konvention sondern ein beuu‘cishauc‘m‘ .SuIz. I)as—

Aufgaben
IVallluer/anou,s

Aifgabe Nr. 109.

a) p(n. l) sei die Anzahl der Permutationen der OrcI
nung ii, bei denen genau i Elemente ihren Platz behal
ten.

Man bcrcchnc p(7, /) für k = 0. 1 7 und man zei

ge, dass p(uu. n — 2)für n 2 ein Binornialkoeffizient ist.

b) Für p(uu,0) gibt es keine geschlossene Li‘oung,
doch es existiert eine Sumrnenform.

( .

Man beweise die Darstellung p(uu,0) n

Man zeige mit 1—lilie dieser Formel, dass es für die Fol
ge {p(n,o). n i} eine einfache Rekursion gibt Lind

dass immer ia(n,o)— p(uu.i) 1 gilt.

\X‘eiters gilt p(uu. l) “ p(,u — k, 0).

c) Unter der Struktur einer Permutation verstehen wir

ihre :\ufteilcing in einzelne Zyklen ‚Mit s(z1. .

bezeichnen wir die Anzahl der Permutationen. die aus
Zyklen der hingen z . - und „ aufgebaut werden
(m 1). In einer Struktur können Zvkluskingen mehr
fach vorkommen und ihre Reihenfolge spielt keine Rol—

le. Es muss nur z. = o gelten.

Beispiele für mi 4 sind:

s(2, 2) = 3, nOmlich 211$ .3412. -i321

= ü, njmlich 2341. 2-i 1$ i2. 3-121. 4125. 1512

selbe gilt auch für 0! = 1 und 1. Letzteres liegt auf
/5 oJ
(fl

der 1—land: 1 list die Anzahl aller k—elementioeu Teil—

mengen einer n—elementigen Menge. Somit gilt 1 1 = 1,
0)

weil eine fvlenge mit mm Elementen genau eine Teilmen
ge mit null Elementen hat: che leere Menge 0.

Für Zahlen ii, um e EI ist mm“ pci‘ de/i‘ni(ionemmu die An
zahl aller Abbildungen von einer Menge mit genau um
Elementen in eine Menge mit genau mm Elementen. Des

wegen gilt n‘ 1 für alle mm e und insbesondere
0“ = 1. weil es genau eine Abhilclung von 0 in eine be
liebige Menge Ygibt. Eine Abbildung von X nach list

nOmlich per de/immitiouueun jede Teilmenge F von
V x Y mit der Zuordnungseigenschaft. daß es zu jedem

.‘v e X genau
‘

e 1‘ gibt mit (x. .‘) eF. Im Falle
X 0 ist wegen 0 x Y 0 die Menge F = 0 die einzi
ge Teilmenge von V x Y und 1“ = 0 ist auch eine Abbil—
dung von _Vnach 1 cia die Zuorclnungsvorschrift man—
gels Elementen in der Menge X automatisch erfüllt ist.
Somit ist F = 0 die einzige Abbildung von 0 nach 1.
Ost auch )‘leer. so bekommt man nicht nur 0“ = 1. son
dem auch fl 1. da dann 1‘ = 0 die einzige PcrmLlt:mmi
on auf 0. cl. Im. die einzige liijekiive .‘\bbilclung von

0 nach 1‘ = 0 ist.)

C. 1, 1, 1) 1, niimlich 1234.

?vlan bestimme alle möglichen Strcmkturen der Permu
tationen zur Orclnung 7 und berechne deren Anzahlen.

(Kurt WAGNER, Klagenfu r,
Altreclaktecir der \X7iss. Nachr.)

d)* /..Opc‘mu—emud—7i‘i/‘i Elan untersuche das ‚Struktur—

problen‘‘ auch fürPemnutatiormen anderer Ordnungen.

Aufgabe Nr 110.

a) Es soll x > 1 eine beliebige reelle Zahl sein.

Man bestimme den \Vert der doppelt unendlichen
Reihe

----

1+x

b)* [‚Opeuu—c‘uud—Teili Man betrachte analoge“ Rei

hen d.(,,) .i‘(.vO“)). in denen z. B. :Z Q +

eine streng monotone Funktion ist, die

+ 1)— ‚g(n) “ für mm — erfüllt. (\V.J.)

Schließlich noch das QuickvQl6.

Gibt es zwei Funktionen / : R — R und : R —s R
derart, dass die zwei Bedingungen ./‘(,g(.v)) = v und

‚Li( i(.v)) = .v für alle reellen Argumente .v cr10111 sind?

(\\‘J.)
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Einsendeschluss für Lösungen (bitte in übersichtli
cher und gut lesbarer Form — unbedingt getrennt
nach Aifgaben f!J) 30. März 2007.

Zuschriften erbeten an Walther Janous, WRG Ursuli—
nen, Fürstenxveg 86, 6020 Innsbruck (oder Schneeburg
gasse 169, 6020 Innsbruck) bzw. WORD-lesbare Do
kumente an walther.janous@tirol.com. [Bitte dabei
NUR den Formel-Editor 3.0 zu verwenden!]

Aufgabenvorschläge (samt Lösungen), Anregun
gen, Kritik usw. sindjederzeit willkommen.

Leider ist durch ein „ uneriraretes Verhalten“ meines
/zeneii PC (ich bezeichne es als GAG—ähnlich) ein be—
trächtlicher Dateni‘erlust zustande gehommen. Desliall
war es mir uiimäglich die AI//c!abe///e.v/e nie üblich im
Voraus zu i‘erschicheii. Ich l,itle um Entschuldigung
/Yirden Ternn,idr,ich, dersich (ladllrch (und an/grund
ion 1 ‘1z(e/7Inge;7 des Erscheinens der 01V) ergab, und
bitte alle Interessenten /iir die Voranszuseiidung mir
noch einmal ihre E—Mail—Adressen zu schichemm. (Be—

tre//rhile bitte: Azi/iahentexte 1UV). leim Io// auch, dass
ich mnemnanden l‘ibe):sehen habe, der zu den nun
genden An/gabemi einen Lüsumigsbeitrag geschickt hat.

***

Lösung der zwei Aifgaben aus WN 128 (Juli/Au
gust 2005.), p. 35

Fibonacci lässt grißen

Ai(fgabe Nr 103.

Für eine natürliche Zahl n 1 betrachten wir folgen
de FragestellLing F(n): Welche rationale Quadra/zahl

ergibt suu‘ohl nach ihrer 1 em‘C5/.eriing aLs auch nach

ihrer Vorkleinem‘uing uni n nieder eine rationale Quta
dratzahl?

a) Man zeige, dass es unendlich viele Werte von um
gibt, für die 11(n) wenigstens eine Lösung besitzt. Zu
diesen \Verten gehört insbes )ndere mi = 5.

b) Man untersuche, oh es Werte von n gibt, für die
11(n) keine Lösung besitzt.

c) /‚ Opeui—end—7diii Man betrachte analoge Frage
stellungen für Fan), in denen an Stelle der rationalen
Quad rate k—te P( )tenzen von ra[i( )na len Zahlen auftre
ten (k 3). (lohanna TII3AUDO, Innsbruck.

Gerd I3ARON. TU Wien,
Eleonore FABER, Unix‘. Innsbruck, und W. J.)

Zuschriften sind eingegangen von:
Gerd BARON (TU Wien). Johann BRANDSTETTER

(Vorstuclienlehrgang der \Viener Universithten). Eleo
nore FABER (Univ. Innsbruck [Studentin]), Franz GAM
MER (HG 19 — Billrothstraße, Wien), 1-lerbert HAMET—
NER (Callneukirchen), W. J., Gerhard KIRCI—INER (Unis‘.
Innsbruck), Wolfgang KIRSCI-IENI-IOFER (1—lerzogen-
burg), Kurt SCl-IOISSWOI—TL (Innsbruck), Johanna TI—
BALTDO (Innsbruck) und Otto VOGL (Linz).

AusgangspLinkt dieser Aufgalx war die Fragestel
lung E(s), die Leonardo von Pisa im Jahr 1225 im Rah
men eines öffentlichen Mathematikturniers in Pisa (in
Anwesenheit von Frieclrich II, Kaiser des Römischen
Reichs Deutscher Nation) gliinzend löste und dadurch
seine mathematischen Fiihigkeiten unter Beweis stellte:

erfüllt ist.
\Xiegen (3) und (1 ) haben wir dann

Welche rationale Quadra/zahl gibt muach ihrer 1/er—
gröJ)‘ernmug wie nach ihrer Vemkleinerung um 5 nieder
eine rationale Quadra/zahl?

a) \X/enn die ganzen Zahlen x, j‘ und z pythagore
ische Tripel sind, cl. h ..v + ‘ z erfüllen, dann gel
ten (wie man durch unmittelbares Ausrechnen sieht)

z—2‘x‘v=(x—g) (1)

und

(2)
Wegen der Darstellungen x = 2u /‘, r

=
— i,2 und

= + v mit ganzen Zahlen ii und i‘ergeben sich mit
(1) und (2) die zwei Identitiiten
(112+u2)-_4.u!.v.(u12_u2)=(2.u,.,_u/2+v2)- (3)

+ r2)_ + 4 ‘ii‘ . (u/
‚2)

= (2 ‘iii‘ + ‚2 — ‚2)_ (4)

Zu einer vorgegebenen natürlichen Zahl mi 1 versu
chen wir nun (sofern dies möglich ist) dIle rationalen
(oder ganzen Zahlen) ii 0, v 0, ii‘ 0 derart zu be
stimmen, dass

(5)

u2± ‚2
= 2•u•u‘ _u2t

(6)

und
(n2 + 1 (2,,,‘ + i,2 — ‚2 —

+11 = 1 1 ( /)
1,, ii‘ ) ir

Für n = 5 in Gleichung (5) sind ii, i‘ mit
4.n.,.(u2 — 12) = 5-u‘ zu bestimmen.

ul=Sundlv=4ftihrenauf ii‘ =12.Mit(ö)undl(7)er-
hOlt man
(412 - (3i2 (rj12

- (19
2

—1 —0=1 1 undll 1 +)=l —

i2} 12} 12) 12

Deshalb besitzt 11(5) zumindest eine Lösung.

• Setzt man in Gleichung (5) ii‘ i, so ei-gibt sich
n = 1‘Ii‘ . (j2 — ‚2)

Daher erhOlt man für je1es Paar (u, e) Vi sit yen
ganzen Zahlen mit u > i‘ eine natürliche Zahl
mi n• ii

(‚2 — /2), für die (6) und (7) gelten.
Das bedeutet, dass es unendlich viele natürliche

Zahlen mi gibt. für dell(n) wenigstens eine Lösung be
sitzt.

Beispiele dazu sind:
i) ii = 2o (ii 2, 1,‘ 1): 2 —24 12 und 2 + 24 = 72

il)u/ 120 (ii 5, u‘ 2): 152_ 120 = 72 und
132 + 120 = 172

Aber auch F(15)besitzt wenigstens eine Lösung, wie

(17_ - (7
11 = 4, 1‘ = 1, ii‘ = 4 und 1 — 1 —10 = — 1 und

(17 -

1 + 1 = 1 1 zeigen.
4)

b) Es seien mi 1 eine natürliche und m s, t rationale

Zahlen, für die r2 + n = 2 und r — mi t gelten, wobei
0 < r <s und 0 / < r sind.

Durch Subtraktion bzw. Addition der zwei Gleichun -

gen ergeben sich

s—12=2‘n (8)

und 2 + = 2 r2, cl. h. mit x := Lind1 :=

(9)
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Dabei müssen x *1, y*l und x * y sein.
Wennmanln(9)x=l+wundy=l+h•welnsetzt,

wobei w *0,1. *0 und 1. *1 sInd, so erhflk man
2.(k+l) s k‘—2•k—1

unddaherx=—= und
k+i r k+i

1 —k—2•k+1

1.1 1

______

MIt (8) erhOlt man daraus r = —-• 1 und
2 ‘jk.(1—k)

k22.k1 1 sz
damit schließlich s =

________•

und
2 yk.(i—k1)

_—k—2•k+1 1 “

2

r, s und 1 sInd genau dann rationale Zahlen, wenn

=z2 für eine rationale Zahl zgik.

Wir zeigen nun, dass diese Bedingung für n =1 mIt
rationalen Zahlen kundrunerfüllbar Ist, Indem wlr( In

direkt) nachweisen, dass die Gleichung k• (i — k) = .4
keine rationalen Lösungen besitzt Z

1 ii
Angenommen, 1. = — und — = — seien Lösungen,

q z v
wobei ggT(p,q)=gT(u,v)=l, ss*0, p>0 und
pqsInd.

Dann müsste gelten:

(,3 0r

Weil die zwei vorkommenden Brüche gekürzt sind,
folgen

e•ssi10
und

= e•s‘ill)
mit e € {—1, 1}.

Aus (10) ergIbt sich wegen 88T(p, qJ
—p2)= 1, dass

peine Quadnatzahl, d. h. p =a2, Ist
Aus (11) schlIeßt man (über die Primfaktorzerle

gung), dass q das e-fache einer Quadratzahl, d. h.
q=€cz3,ist •2

(10) zeigt schließlich, dass $‘ —a4 = £ •—‚ d. h. eine
Gleichung des Typs P

x4—y4=z2 (12)
erfüllt sein müsste.

Mit der Melhode des unendlichen Absilegs hat aber
schon Fermat gezeigt, dass die diophantische Glei
chung (12) unter der (bei uns zutreffenden) Bedingung
gT(x, y) =1 nur die trivialen Lösungen (x y, z) mit

= y4 =1 oder x1 =1, y =0 besItzt. (Vgl. etwa [5], p.
17 fJ

Deshalb müsste - Im Widerspruch zur Vorausset
zung —1. £ {—1, 0, 1} sein und P41) bsitzt, wie behaup
tet, keine Lösung.

Man überlegt auch unschwer, dassF2(rn2)keine Lö
sung besitzt, wenn an eine positive ganze Zahl Ist.

Im Folgenden soll eine Lösung der Teile a) und b)
„vom höheren Standpunkt“ vorgestellt werden (Eleono
iv &ber).

Sie läuft über elliptische Kurven und verwendet die
spezielle KurveN: y2 = x3 — nLx.

Dazu benötigen wir zuerst einige Eigenschaften von
elliptischen Kurven:

DßnhIIon (.Elllptlsche Kurve“). Es sei K ein Körper
und K der algebraische Abschluss von K. Welters soll
1(x) e4v] ein Polynom dritten Grades mit verschie
denen Nullstellen In K sein. Dann heißt
£:- 1(x) =0 ellplsche Kunze überf.

(Bei uns gilt im Weiteren K = Q und wir betrachten
= Menge der rationalen Punkte auf £.)
Salz .1 (,‚Addition von rationalen Punkten“). Es sei

£:y2—f(x)= 0 eine elliptische Kurve über Qmit ei
nem Punkte =00 (unendlich ferner Punkt). Dann wird

mit der folgenden Verknüpfung zu einer abelschen
Gruppe (mit neutralem Element e):

Seien p,q €E0,p=(x»yj q=(z,w) y=kv+d

soll ftlrp*qdle Genidedurchpund qmk k=“‘°

bzw.fürp=qdleTangenteanlisein.
z

Man setzt nun u=k3—a —x0 —z, und an=ku + dund
definiert damit p + q (n,—z‘)

(Geometrisch bedeutet diese Operation: Man be
stimmt zuerst die Sekante durch p und q [bzw. die Tan
gente durchA falls p = qi, berechnet dann den Schnitt
punkt mit 8 und erhält schließlich durch Spiegelung
dieses Schnlttpunktes an der .jtAchse den Punkt p + q).

BestWs. Neutrales Element: e nach Konstruktion.
Kommutativitilt und Assoziativitilt: einfach in die For

meln einsetzen und nachrechnen.
(Das Ganze kann man auch geometrisch beweisen,

siehe dazu z. B. [11.)
Definhilon (Kongruenzzahl“). a € Q helft Kongrn

enzzahl, wenn a der Flächeninhalt eines rechtwinkli
gen Dreiecks Im R2 mit rationalen Seitenlängen Ist, d. h.
es existieren x, y, z € Q.mltx2 ÷ y1 = z1 und .i‘ = 2a.

Dcflnlllon (,Pythagoreisches Tripel“). x, y, z € 1V
(bzw. Q) bilden genau dann ein pythagorelsches Tri
pel, wennx2+ =z2. (l)as Tripel heißt reduziert, falls
gg7v,y,z)= 1.)

Pythagorelsche Tripel kann man mit 1111k der sog.
Indischen .Pörrneln konstruIeren:

Dafür wählt man die Zahlen a,b€N mit
ggr(a, b) =1 und a > b, die nicht beide ungerade sind.
Dann durchlaufen x=a2—b2,y=2ab, z=a2+b2
(oder x -‘ y, y -‘ x) alle reduzierten pythagontLschen
Tripel.

Dadurch kann man also unendlich viele derartige
Tripel finden, Insbesondere auch unendlich viele Kon
gruenzzahlenl

Nach diesen Vorbereitungen folgt dIe Lösung der
Aufgabe.

Der folgende Satz liefert eine Beziehung zwischen
den pwhagorelschen 7flpeln undF4n)

Salz 2. Es sei ii € 1V quadratfrel. Dann gibt es eine
Bijektion zwischen den Mengen
A ={(x,y,z)€Q;x2+y2=z2,.y=2n}und

= {x € Q x Quadsrsl, x ± ii Quadral).
(D. h.: gewisse pythagoreLsche Tripel 4- alle rationa

len Zahlen, die 1«n) erfüllen.)
&uwLt Wir deflnjeren die Abbildungen f:4-4 8

durch(x,y,z)— !- und g:B -+4 durch

X 4(&4Z,E+4,21R

fund g sind wohldefiniert.
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Einsetzen liefert gof IcI, also g = f‘ und cia-
mit ist [die gesuchte Bijektion.

jetzt stellen wir einen Zusammenhang zwischen
der Menge A,, und elliptischen Kurven her. (Man erhült
ihn durch einige Rechnungen mit pythagoreischen Tri—
peIn.)

Salz 3. Es sollen (x, ‘) 2 Q2 und E = — n2x

sein. Dann erhült man durch die Vorschrift

(x, ‘, z) (x — .2)z] eine Abbildung

E.

Es sei E E die Menge der (x. y) e E‘ für die x
ein Quadrat mit geradem Nenner ist.

Dann ist die Abbildung y: A,, —* wohlclefiniert
und surjektiv.

Umgekehrt ist ?L : E —

(x,±(7-I+,2).

Beu‘eis. Es seien (x, v) e E, := Q und t :=

Nenner von u, also 1 e 2Z. Mit 1‘ := ergibt sich
El lt

— ii. Da (o.B.cl.A.) n 2 iV, erhalten wir ein

reduziertes pythagoreisches Tripel (1 lt. 1 n, 1 lx) mit

/ e 2Z. \Vir schreiben nun 1
2

= 2,z. z‘ = —

1
/ 1x = r2 + 2

mit r, s aus O• Dann liegt —‚ —‚ 2it 1 in
/ t }

A,, und \virdl unter y auf (.v. y) abgebildet.

Den Rest nachzurechnen bleibe dem Leser als
l4bu ngsa u fga he

• Man kann sogar zeigen, dass Jt, 2E :=

{ p e E,; q e E(: p = 2q } bzgl. cleioben lefinierten
Addition gilt. (Der Beweis ist etwas kompliziert. man
vergleiche etwa [2], 1, Prop. 19.

• Die Idee ist nun: \Venn man einen Punkt p unendli
cher Ordnung in 1[ finden kann (cl. h. für kein It e
gilt k = e), so erhilt man durch Berechnung von 2p, 4p,
sp, . . . unendlich viele rationale Punkte in 2E. Durch

1‘ o X(p) erhült man dann unendlich viele x, die F(n)
erfüllen. Die Frage lautet also: Für welche n besitzt E(
einen Punkt unendlicher Ordnung?

Die recht einfach klingenclc Antwort ist

Satz 4. Seien ii 2 IV>) dluadratfrei und II wie oben.
Dann gilt: n ist Kongruenzzahl E, besitzt einen

Punkt unendlicher Ordnung.
(Für den Beweis benötigt man, dass I[, nur vier

Punkte endlicher Orclnung besitzt, nämlich (0. 0),
(±11, 0) und e, wie man aus [21, 1. Prop. 17 ersieht. Der
gesamte Beweis findet sich etwa in [21, 1, Prop. 18.)

• Somit zu a). Da es unendlich viele pvthagoreische
Tripel und daher unendlich viele Kongruenzzahlen n
gibt, besitzt F(n) wegen Satz 2 für unendlich viele n
wenigstens eine Lösung.

acl b). Wegen der Bijektion zwischen A, und 13,, von
Satz 2 ergibt sich: \Venn ii keine Kongrttenzzahl ist,
kann es F(n) auch nicht erfüllen. (Z. 13. sind 1, 2, 3, 4
nicht kongruent.)

l)as Problem, wie man von einer gegebenen Zahl ii

entscheiden kann, ob sie kongruent ist, ist offenbar im

mer noch nicht vollsliinclig gelöst. (Man siehe dazu
aLich [2].)

Nun betrachten wir noch den Spezialfall F,(): Zuerst
sucht man einen Punkt p unendlicher Ordnung aLif

13 : j‘ .v1 — 25x, berechnet dann die Vielfachen und
erhält so die gesuchten Quaclratzahlen (als x—Koorclina—

te vonp, da [0 (x, v) = f(‘ .‚2) = x.

(1681
Aus p (11), 00) ergeben sich 2p

(11183412793921

22aa1161a2-i16
= (622s3 19$ 577. i-i‘)t7‘ss‘69135‘iO9O8O‘(5663.I93d6377O881

( 286(7777i2$93063 19391 29990053732905696266-i37397501

usw.
Bemerkung. (07/.) Man konsultiere auch die Inter—

netdluelle [3] mit vielen Verweisen.
Neueste Erkenntnisse über Kongruenzzahlen (und

viele Verweise auf Originalarbeiten) finden sich im Ab
schnitt D7 des nun schon in der dritten (stark überarbei
teten) Auflage vorliegenden „Klassikers‘ [4]. Es gelten
etwa:

(TLInnell) Alle ciuaclratfreien Zahlen n 5, 6 oder
7 mod 8 sind kongruent.

(Bastien) Zu den nichtkongruenten Zahlen gehören
Primzahlen p 3 mod 8 undl die Produkte von zwei
derartigen Primzahlen, das Doppelte von Primzahlen
j) 7 mod 8 und das Doppelte der Produkte von zwei
derartigen Primzahlen. das Doppelle von Primzahlen

9 mod 16 und Primzahlen p 1 mod 8. deren Dat‘—

stellung Ja = cil + 62 die Eigenschaft hat, dass 0 + 6 kein
ciuaclratisehcr Rest mod J) ist.

c) Es sei It 3. NLin sindi für eine natürliche Zahl ii 1
rationale Zahlen i‘, s und 1 zu bestimmen, für die
rt + n = st‘ und r — ii

= l‘ gelten, wobei 0 < t < r < s

sind1.
Durch Addition erhält man dhe l3edlingung
+ 1‘ = 2rk, die notwendigerweise erfüllt sein muss.

Uber diese an Fermats letzten Satz gemahnende Glei
chung (wenn man mit dem i—lauptnenner multipliziert,
darf man o.B.cl.A. annehmen. dass r s und t positive

ganze Zahlen sind) sind aber nur Einzelergebnisse be
kannt. (Vgl. el‘,va [5], 16].)

• Für /t = 3 und in 1 haben die Gleichungen

x‘ + v 2“ z3 über Z nur die trivialen Lösungen

(x, j‘, z) mit x + = z = 0 und1 für in = 1 zLtsätzlich noch

(x, x, x) für .v 0.

• Für 6 4 hat die Gleichungx‘ + ‘ = 2 z2 überZ
nur die trivialen T.ösungen x2 =

‚i und z2 = ‚v 1
(Die l3eweise von Legencire bzw. Fermat verwenden

die Methode dies unendlichen Abstiegs. Unter Ausnüt—

zttng gewisser Eigenschaften dIes ZPE-Ringes z[/]
und des EIEc‘iisle/n-Körpers Q(/—3) kann man sogar

zeigen, iass dhe Gleichungen xt + y> = a z3 für sehr
viele“ \Verte von 0 nur die trivialen Lösungen (x, 1‘, z)
mit ‚v + = z = 0 besitzen.)
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Dreiecke, Kegelschuitte und
gewisse Flächeninhalte

[pi4]0Li‘1=
(s—ci).(s—c)siny

2 2

[DFB]-J-Z“2
(s—b).(s—a).sinot

[EDc] —
= (s-c).

2

/\DFB Höhe Ii, = x sin c = (s — ci) sin a.

AEDC . Höhe Ii, = sin 13 (s — b)sinl3.

(\\_..)

AtfgabeNr. 104.

a) Es sei ABCein beliebiges Dreieck, dem eine Ellip
se derart eingeschrieben ist, dass sie die Dreiecksseiten
13C. CA und AB in den Punkten D, Ehzw. Fberührt.

]. [DFB] . [EDC]
Man zeige. dass [D1F] = 2 1 —

[ABC]
gilt.

(Dabei bezeichnet [.VZ]den Flücheninhalt des Drei
ecks .V)Z.)

b) [.Open—end—Tei/J Man betrachte analogen Aussa

gen. etwa
• für andere Kurven, die die Seiten eines Dreiecks

berühren,
• für Ellipsen, die die Seiten eines konvexen Polv

gons mit mehr als drei Eckpunkten berühren,
• für Ellipsoide, die die Seiten[)üchen eines Tetrae

ders berühren.

Zuschriften sind eingegangen von:

Juhatin BIIA\DSTETFER (Vorstudienlehrgang der
\Viener Universititen), Peter COSTAMOLING (DG
13RG, SRG Reithniannstra8e, Innsbruck), Franz GAM—
MER (HG 19 — l3illrothstra8e, Wien), ‚Jutta GUT (VHS
Floridsdorf, Wien), Herbert l-IAIvIETNER (Gallneukir—
ehen), \V. j., Gerhard KTRCT—TNER (tiniv. Innsbruck).
Wolfgang KIRSCI-IEN[-IOFER (I-Terzogenburg), Otto
PREM ( BHAK St. Johann im Pongau 1, Kurt SCI—IOtSS—
\VOl-lL (Innsbruck) und Johanna TIBAtDO (lnn
bruck).

a) i) Wir lösen die Aufgabe zunücltst für den Sonder-
fall des Inkreises k von Dreieck ABC. dessen Radius r
sein soll.

Dazu überlegen wir zuerst folgende Formeln für den
Flücheninhalt eines Dreiecks ABC.

Seien R der Umkreisradius des Dreiecks und
ci+h+c

s — sein 1-lalbunifang. Dann gelten

[ABCJ= 2Ii 13 . - =

2s ‘iii iii 13 siiiy
(1)

(sincsinf3siny)
.1 OhG

Denn bekanntlich sind ABC ] =

o 2Rsin, h =2R‘sin13 und c = 2R‘siny.
Daraus folgen dann oh c = 8 R ‘sHi a sin 13 siii y

uncls =Rin+sin13+siny).

Aus [ABC] und den zwei voran stehenden
4R

Relatiunen ergibt sich sofort die l3ehauptung (1).

\Iit den Bezeichnungen aus der Zeichnung haben
\virx = — c/, ‘ = s — l. und z s — c.

Daniit erhalten wir
•Alil:lIöheh1=zsiny(s—c)siny,

(2)

.: )

(4)

\Veilers ist[DEF] = . (sin a +sin 13 +sin ) (5)

(Dazu beachte man ZFJD 1800 a
ZDIE 180° —13 und ZEIF 180° — y, verwende drei
mal die trigonometrische Flüchenformel und
sin(180° —(p) = sinip.)

Atis der Fkichenformel von Heron ergibt sich

( öl

1 ii nd ( (i ) inipl iz ierc n

(s — li)‘(s — /2)‘( — c)
(sui+sin13+sirvy)

(7)
(1), (2), (3) und (4) ergeben

[F1‘ü]. [DFB] . [EDC] =

(s —ci(s—h)2(s
)2

(sin±sin13 +sin (8)

Aus (7) und $) erkennt unmittelbar man die behaLip—
tete Fliichenheziehung.

ii) Um die Gültigkeit der ALissage für eingeschriebe
ne Ellipsen nachzuweisen legen wir durch den Mittel
punkt 1 des Inkreises /z von Dreieck ABC ein kartesi
sches Achsenkreuz (cl. h. list der Ursprung des kartesi—
sehen Koordinatensystems).

Durch die umkehrbar eindeutige affine Abbildung

x = ii und 1‘ = v mit (1 < / r geht der Inkreis Iz mit

der Gleichung ± = 1 in eine Ellipse r h mit der

Gleichung + = 1 über. Jedes Dreieck AV)Z der
1

Konfiguration geht unter dieser affinen Abbildung in
ein Dreieck A.V1Y1Z1 über. Für den Flücheninhali

[x1Y1z1]gilt dann

[xz] = .L.[x)z] und daher

:hhikItinu 1
2

=

[.-l1Ii1C1]

t ![FJ-I].[DFB].[EDc] t
—2- i—-—
1‘ [1BC]

Da die angegebene affine Abbildung umkehrbar ein—
cleutig ist, ist die Behauptung auch im Fall einer einge
schriebenen Ellipse bewiesen.

b) [1. l3ranclstetter, J. Tiliauclo und W. J.l
• In Teil a) wurde der „elliptische Fall“ (Abbildung 2)

betrachtet. Es liegt „also‘ nahe zu unteruclicn. ob und
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ggf. wie sich das bemerkenswerte Ergebnis auf andere
Kegelsclmitte übertragen lLisst. Dazu muss man das
Konzept tier Au/zorven eines Dreiecks verwenden, das
sind KLirven, die die Seiten oder deren Verliingerungen

Ahbilclung 2

berühren. Um die folgende Aussage nachzuweuen
nutzt man kartesische l‘o)ordinalen. ( Die l3eweise. auf
deren Wiedergabe aus Platzgründen verzichtet werden
muss, bedürfen eines gewissen Rcchenaufwancls. ) Es
gilt der folgende allgemeine

Satz. Wenn ein Kegeischnitt eine Seile eines beliebi
gen Dreiecks ABC von außen und die \erEingerungen
tier zwei anderen Seiten berührt, so gilt

I[i‘ii] . [DI‘iJ]. [uJC]
[DlE]=2.

[ABc‘]

Aus den folgenden AlbildLIngen ist ein ileispiel für
den ‚parabolischen“

bzw. den (beide Äste verwendenden) ‚hyperbolische«‘
Fall ersichtlich.

Falls nur ein l—Ivperhelast au[tritr, 1hnelt die entspre—
ehcncle FigLir dem ‚parabolischen“ Fall,)

• Es sei ABC ein lx‘/ii‘bitic‘s ‚1eicIiscIieii/eliqes Drei
eck (mit Basis AB) und F tier Basisminelpunkt. Dann
gilt die in Rede stehende FlLchenrelation genau dann.
wenn D und Edie Seiten BCbzw. ACim gleichen Ver
h1ltnis teilen.

Wenn (umgekehrt) Bund Eclie Seiten BCbzw. ACini
gleichen Verhtiltnis teilen, so gilt die Relation genau
dann, wenn Eder Basismittelpunkt ist.

Die Bestimmung von I‘ wenn die Teilverhültnisse für
[1 und 11‘ verschieden sind, bleibe dem Leser als kleine
.‘\ u 1 ga 1 e.

Deshalb ergibt sich für jede Kurve /‚ die die Drei—
ccksseiten in den zuvor ei‘vühnten Funkten D, Ebz\v. 1“
berührt. die Gültigkeit der Flauhenrelalion.

• Für Eilipsen. die die Seiten eines konvexen Polv—
)ns mii mehr als drei Eckpunkten berühren oder für

Ellipsoide. die die Seitenf‘l6ehen eines Tetraeders oder
anderer Körper (Quade ) berühren, lassen sich of
fenbar keine allgemein gültigen Afl2Liog2i tIer zuvor bc—
1 ‘achteten Relation angeben. 1 Etwaige weiterführende
Erkenntnisse \verden selbstverstündlich gerne veröl‘—
1 ent 1 il iü

* * 1‘

Zum Schluss noch die Lösuii,t dei‘Ait/i4abeQl5 aus
dem letzten i-left tier WN:

Man bestimme die erste Nachkommaziffer r‘,, (in dc—

zimaler Darstellung) tier Zahl +2n2 + n, wenn 0

eine positive ganze Zahl ist.

(5,/ici?)? ii = 1
\\‘ir zeigen e,,

6, wenn n > 1
Wegen = 1.5S7... ist e1 = 5.
Dagegen gilt für n 2:

. 0(2 < + 2n +n < n + 0.7.

(i) Die linke Ungleichung ist nümhch üquivalent zu

+ 1,Sn + 1,OSn + 0.210 < ‚c + 202 + n. cl, h.

— 0.OSn — 0.216> 0.
Diese Ungleichung gilt aber für ii 2, wie man (lorch

Ilestimmung tier Nullstellen des quadratischen Aus
drucks sieht.

(ii) Analog erhült man für die rechte Ungleichung

n‘ +2n+ n< ‘i±2.1n2+i.-C,z+0.3-i3, cl. h.

0.ln + 0.-Co + 0.343> 0.
Damit sind wir am Ende des lleweises,

“, Ahhilduni4 4

\
\
\

Abl0Idun 3

\\55\\

//
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PHYSIK, ASTRONOMIE

Dr. Christian Wolny

Metrologie (die Lehre vom Messen) heute
(Auszug aus Spektrum der Wissenschaft Juni 2007)

Jan Rohi,,son

fiber einhundert Jahren definiert das Urkilograinm

die Grundeinheit der Masse. Seit langem soll es durch
einen genaueren Standard ersetzt werden.

1-leutzutage sind technische GeGte oft schon nach
wenigen Jahren hoffnungslos überholt. Da erscheint es
geradezu aherwitzig, dass fast alle Messungen von Mas
sen — und damit zusammenidingender PhLnomene wie
der Energie — von einem Gegenstand abhingen, der
seit 117 Jahren in den Gewölben eines kleinen Labors
außerhalb von Paris auflewahrt wird, dem „Tnlernatio—
nalcn Büro für Gewichte und Maße“ (I$o,‘ea,, Inferno—
110)1(1/ des Pojr/s ei iIfesi,re,G, Im Tnternationalen Einhei—
Lensysteni 51 (Szidine Iniernaiiona/ d‘( niids}, oft auch
metrisches System genannt, deliniert der ‚Internationa
le Prototyp des Kilogramms“ (lEE) die Grundeinheit
der Masse, Dabei handelt es sich um ein zylindcrförmi
ges Objekt aus einer Plalin—Iriclium—Legierung mit ei
nem Durchmesser und einer Höhe von jeweils 39 Milli—
metern.

Die 51—Einheiten werden von der ‚Allgemeinen Kon
ferenz für Gewichte und Maße“ (Con,7d J;iie,‘,iaiioiia/
des f‘oids ei ‚tk‘sores) verwaltet. In den vergangenen
Jahrzehnten hat die Konferenz bereits mehrere der 51—
Basiseinheiten neu definiert, also jene Einheiten, die
durch Konventionen festgelegt sind und von denen
sich alle anderen ableiten, Ziel ist es, ein konsistentes
System zu schaffen, das dem \vissenschaltlichen und
rechnerischen Fortschritt nützt,

Das Meter und die Sekunde sind bereits über Natur—
phhnomene definiert. Das Meter wurde fiber die Ge
schwindigkeit des Lichts festgelegt, die Sekunde durch
die Frequenz von Mikrowellen, die ein Atom dIes Ele
ments Cüsium abstrahlt, wenn es zwischen zwei spezili
sehen Energiezust3ncle wechselt.

Das Kilogramm ist heute die einzige verbliebene ST—
Grundeinheit, die noch auf einem von Menschen her
gestellten Bezugsohjekt basiert. Von einem solchen Ar—
tefakt abhdngig zu sein, ist für Wissenschaftler proble
matisch. Da ihi‘e Instrumente immer prdziser werden,
kann es passieren. dass ihre Messungen genauer sind
als die Definition eIer Grundeinheit. Metrologen — die
Fachleute auf dem Gebiet des Messwesens — bemühen
sich deshalb, auch die Einheit der Masse auf Naturkon—
stanten zurückzuführen. Zwei Wege verspi‘echen dabei
den größten Erfolg: Einer basiert auf der sogenannten
Avogaclro—Konstante, als)) dler Zahl der Atome, die in
zwölf‘ Gramm des Kol ilenstoffisc k )ps enthalten
sind. Der andei‘e bezieht sich auf das Planck‘sche \Vir—
kungsquantuin, eine Naturkonstante, die den Zusam—

rnenhang zwischen der Frequenz eines Photons und
seiner Energie herstellt,

Um den Prototyp des Kilogramms zur Eichung von
Massenangaben heranzuziehen, wird bis heute ein auf—
windiges Verfahren praktiziert. Et\va alle dreißig Jahre
entnehmen die Meirologen den JPK aus seinem Behült—
nis, um damit Kopien zu eichen, die ihnen von den 51
Unterzeichnerstaaten eIer sogenannten Meter—Konven—
lion zugeschickt werden, einem Vertrag, der die Arbeit
der 51—Organisationen regelt. Sobald das gelungen ist.
werden diese Kopien verwendet, um Massenstanclards
in den Mitglieclsstaaten zu kalibrieren. In weiteren

Schritten werden auf diese Weise schließlich weltweit

Messinstrumente in Laboren und Fabriken geeicht.

Es ist sinnvoll, sich auf einen stabilen, unver1ndlerli—
ehen Standard für Massenmessungen zu beziehen,

Doch leider 1ndert sich die Masse dies IPK offenbar mit
der Zeit, Vergleicht man die Masse des 1ER mit anderen,
zur gleichen Zeit gefertigten Massenstandards und zieht

alte und neuere Messungen von Naturkonstanten he—

ran. so ergibt sich, dass sich die Masse des 1ER in den

letzten 100 Jahren um mehr als 50 Mikrogramm ver2n—

dcii haben muss. Dui‘ch die Akkumulation von Lultver—

unreinigungen könnte seine Masse zugenomi nen.
durch Abnutzung jedoch abgenommen haben. Für ei

nen Standard. auf dem Forsch ding di nd 1 nd ustrie in aller
\Velt aufbauen, ist das nicht akzeptabel.

Ahnliche Schwankungen plagten früher auch die

Maßeinheiten von Zeit und Ginge. So wdii‘die ehe Sekun—

dc ursprünglich von dler Rotationsgeschwincligkeit der

Erde abgeleitet. Diese nimmt jedoch langfristig ab und

weist zudlem kurzzeitige Veüinderungen auf. Um da

von unabhdngig zu sein, wurde die Sckundle 1967 als
„die Dauer von 9.192,631.770 Schwingungen dler Strah

lung dies LJhergangs zwischen zwei 1-lyperfeinstruktur-

niveaus eines Ciisium—133—Atoms“ neu definiert. Sie hn—
dlert sich nicht mit der Zeit und kann jedlerzeit und über
all auf dler \Velt im Labor gemessen werdlen.

Obwohl dlie Definition c,ler Seklindle nun nicht mehr

auf der Rotation der Erde beruht, könnte sie sich immer

noch als dlnzdil‘eichendl erweisen, denn sie h3ngt on ei
nem quantenphysikalischen Prozess‘ib, auf den elek
tromagnetische Felder spürbar einwirken. Forscher ein—
wickeln mit den optischen Uhren gegenw2rt ig einen
Typ neuartiger, pi‘iziser Atomuhren, der schon baldl

eine weitere Neudefinition dler Sekundle erfordlern

könnte.
Demgegenüber ist ncr L2ngenstandard recht stabil,

t Irsprünglich herdihte dlie Si•-l)elinition des Meters‘,idif
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einem Artefakt: einem extrem stabilen Platin—Triclium—
Harren, in den zwei Linien in wohiclefiniertem Abstand
eingeritzt \vurclen. Im Jahr 1983 wurde das Meter dann
als „die Lünge des Wegs, den das Licht im Vakuum im
Zeitintervall von 1 299,792,o5$ Sekunden zurücklegt“
neu definiert. Diese Definition sollte auch dem künfti
gen technischen Fortschritt standhalten, denn sie ist mit
einer der s ichtigsten Naturlsonstanten verknüptt, der
Geschwindikeii des Lichts. das im Vakuum genau
299.92.48 Meter in der Sekunde zurücklegt.

Welche Schritte zu unternehmen sind, um das Kilo
gramm auf der Basis einer physikalischen Konstante
neu festzulegen. sodass es sich in den bestehenden Ge
brauch einfügt, ist klar. Zunichst müssen Metrologen
cl je betreffenden Konstanten messen und auf der
Grundlage des gegenwOrtigen kih grammstanclards Ii
xieren. Erst ckinn können sie in die Neudehnition einge—
hen, damit ein nahtlosei Lbergang zwischen alter und
neuer Definition gess iltrleistet ist, Jedes hinreichend
ausgestattete Labor so] Ite den neuen Massenstandard
pr )d uzieren können

Vielversprechend erscheint es, das Kilogramm mit
der Masse eines Atoms zu erknüpfen. Dabei bietet sich
zunhchst an, die A ogaclro—Konstante zu fixieren. Diese
ist definiert als die Anzahl der Atome in zwölf Gramm
des K hlenstol‘fisotops °C, einem n gen.tnnten Mol.
Neuen Messungen zuft)lge lictr2gt ihr \X er 6,02 x 1O
oder 602 Trilliarclen pro M( 1. 1 )araus erkennt man, wo
für Meirologen das Problem liegt: darin, eine \s1igbare
Menge von Atomen zu z1hlen. Selbst in den genauesten
Waagen erhindern es „Schmutzelfekte“, Massen zu un
terscheiden. die uni ss eniger als 100 Nanogramm on
einander abweichen. Das t i kilogramm soll jedoch zu
mindest mit einer Pr2zision V( n 1 zu 50 Millionen defi
niert werden. Dafür müsste man die Atome zihlen. die
in 5 Gramm IG )hlenst( )l -12 (C cml ialten sind. Selbst
wenn es gel3nge. pro Sekunde eine Billionen einzelner
Atome zu zühlen. würde man dal ür etwa .000 Jahre be
nötigen — ein aussichtsloses ‘nierlangen.

Einfacher ist es. die Anzahl der \toine in einem Kris
tall zu crmiitel ii. indem mai dessen \‘olu men clur Ii
dasjenige teilt, ss elelies ein einzelnes Atom darin ein
nimmt. Wiegt man den Kristall, hisst sieh aus der Masse
eines Atoms dieses Kristalls relativ zu einem Koblens—
toff—12—Atom die Av )gadro—Ki )nstante bestimmen. Der
Neudefinition des Kilogramms ware man damit einen
großen Schritt niiher gekommen.

1 ‘in auf diese Weise das Kilogramm fiber die Atom
masse zu eichen, muss man zdinüchst den Abstand (her
Atome in einem nahezu perfekten Kristall messen, in
dem die Atomzahl pro Einhieitszelle bekannt ist. Daraus
folgt das von einzelnen Atomen eingenommene Volu
men. Weist der Kristall eine liekanitte Masse auf‘, lässt
sich daraus auf die Masse eines seiner Atome schließen.
\us dleiti \‘erliältnis der Molm:isse des lsotops. aus dem
der Kristall besteht, zur ‚Masse des Atoms folgt die Avo—
gadro—Konstante.

Dies zu tun ist schwieriger, als es klingt. denn dafür
ist eine beträchtliche Genauigkeit erfoi‘clci‘lich. Tatsäch
lich ist das Vorhaben so teuer und komplex. dass welt
weit kein staatliches Eichlabor über die nötigen Mittel
verfügt. Deshalb hat sich ein Konsortium von F‘or—
sehungslabors itt Australien. Belgien. Detitseliland,
Großbritannien, Italien, P;tpan und den IJSA zut‘ ‚.lntei—

nationalen Avogadro—Koordination“ (Inlenicitio,ial

Aco,gaclro C‘oordinotion) zusantmengeschlossen.

Das Vorhaben kann nur gelingen, wenn der zu unter
suchende Kristall eine nahezu perfekte Struktur auf
weist, also äußerst wenige Gitterfehler und Unreinhei—
ten enthält. Da die 1—Ialbleiterindustrie im Züchten gi‘o
6er, weitgehend perfekter Einlristalle aus Sihizium in
zwischen sehr erfahren ist, wurde dhieses Element aus—
gew.ihlt. Sind die Messungen am Sihiziumkristall ge
glückt. können Metrologen die Ergebnisse zur Definiti

on des Mols. die auf Kohlenstoff—12—Atomen beruhrt. in
Beziehung setzen, indem sie extrem genaue Messun
gen der Atommassen von Siliziuin und Kohlenstoff he
ranziehen. die mit einem Massenspektrometer be
stimmt wdtrden.

Um dhie Masse der kristallinen Kugel zu bestimmen.
nutzten die Metrologen das \‘erhihrcn der ..Substitu—
tionswägLing“. Diese bei präzisen .‘tlessLingen übliche
Methode ersetzt eine einzelne \\ ägung ddtrch eine Wä—
gereihe, bei der dieselben \l.issen mehrfach gewogett
werden. I3enötigt wird dlafur insbesondere eine soge
nannte Leertiiasse. Diese brauehi nicht genau bekannt
zu sein, muss jedoch einen äußei‘st stabilen Massenwert
:iuf\ eisen.

Zdinächst wild] die Siliziumkugel auf dem einen Arm
der Waage platziert, eine Leermasse von etwa einem Ki—

1
gramm auf dlern anderen. Nachdem die Kugel durch

eine Masse ersetzt wurde, dhie im liahnien des IPK—Stan—
dards bekannt war, wiederhc )lteii die Forscher die \Vä—
gung. \‘(‘ird dci Austausch s orsiehtig genLig dlurelige—
führt, liefert der auf der Skala der \\‘aage ahilesbare Un—
tei‘.sehied unmittelbar die Massendifl‘erenz zwischen
der Kugel und dem Massenst,tndard und damit auch die
Masse der Kugel selbst. Durch diese Methode lassen
sich \N‘ägeleltler stark i eduzieren. die minimal unter—
sehiiedlielie Armlängen der \\a.ige hervorrufen können.

ALls weiteren Proben des Siliziiims bestimmten die
l-orselter die relatis‘e 1 läufigkeit der Sihizidtmisotope “Si.
“Si undl ‘ ‘Si im Kristall. uni deren Beiträge zur Kugel—

masse zu berücksichtigen. Dazu benutzten sie ein Mas—
senspektrometer, mit dciii sieh die elektrisch geladenen
Isotope anhand ihi‘es unterschiedlichen Masse—La—
dtings Verhältnisses trennen lassen.

Inzwischen hat cl ie Internat ii ina le Avogadro—K( orchi—
nal n die i\Iessungen an Kugeln adis natürlieltem Silizi—
um nahezu abgeschlossen. Zss ‚ir gelang es den Metro—
logen, die Anzahl der Atome in einer Ein—Kilogramm-
Kugel mit einer Genauigkeit (In 3 zu 10 Millionen zu
hestintmen. Für einen neuen Standlardl ist das jedoch zu
dinsieher L nt eine noch höhere Genauigkeit zu errei
chten ‚arbeitet das Team dlcrzeit an der 1 Iet‘stellung einer

Kugel aus reinem Siliziuni—28. Diese wird voraussicht—
fielt 1.25 bis 2,5 Millionen ( S—Dollar kosten. Mit l‘ussi—
selten Gaszentrifugen. die drsprünglieli dler Produktion
ton wafl‘enfiihigem L ran dienten, trennen Mitarbeiter
der Ko( )rdhination gegen\\ ärtig die Sihiziuni—Isotope. l3is
2010 will dIas Konsortidim eine Genauigkeit erreichen.
die besser als 1 zu 51) Millionen ist.

Der 7\veite Weg tir Neudef‘inirion des Kilograttinis
basiert auf dler Idee. die Masse über ihr Energie-Aduiva

lent zu bestimmen. Genutzt wird dlahtei die A(liii\alenz
on Masse Lind Energie. die Einstein mii seiner berühm—

ten Formel L = ‚nc beschrieb. Ihr ziiliäge sollte man die
Masse dhtii‘ehi die Energie deliniei‘en können, in dlie sieh
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eine bestimmte Materiemenge umwandeln lässt. Wie
schon das Zählen einzelner Siliziumatome ist dies nicht
einfach, denn schon bei der Umwandlung weniger Ato
me werden gewaltige Energiemengen frei.

Leichter ist es, auf vergleichsweise konventionelle
Weise elektrische und magnetische Energien zu ver
gleichen. Dabei mtissen die Metrologen allerdings die
auftretenden Energieverluste in den Griff bekommen.
\Velche 1-linclernisse dabei zu überwinden sind, zeigt
sich, wenn wir uns einen Elektromotor vorstellen, der
eine Masse gegen die Schwerkraft anhebt. Unter iclea—
len Bedingungen \vürdle die gesamte dem Motor Zuge
führte elektrische Energie Eclie potenzielle Energie des
um die Strecke Ii angehohenen Objekts vergrößern. Es

gilt demzufolge E = ‚n1i, woraus die Masse in

folgt. Dabei ist g die Schwerebeschleunigung, die mit
einem Präzisionsgravimeter bestimmt sverden kann. tn
der Praxis ist diese Art der Massenbestimmung aul—
grund von Energieverlusten im Motor und anderen Tei
len des Experiments nahezu unmöglich. Zwar versuch
ten \Vissenschaftler, ähnliche Experimente an Objekten
durchzuführen, die aufgrund des sogenannten Meiß—
ner—Ochsenfelcl—Effekts der Supraleitung zum Schwe
ben gebacht vurclcn. Über eine Genauigkeit von 1 zu 1
Million kamen sie jed )ch nicht hinaus.

Eine größere 1--IoN nung bietet die s )gena nnte \Vatt—
Waage, die llryan Kibble vom britischen Nati( )na len
Physikalischen Lahoratoriuim ( NPL) vor 30 Jahren er—
sann und die das Problem des Energicverlusts durch die
Messung einer „virtuellen Kraft“ vermeidet, Diese Mc—
t h )de setzt das Kil( )gramm mit dem Meter, der Sekun
de, dem elektrischen Widerstand (in Ohm) sowie der
elektrischen Spannung (in Volt) in Bezug, was zwei
Prozesse der Quantenmechanik ermöglichen: der Jo—
sephson•-Effekt und der Quanten—l—lall—Effekt. Daraus
lc)lgt ein sehr püiziser \Vcrt des Planck‘schen Wirkungs—

(lU1itum5.
Die Watt—\X/aage ist eine konventionelle Balkenwaa

ge, an deren einem Arm das zu messende Objekt der
Masse 1)1 hängt, während sich am anderen Arm eine
Spule der Gesamtlänge L in einem starken magneti
schen Feld 13 befindet. tm Experiment wird zunächst ein
Str )m 1 durch die Spule geschickt Lind 50 eine Kraft er
zeugt (das Produkt BLJ), welche die Gewichtskraft des
Objekts ( das Produkt in,g) ausglcicht. Danach wird das
Objekt entfernt und der Strom abgeschaltet.

Anschließend wirr! die Spule mit einer Geschwinclig
keit i‘clurch das Magnetielcl bewegt und dabei die indu—
zierte Spannung Lf = BLi gemessen Dadurch lässt sich
rIas Produkt BL bestimmen, clasauifanclerem \Veg kaum
ausreichend genau zu bestimmen ist. Sind rIas Magnet—
feld und die Spule stabil genug. damit rias Produkt BL in
beiden Teilen des Experiments den gleichen \Vert be
sitzt. lassen sich heide Messungen zur Beziehung ngi‘ =

LII kombinieren. Diese beschreibt rIas Gleichgewicht
zwischen der mechanischen Leistung (rias Produkt von
Kraft uincl Geschwindigkeit, ni,gi‘) und der elektrischen
Leistung (das Produkt von Spannung und Stromstärke,
(/f) Da die Messungen von Spannung uind Stromstärke

auf der einen Seite sowie Gewicht und Geschwindig

keit auf der anderen Seite jeweils getrennt auisgeführt
verden, hängt das Ergebnis nicht davon ah, dass die
t.eistung tatsächlich in irgendeinem Teil des Experi—

ments verloren geht, was sich durch iie Erwärmung der

Spule odler Reihung hei der Bewegung nicht gänzlich
vermeidlen lässt. Demzufolge können die Forscher mit
dler Anordnung einer ‚virtuellen Leistung“ ermitteln.

Die Metrologen messen dien Strom während dler Wä
gung, indien] sie ihn durch einen Widerstandl leiten. der
zuvor mit Hilfe dies Quanten—t-tall—Effekts geeicht wun—
dc. Die am Widerstand anliegende Spannung sowie die
in dlie Spumle induzierte Spannung werdien mit 1—lilfe des
josephsons—Eflekts gemessen, der ebenfalls qulanten—
mechanischer Natur ist. Die Forscher können deshalb
die elektrische Leistung in Einheiten dies Planck‘schen
Wirkuingsquantums ausulrücken. Da die andere!] Terme
in der Gleichung nur von dier Zeit undi der Länge abhän
gen, kann letztlich dlie Masse in Einheiten dies
Planck‘schen \Virkungsquantums. des Meters uincl der
Sekundle bestin]n]t wem‘dlen — also ausschließlich auf der
Grundlage von Naturkonstanten

Zwar scheint sich diese Methode recht dlirekt zur Ei—
chung dies Kilogramms zu eignen, Lii]] jedoch die ange
strebte Genauugkeit von 1 zu 100 Millionen zu cri‘ei
ehen, müssen die wichtigsten Größen in dem Experi
ment mit einer Genauigkeit gemessen werden, die an
die Grenzen heuitiger Möglichkeiten stößt. Zunächst ist
die Schwere! escl]leuinigung extrem genau zui bestim
me!]. Dann n uiss rias gesamte Verkihren ii] einem \7a—
kuun] durchgeführt werden, damit weder der Auftrieb
in der Luft noch die Stral]lenl]reehung die Geschwin—
digkeitsmessuing l]eeinflusscn, die mit eine!]] Laser—In
terferometer vorzuinehmen ist. Die Metrologen müssen
außerdem dafür sorgen, diass dlie Richtung der auf die
Spule vi rkenden Kraft exakt vertikal verläuft: diafür
müssen sir‘ Teile der Apparatur aLif mindlestens 10 No—
gensekuindcn u!]dl 10 Mikrometer exakt ausrichten.
Schi ießlich müssen sie genau verstehen, wie sieh c1as
Magnetfeld zwischen die!] beidlen Teilen des Experi
ments verhält. Das erfordert. dass sich die Temperatur
dies Permanem]tmagneten höchstens in] Mikrokelvinbe—
reiel] langsam rind gleichmäßig äi]deri] darf.

Leider führen bisherige MessL!i]gen dier Siliziumkris-
talle sowie dier Watt--Waagen zu Massenangaben des Ki
logramms, die um n]eI r als 1 zu 1 Million voneinander
abweiehe!]. Forscher n]üssei] die Abweichungen auf
ein l-tuindiertstel dieser Differenz reduzieren, bevor sie
das Kilogramm neu definieren können.

Das Internationale Komitee für Gewichte uind Maße
treibt dlie nationalen Eichanstalten an, bis zuim Jahr 2011
nicht nuir das Kilogramm !]eLi zu definieren, sondlern

auch cias Ampere. das Kelvin und das Mol .Ai]schlie-
ßend \verdlen ei!]ige Lä!]dler dlic !]otwendigen Geräte
bauien, um dliese Definitionen praktisch zui nutzem].

Literatur:
Replacing thc kilogram. Von 13. P. Kibhie mcl 1. A. I0)hinson in:

Mea,siit‘emeni Sience and Technologv, Bd. 14, 5. 1229, 2003
Tracing Plancks on,siani to ihe kilotr:int hy elektromechanical

nielotds. \bn ..\. Eichc‘nherger eI :11. in: Pvlelrologia. Bd. 40, 5.
356, 2003

Hisiory and pi‘ogre.s.s in ihe lccurate determination of ihe Avoga.
clro consiani. Von P. Becker in: Repol],‘, 011 I‘r( )9i‘eSS in: l‘hysics,
Bd. 6‘), 5. 1945. 20(11

Wehlinks zu diesem Thema finden Sie unter svwsv.spek.
irciin.de/artikel/0726f38.
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Von der Symmetrie zur Supersymmetrie
Zum Tode von Prof. Dr. Julius Wess,
dem Begründer einer der vielseitigsten physikalischen Theorien der letzten 50 Jahre

P,‘uf Dr. Peter ‚lid!!

Julius \Vess. einer der international Iterausniuenden
Theoretischen Physiker der letzten 50 fahre verstarb
völlig überraschend am 8. .-\ugusr im Alter von 2 fah
ren in l-Iamhurg fulius \Ves war bis zuletzt ein aktiver
und engagierter Forscher voller neuer Ideen Lind Visio
nen. seiner Zeit immer einen Schritt voraus“, so Prof.
Dr. Jan Louis vorn 11. Institut für Theoretische Physik an
der Universitüt I—lamburg. wo Julitis \Vess im vergange—
neu akademischen Jahr eine Gastpn üessur innehatte.
‚Wir verlieren mit Julicts \Vess einen warmherzigen Kol
legen und Lehrer, der bis zuletzt mit ungehrochener
Freude forschte. Es ist zutiefst bedauerlich, dass er die
mögliche experimentelle l3esüitigung des von ihm und
Bruno Zumino entwickelten berühmten ‚Modells der
Supersvrnmctrie am Lt rgc 1-Ja cl n n C 0 lider D—1 C
CERN nicht mehr erleben kann so Prol. Dr. Hermann
\icoku. l)i‘ektor am Potsdamer .\las—Planck—lnsiiiui für
(tvitationsplivsik (Alhert—Einstcin—lctstituu.

Dctt‘ch seine Arbeiten und Ideen auf dem Gehiet der
Theorie der Elementarteilchen und der Mathemati—
selten Physik scltul jrtlius \Vess neue physikalische
Konzepte Lind prügte so eine ganze Furschergenerati—
ori. Er begründete zusammen mit lirctni Ztiinino 1973
die Supersymmetrie: Einhahnhrecltendes Modell, das
in vielen Gebieten der Theoretischen Physik seine An
wendung geftinden hat und auch in der Mathematik
nette Entwicklungen einleitete. Die Srtpersymmetrie
verallgemeinert das in der Physik und insbesondere in
der Elenientarteilchenphysik) so erl ilgreich angewen—
clete Syninietrieprinzip um einen weiteren Aspekt: Es
stellt eine Verbindung zwischen den Bausteinen der
Materie und den zwischen ihnen wirkenden Kriiften
her.

Die mathematische Existenz dieser Symmetrie war
zuniiclisi das eigentlich überraschende Ergebnis dci- Ar
beiten von \Vess und Zctmino. Die Anwenclctngen in
der Teilchenpltysik wurden dann schrittweise erkannt.
So ist es beispielsweise im Rahmen eitler supel‘sytYtme—

trischen Theorie möglich. die starke und die elektrosch—
wache Kraft in einer sogenannten Grand t nilied Theo
ry (GUT) ztt vereinheitlichen. Darüber hinaus stellte Su—
pci-symmetrie einen ersten Schritt auf der Suche nach
einer Qtiantengravitation, cl. lt. einer vereinheitlichten
Theorie aller Kriftc der Natur dar. So ist sie auch zentra-
les Element der Stringtlici inc — einetil viel verlrecheii
den Kandidaten für eine Quantcngtavitatkiti.

Die Sdtpersvrntnetrie sagt die Existenz neuer Elemen—
tarteilelten voraus, die von 2008 in mit Hilfe der Experi
mente am T.1—JC gesucht werden. Eines dieser Elenien—
tarteilchen könnte auch der f rsprung der .sogenatinten
Dunklen \laterie sein, die einen ülierrasclteticl gt‘oRen
Teil der Energiedichte unseres 1 niversunis austitacht,
Zusützliclt gibt es in supersynimetnischen ‘Ihei )rietl An
satzpunkte zctr Lösting weiterer grundlegender Rütsel
der Physik. heispielsweise zur Frage. svartim es im Uni-

vei‘suni überhaupt \laterie giht und svarcini \1atei‘ie
?slasse hat. Obwohl die experintentelle Bestütigung der
Supersvnimetrie noch aussteht, hat sie sich zu einem
dominanten Thema der theoretischen Teilcltenplissik
entwickelt, Ihre Aktualitiit ist ungelirocltc‘n und auch
von zentraler Bedeutung für die Gestaltung neuer Ex
perimente weil über die gegenwürtige Zeit hinaus.

julius \Vess, geboren 193—i im österi‘eichischen Ober—
völz. studierte in Wien und promovierte 1057 bei 1—lans
Thirring. Er setzte seine wissenschaftliche Arbeit am
CERN fort, lehrte ah 1 Oöö am Cuurant Institute der Uni—
versity of New York und wurde lüfiS als Professor an
die L‘niversitiit Na i‘lsrulte bern fett 109!) lierief cl ie Max—
Planek—Gesellschaft ihn zum Direktor des damaligen
Max—Planck—Instituts für Physik und Astrophvsik in
München. Gleichzeitig war er Ordinarius für tlieoreti—
sehe Physik an der Ludwig_\laxiitiilians_Iiniversiüit
!\ 1 ci iicl t e n -

Jttlius \Vess war ciii „besessener“ Ii itscher und sei‘-

suchte imitier, \vissensellaltlicltes Neuland zu lieti‘eten,
Seitte mathetitatiseite Begabung gepaart mit seinem
physikalischen Vet‘stündnis und seiner physikalischen
Intuition titachten ihn ici einem der originellsten und
kreativsten theoretischen Physiker der letzten 50 fahre.
So giht es nehen der Erfindtuig der Supet‘syntmetric
eine Reihe weiterer zentraler Anliciten, die die Physik
nachhaltig pt‘ügten. Zctletzt verfolgte er die Idee, Raunt
und Zeit hei sehr kleinen Entfernungen zu modifizieren
und ihre geometrische Struktur grundlegend zu verün—
dem Auch das wissenschaftliche Schicksal dieser soge—
nannten nieht—koninttitativen Geometrie darf Julius
\Vess leider itieht titehr et‘leben,

Nehen seiner wissenschaftlichen Arbeit engagierte
Jctlius \Vess sich für die intensive Föi‘clercing von For
schung uticl Lehre in den vorn Krieg betroffetien Bal—
kanlindemn. Dieses Engagement war ihm eilte I--lei‘zetis—
atigelegenliett und gmg auf eigene Erfahrungen nach
dem Zweiten Weltkrieg zurück: Seine eigene wissen
schaftliche Arbeit utid Auslanclsaul‘enthalte wut‘clen da
mals von der Fulbright—Stiftting gc‘l‘öm‘dert - 1090 gründe
te \Vess daher zusammen mit anderen Kollegen den
\‘erein „Wissenschaftler in globaler Verantwortung“.
der \\“issenschaft 1er aus dem ehemaligen Jugoslawien
unbürokratisch in Fut‘scliung Lind Leht‘e untet‘stützt.
Das langfristig und flexibel angelegte Pt‘ogt‘aitim er—
möglicht es vor allem jungen engagierten \\issenscliatt—
1cm aus den vom Krieg betroffenen llalkanlündc‘rn, ei
nen ‘Feil ilii‘er Ausbildung an dleditsellen Foi‘schungsein—
richtungen zct absolvieren.

lulius Wess erhielt mehrere Ehrendoktorsvürden und
\vurdle für seine wissenschaftlichen Leistctngen vielfach
a usgeze ic hit et,

Für Fragen stehen Ihnen zur Verf ügittig: Pi of‘. Dr. Jan
Louis: jan.lotiisii)desv,de. Pi‘ol‘. l)r, l-lertttatiit Nicolai:

herniann nic tlait-aei. nipgcle
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WIRTSCHAFTS- UND SOZIALGEOGRAPHIE
WIRTSCHAFTSINFORMATIONEN
Prof. Mag. Dr. h. c. Wolfgang Sitte t — Dr. (Jirislian Sitte

Der ÖROK-Atlas — www.oerok-atlas.at
Ein neues, IKT-gestütztes online verfügbares Hilfsmittel
für den GWK-Unterricht

Cli eis//an Sitte

1. Einkitung

Die ÖROK 1 Osterreiehische RLniordnums1«)nfe-

i‘enz) wurde imlahre 101 als eine vom Bund. Lündern.
Stüdten und Gemeinden sowie den \Virtsehatts- und So
zialparnern getragene Einrichtung zur Koordination

der Raumordnung auf gesamtstaatlicher Ebene gegrün
det. Für die laufende Titiikeit wurde heim Bundes—
kanzleramt eine Geschhflsstelle eingeriehtet. Zu den
Au(gahen der 01<0K z/ihlt u. a. die Auliereitung von
Grundlagen zur Ra1imk)rch1ing in Österreich. Sie
bringt mein nur alle paar lahre einen Raumorrlniingshe—
rieht heraus, der aur h in der Schule wertvolle updates
zu den Buchinhalten bietet etwa zuletzt 11 l<auinorcl
nungshericht, Wien 2005). Sie publiziert auch seit 1953
gemeinsam mit dem OIR (dessen instruktive Zeitschrift
„Raum“ wir im letzten WN-l-ieft vorgestellt hatten). das
die e )mputerkartograph iseh erste! Iten Karten i iefert.
den ‚Atlas zur Rininliehen Entwicklung Osterreichs“.
Seine gedruckten Karienblhtier erscheinen regelmaSig
in Lieferungen. sodass seine suindige Akirialitat ge—
w/ihrleistet ist. Sein \‘ irgünger \var der, in ich in kon—
entioneller, anspruchsvoller Kartographie hhufig

komplexanalvtischer Karten, gezeichnete „Atlas der Re
publik Osterreich“. den Geographen (u. a. 1-1. Bohek, E.
Arnberger) ander Osterreichischen Akademie der Wis
sensehalten seit den 1960er Jahren herausgebracht hat
ten. V( in dieser Stelle erschien 2005 auch die reich mit
Karten ausgestattete Publikation .1 )as neue Bild Oster
reichs — StruktLir und Entwicklung im Alpenraum und in
den \‘orkindern (hg. von A. Borsdorf). die E. Lichten
hergers wissenschaltl ehe Lhnclerkunde ‚OsterreieL
kartographiseh erweitert (in deutsch erschien diese in

2. Auflage 2002 bei der Wissenschaftlichen l3uchgesell—
schaft Darmstadt: in englischer Sprache dann ebenfalls
heim Verlag der Österreichischen Akademie der Wis
senscha[ten, Wien),

Virtuell a hrutlxi re Karten zu Osterreieh gab und gibt
es online auf dem Ser er des l3undcsamts (0 pi graphi
sehe Sit uath in u ntersch iecll icher Iassstühe u ott‘. aies/ri
atilnap an. Zrisützlich 1 indet man aLit dein Server der
Statistik Austria (ehem, Stat. Zentralamt) thematische
Karten 1 a‘u‘u‘.sta/is/iihal/itar/eii t.vi .sIiiml hzw. auch
kombiniert mit detaillierten Daten zu jeder Gemeinde
unter u‘u‘u‘,s1a/Is/li?.a//)lici.?t(ein/oidcav./sp) I)ie Karten
waren allei‘dings vom Ilser nicht vei‘hnder- bzw. gestalt
har oder zu ergtinzen

Eigene einfache Karten konnte man aher (aul einer
Grundlage (1er Bezirke hzw. N TS-Regu)nen Öster
reichs bzw. auch auf einer mitgelielerten Weltkarten
grunclkarle) schon seit einiger Zeit auf einem k )sten
freien praktischen Online—GIN der Kartograpliieabtei—
hing des \\iener Uni—Instituts für Geographie und Re—
gionalforschung .‚MyMap“ gestalten hi/p://inapgis.oni—
I‘ie.ae.at/)/t7Ilap. Kollege T-lartwig 1-litz hatte es mit ei
nigen Iacfididaktischei‘i l-linweisen in GW—UNTERR.
t02 2006, SOS f. beschrieben. Im 7. Kl. AI-lS-Oberstul‘e
Schnlbricli Slalcik Sitte ..RG\Vneu“ hei na‘n‘.1ioeIeIa/

winde dieses Angeht it erstmals bei Arbeitsaufgahen zu
sitzliclt integriert (vgl. G\\-L\‘TERR. 10-1 2006.5.35 lt.

2(flt wurde das virtuell \‘erlüghare .-\ngehot. das \vir
in GWK kartographisch nLitzen künnen, um den
„OROK-Atlas online“ (n‘u‘n‘.oc‘rok-a//a.s.a/) er eitert.
l)ieser bringt uns weitere wertvolle Erweiterungen ins—

besondere für den Unterricht der 6. und 7. Klassen Al-IS
Oberstufe 0(1er der lt. Jahrgdnge B1—IS. Im lmpi‘essum
sieht ausdrücklich „Dow nloads und tG)pien dieser Seite
sind unter Angabe der QuelC gestattet . womit eine Nut-

zung der selbst erstellten Ei‘gebnisse auf dem Schulsei‘
ver bzw. Lernplattfonnen (vgl. koller Sitte 20(tS) nichts

im Wege steht. Der 01<0K-Atlas liefert dem Nutzer Mog
lichkeiten. die bisher nur auf der Mat<stabsebene eines
Bundeslandes etwa der „virtuelle Tirol—Atlas“ für die
Schule zur Verfügung stellte (vgl. Ralil 2005 und 2006)
und bringt darüber hinaus noch weitere Erghnzungen.
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2. Struktur des ÖRQK-At]as online

Der 01<0K-Atlas ist ein kostenloses Service. Grund
gedanke hei (1er Konzeptii m war die freie Verl ügbar—
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keit des neuen Instruments für alle Interessierten an je
dem PC. Es sind keine Systeminstallationen oder
Downloads n \vendig — was gerade für den Schulbe
reich hilireich ist. hat doch der GWK—Lehrer in der Regel
keine Aciministratorenrechte in den EDV—Shlen. Das
Gesamtsystem basiert auf Open Source Produkten. wo
durch die Kompatibiliüit mit allen gdngigen Systemen
und Datenformaten gewührleistet ist.

Inhaltlich am auffhlligsten ist bei dem hier vorgestell
ten neuen virtuellen OROK—Atlas sein neben den Ös—
terreichkarten ferner zusätzlich angebotener 13e-
reich mit Europathemen in Kartendarstellungen! Die
ser schließt eine bislang in der Schule als‘ schmerzlich
empfundene Lücke in der Verwendung www—gestütz—
ter Karten zu Europa. Zwar gibt es solche als kartogra—
phisch unveründerbare farbige verfügbaren Karten als
.pcll“ bei „FU—Statistik kurz gefasst“ zu einigen Themen,
ansonsten ist ansonsten auf den Eurostat—Servern nur
reichhaltiges Taliellenmaterial vorhanden, Aber bei
.,MyMap“ (s. o. )fehlte eine entsprechende Gruncikar—
tenebene, wodurch man mit einfachen Mitteln daraus
leider auch keine eigenen thematischen Europakarten
fertigen konnte. Dies ist nun mit dieser Neuentwick
lung, die die Kartographieabteilung des Instituts für
Geographie der Uni Wien (die Kollegen K. Kriz, A. Pu—
eher, G. Katzlberger) für die ÖROK erarbeitet hatten.
virtuell und leicht möglich und eröffnet eine Reihe zu—
sützlicher interessanter didaktischer und methodischer
Ijnterrichtsvarianten!

Uber die Jahrhunderte stellte dlie gedruckte Karte die
einzige Möglichkeit dar, Ge )informationen in kartogra—
phischer Form einem größeren l3enutzerkreiszugüng—
lich zu machen. Die zcitgemhße Kartographie entwi—
ekelt sich gegenwdi‘Iig hin zu einer modernen. interak—
tiven Komniiinikationswissenschaft, Kartographische
Abbildungen werden nicht mehr ausschließlich für rei
ne Prhsentatl( inszwecke genutzt, sondern sollen auch
zur Exploratic in von temporalen sowie nicht—tempora
len Geodaten eingesetzt werden ( Spanring. Gartner,
Kriz 2OO ). \\‘2liicnd bei einer klassischen kartographi
schen Püisentatii m die rhumlichen Struktui‘en bekannt
sind und diese über Karten für die Offentlichkeit bereit
gestellt w eitlen, ist bei tier Exploration die l—lvpothesen—
findung das Ziel. Interaktive. mehrdimensionale \‘isua—
lisierungswerkzetige helfen bei der Suche nach Mus
tern, Strukturen und Trends in Datenrhumen. Daneben
stellen moderne \‘isualisierungsumgebungen Funktio
nen zur Analyse und Synthese bereit.

Der ..ÖROK-Atl.is online“ will mit seinem Angebot ei
nerseits die kartographische \‘isualisierung untei‘—
schiedlicher Datensätze ermöglichen. andererseits die
Abh‘age und Analyse dieser erleichtern. Er integriert so—
wohl geographische. als‘auch thematische Daten und
macht diese über ein Kommunikationsportal abrufliar
und fasst so eine lnformationssc‘hnittstelle für die Abfra—
ge. Analyse und Darstellung von raumi‘elevanren Sach
verhalten entstehen,

Die Anforderung an die Entwickler bestand darin.
qualitativ h )cl iwertige Karten auf dem I3ildsebirm und
für den Ausdruck entstehen zu lassen. Die Nutzer sollen
Parameter, wie Anzahl der Klassen oder Farbgebung
selber bestimmei i können. Diese Anderungen aber
müssen in einem Rahmen bleiben, die in ihren Spezifi
kationen von Experten fixiert wurdlen. Uni mit der Karte

interagieren zu können, braucht es zLIstitzlicher Funk—
tiorlen, dlie zur Navigation im kartographischen Korn
munikationsportal nötig sind. Diese bestehen auf dler
einen Seite aus Tools zur räLimlichen Navigation wie

Zooinfunktionen für Maßstabsändlerungen im ge
wünschten Kartenaussclinitt. oder Panfunktionen zur
Verschiebung des Ausschnittes Auf dler anderen Seite
gibt es Funktionen zur thematischen Navigation. wie
Möglichkeiten einzelne Ebenen einer Karte ein— und
auszublenden, oder zu kombinieren (Spanring. Gart
ner, Kriz 20(G).

Ziel der Entwickler war es, ein breit einsetzbares Me
dienangebot für die verschiedensten c;rtippen zu schaf
fen, die sieh mit Fragen der raumhchen Entwicklung
Osterreichs auch im europüschen Kontext interessie
ren. Ferner sollte die \ei‘fügbarkeit auf jedem PC gege
ben sein, wobei keine Systeminstallationen Odler
Downloads notwendig sein sollen und der nutzer ein
fach einsteigen und sofort arbeiten kann. Die Internet—
diarstellung knüpft feiner an dlie bewährte Form der ge—
ciruckten Kartendarstellungen des OROK—Atlasan, und
ergänzt sie durch neue Möglichkeiten tier Verbreitung,
Nutzung undl insbesondere eigenständligen Bearbei—
tungsniögliehkeiten! Dazu dient ein i‘eiches Angebot
von Tools.

3. Zwei grundsitzIiche
NutzungstnögI iclikeiten

Dem LJser stehen zwei \Vege offen: 1. dlie sofoi‘t niög—
liebe unregistrierte Nutzung und 2. eine nach kosten—
h‘eier t(egistrieru ig ( per ma ilad i‘esse

1. In der unregistrierten Form kann jeder Nutzer
sof‘oi‘t kcistenh‘ei die Kai‘ten aus dem internet über eine
Suchlunktic rn bzw. über einen I\ai‘tenindlex aufrufen
(s. ci.). ausdrucken Ein Großteil der tJser wird mit die
5er Funktion auskommen können. Zu jeder der ange
botenen 1 ii nd in Zu kun lt lau fencl ergänzten ) Karten
gibt es auch einen Erläuterungstext mit Diagrammen.
Tabellen etc l)iesen kann man markieren und in weite—
i‘er Folge in ein eigenes \\‘ord—f‘ile einbauen und bei Ai‘—
lieitshlättern. Lernpiattformen etc. nutzen.

1.1 L‘lier die Funktion „Neue Karte erstellen“ bzw.
‚Ebene in Karte dazufügen“ lassen sich nicht nur die
verschiedenen Grunclkarteneiemente (Grenzen. Relief—
schumrnerung, Städtenanien ‚ . . ) aus bzw. selektiv ein—
blenden. \\ertvofle Aspekte bietet die Möglichkeit un
terschiedliche Bereiche der \‘orhancienen Daten zu
kombinieren und gemeinsam auf einer neuen Karte
clai‘zustellen. im System des Programms sindl nämlich
Rohclaten vorhanden. So zur Bevölkerung die absolute
Zahl und die Fläche. Zur Kartenerstellung der l)icbte
verden aus Kombinationen die am Bildschirm neu auf—
scheinenden K:n‘ten errechnet ..\ian kann dabei dann
auch eigene Daten kombinieren: Die Be‘i‘ilkerungspi‘o—
gnose bis 2(113 — etwa der über öS-Jährigen mit der Flä
die clesDatiersiecilungsraunies.

1.2 1—1 intergrti ndinfi )rmati( inco liefern auch die Mög—
lichkeiten. die zugrundehegende Statistiken und dhe

Klassenverteilung. die den Signaturenstufen der Karten
zugrunde liegen, einzublenden. Wie schon in einfache—
ren ..MvMap“ (5. ix) ist hier außerdem he Möglichkeit
eröffnet, nicht iii ir bei den Signatui‘en die Fai‘bclarstel—
lung bzw. auch eine Schwarz—weiß—l)arstellung (was
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gerade lür die schulische NLltZung — et\\ a für Vervielffil—
tigung am Copierer, hei Arbeitshlhtiern etc. nicht unhe—
deutend ist) erstellen zu können. Darüber hinaus kann
der Nutzer am Bildschirm die unterschiedlichen Einclrü—
cke erarheiten, die hei unterschiedlichen Klassenzah—
len und Verfinderung der Schwellenwerte entstehen.
Die aufgerufenen Karten können so über ein Symbol,
das man in dem linken ‚Karte—Text—Kasten“ neben der
Kartendarstellung findet und das ein neues Fenster auf
clen‘i Bildschirm öffnet, in den Signaturen (etwa für den
Ausdruck in s/w, oder mehr dargestellte Schwellenwer
te (,‚Anzahl der Klassen“), oder die Karte neu aufgebaut
auf der Basis Gemeincle—Bezirke—Ltincler etc, verünclert
\Verden

-

—
—

==

1.3 Über einen kleinen I3utton rechts oben (unter
halb der Funktion „Suchen“) kann man ferner beim
gleichen Thema dann von der l3ezugsebene „Öster
reich“ auf die Bezugsebene „FU“ umschalten, um ev.
Vergleiche zu ziehen oder Österreich im eui‘upiischen
Kontext einzuordnen.

1.4 Bei der Funkiii m „Drucken,, kann man im ‚\lodus
der niedrigen Auflösung für \veitel‘e Nutzung (etwa auf
einer eigenen Plattform für blended—learning — vgl. Kol—
1er Sitte Ch. 200ö) die Ergebnisse abspeichern.

1.5 Über die im linken Frame angeführten ‚Links‘
l indet man rasch und problemlos zu den einzelnen
Raumplanungsadressen der Bundeshinder. 1-tier böte
sich noch die Möglichkeit ein zentrales geographie—,
raumordnungsbezogenes Linkregister auszubauen und
eine zentrale Ausgangsplattform zu schaffen (ich weise
in diesem Zusammenhang auf die Dokumentationstü—
tigkeit der OROK hin, cFe bis 2000 in ihrer Schriftenrei
he i‘egelmüßig einen Literaturbericht zur Raumfor
schung und Raumordnung in Osterreich erstellt hatte).
Vieles kann für die Schule zwar fiber unser Portal
ii‘ti‘u‘.o‘.ediiIii.ci1 gefunden werden. aber so bestünde
die .\löglichkeit ausgehend vom Atlas eine spezielle vir—
Welle ( thematische) Finstiegssc biene für das Ranmord—
nungsfragen betreffende Netzwerk zur Verfügung haben.

2. Noch mehr Möglichkeiten hat man nach einer
kostcnh‘eien Registrierung als Nutzer:

Damit kann man über das oben beschriebene „view
onlv“ Prinzip hinaus gehen —- der User kann vorgegebe
ne Pfade verlassen. Hier gibt es einen eigenen \Verk
zeugkasten (symbolisiert durch einen kleinen Hammer
in der Buldschirmansich oben rechts).

Registrierte User haben ferner die Möglichkeit ihre
eigenen Karten auch abzuspeichern — diese bleiben
dann am OROK—Server gesammelt und sind fiber einen
via Registrierungsmail zugesencleten Link wieder auf—
ruf‘bar. Die ‚eigenen Karten“ erscheinen im Kartenin—
dcx nach dem Einloggen gelb unterlegt auf.Dazu kön
nen sie auch eigene Daten importieren bzw. aus dem
Atlas exportieren.

Bei der Voreinstellung „Funktion hinzuklicken“ kann
der User auch die Karten im Detail _abfragen“. Ein von
ihm aufgespanntes Rechteck gibt ihm in einem Fenster
für diesen Bereich eine Liste der Werte. Über den Pol,
Bezirk kann man die Namen und Daten der Gemeinden
etwa Bevölkerungspvramiclen ‚ Altersstruktur. Iles‘öl—

kerungsentsvicklung. \\‘irtschaltsdaien, wie Arbeitslo
sigkeit etc, abrufen, Dorthin kommt man auch über die
Suchl‘unktion und Eingabe der Gemeinde,‘cles Bezirks,

Beim Ausdrucken kommt normalerweise im Modus
„niedrige Auflösung“ ein Bild der Karte, Registrierte
Nutzer können zusützlich noch sich ein hochautlösli—
ches PDF der Karte drucken, herunterlacien (auch hier
wird der Link via mail dem tiser zugeschickt).

3. DicIaktischmethodisc‘he Anregungen

Sch( )fl bisher konnte man für dlie Österreichklassen
Kai‘len des gedruckten OROK-Atlasses gut einsetzen.
Das ergünzte die Arbeit mit anderen virtuellen Quellen,
wie etwa Zeitungs— und Zeitschriftenai‘tikel aus dlcm
\\‘\V\\. die beispielsweise in einer die Jahreshcmen
begleitendlefl \\‘ehseite als Links gespeichert vorliegen
(etwa gibt es solch eine zu ‚.RGW‘nen“ — anzuwihlen
über den ‚üzi‘.edii/H.a/) — gute thematische Karten waren

dlabei ein eher schwer aufzulindender Bereich. Bei der
oben angesprochenen unterrichtlichen Kartennutzung
\vtiren aus meiner Erfahrung etwa Einzelarbeiten von
Schülern, die Vorbereitung von Referaten, die Spezial—
themen bei dler Matura odler die Fachbereichsarbeiten
zu nennen.

In \Vahlpf‘fichtfachkursen. wo ja in dier Regel weniger
Schüler, etwa um einen Tisch herum mit dem Lehrer sit
xcii, war es einlaciter mii den ein bis zwei vorhandenen
Kartenl ‘lüttern eines Themas zu arbeiten, als im m itun—
ter groIcn Klassenverliandl. Man musste dazu schon an—
spruc‘hs\‘( ülere Sozialfornien. \\ ie arbeitsteiligen Grup
penunerricht. Lernzirl‘.c‘l Stationenlietrieb i )cler Cirnp
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penpuzzles verwenden, cia che farbigen, groß[ormati—
gen Karten auch nur schlecht kopierbar waren. 1—tilfe
bot manchmal der gedruckte Statistikanhang. den ich

mitunter im Online—GIS ‚MyMap“ umarbeiten ließ.
Nun aber stehen uns weit mehr Möglichkeiten oMen.

Gerade zu den Lehrplanthemen Bevölkerung, Arbeits
markt, Regionale Disparitäten haben wir nun jederzeit
grei[liare. aktuelle und leicht einsetzbare Unterlagen
via Internet:

Frontal kann ich via Beamerprojektion in der Klasse
Themen ansprechen. illustrieren. u. U. Vergleiche zie
hen lassen. Eigene Karten kann ich in s/w sowohl für
Arbeitsblätier, als auch für blenclecl—learning—Seiten (ei
gene schulinterne Materialsammlung oder Lernplatt—
formlösungen \vie etwa bei Koller/Sitte Ch. 200 be
schrieben. aber mit ähnlichen methodischen Szenarien
auch auf den etwas komplizierteren ..moodle—Plattfor—
mcii“ vgl. Angebot u‘u‘u‘.e—lisa—academt‘.ci/ bzw.
u‘u‘u‘.c‘diiniood/e.aI/nioodle) gestalten. Entsprechend
vom Lehrer beigefügte Fragen geben Schülern, ici stär
ker selbstgesteuerten Arbeitsformen. ein ei‘stes Gelän
der (ich kann solche aber auch von verschiedenen
Gruppen—/od. in Partnerarbeit als Nachbereitung erstel
len lassen und cl:inn von den jeweils-anderen Gruppen
beantworten ... u. LT. auf einer Plattform posten. \veiter
bearbeiten lassen — etwa in Mindmaps etc )‚ ici—
spielsweise um Thesen zu bestimmten Sachverhalten
b)rmulieren und überprüfcn zu lassen. Gerade die hier
nun erstmals virtuell möglichen Vergleiche der beiden
Bezugsebenen Österreich—FU hellen, vielfältige Aspek
te zu erschließen. Gerade der Bereich, aktuelle themati
sche Karten zu FU—bezogenen ‘l‘hemen in der Klasse
verfügbar zu haben, war ein Pr)laletn, das der Ft.fl(O—
STAT—Server nur bedingt lösen half. Mit der in Aussicht
gestellten laufenden Erweiterung des virtuellen Atlas—
angebots durch die ÖROK wird uns sehr der Unterricht
erleichtert werden!

Und letztlich sei eine neue Variante bei der Matura
angeführt: nicht nur die Präsentation (die ging bei der
Reifeprülung auch schon bisher mit der einen, in der
Schule vorhandenen geciruckien Karte des OROK-At
lasses), sondern gerade die für spezielle Fragestellun
gen am llilclschirm mögliche Kombination von Daten,
ihre Veränderung — etwa bei Schwellenwerten und Sig—

natLirenklassen, die Neuerstellung von Karten und ihre
Interpretation können ähnlich attraktiv und spannend
sein, wie in „Darstellender Geometrie“, wo bei der
mündlichen Prüfung am Laptop mit dem CAD—Pro—
gramm .‚Micro—Station“ das Anwenclungskönnen des
Kandidaten vor aller Augen multimeclial vom Prüfling
demonstriert wird (was ja der Lehrplan Al—IS—Oberstufe
2004 ausdrücklich via seiner aufgelisteten Kompeten
zen‘ fordert! — vgl. Sitte Gb. 2004).
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Buchbesprechungen

BOFINGER Peter: Grundzüge der Volkswirt
schaftslehre. Eine Einführung in die \Vissensel>att von
\liirkiv:n Pearson Educ;i tit in Deutschland (nun ‘.pear—
‚so,i-z/iidiiini.dv‘), 200v. 2., ;iktnalisierte Auflage, 615
Seiten + CD-ROM €41,10.

Vi ilkswirtschattslehreciarstellungen gibt es viele: tro
ckene, spannende. langari ige, kurze, geraltte, kurzle
hige. langlebige aber nicht mehr aktueller — aber weni
ge bieten dem Nutzer merh x.liseh so viele Ansdtze wie
diese. Damit ist nicht nLir die beigefügte CD-ROM ge
meint, anhand der die meisten theoretischen ‘iIi >delle
na chgespielt und da bei anhand von Simi i la 1 i men ein
fach nacl>vollziehbar wird. \\ je Miirkte im Kleinen und
im Gn >Sen funktionieren. Damit sind nicht nur cl ie vie
km lebensnahen Beispiele gemeint, die der Autor. Pro—
(essor an der Lniversidil Würzburg. mit einhinciet .Me
th> disch laszinierend ist seine Idee, den nn dularen
Aufl xiu des Buches — je nach Interessen und zeitlichen
Möglichkeiten — auf fünf verschiedenen Wegen aufzu
scl>lieSen (eine Idee. die weiter gesponnen, so meint
vier Rezensent, für neu zu gestaltencle GW—Schulbü—
eher. die wegen vier autonomen Gest;iltvingsn]öglich
keiten der Wochenstunden an den Schulen, vermehrt in
einem Band gemeinsam [ür die 5. rind 6. Klasse 01 >ei‘
stufe herausgebracht \\ erden, laszinierende Möglich-
keiten eröffnen würde). Bofinger bietet >leni Leser eis
tens ‚‚eine Fast—i‘rack“ mit vier 26 Brielih.ipitel zum
Reinselinuppern und ersten t‘hcrblick an. ferner — wie
er im Vorwort ironisch sclimeibr wenn Sie das Buch
dann nicht gleich weiterverkaufen ...“ — zeigt er eine
..\omnia( Rorite mit ii Kapiteln ± CD—ROM--\utzLing
auf; drittens einen .‚Spezialplavl Mikroökunon>ic und
Ordnungspoiitik‘‘ und viertens einen ..Speii.ilpfatl f‘-la
kroökonomie‘‘. Danach schreibt vier Autnr \Venn
Sie über genug Kondition ver[ügen. können Sie natiie
lieb auch das ganze Buvh von vorne bis hinten ‚iiii Stück
dur> harbeitcn. Sie werden dabei -- holientlich -. sehen,
>lass die 26 Kapitel eineili klaren loten Fadeim lolgen

Iiem‘vorziihehen ist, >lass die Rapitehihv‘i‘schrilteu
last als Ziv‘l orstellungem> für deii Leser lunnuliert sind,
wie ‚Div‘ .-\rl>eitsteil>ing ist die Mutter tn>seics \‘(‘olilst;in
des ... \\‘ie kann mai> eine .>rbeitstv‘ilig‘ \\iit‘v h:ilt anm
eilizieimtesten ()rganisieren ... \( iv: alle Infunnationei>
über die \aelitr;igcseite in vier t‘iavlil‘ragekurve verdiv‘li
tel \Veivien . . . \\‘ie i«m>unien das ges;iiiitvirtsvl>altliclie
Angebot und die gesanitwirtschaftliclie n;ivl>h;ige ins
(deiv iigevvicliF ‚‚‘\I;ikn Ololilolniv‘, \\ e Sie schon div‘
(ü‘tvdter lehrten ‚ \\ iv- \\irtsci>;il‘tpuhtik in vier »(je
nen \oikswirtscbait lunktioniv‘rt.“ An den jcvciligci>
R,ipmtel;infiingen sind dr viel> vi riierv‘itv‘nvicn 1 elirer
optimal, ;ihcraucli hilfi‘v‘icl> für den stuidierv‘iniem> I.v‘sv‘r,
vlie sehr instinktiv ;itisforniulierten gcrviviv‘i‘v‘iI l.em‘nzielv‘
dei folgenden 1 )arstellting duißem‘st lnlfm‘eicl 1 \ni ic\vv‘ili
gv‘n K:tpitelei>de linvlv‘l mn;im> eine „Vertiv‘Iung‘‘. Schlag
\\ öm‘ter des Kapitels nil Seite cr\veiscn) >md kiii>plv‘
“.eme :\umlgalien. u> vienem> mami eine \nss endumig dir‘s

v‘lt‘s‘ncn nacli;nhv‘ilcmm kann (als lehrer kann ich siv‘

‚niv h lür kleine p i‘th I>uoiticm>tiei‘ic teisttuigsim,ici>ss ei
se >irr Svhnler einsv‘tzv‘i>). 1 )ie lvi> l>li;iltigr‘ (in:mtikau‘,
stiittimlg zeigt durrli\\v‘g laing/eitv‘i>t\\ ickhuigei> (etwa
t>)2l 6« 2(St,o(icr 1) i)l>is2fl%. l)SSii 20% ... tAut‘

einer Cvmp;i imion—\X-‘ebseite hmidet der Nutzen 10 wer—
poinl-FoliL‘n sowie alle Abbilviringen vles )iviches. Links
zu Daten ri nvl Origi nalvliiv‘ll ei>, 1 nstittmtionen v‘te. ii
aucim I.ösungen der Aufgaben.

Insgesamt ist es >‘inc wirklich Iraghihige Gmundlagv‘
für anspruchsvolle Wahlpfliclitflichv‘rkurse mit Wirt
schal‘tsschwerpum>kt — aber durch sv‘ine Knrzfoninmno—
dulaiifolge (s. o. ) auch für einen Einsatz in nun sv‘vpmen—
zv‘nweise gestalteten Ökonomieum>temnicht

— und sv‘lhst
vem-stiindlich für die ‚seIl istgesteLierte Forthildiiing “1. Der
Ilofingen“ sollte in keiner Sv‘hull )ihliothek, in keinem
GW—Kabinett fehlen! Ch. 5.

GEI3HARFYI‘ H., R. GLASEB. L. RADTKE. P, BEI ‘BER,
(ltg.): Geographie. Physische Geographie und Hu
mangeographic. Elsviv‘r Gmhl-l Spectrumn .-\k:idemi
sehen Verlag. I-leideli>v‘m‘g Münel ien. 2007. 10% Seiten,
€ S9.0.

Das vom-liegende Werk gellt den seltv‘n v‘ingeschlage—
neu Weg einer Zus;imn enschau der beiden wichtigsten
Teilhei-eiche unseres Ilezugsfaches — Handbücher ken
nen wir meist zu jeden> clv‘n‘l‘v‘ilberciche. Die l-lem‘;u>sge-
her und ihm‘e über 100 in den c‘inzelnen ‘I‘cildisziplinen
avisgv‘\viv‘semien fviitauloren sv‘hv‘n ihre Gesamntsv-hau
auch als eine Einladung, vlie „\Velt“ rind ilum-e Zukun[ts-
pm‘oblen>e in einv‘n bneitei-cn Pv‘m‘spektive \ erslv‘hv‘n zum
lemmu‘m>, ils vlas viele ‘ein n;imuir\vissr‘i>sch;iftliv-l> odr:i‘
mvii] Lii In ir\vissemisr‘h;i ftl ici> a usgeniv‘htete Na chba 01 iszi—
plinen bieten> können. Es unterscheide sich dabei. so
viii: Autoren, von anclem‘en Geographielelim‘hüu l>erim. das
gem‘;ivie den tr>s;iiiimm>emildingv‘n vii‘i 1 mmvelt rmnvi (iv‘sc‘ll
schalt in mhm‘v‘r Schm>ittn>v‘nge zwiscl>em> civ‘n beiden ole»
gcmm;innlcml 11cm-eichen breiten lLuiin eingcrdunut wird.
„Gr‘ogm‘;iplmie“ winvi vlabv‘i als ein „llrüvkenlael>“ limit vie
lvii Ans;itzv‘m>, Hit speziellen Methoden besv‘l>niv‘hen.
1 )em> L ‘lirbuchel cm i-a ktem vi ltspm‘ev‘l>emu( 1, w(‘r( lvii als

(irrindgv‘rüsi (liv: vei‘sclnv‘deiuv:i> ‘I‘v‘ill>encicl>v‘ vln‘r Allge
m>>cii>v‘n (eogr;iplnv; \“oigr‘stv:llt. Daz‘vischv‘n :ihv‘n
strcvmemm die Ai>toi‘eii im>imi>en wieder i‘\emi>pl.inis h aktu -

elIv‘ Ei>schum>gsthcmicn v‘in Im>tei-ess;inte Envm‘itv‘nung
v‘nkilmmcmi vliese Exkurse durch cn]gesmieutc v \\ \\ -Immiks
unvl ‚mkus‘ilr‘ I.itciatdlr:lng;ii>en. Di>‘se rind die >eL lIv‘
gnapluscl>r‘ Ausst.ilttii>g >mit Di.>gr;mmn>v‘i>. Kdmicl>cm>,
Sei>;i>ibiivienni etc ni;ici>r‘mi vi;is Buch gei‘aüv: 1dm Studien
biI>li>tIiclr‘n zu v‘ini‘ii> \‘v‘nt\‘olhv‘m> Stantpt>mmkt \\eitv‘m‘en

5IN‘t>eIleiv‘r llv‘scl>Sftign»g. Es Ist in sv‘imir‘r sv‘ us tI>cn>:m
t>sm‘I>emu .\hsvi>>ut>u-mi vii>>: lüss>g gcscl>niebv‘ne Z,i>sanm
mi>v‘i>sel>:mn, Einstieg imnvI Erg2nt>n>g zu (1dm v‘bcmul;ills in>
Spv‘ctrtmnm—\enlig 2001 >in Itm‘umiottv‘/(iv‘l>li;iidt/Ivlv‘u—
rv‘r/Merisbmn‘gv‘i‘/Nipper Iicn;itisgv‘hr;ichten viv‘nh;invii
gen l,exikon viii‘ Gva>gi;iphmv‘ (vier der v‘bv‘m>t:mhls 2001
>hirt ‘>>ii Gv‘bli.irdt im. ;m. lR‘m‘:m>msgebmaklitv:ml vlct>tschv‘n
1 ‘hcis‘tz»i>g von Kmiox ‘M,nstri>is „1 l»mu;mngv‘vgi.>plmiv“
(hv‘ide >‘e/emisiv‘rteil \\ im im> (1\\‘-t INTFI(l(I( :111‘)

Adiessate» dieses iku>vles simivi imeh>v‘n Stmmviiv‘>‘v‘mclr‘i>
;mi>r‘r mm Ii v‘nsch>mv‘ulv‘iistr‘ Mimhtiplil.mtorr‘u, Sv‘ie» “ie in
\lr‘iiic», \\ rt‘,> hi;mll, Politik — aber >mli eben die Schi>
Ici>. >Liii> inim rhir“r‘ni Itml> die Gr‘oriripi>i- - als ein
l,m‘,zimmiu‘iv>uiv“, >mmiri gr‘sv‘Ilschml>l>ci> >‘v‘lv‘\ ;imitr:s feld mit

iv‘lv‘m> mienen ldv‘r‘ml unvl \mms;itzci> orgestv‘hlt \ imd t);i

mmlii sm>iltei> es m>irlii »mm >mdL)limlmst irk‘ Schmmmli>li> Ole
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ken, sondern gerade tuch che Lehreraus— und —forthil
clungsinstitutionen anschaffen. Auch Entsclteiclungstrü—
ger in unserer Schulverwaltung, bei Lehrplan— und Ap—
probationskOmmissiOnen sollten dieses 1—landhucit he

ranziehen — es tüte unserem Fach und seiner Weiterent
wicklung gut, weil es bekanntes sirukturier, akzentu
iert, vertiefen hilft. und neue Blickwinkel eröffnet!

Ch. 5.

HIMPSL K.: Wikis im Blended Iearning. Vvh

2007. 170 Seiten, € 27.65.
Dieses Buch ist aus einem \‘i“erkstattliericht eines an

der HTL Dormbirn erfoliiten Einsatzes von \VlKts cm—

standen Auch hier findet der Leser einige theoretische

Absicherungen des eingeschlagenen \\eges angespro
chen. Insbesondere sollte sich dabei jeder seiner zu—
gruncfeliegenclen bzw. angestrebten Lerntheorien be

wusst sein. Schwerpunkt aber ist die Schilderung kon

kreter Arbeitsablüufe in konkreten. verschiedene Fach—
und Unterrichtsbereiche und püdag igisclie Situationen

einer Schule (neben Lernszenarien u. a. auch die \\‘iki

funktion bei Klassenratssitzungen, Elterninformationen,

schulinterner Projektentwicklung etc.) ansprechenden
Einsatzmöglichkeiten der Variante mediawiki.org die

an Himpsls Schule letztlich dann mit einer illias—Lern—

plattform letztlich verbunden wurde.

ABFALTER E. Foren, Wikis, Weblogs und Chats
imUnterricht. Vwh-Verlag.cle 2007, 1-iü Seiten. € 2.60.

Dieses Iluch. aus einer Diplomarbeit beim Pustgra—

cluatecl Lehrgang Meclienpüdagogik der Donau Uni

l‘irems entstanden, ist eine überblicksartige erste Ein—

führung in Online—Komnuinikationsmeclien. einer Re

flexion zu Jugend und Internet. einer Skizze der Eigen
schaften und Potentiale der oben angeführten Möglich

keiten in Bezug auf ihre Bildungspotentiale. die in eine

1 arstellung der Online—K m tnu nikatb in als Bestanclteil

von didaktischen Konzepten ntünclet. Dabei verclen

vor einem immer xviecler angesprochenen theoreti

schen 1—untergrund einige Formen im Sinne des Selbst—

gesteuerten und kooperativen Lernens konkret darge

stellt.

LPA Prof. Mag. Dr. Woffgang SITTE
verstarb 81-jährig

Mit seinem letzten Weg, den er trotz seiner Krankheit die (itacle tafle nt Juni 2006 zu 1 lause in Salzburg
im Kreise seiner Familie zu gehen. verloren die WISSFNSC[IAFTI.lCl ltü\ NACI—tRlCl tIFF ihr ciletisFiltestes
Red la ktO )n51 n itgl led.

Der Physiker und Mathematiker Dr. \X/alter Kranzer, der die \VN mit ihrer ersten Nummer itt .\pril 196.3

gegrüitclet hatte, holte mit Ntinttner 5 im jLidU t965 seinen (eograplnekollegen Wolfgang Sitte für (Ile Be

treu ti ng des Bereichs „Wirtschaft si n format i nett iii ich S )zia 1w issenscha f ten‘‘ in das kei akt 0 insteii ii ‚ für das
er lOs lieft 120 t‘egelmüßig auch eine \‘ielzahil von lieitrügen geschrieben hatte (vgl. u. a. dazu ein zus-im
tnenfassendes Inhaltsverzeichnis in \VN 50:1979 — für spiter findet titan ein solches auf ‚u‘.iv1,iIn.a1 «1 k‘

c/ien >Zei/se/iri/k‘n). auch als er selber 1975 mit ‚seiner“ Zeitschrift „GW-f Jttterricltt“ (gesponsen Ott der
Batik Austria/Furum \Virtschiaftserziclittng). das seither geographiediclaktisch \vichtigste C)rgan utiseres
Landes gründhete. In den \VN erfolgten dl.i\ or ihie wichtigsten schtilgeograplusdlieit Ittitiativitt. die laufend
dlii‘ aktuellsten Trenih an eine breite l,eltreröf[entliclikeit lteranbracbteti. F\dInplai seit seinen genannt die

den 1 felten 9‘ 1965 bis tS beigegebene Dias mit t.uftbildinterpretationcn. .32,‘ 1973 zur .\rlu‘ttsgenieinschi.ift

Politisc lii‘ Bildung in der M:ittiraklasse. -iS 11)77 zittit P;lraüigt]ten\\eclisel (1cr 1 ntei‘stufett-l.Pe: itt 5 1975
stellte sein Mitstreiter tlustac Kr,uiter dcii 1 them,it. Ent\\ utt fiir eine 5. Klasse AllS or ... \\ 5. sdltrieb

schon in \\ \ 102 ii. 1(15 199 zu IK‘l in (\\ tti 1 lift 11 1 2001) gab er einen \‘ot‘ahdrucf eitles ersten ti Ii

\v(lrt,irtikels si‘inesdann 20(11 geitieins.uu tut HA\olilscltlügl am Institut kir(eogt.iphu dl. 1 ni \\ in hieuiti‘

gegebenen östcrieichiis lien lac hidichalstiklianclbuelies ..lleitrüge zur 1 )idaktil5 0. deograplue u. \\‘irlsc li,ifts

kunde-f‘menichts (ltd. lud. Materiahiett y. 1 01. d. (AXt. \vocllirch ..( A\‘R‘ zu einem der lii lu.hklaktisclt am

besten chokuitientierteit Sc Itulfüc hierit in (‘)stc‘riek Ii utde
Sein 51). (iebtiitstag ivurüe nuc h in seinei ‘/eitsclirift (\\ -1 ‘N‘l‘ERkICtIi‘gleid hizeitig mit II 100 2l)0 be

gingen t bzw. in dcii Mitt cl ()sterr. (ellgr (es. Bd 1 i 2005. 5. 295 II.). Frelindle linckn teilen in (ieöen

keit iitlüsslichi seines .\Iilebens in 1 \\ 1 1(1 tu. 100 und in den MOl 1 iS 2(100S .30 1. Fs liegt an uns, die

von iluu begonnene, ‚iueh internatIonal ge\\ iirdhigte utich 0 n iluu bis /lllvt/.l mitgesi.iliete stete Irnecierung

des 5t huhn lies cbettsu eng,Igit‘rl \\ eitel ii i,uttutreibeu!
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