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1. 応力とひずみの基礎 
 材料力学や有限要素法の最も大切な基礎知識の一つは、応力とひずみの理解である。しかし

ながら、応力やひずみはテンソルの概念で説明されることが多く、材料力学の学習初期の段階

では理解が困難である場合が多い。本書では、先ず概念的な応力・ひずみの説明を主に一次元

で行い、その後、7 章において、テンソルでの説明を三次元で行う。 
 

1.1 応力の概念 
    図 1-1 のように、重りがぶら下げって断面積 A の棒を考えてみる。重りが重くなれば、

棒はより伸び、いつかは壊れる。棒が太ければ、伸びは少なく、かつ、より重い重りを支えら

る。棒が細ければ、伸びは大きく、あまり重りは支えられない。これらは、日常生活の感覚的

に理解できるであろう。この現象の理解のために応力の概念の導入が必要となる。 

 

   図 1-1 荷重を受ける棒 

 応力の概念の導入のためには、図 1-2 のように、部材（棒）の中のある断面の仮想的な切断

面を考える。そして、この切断面にどのくらいの力 Fin がかかっているかを考える。これは、

図 1-2 のように、外力と断面の力が釣り合っていると考えられるため、容易に Fin=Fex が得られ

る。この仮想切断面の力を内力もしくは面力と呼ぶ。 

 
 図 1-2 仮想切断面の概念と内力 
 この内力を断面積Aで割った単位面積あたりの力が応力σ=Fin/Aである 1。σ（シグマ）が標

                                                        
1単位は力/断面積なので N/m2 となり、Pa（パスカル）が用いられる。機械系では一般的に mm

A 

Fex

Fex 

Fin=Fex 仮想切断面  

 

x 

y 
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準的な表記として用いられる。今、面と内力の方向は垂直となっているので、この応力のこと

を垂直応力と呼ぶ。単位断面積あたりの力なので、棒が太いと小さくなり、細いと大きくなる。

一般に部材が荷重によって壊れる際は、応力が高い場所で壊れるため、応力が臨界値を超えな

いように設計を行う。 
 正確な表記は、方向に関する添え字をつける必要がある。添え字は、式(1-1)のように、面の

方向（面の法線方向：y 方向）と面力の方向（y 方向）をつけて、σyy と書き、慣例では単に、

yσ と書く。今の場合は、x 方向には力は加わっていないので、σxx=σx=0 である。 

 
yyyyy σσσ ≡=

力の方向面の方向

     (1-1)  

符号にも注意が必要である。材料力学では、慣例により、引っ張りを正、圧縮を負と定義する。

物理分野では逆で、引っ張りを負とする場合が多いので、注意が必要である。 
 さて、次に、図 1-3 のような断面積が一様でない棒を考える。 
 

  
図 1-3 断面積が一様でない棒 
 
 最小断面積 A1 の場所と、それより断面積が大きい、断面積 A2 の場所を考える。どこの断面

を切断して仮想断面を設けても、内力は Fin=F で一定であることは明らかなので、応力は A1 の

場所でσ1=F/A1、A2 の場所でσ2=F/A2 となる。A1< A2 であるので、σ1>σ2 となり、最小断面積

の A1 の断面が最も応力が高く、先に壊れると考えられる。 
 次に、図 1-4 のような物体（スポンジや豆腐を思い浮かべると良い）が表面と平行に力を受

ける場合を考える。このような面に平行な力のことをせん断力と呼ぶ。 

 

                                                                                                                                                                                   
が用いられるので、N/mm2=MPa（メガパスカル）が標準的に用いられている。 

F 

A2 

A1 

Fex 
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図 1-4 せん断力を受ける物体 
 
 垂直応力の定義の際と同様に、この物体の内部に図 1-5 のように仮想断面を考える。 
 

 
図 1-5 せん断力を受ける物体の内力 
 
 この面に平行な面力を断面積で割ったものτ=Fin/A を、せん断応力と呼ぶ。正確な添え字は、

式(1-2)のように、面の（法線）方向と、面力の方向を書く。なお、せん断応力の際は、慣例に

より σ（シグマ）ではなく、τ（タウ）を使うことが多い。また、剛体回転が起きないためには、

必ずτxy= τyx となり、慣例ではτyx であっても、τxy と表記する。符号は正の方向の面（図 1-5 の

上面 y 方向において、x 方向に正の方向の力が働いている場合に正とする（逆に下面は x の負

の方向に力が働いている場合が正）。 

  xyxyyxxy τσσσ ≡≡=
力の方向面の方向

    (1-2) 

 一般には、面にかかる力の方向は垂直か平行の二パターンではなく、それらがまじりあった

ものとなる。つまり、面力には垂直成分と平行成分が存在することになる。このようなσとτ

の組み合わせを考える場合、材料力学では“組み合わせ応力”と呼ばれる。これは、7 章にお

いて詳細を述べるが、ここでは簡単な説明を行う。 
 図 1-6 は、図 1-2 と同じ重りがぶら下がる棒の問題であるが、切断面を図 1-2 のように荷重

に垂直とせずに、図 1-6 のように傾ける。傾けた後の座標系を x'y'座標系とする。内力の向きは

座標系によらず変化しないが、定義した切断面の向きが変わるため、切断面に垂直な面力は

θsininF 、平行な面力は θcosinF となる。これを断面積 θsin/A で割ると、x'y'座標系の応力成

分が導かれる。 

θ
θ

σ
σin/
σin

' A
Fin

y =  
θ
θ

τ
sin/
cos

'' A
Fin

yx =  

 ここで注意して欲しいのは、座標系の変更（切断面の変更）により、力学的な物理量である

応力が変化したわけではなく、人間が定義する座標系によって、応力の表記（表現）が変わっ

てしまったということである。これは、位置ベクトルが定義する座標系によって、表記（表現）

が変わるのと同じことであり、座標変換と呼ばれる。 
 座標系に依存する応力成分表記（σx, τxy など）は、例えば、応力の大小を議論するような

強度評価の際に不便である。例えば、図 1-6 の場合、θ=90°であれば、σy=F/A, τxy=0 であ

ったが、θ=45°にとれば、σy'=F/2A, τx'y'=F/2A（垂直応力はθ=90°で最大、せん断応力は

Fex 

Fin =Fex 仮想断面 A 
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θ=45°で最大となる）となり、垂直応力もせん断応力も値が大きく変わってしまい、これは、

単なる垂直応力やせん断応力では応力状態を議論できないことを意味する。よって、内力の向

きを考えて評価する主応力評価や、座標系に依存しない不変量であるミーゼス相当応力などに

よる評価が行われる。 

 
図 1-6 図 1-2 の棒の仮想切断面を斜めに設定したケース 
 
ポイント 
・ 応力には垂直応力σとせん断応力τの二種類がある 
・ 垂直応力は仮想切断面に垂直な内力／断面積 
・ せん断応力は仮想切断面に平行な内力／断面積 
・ 切断面の方向を変えると垂直応力・せん断応力の値は変わる（座標系に依存）テンソル

と言われるわけ 
 
  

x’ 
y’ 

A/sinθ 

Fex 

Fex 

Fin=Fex 

Finsinθ Fincosθ 

θ 
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1.2 ひずみの概念 
 ひずみは、変形による幾何学的な形状の変化を記述するものであり、応力とは全く別に定義さ

れる。図 1-7 は図 1-1 の重りがぶら下がる棒の変形形状を示したものである。 

 

図 1-7 重りがぶら下がる棒の変形 
 
 通常、引っ張られる方向には伸び、それと垂直方向には少し縮む変形をする。この時の棒の

伸び（棒の先端の変位）をΔl とすると、ひずみは、単位長さあたりの伸びで定義され、Δl/l
となる（式 (1-3)）。変位する面 A と変位の方向が垂直であるので、このひずみを垂直ひずみ

と呼ぶ。表記は、y 方向に垂直な面が、y 方向に変位するので、εyy と書き、慣例では単に、ε

y と書く。なお、応力と同様、引張側を正とおく。単位は無次元（％）となる。 

  l
l

yyyyy
∆

=≡= εεε
変位方向面

 (1-3) 

 一方、x 方向に垂直な面 B は、x 方向にΔs(>0)だけ変位するので、垂直ひずみεxx=εx は、圧

縮側なので、式(1-4)のようになる。x 方向の応力はゼロであるが、ひずみは生じていることか

らもわかるように、ひずみと応力は 1 対 1 の関係にはない。 

s
s

x
∆

−=ε  (1-4) 

また、ここで、εx とεy の比は、材料固有の物性値であり、ポアソン比と呼ばれ、式で定され

る式(1-5)で定義される。 

y

x

ε
εν −=  (1-5) 

各面の変位を求めてみる。y 方向の変位分布 u(y)は上方の固定部分でゼロ、下端でΔl となるこ

とから、式(1-6)となる。 

y
l
lyu ∆

=)(  (1-6) 

 ひずみは、変位の勾配としても定義できるので、式(1-7)の関係式が成り立つ。 

l 
l+Δl 2s 

Δs 

A 

B 

 

x 

y 
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l
l

y
u

y
∆

=
∂
∂

=ε   (1-7) 

 図 1-8 のようにせん断変形する場合のひずみは、y 方向を法線に持つ面（面 A）が x 方向に単

位長さあたり変位する量として定義され、式(1-8)で定義される。 

 
図 1-8 せん断変形によるひずみ 
 

θθγγ ≅=
∆

== tan
l
u

xyyx  (1-8) 

応力の場合と同様に、必ずγxy≂γyx となる。 
x 方向の変位分布 u(y)は下方の固定部分でゼロ、下端でΔu となることから、式(1-9)となる。 

y
l
uyu ∆

=)(  (1-9) 

ひずみは、変位の勾配としても定義できるので、式(1-10)の関係式が成り立つ。 

l
u

y
u

xy
∆

=
∂
∂

=γ   (1-10) 

 
材料力学は微小変形の範囲（Δl<<l, Δu<<l）のみを取り扱う。すなわち、変形を考える際に変

形後の形状は変形前と変わらないと仮定する微小変形理論を採用している。 
 
 
  

Δu 

l θ 

A 
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2. 応力とひずみの関係 
2.1 応力－ひずみ曲線の基礎 
 金属材料の応力とひずみの関係や強度は，図 2.1 のような，標準試験片を引張ることによっ

て得られる．図 2.2 に，軟鋼の典型的な応力－ひずみ曲線を示す． 

 
 
ここで，横軸は公称ひずみ，縦軸は公称応力である．公称ひずみとは，初期に断面積 A0 で長さ

l0 であった試験片に荷重 P を加えた結果，断面積が A，長さ l になったとき 
 00 /)( llln −=ε                                                  (2.1) 
で定義されるひずみである．公称応力とは， 
 0/ APn =σ                                                     (2.2) 
で定義される応力である．これとは別に，真ひずみ，真応力( )/ln( 0ll=ε ， AP /=σ )という定

義があるが，一般に断面積の計測が難しいため，実験的に求めることは困難である． 

ひずみの小さな領域では，応力とひずみが線形の関係にある．このような変形を弾性変形と

よぶ．比例関係が保たれる A 点までは，除荷すると応力－ひずみ関係は O 点に戻り，可逆的な

変形となる．弾性変形における応力－ひずみ曲線の傾きを縦弾性係数（ヤング率）とよび， 

図 2.1 引張試験片  

 
P P 

断面積 A 

l 

図 2.2 軟鋼の応力－ひずみ曲線 

×

公称応力(σn=P/A0 )

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σY

σB

降伏応力

加工硬化領域

A

O

P

Q

pε eε

塑性ひずみ:pε

弾性ひずみ:eε

×

公称応力(σn=P/A0 )

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σY

σB

降伏応力

加工硬化領域

A

O

P

Q

pε eε

塑性ひずみ:pε

弾性ひずみ:eε

1 

E 
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 εσ /=E                                                        (2.3) 

で定義される．また，引張方向ひずみεと垂直方向ひずみεx の比をポアソン比とよび，     

 εεν /x−=                                                       (2.4) 

のように定義される． 

 弾性変形により，単位体積内に蓄えられるエネルギーはひずみエネルギーとよばれ，応力－

ひずみ曲線とひずみ軸との囲む面積に相当する． 

 2

2
1

2
1 εσε EU ε ==    (2.5) 

A点を超えて，さらにひずみを負荷していくと，一度応力値が低下する領域（降伏応力：σY）

を経て，そのあと，再び応力値がひずみに対して増加をはじめ（加工（ひずみ）硬化領域），再

びピーク値に達した後破断に至る 2)．最初のピークの応力値を降伏応力（σY ）とよび，加工

降下後のピークの応力値を引張強さ（σB）とよぶ．また，弾性限界以降の変形を塑性変形とよ

ぶ． 
降伏応力に達したあとの P 点で除荷を行うと，Ｐから AO に平行に，PQ に沿ってひずみが減

少し，弾性変形が生じる．応力がゼロになった点 Q でひずみεp が残留する．このひずみを塑

性ひずみ（永久ひずみ）とよび，点 P のひずみから点 Q のひずみの差εe を弾性ひずみ，ε=
εp +εe を全ひずみとよぶ．応力は弾性ひずみにヤング率を掛けた値となる。 

σ=Eεe =E(ε-εp) 
図 2.2 のように，塑性変形をともなう材料のことを延性材料とよぶ． 

 
2.2 さまざまな材料の応力ーひずみ曲線 

2.2.1 脆性材料 
セラミックスやガラスのような脆性材料は，図 3.3 のように，破壊まで弾性変形を保ち，

塑性変形をともなわずに破断に至る．すなわち，破壊に至るまでの任意の時点で除荷すると，

応力ゼロ・ひずみゼロの点 O の状態に戻るはずである． 
 脆性材料と延性材料の違いは，簡単にいえば，材料内のき裂の進展方式の違いである．脆

性材料では，き裂が容易に進行し，材料は分断される．延性材料では，き裂先端から転位が

発生することにより，進行は抑制される．発生した転位は，転位どうし，不純物原子や析出

物，粒界などと複雑な相互作用を起こす．そのため，延性材料の強度は，不純物原子や内部

構造の影響を強く受ける． 
鉄鋼材料は基本的には延性材料であるが、延性は内部構造・添加元素・温度・環境に依存

する。例えば、内部に炭素を多く含む鋳鉄は延性が低く、脆性材料と見なせる。軟鋼は温度

が下がると延性が低下し、いわゆる低温脆化を起こす。腐食環境下で、材料が常時引張応力

を受けると、低応力でも応力腐食割れという脆化が生じる。材料の脆性・延性の測定方法の

一つとして、衝撃試験が良く用いられている。衝撃試験は、試験片を衝撃的に破壊させ、破

壊のために吸収されるエネルギ（吸収エネルギ）の大小で材料の脆性・延性の程度を判定す

る試験である。一般に、延性材料は材料内部での塑性変形によりエネルギが消費されるので

吸収エネルギは大きく、脆性材料は小さい。 
                                                        
2) 公称応力（負荷荷重）が最大値をとる点では，塑性不安定という現象が起こって 

いる．塑性不安定は，加工（ひずみ）硬化による負荷の増大と，断面積の減少に 
よる負荷の低下の平衡が成立しなくなったことによって起こる．応力ひずみ曲線 
によると，塑性不安定が起こったあとに最終的な破断に至っているが，実質の破 
壊点は，この引張強さの点である．ただし，一般には，安全を見込んで降伏応力 
を基準強度に用いることが多い． 
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2.2.2 アルミニウム合金，クロムモリブデン鋼 

アルミニウム合金やクロムモリブデン鋼は，図 3.4 のように明確な降伏点を示さない．その

場合，塑性ひずみが 0.002 となった場合の応力（0.2%耐力）を降伏応力として用いる。 
アルミニウム合金は、炭素鋼や一般構造用圧延材料（E=205GPa, σY=300-400MPa）と比べ、

ヤング率が 1/3 程度、降伏応力が 1/6 から 1/3 程度である。クロムモリブデン鋼は、ヤング率は

同じだが、降伏応力 1GPa程度と非常に高い。一般に鉄鋼材料のヤング率は 200GPa程度であり、

炭素鋼や合金などの種類に依存しないが、降伏応力や引張強さは大きく依存する。 
 

 
2.2.3 鋳鉄 

鋳鉄は，図 2.5 のように塑性変形が発生するとすぐに破断するため，金属であるが，脆性材

料として取り扱う必要がある．ヤング率も 100GPa 程度と小さい。鋳鉄は黒鉛を内部に大量に

含むため、極めて特殊な鋼材である。 
 
2.3 強度の考え方 

設計に際しては，脆性材料では基準強度として引張強さσB をとる．延性材料でも同様に，

引張強さを基準強度としてもよいが，一般には安全側をみて，降伏応力σY をとることが多い

（ASME CODE Sec. Ⅰでは，降伏応力の 2/3, 引張強さの 1/4 が基準強度の候補として採用され

ている）． 
基準応力のみを単純に比較した場合，図 2.3 に示すように，脆性材料がより引張強さを有す

る場合がある．このとき，高い引張強さを有する脆性材料を構造材料に使ったほうが有利に思

えるかもしれない．しかし，これは脆性材料の以下の特性により否定される．第一に，脆性材

料の強度は非常にばらつきが大きく，設計応力を引張強さよりかなり小さくとっても破壊確率

が下がらない．第二に，破壊が瞬時に起こるため，事故が起こったときの対策がとりにくく，

影響が大きいという点である． 
一方，延性材料の降伏応力のばらつきは脆性材料よりはるかに小さく，また，降伏応力を設

計応力に設定しておけば，塑性崩壊を起こさない限り，瞬時に破壊が起こることはなく，事故

引張り強さ

×

×延性材料

脆性材料

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σB’

O

引張り強さ

×

×延性材料

脆性材料

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σB’

O

図 2.3 脆性材料の応力－ひずみ曲線と

延性材料との比較 
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時の対策がとりやすい．そのため，多くの構造材料には延性材料が用いられている 3． 

                                                        
3) 延性材料であっても，熱処理や経年劣化により脆化が起こることが報告されてい 

るため，まったく問題がないとはいえない． 
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0.2%耐力

～降伏応力

×

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σ0.2

O

P

Q

002.0=pε

0.2%耐力

～降伏応力

×

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σ0.2

O

P

Q

002.0=pε

×

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σB

O

P
×

公称応力（σn=P/A0）

公称ひずみ(ε=(l-l0)/l0)

σB

O

P

 図 2.4 クロムモリブデン鋼の応力ひずみ曲線 
 

 図 2.5 鋳鉄の応力－ひずみ曲線 
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3. 簡単なトラスと単軸応力状態 
 材料力学の問題設定は、部材（及びその組み合わせ）に対して荷重（力学的境界条件）や変

位（幾何学的境界条件）を与えたときに、釣り合い状態における各部材に発生する応力・ひず

み・変位を求めることである。実際の例題を通じて、そのプロセスを習得する。 
 本章で扱う一次元トラスは単純な構造であるが、構造が複雑になっても、材料力学の本質的

な考え方は変わらない。 
3.1 トラス構造の定義 

 複数の棒が、回転自由のピン継手で接続されている構造をトラス構造と呼ぶ。継手が回転自

由なため、棒にはモーメントがかからず、軸力のみ作用する。図 3.1 に例を示す。点線が変形

前の構造、実線が変形後の構造である。固体壁に固定されている継手、荷重点の継手が共に回

転することにより、棒が曲がらず、軸方向にのみ変形している。 

 
3.2 軸力を受ける棒 

  

x 

y 

図 3.1 トラス構造の変形 

l 

A 

F 

R 

R 

F 

Q=Fex 

仮想断面  

Q:内力 

a) 軸力を受ける棒 b) 棒の内力 

図 3.2 軸力を受ける棒の応力状態 
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 図 3.2a)のような軸力を受ける棒を考える。壁からの反力 R は上向き正にとった。 
まず最初に力の釣り合いについて考える。外力 F は壁からの反力 R と釣り合っているので、R=F
となり、釣り合い状態にある。 
 次に、内力を考える。図 3.2b)のように、任意の切断面での内力 Q は荷重 F と等しいことは

明らかなので、Q=F となり、応力は、内力を断面積 A で割って、σ=F/A となる。ひずみは、

応力をヤング率 E で割って、ε=σ/E となる。 
 続いて、荷重 F に対する伸びΔl を求める。ひずみは均質だから Δl=εl より、 

 AEFlEll // ==∆ σ  .......(3.1) 

が得られる。 
 ここで、EA/l・Δl =F と書いて、ばねの kΔl=f との対比をすれば、バネ定数が k=EA/l に相

当することがわかる。 

 
解答） 
 応力σは重さ m に重力加速度 g をかけてた力を面積 A で割ったものであり、それがσY を超

えないという条件より、σ=mg/A=σY なので、 
A=200[kg]×9.8[m/s2]/500[N/mm2]=4mm2 となる 4（実際は、安全率の設定が必要で、4mm2 では、

細すぎる）。 
 
3.3 静定問題と不静定問題 
 複数の部材が含まれる系は、静定問題（Statically determinate problems）と不静定問題（Statically 
indeterminate problems）に分類することが出来る。 
 静定問題とは、各部材に生じる応力とひずみを力の釣り合いのみで決定することができ、部

材同士の状態が独立である。すなわち、ある部材の寸法や材料などの設計変更は、他の部材に

影響を及ぼさない。不静定問題は、逆で、部材同士の関連性があり、ある部材の設計変更は他

の部材に強く影響する。 
 以下に具体的な例を挙げて説明する。 

3.3.1 静定問題 
 図 3.3 のような直列に連結した棒の一方に荷重 F が作用し、他方が壁に固定されている系を

考える。 
                                                        
4 N= 1kg·m/s2 

例題）鋼（降伏応力σY=500MPa）のワイヤーで重さ 200kg の資材を吊り上げるために

必要なワイヤーの断面積 A(mm2)を求めよ。ただし、ワイヤーの応力が降伏応力を超え

ないように設計する。 
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壁からの反力 R を上向き正に定義すると、つり合い条件から R=F となることは明らかである。

棒の内力はどこでも F であるので、部材 1, 2 の応力、ひずみ、変位は以下のように求められる。

棒 1: σ1=Q/A1=F/A1、ε1= F/E1A1、δ1=Fl1/E1A1 
棒 2: σ2=Q/A2=F/A2、ε2= F/E2A2、δ2=Fl2/E2A2 
 ここで、例えば、棒 1 の長さ l1 や断面積 A1 を変化させても、棒 2 の結果には影響を及ぼさな

いことがわかる。つまり、ある部材を変更した場合、その他の部材に影響を及ぼさない。この

ような問題を静定問題と呼ぶ。 

 

3.3.2 不静定問題 
 次に不静定問題を取り扱う。ここで、計算の単純化のため E1=E 2=E とする。図 3.3 の直列の

棒の両端を固定し、二つの棒の間に荷重が作用する図 3.4 のような問題を考える。上下の壁に

働いている反力を上向き正で R1, R2 と仮定すると、力のつり合い条件は 
 F-R1-R2=0 ......(1) 
となる。この釣り合い条件からは、R1 と R2 を定めることは出来ない。 
 もし、R1 と R2 が定まったとしたら、棒 1 の応力はσ1=R1 /A1 (引張)であり、棒 2 の応力は 
σ2=-R2 /A2 (圧縮)となる。これより、棒 1 の伸びはδ1=l1ε1=l1σ1/E= l1R1/EA1、棒 2 の伸びは 
δ2=l2ε2=l2σ2/E=-l2R2/EA2 となる。ところで、棒は固定されているので、棒 1,2 を合わせたト

ータルの伸びはゼロになる。よって、δ=δ1+δ2=0 より、 
 l1R1/EA1= l2R2/EA2  R2= l1A2/ l2A1・R1 ......(2) 
式(1)と(2)より、 
 R1= l2A1/( l2A1+ l1A2)・F,  R2= l1A2/( l2A1+ l1A2)・F ......(3) 
 σ1= l2F/( l2A1+ l1A2), σ2=- l1F/( l2A1+ l1A2)  ......(4) 
となる。 
 ここで、式(4)に注目すると、もし、棒 1 の長さや断面積を変えると、棒 2 の応力σ2 も変化

することがわかる。つまり、ある部材を変更した場合、その他の部材に影響を及ぼす。このよ

うな問題を不静定問題と呼ぶ。一般的に機械構造物は複雑で不静定であることが多い。 
 
  

l1 
A1, E1 

F 

R 

A2, E2 l2 

図 3.3 直列に連結した棒 

l1 
A1, E 

F 

R1 

A2, E l2 
R2 

図 3.4 両端が固定された直列棒 

F 
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（解答） 
鋼線①、②の壁との反力を上向き正に R1, R2 と定めると、力の釣り合い条件から 
 F=R1+R2 

が得られる。さらに、剛体棒が回転しないように釣り合っていることから、D 点まわりのモー

メントのつりあいを考え、 
 R1(a+b)=Fb 
が得られる。これより、反力 R1, R2 が得られる。 
 R1=b/(a+b)・F、R2=a/(a+b)・F  
反力 R1, R2 は、鋼線①、②の内力と等しいことから、応力、ひずみが求まるため、AB と CD の

のびが以下のように求まる。 
 δ1=l・b/(a+b)・F/A1E、δ2=l・a/(a+b)・F/A2E 
剛体棒が水平を保つためには、δ1 とδ2 が同じになる必要があるため 
 a/b=A2/ A1 （答） 
が得られる。 
  

例題 1 剛体棒の吊り下げ 
 図のように剛体 BD が二本の鋼線①, ②で吊られている。BD を水平に保持したまま荷重

F を加えるにはどの位置に荷重を加えれば良いか？a と b の比を求めよ。自重は無視する。 
 鋼線①：ヤング率 E, 断面積 A1、鋼線②：ヤング率 E, 断面積 A2 とし、自重は無視する。 
 

P 

a 

l 

b 

A 

B 

F 

② ① 

C 

D 

R1 R2 



 21 

 
棒①、②の壁との反力を上向き正に R1, R2 と定めると、力の釣り合い条件から 
 F+R1+R2=0 
釣り合いの式のみから反力は求まらない（不静定問題）。 
反力とそれぞれの棒の内力が等しいことから、棒①、②の応力、ひずみ、変位は以下のように

計算できる。 
 σ1= R1/ A1,  ε1= R1/ A1 E1,  δ1= lε1=R1 l / A1 E1   
 σ2= R2/ A2,  ε2= R2/ A2 E2,  δ2= lε2=R2 l / A2 E2 
ここで、棒①、②ののびが等しい条件δ1=δ2 より、 
 R1 l / A1 E1= R2 l / A2 E2 
が成立する。これをつりあいの式に代入することにより、δが求まる。 
 δ=-Fl/(A1 E1+ A2 E2) （答） 

 

例題 2 組み合わせ棒 
 図に示すように棒 2 本を組み合わせた構造を考える．それぞれの断面積は A1, A2，ヤン

グ率は E1, E2，長さは両材料共通で L とする． 
 両材料下部を拘束する重さがない剛体に力Ｆが鉛直上向きに生じたとき、組み合わせ棒

の伸びδを求めよ 
 

② 
A2 
E2 

① 
A1 
E1 L 

剛体 

F 

R2 R1 

例題 3 自重を受ける棒 
 図に示すように断面積 A、長さ l、密度ρの棒が壁からつり下がっている。この棒のの

びと応力を求めよ。重力加速度を g とする。 
 

A, ρ 

x 

dx l 

ρgAdx 

σx+dσx 

σx 
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（解答） 
 右図のように、任意の微小要素 dx の部分の物体のつりあいを考える。この微小要素に働い

ている力（物体力）は、ρgAdx となる。内力は x の断面でσx A、x+dx の断面で、(σx+dσx)A
であることから釣り合いの式は以下のようになる。 
 (σx+dσx)A=σx A+ρgAdx 

 これより、 

 
g

dx
d x ρσ

=   

 が得られ、これを積分して、境界条件として x=0 で、σ=0 を与えると、応力分布が得られる。 
 σx =ρgx  （答） 
 ひずみ（εx =ρgx/E）を全領域で積分すると全体の伸びが以下のように得られる。 

E
gldx

E
gxl

2

2

0

ρρd == ∫
 （答） 

応力の式より、応力のピーク値は x=l すなわち、棒の根元で発生し、その値は棒が長ければ線

形に増加することがわかる。 
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3.4 トラス構造 
 図 3.5 に示すような二本の棒で構成される静定トラス構造を考える。ジョイント①～③は回

転自由で、部材は軸力のみを伝え、曲がらないとする。棒 1, 2 に発生する応力及び、点③の変

位を求めよ。 

 
 先ずは、力の釣り合いを考える。点①、②における反力を図のように R1, R2 とする（この反

力の向きは棒１，２ともに引張られていることを想定しているが、もし圧縮を受ける場合は、

求まる反力の符号がマイナスになるはずである。）。 
水平方向の力のつりあいより、 
  A1σ1cosθ+ A2σ2=0  …(1) 
垂直方向の力のつりあいより、 
  A1σ1sinθ=F  …(2) 
が得られる。 
 ここで、それぞれの棒の内力と反力は等しくなるので、R1=A1σ1、Q2=A2σ2 となる関係式を

使っている。 
 式(2)より、 
 σ1 =F/ A1sinθ （答） 
が得られる。これを式(1)に代入して 
 σ2 =-A1/ A2・σ1cosθ= - F/ A2tanθ  （答） 
 ここで、点③は変位するため、変形した状態でのつりあいを考えるべきであるが、材料力学

では、力の釣り合いは変形前の初期構造で考える微小変形理論（幾何学的線形理論）の仮定が

採用されている。 
 一方、変形前と後の状態が大きく変わり（主にひずみが大きい場合と、変位が大きい場合が

ある）、その変化が無視できない場合は、幾何学的非線形理論の適用が必要となる。幾何学的非

線形理論は、非線形有限要素法の基盤となっており、応用範囲が広い。 
 次に、点③の変位δx, δy を求める。 
部材１ののびΔl1 と部材２ののみΔl2 は以下のように書ける 
 Δl1=ε1l1=σ1l1/E1=F l1/A1E1sinθ、Δl2=ε2l2=σ2l2/E2=-F l2/A2E2tanθ 
変形後の点③の位置は、この両方ののびが生じる条件を満足した位置でなくてはならない。 
 

図 3.5 静定トラス構造 

x 

y 

② 

① 

③ 

  1 

2 

A1, E1, l1 

F 
A2, E2, l2 

θ R2=Q2 

R1=Q1 
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 ここで、点①と②は回転自由なジョイントなので、変形後は、図 3.6 のように、点①と②を中

心とした変形後の長さ①-⑤の円弧と長さ②-④の交点の③’へ③が移動するはずである。 
 しかしながら、微小変形の立場に立てば、図 3.7 のように、点④より棒 1 に垂直に立てた直

線と、点⑤より棒 2 に垂直に立てた直線の交点として、③の変形後の点③’を求めるという近

似が成り立つ。 
図 3.7 の幾何学的な条件より③の③’の x 方向の移動量は右向き正にとると 

δx=Δl2= - F l2/A2E2tanθ  （答） 
となり、③の③’の y 方向の移動量は下向き正にとると 
δy=(-Δl2+Δl1cosθ)/tanθ＋Δl1sinθ 
  = F l2/A2E2tan2θ+ F l1/A1E1sin2θ （答） 
となる。 
 次に、不静定トラスを扱う。図 3.8 に示すような三本の棒で構成されるトラス構造を考える。

棒 1, 2 に発生する応力及び、荷重点の変位を求めよ。ただし、棒 1,2,3 ともに断面積は A、ヤン

グ率は E とする。棒 1 の長さは l とする。 

 
 

図 3.8 不静定トラス構造 

棒 1（A1, E, l1） 

棒 2 
A2 

C B A 

棒 3 
A2 
 

l  

θ θ 

F 
 

θ θ 

θ Δl2 

Δl1 

Δl2 

図 3.9 変位の適合条件 

③ 
 

Δl1 

Δl2 ④ 
 

⑤ 
 

図 3.6 変形後の点③の位置 

③’ 
 

③ 
 

Δl1sinθ 

-Δl2 

④

 

⑤ 
 

-Δl2+Δl1cosθ 
θ 

θ 

Δl1 

③’ 
 

x 
y
 

図 3.7 変形後の点③の位置 
（微小変形理論下） 
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（解答） 
水平方向の力のつりあいより、 
 σ2A2sinθ＝σ3A2sinθ 
鉛直方向のつりあいより 
 A1σ1+A2σ2cosθ+A2σ3cosθ＝F 
が得られる。σ2＝σ3 より、 
A1σ1+2A2σ2cosθ＝F   .... (1) 
釣り合い条件のみでは、応力は求まらない。 
次に、棒の変形を考える。 
棒 1 ののびはΔl1=σ1l/E、棒 2 はΔl2=σ2l/Ecosθ=Δl3（l2= l/cosθ）となる。ここで、Δl1 とΔ

l2 の変位を同時に満足する変形は、図 3.9 のような幾何学的条件を満足する必要がある。これ

を変位の適合条件と呼ぶ。変位の適合条件から、 
 Δl1cosθ=Δl2 
Δl1, Δl2 を代入すると、 
 σ1cos2θ=σ2 

式(1)に代入して、 
 σ1=F/(A1 +2A2cos3θ), σ2=Fcos2θ/(A1 +2A2cos3θ) (答) 
変位は 
 δx=0, δy=‐Δl1=－Fl/{E(A1 +2A2cos3θ)} （鉛直上向きを正とする） (答) 
 
3.5 練習問題 

 

（解答） 
σ甲=E1F/(A1E1+A2E2) 
σ乙= E2F/(A1E1+A2E2) 
δ= FL/(A1E1+A2E2) 

練習問題 1 
図に示すように甲材料の棒１本と乙材料の棒２本を組み合わせた構造を考える．ただし，

甲, 乙それぞれの断面積は A1,  A2/2，ヤング率は E1, E2，長さは両材料共通で，L とする． 
 両材料下部を拘束する重さがない剛体に力Ｆが鉛直下向きに生じたときの甲，乙の棒に

生じる応力及び組み合わせ棒の伸びδを求めよ． 

乙 
A2/2 
E2 

甲 
A1 
E1 

乙 

L 

剛体 図 

F 
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（解答） 
剛体棒の左端 A より(a A2 +2aA3)/( A1+A2+A3)の位置． 

 
（解答） 

1 2
cos sinF F
A A

θ θss = = −  

x 方向変位 
2 2

1 2( cos sin )
x

F l l
EA
θ θδ +

=  

y 方向変位 2 1( ) sin cosy
F l l

EA
δ θ θ−

=  

ただし、応力のプラスは引張、マイナスは圧縮、変位の水平方向は右向き正、鉛直方向は上向

き正とする． 

練習問題 2 
図に示すように，長さ 2a の剛体棒 AB を，長さ l の３本の鋼線①②③で水平につるす．

剛体棒に荷重 F が加わった後も，剛体棒を水平に保つためには，荷重 F をどの位置に加

えればよいか．鋼線①②③の断面積はそれぞれ A1，A2，A3 とし，ヤング率はすべて同一

で E とする．剛体棒および鋼線の質量は無視せよ． 
 

P 

a 
l 

a 

A B 
F 

① ② ③ 

練習問題 3 
図に示すように，長さ l1 および l2 の 2 本の棒 1 および 2 をピン結合し，トラス構造とし

た．2 本の棒の断面積およびヤング率は同一で，それぞれ A および E である．下端 C に

水平方向（x 方向）荷重を加える．棒 1 および棒 2 に生じる応力σ1 とσ2 を求めよ．また

下端 C の変位を求めよ． 

棒 1: l1 棒 2: l2 

F 
C 

A 

θ 

x 

y 

B 
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（解答） 

棒 1 の応力 
θ

σ
tan1

1 A
F

=  ，棒 2 の応力 
θ

σ
σin2

2 A
F

−=  

変位 水平方向 
θ

δ
tan11

1

AE
Fl

x =  ，鉛直方向 1 2
2 2

1 1 2 2tan siny
Fl Fl

E A E A
δ

θ θ
= − −  

ただし、応力のプラスは引張、マイナスは圧縮、変位の水平方向は右向き正、鉛直方向は上向

き正とする． 
 

練習問題 4 
図に示すように，長さ l1 および l2 の 2 本の棒 1 および 2 をピン結合し，トラス構造とし

た．2 本の棒の断面積およびヤング率は同一で，それぞれ A および E である．下端 C に

水平方向（x 方向）荷重を加える．棒 1 および棒 2 に生じる応力σ1 とσ2 を求めよ．また

下端 C の変位を求めよ． 

棒 1（A1, E1, l 1） 

棒 2 
（A2, E 2 , l 2） 

F θ 
C 

B 

A 

x 

y 
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略解） 

 

 
  

練習問題 5 

下図に示すように，同じ断面積 A およびヤング率 E をもつ，長さ の棒①と長さ 2l の

棒②を点 O においてピン結合したトラス構造を考える．点 O に対して，図のように水平

方向に荷重 F が加わるとき，棒①および棒②に生じる応力σ1 とσ2 を求めよ．また O 点

の x 方向および y 方向変位を求めよ．ただし，応力は引張りを正とし，変位は，水平方向

については右向きを正 鉛直方向について上向きを正とする  

F 

棒② 

棒① 

45° 

x 
y 

30° 

O 
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外力より棒①および棒②に張力 T1, T2 が作用するとすると、力のつり合いより、 

1 2 1 2: cos cos , : sin sin 0
3 4 3 4

x T T F y T Tπ π π π
+ = − + = 1 2

2 6,
1 3 1 3

T F T F⇔ = =
+ +

 

よって、応力はそれぞれ、 1 2
1 2

2 6,
1 3 1 3

T TF F
A A A A

σ σ= = = =
+ +

 （引張を正、圧縮を負とす

る） 
また、各棒の変位をそれぞれ u1, u2 とすると、 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

2 4 2 32 2 3 1 , 2 3 3 1
1 3 1 3 1 3

F F F Fu u
E AE AE E AE AE
σ σ

= = = − = = = −
+ + +

   
   

右図のように O から O’までの変位を ux, uy とおくと（ただし，uy < 0 とする） 
幾何学的関係より、 

1

2

tan
3cos

3

tan
4cos

4

y x

y x

u u u

u u u

π
π

π
π

 + =



 − =



( )( )
( )( )

2 3 4 3 2

2 3 6 4

x

y

Flu
AE
Flu
AE

 = − +⇔ 
 = − −


 

このとき，uy < 0 であることを確認する． 
 

 

練習問題 6 

下図に示すように，同じ断面積 A およびヤング率 E をもつ，長さ 2l の棒①と長さ の

棒②を点 O においてピン結合したトラス構造を考える．点 O に対して，図のように垂直

方向に荷重 F が加わるとき，棒①および棒②に生じる応力σ1 とσ2 を求めよ．また O 点

の x 方向および y 方向変位を求めよ．ただし、応力は引張りを正とし、変位は、水平方向

については右向きを正、鉛直方向について上向きを正とする  

x 
y 

O 

F 

棒② 棒① 

30° 45° 
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略解）外力より棒①および棒②に張力 T1, T2 が作用するとすると、力のつり合いより、 

1 2 1 2: cos cos 0, : sin sin
6 4 6 4

x T T y T T Fπ π π π
− + = − − = − 1 2

2 6,
1 3 1 3

T F T F⇔ = =
+ +

 

よって、応力はそれぞれ、 1 2
1 2

2 6,
1 3 1 3

T TF F
A A A A

σ σ= = = =
+ +

 （引張を正、圧縮を負とす

る） 
また、各棒の変位をそれぞれ u1, u2 とすると、 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

2 4 2 32 2 3 1 , 2 3 3 1
1 3 1 3 1 3

F F F Fu u
E AE AE E AE AE
σ σ

= = = − = = = −
+ + +

   
   

右上図のように原点 O，変位 u1, u2 の点を A, B，直交する線の交点を O’とおくと，以下のよう

な関係式が成り立つ． 

' 0 and ' 0OA AO OB BO⋅ = ⋅ =
   

 

ここで， 

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin sin sin
3 3 4 4, ' , , '

cos cos cos cos
3 3 4 4

x x

y y

u u u u u u
OA AO OB BO

u u u u u u

π π π π

π π π π

       − + + −       
   = = = =   
       − + − +      

      

   
 

よって，以下の連立方程式を得る． 

1 1 1 1 1

22 2 2 2

sin sin cos cos 0 sin cos3 3 3 3 3 3

sin cossin sin cos cos 0
4 44 4 4 4

x y x y

x yx y

u u u u u u u u u

u u uu u u u u u

π π π π π π

π ππ π π π

     − + − + = − − =         ⇔ 
    + − =+ − − + =        

 

これを解くと， 

( )( ) ( )( )2 3 4 6 , 2 3 4 3 2x y
Fl Flu u
AE AE

= − − − = − − +  
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4. 熱応力 
4.1 熱応力の概念 
 温度を上げると、多くの物質は膨張する。これを熱膨張と呼ぶ。一次元の棒を考えた時、熱

膨張は、温度変化ΔT による長さ l の棒の伸びとして以下のように表すことができる。 
 Δl=αΔT l   (4.1) 
ここで、αは線膨張係数と呼ばれ、単位は[1/K]である。 
 材料力学では、αΔT を熱ひずみε th と解釈して取り扱う。すなわち、Δl=ε th l である。 
 図 4.1 のような拘束のない自由な棒を温めると、何の拘束もないため、長さ l から l+∆l へと

単に膨張するだけで、応力は発生しないことが感覚的に分かる。これは、熱ひずみと応力は結

び付かないことを意味する。2 章で示したように、応力は弾性ひずみεel のみに関連し、塑性ひ

ずみや熱ひずみなどのいわゆる非弾性ひずみとは関連しない。 
 これを式で表すと以下のようになる。我々が観測できる見かけのひずみは、弾性ひずみεel

と熱ひずみε th を合わせたひずみであり、全ひずみεtot と呼ばれる。 
 ε tot=εel +ε th  (4.2) 
応力は弾性ひずみのみに対応するから、以下のようになる。 
 σ=Eεel= E(ε tot-ε th)   (4.3) 
ここで、自由な棒はε tot =ε th, εel=0 であるからσ=0 が導かれる。 

 次に、図 4.2 のように図 4.1 の自由な棒の両端を固体した両端固定棒に温度変化ΔT を与える

ことを考える。全ひずみは定義より 
  ε tot=εel +αΔT  (4.4) 
となる。ここで、棒全体の伸びは拘束されているため、 
lε tot=0 よって、εel = -αΔT となる。応力は、弾性ひずみにヤング率をかけて  
 σ= Eεel= - EαΔT  (4.5) 
となる。 
 熱応力とは、図 4.2 のように、温度変化による物体の膨張・収縮を妨げる拘束があるときに

発生する応力である。図 4.2 のような外部からの拘束がある場合の他に、異なる線膨張係数α

の材料が張り合わされた構造の温度が変化する場合に生じる応力や、同じ材料内に温度分布が

ある場合に発生する応力も熱応力である。具体的な例題を示す。 
 

l  l+∆l 

図 4.1 拘束のない自由な棒 

l l 

図 4.2 両端固定棒 
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解答） 
棒①、棒②の全ひずみは以下のように定義される 
 棒①：ε1 = εe1 + αΔT1、 棒②：ε2 = εe2 + αΔT2  
ここで、棒は剛体に固定されているため、棒①と②の変位は等しい。よって、ε1L=ε2L より、

ε1=ε2 となることから、以下の式が得られる。 
 (εe1-εe2 )=α(ΔT2-ΔT1)  --(1) 
次に、力のつりあいを考える。棒①と棒②の反力は釣り合うことにより、 
 σ1A+σ2A = 0 
これより、以下の式が得られる。 
Eεe1A+ Eεe2A = 0  --(2) 
式(1)と(2)より、ひずみと応力が求まる。 

( ) ( ) 2/,2/ 122121 TTTT ee ∆−∆−=∆−∆= αeαe
 

( ) ( ) ETTETT 2/,2/ 122121 ∆−∆−=∆−∆= ασασ  

 ΔT1>ΔT2 より、熱応力は棒①が圧縮（マイナス）、棒②が引張（プラス）になる。これは、

棒①のほうが温度が高いため、より膨張するが、棒①より温度が低く膨張しない棒②によって、

膨張が抑制されるため圧縮応力が生じると考える。棒②は逆に、あまり膨張しないが、より膨

張する棒①に引っ張られている。熱で大きく膨張し、引っ張られているように見えるから引張

応力が生じていると考えてはいけない。 
 また、本問題は、一次元の棒の問題であるが、例えば異なる材料が張り合わされた場合に発

生する熱応力の概念も定性的には同じである。例えば、棒①をガラスコップの内側、棒②を外

側と考え、コップの中に高温の流体を入れると、本問題の設定と類似となる。ガラスの外側に

は引張応力が生じ、応力の値が大きくなると、表面のキズ等を起点にき裂が進展し、破壊する

と考えられる（割れる）。逆に、コップの外を温めたり、低温の流体を入れると、内部から破壊

すると考えられる。 

例題 1 組み合わせ棒の熱応力（並列） 
図のように、長さの等しい棒①、②が並列につながれ、一方が固定壁に固定され、一方が

剛体に固定されている。剛体は上下方向のみに自由に移動可能となっている。本組み合わ

せ棒の温度を棒①、②それぞれ、ΔT1、ΔT2（ΔT1>ΔT2）上げた時に発生する熱応力を求

めよ。ただし、棒①、②ともに、断面積、ヤング率、熱膨張係数は、それぞれ A, E, αと

する。 

② 
A 
E 

α 

① 
A 
E 

α 

L 

剛体 

並列に接続された棒の熱応力 
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解答） 
棒①、棒②の全ひずみは以下のように定義される 
 棒①：ε1 = εe1 + α1ΔT、 棒②：ε2 = εe2 + α2ΔT  
ここで、棒は剛体に固定されているため、棒①と②の変位は等しい。よって、ε1L=ε2L より、

ε1=ε2 となることから、以下の式が得られる。 
 (εe1-εe2 )=(α2-α1) ΔT  --(1) 
次に、力のつりあいを考える。棒①と棒②の反力は釣り合うことにより、 
 σ1A1+σ2A2 = 0 
これより、以下の式が得られる。 
E1εe1A1+ E2εe2A2 = 0  --(2) 
式(1)と(2)より、ひずみと応力が求まる。 

( )
2211

2122
1 AEAE

TAE
e +

∆−−
=

αα
e  

( ) ( )
2211

21121
2

2211

21221
1 ,

AEAE
TAEE

AEAE
TAEE

+
∆−

=
+

∆−−
=

αα
σ

αα
σ

 （答） 

 熱応力は棒①が圧縮、棒②が引張になっていることがわかる。これは、棒①のほうが線膨張

係数が大きく、より膨張するが、棒①より膨張しない棒②によって、膨張が抑制されるため圧

縮応力が生じると考える。棒②は逆に、あまり膨張しないが、より膨張する棒①に引っ張られ

ている。熱で大きく膨張し、引っ張られているように見えるから引張応力が生じていると考え

てはいけない。 
  

例題 2 組み合わせ棒の熱応力（並列） 
図のように、長さの等しい棒①、②が並列につながれ、一方が固定壁に固定され、一方が

剛体に固定されている。剛体は上下方向のみに自由に移動可能となっている。本組み合わ

せ棒の温度をΔT 上げた時に発生する熱応力を求めよ。ただし、棒①、②の断面積、ヤン

グ率、熱膨張係数は、それぞれ A1, E1, α1 と A2, E2, α2（α1>α2）とする。 

② 
A2 
E2 

α2 

① 
A1 
E1 

α1 

L 

剛体 

並列に接続された棒の熱応力 
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解答） 
上端と下端の壁の反力を図の向きにそれぞれ R1, R2 と定義すると、力のつりあいより、R1=R2

が得られる。R1, R2 は棒①、②のそれぞれの内力と等しいことから 
 σ1A1=σ2A2=Q 
ここで、内力 Q は、釣り合い条件からは求まらないため、未知量として、応力、ひずみを定義

しておくと、棒①、②それぞれの応力・全ひずみは以下のように定義出来る。 
 棒①：σ1=Q/A1, ε1=Q/E1A1 + α1ΔT 

 棒②：σ2=Q/A2, ε2=Q/E2A2 + α2ΔT 

ここで、棒①と②は両端を固定されているため、合計の伸びはゼロになる条件（δ= l1ε1+ l2

ε2=0）より、 
 l1(Q/E1A1 + α1ΔT)+ l2(Q/E2A2 + α2ΔT)=0 (1) 
式(1)より、Q が求まる。 
 Q = -E1E2 A1A2/ (l1 A2 E2+ l2A1E1)・(l1α1+ l2α2)ΔT 
よって、 
 σ1 = -E1E2A2/ (l1 A2 E2+ l2A1E1)・(l1α1+ l2α2)ΔT 
 σ2 = -E1E2A1/ (l1 A2 E2+ l2A1E1)・(l1α1+ l2α2)ΔT 
両端固定のため、棒①、②ともに圧縮応力を受けることがわかる。 
 
 
  

例題 3 組み合わせ棒の熱応力（直列） 
図のように棒①、②が直列につながれ、両端が固定壁に固定されている。本組み合わせ棒

の温度をΔT 上げた時に発生する熱応力を求めよ。ただし、棒①、②の断面積、ヤング率、

熱膨張係数は、それぞれ A1, E1, α1 と A2, E2, α2（α1>α2）とする。 
 

直列に接続された棒の熱応力 

l1 

F 

R1 

l2 

R2 

①A1, E1, α1 

②A2, E2, α2 
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4.2 練習問題 

 
（解答） 

)()()()()(
2211

21121
2

2211

21221
1 引張（乙）圧縮甲

AEAE
tAEE

AEAE
tAEE

+
−

=
+

−
−=

αα
σ

αα
σ

 
（解答） 

θ

θθαα
σ 3

2211

2
12212

1
coσ2

coσ)coσ(2
AEAE

tEEA
+

−
=  引張, 

θ

θαα
σ 3

2211

2
12211

2
coσ2

)coσ(
AEAE

tEEA
+

−
−=  圧縮 

 
  

練習問題 1 図に示すように甲材料の棒１本と乙材料の棒２本を組み合わせた構造を考え

る．ただし，甲, 乙それぞれの断面積は A1,  A2/2，ヤング率は E1, E2，線膨張係数はα1, α

2（α1,＞α2），長さは両材料共通で L とする． 
 両材料下部を拘束する剛体により，両部材とも同一長さの伸縮が生じるものとする．両

部材の温度を t℃高めた場合の甲, 乙の棒に生じる熱応力（σ1, σ2）を求めよ． 
 

乙 
A2/2 
E2 
α2 

甲 
A1 
E1 
α1 

乙 

L 

剛体  

練習問題 2 図に示すように，長さ l，断面積 A1，ヤング率 E1，線膨張係数α1 の棒１を鉛

直にして，その両側に左右対称に断面積 A2，ヤング率 E2，線膨張係数α2 の 2 本の棒（棒

2 と棒 3）を配しピン結合する．全ての部材の温度を t℃高めた場合の，棒 1 および棒 2 に

生じる応力σ1 とσ2 を求めよ．ただし，α1＜α2 とする． 

棒 1（A1, E1, α1） 

棒 2（A2, E 2 , α2） 

C B A 

棒 3（A2, E 2 , α2） 

l  

θ θ 
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※構造部材の変形と呼び方 
棒（rod）の変形 

 

構造的組み合わせ 
○トラス構造（回転自由のピン継手（pin joint）） 
一般に軸力しか伝えない場合をトラス、モーメントを伝える（曲げ変形をする）場合をビーム

（梁）と呼ぶ 

 
○ラーメン構造（剛節（rigit joint）） 
節部分が回転しない！モーメントを伝える。機械系ではあまり扱わない 
 
  

引張（tension） 圧縮（compression） 

せん断(shear） ねじり（torsion） 
 軸（シャフト） 

トルク（torque） 

曲げ（bending） 
 梁（beam） 

曲げモーメント

（bending moment） 

図 トラス構造の例 

x
y

11

2

  3

  4

 5

 6

7

1
2

3 4

5
θ
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5. 梁の曲げ（静定問題） 
5.1 梁の曲げの問題設定 
 3 章で取り上げたトラス構造は、回転自由のピン継手で接続されている構造である。例えば、

図 5-1 のようにピン継手で接続された棒にせん断方向に力を負荷しても回転するだけで、力は

伝わらない。一方、はり（梁）の曲げでは、図 5-2 の片持ち梁のように、棒は壁に固定されて

回転が拘束され、モーメントにより曲げ変形を受ける場合を取扱う。 

 
図 5-1 せん断力を受けるトラス構造   

 
図 5-2 せん断力を受ける片持ち梁（梁はモーメントを伝え、曲げ変形を受ける） 
 
 図 5-2 ではせん断力を棒の先端に作用させたが、もし、棒が図 5-3(a)のように短ければ、図

1-4 で示したせん断力を受ける物体と同じ問題設定になり、せん断変形を受けることになる。

これは、棒が長くなっても変わらず、断面積を A とすると、τ=F/A のせん断応力を受ける。

一方、棒の長さが長くなると、モーメント F×l2 は、長さに対して線形に増加する。よって、

断面積に対して長さが長くなればなる程、モーメントが支配的になることがわかる。 
 以降の材料力学の梁の曲げでは、単純化のため、断面積に対して十分に長い棒(図 5-3(b))を取

り扱う。つまり、図 5-3(c)のように、概念的には一次元の線状の構造物として取り扱われる。

これが材料力学の梁の曲げの第一の仮定（モデリング）である。 
 このモデリングは単純化のために行われるのであって、梁構造でないと曲げ変形が生じない

とい意味ではない。多かれ少なかれ、ほとんどの構造物の変形には曲げ変形が含まれる。材料

力学で取り扱われる梁と曲げ変形の概念は一般的な構造物になっても変わらない。 
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図 5-3 せん断力を受ける物体と梁の曲げの材料力学によるモデル 
5.2 モーメントとは？ 
 材料力学の梁の解説に入る前にモーメントについて復習する。これは、機械力学の知識でも

あるため、必要に応じて機械力学の静力学の章を復習してもらいたい。モーメントとは物体を

回転させる力であり、図 5-4 の棒の場合左端を回転中心とすると、回転中心からの距離 l×それ

と垂直方向の力 F で定義される。 

 
図 5-4 モーメントの定義  

 
図 5-5 三次元におけるモーメントの定義 
 

F F 

l1 l2 

断面積 A 断面積 A 

(c) 材料力学のモデル化 

(a) 短い棒 

(b) 長い棒 

F 

l 

O 

M 

r 
F 

θ 
O 
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 三次元に一般化すると、図 5-5 のように、回転中心 O から r の位置に力 F がかかっている場

合、モーメント M は、x, y, z 軸方向の単位ベクトルを i0, j0, k0 とすると、 

zyx

zyx

FFF
rrr

000 kji
FrM =×=  

となる。回転軸方向は r と F に垂直で、モーメントの大きさは |r||F|sinθとなる。 
 上記の例は、特定の点に力をかけてモーメントを発生させているが、偶力によってモーメン

トをかける場合もある。偶力とは図 5-6 のように、お互いに微小な距離 l だけ離れた点の対に

反対向きの力が働く場合であり、ハンドルを回す動作と同じである。この場合モーメントは Fl
となる。図 5-4 は回転以外の上方向の並進方向の力が生じているが、図 5-6 ではそのような並

進方向の力は打ち消し合い、純粋に回転の力だけが働いている。l が十分に小さいとするなら

ば、ある点にモーメントをかけるということが出来る。 
 偶力によりモーメントをかけた場合、物体内の任意の点を回転中心にとると、すべての点で

モーメントは同じ（Fl）になるという特徴がある。 

 
図 5-6 偶力の定義 
 
 図 5-2 のような問題設定は、せん断力によりモーメントが生じている例であるが、モーメン

トのみを図 5-7 のように梁の先端に負荷することも可能である。この場合は、偶力が梁の先端

にかかっていると解釈する。 

 
図 5-7 モーメントを受ける片持ち梁 

 

F 

l 
-F 

例題 図のような原点 O を回転中心とする構造が点 A で荷重 P, Q を受けている。原

点 O に作用する力とモーメントを求めよ。 

O 

A 

a 

b 

Q 

P 
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（解答） 

kkk
kji

M

jiF

)(
0
0

000

PaQbapbQ
QP
ab

QP

−=−==

+=

 

回転は反時計回りを正にとっている。 
 
 また、材料力学では構造物が運動する問題より、静的な釣り合い状態を扱う。もし、点 O が

壁に固定されている場合、点 O には反力-F と反力（反作用）モーメント-M が生じて、釣り合

っているという解釈になる。力の釣り合いについては 5.4 章で詳細を述べる。 
 
5.3 梁の分類と支持方法・荷重条件 
 梁の分類としては、大きく分けて単純支持梁と固定支持梁がある。単純支持梁は図 5-8(a)の
ように、片方の支持がピン（回転）支持（x, y 方向移動不可で回転可能）で、もう一方がロー

ラー（移動）支持（x 方向に自由に動けるが、y 方向には動けない。回転可能）となっている。

これは、梁を谷間に何の拘束もなく単に設置した場合の支持方法に近い。その場合、両方の支

持点ともに x 方向に移動可能であるはずで、そのような変形をするが、材料力学で両端をロー

ラー支持にしてしまうと、x 方向に自由に動いてしまう（剛体変位が生じる）ため、片方の x
方向の拘束が必要となる。この拘束は実際の現象においては、摩擦によって x 方向の剛体変位

が拘束されていることに相当する。また、両端をピン支持した場合は、軸方向の応力が発生す

るなど単純支持梁とは大きく異なるので注意が必要である（実践有限要素法 p92 参照）。 
 固定支持は、壁などに固定された状態で、移動も回転も許されない。ただし、実際には、十

分剛な壁に梁を取り付けたとしても、壁の部分も変形するため、完全な固定支持を実現するの

は難しく、単純支持と固定支持の中間の境界条件になることが多い。図 5-8(b)のように、両端

を固定支持した梁を両端固定梁と呼ぶ。 

 

図 5-8 (a) 単純支持梁 (b) 両端固定支持梁 
 
また、図 5-9 のように、一方のみを固定支持した梁を片持ち梁（カンチレバー）と呼ぶ。

 ローラー 
（移動）支持 

ピン（回転） 
支持 

移動 x 自由、y 固定  x, y 固定  

回転 自由 自由 

F 

F 
 固定支持 

移動 x, y 固定  

回転 固定 

 

(a) 

(b) 
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図 5-9 片持ち梁（カンチレバー） 
 
荷重は、1 点にある方向に力をかける集中荷重と、面に力をかける分布荷重（均一な分布の場

合、等分布荷重と呼ぶ）がある。ある点に偶力によりモーメントをかける場合は集中モーメン

トと呼ばれる（図 5-10 参照）。 

 
図 5-10 荷重の種類（集中荷重 F, 分布荷重 w、集中モーメント M） 
 
 
5.4 せん断力図と曲げモーメント図 
 梁の内部の応力・ひずみを解くためには、梁の内力に相当する”断面のせん断力と曲げモー

メント”を求める必要がある。5.6 章で詳細を述べるが梁の断面の曲げモーメントが大きい部

分が応力も高いため非常に重要な作業である。 
 なお、せん断力・曲げモーメントは内力であり、外力やモーメントとは異なる定義であるの

で混同しないこと。 
        図 5-11 の単純支持梁を具体的な例として説明を行う。ただし、本書では、は

りの左端を x=0, y=0 とし、右方向、下方向を x,y 座標の正方向とする。 

 

       図 5-11 単純支持梁 
 
 先ず、材料力学は釣り合い状態を考えるので、各支持点における反力 R1, R2 を図 5-11 のよう

に定義する。下向きを正にした y 方向の力の釣り合いから式(5-1)が得られる。 

021 =−− RRP   5-1 (5-1) 

F 

F 
w 

M 

a 

P 

b 

R1 R2 

x 

y 
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また、時計回りを正にして、右端の支持点まわりのモーメントの釣り合いから、式(5-2)が得ら

れる。 

 0)(1 =−+ PbbaR  5-2 (5-2)  

式(5-1) , 式(5-2)より、式(5-3)が得られる。 
 R1 = Pb/(a+b), R2 = Pa/(a+b)  5-3 (5-3) 
が得られる。なお、本章では、力の釣り合いのみによって反力が定まる静定問題のみを取り扱

い、梁の不静定問題は 10 章で取り上げる。 
 次に、梁の断面に働いている内力（せん断力と曲げモーメント）を求める。先ず、図 5-12(a)
のように、荷重点より左側の部分に注目し、x の場所の切断面を考える。 

 

図 5-12 単純支持梁の断面のせん断力と曲げモーメント 
 
 ここで、せん断力と曲げモーメントの符号であるが、材料力学では特有のルールを採用して

いる。すなわち、断面のせん断力は、図 5-13 のように、それが作用している要素を時計回りに

回転させる向きを正とする。断面の曲げモーメントは、図 5-13 のように、それが作用している

要素を下に凸に曲げるように作用している向きを正とする。 

 
図 5-13 せん断力 F と曲げモーメント M の符号の注意 
 
図 5-12(a)より、 

)(
,

)( 11 ba
PbxxRM

ba
PbRF

+
==

+
==   5-4 (5-4) 

が得られる。一方、荷重点の右側は図 5-12(b)より、 

R1 

a) 荷重点左側 

x M 

F 

a 

P 

R1 

x M 

F 

b) 荷重点右側 

 

 

M>0 M<0 

F>0 F<0 
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)(
)(

)(,
)( 11 xba

ba
PaaxPxRM

ba
PaPRF −+

+
=−−=

+
−=−=   5-5 (5-5) 

となる。せん断力図（shearing force diagram, SFD）と曲げモーメント図（bending moment diagram, 
BMD）は、分布形状を図式化したものであり、図 5.14 のように描くことが出来る。 

 

図 5-14 単純支持梁のせん断力図と曲げモーメント図 
 
 つぎに、図 5-15 に示すように、全長にわたって等分布荷重 q（ただし、ここでの等分布荷重

は単位長さあたりの荷重を指す）を受ける場合を考える。 

 

図 5-15 等分布荷重を受ける片持ち梁 
 
固定端の反力 R1 は分布外力の総和と等しいことから、式(5-6)が得られる。 

0110
=−=−∫ RqlRqdx

l
  5-6 (5-6) 

また、左端まわりのモーメントのつりあいより、式(5-7)が得られる。 

0
2 1

2

10
=+=+∫ MqlMqxdx

l
  5-7 (5-7) 

したがって、左端の固定端から x の距離におけるせん断力 F は、図 5-16 より、 

( )∫ −=−=
x

xlqqdRF
01 x   5-8 (5-8) 

また、曲げモーメント M は 

F 

)( ba
Pb
+

)( ba
Pa
+

−

)( ba
Pab

+

0 x  

SFD M 

0 
x 

 

BMD 

 
l 

q 

x 
y 

R1 

M1 
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( )∫ −−=−+=
x

xlqdqxRMM
0

2
11 2

xx   5-9 (5-9) 

 

図 5-16 等分布荷重を受ける片持ち梁の断面のせん断力と曲げモーメント 
 
これらより、せん断力図(SFD)と曲げモーメント図(BMD)は図 5-17 となる。 
 

 
図 5-17 等分布荷重を受ける片持ち梁の断面のせん断力と曲げモーメント 
 

せん断力・曲げモーメント及び分布外力は互いに関係を持っており、この関係を理解してお

くことははりの解析において重要である。 
このため、図 5-18 のように、等分布荷重 q が作用している場合について長さ dx 部分の微小

要素を切り出し、この部分の釣り合いを考えて見る。切断面上にはせん断力と曲げモーメント

が作用している。荷重の釣り合いより、 

 0)( =+−− dFFqdxF   5-10 (5-10) 

よって、式(5-11)の関係式、つまりせん断力の軸方向の変化率は、等分布荷重の符号を変えたも

のであるという性質が導かれる。 

dx
dFq −=   5-11 (5-11) 

また、要素に分布荷重が作用しない場合は dF/dx=0 であるので要素内のせん断力が一定であ

ることがわかる。 
次にモーメントの釣り合い（左端を中心に）は以下のようになる。 

q 

R1 

M1 x 

M 

F 
x 

F 

0 x  l 

SFD M 

0 x  l 

BMD 

-ql2 /2 

 ql 
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0)(
2

=+++−





−− dMMdxdFFdxqdxM  5-12 (5-12) 

高次項を無視すると、式(5-17)の関係式が得られる。  

dx
dMF =  5-13 (5-13) 

つまり、モーメントの極値を与える点では、一般に dM/dx=0 より、F=0 となり、せん断力図が

描かれていると容易に最大モーメントの発生位置を特定できる。また、符号の確認にも使える。

具体的な例を図 5-19 に示す。 
 

 

図 5-18 分布荷重が作用している梁の一部分 

 
図 5-19 せん断力・曲げモーメント及び分布外力は互いに関係の例 

dx 

F 

F+dF 

M 
M+dM 
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F
 

x 
ql/2 

M
 

x 

ql2/8 

dM/dx=0 で F=0 

dM/dx>0 で F>0 

x 

F 

x 

-Fl 

q=0 で F 一定 

dM/dx=F>0 で F=F>0 

F
 

M
 

a) 等分布荷重を受ける単純支持梁 
（5.8 練習問題 1(1)） 

b) 先端に集中荷重を受ける片持ち梁 
（5.4 の例題(1)） 
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(1) 片持ち梁（カンチレバー）と呼ばれる梁の代表例の一つである。先端に荷重がかかる場合、

固定端部のモーメントが最も高くなる。 
 

 
(2) 片持ち梁の先端にモーメントがかかる場合である。モーメントは偶力などによって負荷す

る。モーメントが負荷される場合、梁のどの場所も同じ曲げモーメントが生じる。 

例題 
次の静定梁問題(1)~(5)について支点反力を求め SFD(せん断力図)，BMD（モーメント図）

を描け。なお、本講義ではせん断力 F と曲げモーメント M の符号を次のように定義する。 

M 

l 

F 

l 

 
l 

F 
l/2 

l 

F/2 
l/3 

F/2 
l/3 

F 

l 

l/3 

F>0 M>0 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

F 

0 

x  l 

SFD M 

0 

 

BMD 

-Fl 

F 

x l 
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(3) 三点曲げと呼ばれ、三点曲げ試験で用いられる負荷方法である。荷重の負荷部分が最もモ

ーメントが高くなる（そこから壊れる）。 
 

 
(4) 四点曲げと呼ばれ、四点曲げ試験で用いられる負荷方法である。荷重を負荷する荷重点の

間は、曲げモーメントが均一となるのが特徴である。三点曲げ試験は、試験片内部で応力分布

があるのに対して四点曲げは応力が均一であり、より優れた試験法とされる。 

 

(5) 片持ち梁の先端ではなく、少し内側に荷重点を移すと、外側の部分にはせん断力も曲げモ

ーメントも生じない。ただし、はりのたわみは、荷重点でのたわみ角があるので、先端のほう

が荷重点より大きくなる。たわみが大きくなることにより、先端にも曲げモーメント（曲げ応

力）が生じるような勘違いに注意。 

F 

0 x  l 

SFD M 

0 
x 

 l 

BMD 

-M 

F 

0 

x  l 

SFD M 

0 

 

BMD 
Fl/4 

x l 

F/2 

-F/2 

F 

0 

x  l 

SFD M 

0 

 

BMD 
Fl/6 

x l 
-F/2 

F/2 

l/3 

2l/3 l/3 2l/3 
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5.5 梁の曲げ応力 
 梁に作用するせん断力と曲げモーメントより、梁内部のひずみと応力を求めることができる。

ただし、材料力学では梁について以下の仮定が置かれている。この仮定をオイラーベルヌーイ

の仮定と呼ぶ。 
 
１） 梁の横断面は対称軸を有しており、曲げ変形はこの対称軸を含む xy 面（対称面）に生

じるものとし、変形後も梁の軸線は対称面にあることとする。 
 
 梁の横断面の対称軸とは図 5-20 のような幾何学的に対称性を持つ線のことであり、対称

面とは図 5-21 上に示す対称軸を含む xy 平面である。軸線とは、横断面の図心（重心）を

通る線である。 
 

２） 梁の横断面は、梁が曲がった後も変形せず、平面を保ち、軸線に直交している。 
 
梁の対称面は、単純曲げ（曲げモーメント一定）の場合、図 5-21 下のように変形する（こ

こでは正の曲げモーメント M がかかっているとする。曲げモーメントの符号は図 5-13 参

照）。横断面は面内・面外に変形せず、平面を保ち、軸線と直交している。これは、対称面

のせん断変形が生じていないことを意味し、例えば、図 5-22 のように、変形前の対称面に

書き込んだ直角の升目は梁が曲がった後も直角を保つ。 
 

 

図 5-20 横断面の対称軸 
 

F 

0 

x  l 

SFD M 

0 

 

BMD 

-2Fl/3 
-F 

x l 
2l/3 

2l/3 

対称軸 対称軸 
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図 5-21 対称面とその変形 

 

 
図 5-22 対称面の変形 直角な升目は変形後も直角で、せん断変形が起きていない。 

 
 ここで、図 5-22 下の対称面の変形から、下部の凸側が伸びて、上部の凹側が縮んていること

がわかり、これは、その中間に伸縮しない面が存在することを意味する。この伸縮しない面を

中立面と呼び、図 5-23 のように、軸線を含む xz 面である。中立面と横断面の交軸を中立軸と

呼ぶ。 
 

x 

y 

z 

対称面 

対称軸 
軸線 

横断面 

横断面 

軸線 
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図 5-23 梁の中立面と中立軸・図心 

 
次に、具体的に、幾何学的な変形を考える。図 5-21 下から微小長さ部分 dx を図 5-24(a)のよう

に取り出す。ここで、中立面の曲率半径をρとすると dx=ρdθが成立する。ここで、中立面を

原点に取って、中立面からの距離を下向き正に y と置き、下面を y1、上面を y2 (<0)とする。 
 次に、qs と pr がどれだけ伸縮しているかを考える。図 5-24(b)のように、点 b を通り、pq に

平行な線 s"r"を引くと、qs は qs"へ、pr は pr"へ伸縮することがわかる。よって、ひずみは下面

で、 

0
"
" 11

1
>===

ρ
θ

ε
y

dx
dy

θs
ss

x     5-14 (5-14) 

と、引張りになる。上面では、 

0
"
" 22

2
<===

ρ
θε y

dx
dy

pρ
ρρ

x    5-15 (5-15) 

と、圧縮になり、統一的に 

ρ
ε y

x =    5-16 (5-16) 

と定義できる。 
 

x 

y 

z 

横断面 

中立面 軸線 

中立軸 

図心(重心) 
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図 5-24 梁の微小長さ部分の変形 

 
変形は x 方向しか生じておらず、y, z 方向は拘束がなく応力がゼロになるため、x 方向の応力を

求めるためには、ひずみにヤング率 E をかけるだけで良い。ここで、中立面を原点に取って、

中立面からの距離を下向き正に y と置くと、以下のように表現できる。 

ρ
σ Ey

x =      5-17 (5-17)  

図 5-25 のように、上面で圧縮、下面では引張、その間は線形に分布し、中立面でゼロになる。

これが曲げ変形の応力場の特徴である。 

 

図 5-25 梁の厚さ方向の応力分布 
 
 式(5-17)の応力を求めるためには、図心の位置と、曲率ρが必要となる。 
以下、図心と曲率を求めるため、先ず、軸線方向には荷重が作用していないため、応力を合算

するとゼロになる必要がある。 

q s 

r p 

dθ 

ρ 

y1 

y2 (<0) 中立面 

(a) (b) 

q s 

r p 

dθ 

r" 

s" 

a 
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dθ  

s s" 

y1 
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pq の平行線 

dx 

y 
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0== ∫∫
AA

x ydAEdA
ρ

σ   5-18 (5-18) 

よって、 0=∫
A

ydA となる y 軸の原点が中立面（中立軸）の位置となり、断面が y 軸に対称であ

ると仮定したことにより、中立面（中立軸）は図心を通ることがわかる。 ∫
A

ydAは、断面の幾

何学的形状のみから定まる量で、断面一次モーメントと呼ぶ。 
 中立軸に関する断面一次モーメントがゼロになる位置として、中立軸を求めることができる。

具体的な図心位置の算出法を示す。 
 

 
図 5-26 図心位置の算出 
 
はりの横断面を図 5-26a)のように、y 軸に対称な形状とし、対称軸上の任意点 O を通る座標（y’, 
z’）の z’軸から距離 e 離れたところに中立軸があるものとする．中立軸を通る座標（y, z）の z
軸から任意点 C までの距維を y とする．任意点 C の座標値は 

eyyzz +== ','   5-19 (5-19) 

したがって，式(5-19)の y=y’-e を式(5-18)に代入して 

0' =−∫∫
AA

edAdAy   5-20 (5-20) 

e が一定であることを考慮して上式を整理すると，中立軸の座標 e が次式のように求まる． 

A
S

dA

dAy
e z

A

A '

'
==

∫

∫
  5-21 (5-21) 

図 5-26b)のように、領域の面積を面積を細かい領域に区分するときは、 

∑
∑

∆

∆
=

i
i

i
ii

A

Ay
e   5-22 (5-22) 

z’ 

中立軸 

O 

e 

z 
y 

dy dA 

y, y’ 

図心 
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dAi 

iy

a) 

b) 
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となる。 
 次にモーメントの釣り合いを考える。応力σx の z 軸まわりのモーメントの総和が、断面の曲

げモーメント M に等しいことより、 

∫∫ ==
AA

x dAyEdAyM 2

ρ
σ   5-23 (5-23) 

断面二次モーメント ∫=
A

z dAyI 2
は、断面一次モーメントと同様に、断面の幾何学的形状のみか

ら定まる。Iz を使って、式(5-24)が得られる。 

zEI
M

=
ρ
1

    5-24 (5-24) 

EIz を曲げ剛性と呼び、曲げに対する曲がりにくさの指標となる。 
結局、式(5-17)の応力は、 

y
I
M

z
x =σ     5-25 (5-25) 

で与えられる。この曲げによる応力（最大値を最大曲げ応力と呼ぶ）は、断面の曲げモーメン

トに比例することがわかる。また、中立面からの距離が遠いほど大きく、つまり表面で最大に

なる。 
ここで、中立面からの距離を下向き正に y と置き、下面を y1、上面を y2 (<0)とし、図 5-21 の

ような変形をする場合、下面は最大引張り応力σ1 が生じ、上面で最大圧縮応力σ2 が生じ、そ

れぞれの値はで示される。 

2

2
2

1

1
1 ,

Z
M

I
My

Z
M

I
My

zz

−=−=== σσ     5-26 (5-26) 

ここで、Z1, Z2 は中立軸に関する断面係数と呼ばれており、それぞれ次式のように定義される。 

2
2

1
1 ,

y
IZ

y
IZ zz ==     5-27 (5-27) 

 
5.6 断面二次モーメントの求め方 
 断面一次モーメント、及び断面二次モーメントの算出手順は、幾何学の範囲であるので、こ

こでは、簡単に横断面が長方形の場合のみ導出する。その他の断面に関しては、便覧の値や、

長方形などの基本形状の足し合わせなどから求める。 
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図 5-27 長方形断面 
 
図 5-27 のような幅 b 高さ h の長方形断面の断面二次モーメント Iz を求める。図心は、必ず対称

軸上にあることから、長方形断面の図心の位置は図 5-27 に示したように、断面の中心になる。

よって、断面二次モーメントの定義式から以下の値が得られる。 

∫∫
−

===
2/

2/

3
22

12

h

hA
z

bhbdyydAyI   5-28 (5-28) 

Iz は高さの三乗、幅の一乗に比例することがわかる。 

 
（解答） 
 縦長の断面とそれを 90°回転させた横長の断面では、Iz はそれぞれ 2a3/3, a3/6 となり、最大

応力は 33
3,

2
3

a
M

a
M

xx == σσ となり、縦長に使ったほうが応力が 1/2 になることがわかる。  

 次に、断面二次モーメントを求める際に、有用な公式を紹介する。 
１、平行軸定理 
 図心を通る z 軸に関する断面二次モーメントを Iz、 
図 5-28 のように y＝e の位置にある z 軸に平行な任意の z’軸に関する断面二次モーメントを Iz’

とし，A を断面積とすれば、以下の式が成り立つ。 

b 

h 
0 

y 

z 

a 

2a O 

y 
縦長断面 

a 

2a 

O 

y 

横長断面 

例題 1 
図のような、縦長の断面とそれを 90°回転させた横長の断面の断面二次モーメントと最大

応力値を比較せよ。 
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2
' AeII zz +=   5-29 (5-29) 

 
図 5-28 平行軸の定理 
 
２、加算定理 
 断面積 A の図形を分割して断面全体を和または差で表すと，全断面積は、 

nAAAA ±±= 21  

となり、分割した断面の z 軸に関する断面二次モーメントをそれぞれ I1, I2,…In とすると，断面

全体の断面二次モーメント I は 

nIIII ±±= 21   5-30 (5-30) 

となる。これを加算定理と呼ぶ。平行軸定理、加算定理ともに、簡単な数式の展開から得られ

るので証明は省略する。 
 

 
（解答） 
断面積 A1 の部分は、A1 の部分の図心と H 型断面全体の図心の位置と 3a /4 だけ離れていること

から、平行軸の定理（式(5-29)）より、 

4
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例題 2 図の H 型断面の断面二次モーメントを求めよ。 

a/2 

a/2 

a/2 

A1, I1 

A2, I2 

A3, I3 
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A3 の部分は、A1 の部分と同じになるので、I3=I1 となる。A2 の部分は、 

24

4

2
aI =  

よって、 

4
44

231 8
5

24
2

24
7)( aaaIIII =+×=++=  

もし、この断面が a×2a の長方形断面であった場合は、I=2a3/3 だったため、断面積が 2a2 から、

1.5a2 と、25%減少したが、断面二次モーメントは、6.25%しか減少していないことがわかる。 

 
基準線を図のように上辺による（どこにとっても良い）。 
まず、図心の位置を求める。 
領域を①と②の二区画に分けて考える。 

2mm150010451570 =×+×== ∫dAA  

mm5.16
10451570

)1045(5.37)1570(5.7' =
×+×

××+××
=

∆

∆
==

∑
∑

i
i

i
ii

z

A

Ay

A
Se  (下向き正とする) 

従って、上辺から下に 16.5 mm の位置が図心となる。 
断面二次モーメントは中立軸の位置から平行軸の定理を使って下表の手順で求めることができ

る。di はそれぞれの区画の図心と全体の図心の距離である。 
i Ai di Ii (=bh3/12) Ii + Aidi

2 

①  1050 16.5-7.5 19687.5 104737.5 
②  450 22.5-1.5 75937.5 274387.5 
   総和 Iz 379125 
 

O 

例題 3 図の T 型断面の断面二次モーメントを求めよ。 

15 mm e 

70 mm 

45 mm 

10 mm 

基準線 
①  

②  

z’ 

z 
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（解答） 

ここでは、断面二次極モーメント dAI P ∫= 2ρ （6.1 章参照）を利用することを考える。断面二

次極モーメントは、Iz, Iy とは、以下の関係があることは明らかであり、 

yzP IIdAyzdAI +=+== ∫∫ )( 222ρ  

円形断面の場合、Iz= Iy だから、Iz=Ip/2 である。 
一方、Ip は、 ρπρddA 2= であるから、簡単に求められる。 

2
2

4

0

32 rddAI P
πrπrr

r

=== ∫∫  

よって、 

4
2/

4rII Pz
π

==    

が得られる。 
この定義を使って、中実断面と中空断面の断面二次モーメントの比較を行う。 
中空断面の断面二次モーメントは加算定理を使って求められる。中実断面は 

64
,

4

4

1

2

1
dIdA ππ

==              

中空断面は 

444
2

2
22

2 16
15

64
))2/((

64
,

16
3

4
))2/(( dddIdddA ⋅=−==

−
=

ππππ
 

 
よって、比較すると以下の式が得られる。 

1212 16
15,

4
3 IIAA ==  

 中空にすることにより、重量は 3/4 になり、断面二次モーメントは 15/16 しか減少せず、曲

げ応力は 16/15=1.067 倍になるに過ぎず、軽量化の効果が大きいことがわかる。ただし、実際

には、中空断面の肉厚を薄くすると、断面の座屈が起こるなど他の破壊モードを考慮する必要

y 

z 

r 

ρ 

dρ 

dA 

例題 4 図の円形断面の断面二次モーメントを求めよ。 
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が出てくる。 
 
5.7 梁のたわみ曲線 
 図 5-29 左に外力によって曲がった梁の軸線を示す。軸線の y 方向の変位をたわみと呼び、た

わみ曲線の接線と元の軸線とのなす角度θをたわみ角と呼ぶ。ここで、座標ははりの左端を原

点とし，下向きを y 軸の正の向き，右向きを x 軸の正の向きとする。 

 
図 5-29 はりのたわみとたわみ角 
 
図 5-29 右にたわみ曲線の拡大図を示す。点 A と ds だけ離れた点 B それぞれの接線に垂直な線

の交点が曲率中心の O である．点 O と点 A, B までの距離を曲率半径ρ、1/ρを曲率と呼ぶ。

図 5-29 より、∠AOB はたわみ角の変化-dθに等しい．ここで，点 B のたわみ角は点 A のたわ

みより減少するため，たわみ角の変化にマイナスを付けた．ここで， )( θρ dds −= より、 

ds
dθ

ρ
−=

1

 
   5-31 (5-31) 

ここで、 

( )

( )22

2

22
1

/1

1
tan1
1cos

/1
/tan

dxdvds
dx

dxdv
dxvd

dx
dv

dx
d

dx
d

+
=

+
==

+
=















= −

θ
θ

θ

 

これらを式(5-31)に入れると、 

( ){ } 2/32

22

/1

/1

dxdv

dxvd
ds
dx

dx
d

+

−
=⋅−=

θ
ρ

   5-32 (5-32) 

ここで、たわみ角θが極めて小さいとすると、 ( ) 1tan/ 22 <<= θdxdv より、 

2

21
dx

vd
−=

ρ
     5-33 (5-33) 

F 

x 

y 

たわみ角θ 

たわみ v(x) 

dx 
dv 

ρ 

π/2-θ 

θ 

π/2-θ 

-dθ 

たわみ曲線 
v=v(x) 

A 
B 

ds 

O 
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一方、はりの曲げ応力の説明にあったように、式(5-24)より、 

zEI
M

=
ρ
1

 

となる。これを式(5-33)に代入することにより、 

zEI
M

dx
vd

−=2

2

     5-34 (5-34) 

となる。この式をたわみの基礎式という．曲げモーメント M が x の関数で与えられるとき，こ

の微分方程式を順次積分することにより，たわみ角 dxdv /=θ ，たわみ v がつぎのように求め

られる。 

1cdx
EI
M

dx
dv

z

+−== ∫θ      5-35 (5-35) 

21 cxcdxdx
EI
Mdxv

z

++−== ∫∫∫θ      5-36 (5-36) 

2 つの積分定数 cl，c2 は，はりの支持条件（境界条件）によって定まる．  
固定支持の場合，支持点でたわみ v とたわみ角 dxdv /=θ が 0 であるから，支持点で 

0,0 ===
dx
dvv θ  

単純支持の場合，支持点でたわみが 0 であるから 
0=v   となる。 

F 

l 

例題  図のような片持ち梁の先端のたわみ及びたわみ角を導け。曲げ剛性は EI とする。 

M 

l 

(1) 

(2) 
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（解答） 
(1) 曲げモーメントは 5.4 章の例題に示した通り、 

)()( xlFxM −−=  

であり、これを式(5-34)に入れて、積分すると、 

1
2

1 2
)( cx

EI
Flx

EI
Fcdx

EI
xlF

dx
dv

++−=+
−−

−== ∫θ  

21
23

26
cxcx

EI
Flx

EI
Fv +++−=  

x=0 での固定端の境界条件を代入すると 

0,0 ===
dx
dvv θ

 
c1=0, c2=0 が得られる。よって、x=l をたわみ角とたわみの式に代入して、 

EI
Flv

EI
Fl

3
,

2

32

==θ
 

が得られる。 
(2) 曲げモーメントは 5.4 章の例題に示した通りで、 

MxM −=)(
 

であり、これを式(5-34)に入れて、積分すると、 

11 cx
EI
Mcdx

EI
M

dx
dv

+=+
−

−== ∫θ  

21
2

2
cxcx

EI
Mv ++=  

x=0 での固定端の境界条件を代入すると 

0,0 ===
dx
dvv θ

 
c1=0, c2=0 が得られる。よって、x=l をたわみ角とたわみの式に代入して、 

EI
Mlv

EI
Ml

2
,

2

==θ
 

 
 

p0 
 

l 

0p
l

xlp −
=

x 

y 

(3) 
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力の釣り合いとモーメントの釣り合いより、固定端の反力と反力モーメントは 

6
,

2

2
00 lpMlpR AA −==  

位置 x の曲げモーメント M(x)は、x より、左向きにξをとって、 

( )3030200
2

0

0

32

0
0

2
0

0 0

66226

3
1

226

)()(

xl
l

px
l

pxpxlplp

ll
xlpxlplp

dp
l
xlxRMxM

x

x

AA

−−=+−+−=

















+







−
−+−=

−−
−+= ∫

xx

xxx

 

よって、たわみの方程式は以下となる。 

( )

( )

( ) 21
50

1
40

30

120

24
'

6
''

CxCxl
l

pvEI

Cxl
l

pvEI

xl
l

pvEI

z

z

z

++−−=−

+−=−

−−=−

 

x=0 のとき、v’=v=0 より、 

120
,

24

4
0

2

3
0

1
lpClpC =−=  

よって、x=l でのたわみは 

zz EI
lp

EI
lpv

30120
1

24
1 4

0
4

0 =





 −=  

 
 実際に、梁の問題をたわみまで求める場合は、以下のような計算手順となる。 
１、 力の釣り合いを解いて、反力、反力モーメントを求める。 
２、 せん断力図と曲げモーメント図を求める。 
３、 横断面の幾何学的形状より、図心及び断面二次モーメントを求める。 

 

x 

 
RA 

MA 

 

ξ 

M(x) 

M(x) 

l-x 

(3) 
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４、 断面二次モーメントと曲げモーメント図を使って、式(5-25)の曲げ応力を求める。 
５、 断面二次モーメントと曲げモーメント図を式(5-34)に代入し、境界条件（たわみ、たわ

み角）を適宜使って、たわみを求める。 
 
 しかしながら、現在の設計において、これらの計算すべてを自力で行っている技術者はおら

ず、通常は、便覧等の値を参照するか、有限要素法によって求めることが多い。その際に、気

をつけることは、以下のような点である。 
・扱う梁が梁理論の仮定に沿ったものかに注意する。具体的には、曲げ変形だけでなく、せん

断変形の可能性を考える。横断面が著しく変形する可能性などを検討する。 
・単純支持、固定支持などの境界条件が現実と合っているかどうかを考える。例えば、固定支

持は完全にたわみ角をゼロにする支持方法は難しいことがわかっている。 
・表面と裏面のどちらが、圧縮・引っ張りになっているかを確認する。これを間違えると、適

切な強度設計が出きない。また、中立面では応力はゼロになることに気をつける。 
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5.8 練習問題 

5.8.1 せん断力図と曲げモーメント図 

解答 
(1)

 
 
(2) 

 
 

5.8.2 曲げ応力と断面二次モーメント 

練習問題１ 
次の静定梁問題について支点反力を求め SFD(せん断力図)，BMD（モーメント図）を描け。 

q 

 
l 

(1) 
B C 

a b 

MC 
A (2) 

F 

0 x 
 l 

SFD 
M 

0 x  l 

BMD 

ql2 /8 1/2ql 

-1/2ql 
l/2l 

F 

0 

x 

a+b 

SFD M 

0 x  a+b 

BMD 

-aMc/(a+b) -Mc/(a+b) 

a 

bMc/(a+b) 
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（解答）
3

lx = の位置に
3

2
0

39
32

d
lq

π
σ =  

 

（解答） 
最大モーメント Fl/2 
最大応力 M/I y 
図心 上端から 4a、下端から 2a 
断面二次モーメント I=100/3a4 

σ引張最大 = Fl/2I × 2a  (Ｃ点・下端)  
σ圧縮最大 = -Fl/2I × 4a  （Ｃ点・上端） 
  

練習問題２ 
図のように、直径 d の円形断面をもつ単純支持梁に分布荷重 q が作用している。この梁

に生じる最大曲げ応力とその発生位置を求めよ。 

0q
l
xq =

l 

q0 

x 

練習問題３ 
左図のような単純支持梁に生じる最大引張り応力と最大圧縮応力及び発生位置を求め

よ。断面形状は右図のような逆 T 型形状とし、ヤング率は E とする。 

A B 

C 

F 
l l 

5a 

a 

a 

5a
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5.8.3 梁のたわみ 

 
 
解答例） 
(左図：分布の場合) 
A における反力 RA, B における反力 RB は釣合から 

( )palRR BA −=+ , 
( )

22

222 alppxpxdxlR
l

a

l

aB
−

=







== ∫  

より, 
( ) ( )

l
alpR

l
alpR BA 2

,
2

222 −
=

−
=  

AC 間におけるたわみの方程式は 

(AC) xR
dx

ydEI A=− 2

2

 … (a-1) 

(AC) 1

2

2
CxR

dx
dyEI A +=− … (a-2) 

(AC) xCxREIy A
1

3

6
+=− …(a-3)（x=0 でたわみゼロより積分定数はゼロ） 

CB 間におけるたわみの方程式は 

(CB) ( ) ( )
2

2

2

2 axpxRdttxpxR
dx

ydEI A

x

aA
−

−=−−=− ∫ …(a-4) 

(CB) 
( )

2

32

62
CaxpxR

dx
dyEI A +

−
−=− …(a-5) 

(CB) 
( )

32

43

246
CxCaxpxREIy A ++

−
−=− …(a-6) 

練習問題４ 
図のような静定梁に等分布荷重 p が作用する場合とその全荷重 pl/2 に等しい集中荷重 P
が作用する場合について、点 C におけるたわみを比較せよ。ただし、曲げ剛性はともに

EI とする。また、座標軸は梁左端を x=0, y=0 とし x 軸右向き、y 軸下向きを正とする。 

l/2 l/2 

p 

C 

x 

y 
l/2 l/2 

P (=pl/2) 

C 

3l/4 
x 

y 
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点 C においてたわみ角が等しいから, (a-2), (a-5)式より 

2

2

1

2

22
CaRCaR AA +=+ より 21 CC =  

点 C においてたわみが等しいから, (a-3), (a-6)式より 

32

3

1

3

66
CaCaRaCaR AA ++=+ より 21 CC = だから 03 =C  

点 B においてたわみがゼロだから, (a-6)式より 

( ) 0
246 32

43

=++
−

− ClCalplRA
より 03 =C だから

( )
l
alplRCC A

246

42

12
−

+−==  

よって, 点 C におけるたわみは, (a-3)式において x=a とすると 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]222

2

422
423

1

3

2
24

4
242466

1
6

1

alal
EIl

alpa

alallR
EIl

pa
l
alpaalRaR

EI
aCaR

EI
y A

AAA

−−−
−

=

−+−−−=






 −
+−−=








+−=

となる.  
 
(右図：集中の場合) 

22
albac +

=+= とすると, A における反力 RA, B における反力 RB は釣合から 

( )alpRR BA −=+ , ( )calplRB −=  

より, 
( )( ) ( )

l
calpR

l
clalpR BA

−
=

−−
= ,  

AD 間におけるたわみの方程式は 

(AD) xR
dx

ydEI A=− 2

2

 … (b-1) 

(AD) 1

2

2
CxR

dx
dyEI A +=− … (b-2) 

(AD) xCxREIy A
1

3

6
+=− … (b-3) （x=0 でたわみゼロより積分定数はゼロ） 

DB 間におけるたわみの方程式は 

(DB) ( )( )cxalpxR
dx

ydEI A −−−=− 2

2

… (b-4) 
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(DB) 
( )( )

2

22

22
CcxalpxR

dx
dyEI A +

−−
−=− … (b-5) 

(DB) 
( )( )

32

33

66
CxCcxalpxREIy A ++

−−
−=− … (b-6) 

 
点 D においてたわみ角が等しいから, (b-2), (b-5)式より 

2

2

1

2

22
CcRCcR AA +=+ より 21 CC =  

点 D においてたわみが等しいから, (b-3), (b-6)式より 

( )( )
32

33

1

3

666
CcCclalpcRcCcR AA ++

−−
−=+ より 21 CC = だから 03 =C  

点 B においてたわみがゼロだから, (b-6)式より 

( )( ) 0
66 32

33

=++
−−

− ClCclalplRA
より 03 =C だから

( )( )
l

clalplRCC A

66

32

12
−−

+−==  

よって, 点 C におけるたわみは, (b-3)式において x=a とすると 

( )( )

( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ){ }
EIl

alalalaclal
EIl

clala

l
clalpaalRaR

EI
aCaR

EI
y AAA

48
4

6

666
1

6
1

2222
222

323

1

3

−−−−
=−−−

−−
=








 −−
+−−=








+−=

 

2
lba == のとき, 点 C おけるたわみを比較して、v(分布)/v(集中) = 10/11 

 

（解答）
EI
lp

EI
Plv

3048
5 4

0
3

+=

練習問題５ 
図に示すような片持ち梁に、分布荷重 p と集中荷重 P が作用している。この梁の自由端

のたわみを重ね合わせ法を用いて求めよ。ただし、曲げ剛性はともに EI とする。また、

座標軸は梁左端を x=0, y=0 とし x 軸右向き、y 軸下向きを正とする。 

p0 
 

l 

0p
l

xlp −
=

x 

y 

P 
l/2 
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解答） 
(1)～(3)の曲げモーメント図は 5.4 章の例題で、(4)は練習問題 1 で求められている。 

(1)荷重点で最大 
EI

Flv
3

3

=
    

(2)荷重点で最大 
EI

Flv
48

3

=
 

(3)中央で最大 
EI

Flv
648
23 3

=
    

(4)中央で最大 
EI

qlv
384
5 4

=
 

  

練習問題６ 
次の静定梁問題(1)~(4)の最大たわみの発生地点とその値を求めよ。 

F 

l 

 
l 

F 
l/2 

l 

F/2 
l/3 

F/2 
l/3 

(1) 

(2) 

(3) 

q 

 
l 

(4) 
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6.   
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6. ねじり 
6.1 中実丸棒  
 丸棒の軸線まわりに図 6.1 のように偶力 W が作用すると、丸棒にはねじりモーメント T=WL
が作用し、棒は角度ϕ だけねじられる。この現象をねじり、この棒を丸軸（shaft）と呼ぶ。ね

じりモーメントはトルクとも呼ばれる。ϕ をねじれ角、さらに単位長さあたりのねじれ角θを

比ねじれ角という。 
 断面が円形の場合、ねじり後も断面は同一平面を保ち、問題が極めて単純になる。 

  

今、図 6.1 の丸軸表面の斜線部分の微小四辺形を考える。この四辺形は図 6.2 のように∠BAC=
γのせん断ひずみを受けている。これは四辺形をあらゆる場所で定義しても同じである。 

 
図 6.1 より、 

l
r

AB
BC ϕγγ ==≅ tan  (6.1) 

単位長さ当たりのねじれ角は、 

l
ϕθ =  (6.2) 

となり、 
θγ r=  (6.3) 

が得られる。せん断応力は、ひずみにせん断弾性係数 G をかけて以下のようになる。この応力

をねじり応力と呼ぶ。 
θγτ GrG ==  (6.4) 

ここで、式(6.3)、(6.4)の関係は任意の半径ρの円柱表面上についても成立する。 

γ

図 6.2 微小四辺形の変形 

l 

d 

W 

W 

L 

τ
ϕ r γ

図 6.1 丸軸のねじり 

A 
B 

C 
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ρθγτρθγ GG === ,  (6.5) 

つまり、図 6.3 のように、断面内のせん断応力は中心ではゼロで、ρに比例して大きくなる。 

 
次に、負荷されるトルク T と変形との関係を考える。応力分布から得られるモーメント（図 6.4
参照）と外力のモーメントの釣り合いから、 
 

 

∫=
A

dAT τρ  

が得られる。 ρπρρθτ ddAG 2, == を代入して、 

∫∫∫ ===
rrr

dGdGdT
0

3

0

2

0

2 222 rπrθrθrπrrτπr ......(6.6) 

ここで、 ∫∫ ==
A

r

p dAdI 2

0

32 rrrp と置くと、 

pIGT θ=
  ......(6.7) 

が得られる。Ip は断面極二次モーメントと呼ばれる。 
中実丸棒の場合は、r を半径、d を直径とすると、 

44

322
drI p

pp
== ......(6.8) 

となる。最大応力は、 

pp Z
T

I
Tr

==maxτ ......(6.9)
 

O 

τmax=Gθr 

図 6.3 丸軸のねじりの断面の応力分布 

dA=dρ×ρdφ 

ρ 

dρ 

dφ τdA 

図 6.4 丸軸のねじりの断面に生じる 
モーメント 
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Zp=Ip/r を極断面係数と呼ぶ。

 

ねじれ角，比ねじれ角は以下のように与えられる。 









===

32
:,

4dI
GI
T

GI
Tl

p
pp

pθϕ
 

......(6.10) 

G Ip はねじれ剛性と呼ばれ，軸のねじり変形の難易さを表す。 

 

（解答） 
 本問題は静定問題であり、トルク T からそれぞれの丸棒のねじれ角が求まる。l1 の範囲のね

じれ角φ1 は l1θ1、l2 の範囲のねじり角度φ2 は l2θ2 となる。ここで、θ1=T/GIp1、θ2=T/GIp2

（Ip1=πd1
4/32, Ip2=πd2

4/32）であるので、求める先端のねじれ角はφ=φ1+φ2 

 
（解答） 
A 点と C 点の反力モーメントを T1, T2 とすると、モーメントの釣り合いから 

例題 1 
 図のような二本の直径 d1, d2 の丸棒が直結した構造の先端にトルク T が働くとき、先端

のねじれ角を求めよ。 

l1 l2 

d2 d1 

T 

例題 2 
 図のような二本の直径 d1, d2 の丸棒が直結した構造の両端が固定端に接続されてい

る。今、二本の丸棒の間の B 点にトルク T が働くとき、B 点のねじれ角を求めよ。ま

た、二本の棒の最大せん断応力の比を求めよ。 

d1 
d2 

l2 l1 
 

A B 

T 

C 
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T=T1+T2 ...(1) 
となる。しかし、式(1)からでは、T1, T2 は定まらない。よって、B 点での回転角の連続性の条

件を使う。すなわち、 

2

22

1

11

pp
B GI

lT
GI

lT
==ϕ   

これより、 

1

2

4

2

1

2

1

l
l

d
d

T
T









=

....(2) 

が得られる。 

(1)と(2)を連立させて、T1、T2 を得ることができる。

 

2
1

4
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1
4
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2
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1 1 T
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l
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d
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=













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最大せん断応力は以下のように求まる。ここで、Z は極断面係数である。 

2

2
2

1

1
1 ,

pp Z
T

Z
T

== ττ  

よって、せん断応力の比は以下のようになる。 

1

2

2

1

1

2

2

1

2

1

l
l

d
d

Z
Z

T
T

p

p ==
τ
τ  

 
6.2 丸軸による動力の伝達 
 丸軸は動力の伝達に使われることが多い。動力の単位は 1 W = 1 N・m/s が用いられる。回転

数は rps（回毎秒）が SI 単位であるが、実際には rpm （回毎分）が用いられることが多い。こ

こで、動力 P [W], 回転数 n [rps], トルク T [Nm]の関係は、以下のようになる。ωは角速度で

ある。 
])rad[2( nTP πωω =⋅=    

よって、 

]mN[15915.0
2
1

⋅=⋅=
n
P

n
PT

π  
......(6.11) 

が得られる。今、直径が d の丸棒を考える。丸棒のせん断許容応力をτa [Pa]とした時の、設計

の直径を求める。最大せん断応力は、以下の式で与えられる。 

3max
16

2 d
T

I
Td

p p
τ ==   

τmax=τa であればよいから 
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33 23 93239.0816

aaa n
P

n
PTd

ττπρτ
=⋅==

 

が許容できる丸棒の直径となる。

 

 このように伝達すべき動力、回転数、許容せん断応力から軸の直径が設計される。また、工

学単位では仕事率に馬力(PS)が用いられることもある。1 PS ≒735W の関係がある。 
 
6.3 各種断面型の軸のねじり 
6.3.1 中空丸軸 
中空丸棒は、中実丸棒の式(6.6)の積分範囲が変わるだけであるから、 

p

r

r

r

r
IGdGdT θrprθrτpr === ∫∫

00

32 22
 

断面極二次モーメント，極断面係数が以下のようになる。また、応力分布を図 6.5 に示す。 

( )






 =−==−=

−
=

d
dn

d
n

d
I

Z
d

n
dd

I p
pp

0
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4
4

4
4
0

4

:
16

)1(
2/

,
32

)1(
32

ppp  

中実丸軸ではねじりモーメントの大半は外周部で支えられる．強度と軽量化の両者を実現する

ためには中空丸軸が有利である。 

 
 
6.3.2 長方形断面 
 長方形断面は、断面に面外変形（ワーピング）が生じるため単純な材料力学では扱えない。よ

って、弾性論等で求めた表を使う。 
 長方形断面のねじり応力の特徴は、最大せん断応力が図 6.6 のように、辺の中間点で生じ、

角点ではせん断応力がゼロになるということである。 
 比ねじり角は、 

Gab
T

3b
θ =

 

 ねじり応力は 

2max ab
T

b
aτ =

 

αとβは a/b に依存した表 4.1 で与えられる。 

O 

τmax 

r 

r0 

図 6.5 中空丸軸の応力分布 
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表 6.1 長方形断面軸のねじりに関する 
係数β/α、β 
a/b β/α β 
1.0 0.2082 0.1406 
2.0 0.2459 0.2287 
3.0 0.2672 0.2633 
4.0 0.2817 0.2808 
5.0 0.2915 0.2913 
10.0 0.3123 0.3123 
∞ 1/3 1/3 
 
6.3.3 薄肉開断面材のねじり 
 図 6.7 のような厚さが一様で、非常に薄い長方形断面の集まりからなる薄肉開断面の場合は、

各長方形断面（長さ s, 幅 t）が、それぞれ、ねじりモーメントを独立で分担していると考えて

よい。 
 長さ s, 幅 t で s>>t の長方形断面の比ねじり角とねじり応力は、長方形断面の式で、β～1/3, 
α～1 となるため、 

θτθ Gτ
Gsτ

T
== ,3

3
 

 となり、この棒が 4 つあると考えると、以下の式となる。 

θτθ Gτ
Gsτ
T

=
×

= ,
4

3
3

 
 また、スリットのはいった薄肉円管は、これを平らに延ばした 1 枚の薄板と見なすことがで

きるため、 

θτ
π

θ Gτ
Gdτ

T
== ,3

3
 

となる。 

a 

b 

最大せん断応

力は腹の部分 

エッジはせん

断応力ゼロ 

図 6.6 長方形断面軸のねじり応力分布 
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6.3.4 薄肉閉断面材のねじり 
 図 6.8 に示す薄肉閉断面材は、厚さ t が十分に小さく、せん断応力は厚さ方向に一定とみな

せるものと近似できる。すると、せん断力は q=τt になり、O 点周りのトルクは以下の式で表

すことができる。 

∫∫ == dsrttrdsT
2

2tt  

ここで、dA=rds/2 より、 

At
TtAT

2
,2 == tt  

せん断応力τによるひずみエネルギとトルクによるひずみエネルギが等しいという条件より、 

∫= ds
tGA

T 1
4 2θ  

肉厚 t が一定ならば、 

GtA
Ts

24
=θ  

が得られる。s は肉厚中心線の長さである。 

 

t s 

d 

t 

a) 薄肉開断面 

b) 薄肉円管 

図 6.7 薄肉開断面構造のねじり 

ds 

r 

t 

図 6.8 薄肉閉断面材 

O 

dA 
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（解答） 
閉断面の場合の比ねじれ角と、せん断応力は、 

ts
T

tGs
T

clcl 23 2
, == tθ

 
s=10t を代入すると、θcl=1/1000*T/t4G=0.001T/t4G、τcl=1/200*T/t3=0.005 T/t3 となる。

 開断面の場合は、 

23 4
,

4
3

st
T

Gst
T

opop β
αt

β
θ ==  

s=10t を代入すると、β=0.3123, β/α=0.3123 なので、θop=(3/40β)*T/t4G～0.24 T/t4G、τop=(1/40
β)*T/t3=0.08 T/t3 となる。 
両者を比べると、開断面のほうが、比ねじれ角は 240 倍大きく、せん断応力は 16 倍大きいこと

がわかる。 
 
6.4 練習問題 

 
（解答） 
１）直径 d の丸棒を棒 1, 直径 2d の丸棒を棒 2 とすると, 断面 2 次極モーメントは 

例題 1  
 図 6.9 のような正方形状の閉断面のねじりと、図 6.7(a)の開断面のねじりを比較する。

図 6.9 の閉断面は図 6.7 のスリット部が接合されたものと考えることができる。ただし、

s=10t とせよ。 
 

t s 

図 6.9 薄肉閉断面構造のねじり 

練習問題 1 
図のように直径と長さの異なる２本の丸棒が結合されており、端部にトルク T が作用し

ている。材料のせん断弾性係数をＧとするとき次の問に答えよ。 
１） 自由端 A に生ずるねじり角θを表す式を誘導せよ。 
２） 最大せん断応力を与える式を誘導せよ。 
 

l l 

2d d 
T 

A 
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2
,

32

4

2,

4

1,
dIdI PP

ππ
== ,  

両方の棒にかかるトルクは T であるから, 棒 1, 棒 2 のねじれ角を合算すると 

444
2,1,

max
34232
Gd

Tl
Gd
Tl

Gd
Tl

GI
Tl

GI
Tl

PP πππ
θ =+=+=  

２）棒 1, 棒 2 の極断面係数は 

2
,

162/

3
1,

2,

3
1,

1,
d

d
I

Zd
d
I

Z P
P

P
P

ππ
====  

両方の棒にかかるトルクは T であるから, 棒 1, 棒 2 における最大せん断応力は 

3
2,

2max,3
1,

1max,
2,16
d
T

Z
T

d
T

Z
T

PP π
τ

π
τ ====  

2max,1max, ττ > より 16T/πd3 

 

 

１） 512Tl/15πGd4 
２） 256T/15πd3 
３） ねじれ角 (中実)/(中空)= 15/16 , 最大せん断応力 (中実)/(中空)= 15/16 
４） 0.0466 m 
 
  

練習問題 2 
断面形状が下図で与えられる中空丸棒軸にトルク T を作用した場合のねじりについて以

下の問いに答えよ。ただし、軸長 l 、材料のせん断弾性係数 G とする。 
１）この棒に生ずる全長 l のねじれ角 を与える式を誘導せよ。 
２）最大せん断応力 τを与える式を誘導せよ。 
３）同問を直径 d の中実丸棒軸とした時、全長 l のねじれ角と最大せん断応力は中空丸棒

軸の場合に比べ何倍となるか。 
４）この中空丸棒軸が毎秒 64 回転して 300 [kW]の動力を伝播しうるように外径を定めよ。

ただし、材料の許容せん断応力を 40 [MPa]とする。 
＊単位系に注意！ １W＝1[N･m/sec] 1Pa=1[N/m2] 

＊必要ならば、 を用いよ 

 

d 

0.5 d 
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7. 応力・ひずみテンソルと構成式 
7.1 応力の定義と物質点 
 1 章では、応力を定義する際に、物体内の切断面の内力を考えた。図 1.1 のような単純な応

力場では、内力は均一であるが、一般には内力は場所によって異なり、応力も分布を持つ。よ

って、単純に断面を切断して応力を定義する方法は一般的ではない。 
  
 
 
 

 
図 7-1 重りがぶら下がる棒中の微小体積（物質点） 
 
 より一般化した応力の定義のために、図 7-1 のように、物体内の仮想断面で切断された微小

な体積を概念的に考える。この点の大きさは無限に小さいと考える。この仮想断面で囲まれた

領域を物質点と呼ぶ。点と表現しているが，実際には、0 次元の点ではなく，限りなく体積が

ゼロに近い，概念的な点である．物体の変形（ひずみ）の概念を扱うためには必要な概念であ

る．このような説明はい一般に材料力学の教科書ではなされず、弾性論の範囲として取り扱わ

れるが、本テキストでは、応力のより深い理解のため、弾性論的な取扱いを行う。 
 この物質点の微小な面積 ds に作用する内力が df であるとき，応力ベクトルが式(7-1)のよう

に定義される．これは，微小な内力のベクトルを微小な面積で割った ds→0 の極限値である．

応力ベクトル t は，面にかかる力であることから面力ともよばれる．  

( )0d
d
d

→= s
s
ft        7-1 (7-1) 

 図 7.1 のような内力が均一な場合は、単純に応力ベクトルは以下のようになる。 

A
Ftt == 21 ,0        7-2 (7-2)

 
 今、均一な応力場の下、ある物質点で、図 7-2 のように法線方向が x1 方向の面に対する応力

ベクトルが tx1，法線方向が x2 方向の面に対する応力ベクトルが tx2 であったとする。応力は，

この各面に対する応力ベクトル tx1，tx2 を，式(7-3)のように，面に垂直成分とせん断成分に分解

したものである（図 7-2 参照）．ここで、e1, e2 はそれぞれ x1, x2 方向の単位ベクトルである。応

力の二つの添え字は、1.1 章で定義した通り、面と方向を表す。 

2221212

2121111

eet
eet

σσ
σσ

+=
+=

x

x
      7-3 (7-3) 

正負の符号の取り方は、図 7-2 のように、正の面には正方向を取り、負の面には負の方向を

微小体積（物質点） 

ds 
df 

断面積 A 

F 
x1 

x2 
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取った応力成分を正と置く。つまり、図 7-2 の垂直応力及びせん断応力はすべて正である。ま

た，剛体回転を起こさないためには，σij は対称，つまりσij = σji となる必要がある． 
このような二つベクトル（t と e）を線形変換するものをテンソルと呼び、応力は応力テンソ

ルと呼ばれる。テンソルの概念は重要なので、別途 7.3 節で詳細を述べる。1.1 節の図 1-6 の説

明では、応力は切断面の方向によって値が変わってしまうと説明した。これは、座標系の変更

（切断面の変更）により、力学的な物理量である応力テンソルが変化したわけではなく、人間

が定義する座標系によって、応力の表記（表現）が変わってしまったということである。ベク

トルが定義する座標系によって、表記（表現）が変わるのと同じことである。 
この座標系の変更による応力の表記の変化を正しく理解するためには、テンソルの座標変換

を理解する必要がある。7.2 節で解説する。 

 
 

図 7-2 応力テンソルの定義（応力が均一な場合） 
 
7.2 テンソルとベクトル 
 テンソルの定義と座標変換を理解するために，まず、ベクトルの定義と座標変換について解

説する。 
 また、ここでは理解のために、直交座標系を対象として説明する。 

7.2.1 ベクトルの定義と座標変換 
図 7-3 のように、あるベクトル b を、異なる座標系で表記することを考える。図 7-3 左の基

底 ),,(: 321 eeee の座標系では（ここでは、分かりやすくするため二次元で考える）、b を式(7-4)

のように表記することができる。ここで、b1, b2, b3 は成分、 321 ,, eee は基底ベクトルであり、

両方を明記してはじめてベクトルの定義となる（成分のみの表記はベクトルではない）。 

332211 eeeeb bbbb
i

ii ++== ∑   7-4 (7-4) 

一方、図 7-3 右のように、基底が x1x2 面にθだけ回転（反時計回りを正とする）した

),,(: 321 eeee の座標系で、b を表記すると、式(7-5)のようになる。座標系の回転により、ベク

トル b 自体は変化しないが、 ib から、 ib へ表記が変わることがわかる。 

 

x1 

x2 

tx1

 

σ11 

σ12 

tx2 σ22 
σ21 

dx2 
dx1 

 
方向面

jiσ

添え字の定義 σ11 

σ22 
σ21 

σ12 



 81 

332211 eeeeb bbbb
i

ii ++== ∑   7-5 (7-5) 

今、 je と b の内積を取る（j は 1 or 2 or 3）。先ず、b に式(7-5)を用いて、 

j
i

iji
i

ijij bbb ∑∑ ==⋅=⋅ δeebe   7-6 (7-6) 

この演算は、例えば j=1 の場合、 11 b=⋅be となり、ベクトルの成分を取り出していることに

相当する。 

次に、b に式(7-4)を用いて、 je と b の内積を取る。 

332211 eeeeeeeebe ⋅+⋅+⋅=⋅=⋅ ∑ jjj
i

P

ijij bbbb
ji


  7-7 (7-7) 

式(7-6)と式(7-7)は等しいことにより、式(7-8)が得られる。 

∑=
i

ijij bPb   7-8 (7-8) 

 

 

図 7-3 ベクトルの座標変換（※回転は反時計回りを正とする） 
 
式(7-8)を配列表記すると、式(7-9)のようになる。 
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  7-9 (7-9) 

式(7-9)を図 7-3 のケースのように、二次元における回転のみを考えると、式(7-10)が得られる。

ここで、回転は反時計回りを正とする 
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2

1

2212

2111
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1

)cos()sin(
)sin()cos(

cossin
sincos

b
b

b
b

b
b

b
b

θθ
θθ

θθ
θθ

eeee
eeee

 7-10 (7-10) 

異なる座標系の成分表示が－θの回転マトリックスにより結び付けられることがわかる。こ

れは、座標がθ回転することにより、物体が-θ回転しているように見えることを意味している。

e1 

e2 

b 

e1 

e2 

b 

e1 
e2 

b1 

b2 

b1 

b2 

θ 
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しかしながら、実際に物体が回転しているわけではないため、これは、ベクトルの回転の式で

はなく，ベクトルの表記（成分表示）の座標変換の式である． 
 
例題 1 

図 7-3 の座標系 ),,(: 321 eeee では，b=(1, 0)で表現される二次元のベクトルが，図 7-3 右のよう

に，反時計回りにθだけ回転した座標系 ),,(: 321 eeee で見たときに、どのような表記になるか

を求めよ．ただし、θ=45°とする。 

解答） 
それぞれの座標系の基底ベクトルは以下のようになる。 

)cos,sin(),sin,(cos
)1,0(),0,1(

21

21

θθθθ −==
==

ee
ee

　

　

 
式(7-10)より、 








−

=
















−

=
















⋅⋅
⋅⋅

=








1
1

2
2

0
1

cossin
sincos

2

1

2212

2111

2

1

θθ
θθ

b
b

b
b

eeee
eeee

 

 
7.2.2 テンソルの定義と座標変換 

一般に、あるベクトルを別のベクトルに線形変換するものがテンソルであり、数学的には、

式(7-11)のようなベクトルのテンソル積（ ba ⊗ ）で定義される。 

( ) ( )acbcba ⋅=⋅⊗  7-11 (7-11) 

この式は、ベクトル c をテンソル ba ⊗ が、新たなベクトル ( )acb ⋅ に変換していることを意味

している。また、演算の順番を変えると以下の定義になる。 

( ) ( )bacbac ⋅=⊗⋅  7-12 (7-12) 

テンソルは、ベクトルのように、式(7-13)のような成分と二つの基底系の形で表される。 

 

テンソル積
基底ベクトルの成分

ji
i j

ijA eeA ⊗= ∑∑  7-13 (7-13) 

二次元の場合、式(7-13)は以下のように書き下すことができる。 

( ) ( ) ( ) ( )10
1
0

01
1
0

10
0
1

01
0
1

22211211

2222122121121111

⊗








+⊗








+⊗








+⊗








=

⊗+⊗+⊗+⊗=

AAAA

AAAA eeeeeeeeA
 7-14 (7-14) 

通常は、基底のテンソル積の表記が省略され、式(7-15)ような行列表記を用いることが多い。

これはベクトルが基底の表記を省略して書かれることと同様である。 










2221

1211

AA
AA

 7-15 (7-15) 

式(7-15)は、つまり、 
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( ) 







=⊗









2212

2111
21

2

1 ,
baba
baba

bb
a
a

 7-16 (7-16) 

となることを意味している。 
式 (7-11)で定義したテンソル積 ba ⊗ は式 (7-15)のように書くことができる。これは、

jiij baA = としたときの式(7-13)に相当する。 

 ∑∑∑∑ ⊗=







⊗








=⊗

i j b

j
a
iji

j
jj

i
ii baba eeeeba  7-17 (7-17) 

今、式(7-11)のように、このテンソル A= ba ⊗ に式(7-18)のベクトル c をかけることを考える。 









+








=








=
1
0

0
1

21
2

1 cc
c
c

c  7-18 (7-18) 

すると、式(7-11)のテンソル積の定義式により、式(7-19)が得られる。 

( )
 

( )
 

( )
 

( )
 

( )
 

( )
 

( )
 

( )
 

    







+
+

=








+
+

=








+








+








+








=

































+


























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

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

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


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

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











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



+


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



























+
































+

























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



+


























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


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
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




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



















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222221
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222212
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212112
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0
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0
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1
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1
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0
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0
1

1
0

1
0
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1
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0
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1
0

1
0
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1
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0
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0
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1
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10
0
1

0
1
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0
1

1
0

01
0
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0
1
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cbacba
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cbacbacbacba
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ac
b
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b
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b
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b
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b
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b
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(

))) ())) 

(

))) ())) 

((

(

))) ())) 

(

))) ())) 

((

cA

 
7-19 (7-19) 
これは、テンソル積を式(7-16)のように行列で表記した際の行列計算（式(7-20)）と一致する。 

( ) ( )

( )








+=

















⋅=⋅⊗
↓↓

2

1
2211

2

1

2212

2111

a
a

cbcb
c
c

baba
baba

()() acbcba

 7-20 (7-20) 

ここでの、行列の表記はどのベクトルも同じ直交座標の基底を用いている場合を想定してい

る。式(7-20)は行列計算であるが、テンソルは二つの基底を有するため、物理的に単なる行列

計算でない。しかし、ベクトルに行列をかけて、新たなベクトルに変換するというのが、テン

ソルの変換であることには間違いない。 

さて、次に、ベクトル同様、基底が ),,(: 321 eeee に変わった場合のテンソルの表記を求める。

異なる座標系で A を書くと式(7-21)が得られる。 
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∑∑∑∑ ⊗=⊗=
i j

jiij
i j

jiij AA eeeeA  7-21 (7-21) 

この式(7-21)の ∑∑ ⊗
i j

jiijA ee に、左右から、 je と ie をかけると、式(7-6)と同様に、成分表

示 jiijA eAe ⋅⋅= が得られる。次に、式(7-21)の∑∑ ⊗
i j

jiijA ee に、左右から、 je と ie をかける

と、 

( )( )

∑∑∑∑

∑∑

∑∑

==

⋅⋅=

⋅







⊗⋅=⋅⋅=

k l
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T
klik

k l
jlikkl

k l
ljkikl

j
k l

lkklijiij

PAPPPA

A

AA

][

eeee

eeeeeAe

 7-22 (7-22) 

となり、座標変換後のテンソルの成分表示は、回転行列を二回かけることによって得られる

ことがわかる。二次元の場合の行列表記は以下のようになる。 

    
T

ljklik PAP

AA
AA

AA
AA

AA
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






 −

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











−

=






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
⋅⋅
⋅⋅

















⋅⋅
⋅⋅

=








θθ
θθ

θθ
θθ

cossin
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2221

1211

2222

2111

2221
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2111

2221
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eeee
eeee

eeee
eeee

 7-23 (7-23) 

 
7.3 応力テンソルと平衡方程式 

7.3.1 応力テンソルの定義 
ここで、改めて応力テンソルの定義を行う。今、ある面（法線方向ベクトル n）を考える。

面が決まると、その面に働く応力ベクトル t が求まる。応力テンソルはベクトル n を t に変換

するものとして、式(7-24)で定義される。 
σnt ⋅=  7-24 (7-24) 

以上のように定義された応力をコーシー（真）応力テンソルと呼ぶ 5。 

∑∑ ⊗=
i j

jiij eeσ σ  7-25 (7-25) 

これを、二次元でマトリックス表示すると 








2221

1211

σσ
σσ

となる。 

 7.1 節でも述べたが、応力テンソルの物理的意味を考える。今、n=e1 と置いてみると、以下の

式が得られる。これは、σ11 が応力ベクトルの法線方向（面と垂直）成分、σ12 がせん断方向

（面と平行）成分という意味である。 

2121111 eeeeet σσσ +=







⊗⋅= ∑∑

i j
jiij  7-26 (7-26) 

よって、σ ij は、i 面に加わる応力ベクトルの j 方向成分の意味となる。 
                                                        
5 1 章では公称応力を定義したが、テンソルとしての公称応力テンソルは非常に定義が難解な

り、有限変形理論が必要である。微小変形の範囲では真応力と公称応力は差がない。 
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7.3.2 平衡方程式 
図 7-2 は応力が均一な場合を考えたが、応力が不均一に分布する場合（応力が座標の変数で

ある場合：σ(x1, x2)）を考える。図 7-4 に、その際の物質点の各面に作用する応力を示す。図

7-4 において，x1 方向の釣り合いを考えると，式(7-26)が得られる． 

0dddd 21
2

21
21

1

11 =
∂

∂
+

∂
∂ xx

x
xx

x
σσ

 7-27 (7-26) 

式(7-26)を dx1dx2 で割ると，以下の式が得られる． 

0
2

21

1

11 =
∂

∂
+

∂
∂

xx
σσ

  7-28 (7-27) 

同様に，x2 方向の釣り合いにより，式(7-28)が得られる． 

0
2

22

1

12 =
∂

∂
+

∂
∂

xx
σσ

  7-29 (7-28) 

ここで，式(7-27)，(7-28)をまとめて、式(7-29)を得る。この式のことを平衡方程式と呼ぶ。 

)3(,2,10 ==
∂

∂
∑ j

xi i

ijσ
   7-30 (7-29) 

弾性論や有限要素法は，この平衡方程式（微分方程式）を解いて、応力分布を求めている。 
また、中心の点 O まわりのモーメントの釣り合いを考えると、 

2
2

dd2
2

dd 2
121

1
212 ×=×

xxxx σσ   7-31 (7-30) 

より、σ12=σ21 が得られる。これを共役せん断応力と呼ぶ 6。 

 
図 7-4 物質点の平衡状態（応力が不均一な場合） 
 
 
 
                                                        
6 竹をねじると、ねじりを加えた力の方向に沿っては割れず、それと垂直に縦方向に割れる。

これは、共役なせん断応力によるものである。 
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x2 

 

σ11 

σ12 

σ22 
σ21 

dx2 
dx1 

O 
1

1

12
12 dx

x∂

∂
+

σ
σ

2
2

22
22 dx

x∂
∂

+
σ

σ

2
2

21
21 dx

x∂
∂

+
σ

σ

1
1

11
11 dx

x∂

∂
+

σ
σ



 86 

7.3.3 応力テンソルの座標変換 
 応力テンソルは座標系によらない物理量であり、ベクトルと同様、任意の基底とその成分に

より表記することができる。その変換については、すでに 7.2.2 で導いたテンソルの座標変換

の式を使うことが出来る。よって、二次元の場合、式(7-32)が成り立つ。 








 −
















−

=







θθ
θθ

σσ
σσ

θθ
θθ

σσ
σσ

coσσin
σincoσ

coσσin
σincoσ

2221

1211

2221

1211
 7-32 (7-32) 

これを書き下すと、式(7-32)、(7-33)、(7-34)が得られる。 

( ) ( ) θσθσσσσ

θσθθσθσσ

2σin2coσ
2
1

2
1

σincoσσin2coσ

1222112211

2
2212

2
1111

+−++=

++=
 7-33 (7-33) 

( ) θσθσσ

θθσθθσθθσσ

2coσ2σin
2
1

coσσin)σin(coσσincoσ

122211

22
22

121112

+−−=

+−+−=
 7-34 (7-34) 

( ) ( ) θσθσσσσ

θσθθσθσσ

2σin2coσ
2
1

2
1

coσcoσσin2σin

1222112211

2
2212

2
1122

−−−+=

+−=
 7-35 (7-35) 

 

【例題 2】 

 図 7-3 左の ),,(: 321 eeee 座標系で， 









σ0
00

 

であった応力テンソルが，図 7-3 右のように反時計回りにθ=45°回転した座標系では，どのよ

うに表記されるかを求めよ。 

（解答）  









=








=







 −
















−

=







σ
σσ

σθ
θσθσθ

θθ
θθ

σθθ
θθ

σσ
σσ

.2
1

coσ.
coσσinσin

coσσin
σincoσ

0
00

coσσin
σincoσ

2

2

2221

1211

σymσym  

単軸引張りの応力場でも、座標系が変わればせん断応力が生じる．この場合，θ=45°の際に

せん断応力は最大になる． 
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【例題 3】 

 図 7-3 左の ),,(: 321 eeee 座標系で， 









σ

σ
0

0
 

のように等軸引張りで表記される応力が、図 7-3 右のように反時計回りにθ回転した座標系で

は，どのように表記されるかを求めよ。 

（解答）  









=







 −
















−

=







σ

σ
θθ
θθ

σ
σ

θθ
θθ

σσ
σσ

0
0

coσσin
σincoσ

0
0

coσσin
σincoσ

2221

1211

 

等軸引張のように、等しい垂直応力の応力場の場合は，どのような座標系を選ぼうと，せん

断応力は表れない． 
 

【例題 4】 

 図 7-3 左の ),,(: 321 eeee 座標系で， 









0

0
τ

τ

 

のように単純せん断応力で表記される応力が、図 7-3 右の反時計回りにθ=45°回転した座標系

では，どのように表記されるかを求めよ。 

 
（解答） 









−

=






 −

















−
=








τ

τ
τ

τ
σσ
σσ

0
0

2
1

45coσ45σin
45σin45coσ

0
0

45coσ45σin
45σin45coσ

2221

1211








 

純粋なせん断応力の状態を座標系を 45°傾けて観測すると、せん断応力がゼロになることが

わかる。これは、幾何学的な解釈では図 7-5 のように、せん断変形は、45°傾けると、一方向

に引っ張り、一方向に圧縮されている形状であることで説明できる。 
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図 7-5 純粋せん断の主応力（せん断変形を 45°傾けて見ると、圧縮と引張りの混合の変形

と見ることができる） 
 

例題 4 のように、応力の座標変換において、せん断応力がゼロになる方向（ ),,(: 321 eeee 座

標系）を主応力方向とよび，その際の応力成分のうち、引張を正とし，1 番大きな成分を第一

主応力（例題 4 ではτ），2 番目を第二主応力（例題 4 では－τ）とよぶ（※第二だからといっ

て，絶対値が小さいわけではない）。応力テンソルには，必ず主応力と主応力方向が存在する．

これは，数学的には，応力テンソルの主値（固有値）と主軸（固有ベクトル）に対応する．こ

こでは二次元応力場を考えたが、三次元応力場では主応力は 3 つとなる． 
以下、二次元（σ3=0, τ13=τ23=0）に限定して、もう少し、主応力について述べる。例題 4

で、ある方向の基底を取ると、せん断応力はゼロになることがわかった。これは、すなわち、

式(7-34)の 12σ がゼロになるということであるので、 

2211

12
0

22tan
σσ

σθ
−

=   7-36 (7-36) 

を満足するθ0 がせん断応力がゼロになる座標系の回転角となる。ところで、式(7-33)、(7-35)
をθで微分した値に式(7-36)の条件を代入すると、 

( )

( ) 02cos22sin

02cos22sin

01202211
22

01202211
11

0

0

=−−=∂
∂

=+−−=∂
∂

=

=

θsθssθ
s

θsθssθ
s

θθ

θθ  7-37 (7-37) 

となり、 11σ 、 22σ は極値を取ることがわかる。 

せん断応力がゼロになる座標系における垂直応力 11σ 、 22σ を主応力と呼び、引張を正とし，

1 番大きな成分を第一主応力σ1，2 番目を第二主応力σ2 とよぶ。具体的な値は(7-35)のθ0 を式

(7-33)、(7-35)に代入することによって得られる。 
 数学的には，主応力は応力テンソルの主値（固有値）であり、主応力の方向は応力テンソル

の主軸（固有ベクトル）に対応するので、固有値による主応力の求め方も示しておく。 
 応力テンソルの固有値の求め方は、λを固有値、φ1, φ2 を固有ベクトルとすると、 
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







=

















2

1

2

1

2221

1211

φ
φ

λ
φ
φ

σσ
σσ

  7-38 (7-38)
 

より、 

0det
2221

1211 =
−

−
λσσ

σλσ
   7-39 (7-39) 

を解けばいいので、 

( )( ) ( ) 0)( 2
1222112211

22
122211 =−++−=−−− σσσλσσλσλσλσ    7-40 (7-40) 

より、主応力値が式(7-41)のように得られる。 

2
12

2
22112211

2

1

22
σσσσσ

σ
σ

+





 −

±
+

=




   7-41 (7-41) 

また、このときの固有ベクトルが主応力方向に相当する。

  三次元の応力の場合も、同様に座標変換や固有値算出により主応力、主応力方向が求まる。

主応力はσ1, σ2, σ3 の三つになる。式(7-39)同様、式(7-42)により応力テンソルの固有値を求

まる。 

0det

332313

232212

131211

=
−

−
−

λσσσ
σλσσ
σσλσ

   7-42 (7-42)
 

 主応力σ1, σ2, σ3 は座標系に依存しない量なので、不変量とも呼ばれる。強度や疲労の評

価に用いられる。 
 また、材料力学では主応力をモールの応力円から求める方法もよく用いられる。モールの応力

円については、巻末の参考資料で説明する。 
せん断応力が最大となる座標系も式(7-34)より求めることが出来る。その際のせん断応力の

絶対値を最大せん断応力（主せん断応力）と呼ぶ。最大せん断応力の座標系は、主応力の座標

系を 45°傾けた座標系である。最大せん断応力は、主応力σ1, σ2 を使って、 

( ) ( )212112 2
1)452sin(

2
1~ sssss −−=°×−−=    7-43 (7-43) 

と求めることが出来る。 
 強度評価で一般的に用いられているミーゼス相当応力は、式(7-44)で表されるスカラー量で

ある。式(7-44)は主応力のみによって、表されているので、主応力と同様、座標系に依存しな

い量であることがわかる。 

( ) ( ) ( ){ }2
31

2
32

2
21Mises 2

1 sssssss −+−+−=    7-44 (7-44) 

ミーゼス相当応力を応力成分で書くと式(7-45)のようになる。

 ( ) ( ) ( ){ } ( )2
13

2
23

2
12

2
3311

2
3322

2
2211Mises 3

2
1 τττsssssss +++−+−+−=  7-45 (7-45) 
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式(7-45)は一見複雑で、その力学的意味の解釈が難しいように見えるが、元々は応力の偏差

成分（せん断応力）の強さを表す指標であり、材料の中の転位の駆動力がせん断応力であるた

め、材料の降伏強度と対応するとされている。別の側面からの定義を説明する。 
応力テンソルの垂直応力成分から、3 つの垂直応力成分の平均値を引いたものを偏差応力σ*

と呼び、以下のように定義される。 

( ) ( ) ( )
23

*
2313

*
1312

*
12

33221133
*
3333221122

*
2233221111

*
11

,,
3
1,

3
1,

3
1

σσσσσσ

σσσσσσσσσσσσσσσ

===

++−=++−=++−=
7-46 (7-46)  

ミーゼス相当応力は、式(7-46)のように偏差応力の二乗平均で定義され、偏差応力の大きさを

表す指標である。 

( ) 2
1

*
23

*
23

*
13

*
13

*
12

*
12

*
33

*
33

*
22

*
22

*
11

*
11Mises 2

3






 +++++= sssssssssssss  7-47 (7-47) 

 単軸応力σ1 の場合σMises =σ1 となり，せん断応力が存在しない三軸等応力状態（σ11 =σ22 =
σ33 = P）の場合はσMises = 0 となる．σMises >σY（降伏応力）となった場合に材料が降伏すると

考える。 
応力成分の値は，座標系に依存するため，特定の座標系の個々の成分の値を論じることにあ

まり意味はない．主応力やミーゼス相当応力等のように、座標系に依存しない指標を議論し、

評価に用いることが大切となる。 
 

【例題 5】 

(MPa)210,21020,21020 122211 =−=+= σσσ のとき、主応力とその方向を求めよ。ま

た、最大せん断応力（せん断応力が最大になる座標系におけるせん断応力の値）を求めよ。 

 
（解答） 

式(7-36)より、 122tan
2211

12
0 =

−
=

σσ
σθ   よって、θ=45°、θ=22.5°を得る。 

このとき、 

( ) ( )

( ) ( )
0

4010102045sin21045cos2102021020
2
12102021020

2
1

2sin2cos
2
1

2
1

22

122211221111

=

=++=°+°+−++−++=

+−++=

s

θsθsssss

 よって、主応力は、σ1=40 MPa, σ2=0 MPa となる。 
最大せん断応力は 

( ) MPa20''
2
1~

221112 =−−= σσσ  
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【例題 6】 

(MPa)210,21020,21020 122211 −=−=+= σσσ のとき、主応力とその方向を求めよ。

また、最大せん断応力（せん断応力が最大になる座標系におけるせん断応力の値）を求めよ。 

（解答） 

式(7-36)より、 122tan
2211

12
0 −=

−
=

σσ
σθ  よって、2θ=-45°、θ=-22.5° 

このとき、 MPa0,40 2211 == σσ  

MPa20~
12 =σ  

 

【例題 7】 

(MPa)131,31 122211 =+−=−−= σσσ のとき、主応力とその方向を求めよ。また、最

大せん断応力（せん断応力が最大になる座標系におけるせん断応力の値）を求めよ。 

（解答） 

式(7-36)より、
3

122tan
2211

12
0 −=

−
=

σσ
σ

θ より、2θ=-30°、θ=-15° 

このとき、 

MPa1,3 2211 =−= σσ  

MPa2~
12 =σ  
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7.4 ひずみテンソル 
  
 図 7-6 のような丸棒の応力・ひずみ状態は 

ssllAF xyy /,/,/ ∆−=∆== εεs  

であり、応力とひずみの間には、 

yxy E νεεσε −== ,/  

の関係がある。ここで E はヤング率、νはポアソン比である。ポアソン比は、金属では 0.3 程

度、高分子材料では 0.5 に近く非圧縮性の性質を持つ。 
 一方、断面が一様でなければ、応力、ひずみ分布が生じる。図 7-7 のように、微小高さの dx
の要素が du だけ伸びて dx+du となったとすると、この位置でのひずみは xu d/d=ε となる。 
 

 
図 7-6 棒の変形 

 
図 7-7 断面が一様でない棒 

 
 次に、一次元でない場合のひずみの定義を考える。 
 今、図 7-8 のように、ある点から dx 隔てた部分の変位が u から u+du になるとする。この dx
を du に変換するテンソル Z(変位勾配テンソル)を考える。 

l 
l+Δl 2s 

Δs 
 

x 

y 

dx 

 

du 
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









⊗

∂
∂

=⋅= ∑∑
i j

ji
j

i

x
u eeZxZu dd  7-48 (7-48) 

これを対称化したテンソルをひずみテンソルと定義する。 

( ) ∑∑∑∑ ⊗=⊗










∂
∂

+
∂
∂

=+=
i j

jiij
i j

ji
i

j

j

iT

ij

x
u

x
u eeeeZZε e

e
)) ()) 

2
1

2
1  7-49 (7-49) 

成分をすべて書き下すと、式(7-50)となる。 

 
22

2

2
12

2

1

1

2
21

1

2

2

1
11

1

1

22211211

2
1

2
1 eeeeeeeeε ⊗

∂
∂

+⊗







∂
∂

+
∂
∂

+⊗







∂
∂

+
∂
∂

+⊗
∂
∂

=

eeee

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

    

 7-50 (7-50) 

 
図 7-8 変位勾配テンソルの定義 
 
ひずみテンソルも応力テンソルと同様の扱いで座標変換できる。 

 ここで、ひずみテンソルの成分の物理的意味を考える。今、図 7-9 に示すような点線の微小

体積 ABCD が，変形後に実線のような形状 A'B'C'D'になる場合を二次元で考える。すなわち、

A 点(0, 0)は A'点(u1(x1=0, x2=0), u2(x1=0, x2=0))へ変位する。 

B 点 ( )0,d 1x は B'点 







∂
∂

+
∂
∂

++ 1
1

2
21

1

1
11 d,dd x

x
uux

x
uux  へ、 

C 点 ( )2d,0 x は C'点 







∂
∂

++
∂
∂

+ 2
2

2
222

2

1
1 dd,d x

x
uuxx

x
uu へ、 

D 点 ( )21 d,d xx は D'点 







∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

++ 2
2

2
1

1

2
222

2

1
1

1

1
11 ddd,ddd x

x
ux

x
uuxx

x
ux

x
uux へ変位するケースを

考える。 
 式(7-49)のひずみテンソルの右辺第 1 項は、x1 方向の垂直ひずみに相当する。すなわち、AB

の長さの変化は x
x
uxxx

x
u dddd

1

1
111

1

1

∂
∂

=−







+

∂
∂ となる。ただし、ここで角度 θϕ, の影響は二次の項

となるので無視した（微小変形理論）。これより、長さの変化を単位長さ辺りに換算して、x1

    

dx 

u u+du 
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方向の垂直ひずみが得られる。 

1

1
11

1

1
11 d/d

x
uxx

x
u

∂
∂

=







∂
∂

=ε  7-51 (7-51) 

同様に、式(7-50)のひずみテンソルの右辺第 4 項は、x2 方向の垂直ひずみに相当する。 

2

2
22

2

2
22 d/d

x
uxx

x
u

∂
∂

=







∂
∂

=ε  7-52 (7-52) 

式(7-50)のひずみテンソルの右辺第 2 項と第 3 項は等しく、これは、角 BAC の変化の 1/2 に

相当する。ここで、du<<dx とし、
2

1

1

2 ,
"'
"'tan

x
u

x
u

BA
BB

∂
∂

≈
∂
∂

≈= ϕθ より、 

( ) ( )θϕθϕεε +≅+≅







∂
∂

+
∂
∂

==
2
1tantan

2
1

2
1

1

2

2

1
2112 x

u
x
u

 7-53 (7-53) 

なお、工学せん断ひずみは角度の変化で定義されるため、 θϕεγ +== 1212 2 の関係がある。座

標変換を行い場合は、ひずみテンソルの定義を使う。工学ひずみを使って座標変換を行わない

ように注意が必要である。 
 

 
図 7-9 変位ベクトルとひずみの定義 

  
 ひずみも主応力、最大せん断応力と同様に、主ひずみ、最大（主）せん断ひずみが定義できる。

二次元応力場において、主ひずみは式(7-54)であらわされる。最右辺は工学ひずみで表してい

る。 

( ) 2
12

2
2211

22112
12

2
22112211

2

1

2
1

222
γεεεεεεεεε

ε
ε

+−±
+

=+





 −

±
+

=




 7-54 (7-54) 

 最大（主）せん断ひずみは、 

変形前 

変形後 

u1 

u2 

2
2

2
2 dx

x
uu

∂
∂

+

2
2

1
1 dx

x
uu

∂
∂

+

1
1

2
2 dx

x
uu

∂
∂

+

1
1

1
1 dx

x
uu

∂
∂

+

x2 

x1 
A B 

A' 
B' C 

D 

D' 
C' 

θ

ϕ

B” 

C” 

dx1 

dx2 



 95 

( ) ( ) ( ) 2
12

2
2211

2
12

2
22112112 4

2
1~ γεεεεεεεε +−=+−=−−=  7-55 (7-55) 

となる。 
 
7.5 応力とひずみの関係（構成則） 
 応力テンソルはひずみテンソルと１対１の関係がある。この関係を，構成則とよぶ。もし、

材料が等方性ならば，応力とひずみの関係は、式(7-56)の一般化フック則で書くことができる． 

( )

( )

( )

( )







+

====

+−=

+−=

+−=

ν
τ

γ
τ

γτγ

σσνσ
ε

σσνσε

σσνσε

12
:,, 132312

12

2211
33

33

3311
22

22

3322
11

11

EG
GGG

EE

EE

EE

xzyz

  7-56 (7-56) 

ここで，E はヤング率（縦弾性係数），G は横弾性係数，νはポアソン比である。各応力成分

とひずみ成分が１対１に対応するわけではないことに注意が必要である。例えば、z 方向の単

軸引張りの場合、応力場は ( ) ( )σσσσ ,0,0,, 332211 = となるが、ひずみは、 

( ) ( )EEE /,/,/,, 332211 σνσνσεεε −−= となり、z 方向以外の成分がゼロにはならない。

これは、引張時に、引張り方向と垂直な方向へは縮むことを示している。 
 式(7-56)を応力が左辺になるように書くと、式(7-57)が得られる。 

( ){ }

( ){ }

( ){ }

131323231212

22113333

11332222

33221111

)1(
)21)(1(

)1(
)21)(1(

)1(
)21)(1(

γτγτγτ

εενεν
νν

σ

εενεν
νν

σ

εενεν
νν

σ

GGG

E

E

E

===

++−
−+

=

++−
−+

=

++−
−+

=

  7-57 (7-57) 

上記の式(7-56)と同様に、ひずみがゼロの方向でも応力が生じることがある。例えば、z 方向の

みにひずみをかけた場合、ひずみ場は ( ) ( )εεεε ,0,0,, 332211 = となるが、応力は、 

( ) ( ))21)(1/()1(),21)(1/(),21)(1/(,, 332211 ννενννενννενσσσ −+−−+−+= EEE となり、z 方

向以外の成分がゼロにはならない。これは、引張時に、引張り方向と垂直な方向へは縮もうと

するが、ひずみがゼロに拘束されているため、引張り応力が生じるためである。 
 上記では、三次元の応力場の場合について述べたが、三次元を二次元で近似する応力場の場

合について述べる。簡単な材料力学の見積もりや有限要素法ではよく使われる。 
二次元平面応力場近似は、図 7-10(a)のように、薄板のように薄く、奥行き方向の応力がゼロ
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になるような構造物に使われる近似で、σ33 = τ13 = τ23 = 0 が仮定され，応力とひずみの関係は式

(7-58)、(7-59)のようにあらわされる。 
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
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 二次元平面ひずみ場近似の場合は，平面応力場近似と逆で、図 7-10(b)のように奥行き方向に

厚く、解析面が奥行き方向には拘束されてしまう場合に用いる近似で、εz =γxz =γyz = 0 と仮

定され，応力とひずみの関係は式(7-60)、(7-61)のようにあらわされる。 

( )221133

12

22

11

12

22

11

)21)(1(
,

)1(2
)21(00

01
1

0
1

1

)21)(1(
)1( εε

νν
νσ

γ
ε
ε

ν
ν

ν
ν

ν
ν

νν
ν

τ
σ
σ

+
−+

=






































−
−

−

−

−+
−

=















EE  7-60 (7-60) 

0,

1
200

01
1

0
1

1

1
33

12

22

112

12

22

11

≡






































−

−
−

−
−

−
=
















ε

τ
σ
σ

ν

ν
ν

ν
ν

ν

γ
ε
ε

E
  7-61 (7-61) 



 97 

 
図 7-10 よく用いられる二次元モデル化 
 
図 7-10(c)の軸対称の場合は、応力・ひずみは円筒座標系（9 章参照）で表現され、その関係

式は式(7-62)、(7-63)のように表される。 

( )
( )( )

( )

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
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
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

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
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



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x1 

x2 
x3 

（a） 平面応力問題 （b） 平面ひずみ問題 

（c）軸対称問題 

r 

z 

θ
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【例題 8】 

3 つの弾性係数 E (ヤング率)，G（横弾性係数），ν（ポアソン比）の間に次の関係式が成立す

ることを導け． 

)1(2 ν+
=

EG  

（解答） 
次のような平面応力場を考える 

 

ie をθ 回転した ie での応力成分は一般に成分変換則から,  

( ) ( ) θσθσσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1

122211221111 +−++= ,  

( ) ( ) θσθσσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1

122211221122 −−−+= , 

( ) θσθσσσ 2coσ2σin
2
1

12221112 +−−= . 

σσ −=11 , σσ =22 , 012 =σ を代入し, 45=θ の場合を考えると, 

( ) ( ) 0
2

sin0
2

cos
2
1

2
1

11 =+−−++−=
ππsssss , 

( ) ( ) 0
2

sin0
2

cos
2
1

2
1

22 =−−−−+−=
ππsssss , 

( ) σππσσσ =+−−−=
2

coσ0
2

σin
2
1

12 . 

つまり次の図のようになる. 

σσ −=11

σσ =22

1e
2e
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ie 座標系における Hooke 則は 

( )
EEE

σνσσ
ν

σ
ε +

−=
+

−=
1332211

11 ,      (a) 

( )
EEE

σνσσ
ν

σ
ε +

=
+

−=
1113322

22 ,      (b) 

02 12
1212 ===

G
σ

εγ .        (c) 

ie 座標系における Hooke 則は 

GG
σσ

γε === 12
12122 .       (d) 

ひずみテンソルも応力テンソルと同じ変換則に従うので,  

( ) θεθεεε 2cos2sin
2
1

12221112 +−−= .      (e) 

式(a)(b)(c)を代入すると,  

( ) ( ) ( )
EEE

σνππσνσνε +
=+







 +

−
+

−−=
1

2
coσ0

2
σiν11

2
1

12 ,    (f) 

となるから, 式(d)(f)より, 

( )ν+
=

12
EG  

となる. 
 

1e
2e 1e2e

σσ
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（解答） 
（１）本構造物は薄く奥行き方向に応力が生じない平面応力状態が成り立つので、σ33=τ23=
τ12=0 MPa となる。次に、x 方向に垂直な面にかかる単位面積辺りの力は 2N/mm2 であり、y
方向に垂直な面にかかる単位面積辺りの力は 1N/mm2 であるから、応力の定義よりσ11=2 
N/mm2=2 MPa, σ22=1 N/mm2=1 MPa となる。面に平行な力はいずれの面にもかかっていない

ため、τ12=0 MPa となる。 
 
（２）平面応力状態の応力とひずみの関係式より、ひずみを求める。ひずみは無次元量であ

る。 

( )

( )

( )

0

1045.0
200000

33.0

102.0
200000

6.011

1085.0
200000

3.021

12
12

5
221133

5
112222

5
221111

==

×−=
×

−=+−=

×=
−

=−=

×=
−

=−=

−

−

−

G

E

E

E

τγ

σσνε

νσσε

νσσε

 

  

x 

z 

y 

100mm 

100mm 

厚さ 1mm 

P1=2N/mm2 

P2=1N/mm2 

例題 9 
図のような z 方向の厚さが 1mm の薄い構造物の x 方向に一様な分布荷重 P1=2N/mm2 が、y
方向に P2=1N/mm2 が負荷されている。ヤング率を 200GPa、ポアソン比を 0.3 とする。 

（参考：N/m2=Pa、N/mm2=MPa） 
１） この構造物内の応力値（σx, σy, σz, τxy）を求めよ。 

単位は Pa を用いよ。 
２） この構造物内のひずみ値（εx, εy, εz, γxy）を求めよ。 
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7.6 練習問題 
【練習問題 1】 
応力テンソルを Fig. 1 に示すように 2 つの座標系で表す.  

 jiij eeσ ⊗σ=  

 jiij ee ⊗σ=  

  

 
 Fig. 1: 座標系 

   

このとき， 11σ , 22σ , 12σ  のそれぞれを， 11σ , 22σ , 12σ  を用いて表せ．ただし，途中の

式展開は省略しないこと． 
 
(解答) 
 テンソル積の定義より，  

 ( ) ( ) bacbac ⋅≡⊗⋅  

だから, jiij eeσ ⊗σ=  より,  

 ( ) 1111 = eeeeeσe ⋅







⊗⋅⋅⋅ ∑∑ jiij

ji
σ  

 ( ) 11= eeee ⋅







⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( )( )jiij
ji

eeee ⋅⋅∑∑ 11= σ  

 11= σ                                        (1) 

となる. (試験の答案においては以上の解答は不要.) 
 

jiij eeσ ⊗σ= より,  
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 1111 = eσe ⋅⋅σ  

 ( ) 11= eeee ⋅







⊗⋅∑∑ jiij

ji
σ  

( ) 11= eeee ⋅







⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( )( )jiij
ji

eeee ⋅⋅∑∑ 11= σ  

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )212122112121211112111111= eeeeeeeeeeeeeeee ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ σσσσ  

 θσθθσθθσθσ σincoσσinσincoσcoσ= 2
222112

2
11 +++  

 ( ) ( )[ ]12cos2sin2sin12cos
2
1= 22121211 +−++++ θsθsθsθs  

 ( ) ( ) θσθσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1= 1222112211 +−++                   (2) 

 となる. 22σ についても同様に,  

 2222 = eσe ⋅⋅σ  

 ( ) 22= eeee ⋅







⊗⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( ) 22= eeee ⋅







⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( )( )jiij
ji

eeee ⋅⋅∑∑ 22= σ  

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )222222122221121212121211= eeeeeeeeeeeeeeee ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ σσσσ  

 ( )( ) ( ) ( ) θσθθσθθσθθσ coσσincoσcoσσinσinσin= 2
22211211 +−+−+−−  

 ( ) ( )[ ]12cos2sin2sin12cos
2
1= 22121211 ++−−+− θsθsθsθs  

 ( ) ( ) θσθσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1= 1222112211 −−−+              (3) 

 となる. 12σ についても同様に,  

 2112 = eσe ⋅⋅σ  



 103 

 ( ) 21= eeee ⋅







⊗⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( ) 21= eeee ⋅







⋅∑∑ jiij

ji
σ  

 ( )( )jiij
ji

eeee ⋅⋅∑∑ 21= σ  

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )222122122121221112121111= eeeeeeeeeeeeeeee ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ σσσσ  

 ( ) θθσθσθσθθσ coσσinσincoσσincoσ= 22
2

21
2

1211 +−+−  

 ( ) ( )[ ]θσθσθσθσ 2σin12coσ12coσ2σin
2
1= 22121211 +−+++−  

 ( ) θσθσσ 2coσ2σin
2
1= 122211 +−−               (4) 

 となる.  
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【練習問題 2】 

 21=11 −−σ , 21=22 +−σ , 2=12 −σ  のとき , 主応力  11σ , 22σ , とその方向 (基底 1e , 

2e  の方向) 及び主せん断応力（最大せん断応力）を求めよ. 

 

   
 Fig.  2: 組み合わせ応力 

  
 （解答） 
 ・主応力 

 主応力方向(基底 1e , 2e )においては, 定義によりせん断応力がゼロだから, 式(4) において, 

0=12σ  とおくと，  

 ( ) θσθσσ 2coσ2σin
2
1=0 122211 +−−  

より,  

 1=
22
22=2=2tan

2211

12

−
−

−σσ
σθ  

だから,  

 45=2θ  

 22.5=θ  

となる. このときの応力(つまり, 主応力) は, 式(2), 式(3) より,  

 ( ) ( ) θσθσσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1= 122211221111 +−++  

 ( ) ( ) 3=111=45sin245cos22
2
12

2
1= −−−−−−+−      (5) 

  

 ( ) ( ) θσθσσσσσ 2σin2coσ
2
1

2
1= 122211221122 −−−+  
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 ( ) ( ) 1=111=45sin245cos22
2
12

2
1= ++−+−−−   (6) 

 となる.  
・主せん断応力（最大せん断応力） 

 主応力方向(基底 1e , 2e の方向) から , 主せん断応力の方向(基底 1
~e , 2

~e の方向) を考え

ると, 式(4) より, 主応力の方向においてはせん断応力がゼロ(つまり, 0=12σ ) だから,  

 ( ) φσφσσσ 2coσ2σin
2
1=~

12221112 +−−  

 ( ) φσσ 2σin
2
1= 2211 −−  

となる. よって, 45=φ のとき, 12
~σ  は最大となり, 主せん断応力は, 式(5), (6) より,  

 ( ) 2=13
2
1=~

12 −−−σ  

となる. よって以下の Fig. 3, 4 を得る. 

 

  

Fig. 4: 主せん断応力 Fig. 3 主応力 
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【練習問題 3】 

図のように直角に曲げられた直径 d の丸棒を考える。棒に作用する主応力の最大値とその発生

場所を求めよ。 

 
（解答） 
・A 点の応力 

断面二次モーメント I=πd4/64 

曲げモーメント M=Fl なので、上部の引張りの曲げ応力は 3

32
2 d

Fl
I
Fld

y π
σ ==  

断面極二次モーメント Ip=πd4/32 

ねじりモーメントは T=Fl なので、上部のせん断応力は 3

16
2 d

Fl
I
Fld

p
xy p

τ == （符号はプラス、

せん断応力の正負に注意） 

よって、応力テンソルは 







σσ

σ
2/

2/0
となる。ただし、ここで 3

32
d
Fl

π
σ =  

これより、主応力は、以下のようになる（公式、固有値、モールの応力円等を使って求めよ）。 

σσσσσσ
σ
σ








 ±
=±=+






 −

±
+

=




2
21

2
2

2
)2/(

2
0

2
0 2

2

2

1  

 
・B 点の応力 

曲げモーメント M=Fl なので、上部の曲げ応力は σ
π

σ === 3

32
2 d

Fl
I

Fld
x が第一主応力とな

る。よって、A 点のほうが主応力は大きい。 
 
 

【練習問題 4】 

図のような半径 r の薄肉円筒を考える。内圧を P(>0)とする。ある内面の A 点について以下の

問に答えよ。なお、円筒の両端は閉じているものとする。 
１）A 点の応力・ひずみ成分を xyz 座標系ですべて書き出せ。 
２）A 点の主応力を求めよ。 
３）A 点のミーゼス相当応力を求めよ。 

l 

l 
F 

x 

y 

z 

A 
B 

A 
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解答） 
１） 

t
P

t zryx 2
Pr,,Pr

=−==== σσσσσ θ  

































−−
−−
−−

=
















z

r

z

r

E
σ
σ
σ

νν
νν
νν

ε
ε
ε

θθ

1
1

1
1

 

２）。 

P
tt

−=== 321 ,
2
Pr,Pr σσσ  

３） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222
31

2
32

2
21 Pr/2Pr/2Pr/

2
2

2
2 PtPttMises ++++=−+−+−= sssssss  

 

【練習問題 5】図のように丸棒が力 F で引っ張られながら、ねじりモーメント WL でねじられ

ている。ただし、ここで、L=4r、W=F/16 とする。ヤング率を E, ポアソン比をν、横弾性係数

を G とせよ。 
１） A 点における応力・ひずみ成分を xyz 座標系ですべて示せ。 
２） A 点の主応力を求めよ。 
３） A 点のミーゼス相当応力を求めよ。 

 
 

σθ 

σz 

σr 

z 

x 

y 

r θ 

t 

A 
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（解答） 
１） 

2342 2
22/,

r
F

r
WL

r
WLrIWLr

r
F

pxyx ppp
τ

p
σ =====  

















000
002/
02/

σ
σσ

 ただし、 2r
F

π
σ =  

GEE xyzyx 2/,/,/ σγνσεεσε =−===  

 

２） 









02/

2/
σ

σσ
の座標変換になる。 

( ) 02cos
2

2sin0
2
1' =+−−= θsθsτ xy より、 

12tan =θ よって、 °= 5.22θ  

( ) ( )

( ) ( ) σσσσσθσθσσσ

σθσθσσσ

2
2

22
2

22
2

22
2σin

2
12coσ0

2
10

2
1'

2
212σin

2
12coσ0

2
10

2
1'

−=−−=−−−+=

+
=+−++=

y

x

 

※
2
2

22222

2
2

12

2
22112211

2

1 σσσσσσσσσ
σ
σ

±=±=+





 −

±
+

=




 

l 

d 

W 

W 

L r 

A 

x 

y 

z 

F 

x 

y 
τxy>0 
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03 =σ  （実際は、３つの主応力を引張応力の大きい順に並べ直す） 

※応力テンソルの固有値を求めても良い。 

３） ( ) σσσσσ
2
7

4
7

4
32

2
1 2

2 ==+=Miσeσ  
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【練習問題 6】図のように丸棒がねじりモーメント WL でねじられている。 
１） B 点における応力成分を xyz 座標系ですべて示せ。 

 
 

 
（解答） 
 B 点の表面に沿った座標系 xy’z’におけるせん断応力は、 

τ
ππ

τ ==== 34'
22/

r
WL

r
WLrIWLr πxy  

これを xyz 座標系に座標変換するためには、y’z’座標系を反時計回りに－θだけ回転させる。 
公式より 

 
















=

















−−
−−−

































−−−
−−=

















00sin
00cos

sincos0

)cos()sin(0
)sin()cos(0

001

000
00
00

)cos()sin(0
)sin()cos(0

001
332313

232212

131211

θτ
θτ

θτθτ

θθ
θθτ

τ

θθ
θθ

sss
sss
sss

 

 

l 

d 

W 

W 

L r 
B 

x 

y 

z 

θ 

y 

z 

B 

y’ 

z’ 

θ 

x 
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※θ=0 で

















000
00
00

τ
τ

 

 
 

※θ=90°で

















00
000

00

τ

τ
 

 

 

※θ=180°で
















−

−

000
00
00

τ
τ

 

 

※θ=270°で

















−

−

00
000

00

τ

τ
 

 

y 

z 

x 

y 

z 

x 
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【練習問題 7】 

深海 1000m に直径 100 mm の鋼球を沈める。鋼球のヤング率を 200GPa, ポアソン比を 0.3 と

する。海水の密度を 1×103 kg/m3、重力加速度を 9.8 m/s2 とする。 
１）鋼球の応力成分をすべて求めよ 
２）鋼球のミーゼス相当応力を求めよ 
３）鋼球の直径の変化を求めよ 

 
解答） 
１） 深海 1000m の水圧 p は p=ρgh なので、p=1×103 kg/m3×9.8 m/s2×1000m=9.8×106 kg/m·s2 

=9.8×106 N/m2=9.8 MPa  (1kg=1N·s2/m) 

















p
p

p

00
00
00

 

２） 0 MPa （等三軸なので） 
３）  

( )

mm1096.1100

1096.1108.9
10200
6.0121

3

56
9

−

−

×=×=

×=××
×

−
=

−
=+−===

x

zyx p
E

pp
EE

p

εδ

ννεεε
（ひずみは均一）  
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8. 座屈 
8.1 座屈の概念と臨界荷重 
 薄い下敷きや、細長いスパゲッティのようなものを立てて、図 8.1 左のように圧縮の荷重 P
をかけると、ある荷重 Pcr で大きな曲げの変形が起こり、図 8.1 右のように変位 u が急激に大き

くなる。この不安定現象を座屈と呼ぶ。 

 
 材料力学では、単純な形状の長柱の座屈を取り扱う。ここで、長柱は、5 章で取り扱ったオイ

ラーベルヌーイの仮定が成立する梁として取り扱う。 

  
今、図 8.2 のような両端を回転自由で支持された柱を考える。図のように柱が圧縮荷重 P でた

P 

u 

P 

u 

Pcr 

図 8.1 薄板の座屈形状（左）と荷重ー変位曲線（右） 

v(x) 

x 

y 

P 

P 

L 

図 8.2 長柱（両端回転自由）の座屈 
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わむ場合を考える。たわみ v(x)が生じている部分に作用するモーメントは M=Pv(x)となる。梁

のたわみの式(5-34)より、 

v
EI
P

EI
M

dx
vd

−=−=2

2

  (8.1)
 

ここで、 α=EIP / と置くと、 

02
2

2

=+ v
dx

vd α   (8.2) 

となる。式(8.2)の微分方程式の一般解は 

xcxcv αα cossin 21 +=  ....(8.3) 

であり、境界条件 x=0, v=0 より、c2=0 が得られる。x=L, v=0 を代入すると、c1sinαL=0 が得ら

れる。c1=0 は v=0 となり、たわみが生じない解なので、たわみを生じる場合の解を sinαL=0
より求めると、αL=nπ (n=0,1,2, .....)が得られる。この時の荷重とたわみは 

x
L

ncvEI
L

nEIP ππα sin, 12

22
2 ===  ....(8.4) 

n=1 の場合が式(8.4)の P の最小値となり、限界荷重（オイラー座屈荷重）となる。 

x
L

cvEI
L

P crcr
ππ sin, 12

2

==  ....(8.5) 

ここで、c1 は不定であり、変位の絶対量は決まらず、変形モードのみ定まる。 
式(8.5)より、座屈荷重は L が大きいほど、小さくなることがわかる。逆に、L が小さい場合は、

座屈荷重は大きくなり、先に圧縮による塑性変形がはじまるようになる。 
 材料力学の座屈は図 8.3 のように、ある荷重で変位 u が無限大（不定）になる。これは線形

解析であることが理由で、実際には幾何学的な非線形の効果により、そういうことは起こらず、

図 8.3 の上のカーブのようになる。また、座屈は初期不整の影響を強く受け、不整が大きいと、

図 8.3 のように早期に座屈が起きる。 

 

 次に、より一般的な境界条件の場合を考え、その他の境界条件における座屈荷重を求める。z

P 

u 

Pcr 

図 8.3 座屈の荷重ー変位曲線 

材料力学（線形） 

実際（非線形） 

初期不整εの影響 
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図 8.3 のように、A, B 点に、圧縮荷重 P, せん断荷重 FA, FB, モーメント MA, MB がかかってい

る場合を考える。位置 x におけるモーメントは、M= MA +Pv+FAx となるので、式(8.1)と同様に、 

( )xFPvM
EIEI

M
dx

vd
AA ++−=−=

1
2

2

 

この式の一般解は、 

x
P
F

P
Mxcxcv AA −−+= αα cossin 21   ...(8.6) 

となり、 

P
Fxcxc

dx
dv A−−= αααα sincos 21   ...(8.7) 

( )xcxc
dx

vd ααα cossin 21
2

2

2

+−=   ...(8.8) 

が得られる。 

  
 これらの式を使い、具体的な例に当てはめてみる。 

v(x) 

x 

FA 

P 

P 

L 

図 8.3 長柱（一般的な境界条件）の

座屈 

FB 

MB 

MA 

B 

A 
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（解答）本条件ではせん断荷重 FA, FB が生じていないのでゼロとする。 
境界条件 x=0, v=0 より、式(8.6)から、 

δδ
−=

−
==

P
P

P
M

c A
2  

固定端の条件、x=0,d v/dx=0 より、式(8.7)から、 
c1=0 
先端でモーメントがゼロになる条件 x=L,d2 v/d2x=0 より、式(8.8)から、 

( ) 0coscoscossin 2
2

2
21

2
2

2

==−=+−= LLcLcLc
dx

vd αdαααααα  

δ≠0 の値は定まらない。よって、cosαL=0 より、αL= π/2+nπ (n=0,1,2, .....)が得られる。

この時の座屈荷重は、式(8.9)のように定まる。式(8.5)び両端回転自由の場合の 1/4 になってい

ることがわかる。 

EI
L

Pcr 2

2

4
π

=  ....(8.9) 

たわみは、式(8.6)より求まる。 

例題 1 
図 8.4 の下端が回転拘束の固定端、上端が自由端の長柱の座屈荷重を求めよ。ただし、

先端が微小量δだけたわんで変位していると考える。 

v(x) 

x 

y 

P 

P 

L 

図 8.4 長柱（下端固定、上端自由）

の座屈 

MA 
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





 −=+−=+−=

L
xx

LP
Pxv

2
cos1

2
coscos πδδπδδαδ

 

（解答） 
本条件では、せん断荷重 FA, FB（FA=FB=F とする）が生じているので考慮する。 
境界条件 x=0, v=0 より、式(8.6)から、 

P
LF

P
M

c BA −
==2

......(a)
 

固定端の条件、x=0,d v/dx=0 より、式(8.7)から、 

P
F

c A

α
=1

   .....(b) 

x=L, v=0 より、式(8.6)から、 

0cossin

cossincossin

21

2121

=+=

−++=−−+=

LcLc

L
P
F

P
LF

LcLcx
P

F
P

M
xcxcv ABAA

αα

αααα

 ..... (c)
 

先端でモーメントがゼロになる条件 x=L,d2 v/d2x=0 より、 

例題 2 
図 8.5 の下端が回転拘束の固定端、上端が回転自由の長柱の座屈荷重を求めよ。 

v(x) 

x 
y 

P 

P 

L 

図 8.4 長柱（下端固定、上端自由）

の座屈 

MA FA 

FB 
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( ) 0cossin 21
2

2

2

=+−= LcLc
dx

vd ααα
 

この条件は(c)と等価である。 
よって、(a)～(c)より、 

LL
LLL

L
P

FLL
P

F

αα
ααα

αα
α

=
=−

=−

tαn
0cossin

0cossin

 

αL の最小値は、αL =4.4934 となる。よって、 

2

2

2

2

2

2 2046.2)4934.4(
L

EI
L

EIEI
L

Pcr
ππ

≈==  

 
代表的な境界条件の座屈荷重の値を図に示す。 

 

図 8.2 様々な境界条件の座屈 

P P 
P P 

L 

EI
L

Pcr 2

2π
= EI

L
Pcr 2

2

4
π

= EI
L

Pcr 2

22π
≈ EI

L
Pcr 2

24π
=
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（解答） 

 

点 C における釣合から部材 BC にかかる圧縮力は
θcosBC

PP =  

点 C における釣合から部材 AC にかかる圧縮力は θ
θ

sin
cosAC

PP =  

よって式(8.5)のオイラー座屈荷重から,  

部材 BC の座屈は
( )

EI
l

P 4
2cos 2

2π
θ

=  

θπ cos2

2

EI
l

P =∴ のとき起こる 

例題 3 
図に示すピン結合された骨組構造が座屈しないためには荷重 P はいくら未満でな

ければならないか答えよ. ただし部材 AC のヤング率を E, 部材 BC のヤング率を

4E とし, 断面 2 次モーメントは同一の値 I をとるものとする. 
 

θ 

P 

A 

l 2l 

B 

C 

θ 

P 

C 

PBC 

PAC 
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部材 AC の座屈は EI
l

P
2

2

sin
cos

πθ
θ

=  

θ
θπ

sin
cos

2

2

EI
l

P =∴ のとき起こる 

したがって部材 BC がはじめに座屈するので, 荷重は 

θπ cos2

2

EI
l

P <  

でなければならない. 
 
8.2 練習問題 

 

解答） 4
3

60
π

=r  cm  （約 1.2cm） 

 

練習問題 1 
図のトラス構造で引っ張り荷重を受ける部材①がちょうど降伏するとき、圧縮荷

重を受ける部材②が座屈するように設計したい。部材②の断面が円形であるとし、

その半径 r を定めよ。ただし部材①の断面積は  cm2 降伏応力はσy = 300MPa 

とし、また部材のヤング率は E = 200 GPa とする。 

練習問題 2 
図に示すように，曲げ剛性 EI の，同様な棒をピン結合したトラス ABCD の節点 
A, C に引張力 W が作用するときの座屈荷重をオイラーの公式によって求めよ．

W が圧縮力の場合にはどうなるか． 
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（解答） 

2222 2,2: lEIπWlEIπWc c == 圧縮力：引張力  
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9. 薄肉・厚肉円筒殻／球殻 
9.1 内圧を受ける薄肉円筒 
 石油やガスの貯蔵タンクや圧力容器の形状は円筒や球形の場合が多い。また、その厚さは半

径に比べて薄くなっている。このような薄肉の構造物の内圧がかかる場合の応力と変形を考え

る。 
 図 9.1 のような厚さの薄い円筒殻に一定の内圧 Pin が加わる場合を考える。圧力容器や配管な

どがこの例である。図 9.1 のような円筒殻の変位や応力・ひずみは円柱座標系（r, θ, z）で定

義される。すなわち、応力であれば、半径方向応力（半径応力）σ r、周方向応力（周応力）σ

θ、軸方向応力（軸応力）σz を考える。 

 

 

σθ 

σz 

σr 

z 

x 

y 

r θ 

図 9.1 内圧を受ける薄肉円筒 

t 

dθ 

rdθ  
σθ 

σθ 

dθ/2 

dθ/2 

r 

dθ 
r 

σθ 

dθ/2 dθ/2 

σθ 
Pin 

図 9.2 内圧を受ける薄肉円筒（断面図） 
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 円筒殻は内圧によって膨張し、引っ張りの周方向応力を受ける。図 9.2 に内半径 r、厚さ t の
円筒殻の断面の釣り合いの状態を示す。円筒殻の軸方向の単位長さ、円周方向の rdθの要素を

取り出し、半径方向の力の釣り合いを考える。円筒殻の厚さが直径に比べて小さいときは，周

方向応力は厚さ方向に均一と近似できる。 

0
2

sin2 =





−

θsθ θ
dtrdPin  

が得られ、sin(dθ/2)～dθ/2 から、 

t
rPin=θσ  

が得られる。薄肉円筒は r に対して、t が十分に小さいという設定なので、周方向応力は内圧

Pin に対して、大きくなる。 
 次に、軸方向応力σz を考える。図 9.3 のように円筒殻が両端においてふたで閉じられている

場合には、ふたに作用する内圧が円筒殻を軸方向に引っ張る。軸方向の力の釣合いを考えると、

ふたに作用する力と、発生する軸方向応力による内力が釣り合う条件より。 

22 rPtr inz πσπ =
 

これより、以下の式が得られる。 

θσσ
2
1

2
1

==
t
rPin

z  

 軸方向応力は、端部が閉じられていれば、端部の形状（例えば球形構造）に依存しない。計

算の便宜上、図 9.3 のような平面で閉じられた形状を用いたが、このような構造は端部で大き

な応力集中が生じるため、実用的ではない。 
 

 

 最後に、径方向応力σr を考える。σr は内面で明らかに-Pin に等しくなり、外面でゼロにな

z 

x 

y 

r 

図 9.3 端部が閉じられた内圧を受ける薄肉円筒 

t 

Pin 

2πr×σzt 

A=2πr2 
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ることがわかる。よって、σθやσz と比べて極めて小さく、実用上は無視できる。 
 ひずみは、フック則に周方向応力と軸方向応力を代入して、 







 −=






 −=

2
1,

2
1 νενε θ Et

rP
Et

rP iνiν
z  

となる。半径方向の増加 ur /r は、以下のように定義され、周方向ひずみと等しいことがわかる。

ここで、ur は半径方向変位である。 

θε
θ

θθ
=

−+
≡

rd
rddur

r
u rr )(

 
 
9.2 内圧を受ける薄肉球殻 
 内圧を受ける薄肉球殻を考える。球殻は極座標系（r, θ, φ）で表すことができ、応力状態

は（σr, σθ, σφ=σθ）となり、ひずみも（ε r, εθ, εφ=εθ）となる。よって、図 9.4 のよ

うに、あらゆる接線方向に対して等しい周方向応力σθと、あらゆる半径方向に対して等しい

径方向応力σr を考える。薄肉円筒と同様、σr はσθに対して、十分に小さく無視できる。球

殻の厚さが直径に比べて小さいときは，周方向応力は厚さ方向に均一と近似できる。 

 
 薄肉球殻の場合も円筒と同様に、内圧によって球殻が膨張し、引っ張りの周方向応力が生じ

る。これを図にしたものが図 9.5 であり、釣り合い条件から以下の関係式が得られ、周方向応

力σθを得ることができる。 

( ) ( ) 0
2

sin42 =





−

θθsθ θ
drdtrdPin  

sin(dθ/2)～dθ/2 から、 

t
rPin

2
=θσ  

が得られる。球殻の周方向応力は同じ半径の円筒の周方向応力の半分である。よって、同じ内

圧であれば、球形の容器がより厚さを薄くすることができる。 
 
9.3 内圧／外圧を受ける厚肉円筒 
 内半径 rin, 外半径 rout の厚肉円筒に内圧 Pin が作用する場合の円筒殻に生じる応力と変形を求

める。薄肉円筒と同様に、図 9.6 のように力の釣り合いを考える。しかしながら、薄肉円筒の

r 

σθ 

σθ 
σθ 

σθ 
σθ σθ 

σθ σθ 

dθ/2 dθ/2 

dθ/2 
dθ/2 

図 9.4 薄肉球殻 図 9.5 薄肉球殻の応力成分 
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ように径方向応力σr を無視したり、周方向応力σθを厚さ方向に均一であると仮定することは

できない。 
 具体的な算出手順は、微分方程式の解法になり、複雑であるため、本書では、結果のみを記

載する。 
 応力成分は、以下のようになり、 









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−
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


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r
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r
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ininout

inout
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r θσσ

 

 σr は、薄肉円筒と時と同様に、内側(r=rin)で最大(σr=-Pin)となり、外側でゼロになる。σθ

は内側で最大となり、外側で最少となる。 
 両端が解放されている場合の内側における半径方向の変位は以下のようになる。 

( ) 







+

−
+

== ν22

22

iνout

iνoutiνiν
rrr rr
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E
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内圧ではなく、外圧 Pout を受ける場合は、以下のような式になる。 
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σr、σθともに、圧縮応力である。σr は外側でσr=-Pout となり、最大になる。σθは内側で最

大になる。 
 両端が解放されている場合の外側における半径方向の変位は以下のようになる。 

( ) 







−

−
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−== ν22
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iνoutoutout
rrr rr
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E
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out  

dθ r 

σθ 

図 9.6 内圧を受ける厚肉円筒（断面図） 
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（解答） 
（１）薄肉円筒の最大応力は、厚さを t として、以下の式となる。 

n
nP

rr
rP

t
rP in

inout

inininthin

−
=

−
==

1θσ
 

厚肉円筒は、 

( ) 2

2
22

22 1
1

n
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−
+
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−

=θσ
 

両者の比は 
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1
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+
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=
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となる。β=0.6 とした式が用いられる。 

21
1)4.06.0(

n
nnthick

applox

+
+

+=
θ

θ

σ
σ

 ...(2) 

式(1)と(2)のグラフを示す。 
薄肉円筒の式は n=0.8 で、12％程度の誤差が出るが、近似式は n=0.5 においても、4%程度しか

誤差が出ないことがわかる。 

例題 1 薄肉円筒と厚肉円筒の比較と近似式 
 内外半径比（n=rin/rout)の円筒殻に内圧 Pin が作用する時の周方向の最大応力を求める。

内外半径比が 1 に近い場合は、薄肉円筒と見なすことができるが、小さい場合は、厚肉円

筒として取り扱う必要がある。 
（１）薄肉円筒の式がどの程度の内外半径比まで使用可能かを考察するために、薄肉円筒

と厚肉円筒の最大応力の比の内外半径比の依存性を求めよ。 
（２）薄肉円筒の式を使った近似式として、以下の式を考える。 

  

βをいくつに取れば、近似式として妥当かを考察せよ。 
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9.4 練習問題 

 

  

 図に示すような軸対称構造の圧力容器の内圧 10MPa がかかっている。材料は SB450
で、ヤング率は 205GPa, 降伏応力は 250MPa である。本構造は薄肉構造と近似できると

する。 
（１）円胴部の A 点と半球形部の B 点の応力状態を求めよ。 
（２）A 点と B 点のミーゼス相当応力を求め、降伏応力に達する臨界圧力を求めよ。 
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薄肉円筒/厚肉円筒 式(1)

近似曲線/厚肉円筒 式(2)
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（解答） 
（１） 
A 点は薄肉円筒と見なすことができるため、 

MPa505 === in
in P
t
rP

θσ  

σr は内圧に等しいので、 

MPa10−=−= inr Pσ  

σz は 

MPa25
2
1

2
1

=== θσσ
t
rPin

z  

となる。 
B 点は薄肉球殻と見なすことができるため、 

MPa255.2
2

==== in
in

r P
t
rPσσθ

 
σz は内圧に等しいので、 

 

（２） 
A 点のミーゼス相当応力は、定義より、 

( ) ( ) ( ){ } MPa52501050252510
2
1 222

Mises =−−+−+−−=s  

B 点のミーゼス相当応力は 

( ) ( ) ( ){ } MPa35251025252510
2
1 222

Mises =−−+−+−−=s  

  

MPa10−=−= inz Pσ
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10. エネルギ原理と不静定梁 
10.1 ひずみエネルギ 
 2.1 章の式(2.5)において、図 10.1 のような一軸の応力場において、ひずみエネルギは、式(10.1)
のような応力とひずみの積で定義できることを示した。ここで V は体積である。 

VW σε
2
1

=   ......(10.1) 

 
ひずみエネルギ密度は、単位体積あたりのひずみエネルギ w として式(10.2)で定義できる。E
はヤング率である。ひずみエネルギは、同じ応力σであれば、ヤング率 E が小さい程エネルギ

が大きくなる。よって、圧力容器の中身が、水と空気では、空気のほうが圧倒的にエネルギが

高くなる。 

E
w

22
1 2σσε ==   ......(10.2) 

このひずみエネルギの概念はせん断変形も同様で、 

G
w

22
1 2ττγ ==   ......(10.3) 

が得られる。ここで、τはせん断応力、γはせん断ひずみ、G は横弾性係数である。 
三次元の組み合わせ応力では、ひずみエネルギ密度は以下のような式になる。 

( )yzyzxzxzxyxyzzyyxxw γτγτγτεσεσεσ +++++=
2
1

  ......(10.4) 

 
10.2 カスチリアノの定理 
 今、図 10.2 に示すような外力と支持状態の下で、平衡状態にある弾性体を考える。この系に

独立な集中力ベクトルで表される N 個の荷重が作用しているとして、それらを共に Fi と書く。

集中荷重が作用している各点の弾性体の変形よる変位の荷重方向成分を ui とする。 

i
i F

Wu
∂
∂

=  ......(10.5) 

が成立する。これがカスチリアノの定理である。 
 

σ 

ε 

F, u 

w 

図 10.1 ひずみエネルギーの定義 
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以下にカスチリアノの定理の証明を行う。今、図 10.3(a)のように、最初に外力 F1, F2 により、

ひずみエネルギが W となった状態から F1 をδF1 だけ増加させると、エネルギは 

1
1

F
F
WW δ

∂
∂

+  ......(10.6) 

となる。一方、図 10.3(b)のように、最初に外力δF1 のみ負荷された状態から F1, F2 を負荷する

場合を考える。δF1 による変位をδu1 とすると、仕事δF1δu1/2 は二次の微小量となりゼロと

みなせるので、エネルギは 

110 uFW δ++  ......(10.7) 

となる。式(10.6)=式(10.7)から、カスチリアノの定理が得られる。 

1
1 F

Wu
∂
∂

=      ......(10.8) 

式(10.6), 式(10.7)はモーメント M とたわみ角θについても同様に成立するので、梁の曲げ理論

におけるカスチリアノの定理は以下のようにまとめられる。 
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ここで、梁のひずみエネルギは、σ=My/I の定義から（図 10.4 参照）、 
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図 10.2 カスチリアノの定理 
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（解答） 
ここで、モーメントの分布は、M=-Fx となる。 
先端のたわみをカスチリアノの定理で求める。 

∫∫∫ =−
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=
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3

00

2

3
)(

2
 

次に、たわみ角を求める。 
ここで、仮想のモーメント M'を左端に作用させることを考える。モーメントの分布は M=M'-Fx

F1→F1+δF1 

図 10.3 カスチリアノの定理の証明 

δF1→δF1+F1 

F2, 
F2, 

a) b) 

dA y 

σ=My/I 

図 10.4 梁のひずみエネルギー 

例題 1 
図のような片持ち梁のたわみとたわみ角をカスチリアノの定理より求めよ。 

x 

F 

0 
l 
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となるから、 
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このように、仮想的な荷重を設定して、たわみやたわみ角を求める手法を仮想荷重法と呼ぶ。 
 
10.3 不静定梁 
 5 章では取り扱わなかった梁の不静定問題について本章で取り上げる。不静定問題の解き方は、

たわみの基礎式（微分方程式）を積分する手法と、静定問題の重ね合わせで解く手法、カスチ

リアノの定理で解く手法の三つの解法がある。それぞれ、力学的に異なる観点からの解法のた

め、本書では、三つとも取り扱う。 
 図 10.5 のような梁の問題を考える。座標軸は梁左端を x=0, y=0 とし x 軸右向き、y 軸下向き

を正とする。反力・反力モーメントを求めることを考える。 

 
(1) 微分方程式の積分による解法 
垂直方向の釣り合いとＡ点まわりのモーメントの釣り合いから、以下の式が得られる。 

)2(0
)1(





=++−
+=

LRMPa
RRP

BB

BA

 

未定の反力は RA, RB, MB の三つで、釣り合いの式は二つであるので、独立する未定の反力は一

つである。このような独立した未定変数の数を不静定次数と呼ぶ。 
曲げモーメント分布は 

( )axPxRMCB
xRMAC

ACB

AAC

−−=
=

:)(
:)(

 

それぞれの区間でたわみの基礎式の積分を行う。 
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図 10.5 不静定梁 
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ここで境界条件を代入して、未知量を求める。 
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また、C 点での連続条件より、 
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



ACCB

CBAC

yyax
yyax

==
==

で

で
 

なお、x=a での y''の連続条件は、既にモーメントが x=a で連続であることから保証されている。 
これらの条件式(1)～(7)に対して、未知量は RA, RB, MB, c1, c2, c3, c4 の 7 つであるから、未知量は

すべて定まることになる。定まった未知量を yAC, yCB の式に代入すればたわみが求まる。 
 
(2) 静定梁の重ね合わせによる解法 
 静定梁の解答は、単純な式であったり、便覧などにデータベースとして掲載されていること

が多く、それらの既知の解を便利に使って不静定梁の問題を解くことができる。図 10.6 に静定

梁の重ねあわせによる不静定梁の表現の一例を示す。重ねあわせの方法には任意性があり、こ

の分け方が唯一というわけではない。 
 図 10.6 のように、二つの片持ち梁①，②に分けられることがわかる。片持ち梁①のＡ点での

変位は、 

a
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aLP
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aLPy
2

)(
3

)( 23 −
+

−
=  

片持ち梁②のＡ点での変位は、 

EI
LRy A

3

3

−=  

①と②を重ね合わせてＡ点でのたわみがゼロという条件を考慮すると、 

0
32
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)( 323

=−
−

+
−
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LRa
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が得られ、RA が定まる。 

( )aL
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−

= 2
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2

 

たわみや反力などもすべて①と②の梁の重ね合わせで得られる。重ねあわせの問題は、線形問

題のみに通用する。 
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(3) カスチリアノの定理による解法 
 カスチリアノの定理を使って、反力を定める。反力を求める際は、反力を独立した外力が作

用するという問題に置き換える。ここで、反力は RA, RB, MB の三つであるが、釣り合いの式は

二つなので、独立な変数は一つである。そこで、曲げモーメントを RA のみ（RB, MB を用いな

い）で表した、式(1), (2)を用いる。この反力の求め方は、注意が必要で、二つの未知数（例え

ば、RB, MB）を用いて曲げモーメントを表すと誤った解が得られることを後で解説する。 
曲げモーメントを RA のみで表した式は、以下のようになる。 
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梁のエネルギは 
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図 10.6 静定梁の重ね合わせによる不静定梁の表現 
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これより、重ね合わせの解法と同様 

( )aL
L

aLPRA +
−

= 2
2

)(
3

2

 
が得られる。 
 次に、カスチリアノの定理の理解のために、反力の誤った求め方を示す。そのため、図 10.5
の左右を入れ替えた問題を考える。図 10.7 のように左右が逆なだけであるから、得られる反力

は同じになるはずである。 
 

 
垂直方向の釣り合いとＡ点まわりのモーメントの釣り合いから、以下の式が得られる。これは、

図 10.5 の場合と同じである。 
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曲げモーメント分布は 
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釣り合いの式より、MB と RB は独立ではないので、本来は、MB と RB に関しての単純な偏微分

はしてはいけないのだが、もし仮に単純な偏微分を考えると、 
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図 10.7 不静定梁（図 10.5 と左右反対） 
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が得られる。 
B 点でのたわみとたわみ角がゼロになることを利用して、カスチリアノの定理より 

( )

( )

)(0)3(
6
1

2
1

3
11

))())(((
2
1)()(

3
1

2
1

3
11

))())(((
2
1)()(

3
1)(

2
1)(

3
11

)))(()((1

)()()(

223

223323

223323

2

0

2

0

0

∗=



 −−+=





 −−−++−−−++=





 −−−++−−−+−+−=

−++−+
+

=

−+−+
+

+
=

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

∫∫

∫∫

∫∫

−

−

−

−

−

−

3aLPaLMLR
EI

aLLaLPaLLPLMLR
EI

aLLaLPMaLLPRaLMaLR
EI

dxxaLPMxPR
EI

dx
EI

xMxR

xdx
EI

aLPxPRMxdx
EI

xRM

dx
R

M
EI

M
dx

R
M

EI
M

R
U

BB

BB

BBBB

L

aL BB

aL BB

L

aL
BBaL BB

L

aL
B

CACAaL

B

BCBc

B

( )

( )

)(0
2
1

2
11

))())((()()(
2
1

2
11

))())((()()(
2
1)()(

2
11

)))(()((1

)()()(

22

222

222

0

0

0

∗∗=



 −+=





 −−−++−−−++=





 −−−++−−−+−+−=

−++−+
+

=

−+−+
+

+
=

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∫∫

∫∫

∫∫

−

−

−

−

−

−

PaLMLR
EI

aLLaLPaLLPLMLR
EI

aLLaLPMaLLPRaLMaLR
EI

dxaLPMxPR
EI

dx
EI

MxR

dx
EI

aLPxPRMdx
EI

xRM

dx
M
M

EI
M

dx
M
M

EI
M

M
U

BB

BB

BBBB

L

aL BB

aL BB

L

aL
BBaL BB

L

aL
B

CACAaL

B

BCBc

B

 
式(*)と(**)より、 

3

2

2

2 )23(,)(
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L

aLPaM BB
−

=
−

−=
 

釣り合いの式より、 

3

2 )2()(
L

aLaLPRA
+−

=  

が得られる。この解は、正しい手順で得られたものと違うことがわかる。実は、この解は、図

10.8 の両端固定の解となっている。独立した未定反力の設定を間違えたことにより、不静定度

が 2 の両端固定の解を設定となっていたのである。 
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（解答） 
 本問題は不静定問題のため、先ず、どの反力, 反力モーメントで偏微分するかを決めるため

に、 独立な変数の数を数える。独立な変数は、[未知の反力、反力モーメントの数]－[つりあ

いの式の数=2（力、モーメント）]の数だけ存在する。本問題は 3 つの未知数があり、 独立な

変数は 1 個となる。そのため、未知数３つのうちどの変数を独立として扱っても同じ結果にな

る。以下に 3 種類の解法を示す。 
(解法1) 
力のつりあい、モーメントのつりあいは 

( )aLRPLM
RRP

AB

BA

−+−=
+=

  

となる. 未知数は3個(RA, RB, MB)でつりあいの式は2本であるから、独立な変数は1個になる. RA

による偏微分を想定して, RB, MB を用いずに曲げモーメントを表現する. すなわち,  

( )axRPxMAB
PxMAC

AAB

AC

−+−=
−=

:)(
:)(

 

となる. このように偏微分を想定した変数で曲げモーメントを表現すると, 後の計算が楽にな

る . このような操作を行わない場合は偏微分する際の依存関係に注意が必要となる . 例えば , 
今回の場合RB, MBはRAに依存しているため,  

MB 

RB 

P 
a 

C 

A B 

図 10.8 両端固定の不静定梁 

MA
 

RA
 

例題 2 
長さL, 曲げ剛性がEIである梁BCを左端Cからaの距離にある点Aにおいて支持し, 左端C
において , 集中荷重Pが作用する場合を考えるとき , 左端Cにおけるたわみ角を求めよ .
座標軸は梁左端をx=0, y=0としx軸右向き、y軸下向きを正とする. 

L 

MB 

RA RB 

P 

a 
C A B 
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となっている. 
 
未知数がRAのみで曲げモーメントを表現できるため, 支持点Aにおいてたわみが0であることを

用いて, カスチリアーノ定理により, RAを求めることができる.  
梁のエネルギUは 
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a
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U
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2

 

となる. 梁のエネルギの荷重RAのよる偏微分が点Aのたわみを与えるから, A点のたわみはゼロ

より 
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RAが求まる. つりあいから,  
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2
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となる.  
 
点Cには元々モーメントが作用していないため, 単純にカスチリアーノの定理を用いても, た
わみ角を求めることができない . このため , 仮想的なモーメントを点Cに作用させることによ

って, 点Cのたわみ角を求める.  
左端Cに仮想的なモーメントMvを作用させると, 梁の曲げモーメントは 

( ) vAAB

vAC

MaxRPxMAB
MPxMAC

+−+−=
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となる.  
梁のエネルギU*は 
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となる.  
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よって, 左端 C のたわみ角は 
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のようになる.  
 
(解法2) 
力のつりあい、モーメントのつりあいは 

( )aLRPLM
RRP

AB

BA

−+−=
+=

  

となる. 未知数は3個(RA, RB, MB)でつりあいの式は2本であるから, 独立な変数は1個になる. RB

による偏微分を想定して, RA, MB を用いずに曲げモーメントを表現する. すなわち,  
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となる.  
 
未知数がRBのみで曲げモーメントを表現できるため, 支持点Bにおいてたわみが0であることを

用いて, カスチリアーノ定理により, RBを求めることができる.  
梁のエネルギUは 
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となる. 梁のエネルギの荷重RBのよる偏微分が点Bのたわみを与えるから, B点のたわみはゼロ

より 
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RB が求まる. 
つりあいから,  
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となる. 
 
同様に仮想モーメントを点 C に作用させれば, 点 C のたわみ角を求めることができる.  
 
(解法3) 
力のつりあい、モーメントのつりあいは 

( )aLRPLM
RRP

AB

BA

−+−=
+=

  

となる. 未知数は3個(RA, RB, MB)でつりあいの式は2本であるから、独立な変数は1個になる. MB

による偏微分を想定して, RA, RB を用いずに曲げモーメントを表現する. すなわち,  
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となる.  
 
未知数がMBのみで曲げモーメントを表現できるため , 支持点Bにおいてたわみ角が0であるこ

とを用いて, カスチリアーノ定理により, MBを求めることができる.  
梁のエネルギUは 
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2

 

となる. 梁のエネルギのモーメントMBのよる偏微分が点Bのたわみ角を与えるから, B点のたわ

み角はゼロより 
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となり, 

2
PaM B =  

MB が求まる. 
つりあいから,  
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となる. 
 
同様に仮想モーメントを点 C に作用させれば, 点 C のたわみ角を求めることができる.  
 

 

（解答） 
本問題は不静定問題であり、未知反力は 3 つ・不静定次数（独立な反力の数）は 1 である。左

端の反力を R1, 右端を R2, 右端の反力モーメントを M2 とすると、 
R1+R2=pl, R1l-pl2/2+M2=0 
が得られるが、すべての未知反力は定まらない。 
一方、モーメント分布は、下図のような釣り合いを考えると、M= R1x-px2/2 となる。 

 
ここで、反力 R1 を求める。 
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 （支持条件からたわみゼロ） 

よって、 

8
3

1
plR =  

後は、釣り合い条件の式から R2, M2 が定まる。 
つぎに、たわみを求める。反力がすべて定まったので、たわみの基礎式（式(5.10)）を積分すれ

ばたわみを求めることができるが、ここでは仮想荷重法で求める。図のように、はりの任意の

例題 3 
図のような梁のたわみとたわみ角をカスチリアノの定理より求めよ。 

x 

p 

O 
l 

p 

O 
x 

R1 

M 
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部分に荷重 F を仮想的に作用させることを考える。 
AB 間の曲げモーメントは、 
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BC 間の曲げモーメントは、 
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となるので、
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10.4 練習問題 

x' F 

A 

R1 R2 

M2 
B C 

練習問題 1 
以下の(1)～(3)に示すような不静定梁の未知支点反力及び未知固定モーメントを、次の

(A)(B)(C)に示す 3 つの解法を用いて求めよ。 
(A) 微分方程式の積分 

・ たわみの基礎方程式の導出 
・ つりあいの式・境界条件式・連続条件の整理 
・ 未知量の整理・算出 

（B）静定梁の重ね合わせ 
（C）カステチリアノの定理 
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（解答） 
(1-A) 微分方程式の積分による解 
 つりあいの式・境界条件 

(1)左端 A を単純支持、右端 B を固定されたはり AB 上に下図のような分布荷重が作用

するときの反力 RA, RB と支点のモーメント MB 

0q
l
xq =

A 

l 

B 

(2) 左端 A を単純支持、右端 B を固定支持されたはり AB において、左端から a にあ

る点 C にモーメント MＣが作用するときの反力 RA, RB と反力モーメント MＢ 

MＣ 

A 

B C 
a 

l 

(3) 両端固定のはり AB の左端 A から a にある点 C に集中荷重 P が作用するときの左

端 A と右端 B の曲げモーメント MA, MB 

l 

P 

B A 

C 
a 



 144 

( ) ( ) ( )00,0',0
3

,
2
1 2

0
0

======

=+=+

xylxylxy

lqMlRlqRR BBBA  

となる 
たわみの方程式は 
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これより、未知量 RA, RB, MB が求まる。 

解答) 
15

,
5

2,
10

2
000 lqMlqRlqR BBA −===  

（分布荷重による位置 x におけるモーメントは ( ) ( )
l
xqda

l
aqaxxM

x

d 6

3
00

0
=−= ∫ であることに注

意） 
(1-B) 重ね合わせによる解法 

 
上図のような(a)(b)の静定梁の組み合わせと考える。 
静定はり問題を解き、はり(a)の端点 A1 でのたわみを求めると 

EI
lRy A

A 3

3

1 −=  

であり、はり(b)の端点 A2 でのたわみを求めると 

EI
lqyA 30

4
0

2 =  

である。重ね合わせより端点 A では 
021 =+= AAA yyy  

l 

MB1 

RA RB1 

A1 

A2 

l 

MB2 

RB2 

0q
l
xq =

a) 

b) 
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であるから、 
10

0lqRA = となる。他の未知量はつりあいを考えると、 
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(1-C)カスティリアーノの定理 
つりあいの式は 

3
,

2
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0
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である。 
左端から位置 x におけるモーメントは 
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である。梁のエネルギ U は 
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であり,  A 点は単純支持されているから, そのたわみはゼロなので,  
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よって,  

10
0lqRA =  

となる。RB, MB に関しては、つりあいの式から求めることが出来る。 
 
(2-A) 微分方程式の積分による解法 
つりあいの式, 境界条件は 

( ) ( ) ( )lxylxyxy
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CBB

BA
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である。AC 間、CB 間のたわみをそれぞれ y1, y2 とすると、たわみの方程式は 
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である。連続条件は 
( ) ( )axyyaxyy ==== '', 2121  

である。これより未知量は 
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となる。 
 
(2-B) 重ね合わせによる解法 

 

上図のような(a)(b)の静定梁の組み合わせと考える。 
静定はり問題を解き、はり(a)の点 A1 でのたわみを求めると 
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lRy A

A 3
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となり、はり(b)の点 A2 でのたわみを求めると 
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となる。重ね合わせより支持点 A では 
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の条件が成り立つ。これより 
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が得られる。RA を用いて、つりあいを考えると、固定端の反力 RB と反力モーメント MB も計算

することができる。 
 
(2-C) カスティリアーノの定理による解法 
つりあいの式は 

0
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CBB
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MMlR
RR

 

である。 
左端から位置 x におけるモーメントは 
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=
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である。梁のエネルギ U は 
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a
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であり,  A 点は単純支持されているから, そのたわみはゼロなので,  
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よって,  

( )
3

22

2
3

l
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となる。RB, MB に関しては、つりあいの式から求めることが出来る。 
 
(3-A) 微分方程式の積分による解法  
つりあいの式, 境界条件は 

( ) ( ) ( ) ( )lxyxylxyxy
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+=+
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0',00',0,00
 

である。 
たわみの方程式は 
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連続条件は 

( ) ( )axyyaxyy ==== '', 2121  

である。 
これより未知量は 
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となる。 
(3-B) 重ね合わせによる解法 

 

 
上図のような(a)(b)の静定梁の組み合わせと考える。 
静定はり問題を解き、はり(a)の端点 A1,B1 でのたわみ角を求めると 

( )( ) ( )
EI

alPa
EI

alalPa
BA 24

,
6

2 22

11
−

−=
−−

= θθ  

であり、はり(b)の端点 A2,B2 でのたわみ角を求めると 
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となる。重ね合わせより端点 A,B では 
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の条件が成り立つ。これより 
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を得る。RA, RB に関しては、つりあいの式から求めることができる。 
 
(3-C) カスティリアーノの定理による解法 
未知変数は 4 個（RA,RB, MA ,MB）で, つりあいの式は 
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である。 
左端から位置 x におけるモーメントは 
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である。梁のエネルギ U は 
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であるから, A 点は固定されており, そのたわみはゼロなので, 
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となる。A 点は固定されており, そのたわみ角もゼロだから, 
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(式 3C-1)(式 3C-2)を解いて,  
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を得る。RB, MB に関しては、つりあいの式から求めることができる。 
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解答） 
(1) 

 

たわみは中央で最大 
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Flv
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3

=  

 
(2) 

 

たわみは中央で最大 
EI

qlv
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4

=  

 
 

練習問題 2 
次の不静定梁問題の BMD 及び最大たわみの発生地点とその値を求めよ。 
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11. 応力集中係数と応力拡大係数 
11.1 応力集中 
 

図 11-1 円孔の応力集中 
 
 図 11-1(a)のような平板を引っ張る場合、断面が一様ならば、応力値はσ=F/Bt となる。もし、

断面が一様でなく、図 11-1(b)のように、円孔などで一部分の断面積が小さくなると、最小断面

に発生する応力はσ0=F/bt と単純に均一にはならず、円孔周辺の応力が局所的にσ0 より高くな

る。このように、部材の形状が急激に変化する部分の近傍の応力が局所的に極めて高くなるこ

とがある。この現象を応力集中と呼ぶ。応力集中部分からの破壊が多いため、強度評価の際に

は重要となる。円孔の他、切り欠き（図 11-2(a)）、き裂（厚みがゼロとみなせる隙間、図 11-2 (b)）、
角部（図 11-2(c)）などで応力集中が発生する。 

 

 
図 11-2 代表的な応力集中部 

  

F F 

a) ノッチ b) き裂 c) 各種角部 
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b/2 b/2 

t 

a) 円孔なしモデル b) 円孔モデル 
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 応力集中の度合いを定義するためには、応力集中係数という指標が用いられている。これは、

最大応力を何らかの基準応力（例えば、図 11-1 の円孔を有する帯板の場合ならσ0=F/bt）で割

った値であり、α=σmax/σ0 で定義される。具体的な例をいくつか述べる。 

図 11-3 無限板中の円孔 
 
 図 11-3 は半径 a の円孔を含む無限大の板を無限遠方で等分布荷重σ0 で引っ張った場合であ

る。この際の応力σy の x 軸上での分布は、式(11-1)のようになる（別途弾性論等の計算から求

まる）。 
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2
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2 x
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x
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y
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円孔の表面 x=a で応力は最大となり、σmax=3σ0 が得られる。よって、応力集中係数はα=3 で

ある。一般に、応力集中係数は 2～5 程度の場合が多い。 
 次に、図 11-4a)のような有限幅の帯板の応力集中係数を考える。帯板の幅を 2b、厚さを h と

する。縦方向(y 方向)には十分に長いものとし、荷重 P で引っ張る（等分布荷重に換算すると 
σ0=P/2bh となる）。円孔の縁で応力σy は最大となり、σn=P/2(b-a)h を基準応力として用いる

と、応力集中係数αは図 11-4b)のように、円孔の直径と板厚の比、a/b の関数として表される。

a/b =0 の場合が、上述した無限平板中の円孔の応力集中でα=3 となる、a/b が大きくなるほど

αは減少し、円孔の直径が板幅の大きさに近づくとα=2 になる。 

a 

σ 

x 

σ0 

x 

y 
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図 11-4 円孔を持つ帯板の引張り 
 
 図 11-5 はだ円孔まわりの応力集中の例で、先端の曲率半径ρ=b2/a を使って、最大応力は、 
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となり、応力集中係数は 
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となる。ρが小さくなるとαが急増することがわかる。 
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図 11-5 無限板中のだ円孔 
 
 図 11-6 は、だ円孔においてρ0 となったき裂周りの応力集中である。き裂先端では応力は

式(11-4)のように無限大となり、応力集中係数という概念は使えない。11.2 章で説明するが、応

力拡大係数 KI という概念を使用する。 

( ) aK
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K
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I
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π
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=
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20    11-4 (11-4) 

図 11-6 無限板中のき裂 
 

 
解答）σn をσ0 に変更して応力集中を求めるため、応力集中係数が(b-a)/b 倍になる。 
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x 軸上の応力の分布 

例題） 
図 11-4 の帯板の応力集中係数は、最小断面の平均応力を基準としたものである。円孔の

ない断面の平均応力を基準とした応力集中率はどのようになるか． 

σ 

x 
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11.2 応力拡大係数を使ったき裂の強度評価 

き裂の評価に使われる指標は，応力拡大係数である．また，これと関連したグリフィス

(Griffith)の式とエネルギ解放率の概念について述べる。また、き裂が存在する場合の脆性材料

と延性材料の材料強度の考え方について簡単に述べる。 
 

11.2.1 応力拡大係数の概念 
構造物に円孔やノッチが存在した場合，応力集中が生じる．たとえば，図 11-7(a)のように，

長軸 2a，短軸 2bの楕円孔を含む無限平板に，円孔より十分離れたところで長軸に垂直な応力
∞
yσ が作用する場合を考える．切欠先端半径はρ=b2/aとなり，最大応力 maxσ は式(11-5)となる．

応力分布は式(11-6)で表され 7)，図 11-7 (a)のようになる． 
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一方，き裂は楕円孔の切欠半径が限りなくゼロに近づき，鋭くなったものである．弾性力学

の計算により，応力分布はき裂進展方向で近似的に式(11-7)となり，分布は図 11-7(b)のように，

き裂先端で無限大に発散する． 
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この式(11-7)を書き直して，式(11-8)を得る． 
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K
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ここで，KI を応力拡大係数とよぶ．一般には，表面き裂や半楕円き裂など，さまざまなケー

スがあり，応力拡大係数は荷重・境界条件に依存する． 
応力集中係数は 1 点( maxσ )の応力の評価により破壊を論じたが，き裂の場合は応力が発散し

てしまうので，最大応力の評価は適当ではない．応力拡大係数は，応力場の大小を評価できる

パラメータである． 
き裂先端近傍の応力分布，および変位分布はき裂先端を中心とする円柱座標系において，式

(11-9), (11-10)で表される． 
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7) ただし，ρ<<a の場合の近似式である． 



 156 

























 −+







 +−

=








2
cos21

2
sin

2
sin21

2
cos

22 2

2

θκθ

θκθ

π
r

G
K

v
u I            11-10 (11-10) 

ここで，ν はポアソン比，G は横弾性係数である．平面応力の場合，κ = (3－ν)/(1+ν)である． 
 

 
図 11-7 楕円孔とき裂の応力分布(無限平板) 
 
 式(11-9), (11-10)より、き裂先端近傍の応力・変位場は、大きさが KⅠで規定され、その形状

はどんな場合でも同じ（相似形）であることがわかる。つまり、KⅠで応力の大小の評価が可能

となる。 
これまで，き裂に対して垂直な引張応力が作用するいわゆるモード I のき裂について説明し

てきた．き裂の進展には，図 11-8 のように、変形様式に応じて，モードⅠ以外にモードⅡとモ

ードⅢがある．モードⅡは面内せん断形であり，モードⅢは面外せん断形である．それぞれに

ついて応力拡大係数 KⅡ，KⅢが定義される．任意の破壊様式は，Ⅰ，Ⅱ，Ⅲの重ね合わせで評

価できる．ただし、実際のき裂の進展においては、モードⅠの寄与が大きいため、評価には 
KⅠが使われることが多い。 
 最後に，いくつかの応力拡大係数の事例を紹介する．図 11-9 のような，さまざまな境界条件

における応力拡大係数は，無限遠方の負荷応力をσとして， 
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aMK π
σ

=                         11-11 (11-11) 

で与えられる．応力拡大係数は有限要素法で求めることができるが，単純な形状の多くは便覧

やハンドブックなどにまとめられているので参照するとよい．式(11-9)に示すように，き裂先端

近傍の力学的条件が，K によって決定されることから，き裂を有する部材の強度は K が臨界値

に到達したときに、き裂が急速に進展して不安定に破壊する。K の臨界値を破壊靭性値と呼び，

Kc で表現する（モードⅠの場合、KIC）． 
 ここで、同じ長さ a のき裂が表面に存在した場合と、材料内に内在した場合の強度を考える。

内在き裂の応力拡大係数は 2/aK πσ= であり、破壊靭性は Kc の場合の臨界応力は

2//internal aKc πσ = と な る 。 表 面 き 裂 の 応 力 拡 大 係 数 は aK πσ12.1= で あ り 、

aKc πσ 12.1/σurface = となる。強度比は、 63.0/ internalsurface =ss となり、表面き裂の方が、破壊

強度が低いことがわかる。よって、表面き裂の除去は破壊強度の改善に役立つことが知られて

いる（表面効果）。 
また，たとえば，図 11-7 のような無限平板の場合において，相似形状の試験片でき裂の大き

さが 2 倍になると，応力拡大係数は 2 倍になるため，強度は 2/1 になる。 

K の単位は SI 系で MPa√m（応力 MPa，き裂長さ m），工学系で kgf/mm3/2（応力 kg/mm2，

き裂長さ mm）である． 
 

 
図 11-8 3 つの変形形式 
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図 11-9 様々な応力拡大係数の例 
 
 

 
解答） 

１）
1
2

 

２）
2(0.56)

a  

（３－１）

2
1 c

y

Kx
π σ

 
=   

 
 

（３－２） ６４倍 
 

11.2.2 グリフィスの式 
き裂が存在すると，き裂先端の応力は無限大になってしまう．そのため，応力を評価基準に

使うと，どんなに小さな荷重を負荷した場合でも，き裂は進展してしまうことになる．しかし，

これは現実の現象とはかけ離れている．この問題を解決したのが Griffith（グリフィス）である．

2a

W

無限平板 

sec aM
W
π =  

 

半無限平板 有限帯板 

a 

M = 1 . 1 2 
2 a 

M = 1 

例題 
１）中央き裂付帯板の遠方に一様応力σが作用している。相似形状の試験片で大きさが２

倍になると、破壊強度がどのように変化するかを求めよ。また、その理由を説明せよ。 
２）無限板中に長さ 2 のき裂が存在し、垂直方向遠方に一様応力σが作用している。一

方、半無限板の表面に長さ のき裂が存在していて、垂直方向遠方に一様応力が作用して

いるとき、後者の破壊強度が前者の 1/2 であった。このとき を求めよ。 
３）無限板中に長さ のき裂が存在し、垂直方向遠方に一様応力σが作用している。材料

が降伏応力 の弾完全塑性体であるとき、き裂長さが 以下のときに塑性崩壊を起こすと

する。このとき次の問に答えよ。 

（３－１）破壊靭性値が であるとき、 を求めよ。 

（３－２） が２倍で が である材料の場合 が何倍になるかを求めよ。 
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Griffith は，図 11-7(b)のような無限平板において，平面応力状態・変位一定・引張の条件で，

き裂進展開始条件式を導いた（このようなき裂をグリフィスき裂とよぶ）． 
き裂が進展するという現象は，応力を負荷した際に，現在の系の状態よりもき裂が進展した

状態のほうが，系全体のエネルギが小さくなるということである． 
系のエネルギには，二つの寄与が含まれる．最初に，き裂進展に対してエネルギを低下させ

る，つまり，き裂を進展させようとするエネルギで，弾性エネルギの解放である．弾性エネル

ギUは，き裂先端部の応力場を積分することによって得られる( ∞
yσ を単に，σ と略した) 8)． 

E
aUU

22

0
σπ

−=                       11-12 (11-12) 

一方，き裂進展に対して，エネルギを上昇させる，つまり，き裂を進展させまいとするのは，

あらたな表面ができることによる表面エネルギの増加である．全表面エネルギ W は，き裂表面

積（2a）に表面エネルギγをかけることで得られる．表面は上下にあるので，2 倍する必要が

ある． 
γγ aaW 4)2(2 ==                      11-13 (11-13) 

き裂が da 進展する際の系のエネルギ Π の変化は， 

γσπ 42
d

)(d
d
d 2

+−=
+

=
Π

E
a

a
WU

a
              11-14 (11-14) 

となり，dΠ/da<0 でき裂が進展するから，き裂進展開始条件は，式(11-15), (11-16)となる． 

γσπ 42 2

≥
E
a

                        11-15 (11-15) 

a
E

π
γσ 2

≥                          11-16 (11-16) 

ここで，Π を縦軸，a を横軸にとったグラフを作成すると，図 11-10 のようになる．き裂長さ

ac 以下では，き裂進展に対してエネルギが増加するので，き裂は進展しない．き裂長さ ac 以上

では，き裂進展に対してエネルギが減少するので，き裂は進展することがわかる． 
 

                                                        
8) 線形弾性体の場合の単位体積当たりのひずみエネルギ W は， 

( )yzyzxzxzxyxyzzyyxxW γτγτγτεσεσεσ +++++=
2
1  

である．系のひずみエネルギは全体積にわたって積分したもので， 

∫∫∫=
V

zyxWW ddd  
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図 11-10 裂長さの増加にともなうエネルギの変化 
 

11.2.3 エネルギ解放率 
エネルギ解放率とは，簡単にいえば，クラックの進展に寄与する一般化力であり，クラック

進展力とよぶこともあり，き裂長さをA，き裂に与えられるエネルギ(グリフィスの式の場合，

弾性エネルギの解放）をUとして 9)，式(11-17)で定義される． 

A
Ug

d
d

=                        11-17 (11-17) 

基本的な概念はグリフィスの式と同一であり，エネルギ解放率はグリフィスの式を一般化し

たものという位置付けになる．つまり，グリフィスの式でのき裂を進展させる弾性エネルギの

解放がエネルギ解放率と対応し， 

E
a

a
Ug

2

)2(d
d σπ

==                   11-18 (11-18) 

と表せる．ここで，グリフィスの式は，き裂長さを 2a ととっていることに注意すること．した

がって，破壊の条件は，き裂の進展の抵抗力である 

γ2
)2(d

d
=

a
W

                                        11-19 (11-19) 

との釣り合いにおいて，g ≧ 2γとなる(式(11-15)と比較せよ)．しかし、グリフィスの式は理

想的な条件であるため，ほとんどの材料では成り立たない．一般に，き裂が進展する条件は，

式(11-20)のように，エネルギ解放率が破壊靭性 gc を超えるかどうかで判断する．ここで，gc は

実験によって求まる．破壊靭性値が高いことを高靭性と呼び、破壊靭性値が低いことを低靭性

と呼ぶ。グリフィスき裂の場合は gc=2γとなる。 
                                                        
9) 一般には，これに荷重がする仕事が加わる．グリフィスのモデルでは一定ひずみ 

なので，荷重は仕事をしない． 

エネルギ

き裂長さ　a

W=4aγ

Π=U+W

U=-πa2σ2/E

ac

エネルギ

き裂長さ　a

W=4aγ

Π=U+W

U=-πa2σ2/E

ac
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cgg ≥             11-20 (11-20) 

エネルギ解放率は，応力拡大係数と 1 対 1 の関係がある 10)．平面応力場近似の場合，式(11-21)
のようになる． 

21
IK

E
g =                           11-21 (11-21) 

式(11-21)が意味するところは，工学的に非常に重要である．つまり，応力分布より応力拡大

係数を求めることができれば，エネルギ解放率を得ることができ，破壊の評価（き裂が進展す

るかどうかの評価)が可能になるからである。よって、一般に，線形弾性体とみなせる材料のき

裂の評価には，gc に対応する Kc が用いられる（両者を破壊靭性と呼ぶ）。 
グリフィスの式は，無限平板・平面応力状態・変位一定・引張というきわめて限定的な条件

であったが，エネルギ解放率は，これらの条件以外でも成り立つ一般化された定義である． 
 

11.2.4 脆性材料の強度と破壊靭性 
脆性材料の引張強度は，材料中に存在するき裂の大きさ・方向に依存する．表面処理がされ

ていて，きわめて平滑な試験片は，表面き裂の大きさが小さく，密度も低い．機械研磨などに

より表面の荒れが大きい試験片は，表面き裂の大きさは大きく，密度も高い．存在するき裂の

なかから一番弱いものが起点となって破壊に至るため，平均的なき裂長よりも，むしろ最大の

き裂長が問題となる． 
いま，図 11-11 のように，半無限平板の表面き裂の問題を考える．一方の平板は表面処理が

されており，最大き裂長が a であったとする．もう一方は，表面処理がされておらず，最大き

裂長が 4a であったとする．図 11-11 (a)の試験片の引張強さは，  

ICyI KaMK >= ∞ πσ                                      11-22 (11-22) 

より， 

aM
KIC

y π
σ =lim

                        11-23 (11-23) 

となる．ここで、KI はモード I の応力拡大係数、KIC はモード I の破壊靭性値、M=1.12（図 11-9
より）である。一方，図 11-11(b)の試験片では， 

aM
K

aM
K ICIC

y ππ
σ

2
1

4
lim* ==                 11-24 (11-24) 

となり，図 11-11 (b)の引張強度は半分になる．引張強度が内部き裂長に依存し、材料固有の特

徴量ではないことがわかる．破壊靱性によって，き裂長さが既知な材料の引張強さの予測は可

能だが，一般には，平滑材などの材料に含まれるき裂長さは不明なため，破壊靱性を一般材料

の強度評価に直接使うことは難しい． 

                                                        
10) ただし，線形弾性体においてである． 
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図 11-11 異なる長さのき裂を有する半無限平板 
 

脆性材料の引張強さは，一般に大きくばらつく．この原因は，脆性破壊が材料表面もしくは

内部に存在する微視的なき裂が進展（延性材料のようにゆっくり進展せず，瞬時に進展する）

することによって起こるためである．材料表面に存在するき裂は無数であり，その長さや幅は

ある分布をもっていると考えられる．破壊はそのなかでも一番弱いき裂（応力拡大係数が大き

いき裂）から生じるため，き裂の観察により強度を予測することは困難である．   
このような性質により，脆性材料の引張強さは，同じ材料であっても，表面処理などの微小

き裂除去処理に大きく依存してしまう．また，最弱なき裂の発生確率が表面積（内部にき裂が

存在する場合は体積）に依存するため，寸法の小さい材料は引張強さが大きくなり，大きな材

料は小さくなるという強度の寸法効果が現れる． 
同じような考え方で，全領域に均一な引張応力が負荷される引張試験と，応力分布を有する

曲げ試験では，同じサイズの試験片であっても見かけの強度は曲げ試験のほうが大きくなる．

これは，高応力領域が曲げ試験のほうが狭くなるからである． 
 脆性材料の強度は，最弱リンクモデルにより解釈でき，引張強さσは，式(11-25)のようなワ

イブル分布（累積分布関数）で整理できることが知られている．  






















−−=

α

β
σσ exp1)(F    11-25 (11-25) 

ここで，αは形状母数，βは尺度母数とよばれ，前者は分布のばらつき，後者は平均的な値

（代表値）の指標である．設計応力を決める際には，引張強さがこのような分布をもっている

ことを考慮しなければならない．  
 脆性材料は，き裂の進展＝不安定破壊であるため，一般にはき裂進展による疲労は起こらな

いとされている．しかし，環境腐食や材料の内部構造の影響により，疲労を考慮しなければな

らない材料もある． 
三次元の組み合わせ応力下では、脆性材料の強度は、最大主応力と引張り強さを比較するこ

とによって評価する。 
 なお，脆性や延性の特性は同一の材料であっても，環境や形状寸法の変化によって変わるこ

とがあるので注意が必要である．例えば，金属材料の場合，温度が典型的なパラメータである．

脆性や延性を図る尺度としてシャルピー衝撃試験から得られる吸収エネルギを用いることが多

い．吸収エネルギの大きさと延性の程度が相関をもつ。図 11-12 に模式的に示すように，室温

で延性を示す材料であっても，一定温度以下の低温になると脆性を示すようになる．この低温

脆化が原因で，低温時に脆性破壊による破壊事故が起きることがある．脆性と延性が遷移する

a 

 

4a 

(a) き裂の長さ a (b) き裂の長さ 4a 
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温度のことを脆性－延性遷移温度とよび，強度設計上の重要なパラメータ―となっている． 
 

 
 
図 11-12 脆性－延性遷移概念図 
 

11.2.5 延性材料の強度と破壊靭性 
き裂が存在しない試験片（平滑試験片）の強度と，き裂が存在する場合の強度とは逆の傾向

を示すことに注意を要する．図 11-13 は，二種類の材料 A 鋼（高強度（引張強さが高い）低靭

性），B 鋼（低強度、高靭性）の破壊強度とき裂長さの関係を示している．平滑試験片（a=0）
のとき，引張強さは A 鋼の方が B 鋼よりも高い．すなわち，A 鋼のほうが B 鋼より破壊強度（塑

性崩壊に対する強度）が高いと言える。しかし，この関係は，試験片に存在するき裂が小さい

場合であって，大きなき裂に対しては，B 鋼のほうが高い破壊靭性値を有するため、破壊強度

は B 鋼の方が A 鋼の方が大きくなる。一般に、強度（引張強さ）と破壊靭性は相反する特性と

なることが多い。したがって，引張強さの高い材料（ハイテン材）を用い，十分な安全係数を

見込んで設計しても，部材にき裂がある場合には，引張強さの高い材料を用いたことは裏目に

出て，部材は破壊しやすいという結果になるため注意が必要である。 
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図 11-13 破壊強度とき裂寸法の関係 
 
練習問題 
（１）幅Ｗの帯板の中央に幅 2a のクラックがある場合の応力拡大係数は以下の式のように表

すことが出来る。 

a
W

aK πσπ






= σec  

この式を用いて, 幅 nW の帯板の中央に幅 2na のクラックがある場合の応力拡大係数を求めよ.  
解答) 

Kna
W

anna
nW
naKn =






=






= πσππσπ σecσec  

となり, 応力拡大係数が n 倍になることがわかる. 

（２）無限板中に長さ 2 a のき裂が存在し, 垂直方向遠方に一様応力σが作用している. 一方, 
半無限板の表面に長さ x のき裂が存在していて , 垂直方向遠方に一様応力が作用していると

き, 後者の破壊強度が前者の 1/2 であった. このとき x を求めよ. 

解答）無限板, 半無限板の応力拡大係数をそれぞれ 21 , KK とすれば 

xK

aK

πσ

πσ

12.12

1

=

=
 

半無限板の破壊強度は無限板の破壊強度の 1/2 倍ということは, 半無限板の応力拡大係数は無

限板の応力拡大係数の 2 倍だから 

( )256.0
12.12 axxa =∴= πσπσ  

解答にあたっては、図 11-9 を参考にすること。 
  



 165 

12. 構造強度設計 
12.1 構造強度設計とは？ 

構造強度とは、構造物が意図する機能（目的）を達成できるために、「材料強度」（構造物を

構成する部品をつくる材料自体の変形と強度および破壊に関連する特性や基礎資料）を基礎に

構造物としてもたねばならない強度である。構造物が本来の機能を果せなくなる種々の破損を

防ぎ、強度上の安全性さらに経済性も考慮して構造物をかたちにするのが「構造強度設計」で

ある。 
構造物の破損には以下の二つのタイプがある。 
① 強度上からみた構造破損 

「壊れて使いものにならない状態」であり、破壊、破断、破裂などがある。 
② 機能上・強度上からみた変形破損 

「過度にゆがんで使いものにならない状態」であり、座屈、過度の塑性変形などがある

（①の構造破損につながる可能性もある）。 
 構造物に予想される代表的な破損の様式のうち、クリープを含まないものについて、荷重条

件（静的／変動）で分類した例を図 12-1 に示す。これらの破損様式のうちで各種構造物におい

て最も問題となるものは、静的荷重による塑性崩壊（変形破損）と変動荷重による疲労破壊（構

造破損）である。 
 12.2 で塑性崩壊、12.3 と 12.4 で疲労破壊、12.5 で高温強度、12.6 で腐食・減肉について解説

する。 

 

図 12-1 代表的な破損の様式 
 

12.2 塑性崩壊とその評価法について 
12.1.1 塑性崩壊とは 

 延性材料の破壊基準は，2 章で述べたように，降伏応力σY が用いられる。引張り試験の場合

は、一軸の引張応力と降伏応力を比較すれば良いが、一般に応力状態は引張試験のように単純

ではなく，三次元ならば 6 成分（垂直応力 3 成分、せん断応力 3 成分）の応力値を有し、単純

な比較はできない。 
降伏するかどうかの基準としては，ミーゼス相当応力が有限要素法を中心に広く用いられて

荷重・荷重条件
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いる（これを、せん断ひずみエネルギ説と呼ぶ）．ミーゼス相当応力は，7.2 章でも説明したが、

式(12-1)で表されるように，応力の偏差成分を表すスカラー量である．単軸応力σ1 の場合σMises 

=σ1 となり，等二軸状態（σx =σy =σ2, σz = 0）の場合σMises =σ2 となり，等三軸状態（σx =
σy =σz = P）の場合はσMises = 0 となるのが特徴である．σMises >σY となった場合に材料が降伏

したとみなす． 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } ( )222222

321
2

31
2

32
2

21Mises

3
2
1

,,:
2
1

xzyzxyzxzyyx τττssssss

ssssssssss

+++−+−+−=

−+−+−= は主応力
     12-1 

(12-1) 
降伏という現象は，転位の集団運動と関連するといわれている．転位はせん断応力を駆動力

に運動するため，このような指標が降伏という現象をよく表すものと考えられる．同様な指標

にトレスカ(Tresca)の降伏応力というものも提案されている（最大せん断応力説）． 
 構造物の最大応力が降伏応力に達しても，構造物が破断に至るわけではない．応力分布が不

均一な場合，図 12-2 左（円孔まわりの応力集中の例）のように，塑性域は構造物の一部にとど

まり，そのほかの部分の弾性域が荷重を支えることになり、構造体としての限界状態にはなら

ない．荷重がさらに増加すると，塑性域は進展する．図 12-2 右のように，塑性域が断面全体を

横断すると，構造物はそれ以上の荷重を支えることができなくなり，大きく変形して，破壊に

至る．このような現象を塑性崩壊とよぶ． 
延性材料の強度設計は，塑性崩壊を起こさないように行われる．ただし、電子デバイスなど

塑性変形が機能の低下の原因になるような分野では，塑性変形自体を許していない設計方法も

ある。 

 
図 12-2 円孔を含む帯板の塑性崩壊 
 

 塑性崩壊とは、初期降伏状態（初期降伏荷重Py）を問題にするのではなく、構造体として耐

えられる極限の状態（極限荷重Pc）を問題とするものである 11。具体的には、構造壁全体の降

伏や曲げによる塑性関節（ヒンジ）の形成による構造崩壊である。 
有限要素法を使えば、塑性崩壊荷重を弾塑性解析によって求めることが出来るが、解析には

                                                        
11崩壊という言葉から、’壊れること’をイメージしやすいが、決して’壊れた状態’ではなく、

耐えられないられないほどの過度の極限変形を意味する 

塑性域塑性域
塑性域 

Py Pc 

2b 
2a 

厚さ h 
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多大な労力が必要となる。ここでは、設計における塑性崩壊荷重の計算手法を示す。 
一般に、塑性崩壊荷重は、構造体の材料を図 12-3 に示すような、ひずみ硬化のない理想塑性

材料モデル（弾完全塑性体 12）を考えた場合に、その構造体が負担できる最大（極限）荷重と

して計算する。崩壊荷重の意味をよりはっきりさせるために、１次元のはりが軸力と曲げを受

ける場合（単軸応力）の塑性崩壊条件について説明する。 
一般の 2, 3 次元構造体では、多軸応力状態にあるので、ミーゼスまたはトレスカの相当応力

を用いて、この１次元はりの単軸応力と等価に置き換えて崩壊荷重を評価する。 
 

 

図 12-3 弾完全塑性体モデルの応力―ひずみ曲線 
（例題） 

図 12-2 の初期降伏荷重 Py と、極限荷重 Pc を求めよ。ただし、円孔の応力集中係数α=3 とす

る。材料は降伏応力がσY の弾完全塑性体を仮定せよ。 
 解答） 
  円孔を除いた断面積を A=2(b-a)h を使って 
 Py=σyA/α, Pc=σyA  崩壊荷重は初期降伏荷重の 3 倍になる。 
 

12.1.2 軸力と曲げを受けるはりの塑性崩壊 
 断面が高さ t、幅 b で 降伏応力σy の真直はりを考える。 

① 軸力を受けるはり（膜降伏） 
軸力として引張荷重 Nを受けるはりの断面に生ずる応力分布σの変化を荷重 Nの増加（弾

性 Ne～降伏 Nc）とともに図 12-4(1)に、荷重―変形（伸び）曲線を図 12-4 (2)に示す。全断

面降伏が崩壊限界で、限界荷重は Nc=σybt であり、この Nc に達すると変形（伸び）は無

制限に変形が生じる（無制限塑性流れ）。 

                                                        
12 この近似の方法は様々な考え方がある。単純に水平部を降伏応力に設定する場合と、引張強

さと降伏応力の間に設定する場合などある。この近似により，設計が安全側になるように設定

する。 

σ

σｙ

E

ひずみ硬化なし

ひずみ硬化あり

σｙ ： 降伏強さ
Ｅ ： 縦弾性係数1
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図 12-4 軸力を受けるはりの降伏 

 
② 曲げ を受けるはり （塑性関節 、ヒンジ） 

図 12-5（１）に示すような曲げ（モーメントＭ）を受けるはりを考える。はりの応力

分布σの変化をモーメントの増加とともに図 12-5（２）に、モーメント～変形（回転角）

曲線を図 12-5（３）に示す。断面の応力は弾性（Ｍｅ）→上下面で初期降伏（Ｍｙ）→

表面近傍で部分降伏（Ｍｐｙ）→全断面降伏（Ｍｃ 引張・圧縮降伏）と変化する。この

全断面降伏が崩壊限界で、その限界モーメントはＭｃ＝σｙｂｔ２／４であり、このＭｃ

に達すると変形（回転）は無制限に自由（ヒンジ）となる（図 12-5（４））。 
ＭｙとＭｃの間では、表面近傍の塑性域はこれ以上の荷重を支え切れなくなり、中立

面近くの弾性域（Ｍｐｙ、弾性コア部）が荷重を支えるので、結果的に剛性（回転角―

曲げモーメント線図の傾き）は徐々に低下し、Ｍｃにおいて完全にゼロになる。 
 

③ 軸力と曲げを受けるはり（塑性関節 、ヒンジ）＊ 
図 12-6（１）に示すような軸力（引張Ｎ）と曲げ（モーメントＭ）を受けるはりを考

える。断面の応力分布σの変化およびモーメント～変形（回転角）曲線は“②曲げを受

けるはり”の場合と同様である。ただし、曲げに加えて軸力との組合せ荷重が存在する

ために、断面の応力は中立軸が移動する。応力分布は図 12-6（２）のように、弾性（Ｍ

ｅ）→組合せ応力が大きい図の上面で初期降伏（Ｍｙ）→表面近傍で部分降伏 
（Ｍｐｙ）→全断面降伏（Ｍｃ 引張・圧縮降伏）と変化する。この全断面降伏状態が崩

壊限界条件であり、この条件に達すると変形（回転）は無制限に自由（ヒンジ）となる。  
 
 

引張荷重

伸び

Nｃ

Nｅ

０

無制限塑性流れ

（２） 荷重―変形特性 

（１） 応力分布の変化

0

σ

σｙ

Ｎ

弾性

Ne

Ｎｔ
⇒

Ｎ

全断面降伏

Ｎｃ＝σｙｂｔ

0

σｙ

σｙ

Ｎｔ
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図 12-5 曲げを受けるはりの降伏 
 

（４） 塑性関節

●

Ｍ＝Ｍｃ
θ＝∞

0

σ

σｙ

M
-σｙ

Ｍ

ｔ

（１） 曲げを受けるはり
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-σｙ 0
Ｍｅ

弾性
Ｍｙ

初期降伏
Ｍｐｙ

部分降伏

Ｍｃ

全断面降伏

σ＜σｙ σｙ

⇒ ⇒ ⇒

断面

0 0

σｙ

-σｙ 0-σｙ

（２） 応力分布の変化

ｂ

ｔ

Ｍｃ＝σｙｂｔ２／４
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Ｍｃ

Ｍｙ

０

（３） モーメント～回転角曲線

Ｍｐｙ

回転自由
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図 12-6 軸力と曲げを受けるはりの降伏 

 
図 12-7 に示す全断面降伏状態（崩壊限界）に対する崩壊条件を考える。ここで、は

りは高さｔ、幅ｂの長方形断面はりとし、中立面は下面からηの位置にあるとする。 

 

図 12-7 曲げ＋軸力を受けるはりの全断面降伏状態 
  

崩壊限界における軸力およびモーメントのつりあいを求めるために、それぞれ図 12-8
（１）および（２）のように分けて考えると、つり合い式はそれぞれ式(12-2)および式(12-3)
で与えられる。 

( )ησ 2−= tbN y    12-2 (12-2) 

( )ηησ −= tbM y    12-3 (12-3) 

 
式(12-2)および(12-3)からηを消去することによって崩壊限界条件式が得られる。この

限界条件を応力表示として、膜応力σｍ（N/bt）と曲げ応力σｂ（=6M/bt2）を用いて次の

ように変形する。 

＋ ＝

σｍ σｂ

0 0 0

（弾性応力分布）
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⇒ ⇒ ⇒

中立軸

図心

-σｙ -σｙ断面
0 0 0 0

σｙ

-σｙ

Ｎ

Ｍ

Ｎ

Ｍ
０

ｔ

η



 171 

1,1
2
3

2

≤






















−=

y

m

y

m

y

b

σ
σ

σ
σ

σ
σ

ただし、    12-4 (12-4) 

また、 ybbymm σσσσσσ /,/ ** == を用いて無次元表示すると、 

( ){ } 1,1
2
3 *2** ≤−= mmb σσσ ただし、    12-5 (12-5) 

 
   図 12-8 崩壊限界における軸力およびモーメントのつりあい 

 
式(12-4)、式(12-5)の条件式は図 12-9 の曲線で表される。状態(A), (B), (C)の塑性崩壊時

の応力分布を図の右に示す。 
 

 
図 12-9 崩壊限界の応力表示 

σｙ

ＮＮ

０

ｔ

η

η

（１） 軸力のつり合い

σｙ

-σｙ
ＭＭ

０

ｔ

η

η

（２） モーメントのつり合い

σｙ

-σｙ 0

（Ｂ）

（σｍ
＊＝０）

0

σｙ
（Ａ）

（σｍ
＊＝１）

σｙ

-σｙ 0

（Ｃ）

式(12-5) 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

σ
ｂ
＊

＝
σ

ｂ
／

σ
ｙ

σｍ
＊＝σｍ／σｙ

崩壊限界（応力表示）

σｂ
＊＝（３/２）［１-（σｍ

＊）２］

（Ａ）

（Ｂ）

（Ｃ）



 172 

 
 
（解答） 
（１） 全断面一様降伏（膜降伏） σｍ＝σｙ 
 Ｎｃ＝σｙｂｔ＝２５０×９×２０＝４５０００Ｎ ＝４５ｋＮ 
 
（２）  
ⅰ）表面降伏（初期降伏） σｂ＝σｙ 

Ｍｙ＝σｙ（ｂｔ２／６）  Ｍｙ＝ＰｙＬ 
 したがって、ＰｙＬ＝σｙ（ｂｔ２／６） 
  ∴ Ｐｙ＝σｙ（ｂｔ２／６Ｌ）  
      ＝２５０×（９×２０２／（６×５００））＝３００Ｎ 
ⅱ） 全断面降伏（ヒンジ）  崩壊限界 

Ｍｃ＝σｙ（ｂｔ２／４）  Ｍｃ＝ＰｃＬ  
 したがって、ＰｃＬ＝σｙ（ｂｔ２／４）      
  ∴ Ｐｃ＝σｙ（ｂｔ２／４Ｌ）      
      ＝２５０×（９×２０２／（４×５００））＝４５０Ｎ 
ⅲ） Ｐｃ／Ｐｙ（＝Ｍｃ／Ｍｙ）＝４５０／３００＝１．５     
 
 
 
 
 

練習問題１ 
図に示す片持ちはり構造について、自由端Ａに軸力Ｎと水平力Ｐが負荷される場合の

塑性崩壊を考える。 
（１）軸力Ｎだけが負荷される場合について崩壊限界荷重Ｎｃを求めよ。 
（２）水平力Ｐだけが負荷される場合について下記の諸量を求めよ。 
（ⅰ）初期降伏荷重Ｐｙ  （ⅱ）崩壊限界荷重Ｐｃ  （ⅲ）Ｐｃ／Ｐｙの値 

Ｐ

Ｎ

Ａ

Ｂ

Ｌ

はり（長方形断面） 
寸法 ： 厚さ ｔ ＝２０ｍｍ 

幅  ｂ＝９ｍｍ 
長さ Ｌ ＝５００ｍｍ 

材料：降伏強さσｙ＝２５０ＭＰａ 
（弾完全塑性材） 
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（解答） 

Ｍ＝σｂ（ｂｔ２／６）  Ｍ＝Ｐ０Ｌ  
∴ σｂ

＊＝６Ｍ/（ｂｔ２σｙ）＝６Ｐ０Ｌ/（ｂｔ２σｙ）  
   ＝（６×４００×５００）／（９×２０２×２５０） 
   ＝４／３  
崩壊条件式(12-5)から、  
  （σｍ

＊）２＝１－（２／３）σｂ
＊  

        ＝１－（２／３）×（４／３）＝１／９  
∴ σｍ

＊＝１／３ 
 
σｍ

＊＝σｍ/σｙ＝Ｎｃ/（ｂｔσｙ）から、  
  Ｎｃ＝σｍ

＊（ｂｔσｙ） 
    ＝（１／３）×（９×２０×２５０） 
    ＝１５０００Ｎ  
    ＝１５ ｋＮ 
  

練習問題２ 
図に示す片持ちはり構造について、自由端Ａに軸力Ｎと水平力Ｐが負荷される場合の

塑性崩壊を考える。 
 一定の水平力Ｐ０＝４００Ｎが負荷されている場合について、軸力の崩壊限界荷重Ｎｃ

を求めよ。 

はり（長方形断面） 
寸法 ： 厚さ ｔ ＝２０ｍｍ 

幅  ｂ＝９ｍｍ 
長さ Ｌ ＝５００ｍｍ 

材料：降伏強さσｙ＝２５０ＭＰａ 
（弾完全塑性材） 

Ｐ０＝４００Ｎ

Ｎ

Ａ

Ｂ

Ｌ
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12.3 SN 線図による疲労設計 
12.3.1 構造物の疲労とは？ 

構造物が変動荷重を受ける場合の代表的な破損様式に疲労破壊がある。疲労とは、1 回

の負荷では破壊しないような小さい荷重であっても、繰返し負荷することによって、構造

物中を疲労き裂が発生・進展し、ついには破断に到る現象である。 
材料に応力が作用すると、それが小さな値であっても、材料中に存在する転位は運動し、

それが束になったすべり帯が形成される。せん断応力の繰り返しによって累積したすべり

変形の集中域に生じる入込み（凹部）や突出し（凸部）が発達する（図 12-10(a)参照）。そ

して、応力集中によって、すべり帯に沿って疲労き裂が生じるとされているが、詳細なメ

カニズムはわかっていない。 
き裂が短い間は、応力拡大係数も小さく、き裂は材料組織の影響を受けながら材料内部

へと不連続に進展するが、き裂長さが長くなると、応力拡大係数が大きくなり、応力軸に

垂直に進展するようになる（図 12-10(b)参照）。 

 
図 12-10 疲労き裂の発生と進展 

すべり帯 

入込み 
突出し 

Δσ Δσ 

表面 

(a) き裂の発生 

Δσ 

Δσ 

表

面 

(b) き裂の進展の模式図 
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疲労は、破壊に到る繰返し回数の大小や作用する応力の大きさによって高サイクル疲労

と低サイクル疲労に分類される。 
高サイクル疲労は、低応力疲労といわれ、疲労限度近くの比較的低い応力の繰返しで、

破断繰返し回数が１０５～１０６以上の疲労が対象である。航空機や車両構造物などが代表

例である。 
低サイクル疲労とは高応力疲労、塑性疲労といわれ、降伏強さに近い、またはそれ以上

の高い応力の繰返しで、破断繰返し回数が１０４程度以下の疲労が対象である。プラント

の圧力容器などが代表例である。 
ただし、構造物には、運転条件や設計思想により、これら両方のサイクル疲労が関連す

るものも多い。 
また、疲労強度評価は大きく分けて、疲労き裂の発生過程と進展過程の評価法がある。

12.3 では最も基本的な SN 線図によるき裂の発生の評価法を述べる。12.4 ではき裂の進展

評価法を述べる。 
 

12.3.2 疲労強度評価の基礎（応力変動） 
繰り返し負荷による応力変動について、応力状態を表すパラメータを図 12-11（ａ）に示

す。疲労の評価に使うのは、最大応力と最小応力の差（応力範囲）の 1/2 である応力振幅で

ある。また、最大応力と最小応力の平均である平均応力も、疲労寿命に大きな影響がある。

疲労き裂は基本的に引張り応力で進展するため、平均応力が高い（引張り側）ほうが疲労

寿命は短い。 
また、典型的な応力変動パターンとして両振と片振がある。両振とは、図 12-11（ｂ）に

示しように平均応力がゼロの応力変動のパターンであり、片振りとは、最小応力がゼロの

パターンであり、σa=σm が成り立つ。 
き裂が引張り応力によって進展することから、多軸応力下での評価には最大主応力が用

いられることが多い。 
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図 12-11 応力変動の名称 

 
  12.3.3 SN 線図 
疲労強度は繰返し応力の大きさ（応力振幅σａ）と破断を生ずるまでの繰返し回数（Ｎｆ）

の関係で与えられ、このσａ～Ｎｆの関係を疲労線図またはＳＮ線図という。一般に、応力の

減少とともに破断繰返し回数が増加する右下がりの曲線となる。SN 線図は、繰り返し荷重

が負荷できる疲労試験機によってデータを取得する。 
（ａ）高サイクル疲労線図 

鉄鋼材料の SN 線図の例を図 12-12 に示す。SN 線図（平均応力ゼロの両振り試験）は、右

下がり傾斜部分と水平部分に分けることができる。この線図の水平部分は，無限の繰り返し

数に対しても疲労破壊を起こさない応力の上限で，疲労限度とよぶ．ここでは、σw が疲労

限度である．疲労設計を行う場合には，疲労限度を安全率で除した値を許容応力として用い

る．また，特定の破壊繰り返し数に対応する疲労振幅のことを，時間強度という．たとえば，

図 12-12 のσ6 は，106 回時間強度 である。 
非鉄金属の場合には，ＳＮ線図に水平部分が現れないことがある．たとえば，図 12-13 は，

アルミニウム合金 A2024 材の SN 線図の例である．この場合，特定の繰り返し数（たとえば

106 や 107）に対する時間強度をもって疲労限度と定義する． 
 

σｍ＝（σｍａｘ＋σｍｉｎ）／２

平均応力

応力振幅

σｒ＝σｍａｘ－σｍｉｎ

最大応力

最小応力

応力範囲

σｍａｘ

σｍｉｎ

σａ＝σｒ／２

（ａ） 応力変動の名称

σｍ＝０
σａ＝σｍａｘ

０

σｍａｘ

両振

（ｂ） 両振と片振

σａ＝σｍａｘ／２

０

σｍａｘ

片振

σｍ＝σｍａｘ／２



 177 

 

図 12-12 高サイクル疲労線図 

 
図 12-13 非鉄金属のＳＮ線図（アルミニウム合金） 
 
（ｂ）低サイクル疲労線図＊ 

低サイクル疲労では、応力が降伏応力を超えるため、疲労試験における応力―ひずみ関係

は図 12-14 のように、1 サイクルの間にヒステリシスループを描く。また、一般に応力振幅

では評価せず、ひずみ振幅（ひずみ変動範囲εT）によって評価を行う。 
低サイクル疲労線図は、疲労実験データを一定ひずみ変動範囲εＴに対する破断繰返し回

数Ｎとして図 12-15(a)のように表示する。しかしながら、実用上、応力場の解析は弾性解析

がほとんどであり、塑性ひずみを含んだひずみ変動範囲εＴを設計において求めることは行

われない。 
設計計算においては、εＴに対応する応力として、ヤング率Ｅをかけた応力変動範囲Δσ

＝ＥεＴを考える。ただし、この応力は実際に存在する応力値ではなく、弾性における応力

～ひずみの関係σ＝Ｅεを用いて求めた見掛けの仮想的な弾性応力であり、仮想弾性応力と

呼ばれる（図 12-16 参照）。仮想弾性応力を用いた仮想弾性応力振幅σａは、σａ＝Δσ/２＝

ＥεＴ/２ となる。 
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図 12-14 低サイクル疲労試験における応力―ひずみ曲線 
 

仮想弾性応力を用いた疲労評価では、εＴを仮想弾性応力振幅σａに換算して、εＴ-Ｎ線図を

図 12-15(b)に示すようなσａ-Ｎ線図で表示し、これに安全率を見込んで設計疲労線図を作成す

る。本評価法は、線形弾性解析で得られた弾性応力振幅を疲労線図の仮想弾性応力振幅と直接

に比較する。 
 

 
図 12-15 低サイクル疲労の SN 線図 
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図 12-16 ひずみ一定の繰り返し挙動 
 
※仮想弾性応力による評価の妥当性と実用性について＊ 

実構造物で低サイクル疲労の対象となる応力集中部（局所不連続部）では、応力は降伏応力

を超えるが、それを取りまいている周囲の広い部材はシェ－クダウン領域（12.3.4(b)参照）も

含めて弾性範囲の応力レベルに設計される。 
したがって、構造物が荷重のサイクルを受け、ある弾性変形を繰り返すとき、たとえ局部に

降伏応力を超える応力が発生し、塑性変形が生じたとしても、局部は一定のひずみサイクルを 
繰返す状態になっているとみなせる（図 12-17 参照）。つまり、変形はまわりによって拘束され

る。 
したがって、低サイクル疲労設計は、ひずみ制御低サイクル疲労試験によって求められる“ひ

ずみ振幅εT～破損寿命 N の関係を表す疲労線図”に基づいて行うのが適当である。実用設計

の便宜から、疲労試験で得たひずみ振幅にヤング率を掛けて、これを見掛けの応力として示し、

弾性挙動を仮定して計算された弾性計算応力値と直接比較し得るようにした方が一層便利であ

るというのが実用上の設計手法である。 
 

 
図 12-17 繰り返し応力を受ける応力集中部の力学状態 
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  12.3.4 疲労強度への平均応力の影響 
疲労強度に与える影響因子として、切り欠き効果、平均応力、寸法効果、残留応力、表面

仕上げなどが挙げられるが、ここでは平均応力の影響について述べる。 
（ａ）疲労限度に与える影響と評価法 （高サイクル疲労） 

疲労き裂は基本的に引張り応力で進展するため、平均応力が高い（引張り側）ほうが疲

労寿命は短い。平均応力ゼロにおける疲労限度の応力振幅σw と平均応力σm とから疲労限

度を推定する経験式が提案されている．縦軸に疲労限度σw，横軸に平均応力σm を表示し

て，平均応力下の疲労限度を表示した図を疲労限度線図という。このなかでも代表的なも

のが図 12-18 に示す修正グッドマン(Goodman)線図である。縦軸上に対象となる材料のσw，

横軸上に引張強さσu をプロットしたうえで，直線で結んだ関係として表現する。これによ

り、式(12-6)から両振疲労限度σw に対して、平均応力σm 存在下での修正疲労限度σｗ’を

求めることができる。 

( )umWW σσσσ /1' −=  12-6 (12-6) 

 
図 12-18 修正グッドマン線図 

 
（ｂ）時間強度に与える影響と評価法 （高・低サイクル疲労）＊ 
（Ⅰ）平均応力の修正 

高サイクル疲労の場合、応力の最大値σｍａｘ(=σａ＋σｍ)は降伏応力σｙを超えないた

め、平均応力を修正する必要はない。 
一方、低サイクル疲労の場合、仮想弾性応力の最大値σｍａｘ(=σａ＋σｍ)が降伏応力σ

ｙを超えるため、平均応力σｍを修正する必要がある。図 12-19(a)にσa＜σy の場合の応力

―ひずみ曲線を示す（弾完全塑性体を仮定）。原点 O より、負荷を開始すると、降伏応力

に達して塑性変形を開始し、B1 点に至る。ここで、B1 点は、ひずみ範囲がεT に等しく

なる点である。その後の除荷過程では、弾性的に C1 点に達し除荷が終了する。その後の

負荷過程では、また B1 点に戻るため、B1－C1 間を弾性的に往復することになる。このよ

うな状態をシェークダウンと呼ぶ（図 12-17 参照）。この際の、平均応力は式(12-7)で計算

することが出来る。 

平均応力σｍ

疲労限度
σｗ

修正疲労
限度σｗ‘

引張強さσu

●

●
０

平均応力

応力振幅

( )umWW σσσσ /1' −=
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aym σσσ −='
 12-7 (12-7) 

次に、図 12-19(b)にσa＞σy の場合の応力―ひずみ曲線を示す。図 12-19(a)と同様に降

伏後、B2 点に至る。その後の除荷過程では、弾性的に C2 点に達した後、再び降伏応力に

達するため、C3 点に到達する。その後の負荷過程で B3 点に達した後、塑性変形により

B2 点に到達する。つまり、B2C2C3B3B2 とヒステリシスループを描く。ここでの

平均応力はσm がいかなる値であってもσm
’=0 となることは明らかである。  

 

図 12-19 低サイクル疲労の平均応力補正方法 
 

（Ⅱ）等価応力振幅の算定 
次に、修正グッドマン線図と同様の考え方で、平均応力による時間強度の低下を考慮し

た等価応力振幅の算定方法について述べる。 
グッドマン線図と類似の考え方で、図 12-20 (a)に示すように、ある平均応力σｍ’と応力

振幅σａが作用する場合と等価な両振応力振幅σｅｑを、（σｍ’、σａ）と（σu、０）を直線

で結んだ外挿点（０、σeq）として求める。この線図を拡張した修正グッドマン線図と呼ぶ。

σｅｑはσa よりも大きくなるが、これは平均応力による時間強度の低下の効果である。 
すなわち、等価応力振幅とは、ある平均応力σｍ’と応力振幅σａが作用する場合と等価

な疲労損傷を与える両振応力振幅σｅｑの大きさであり、式(12-8)により算定できる。 

um

a
eq σσ

σ
σ

/1 '−
=  12-8 (12-8) 

このσｅｑを用いて、図 12-20 (b)に示すように両振のＳＮ線図から破断繰返し回数Ｎｆを
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求める。 

 
図 12-20 等価応力振幅計算による疲労寿命評価 

 
  12.3.5 累積疲労損傷～マイナー則 
応力振幅が一定値ではなく，変動する場合には，疲労損傷が線形に累積していくものと

仮定して，単純な加算により評価することが行われる．たとえば，図 12-21 に示すような，

2段階の応力振幅の組みを 1ブロックとして繰り返し負荷する場合の破壊ブロック数の評価

は，以下の手順で行う。 
疲労破壊する時点での損傷を 1 と定義する．SN 曲線より，応力振幅σ1 の負荷によって

N1 回で破壊することがわかるので，線形に損傷が蓄積するものと仮定すると，1 回当たり

の損傷量は１/Ｎ１で与えられる．同様にして，σ2 の波形 1 回当たりの疲労損傷蓄積量は 1/ 
N2 で与えられる．したがって，1 ブロック当たりでは， 

21

11
NN

d +=     12-9 (12-9) 

だけ蓄積するので，破壊時のブロック数は， 

dNb /1=     12-10 (12-10) 

として求められる．また，ある有限時間の波形のなかに，σi (i=1, 2, …, k)の k 段階の応

(a) 拡張した修正グッドマン線図による等価応力振

幅σeq の決定 

(b) SN 線図の適用 
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力振幅が存在し，各振幅波形が ni (i=1, 2, …, k)波ずつ存在するとき，蓄積される損傷量の総

和は， 

∑
=

=
k

i i

i

N
nD

1
  12-11 (12-11) 

で与えられることになる．ただし，Ni はσ i に対応する寿命である． 
このように，疲労損傷が線形に蓄積されるものとして損傷量が評価されるとする考え方

を，マイナーの線形疲労損傷則という． 

図 12-21 マイナーの線形疲労損傷則図 
 

疲労破損の条件として、実用上は、D＝１が用いられるが、評価サイクルの作用順序は考

慮されておらず、一般に、低い応力振幅から漸増する場合は D＞１（コーキシング効果）、

逆に初期に大きな応力振幅が作用する場合には D＜１（ダメージ効果）で疲労破損する傾

向にある。 
簡単な例として、たとえば、図 12-22 に示すような圧力容器の使用条件から 
（ａ）運転サイクル（１）：起動～停止サイクル（内圧＝０～Ｐ，運転寿命中の総繰返し

回数ｎ１）  
（ｂ）運転サイクル（２）：内圧変動サイクル（定常運転時（内圧Ｐ）に内圧変動ΔＰ，

運転寿命中の総繰返し回数ｎ２）  
という２つの運転サイクル（荷重変動）のパターンが重畳する場合、この運転条件から

図 12-23 (a)及び図 12-23 (b)に示す２つの評価サイクル（１）および（２）の組合せとして

評価する。 

 
図 12-22 圧力容器の運転サイクル 
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図 12-23 圧力容器の疲労の評価サイクル 

 

解答） 
（１） 図より疲労限度 240ＭＰａ、105 回時間強度 325ＭＰａ程度と読み取れる。また、

許容応力は 240/3＝80MPa 程度 
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例題） 
図は JIS S45C の SN 曲線である。白抜きの点は、非破壊点を示す。このとき、下記

の問に答えよ。 
（１） 疲労限度と 105 回時間強度を図より読み取れ。また、安全率 3 で疲労設計

する場合に、設計に用いる許容応力を求めよ。なお、図からの評価は概算でよい。 
（２） 下記の応力変動を 1 ブロックとする波形が繰り返し負荷されるときに何ブ

ロックで疲労破壊するかを評価せよ。ただし、マイナーの線形累積損傷則が成立す

るものとする。 
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（２） 下図より S1=320MPa,S2=270Ma に対応する寿命は各々N1=1.4×105、N2=9×105 従

って破壊ブロック数は 

     5

55

1021.1

109
1

104.1
1

1
×≈

×
+

×

ブロックとなる。 

  12.3.6 疲労限設計 
機器の使用期間が長く、半永久的に耐えられるようにする場合、疲労限度に基づいて設計す

る。この場合の評価（判定）基準は、応力振幅＜疲労限度となることであり、疲労限設計にお

ける疲労評価手順の概略（例）を図 12-24 に示す。安全率については、12.7 で説明する。 

 
図 12-24 疲労限設計の概略手順（例） 
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強度評価
σa<σw
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  12.3.7 疲労寿命設計＊ 

機器の使用期間あるいは寿命があらかじめ定められている場合、その寿命に対する時間強度

で設計する。この場合の評価（判定）基準は線形累積損傷則（マイナー則）による。疲労寿命

設計における疲労評価の手順の概略（例）を図 12-25 に示す。 

 
図 12-25 疲労寿命設計の概略手順（例） 

 
 
 
  

最大主応力の変動パターンの決定
（σa, σm, n）i (i: 評価サイクルNo.)

修正変動パターンの決定
（σa, σm’, n） i

相当応力振幅（σeq） iの決定

変動パターンiに対する
損傷率（n i /N i ）の計算

強度評価：線形累積損傷則
D=Σ（n i /N i ）<1

設計SN線図の決定

平均応力の修正
（ σm σm）

影響因子の影響を
含む安全率の考慮

平滑試験片のSN線
図の決定（両振り）
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（解答） 
荷重に対する安全率を考慮して、Ｔ＝ηＴａ＝πＴａ 
ネジ底の断面積 Ａ＝２０２π／４＝１００π 
ネジ底断面の公称応力 σ０＝Ｔ／Ａ＝Ｔａ／１００ 
最大応力 σｍａｘ＝ασ０＝４×（Ｔa／１００）＝Ｔａ／２５ 
応力変動は片振だから、応力振幅σａ＝平均応力σｍ＝σｍａｘ／２＝Ｔａ／５０ 
 
平均応力による疲労限度の低下を求める 

片振りの疲労限度 σｗ’＝σｗ０（１－σａ／σｕ） 
ここで、σｗ’=σａの片振りの条件を使うと 
σｗ’=σｗ０σｕ／（σｗ０+σｕ）=６００×２００／８００＝１５０MPa 

    
判定条件 ； σａ＜σｗ’ より、  

  Ｔａ／５０＜１５０ 
  Ｔａ＜５０×１５０＝７５００ 

許容引張荷重      
  Ｔａ＝７５００Ｎ＝７．５ ｋＮ 

練習問題１ 
図１に示すフックネジ部について、下記の評価条件に対して、疲労限設計により許容引

張荷重Ｔａを求めよ。 
評価条件 ： 
荷重変動は荷役荷重とし、荷重／応力の変動パターンは図２による。 
フックの材料（鉄鋼） 
 引張強さ σｕ＝６００ＭＰａ 
 両振疲労限度 σｗ０＝２００ＭＰａ 
ボルトネジ部の応力集中係数 α＝４ 
 α＝ネジ底の最大応力σｍａｘ／ネジ底（谷径ｄ＝２０ｍｍ）断面の公称応力σ０ 
 σ０＝Ｔ／Ａ＝Ｔ／（πｄ２／４） Ａ：谷径の断面積 
荷重の不確定性に対する安全率 η＝πとする。 
 すなわち、 Ｔ＝ηＴａ  
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図２ 運転条件

圧力（ＭＰａ）

②

③

時間

④

⑤

⑥

Ｐ

ΔＰ

運転サイクル（２）

３０００回

運転サイクル（１）

１５０００回

５０

０

図３ 評価（応力）サイクル

時間

②

③

①

応力（ＭＰａ）

⑤

⑥

（ｎ１＝３０００回）

（ａ）評価サイクルⅠ

Δσ１

５００

＋

応力（ＭＰａ）

Δσ

（ｎ２＝１５０００－３０００
＝１２０００回）

Δσ２＝５００×ΔＰ／Ｐ

練習問題２ 
図１に示す圧力容器の「ノズル取付部内面コーナー」について、下記の評価条件に対し

て図４のＳＮ線図により疲労強度を評価せよ（累積損傷率Ｄを求めて評価）。 

（ａ）外観図

図 1  ノズル付き球形鏡（ふた部）

円筒部

球かく部

”内圧 Ｐ”

●

疲労評価部位

（ｂ）ノズル取付部内面コーナ
（軸対称断面、ＦＥＭモデル）

対称軸 対称軸

評価条件：荷重変動は内圧とし、運転条件は図２による。  
材料 ： 低合金鋼 （降伏強さσｙ＝３２０ＭＰａ 、引張強さσｕ＝５００ＭＰａ） 
 コーナーの最大応力σｍａｘ（＝σθ）＝５００ＭＰａ （Ｐ＝５０ＭＰａに対す

る応力値） 
評価法：図２の運転条件に示すように、運転サイクル（１）および（２）の２つのパタ

ーンが重畳する場合、この運転条件から図３の（ａ）および（ｂ）に示す２つの評価（応

力）サイクルⅠおよびⅡの組合せとして評価する。 



 189 

 

 
 
（解答）       
（評価サイクルⅠ）       

最大応力σｍａｘ＝Δσ１＝５００＋Δσ２／２＝５００＋０．１６×５００／２＝５００＋４

０＝５４０ＭＰａ 
σｍａｘ＝σｍ＋σａ＝５４０ＭＰａ＞σｙ（＝３２０ＭＰａ） 
応力変動は片振だから、σａ＝σｍ＝５４０／２＝２７０ＭＰａ  
したがって、平均応力σｍの修正（シフト）を式(12-7)により考慮する必要がある。 
すなわち、修正平均応力σｍ‘ は、      

σｍ‘＝σｙ－σａ＝３２０－２７０＝５０ＭＰａ      
つぎに、拡張修正 Goodman 線図を適用して、式(12-8)により等価応力振幅σｅｑを求める。  

＝３００ＭＰａ

１０

９

２７０
＝

５００

５０
１－

２７０
＝

σ

’σ
１－

σ
＝σ

ｕ

ｍ

ａ
ｅｑ      

図３のＳ-Ｎ線図を用いて、σｅｑに対する破断繰返し回数Ｎ１を求めると、     
Ｎ１≒５×１０３回、ｎ１＝３×１０３回 損傷率 ｎ１／Ｎ１＝３／５＝０．６ 
       
（評価サイクルⅡ）       

最大応力はサイクルⅠと同じで、σｍａｘ＝５４０ＭＰａ＞σｙ（＝３２０ＭＰａ） 
応力変動は、σｍ＝５００ＭＰａ、σａ＝４０ＭＰａ 
したがって、平均応力σｍの修正（シフト）を式(12-7)により考慮する必要がある。 
すなわち、修正平均応力σｍ‘ は、 

σｍ‘＝σｙ－σａ＝３２０－４０＝２８０ＭＰａ 
つぎに、拡張修正 Goodman 線図を適用して、式(12-8)により等価応力振幅σｅｑを求める。 

図４　評価用ＳＮ曲線（両振）
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　　　１００ＭＰａ　　　　≒
１１

１０００
　　＝

５００－２８０

５０４０
　＝

５００

２８０
１－

４０
＝

σ

’σ
１－

σ
＝σ

ｕ

ｍ

ａ
ｅｑ

×

図３のＳ-Ｎ線図を用いて、σｅｑに対する破断繰返し回数Ｎ２を求めると、 
Ｎ２≒６×１０５回、ｎ２＝１２×１０３回、ｎ２／Ｎ２＝１２／６×１０２＝０．０２ 

       
（線形累積損傷則）       
 Ｄ＝Σn/N ＝０．６＋０．０２＝０．６２＜１．０     
 
 

12.4 疲労き裂進展評価  
金属などの延性材料に繰り返し荷重が作用すると、疲労き裂が発生し進展する。発生したき

裂が，構造物が破断するまで進展するかどうかを評価する際に応力拡大係数が使われる。航空

機などでは検査で、き裂が検出されたときには，補修もしくは交換するのが原則であるが，き

裂の大きさはさまざまであり，極端に小さなき裂まで補修することは運用上、現実的ではない。

検出されたき裂に対して，評価を行いき裂のサイズに応じた対策が行われる。つまり，極端に

小さなき裂の場合には、すぐに補修せずに，それが，あと何回のフライトで許容長さまで到達

するかを見積もり，メンテナンスの計画に反映させる。 
 き裂の先端の応力場は無限大に発散するため，特定の１点の最大応力による評価は適当では

なく，応力拡大係数 K を使った評価が行われる。疲労き裂進展量Δa は，応力拡大係数範囲Δ

K = Kmax－Kmin を使って，以下のように評価できる。 

( )mKC
N
a

∆=
d
d

                        12-12 (12-12) 

ここで，C と m は材料定数であり，疲労き裂進展試験により得られる．式(12-12)は，パリス則

とよばれる． 
 SN 線図の考え方と同様、疲労き裂進展も、平均応力が存在すると加速するが、この効果は

応力比 R = Kmin /Kmax により表現される。これ以下の応力拡大係数範囲だとき裂進展が起こらな

い下限界応力拡大係数範囲ΔKth も存在する。 
 

12.5 高温強度について 
材料に負荷する応力が一定であっても、高温においては変形が時間とともに進行してしまう。

この現象をクリープという。タービン翼などの変形が増大すると、本来期待されていた機械性

能が発揮できなくなってしまうばかりではなく、タービン翼が周辺機器と接触すると事故につ

ながってしまう。また、ボイラ配管などでクリープ損傷が蓄積すると、肉厚が破れて事故につ

ながることもある。クリープの変形特性は、図 12-26 に示すような、レバー式クリープ試験機

により得ることができる。 
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図 12-26 レバー式クリープ試験機 
 
この試験機では、レバーを通じて錘をぶら下げていて一定荷重が試験片に負荷される。中央

にある電気炉内に試験片がとりつけられており、一定温度、一定荷重下で試験片の伸びの変化

を測定する。クリープ試験前と後の試験片（ステンレス鋼）を図 12-27 に示す。このように、

金属材料であっても 10%以上の大きな伸びを示す。 

 
図 12-27 クリープ試験片（手前が試験後、奥が試験前） 
 
この試験機により、試験片の伸びの時間変化を計測すると図 12-28 のようなデータが得られ

る。クリープの変形速度は、AB 間で減少し、BC 間でほぼ一定、CD 間で増大する。D 点に到

達すると試験片は破断してしまう。これらの区間を各々、一次クリープ（遷移クリープ）、二次

クリープ（定常クリープ）、三次クリープ（加速クリープ）と呼んでいる。通常は、クリープ寿

命の大半を二次クリープの領域が占めるので、設計段階では温度と応力に対する固有のクリー

プ速度を用いて、寿命予測を行った上で、安全裕度をとった上で設計が行われる。 
高温において、逆に変形の方を一定に保つと、応力が時間とともに減少する。この状態をリ

ラクゼーションと呼ぶ。クリープ変形は図 12-28 に示す通り、高応力、高温になるほど急速に

変形が進むので、早期に破断することになる。従って、材料の高温設計を行う場合、過度に変

形しないことと、破壊しないように配慮することが求められる。このような観点から高温設計

カウンター  

ウェイト  

重錘  

試験片  
電気炉  
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に対する許容応力が決定される。例えば、米国機械学会規格 ASME CODE Sec.Ⅰの場合、次の

４項目の中の最小値を許容応力とすることが規定されている。 
1) 設計使用温度での降伏応力の 2/3 
2) 設計使用温度での引張強さの 1/4 
3) 設計使用温度で 105h に 1％のひずみを生ずる応力 
4) 設計使用温度での 105h で破断する応力の 2/3 
図 12-29 には、2.25Cr-1Mo 鋼の許容応力の温度による変化を示す。この図のように、中温以

下の領域では、上記の 1)2)の要因で許容応力が決まるが、770K(500℃)以上の高温では、3)4)の
要因で許容応力が決められ、クリープへの配慮が求められる。 

 
図 12-28 クリープ曲線の応力及び温度による変化 
 

 

伸
び

 

時間 
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B

C

D
×高応力 
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図 12-29 2.25Cr-1Mo 鋼の許容応力の温度による変化 
 
 

12.6 腐食・減肉 
材料は、時間の経過とともに劣化が進行するが、腐食や減肉はその中でも代表的なものであ

る。プラントの健全性を確保するためには、設計時にこれらの損傷モードを考慮しておくこと

が重要であるが、運用が開始された後にも、これらの損傷を的確に把握し管理することが極め

て重要である。これは、腐食・減肉現象が未だに未解明な部分が多く、完全に防ぐことができ

ないためである。そのため、腐食・減肉の発生を予防するための最大限の努力が必要であるが、

それでも防ぎきれない部分については予め損傷の進行を予想した上で、安全上の管理をするこ

とが重要である。 
  12.6.1 腐食発生のメカニズム 

腐食発生のメカニズムとして、さまざまなものが存在することが明らかとなっているが、こ

こではその中でも代表的なものとして電解腐食について取り上げる。図 12-30 はボルタの電池

の原理を示すが、実はこの中に電解腐食のメカニズムが隠されている。希塩酸の中に、Zn と

Cu が存在し、両者を電球を介してケーブルで接続すると、Zn と Cu の間で電位差を生ずること

になる。その結果、電球が点灯する。金属には活性化という特性があり、金属ごとに異なる。

Zn の活性は Cu に比べて大きいので、Zn++イオンが希塩酸中に溶出する。その際、電子を Zn
基板上に残していくが、ここで貯まった電子は、反対側の Cu の方に流れていく。その際に電

球が点灯することになるが、Cu 板上では、希塩酸中の H+と結合して水素ガスが発生する。こ

の場合、電子が流れ出す側をアノードと呼び、流れ込む側をカソードと呼ぶが、ボルタの電池

の場合には Zn がアノード、Cu がカソードであることは明らかである。この電解現象の結果、

Zn の側は腐食が進行してしまうが、Cu の側は水素が発生するのみで、金属には全く影響がな

い。従って、Zn を構造部材として利用している場合には、腐食が進行するので望ましくない状

況が発生する。しかし、見方を変えて、Cu の側が構造部材である場合はどうであろうか。この

場合、守られるべき Cu の側には影響が出ず、Zn の側のみの腐食が進行する。つまり、Zn を犠
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牲とした上で、Cu の腐食を防止するという考え方が成立する。腐食を防止する技術を防食と呼

ぶが、このように守るべき金属の電位を不活性域にしてカソードにする技術をカソード防食と

いう。カソード防食は、地中の埋設管の防食などで広く利用されている。 
機械設計においては、とかく機能上のことや過大荷重に対する強度のことのみに目が向けら

れがちであり、知らず知らずのうちに活性の異なる金属を接触させるようなことが起きがちで

ある。異なる種類の金属材料が電気的に接触し腐食環境中に置かれると、上記のボルタ電池の

ような機構で腐食が加速してしまうので注意が必要である。 

 

図 12-30 ボルタの電池の原理 
 

  12.6.2 応力腐食割れのメカニズム 
ステンレス鋼は、材料の表面に強固な酸化被膜が形成されることにより、強い耐食性を示す。

このため、日常生活においても、台所などの水環境の場所において利用されている。化学プラ

ントや、発電プラントにおいて、高度の耐食性を求められる場所にはステンレス鋼が用いられ

ている。ステンレス鋼は酸化被膜に守られている条件では、良好な耐食性能を示すが、図 12-31
のようにひとたび何らかの原因で酸化被膜が破られると恐ろしい事態が形成される。つまり、

酸化被膜が破られた部分では金属材料が直に液体と接することとるのに対して、それ以外の部

分は酸化被膜によって液体と接することはない。金属のイオン化傾向の程度に応じて金属イオ

ンが溶出すると、これはまさに図 12-30 のアノード部に相当している。ここで発生した電子は、

周辺の酸化被膜部分に流れることになり、これはカソード部に対比することができる。つまり、

局部的にボルタ電池が形成されたのと同じ状況が発生する。この結果、溶液と接触している部

分は、急速に削られていき、腐食ピットが形成される。酸化被膜が破られる原因としては、繰

り返し応力にともなって局部的なすべりが発生し、表面上で酸化被膜が破られることが考えら

れている。これ以外にも、溶接部近傍では、表面に引張残留応力が残るので、これに起因して

酸化被膜が破られるメカニズムが考えられている。このように、応力が負荷されている条件で

腐食環境にさらされると、たとえ耐食性材料でも腐食が発生してしまう可能性があるので注意

が必要である。このような現象は応力腐食割れ(Stress Corrosion Cracking: SCC)とよばれる。か

つて、原子力発電プラントの耐圧部で、耐食性の強いステンレス鋼であるにもかかわらず応力

腐食割れがたびたび観察されたことがあった。因果関係を調べた結果、その多くが化粧溶接を

した部分であることが判明した。化粧溶接というのは、表面上の傷などを削った後に、見かけ

を改善するための溶接技術であるが、このような行為は見た目は改善しても、溶接残留応力と

いう爆弾を残してしまう。従って、何が健全性維持のために重要であるかという視点を常に養

っておくことが重要である。 

H 
+ 

H 
+ H 

+ 

H 
+ 

Zn Cu 

塩酸 

カソード 
2H+ + 2e-  H2 

還元反応 

アノード 
MM++ + 2e- 

酸化反応 
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図 12-31 応力腐食割れのメカニズム 
 

  12.6.3 腐食しろの決め方 
 腐食環境下で使用される構造物は、設計時に腐食に対する配慮が必要である。特に、石油精

製、石油化学、化学、エネルギ関連（ボイラーを含む）では、腐食の問題からのがれることは

できない。構成材料が、腐食環境から損傷を受けるとき、大きく分けて 2 種類に分類する。一

つは広い範囲に渡って全面に腐食が進行するタイプの損傷で全面腐食と呼ばれる。他の一つは、

局部的に不均一に損傷が進行するタイプの腐食で、局部腐食と呼ばれる。図 12-32 には，T 字

管接合部の局部腐食の例を示す．このように配管の周りの断熱材の下は，雨水が貯まりやすく，

選択的に腐食が進行してしまう．孔食、すき間腐食、応力腐食割れなどが、局部腐食に分類さ

れる。全面腐食については、腐食環境下にある限り避けることができないので、設計時点で許

容範囲を設定した上で安全性を確保する。一方、局部腐食については、多くの規格で基準が設

けられていない場合が多く、設計上は避けなければならないタイプの損傷と考えられている。

そこで、ここでは全面腐食について、主に圧力容器の設計の考え方についてふれる。 

 
図 12-32 局部腐食の例 
 
  腐食は、損傷進行のメカニズムは複雑で、解明されていない部分も多く、また装置や機器

Mz+ O2 H+ 

ze- 

アノード部 カソード部 

酸化被膜 

局所すべり 
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ごとに条件が異なっている。従って、各種規格・基準で取り扱われているものの、取り扱い方

が必ずしも統一しているわけではない。多くの場合、腐食しろを考慮することにより設計する

ことを原則とする。腐食しろは次式で定義される。 
   腐食しろ（mm）＝年間侵食度（mm／年）×耐用年数（年） 
設計時に、設計板厚に腐食しろを加算することにより、安全裕度を確保する。年間侵食度は求

まっていない場合も多く、経験値による場合も少なくない。従って、腐食しろの設定は上式よ

り、さらに余肉を加えた値をとることも多い。 
 腐食しろについては、多くの規格で規定されており、例えば国内規格の代表的なものとして

「圧力容器の規格」（JIS B8243）の例を表 12-1 に示す。JIS B8243 の特徴は、一般的な腐食し

ろの基準が示されていることである。表 12-1 に、基準を示す。４グレードからなり、経験的事

実によってグレードの適用がはかられるようになっている。 
 
 

表 12-1 腐食しろの基準 
グレー

ド 
項目 

１ ２ ３ ４ 

腐食の度合 侵食されない 侵食はわずかであ

る 
侵食される かなり侵食され

る 
腐食の速さ 

mm／年  
＜0.05 0.05～0.13 0.13～0.25 ＞0.25 

腐食しろ 0 1mm 以上  2mm 以上  3mm 以上  
 
 
 
 

12.7 安全率について 
強度設計は、荷重と強度という 2 つの相対する概念を考え、基本的には荷重が強度を上回ら

ないように設計する。ただし、強度や荷重のばらつき、あるいは不確定性、要求される安全性

などを考慮にいれて、安全率を設定する。安全率は、強度と荷重のいずれにも設定されるが、

いずれか一方にのみ設定されることもある。例えば、使用する材料の基準強度が与えられてい

るときに、設計にはこれを安全率で除した許容応力を用いる。安全率は、表 12-2 に示すような、

様々な不確定要因をカバーできるように設定されている。これらの値は、長い経験と実績に裏

付けられて決定された数値を用いる。 
表 12-2 強度設計の際に考慮すべき不確定要因 

形状因子による応力集中度 
工作の技術レベルと精度 

検査方式 
外力の特性と想定安全装置の有無 

機器の重要度 
事故の影響度 

 
図 12-33 のように強度のばらつきデータの頻度表示したものは、ヒストグラムと呼ばれるが、

データサンプル数の増加とともに、度数も増加する。従って一般的表示形式としては望ましく
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なく、図 12-34 のように確率密度関数を用いて表現される。 
 ばらつき表現の一般化のために図 12-34 のような確率密度関数が用いられる。確率密度関数

では、変数の発生確率が面積で表現される。例えば、図中の斜線部の面積は、強度の存在する

確率を示している。この場合、強度のばらつきを考慮してもなおかつ安全となるように、許容

応力を決定する。このため、ばらつきを代表する値（平均値など）に対して、十分小さな値と

なるよう、安全率を用いて次のように決定する。 

安全率

代表値
許容応力=  

ここで、代表値と許容値が離れているほど、安全に対して余裕があることになり、この差異

のことを安全裕度と呼ぶ。 

 
図 12-33 強度のヒストグラム 

 
図 12-34 許容応力の考え方 
 
  

強度  

度数  

10 

20 

30 

40 

0 

強度  

確率密度  

0.1 

0.2 

0 

確率密度関数 

代表値  許容値  

安全裕度  
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参考資料 モールの応力円 
 二次元応力場に対応するモールの応力円の使い方を説明する。モールの応力円では、垂直応

力を右向き、せん断応力を下向き正としたグラフ上に、図 1 のように、● ( )xyx τσ , と○ ( )xyy τσ −,

を直径の両端とする円を描く。 xyx τσ , の面をθだけ回転した面の応力 θθ τσ , は、図 1 のように、

● ( )xyx τσ , より、2θ回転した□ ( )θθ τσ , の値より求めることが出来る。 xyy τσ −, を求める際は、

せん断応力の符号が逆になるので注意すること。 

 
図 1 モールの応力円 

座標変換を行った際の垂直応力の最大値と最小値はσ軸(x 軸)との交点により求まる。すなわ

ち、図 2 のように第一、第二主応力(σ1、σ2)が求まる。同様に、最大せん断応力（τmax）は円

の半径 r=(σ1-σ2)/2 により求まる。 

 
図 2 モールの応力円（主応力の求め方） 

 
また、逆に、モールの応力円からθ軸との交点により、σ1 とσ2 が、τ軸の最大値からτmax が容

易に求まることがわかる。 

 

),( θθ τσ








 +
0,

2
21 σσ

2
21 σσ −

=r

1σ2σ
σ

τ

必ずτθの符号逆！ 

),( θθ τσ

θ2
σ

τ

),( xyx τσ

),( xyy τσ −yσ

xσ

xyτ

θσθτ

x’ 
y
 

θ 

θ 
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（例１）x 方向の単純引張りの応力場は、45°傾けた座標系ではどう表現されるか？ 

 

座標系を反時計回りに 45°傾けると、応力は 







−

−
→








5.05.0
5.05.0

00
01

の変換となる。135°

傾けると 







→








5.05.0
5.05.0

00
01

の変換となる。 

（例2）単純せん断（τxy=1）のとき、σ1とその方向を求めよ。 

 









−

→







10

01
01
10

 σ1=1（x 面から 45°）、σ2=-1 (x 面から 135°) 

(例 3)  σx=σy=1のときのモールの応力円を作成せよ。 

°= 902θ

σ

τ

)1,0(),( =xyx τσ

)1,0(),( −=− xyy τσ

1=xyτ

x’ y
 

θ=45° 

θ 

1=xyτ

°= 902θ
σ

τ

)5.0,5.0(),( −=xyx τσ

)5.0,5.0(),( =− xyy τσ

1=xσ

x’ y’ 

θ=45° 

45° 
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均等二軸応力ではモールの応力円は点となる。→座標変換しても不変 
 
（例 4） 

][210,21020,21020 MPaxyyx =−=+= τσσ のとき、σ1 とその方向、τmax を求めよ。 

（例 5） 

][210,21020,21020 MPaxyyx −=−=+= τσσ のとき、σ1 とその方向、τmax を求めよ（例

4 との違いはτxy の符号が逆になっただけ）。 

)210,21020( +

)0,40(1 =σ
σ

τ

45

)210,21020( −−

)0,20()0,0(2 =σ

210=xyτ

401 =σ

x’ 
y’ 

θ=22.5° 

21020 −=yσ

21020 +=xσ

θ=22.5° 

答）σ1＝40 [MPa]、方向は

x 面 か ら 反 時 計 回 り

22.5°、τmax=20 [MPa] 
 

σ

τ

)0,1(),( =xyx τσ

)0,1(),( =− xyy τσ
1=xσ

1=yσ
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（例 6） 

][1,31,31 MPaxyyx =+−=−−= τσσ のとき、σ1 とその方向、τmax を求めよ。 

 
(注意) 
 

答）σ1＝1 [MPa]、方向は x
面から反時計回り 75°、 
τmax=2[MPa] 
 

)1,31( −−

)0,1(1 =σ
σ

τ

150

)0,1(−)0,3(2 −=σ

)1,31( −+−

1=xyτ

11 =σ θ=75° 

31+−=yσ

31−−=xσ

32 −=σ

x’ y’ 

θ

 

)210,21020(),( −=− xyy τσ

)0,40(1 =σ
σ

τ

45−

)210,21020(),( −+=xyx τσ

)0,20()0,0(2 =σ

答）σ1＝40 [MPa]、方

向は x 面から反時計回

り -22.5 ° , τ max=20 
[MPa] 

 

210=xyτ

02 =σ
θ=22.5° 

21020 −=yσ

21020 +=xσ

401 =σ

x’ 

y’ 

θ
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x 

y 

の方向0>xyτ

の方向0>θτθ



 203 

※微小三角形の釣り合いにより応力の座標変換を行う場合の注意 

応力の座標変換を行う際、θ傾いた方向（x’方向）の応力 ),(),( '' θθ τστσ =yxx を、図 3 のよ

うな微小三角形の釣り合いにより求めることが出来る。結果、式(1), (2)が得られる。 

( ) ( )

( )








+−−=

+−++=

)2(2cos2sin
2
1

)1(2sin2cos
2
1

2
1





θτθssτ

θτθsssss

θ

θ

xyyx

xyyxyx

 

 

 このとき、θをさらにθ+π/2 として、y’方向の応力 ),( ''' xyx τσ も求めることも出来るが、そ

の際、応力の符号の取り方に注意が必要である。応力の符号は図 4 上のように、ある座標系に

おいて、（法線方向）正の面に正の方向の面力がかかっている際の応力を正と、負の面に負の方

向の面力がかかっている際の応力を負とする。 

 しかし、式(1)(2)によって求められる 2/πθτ + は、この定義と逆の符号を取ってしまうことがわ

かる（図 4 下参照）。つまり、定義の違いにより、 2/'' πθττ +−=xy が成り立ってしまうことに注

意が必要である。 
 

dy ds 

dx 

xσ θσ

yσ

xyτ

θτ
θ 

yxτ

図 3 微小三角形の釣り合い 
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ここで、主応力は 

( )

( ) )4(
22

1

)3(
22

1

2
2

2

2
2

1

3

3

xy
yx

yx

xy
yx

yx

τ
σσ

σσσ

τ
σσ

σσσ

+






 −
−+=

+






 −
++=

 

主せん断応力（最大せん断応力）は 

)5(
2

2
2

minmax, xy
yx τ

σσ
τ +







 −
±=  

となる。 
 

x 

y 

yσ

xσ

xyτ

正 の 面 に は

正 の 向 き の

 

負 の 面 に は

負 の 向 き の

 

符号の取り方 

x’ 
y’ 

2/πθσ +

θσ

θτ
2/πθτ +

微小三角形の定義による符号の定義 

θ 

応力の定義 

'xσ

''yxτ

x’ 
y’ 

θ 

'yσ

''xyτ

図 4 応力の符号の定義と、微小三角形の応力の定義による符号のミスマッチ 
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また、式(1)と式(2)から、式(3)が成り立つことがわかる。 

 

( ) )3(
22

1 2
2

2
2

3xy
yx

yx τ
σσ

τσσσ θθ +






 −
=+







 +−  

式(3)が意味するのは、（σθ, τθ）は半径
2

2

2 xy
yx τ

σσ
+







 − で、中心 






 +
0,

2
yx σσ

の円上の点にあると

いうことである。これを言い換えれば、（σθ, τθ）は、図 1 のように、 ( )xyx τσ , と ( )xyy τσ −, を直

径の両端とする円上の点にあるということである。この円のことをモールの応力円と呼ぶ。 

つまり、σx, σy, τxy が既知なら● ( )xyx τσ , と○ ( )xyy τσ −, からモールの応力円が描け、任意方向

のσθ, τθを求めることが出来る。また、座標変換の回転角はモールの応力円上では、二倍（2θ）

となっている。 

 次に、主応力について考える。主応力は、式(4), (5)で計算できる。 

( )

( ) )5(
22

1

)4(
22

1

2
2

2

2
2

1





xy
yx

yx

xy
yx

yx

τ
σσ

σσσ

τ
σσ

σσσ

+






 −
−+=

+






 −
++=

 

 式(4)+(5), (4)-(5)から 

2
2

21

21

2
2 xy

yx

yx

τ
σσ

σσ

σσσσ

+






 −
=−

+=+

 

が得られる。よって、 

( ) )6(
22

1 2
212

2

21 





 −

=+






 +−

σσ
τσσσ θθ  

よって、（σθ, τθ）は図 2 のように、中心 ( )212
1 σσ + 、半径 ( )212

1 σσ − の円周上にのっているこ

とがわかる。 
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