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1. Einfiihrung und Aufbau

Faltungscodes wurden zum erstem Mal von Elias im Jahr 1955 eingefiihrt. Erst 1967, also 12
Jahre spiter, verdffentlichte Viterbi einen nach ihm benannten Decodieralgorithmus, der fiir
Faltungscodes als optimal galt und bis heute Bestand hat.

Allgemein kann man systematische und nicht-systematische Faltungscodes unterscheiden, die
man wiederum jeweils in rekursive und nicht-rekursive bzw. terminierte und nicht-terminierte
Codes einteilen kann. In unserer Ausarbeitung wollen wir uns hauptsdchlich mit den
systematischen, rekursiven und terminierten Faltungscodes beschiftigen, da diese am
einfachsten zu verstehen sind- es handelt sich hierbei um Codes, die Informationsbits explizit
im Codewort enthalten, deren Folgezustand vom aktuellen Zustand, dem Eingangswert und
der Riickkopplungsstruktur des Codierers abhdngen und die ans Ende der Informationsfolge
ein sogenanntes Tailbit (Erklarung sieche Kapitel 4: Viterbi-Decoder) anhédngen, um in einem
definierten Endzustand zu enden.

Das Hauptmerkmal von Faltungscodes, welches diese am meisten von Blockcodes
unterscheidet, ist, dass die Decodierung nicht auf einer Priifgleichung beruht- also mithilfe
algebraischer Decodierung- sondern auf der optimalen Schitzung einer Empfangsfolge.
Aufgrund der einfachen Implementierung sind Faltungscodes in der Kommunikationstechnik
weit verbreitet.

Folgend ist als Beispiel das Blockschaltbild eines einfachen Faltungscoders dargestellt:

Informationsbits $ >
b [H %

FT) - Codebits

Abbildung 1: Blockschaltbild eines Faltungscoders

In diesem Beispiel besteht der Faltungscoder aus einem Schieberegister mit drei Késten, zwei
linearen Verkniipfungen, d.h. zwei XOR-Verkniipfungen und einem 2:1 Multiplexer. Das
Schieberegister ist gedanklich unterteilt in ein Gedichtnis, in welchem die vorhergehenden
Informationszeichen gespeichert sind, und einen Teil in dem sich das aktuelle
Informationszeichen befindet. Hierin liegt ein weiterer Unterschied zu den Blockcodes, da
Faltungscodes im Gegensatz zu Blockcodes wie beschrieben ein Gedéchtnis besitzen. Das
Schieberegister insgesamt hat eine Lange von (M+1)*K Bit, wobei M die Anzahl der Kéisten
vom Gedéchtnis ist (im Bsp.: M=2) und das ,,+1* dem Kasten des aktuellen
Informationszeichens entspricht. Jeder von diesen insgesamt drei Kasten, welches also jeweils
ein Informationszeichen beinhaltet, hat eine Lédnge von je K Bit. Da folglich die Lange des
Gedichtnisses M*K Bit betrigt, kann dieses 2""* verschiedene Gedichtnisinhalte besitzen.
Weiterhin hat ein Faltungscoder N lineare Verkniipfungen (in unserem Bsp. 2), durch welche
im Endeffekt das Codierte entsteht.

Der allgemeine Codierungsvorgang ist wie folgt: der Anfangszustand eines Faltungscoders
bzw. des Schieberegisters ist stets 0..0. Von links wird das aktuelle Informationszeichen in
das Schieberegister hineingeschoben. Dort wird es mit den anderen Informationszeichen des



Gedidchtnisses zu N Codebit verkniipft. Diese werden am Ende des Codierungsvorgangs
gemultiplext und ergeben insgesamt den codierten Bitstrom.
Allgemein ist zu einem Faltungscoder zu sagen, dass es eine Einflusslange L. = (M +1)* K

gibt, welche der Lange des Schiebregisters entspricht, d.h. jedes Informationszeichen
beeinflusst L.-mal das Ausgangswort. Je grofer diese Einflusslénge ist, desto mehr
Kombinationsmdglichkeiten sind zur Bildung des Codes vorhanden und desto
leistungsféahiger ist schlieBlich der Faltungscoder. Daher spielt diese Einflussliange die Rolle
der Blocklinge n bei den linearen Blockcodes.

Die Coderate bei Faltungscodes betrigt R = %

Im Folgenden werden wir als Beispiel die Eingangscodefolge 10 11 nehmen. Es wird daher
K=1 (ein Informationszeichen ist demnach 1 Bit lang), M=2 (die Linge des Gedichtnis ist
demnach 2 Bit) und N=2 (es entstehen also aus einem Eingangsbit zwei Ausgangsbit) sein.

Die Coderate betrigt folglich R = % .

Es wird fiir die Beispielfolge nun jeweils der Inhalt des Schiebregisters und das entsprechende
Ausgangswort aufgelistet:

1. 100 = 11 4. 110 = 01
2. 010 = 10 5. orr - 01
3. 101 = 00 6. 001 = 11

Es ergibt sich fiir die Eingangsfolge 10 11 also der Faltungscode 11 10 00 01 01 11.



2. Darstellung von Faltungscodes

Es gibt 5 verschiedene Moglichkeiten der Darstellung von Faltungscodes, die hier kurz
vorgestellt und an der Beispieleingangsfolge 1011 nidher veranschaulicht werden sollen. Sie
beschreiben den Zusammenhang zwischen Eingang und Ausgang des Coders.

2.1. Diskrete Faltung
Bei der diskreten Faltung wird die Impulsantwort mit der Eingabefolge verkniipft. Die

Impulsantwort erhélt man, indem man in den Faltungscoder eine ’1° l14dt, die dann durch das
Schieberregister durchgeschoben wird.

t X1 X2 X3 C1 C2
to 1 0 0 1 1
t) 0 1 0 1 0
t 0 0 1 1 1

Dadurch erhalten wir 111011 als Impulsantwort

Die Summe wird durch spaltenweifle Addition gebildet.

* 11 10 11

1 11 10 11

0 00 00 00

1 11 10 11

1 11 10 11
> 11 10 00 01 01 11

Die resultierende Folge lautetet: 11 10 00 01 01 11



2.2. Codebaum

Beim Codebaum reprisentiert jedes Eingangsbit eine neue Verzweigung des Baumes. Die
Ausgabefolge wird an den dazugehdrigen Asten abgelesen. Dabei ist besonders wichtig, dass
jede Eingebefolge mit 00’ abgeschlossen wird. Aus unserer Eingangsfolge *1011° wird
deshalb *101100°.
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Abbildung 2: Codebaum

Somit entspricht jede Informationsfolge genau einem Pfad durch den Baum, dies fiihrt zu
einem exponentiellen Anwachsen des Baues mit entsprechend grof3er Redundanz.
Der Codebaum wird benutzt um die sequentielle Decodierung zu beschreiben.



2.3. Netzdiagramm (trellis)

Das Netzdiagramm besteht aus Knoten und Zweigen, dabei stellen die Knoten die Zusténde
(also das Gedéchtnis des Codierers) dar. Die Zweige beschreiben den Ubergang von einem
Zustand in den darauf folgenden. An den Zweigen stehen wie beim Codebaum die durch die

jeweiligen Eingangsbit erzeugten Ausgangsbit, auch hier muss die Eingangsfolge mit *00’
abschliefen.

Inhalt des Schieberegisters

v

00

Abbildung 3: Netzdiagramm

Das trellis enthdlt weniger Redundanz als der Codebaum, da hier gleiche Zweige flir mehrere

Wege benutzt werden kdnnen, auflerdem wird es fiir die Darstellung des Viterbi-Decoders
(Kapitel 4) benutzt.



2.4. Zustandsdiagramm

Der Darstellung des Zustandsdiagramm liegt ein Mealy-Automat zugrunde. Sie geht im
Endeffekt aus dem Netzdiagramm hervor, indem man die zeitliche Komponente des trellis
weglisst.

Fiir unser Beispiel des Faltungscoders sieht das Zustandsdiagramm wie folgt aus:

01/1
/4
2
11/1 11/0
()
00/0

Abbildung 4: Zustandsdiagramm

Da die Darstellung ein Mealy-Automat ist, steht in den Zustidnden der Inhalt des
Gedédchtnisses und an den Kanten die Ausgabe bzw. das Eingangsbit.

Fiir unsere Eingangsfolge 10 11 ergibt sich- wie man sieht, wenn man den nummerierten
roten Pfeilen gedanklich folgt- wieder der Faltungscode 11 10 00 01 01 11.

Allgemein ist zum Zustandsdiagramm zu sagen, dass diese Darstellung sehr kompakt ist und
daher jegliche Redundanz, die das Netzdiagramm noch aufwies, hier entfallt, da jeder Zustand
genau einmal gekennzeichnet wird.



2.5. Matrixdarstellung

Man kann die Verkniipfung zwischen den Registerinhalten auch durch sogenannte
Generatorpolynome beschreiben, dhnlich wie bei den Blockcodes. In unserem Beispiel gibt es
genau zwei solche Polynome, da im Faltungscoder genau zwei XOR-Verkniipfungen

vorhanden sind, ndmlich g, =1+x+x” und g, =1+ x°, welche einem x, ®x, , ® x, , bzw.
x; ® x,_, entsprechen.

Wenn man die Eingangsfolge bzw. Informationsfolge ebenfalls als ein Polynom I(x) darstellt,
erhilt man durch Polynommultiplikation den Faltungscode- wiederum in Form eines
Polynoms C(x). Die Polynommultiplikation ist fiir ¢, (x)=I(x)* g,(x) und fiir

¢, (1) =I(x)* g, (x).
In unserem Beispiel wire die Berechnung also wie folgt:

1011 - [(x)=1+x*+x3
Polynommultiplikation:

cl(x):(1+x2 +x3)*(l+x2)
=l+x’+x +xt+x7+x°

=1+2x%+x° +xt+x°
> 1001 11

Wie man sieht, wenn man dieses Ergebnis mit dem Faltungscode von oben vergleicht, ist es
identisch.

Um die Polynommultiplikation iibersichtlicher und kompakter zu schreiben, benutzt man auf
der Grundlage der Generatorpolynome eine Generatormatrix. Hierzu schreibt man alle
Polynome gleich in ,,bindrer* Form auf und nutzt fiir die Aufstellung der Matrix die
Impulsantwort des Faltungscoders. Diese schreibt man- bitweise verschoben- in der Matrix
untereinander.

Da unsere Impulsantwort 11 10 11 ist und wir genau 4 Eingangsbit haben, sieht die
Generatormatrix G wie folgt aus:

11-10-11-00-00-00
00-11-10-11-00-00
00-00-11-10-11-00
00-00-00-11-10-11

Mithilfe der Formel C=1* G berechnen wir nun den schon bekannten Faltungscode:

11-10-11-00-00-00
00-11-10-11-00-00

C=(1011)* =(11-10-00-01-01-11)
00-00-11-10-11-00

00-00-00-11-10-11

Allgemein ist zu dieser Matrix zu sagen, dass sie, da Codeworter bei Faltungscodes eine
unendliche Lange haben konnen, als halbunendlich bezeichnet wird.



3. Eigenschaften von Faltungscodes

3.1.Linearitiit

Faltungscodes sind linear, dass bedeutet das die Summe zweier giiltiger Codeworte ebenfalls
ein giiltiges Codewort ist. Es ist daher ein Vergleich aller Sequenzen mit dem Nullpfad,
ausreichend, man bestimmt also das Hamming-Gewicht.

3.2. Distanz von Codefolgen

Da Faltungscodes linear sind, ist es ausreichend nur die Distanz nur Nullfolge zu betrachten.
Dafiir ist die Darstellung als Zustandsdiagramm besonders geeignet. Das Zustandsdiagramm

(Abbildung 4) wird im Zustand 00 aufgetrennt und an den Pfaden die Distanz zur Nullfolge
(D") notiert. Fiir unseren Beispiel-Coder sieht das wie folgt aus:

D
o
d@
D/ \)
01 01
p: " p p: "
11 10 11
SN
00

Abbildung 5:aufgetrenntes Zustandsdiagramm

Die Distanz der gesamten Codefolge zur Nullfolge ergibt sich aus der Multiplikation aller
Einzelldistanzen.

In unserem Fall ist der kiirzeste Weg:a >b —>c — a’.
Die Distanz zur Nullfolge ist: D* * D * D* =D’

Weiterhin gibt es zwei Folgen mit der Distanz 6:a —>b —>d — ¢ — a’ und
a—>b—>c—>b-—>c— a’, wobei beide Pfade eine unterschiedliche Lange haben 4 bzw. 5.
Theoretisch gibt es unendlich viele Wege mit entsprechenden Distanzen, die man durch eine
Distanzfunktion darstellen kann.
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3.3. Distanzfunktion

Die Distanzfunktion T(D) sagt aus, wie viele Pfade mit welcher Distanz zur Nullfolge es gibt.
Man erhilt sie durch Addition aller moglicher Distanzen.

T(DW) = D + 2D° + 4D7 + 8D* + ... + 2XD***
=  TMDW)=20Y;x>5

Die Funktion enthilt keine Angaben {iber die Lange der Pfade oder die dafiir notwendige
Anzahl an Eingabe-Einsen.

3.4. Katastrophale Fehlerfortpflanzung

Bei einigen Faltungscodern kann es einen Pfad mit der Distanz 0 geben, der von einem
Zustand zuriick zu diesem Zustand fiihrt. Folglich kann der Decoder die Schleife unendlich
oft durchlaufen ohne das sich die Distanz zur Nullfolge erhoht und somit unendlich viele
Ubertragungsfehler produzieren.

DO

{\1/00

@

D D?
1/10 0/11

Abbildung 6: Beispiel fiir einen katastrophalen Code

Katastrophale Codes konnen bei endlich vielen Ubertragungsfehler unendlich viele
Decodierfehler erzeugen. Er eignet sich deshalb nicht zur Dateniibertragung. Da unser
Decoder iiber keine geschlossene Schleife mit dem Gewicht 0 verfiigt (sieche Abbildung 5),
kann es zu keiner katastrophalen Fehlerfortpflanzung kommen.
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3.5. Decodierfehlerwahrscheinlichkeit

Wie unter 3.2. Distanz von Codefolgen bereits ersichtlich wurde, hat der kiirzeste von der
Nullfolge abweichende Pfad die Distanz 5. Wenn in diesen 5 Bit mehr als zwei Fehler
enthalten sind, so entscheidet der Decoder falsch. Die Fehlerwahrscheinlichkeit betrégt in
diesem Fall also:

5 5 ) )
P, =Z(i]p‘(l—p)5"

Wobei p die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Fehlers ist, p ist also von der Art der
Ubertragung und von Storeinfliissen abhéngig.

Fiir den Fall, dass einer der beiden Pfade mit der Distanz 6 benutzt wird, so ergibt sich eine
falsche Entscheidung, wenn mehr als 3 Fehler auftreten. Bei 3 Fehlern wird der Decoder in

der Halfte aller Félle falsch entscheiden, da die Fehler nicht mehr eindeutig bestimmt werden
konnen.

1 6 3 3 56 i 6—i
P, =5(3Jp (1-p) +;[Jp(l—p)

Allgemein gilt:

k
Z[ jp 1- fir k ungerade

R T AR .
Ekpz(l—P)2+Z(Jpl(l—p)k1 fir k gerade

2 joket
2

Je groBer die Distanz ist desto mehr Fehler kann der Decoder erkennen und berichtigen.
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4. Decodieren von Faltungscodes mithilfe des Viterbi-Decodierverfahrens

Wie anfangs erwéhnt basiert das Decodierverfahren von Faltungscodes auf der optimalen
Schitzung einer Empfangsfolge.

Der bekannteste Decoder ist der Viterbi-Decoder. Er ist ein Maximum-Likelihood-Decoder,
dass heift, er wahlt aus allen moglichen Codefolgen die wahrscheinlichste aus. Die Codefolge
ist am wahrscheinlichsten, die sich in moglichst wenigen Stellen von der empfangenen Folge
unterscheidet, dies bedeutet, den geringsten Hammingabstand zur Empfangscodefolge besitzt.
Um diese Unterscheidung fassbar zu machen, wurde eine Metrik A wie folgt eingefiihrt.

1 R
A = fuir SR
0 X, =DV

Hierbei entspricht i der jeweiligen Bitstelle, x;, der empfangenen Codefolge und y, eines von

allen moglichen Codewdrtern. Im nachstehenden Beispiel wird dieser Zusammenhang noch
deutlicher.

Fiir jede mogliche Codefolge Y, wird nun die Summe A, = 2/1,- gebildet und am Ende des

Decodiervorgangs ist die Codefolge am wahrscheinlichsten, die die kleinste Summe A, hat,

d.h. diese ist dann die ,,richtige Eingangsfolge. Nebenbei wurde diese Eingangsfolge
korrigiert, falls Ubertragungsfehler stattgefunden haben sollten.
Man konnte den Viterbi-Decodier-Algorithmus demnach so angeben:

1. Beginne Netzdiagramm im Nullzustand zum Zeitpunkt i=0
2. Berechne A (x(i) | y(1)) zwischen empfangenen Codewort x(i) und allen moglichen
Codewortern y(i)
. Addiere unter 2. berechnete Pfadmetriken zu alten Zustandsmetriken
4. An jedem Zustand Auswahl desjenigen Pfades mit kleinster euklidischer Distanz und
Verwerfung der anderen Pfade
. Wiederholung ab 2. bis alle n empfangenen Worter abgearbeitet wurden
6. Ende des Netzdiagramms:
- Netzdiagramm endet im Nullzustand
- Bestimmung des Pfades mit der besten Metrik A(n)
7. Zuriickverfolgen des in 6. bestimmten Pfades und Ausgabe der zugehdrigen
Informationsbit

(98]

9]

Folgend wird der Decodiervorgang zum besseren Verstandnis graphisch im Netzdiagramm
dargestellt. Unser richtiger Beispiel-Faltungscode war 11 10 00 01 01 11. Um zu zeigen, dass
der Viterbi-Decoder auch fehlerkorrigierend ist, haben wir zwei Fehler eingebaut. Der
»falsche* Faltungscode ist nun so:

11 10 10 01 00 11
zum Vergleich der richtige: 11 10 00 01 01 11
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Graphischer Decodiervorgang:
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Abbildung 7: Funktion eines Viterbi-Decoders
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Wenn man nach dem obigen Decodiervorgang, den zuriickgebliebenen Pfad von vorne nach
hinten durchgeht, also runter, hoch, runter, runter, hoch und wieder hoch, sicht man, dass
unsere Beispiel-Eingangsfolge dabei herauskommt, ndmlich 10 11 00. Dabei sind jedoch nur
die ersten vier Bit die wirklichen Informationsbit, die letzten zwei Bit sind die sogenannten
Tailbit- dazu mehr weiter unten.

Allgemein ist zum Viterbi-Decoder zu sagen, dass, wenn mehrere Pfade an einem Punkt
zusammentreffen, derjenige, der tibrig bleibt, survivor genannt wird. Aus Erfahrung findet ein
solches Zusammentreffen nach spitestens i =5*M*K Bits statt- dies entspricht der

fiinffachen Linge des Gedéchtnisses. Daher muss der Decoder fiir jeden Zustand ein Register
der Linge i, haben. In diesen speichert er dann die decodierten Bits des jeweiligen Pfades.

max

Aullerdem hat der Viterbi-Decoder dadurch eine Decodierverzogerung von i, .

Der Decoder muss zudem immer in einem definierten Endzustand enden, in welchem der
Inhalt des Schiebregisters alles Nullen sind. Im Decodiervorgang wird daher am Endpunkt
eine Pfadvereinigung aller Pfade erzwungen. Dies geschieht dadurch, indem man, wie im
graphischen Beispiel (Abbildung 7) gesehen, Nullen der Lénge M*K (also Lénge des
Gedichtnisses) an den Code ranhéngt. Dieser Anhang wird Tailbit genannt (siehe oben).
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