ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Juvat sintegros accedere fontes.
Lucr.

{Prix de I’Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps; différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste & n’employer dans la détermination de I’orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
¢est-d-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport a4 un plan fixe
quelconque. On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-
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semble les principales formules que j’ai trouvées, et qui renferment la
solution du Probleme des trois Corps pris dans toute sa généralité.

Le deuxieme chapitre a pour objet d’examiner comment et dans quels
cas les trois Corps pourraient se mouvoir en sorte que leurs distances
fussent toujours constantes, ou gardassent au moins entre elles des rap-
ports constants. Je trouve que ces conditions ne peuvent avoir lieu que
dans deux cas : I'un, lorsque les trois Corps sont rangés dans une méme
ligne droite, et I'autre, lorsqu’ils forment un triangle équilatéral; alors
chacun des trois Corps décrit autour des deux autres des cercles ou des
sections coniques, comme s’il n’y avait que deux Corps. Cette recherche
n’est & la vérité que de pure curiosité; mais j’ai cru qu’elle ne serait pas
déplacée dans un Ouvrage qui roule principalement sur le Probleme des
trois Corps, envisagé dans toute son étendue.

Dans le troisieme Chapitre, je suppose que la distance de I’'un des trois
Corps aux deux autres soit fort grande, et j"applique la solution générale
du Chapitre premier a cette hypothese, qui est, comme P'on sait, celle
de la Terre, de la Lune et du Soleil.

Enfin, dans le quatrieme Chapitre, je traite en particulier de la Théo-
rie de la Lune; j’y donne les formules qui renferment cette Théorie, et
je fais voir, par un léger essai de calcul, comment on doit se servir de
ces formules pour en déduire les inégalités du mouvement de la Lune
autour de la Terre.

Le défaut de temps et d’autres oecupations indispensables ne m’ont
pas permis d’entrer la-dessus dans tout le détail nécessaire pour répondre
d’une maniére convenable aux principaux points de la question proposée
par I’Académie : aussi ai~je d’abord hésité si je lui présenterais ces Re-
cherches pour le Concours, et je ne m’y suis déterminé que par l’espé:
rance que cette illustre Compagnie trouvera peut-étre ma Méthode pour
résoudre le Probleme des trois Corps digne de quelque attention, tant
par sa nouveauté et sa singularité que par les difficultés considérables
de calcul qu’elle renferme. ‘

Si I’Académie daigne honorer mon travail de son suffrage, ce sera un
puissant motif pour m’engager & le perfectionner, et je ne désespere pas
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de pouvoir tirer de ma Méthode une Théorie de la Lune aussi compléte
qu'on puisse le demander dans I’état d’imperfection ol est encore
I’Analyse.

CHAPITRE PREMIER.

FORMULES GENERALES POUR LA SOLUTION DU PROBLEME DES TROIS CORPS.

L.

Soient A, B, C les masses des trois Corps qui s’attirent mutuellement
en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances:
soient nommées de plus x, y, z les coordonnées rectangles de I’orbite du
Corps B autour du Corps A, o', y’, z’ les coordonnées rectangles de I'or-
bite du Corps C autour du méme Corps A, coordonnées qu’on suppose
toujours paralleles & trois lignes fixes et perpendiculaires entre elles;
enfin soient r, 7', r” les distances entre les Corps A et B, AetC, Bet C,
en sorte que I’on ait

re=yai Ayt g, r=yEi+y 42, =@ —x) (Y — y P (5 —2).

On aura, comme on sait, en prenant I'élément du temps d¢ constant,
les six équations suivantes

d*x A+ B C
‘W—F T (r” ) E =
d? A+ B C 1 1 ,
(A) @ (55 +Fﬁ)!+c<:@—:ﬁ>7‘=°’
c-lji+ A+B C sec(L I .
v R 7)) B0
dxx’ ‘'A+C B\ | 1 I
-?i—t?—ﬁ—(\ s +’73>x+B<F—m>x:o,
dxy’ A+ C By , I I
(B) 7[}:—4-( 7 +;,73>y +B<F~;TJ>J=O,
d*z (A+(]+ B\ B(L_ L .
W -+ 'R ' 7+ <I‘“ - rs %z =0;
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a l'aide desquelles on pourra déterminer les orbites relatives des Corps B
et C autour du Corps A.
Si I’on fait encore -

x’—x:x”, ],;_yzyu, 2 — 7= zll’

en sorte que ”, ¥”, z” soient les coordonnées rectangles de I'orbite du
Corps C autour de B, on aura

rﬂ=\/xr/7+‘7.rl:+zllz,

et, retranchant respectivement les trois premieres équations des trois
derniéres, on aura ces trois-ci

I

d*z" B+C A\ , 1 r\
‘_—dt’ -+ P -+ ;‘S‘ "+ A _’E —_ ;3-) x o,
Ydry” B+C A\ , (1 1)

(W) <'3’tT+< 7 +;)}” +A(;ﬁ“;§>.”':0,
&z + (B A) 2+ Ao — =) =0
@ T\t 7)o

qui exprimeront le mouvement relatif du Corps C autour du Corps B.

Il est bon de remarquer ’analogie qu’il y a entre ces neuf équations
(A), (B), (C); c’est que les équations (A) se changent en les équations (B)
en y changeant seulement Ben C, z en «/, yen y’, zen z’, renr’, et ré-
ciproquement; et que de méme ces équations se changent en les équa-
tions (C) en y changeant A en G, x en =", yen y”, z en z”, renr’, et
vice versd; et la méme analogie aura lieu dans toutes les formules que
nous trouverons par la suite. ‘

11.

Qu’on multiplie la premiere des équations (A) par y et la seconde
par x, et qu’ensuite on les retranche I'une de I’autre, on aura

rdiz—xdy (1 1 , ,
P 40— ) 0 — ) =
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Combinant de méme les deux premitres des équations (B) et les deux
premieres des équations (C), on aura ces deux-ci

y"d’x’—-—x’d’y' X _ r /Ny —
e +B re r7 (-”}" yx ) =o,
Q”’Idzxﬂ—x'”dz]'" r __r W 7"y —
—ar +A 73 = (2'y"—y'z") =o.
Mais
x”:x'—x, ‘7_//:‘7,/_'7,,;
donce

‘Z,/.},,// — l},,I‘Z,I/ — xy/ __yxl;
donc, en ajoutant ensemble les trois équations précédentes, apres avoir
divisé la premiere par C, la seconde par B et la troisieme par A, on aura
celle-ci

ydix — zdy + y'dx' — x'dy’ + y'dix’ — x"dy"”
Cde Bde Ade

= 0.

On trouvera de la méme maniere ces deux autres équations

zdix —zdiz  Fd'x'—2'd*s P da’ — 2" d 3

Cde T Bde + Adr =
sdly —ydiz | Fdy —y'drz + 'dy" — y'dz
Cde Bdr Ade =0
De sorte qu’on aura, en intégrant,
}"d,l‘ —xdy y/dx/ — x'dfi y”dx” . x”d]'” .
cat 7 Bar Tt Adi =a
\ zdx —xds  zdx — 2'dz  z'dx" — x'dz”
(D) cat T Bar T Adi =5,
zdy — ydz  Z'dy’' — y'ds +zdy — y"dz —e

Cdt Bdt Adt

a, b, ¢ étant des constantes arbitraires.
De plus, si I'on multiplie la premiére des équations (A ) par '(?Cf’ la pre-
miere des équations (B) par j‘!éf_, et la premiere des équations (C) par

V1. . 3o
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= et qu'ensuite on les ajoute ensemble, on aura, & cause de "= o' —x,

dz d*z + dx' d*x’' - dzx" d*x”
Cde Bdy Ade

xdx x'dx’ x"dx"

On trouvera de méme

d}"d‘)" dy’' d*y’ dy‘”d’y" ydy ¥ dy’ " dy" -
car " "Bdn -+ Ade +TATB+O (W* Bro T Ar”ﬂ)~ :

dzd’z+dz’d“z’ dz” d* z” A+ BaC zdz z' dz' 2" dz" —
car * Bar * Aan TAFBHO(TE + )*‘

Cre Br® Ars
Donc, ajoutant ensemble ces trois équations et mettant

rdr alaplacede xdx +ydy +z dz,
r'dr’ alaplace de «'dz’ + y'dy’ + z'd3s,

r"dr”  alaplace de z"dz"+ y"dy"+ 3"d3z",
on aura une équation intégrable dont I'intégrale sera

dr*+dy’+de®  dx"4-dy’+dz"”  dr"+dy"+dz" 1o (A
7 T v (6 ' W+A_ﬂ> =1

J étant une constante arbitraire.

Ce sont la les seules intégrales exactes qu’on ait pu trouver jusqu’a
présent; or, comme il y a en tout six variables z, y, z, ', ¥/, 7', il est
clair que, si 'on pouvait trouver encore deux autres intégrales, le pro-
bleme serait réduit aux premieres diﬁ‘érenées; mais on ne saurait guere
se flatter d’y parvenir dans I’état d’'imperfection ou est encore I’Analyse.

Il
Supposons, pour abréger,
, _ dx*+dy?+dsz?
u = ~——d*t~2—- ’
e Az dy"*+ dz"
= de: >

dz"3 + dy"* +- dz"
de ’

)k
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en sorte que u, «', u’ expriment les vitesses relatives des Corps B, C au-
tour de A, et de C autour de B; il est clair qu’on aura

d&(r’)  zdz+ydy +z3dz
df aw

d*(r'*) 2 dx'+y' dy’ + 3 d*s
ader de

!
-+ u'?,

d’(l‘”’) . " d*z" +},.ﬂ dﬁ}’”‘*“ 2’ d2z" o

adtr de

Donc, mettant dans ces équations au lieu de

dz  dy dz  da
de’ de’ de’ de

9o

leurs valeurs tirées des équations (A), (B), (C), et faisant attention que

‘Z.'z +y2 -+ zZ:: ,12’ x’! _+_le+ z“: './2, x”? -+ y”? -+ z”l: r//z’

et
r—r't—p"
xx' <+ yy' + 23 = —
r'z —+ r”? — 2
a4y y + 3 =2yt = (P + ) =

on aura, apres avoir fait passer tous les termes du méme coté,

d(r?) <.A+B+ C),,,+ g(;_;)(,,,+,,u_,,,,\/_u,:0,

adtr r? L 2 \r'd 53

) d*(r'?) A+C B\ . Bf1 I

(F) ade T\ T S \E T (r* +r"—r") —u?=o,
d*(r") B+ C A\, A/ 1 , ” ) ”
> dE < m"'+ﬁ>“+; ﬁ*?)"’““”‘““‘“’:"'

Done, si on peut avoir les valeurs de u?, w'?, u"* exprimées enr, r/,
r” seulement, on aura trois équations entre ces trois derniéres variables
et le temps ¢, a 'aide desquelles on pourra a chaque instant déterminer

la position relative des Corps.
-3o.
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Iv.

Or on a, en différentiant les valeurs de u?, u'?, u"?,

wdu — dzd'z + dyd*y + dz d’z,
de
o du — do' d*x’ + dy’ d*y' + dz' d* 3’ ,
de
WA — dx" d*zx" + dy"d*y” + dz”d’z”;
de

donc, si I'on fait ici les mémes substitutions que ci-dessus, et qu’on sup-
pose pour un moment

dV =z'dzx +y' dy +7'dz,

dV' = zdz’ +ydy’ +zds,

AV'=x'dz" +y'dy” + z'dz",
a cause de

xdr+ydy+zdz=rdr, z'de'+y'dy'+72'di'=r'dr, z'dx"+ y'dy"+2"ds"=r"dr",

on aura
udu = — A_*:B+-(,],—s> rdr—C(#-%,—)dV,
r r r's r”
udu = — A_ZCA-E,,—’)r’dr’—B(—IS—%) av’,
r r r r”
Wl — — B+C A

— s //_‘_ l‘_ _I' "
o ) r'dr’— A (r'- P > dv’.

Soit, pour abréger,

ardr I
dr = 2¢ i ) 4V,
,__ar'dr 1 I ,
dl{:—r—,ﬁ-—+2<;§—'—m> av,
s 2r’dr” 1 1 .
dﬂ = 3 A 2 <-—,;-— —,> dV




DES TROIS CORPS. 237

et ’on aura

w=2AED g,

wzszm
r

— BR/,

2B g,

de sorte que les équations (F) deviendront

d*(r') A+B r? i1 I 2 13 __ i =
R 1 0 IR E B B
() A+C rr ! 1 plr_p "=
(G) PV R +B|:—r,,3+;<;;—r,,,>(r +r?—r") +R I.“o,
d*(r'y B -+C reor I\ o o v .
ade A F+;(ﬁ—ﬁ>(’ ] =

et il ne restera plus qu’a trouver les valeurs de

dv, dv', dv-.

Pour cela, je fais
dp=x'dx +y'dy +3'dz — xdx' — y dy' — zdz',

et comme I'on a
rt—+ r'* — p”?
xx' +yy' + 238 = —

on aura, en différentiant, .
zdz' +ydy + 5ds’ + ' de + y' dy + z'dz = rdr + r'dr' — r"dr";

donc
AV — rdr+r'dr Z—r dr +dp,

rdr—+r'dr'—r’dr" — dp
= b
2

av’

et ensuite
dV'=r'dr' — dV,
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savoir
r'dr’'+r"dr’ — rdr—dp
2

dVI/ —_—

Tout se réduit donc maintenant & avoir la valeur de dp; pour y par-
venir, je différentie, et j’ai

dp=adxz+y dy+zsdzs—azdzs —ydy —zdz;
je substitue a la place de d*x, d*y, d*z, ... les valeurs tirées des équa-

tions (A) et (B), et faisant les autres substitutions convenables, je
trouve

da? 1/A+B C A+C B , 1 1\, 1 ]
&= +;‘"=—T'=——;Ta)(”+"—""’)—C(r—w—,f"‘s)"+B(ﬁ“r—"a>"”

ou bien

2
’—,_jt Y (5 - ,L) (Fr?— ") B (% — ;‘—3> (r”—r’—r”’)—rC(,%—— }) (FP—r—r") =,

V.

Supposons, pour mettre nos formules sous une forme plus simple,

I'I’ + I'”’—— r? r? 4 rllz - ,./, ., r? 4 r'r— I‘”’ .

2 =P 2 =P 2 =r>

I I I 1 I 1

— e — e =g - gy __ !
r's 73 =9 rs rs ' ris re 9= (L 9,
ul; + u//g — uz ug —+ ullz —_ u!z , uz —+ u” — u/l; p
— =, =, =,

2 2 2

et 'on aura d’abord, pour la détermination de dp, cette équation

d’ U
(H) b +Cpg—Bpg —Ap'g'=o.

On aura ensuite

2

aV— dp”:— dp, dV’' — dp”; dp’ dV" — dP -2— dp
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d’ou
ardr ,
dR = —7— + q(dp"+dp),
, or'dr’ Vg
dR = —7— + ¢'(dp"—dp),
dR”::Z—[—SdL +¢"(dp —dp).
Mais
# = % —q', 2rdr=dp + dp’;
done

ardr 2dr—q’(dp’+dp”);

r’s T p2

on trouvera de méme

ar' dr 2dr’ .
A = e — 4(dp +dp”),
”,‘f’r = ?'—,‘ir, +¢'(dp'+dp);

de sorte qu’en substituant ces valeurs, et faisant pour plus de simplicite
/ dQ — qldpl__ q//dP// . qdp’
e dQ' = qdp + q"dp” + ¢'dp,
| dQ'= — qdp — q'dp'+¢"dp,

on aura
2 ’_____2___. / n_—ﬁ_'_?__. ”
R-&;—Q, R = r’ 4 H_" r’ Q’
et de la
o 2ATBEO) o
= ; ,
\J) P ?ﬁi?;i__t) +BQ”

r

2
u'r—

2(A+ }} +0) AQ”.
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Maintenant on aura

r_1 "(p'+ p”)
"ﬂ_;_q(l’ P

r's

1 I 1
;(._ — ;‘_”_;> (I"—i— rr;_ ',//z):qpl/;

donc, ajoutant ces deux équations, et mettant ¢” a la place de ¢ — ¢’, on
aura

r I 1 1 2 12 ray ¥ (V] VN
s\ — )| (Pt =) = =P+ P

on trouvera de méme
r'? 1(1 i 2 ’2 PRU | s
pa‘*‘;;;—;ﬁ(" +rit—r )~,7—P‘I“Pq’

”
,\2

I 1 I ' " —_— 1 VAN
wralm - F)“’*”“ M= PP

donc, faisant toutes ces substitutions dans les équations (G) ou (F) des
Articles précédents, elles deviendront celles-ci

dz(rz) A+B+C N '~ v —
Sdr —C(p ¢ —p¢+ Q=0

r

d*(r*) A+B+C - S
(K) sdr — 57— — B(pg +p¢"+ Q) =0,

d*(r" A+B+C - "
2dl2)—— r” —A(_Pq-‘pq +Q ):0'

Ainsi 'on pourra, a I’aide de ces trois équations, déterminer les trois
rayons r, r’ et r” en ¢, ce qui donnera pour chaque instant la position
relative des Corps entre eux. )

Il est bon de remarquer que,-si ’on divise la premiere de ces équations
par C, la seconde par B et la troisieme par A, et qu’ensuite on les ajoute
ensemble, on aura (4 cause de dQ + dQ’+ dQ” = o, et par conséquent
Q + Q'+ Q"= const.) celle-ci

dy(rr)  dA(rr) di(rm?) B 1 1\ ]
L) Seai+ Shar * sade — (A+B+0 (G g+ i) =eomt

laquelle pourra tenir lieu d’une quelconque des trois équations (K).
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VI.

On peut encore mettre les mémes équations (K) sous une autre forme
que voici.

Je multiplie la premiere de ces équations par d(r?), et je I'integre en-
suite pour avoir

(14((,;2: _2(A+B+C)r"‘Cf(p’q’—p”q”)d(r’)—Cde(r’)+L:o,

L étant une constante arbitraire.

Or
fadrr)=ar— [ra;

dQ — qrdpl —_ qlldpll — qu;

mais

de plus, a cause de r*=p’+ p”, on aura
(P'q'—p"q")d(r*) —r*(q'dp'— q"dp")
= —(P'q¢'=p"q") (dp'+dp") + (p'+p") (q'dp'— ¢"dp") = q(p"dp'— p'dp");
de sorte que si I'on fait, pour abréger,
dP = q(p"dp’— p'dp" — rdp),

on aura, en négligeant la constante L qui peut étre censée contenue
dans P, et divisant toute 1'équation par r2,

drr 2(A+B~+C) P _

Faisant de méme
dP' = ¢’ (p"dp — pdp” + r'*dp),

dPI/: q//(pdpl_ pldp + r//)dp), . )
VI. 31
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on trouvera par des opérations semblables aux précédentes

dr'* _ 2(A+B+0) +B<£ _Q,>_0

e v r
dr 2(A+B+C) P’ r\ __
T~ A () =

Et, si I'on retranche ces équations respectivement des équations (K)
trouvées ci-dessus, qu’ensuite on divise les équations restantes par r, 7/,
r”, on aura ces trois-ci

\ » Pl ol gl
T o r r?
d'r  A+B+C +~rg P
(M) o o ”B<pq Tl Fﬁ>:°’
dr A+BC \(zpird P,
\ de P2 r” r’

ViI.

Nous avons done réduit les six équations primitives (A), (B) qui ren-
ferment la solution du Probleme des trois Corps pris dans toute sa géné-
ralité & trois autres équations entre les trois distances r, ', r” et le
temps ¢. 11 est vrai que ces réduites renferment chacune deux signes
d’intégration (ce qui est évident en substituant les valeurs de Q, Q’, Q”,
ou de P, P, P” et de dp), et qu’a cet égard elles sont moins simples que
les équations primitives; mais, d’'un autre coté, elles ont ’avantage de
ne renfermer aucun radical, ce qui me parait d’'une grande importance
dans ces sortes de Problemes.

Supposons donc qu’on ait déterminé par les équations (K) ou (M) les
trois variables , 7', 7 en ¢; on ne connaitra encore par la que la posi-
tion relative des Corps, c’est-a-dire, le triangle que les trois Corps forment
a chaque instant; ainsi il reste & voir comment on pourra déterminer
ensuite I'orbite méme de chaque Corps, c’est-a-dire, les six variables x,

Y. 5x,y,%.
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VIII.

Pour cet effet, nous remarquerons d’abord qu’en connaissant r, 7', r”
on connaitra aussi u ', u’, et dV, dV’, dV” par les formules de 1'Ar-

1 2 2 g2
ticle V. De sorte qu’on aura <en mettant p” a la place de rer—-r’ '; !

et v” a la place de

w4 u'r— u"? ., . .
—————) les dix équations suivantes

x4+ 2 =ri,

'y =",

zx' 4 yy' + 2z’ =p’,

zdzx + ydy + zdz =rdr,
z'dz' +y'dy' +z'ds'=r'dr,
2'dx +y'dy + 5'dz=dV,
zdx' +ydy' + zdz’ =dV',
dz* + dy* + dz' = wde’,

dz'? + dy”* + dz* = u*dr,

dz dx' + dy dy’' + dz dz’ = v" dt*.

Or, en regardant les quantités «, y, z, &', ¥/, &', dx, dy, dz, dx', dy’,
dz’ comme autant d’inconnues, il est clair que les équations précédentes
ne suffisent pas pour les déterminer, puisqu’on aurait douze inconnues,
et seulement dix équations; mais, si I’on joint & ces équations les trois
équations (D) de I’Article II, on aura alors une équation de plus qu’il n’y
a d’inconnues, et la difficulté ne consistera qu'a résoudre ces équations.

IX.

Jobserve, a I'égard des équations de I’Article précédent, qu’elles ne
peuvent tenir lieu que de neuf équations, parce que, en éliminant quel-
ques-unes des inconnues, il arrive que les autres s’en vont d’elles-mémes,

31.
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de sorte qu’on tombe par ce moyen dans une équation ol il n’entre plus
que les quantités r*, r'%, p”,.... Pour le prouver de la maniere la plus
simple qu’il est possible, je prends d’abord les trois équations

zdzx + ydy + zdz = rdr,
z'dz + y'dy + 2'dz =dV,
dz'dx +dy'dy +dz'dz = v"d?,
et j’en tire par les régles ordinaires de 1'élimination les valeurs de dw,
dy, dz; j’aurai, en faisant, pour abréger,
&:}"/dzl —-Z,d]", a’:zdy'——]‘dz’, a”:fz’ —]"Z,
B=73'dx' —x'ds’, ('=axdi'—zdx', B"=1zx" — 3z,
y:x’dy"—y'dx’, y’:y‘dx’-—xdy’, YI/:xyl____J.x!’
0=2z(y'ds'— 2'dy’') — y(2'ds’ — z'dz’) + z(2'dy’' — y'dx'),
j’aurai, dis-je,
_ardr+a'dV—+o"v'dt?
= b

dx <

/]

dy = Brdr-i—ﬁdsV—i- B"v dt’,

ds — yrdr +y'dV + y"v"dt:
= 5 .

Or je remarque que ’on a

@+ 7+ y = (2 +y " +2") (da" 4 dy" + dz"?) — (2'd2' + y'dy’ + 3'd3'
= r2ude — (r'dr'y,
o't + B 4 Y= (2 + yr + 3*) (da' + dy'* + dz") — (zdx’ + ydy' + zd3' )
= r*u*de— dv",
al/2+p"2+yﬂl:(xi +.7‘ 4 zz) (x,2+.7‘“+ z,,) — (zx,+yr, + ZZ’)’
=rr'r— p’/z’
ad +Bf' +yy'=(2'dz' + y'dy’ + 3'dz') (xdz’ + ydy' + zdz’)
— (22’ +yy' + 32") (dx'* + dy'* + dz'?)
=r'dr'dV' — p"urdt’,
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ad” + B+ yy = (x’dz"+'y’dy’ + 3'dz’) (xx’+y‘y"+ z3')
— (zdz' + ydy’' + z3d3') (2 + y'?* + 3'?)
=p'r'dr' — r'*dV’,
da’'+ BB+ Yy = (xdx' + ydy' + zdz' ) (xx' + yy' + z3")
— (2'dx' + y'dy' + 3'dzs") (2 + y* + 2°)
=p"dV'— r*rdr’;

de sorte que, si I'on carre les trois équations précédentes, et qu’on les
ajoute ensuite ensemble, on aura, apres avoir multiplié par 02, et fait les
substitutions convenables,

0 (dx*+dy*+dz) = (rdr[r*u*de— (r' dr' )] +dV*(r*u'*dt*— dV"?)
+(v"de) (r’r’r— p") 42 rdrdV(r'dr'dV'— pu'*de)
+ardrv'de(p"r'dr'—r?dV')+2dVv'de(p"dV' —rr'dr).

. . . ’ .
De méme, si I'on prend les trois équations

xx + yy + 2z =7r}
x/x_'_y!]. + zlz :pll,

zdx'+ydy'+zds'= dV,

et qu'on en tire les valeurs de «, y et z, il est facile de voir qu’on aura
pour @, y, z les mémes expressions que I'on a trouvées plus haut pour
dz,dy,dsz, en y changeant seulement rdren r2, dV en p” et ¢"de* en dV';
donc, faisant les mémes opérations et les mémes substitutions que ci-
dessus, on aura cette autre équation

Ozt +y2 4 22) = ri[r2uwrde — (r'dr' ] + p"*(rrurder — dV")
+dV'*(r*r'’*— p”*) + 2rp”( r'dr'dV' — p"urde)
“+2r:dV'(p"r'dr' — r*dV') + 2p"dV' (p"dV' — rir'dr').

Or on a
dz’ +dy* + dz*=wdt’, et 2+ y'4z2=r
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donc on aura les deux équations suivantes
Fwde = (rdrp(r*u*dt* — r'*dr'*) + dV* (ruwde — dV'?)

+ (v dt)? (r2r’* — p”*) +ardrdV(r'dr'dV' — p" u'*dt?)
+2rdrv"d(p”r'dr' — r'*dV') + 2dV " dt:(p" dV' — r*r'dr’),

o' rr=r¢(r’3uw*dt* — r'*dr'*) + p"*(r*urdt’ — dV'?)
+dV(r P’ — p"y 4 arip”(r'dr'dV — p’w'ide)
+2rdV' (p"r'dr' — r'*dV') +2p"dV' (p"dV' — r*r'dr’ ).

D’ou, chassant %, on aura une équation entre les seules quantités
connues r2, r'?,....
X.

Si lon tire de la derniere équation la valeur de 02, on aura, en rédui-
sant et effagant ce qui se détruit,

0* = r'*(ru*dt* — ridr'* — dV'*) + 2p*r’' dr'dv'— prruide
et, cette valeur de 9* étant substituée dans I’autre équation, on aura

r(rrude — rdr'* — dV ) wde + (2p” r’dr' dV' — p wr dt)u de
= (rdr)*(r2u*de: — r'3dr’*) + dV*(r*u'2de: — dV'?)
+ (v"de) (rir'* — p"*) 4+ 2rdrdV (r'dr'dV' — p"u'*dt?)
+2rdr"de(pr'dr' — r*dV') + 2d V" dt(p”dV' — rr'dr');

ou bien, en ordonnant les termes,

(rir’?—p”) (Wuw'?— v"*) dt* + (rdr.r'dr' — dVdV' )
— [r*(r'dr' ) —2p’r'dr'dV'+ r'*d V] wde v
—[r?*(rdry*—2p”"rdrdV + r:dV*]u?de
—2[p’(rdr.r'dr'+dVdV')— rir'dr'dV — r'*rdrdV']Jv"dt* = o.

Or (Article V)
av=T xR, o gy W,
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de plus on a, par les formules du méme Article,
r2=pl+pll’ rlj_—__p +pl/, rl/z=p +P”

et de méme
w=v-4+v, Wr=v+v, ur*=v+/;

done, si I'on fait ces substitutions, et qu’on suppose pour plus de sim-

plicité
p(a) o () () =l - )% (@)
P () o () oo (@) = — o)+ ()
) (% ,
)

oo af2r’dr’\r : dp' _dp\dp . (dp\*
“P( i)+ 7) “(PW"’E)%*”(EE)’

P’équation suivante deviend es avoir été multiplié 16
equa 1011 sulvante devien ra, apres avolr ete mu lp 1ee par W,

2

1l

_|._

&
=

<

I

ZI

B

o

s =
ISW

16(pp'+ pp"+p'p") (00" 4+ 00"+ 0'0") — 4 (20 + 30"+ ") (dp 't dpdp al;_:— dpldp'+dp 2)

11 faut donc que cette équation ait lieu en méme temps que les trois
équations (K) de I’Article V; de sorte que, comme elle ne contient d’ail-
leurs que les mémes variables que les équations (K), et qu'elle est d’un
ordre moins élevé d’une unité que celle-ci, on pourra la regarder comme
une intégrale de ces mémes équations (K), mais intégrale particuliere &
cause qu’elle ne renferme aucune nouvelle constante; ainsi, si I'on in-
tegre les équations (K) en y ajoutant les constantes nécessaires, ces con-
stantes devront étre telles qu’elles satisfassent & 'équation (N). De sorte
que, si I’on ne veut pas se servir de cette derniére équation a la place de
'une des équations (K), il faudra néanmoins y avoir égard dans la dé-
termination des constantes; mais pour cela il suffira d’y supposer par-
tout z=o.

Au reste nous ferons toujours usage de cette équation pour détermi-

ner la constante qui doit entrer dans la valeur de g—’;, résultante de I'inté-

gration de I’équation (H) de I’Article V.

2

= 0.
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XI.

Reprenons maintenant les équations (D) de I’Article I, et faisant,
pour abréger,
A=ydz—zxdy, V=y'dz'—x'dy’, V=y"dz"—z"dy",
w=zdr —zdz, W=zdx'—2'ds, p'=z"dx"— z"dz",
v—2 dr _ydz’ V’ — zl d},.l —_ yr dz’, vl/ p— Z” df” — 7.” dZ”,
on aura, apres avoir multiplié par dz,

%+%+z‘x_adt,

N
(0) C+B-+-A._bdt,

%+%+2A—::cdt.

Or je trouve, comme plus haut,
N v = (2 + y* + 3%) (d2* + dy* + d3%) — (x dx + y dy + s dz) = ruw dt' — (rdr),

et par analogie
N P+ = rruide — (r'dr'y,

Mgy ey = rurde — (r'dr');
je trouve de méme
W - pp’ + W' = (22" +yy'+ 23') (dz dx'+ dy dy'+ dz dz') — (x' dx +-y' dy + 7' dz) (x dx'+ y dy'+ 2 d7')
= p'ode — dVdV' = p'o'de’ — ("%")’4_ (?)’,
et par analogie

!
W+ pp” + " =p'v'de— (%E.)f.*. (

© | &

)

N;\”-‘FP.’H""‘V’V”: Pudt’ _ (d;p.)i + (

oS
S—
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Done, si I'on fait, pour plus de simplicité,

- rdr\?
I=ru —<W>’

W= r2us —

dt

" 7\ 2
W= r"y"> — <I‘ dr ) ,

r’(]r’)’
9

et

en sorte que I'on ait

B4+ =10de, NY+p/p’+vy'=Yde,
N4 plr v =1de, W+ pp” +w'=V¥de,
W2 p ey =1"de?, W + pp' +w' =¥"de,

on aura, en carrant les trois équations (0) et les ajoutant ensemble,

I I o 2¥ 2 oy
-+

(P) CrE T ta A TR

=a*+ b*+ ¢,

équation qui est aussi, comme I’on voit, d’un ordre moins élevé d’une.
unité que les équations (K); et comme elle renferme la constante arbi-
traire a® + b* +-¢* qui ne se trouve point dans les équations (K), on

peut la regarder comme une intégrale complete de ces mémes équa-
tions.

XI1I.

On pourrait croire que I’équation (E) que nous avons trouvée dans
I’Article II pourrait ainsi, en y substituant les valeurs de u, u’ et u”, don-

ner une nouvelle intégrale, mais il est facile de voir qu’il n’en résulterait
VI. . 32
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qu’'une équation identique, car I'équation dont il s'agit se réduit d’a-
bord &

w ur o u™ ' 1 1 1
et, mettant pour u, u’ et ¥” leurs valeurs tirées des formules (J), on aura,

en rejetant ce qui se détruit,
Q+Q+Q"=f

ce qui ne renferme aucune nouvelle condition, car les quantités Q, Q’,
Q" sont déja d’elles-mémes telles que dQ + dQ’'+ dQ"=o (Article V).
Au reste, si 'on combine I’équation

QU+ =f

avec les équations (N) et (P), aprés y avoir substitué les valeurs de «,
©' et u”, on pourra, par le moyen de ces trois équations, déterminer les
trois quantités Q, Q' et Q”, lesquelles ne renfermeront par conséquent
que les variables finies r, r’, r” et leurs différentielles premieres dr, dr’,

I/ .. . ;
dr” avec la quantité 39?; -ainsi, substituant ces valeurs dans les équa-
tions (K), on aura trois équations du second ordre entre les variables »,

’ " . ] ”" . dp
r’ et r’, dans lesquelles il n’y aura plus qu’a substituer la valeur de 7

Donc, si a 'aide d’une de ces équations on élimine la quantité g—? des

-deux autres, on aura d’abord deux équations purement du second ordre
q
entre les variables r, ', r” et ¢; ensuite, si 'on différentie 1a valeur de

. 2 ,
Z—‘;, et qu'on mette la valeur de % dans I’équation (H), on aura une troi-
1

sieme équation entre les mémes variables, qui ne sera que du troisieme
ordre. De sorte que 'on aura, par ce moyen, pour la détermination des
variables r, 7' et 7”, deux équations différentielles du second ordre et une
du troisitme; et ces équations suffiront, comme on le verra dans un
moment, pour la solution compléte du Probleme des trois Corps.

Nous croyons cependant qu’il est encore plus simple et plus commode
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pour le calcul de substituer dans les équations (K) les valeurs de Q, Q’
et Q” tirées des équations (J); car, quoique les équations résultantes
puissent monter a des ordres plus élevés que le second, elles auront
toujours ce grand avantage que les variables s’y trouveront peu mélées
entre elles, et que I'analogie qui y regne facilitera beaucoup leur réso-
lution.

XIII.

Des dix équations de I’Article VIII il n’en reste done plus que neuf,
et des trois équations (D) de I’Article II, ou (O) de I’Article XI, il n’en
reste plus que deux; de sorte qu’on n’aura en tout que onze équations
pour la détermination des six variables x, y, z, 2, ¥/, ' et de leurs diffé-
rentielles dz, dy,...; d’oli 'on voit qu’il est impossible de déterminer ces
variables directement et par les seules opérations de I’Algebre; mais on
pourra en venir 2 bout au moyen d’une intégration, comme on va le voir.

Je suppose que I'on veuille connaitre les valeurs de «, y, z; on aura
d’abord I'équation '

(Q) 2Py 2 =l

Ensuite, multipliant les trois équations (O) de I'Article XI respecti-
vement par A, ., v, et les ajoutant ensemble, on aura

N4 p? 4y + W pp! 4w + W+ pp” +w”
G ‘B A

=(al+ bu + cv)dt;
ou bien, en faisant les substitutions du méme Article,

(R) <% + \%— + %—) dit=a(ydr—xdy)+b(zdx — xdz)+ c(zdy — ydz).

Enfin, multipliant les mémes équations (O) respectivement par z,
— ¥, x, et les ajoutant ensemble, on aura

_ oyt 7 "oy o "
Az py—)—vx_}_lz ;zy+vx+lz py +v'x

C B A =(az—by +cx)dt.

Or il est aisé de voir que l'on a Az — py +va = o, et que
32.
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— N3z + p/y —v'w est la méme quantité que nous avons désignée plus
haut par ¢ (Article IX); done, puisqu’on a déja trouvé (Article X)

2= (r*r" — p" ) urde — riprde 4 ap”r'dr'dV' — r'*d V",
on aura, en faisant les substitutions du méme Article X,
Nz—py+vay= [(pp’ +pp i+ p Pt — %,—I]dt',
et par analogie
Xz —p'y+v'zp= [(PP' +pprp e — %J de.

De sorte que I’équation ci-dessus deviendra

(8) -;»\/4(pp'+-Pp”;1"P">u"—27 +%\/4(pp'+pp":p’p">u”’—2”:M_ by+ez.

Ainsi on aura trois équations (Q), (R) et (S), & I'aide desquelles on
pourra déterminer facilement les valeurs de «, y, z, des qu’on connaitra
cellesde r, r' et r”.

On peut trouver de semblables formules pour la détermination de &/,
¥, %'; et méme, sans faire un nouveau calcul, il suffira de changer dans
les précédentes B en C et C en B, d’accentuer les lettres qui n’ont point
d’accent et d’effacer ’accent de celles qui en ont un, sans toucher
celles qui ont deux accents. Il faut seulement observer que la quantité dp
ne change point de valeur, mais seulement de signe, lorsqu’on change
entre elles les masses A, B, C et les lettres accentuées, ce qui se voil
clairement par I'équation (H) de I’Article V.

XIv.

Supposons, pour abréger,

T—E.Q__\If_, .‘.F..:
=ttBtn

7 — \/4<LI’I+PP”+P’P”)“H—ZI + \M(PP,‘*‘PP”“‘P’P”) u/l;__z//,

2B 2A
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et 'on aura ces trois équations

x!+y1+ zl: ':2,
az—by+cx=1,

ca(ydx — zdy) + b(zdx — x2dz) + c(zdy — ydz)=Tdt.

Comme les constantes @, b, ¢ sont arbitraires (Article II) et ne dé-
pendent que de la position du plan de projection des orbites des Corps B
et C autour du Corps A, il est facile de voir qu’on peut prendre ce plan
de maniere que l'on ait & =o0 et ¢=o0; car pour cela il suffira qu’on ait
b=o0 etc=o0 au commencement du mouvement, c’est-a-dire, lorsque
t=o.

Supposant donc b=o0 et ¢ =o0, on aura

az=12, a(ydx—xdy)="Tdt;

done

et, & cause de x* + y? + z*=r?, on aura

2
‘,T,.a_*_].a:rz_ %.’
done
ydz—zxdy _ aTdt
x4y T arr—177’
de sorte qu’en faisant
do — aTdt
= —2
on aura
Y _
;" = tangcp,
et de la

7z . L , I
Z-—-E9 y= r—.;smqa, xr = r——t-l-;cosqp
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XYV.

Mais si I'on ne veut pas s’astreindre a la supposition de b=o0 et c=o,
ce qui oblige de prendre le plan de projection d’'une maniere détermi-
née, voici comment on -pourra déterminer les quantités x, y, z avec
toute la généralité possible.

Soient
lz—my+nx=X, A—pr+ver=Y,

[, m, n,}, ., v étant des coefficients indéterminés, et X, Y deux nou-
velles variables; on aura

YdX —XdY= (mv—np)(ydr—zdy) + (nh— 1) (zdz — x d2) + (Ip. — m)) (zdy —y dz);
donc, faisant
my—np=ka, nh—Ilv=kb, Ilp—mh=ke,

on aura I'équation (Article XIV)

YdX —XdY=FKTdt.

Supposons maintenant que I'on ait
X+ Y?) + gl =2+ y* + 2%,

substituant les valeurs de X, Y et Z en «, y et z, et comparant ensuite
les termes qui contiennent les mémes puissances de x, y et z, on aura
ces six équations

fr +¥)+gar=r, _f(lrh + M) + gab=o,
Sfm+p)+ gbt=1, f(In + W)+ gac=o,
S +v)+ger=1, f(mn+ pv)+ gbc=o,

lesquelles, étant combinées avec les trois précédentes, serviront a de-
terminer les neuf inconnues /, m, n, ), u, v, £, g, £.
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XVI.

Cela fait, on aura donc, & cause de x*+ y*+ z*=r?, I'équation

f(X24+Y?) + gZi=r?,

d’olr

X2+ YY) =r'— g2
done .

YdX —XdY _ fkTde

XY T o — gL
Done, si 'on fait

k'l dt
do = ’{—_:@7
on aura
rr— gl =gt
Y = ——2 _sing, X = — CcOos 9.
i ¥ f '

Ainsi 'on connaitra les trois quantités X, Y, Z, a 'aide desquelles on
pourra déterminer x, y, =.
Pour cela, on prendra les trois équations

lz—my+nzx=X, MM—py+ve=Y, az—by+cxr=1,

et on les ajoutera ensemble apres les avoir multipliées respectivement :
1° par f1, f}, ga; 2° par fm, fu., gb; 3° par fn, fv, gc; on aura sur-le-
champ, en vertu des équations de I’Article précédent,

2=fUX+AY)+gaZ, y=—f(mX+pY)—gbZ, xz=f(nX+vY)+gcl

XVII.

Maintenant, comme on a supposé
B+ =F(X1+Y)+ g2,

on aura, en substituant les valeurs de x, y, z qu’on vient de trouver, et
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comparant les termes homogenes,

fl+m+n)=1, A +mp+nv=o,
SR+ p2+ ") =1, la + mb + nc =o,

g@+b+c¢)=1, la+pb+vec=o,

et ces équations devront étre identiques avec les six qu’on a trouvées ci-
dessus (Article XV), et pourront par conséquent étre employées a la
place de celles-l1a pour la détermination des inconnues /, m,....

Or, comme il faut satisfaire en méme temps a ces trois autres équa-
tions (Article XV)

my—np=ka, nr—Ilv=kb, Ip—mh=hke,

je remarque que, si ’on ajoute ensemble ces dernieres équations apres
les avoir multipliées respectivement : 1° par /, m, n; 2° par 2, p, v, on
aura ces deux-ci

k(la+mb+nc)=o, k(ha+pb+ve)=o,

lesquelles s’accordent avec la cinquieme et la sixieme des précédentes;
ainsi 'on peut déja réduire & une seule les trois équations dont il s’agit,
et 'on y satisfera par la détermination de I'inconnue £. Or, si 'on ajoute
ensemble les carrés de ces équations, on aura

(@ + b+ )= (mv—np)f+ (nh — W)+ (Ip — mAy

=l+m+n)(R+p+v*) — (Ih+mp +ny)=

1
f
en vertu des six équations ci-dessus; de sorte qu’on aura

1

__f\/a’—*— b’+c2‘

Donc il n’y aura plus qu’a satisfaire aux six équations trouvées plus
haut: c’est ce qu’on pourra exécuter de plusieurs manieres a cause qu’il
y a plus d’indéterminées que d’équations.
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On aura d’abord
1
LAy S
ensuite, si ’on chasse X des deux équations

I+ my+nv=o0, la+pb+ve=o,

01 aura
(am — [‘l) v+ (an —cl)y == o,

et, chassant p., on aura de méme
(bl —am) )+ (bn — cm)v = o,
dou je conclué qu’on aura
b= (qn —bn)d, pw=(an—cl)d, v=(bl—am)d,
d étant une inconnue qu’'on déterminera par I'équation
SR+ =1,
laquelle donnera
fo[(em — bn)* + (an — cl)* + (bl — am)*] =13

mais on a

(em—bn3+ (an—-cl)+ (bl—am)p = (a*+b*+c*) (+m*+n?)—(al +bm~+cn)j = -

9
fg

a cause de

I
a’+b’+c“:§, P 4-m? + n?= al4+bm+cn=o

I
7T
S
par les équations ci-dessus; donc on aura

92 N — I

— =1, 0 == e )

g Ve ¢a’+b’+c’

VI 33
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et il ne restera qu’a satisfaire 4 ces deux équations
fllE+m+n)=1, la+mb+nc=o.
Supposons, pour plus de simpliciteé,
a=hcosa, b=hsinacose, c¢=hsinasine;
on aura
- 1
0= \/g‘ = _]i’
de sorte que

h= &+ b+ c*,

et la seconde des deux équations précédentes deviendra

lcosa + sina(m cose + nsine) = o;

soit done
l==sinasiny,

ct I'on aura, en faisant pour plus de simplicité f =1,
sinfa sin’n + m? + n*=1, cosasinn -+ mcose -+ nsine - o.

Done
m cose + nSine = — cosa sinn;

done
m?*+n?— (m cose+ nsine)’=(m sine —n cose)’
=1 —sin?a sin’*n — cos*a sin’n = 1— sin’y == €08’ n;
et, tirant la racine carrée,
msing — n COSe == COS7N;
de sorte qu’on aura

m = sine cosn — cosa cosesinn,

n = — C0S¢ CcOSn — cosasinesinn;

et de Ia on trouvera les valeurs de , u, v par les formules précédentes.
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b
oz
K=

On aura de cette maniere

! = sinasiny,
n1 == sine cosyn — coSa cose siny,

n == — COSE COS” — COS« Sinesiny,
2 =sina cosy,

u.= — sinesinyn — coSc COSE COST,

vy = COSe sinn — cosa sine cosn.

Si I'on substitue ces valeurs dans les expressions de x, y et z de I'Ar-

Z

ticle XVI, il est facile de voir que les quantités X, Y et 7 e sont autre

chose que les coordonnées rectangles de la méme courbe, qui est repré-
sentée par les coordonnées x, y, z, mais rapportée 4 un autre plan de pro-
jection, dont la position dépend des angles «, ¢ et . En effet, si I’on consi-
dere lesdeux plansdes coordonnéesx, y, et des coordonnéesX, Y, ’angle «
sera celui de I'inclinaison de ces deux plans, I'angle » sera celui que la
ligne d’interjection de ces plans fait avec I’axe des abscisses x, etI’angle «
sera celui que I'axe des abscisses X comprend avec la méme ligne d’in-

tersection. Or, comme 'expression des coordonnées X, Y et% est plus
simple que celle des coordonnées w, y, z, il est clair que le plan de pro-
jection auquel appartiennent les coordonnées X, Y et % est plus propre

que tout autre plan pour y rapporter les mouvements des trois Corps, ou
plutdt le mouvement relatif de deux de ces Corps autour du troisieme.

On voit done que la position du plan de projection n’est point du tout
indifférente, et que, parmi tous les plans possibles qu’on peut faire passer
par le Corps A, il y en a un qui doit étre choisi de préférence, parce que
les mouvements des Corps B et C autour de A sont par rapport a ce plan
les plus simples (u’il est possible.

Cette remarque, qui me parait de quelque importance dans le Pro-
bleme des trois Corps, n’avait pas encore été faite, parce que personne,
que je sache, n’avait jusqu’a présent envisagé ce Probleme d’une ma-
niére aussi générale que nous venons de le faire.

33.
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XVIII.

Nous prendrons donc, a la place des coordonnées x, y, z, celles-ci X,
Y/ ,
Y, 7> pour représenter le mouvement du Corps B autour de A; et comme

I'on a, & cause de A = — (Article XV),
g

2
X2+ Y2+ <%> =zt 4y =1

P AE A
Y=\/r— <ﬂ> sing, X——\/l —<ﬂ> cos g,

il est clair que ¢ sera ’angle décrit par le Corps B autour de A dans le
plan de projection, c’est-a-dire, la longitude du Corps B dans ce méme

plan; et que % sera le sinus de la latitude. Ainsi on aura (Article XVI),
a cause de f="1,

B 1 _ L
Vaibre B

Pour le Corps B :

Rayon recteur de Porbite. .. .......... r
Tdt
Longitude.................viieions. ;—- L(Z—Z_Z_ ,
=]
. . Z
Sinus de la latitude............ ... ... o
. hr

Pour le Corps C :

Rayon recteur de l'orbite.............. r,
T dt
Longitude. ...« eeeeieeiiin fr» P AT
’I_' - (7> ]
. . A
Sinus de la latitude................... Pl
hr

Les valeurs de T et de Z sont données par les formules de I’ Article X1V,




DES TROIS CORPS. 261
et pour avoir celles de T’ et 2’ il n’y aura qu’'a changer dans celles-la
P’accent zéro en’ et ' en zéro, et ensuite B en C et C en B.

Quant & la quantité 4, c’est une constante arbitraire qui dépend du
mouvement initial des Corps; mais il faudra la prendre telle, qu’elle
saccorde avee 'équation (P) de I'Article XI, dans laquelle le second
membre est

@+ b+ = I
de sorte qu’il n’y aura qu’a prendre pour £ la vacine carrée de la valeur
du premier membre de cette équation lorsqu’on y fait ¢ = o.

XIX.

Les formules que nous venons de trouver servent a déterminer les
orbites des Corps B et C autour du Corps A par rapport & un plan fixe
passant par ce méme Corps; mais il faut voir encore comment on peut
déterminer, par leur moyen, la position mutuelle de ces orbites. Pour
cela, nous commencerons par remarquer que si I’on considere le triangle
formé a chaque instant par les trois Corps A, B, C, et dont les trois cotés
sont r, 7" et r”, et qu’on nomme &, &7 les trois angles oOpposés i ces
cOtés, on aura, comme on le sait, par la Géométrie élémentaire,

/2 ”y a2
r't 4 r”—y
COSC— — T - ./P,// 2
21t r'
P4 r’r— ph p
COS C':_ ————— - I
) arr” rr’”
r? 4 I"Z _ rl/g Pr/
cosf’'—= ————— == L.
arr’ rr

Or on a (Article VIII)
pP=zx' 4+ yy' + 27’
done
zxx' + yy' + 22
T T

cosg’ = per

§” étant I'angle formé au centre du Corps A par les rayons recteurs r et r’
des deux autres corps B et C.
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Qu’on imagine maintenant deux plans passant, I'un par le Corps A
et par les deux points infiniment proches dans lesquels s’est trouvé le
Corps B au commencement et i la fin du temps infiniment petit dz, et
autre par le méme Corps A, et par les deux points infiniment proches
ot le Corps C était au commencement et a la fin du méme temps dz; ces
deux plans seront ceux des orbites des Corps B et C autour de A, et ils se
couperont nécessairement dans une ligne droite passant par le Corps A,
laquelle sera donc la ligne des neeuds des deux orbites.

Soit  I'inclinaison de ces deux plans P'un a 'autre, £ la distance du
Corps B a I'intersection des deux plans ou a la ligne des nceuds, ¢’est-a-
dire, I’angle compris entre le rayon r et la ligne des neeuds, et £'la distance
du Corps C a la méme ligne des nceuds, c’est-a-dire, I'angle formé par le
rayon 7’ et laligne des nceuds; si I'on imagine une sphere décrite autour
de A comme centre, et que par les points ot les deux rayons r, 7’ et la
ligne des nceuds traversent la surface de cette sphere, dont nous suppo-
serons le rayon égal a 1, on mene des arcs de grands cercles, on aura
un triangle sphérique dont les trois cotés seront &, &' et £, et dont
’angle opposé au coté &” sera w; de sorte qu'on aura, par les formules

connues,

cosl” == cos£ cost +sinEsint cosw;
done
xx' +yy' + 22’

cosf cosE +sinEsinf cosn = -

Supposons maintenant que pendant le temps dz le Corps B décrive au-
tour de A I’angle infiniment petit d6, et que le Corps C décrive I’angle %',
il est clair que, tandis que les lignes x, y, z, r croissent de leurs diffé-
rentielles dz, dy, dz, dr, 'angle £ croitra de d9, et I'angle » demeurera
le méme, parce qu’on suppose que la position des plans des orbites des
Corps B et C est la méme au commencement et a la fin de I'instant dz; de
méme, en faisant croitre les lignes ', y/, z’, ' de leurs différentielles dz’,
dy', dz', dr', il n’y aura que I'angle & qui variera en croissant de &4'. Or,
comme I'équation précédente doit étre identique et indépendante de la
loi des mouvements des Corps B et C, il est clair qu’on pourra y faire va-
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rier les quantités @, y, z, r et £ qui appartiennent au Corps B indépen-
damment des quantités «’, y’, 2, r’ et Z' qui appartiennent au Corps C,
et vice versd celles-ci indépendamment de celles-la; d’ot il suit qu'en
faisant varier d’abord x, y, z, ret&, ensuite a’, y', z’, r’ eL £, entin les
unes et les autres en méme temps, on tirera de I’équation dont il s’agit
les trois suivantes

. (xx’—i—_m:'jl—zz’)dr . ;;-’dx-{-]‘!‘{'}v-{»‘_z_"d; ,

rer rr

—sing cos¥' + cosEsint cosm)dl =

(X’ +vy' +22Ydr'  xdx'+ydy +zdz’
Yy 4 yay +zdz

’

--cus&sing’ —+sink cos¥'cosw)df' = — -
: rr'* re

{sinEsink’+ cos cost’ cosm)db db’

_(xx' +yy' + 2z )drdr'  (2'dx + ¥V dy + 3 dz)dr
- rip'? - rr'?

(zdx' + ydy'+ zdz"\dr + dxdx' + dy dy' + dzdz'
rp’ rr’ o

Done, si 'on fait dans toutes ces équations les substitutions de I"Ar-
ticle VIII, on aura ces quatre-ci

4
cos £ cosE’+ sin sinf cose = %a

. - "dr + rdV
— sink cos&’ + cosE sink cosw = — P—W >

: . "dr'+ r'dV’
— cosgsing’ + sinf cost cosw = — Enr?’;’_?i'é =

SinE sink’ - cosk cos & cos prdrdr’—dN.rdr'— dV' . r'dr+ rr'v"de
S 0s &' ¢ = - e
< ® rer'td6ds’

Or il est facile de concevoir que le carré du petit espace que parcourt
le Corps B dans le temps dz est exprimé également par dao®—+ dy*+ dz*
et par r*dg® + dr?, de sorte qu’on aura

rdf = Jdx* + dy* + dz* — dr?

et par conséquent (Articles VIII et XI)

6= \/—uwdk‘;‘: dr _ dtyll

rT

k]
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et de méme

df =

Vwrde —dr _ dt T
r - ’

r’?

Ainsi les seconds membres des quatre équations précédentes seront
tous donnés, des qu’on connaitra 7, 7’ et r” en ¢ (Article cité); de sorte
qu’on aura (uatre équations entre les trois inconnues &, & et o, par les-
quelles on pourra non-seulement déterminer ces trois inconnues, mais
encore avoir une équation entre les quantités r, ', r”, u, u,..., et cetle
équation sera la méme que celle qu'on a déja trouvée plus haut (Ai-

ticle X) par une voie bien différente.

XX.

Supposons, pour abréger, que les équations précédentes soient repre-

sentées ainsi
cosf cosE + siné siné cosw = 1,

sing cost’ — cosé sink' cosw = u,

cosf sing’ — sinf cost cosw = v,

sinf sinf’' + cosf cosE cosw —= — w,
en faisant ; ) i Lo
R =L
—p'drdr’+dV.rdr'+dV'.r'dr—rr'v"dt*
- rir'2dodo’ ?

il est facile de réduire ces quatre équations a ces deux-ci
cos(E=E)(1ozcosw) =Aktwm,

sin (E£ ) (13 cosw) =pv,

lesquelles, a cause de Pambiguité des signes, équivalent réellement &
quatre équations. Elevant ces deux équations au carré, et ensuite les
ajoutant ensemble, on a

(1zcosw)P=(Axw)P+ (utv),
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d’oti, a cause de "ambiguité des signes, on tire
—CoSm =XAo + v, I+ COS*0) = A+ !+ 12+ @?;
de sorte qu’éliminant cosw on aura
1+ (Ao 4+ w)* =N+ p+ v+ &’

Si I’on substitue dans cette équation les valeurs de 2, p, v, =, comme
" aussi celles de df et de d9, on aura une équation qui sera la méme que
I’équation (N) de I’Article X; ce qui peut servir a confirmer la bonté de
nos calculs.

L’équation

—coSw = A& + pv

donnera
prorde —dvdv

COSO= T ndedy T

ce qui fera connaitre I'inclinaison « des deux orbites.
Connaissant @, on connaitra aisément £ et &'; car, en multipliant les

deux équations
cos(E+ &) (1—cosw)=A+w,

cos(§E —&)(1+cosw) =2 —ow
I'une par 'autre, on aura celle-ci |
1(cos2E + cos2E')sin’o = — w?;
et de méme les deux autres équations
sin(§ + &) (1—cosw)=pm+v, sin(f—E)(1+cosw)=p—yv,
étant multipliées ensemble, donneront

— +(cos2f — cos2E')sin’e = p? —v?,
d’ou 'on tire
coszE—)‘—2__""’2"‘“‘2""’z Ko+ p—y
- sin’w sin‘w ’
VL. 34

s cos2f =
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ou bien, en mettant a la place de =?* sa valeur
I+ COS* @ — A — p?—13,

tirée de I’équation trouvée ci-dessus, on aura, a cause de cos*w=1—sin’w,

2(N 4+ —1) , 2(N+ p? —)
= —_—_— =1 - -
cos2f=1+ Sin'e cos2E + TS
d’ou lon tire
L f — )\2_ 2 ) I — A2 — 2
sinf = 5/—.——1, smg’:—\/—',— &',
i sinw sino

c’est-d-dire, en substituant les valeurs de X, p., v, et faisant attention
que r*df? = udt* — dr® et r'*dg’* = u'*dt* — dr'*,

sing — VT =P WAdE— (P dr o ap (rdr ) AV — AV
a rr'isinw d6’ »
sing'= V(rir® = p"ywde — r’*(rdr)i+ 2p” (rdr) dV — r*dV:

r'risine df

ou bien (Article XIIT)

\/4(PPI+PPU+p/P”)u“——zl,

Sil’lE: =
aryIl'sinw

siny — VAP +pp" PP W — 2
ar'\/T sino

XXI.

Si I'on veut que les trois Corps se meuvent dans un méme plan, on
aura alors w = o, et par conséquent cos» =1 et sinw = o; donc

2 =4(ppl+PP”+Plpll) u,’ 2/:4(PPI +PP”7"P(-P”> u/;’

et par analogie '
2”: 4(ppl+ppl/+plpr/) ul/z.

De sorte que les quantités Z et Z' (Article XIV) seront nulles, et par
conséquent les mouvements des trois Corps s’exécuteront dans le méme
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plan que nous avons pris pour le plan de projection (Article XVIII). Or,
si Pon substitue les valeurs de u?, w?, u”* tirées des équations précé-

dentes dans I'équation (P) de I’Article XI, on aura une équation en r, r’,

s dr o dr’ dp , . ' A
ret o~ -5 par laquelle on pourra déterminer cette derniere

I/ . . o« w
quantité H—‘;; substituant ensuite la valeur de gf;- dans celles de =, %', 27,

dr dr' dr”
¢ ‘ 2 2 P M 4o ’ ” hadl Bty
on aura les valeurs de u*, u', u’® exprimées en r, r', r’" et 70 ar dr

seulement; ainsi, mettant ces valeurs de u?, w2, u”* dans les équa-
tions (F) de I’Article 111, on aura enfin trois équations en r, ', 7" et ¢,
lesquelles seront simplement différentielles du second ordre, au lieu que
les équations générales (K) de I’Article V montent au quatrigme ordre,
lorsqu’on les délivre des signes d’intégration.

Au reste je crois que, dans le cas méme dont il s'agit, ces dernieres
équations seront toujours préférables, parce qu’elles ont I’avantage sin-
gulier de ne renfermer aucun radical, ce qui n’aurait point lieu dans les
équations out I'on emploierait les valeurs de u, «/, u” déterminées par

les équations ci-dessus, valeurs qui renfermeraient nécessairement des
radicaux carrés.

RECAPITULATION.

XXII.

Pour résumer ce qui vient d’étre démontré dans ce Chapitre, soient
nommeées: A, B, C les masses des trois Corps; r, 7/, r” les distances entre
les Corps A et B, A et C, B et C; et supposant, pour abréger,

,./2+ P’ — p2 , r2—4 P’ pi2 : " r2+ r'r— p”2
p=— ’ = — -— = —
2 2 2
I 1 , 1 1 Y 1 I ,
1= = 0= T"=m =14
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on aura, en prenant I’élément du temps d¢ pour constant,
d’ S o/ 1 ol
(H) : -(—l—t-?-f—Cpq——qu—qu =o0;

dQ — ql dpl — q/ldp”__ qdp’
(I) ‘ dQI: qu + qlldpll+ q/dp’
dQ//:__qdp_ q/ dP( + q//dp;

d*(r? A+B+C L Y
2dt2) - r —C(p'¢ —p"q"+Q) =0,

d*(r"? A+B+C
(K) z(d’;z) _ -+ b+ —B (Pq +p”q”+Q')=0,

r’

d*(r''y A+B+C ' "
2dt? - 77 —”A('—Pq—l) q +Q )'—0‘

r

Ces équations serviront 4 déterminer les valeurs des distances r, ', r”
en ¢; apres quoi on pourra trouver directement et sans aucune inté-
gration les valeurs de tous les autres éléments, d’ou dépend la détermi-
nation des orbites des Corps B et C autour du Corps A.

En effet, si 'on nomme

u, B; A’
u', } la vitesse du Corps { C, autour de { A,
u’, C, B,

on aura d’abord

o 2 +rB +0) , oo,
) u' — Z_(QA__"_’;}_}_'_*'E +BQ,
e 2(A '*-r? -+ C).'*.' AQ”.

Si I’on nomme ensuite

¢ Pangle parcouru par le Corps B autour de A dans un plan supposé
fixe et passant par A, c’est-2-dire, la longitude de B,
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¢ I'angle de la latitude de B par rapport 2 ce méme plan,
¢’ la longitude de C,
¢’ sa latitude,

et qu’on fasse, pour abréger,

P _Pp +PP +pp I — p2p ”—-P”IZ%(ZI"I‘”+2"2!'”24'2"”"”’—-"‘-—"“-—!’”‘)
=—r4+r+r)r+r—r")Yr—r'+r")y(r—r'—r"),

o (d(r) (7N dp” Jap dp'\dp |, (dp):
Z—< )Pd> 2\Par P ar)a T \at)’

I = rw — (‘i(;;))’,
[J— 12 4,72 d(rlz\ ?
I e ( adt >’
W=r=u?— (é<_:l_) 27
dp 2 dp 2
V=po— (z_dt + ;7) ’

en supposant

w? 4+ U — w? , w+ur—u? o w Wt — u"?
v = = )

= — - —

2 2 2
on aura sur-le-champ

! 7 1 72 7 1 W ‘{f”
pViPW =2+ g JfPun=2" T+

sing = alir @ T hreosy
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et

! ' 1 " Y 1y . ‘y ‘y"
E\/4Pu"—2+x\/4l’u’——2 iigi—i-r*—f———“

1

A C

H [ .—_.—___--
sing’= dt = hricosy

2hr'

Il faut remarquer que ces formules renferment deux constantes qui
ne sont pas arbitraires, mais qui doivent étre déterminées par des équa-
tions particulieres; ce sont : I'une la constante %, et 'autre la constante
qui peut étre ajoutée a la valeur de 3—? déduite de I’équation (H) par la
voie de I'intégration.

Voici donc les équations qui serviront 4 déterminer ces constantes

(N) -69U~4<2v+zw'+zw~,+(‘Zl’_‘_fP’+de1;'tj-dl”_‘1P”+de’_>’:o,

en supposant

U=+ o+ 0'v'=wu* — v =L (2w u? + 207 u” + 20" — u' — v/ — u’*)

et
(P E+—IH+HH l{/_+£ Ll =N
) ety Ta*2\astac BT

On pourrait, si 'on voulait, employer ces équations a la place de
deux quelconques des équations (K); mais, comme elles sont assez com-
pliquées, il vaudra mieux ne s’en servir que dans la détermination des
constantes dont il s’agit; et pour cela il est clair qu'on y pourra sup-
poser partout = o.

Or si, pour plus de simplicité, on suppose que, lorsque ¢= o, on ait
ar_ o, 9 —o, etquede plus | ' coincid
2 = © g7 =0 etquede plus les rayons r, r’ coincic ent, en sorte que
P’angle &” compris entre ces rayons (Article XIX) soit nul, ce qui est
toujours permis lorsque cet angle est variable, on aura, a cause de
r'* =r®+r'* — arr’'cosg” (Article cité),

Y . d ”
r't = f\br’— r, -Ept— =0;

donc

dP . dpr B dp//
@ w=® dr

=03
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de sorte que I’équation (N) deviendra

4
16PU — 4(r2v + r'2v' 4 r"2o") (%),4- <Z—‘;) —=o;

s ; . d .
mais a cause de r”*= (r'—r)? on aura P=o0; donc aussi % — 6. Ainsi
dt

il faudra prendre la valeur de % » ensorte qu’elle devienne nulle lorsque
t=o (')

L’équation (P) se simplifiera aussi beancoup par les mémes supposi-
tions, et elle deviendra
(P lz*:%ﬁi’+£’;—‘fj+£¥2+z(%+%+%),
ou il faudra prendre pour r, 7', r”, u, w', u” les valeurs qui répondent
at=o.

Quant aux constantes qui pourront entrer dans les valeurs de Q, Q’
et Q’, elles seront entierement arbitraires et ne dépendront que des
valeurs initiales de u, «', u”, qui sont a volonté.

Enfin, si 'on nomme encore

d9 Pangle élémentaire décrit par le Corps B autour du Corps A dans
Iinstant dt, ‘

d9’ I'angle correspondant décrit par le corps C autour de A,

» Pinclinaison mutuelle des orbites des Corps B et C autour de A,

£ la distance du Corps B au nceud de ces deux orbites,

& la distance du Corps C au méme nceud,

on aura
o _Jym dg T
dt — 2’ de —
COSw = ""\g‘:,‘_, sin&: M% sing’; ~\/4Puj—_§__
yILIr 2rsine /II' 2r' sine 11

(*) 1l faut remarquer que, dans le cas dont il s’agit ic.i, I'équation (N) est encore satisfaite
si 'on prend

d 2
(d_f = 4(rto 41"+ p"0").

(Note de I’Editeur.)
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CHAPITRE II.

SOLUTION DU PROBLEME DES TROIS CORPS DANS DIFFERENTS CAS.

XXIII.

Nous allons examiner dans ce Chapitre quelques cas particuliers, ol
le Probleme des trois Corps se simplifie beaucoup et admet une solution
exacte ou presque exacte; quoique ces cas n’aient pas lieu dans le Sys-
teme du monde, nous croyons cependant qu’ils méritent I'attention des
Géometres, parce qu’il en peut résulter des lumieres pour la solution
générale du Probleme des trois Corps.

XXIV.

Le premier cas qui se présente est celui ol les trois distances r, 7', r”
seraient constantes, en sorte que le triangle formé par ces Corps demeu-
rat toujours le méme et ne fit que changer de position.

On aura dans ce cas

dr=o0, dr'=o, dr'=o,
et par conséquent aussi
dp=o, dp'=o, dp’=o;

donc les trois équations (K) deviendront

A+B+C
— P — P+ Q) =o,
A+B

(a) - T B+ + Q) =,
A+B+T Y
l”__._____*_A(_pq_P’q’-}_Q’)zo;

r

d’ou 'on voit que les quantités Q, Q’, Q” seront pareillement con-
q q P
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stantes, en sorte qu’on aura
dQ=o0, dQ'=o0, dQ"=o,
moyennant quoi les équations (I) se réduiront a celles-ci
gdp=o0, ¢'dp=o0, ¢"dp=o,

lesquelles donneront ou ¢ =0, ¢'=o0, ¢"=o0, ou dp = 0. Examinons
séparément ces deux cas.

Soit d’abord

donce

de sorte que le triangle formé par les trois Corps sera équilatere; les
équations (a) donneront donc

,  A+B+C
CQ=BQ'=AQ = — ==

b

et, ces valeurs étant substituées dans les formules (J), on aura

W — " — A+B+C
r
Maintenant on aura
r2 ” uﬂ
P:p’:p”—-;—, u:v’:v’:;;
done
3re 3ut
P=-— = —
i’ 4’
de plus I'équation (H) donnera zl-té’ =0, par conséquent
d
&,

o étant une constante arbitraire qui doit satisfaire a I’équation (N).

Or on trouve
2=3=23"=rla;
VI. _ 35
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de sorte que I'équation dont nous parlons deviendra
griut — 6r’uwat + a' = o,
c’est-a-dire,
(3r2u*— a??=o,
d’ou
a=3ruw=3(A+B+C)r.

Ainsi I'on aura satisfait a toutes les équations du Probleme; de sorte
que la valeur de » demeurera indéterminée; d’ou il s’ensuit que le sys-
teme des trois Corps peut se mouvoir de maniere que les trois Corps
forment toujours un triangle quelconque équilatéral.

Ayant trouvé '

3r . .
P=— 2=X=3"=ra=3rw,
4
on aura
' 4P — 3 =0, 4Pu?—3 =0, 4Pu'?— 3 =o0;

done

sing=o0, siny’=o;
d’ou I'on voit que les trois Corps seront toujours nécessairement dans
un méme plan.

On trouve ensuite
H=I0=1II"=r*uw,

a* _ r'u*  3r:u? .,

VY=V=Y"=pv+ 7 = T -+ 5 = rrut;
donc, a cause de =0 et ¢’=o0, on aura
, 2
CR STt
mais 'équation (P) donnera
/l’:(—l—+L+L+—2—+-i.+—?%>r’u’,
& BT AT AB T AC T BC,

ou bien
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par conséquent
I 1 1
]l:<E+K+—B‘>ruv
done

doy’ A+B+C

_u
r

’«3

Ainsi les Corps B et C ne feront que tourner autour du Corps A avec

une vitesse angulaire constante et égale a \/___mg,_...,.,-.

XXVI.

| . . , d , .
Examinons maintenant 'autre cas, ot d—? = o sans que ¢, ¢, ¢” soient

nuls, et substituons d’abord dans les équations (J) les valeurs de CQ,
BQ et AQ” tirées des équations (a) ci-dessus; on aura

: A+B+C " — "
W= —————=Cplg'—pq)
B
(b) uh= A_JrT-FE—B@q +p'q")
A+B+C .,
ut= ———— — A= pg—p'q’);

r

d’ou I'on voit que les vitesses relatives des Corps seront aussi con-
stantes, mais non pas égales entre elles comme dans le cas précédent.

Or, puisqu’il faut que % =0, on aura donc aussi ill—;o =o, et|'équa-
tion (H) deviendra
(e) ’ Cpg—Bp'q'—Ap'q"=o.
Ensuite I'équation (N) deviendra (a cause de dr = o, dr' = o, dr' =o,
et dp=o, dp'=o0, dp’=o0, .dy = o)

16 PU=o,

savoir
P=o0, ou U=o;

35.
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ainsi, en combinant I'une ou l'autre de ces équations avec I’équation

précédente (c), on pourra, par leur moyen, déterminer deux quelcon-

ques des trois indéterminées r, ', r”, et le Probleme sera résolu.
Supposons d’abord P= o, on aura

(r+r+r)y(r+r—rYyr—r+r)r—r'—r")=o;
donc, puisque r, 7/, r” sont supposées positives, on aura ces équations

r+pr—r’=o, ou r—r'+r’”=o, ou r—r —r’=o,
.

d’ol I'on tire
r=r+r, ou r=r4+r’, ou r=r'+r";

c¢’est-a-dire, que I'une des trois distances doit étre égale & la somme des
deux autres, ce qui montre que les trois Corps doivent étre toujours
rangés dans une méme ligne droite.

Imaginons que les trois Corps A, B, C soient rangés de suite dans la
méme direction, en sorte que ’on ait

r"=r'—r,

et, faisant pour plus de simplicité = mr, il n’y aura qu’a substituer
dans P'équation (¢) mr a la place de ', et (m —1)r a la place de r”;
inconnue r s’en ira, et 'on aura une équation qui servira & détermi-
ner . On trouvera done

m=4(m—1)?—1
p = -?—) r*=(m*—m)r:

I+ (m—1)?— m?
pfz—(_T_)—__ ,-z:(l_m),.zy

I+m— (m—1)?
= thmi— (m—ty r*=mr?

=9

'_l_ 1 T 3m*—3m +1 1
), rl m!(m — l)! '.3

r3 (m—1) r?

’

35

|
=[-amlE s
(

1 1 I—m 1
—_——y) —_ =
r® m* r




DES TROIS CORPS. 277
et, ces substitutions étant faites dans I’équation (c), elle deviendra, apres
avoir été multipliée par m?*(m —1)r,

(d) C(—=3m*+3m—1)+Bm*m*—3m+3)—A(m—1)(1—m)=o,

laquelle étant ordonnée par rapport & m montera au cinquieme degré,
et aura par conséquent toujours une racine réelle.

Il estbon de remarquer ici que, quoique nous ayons supposé r’=r'—r,
la solution n’en renfermera pas moins tous les cas possibles, a cause que
les distances r, 7/, r”, étant prises sur une méme ligne droite, peuvent
étre positlives ou négatives, suivant la différente position des Corps.

Maintenant, a cause de

dr=o, dr'=o, dr"=o, dp=o,
on aura
2:0, 3= o, = o,
de sorte que, comme on a déja P = o, on aura

siny =o, siny’'=o,

ce qui montre que les trois Corps doivent se mouvoir dans un plan fixe.

XXVIIL

Supposons maintenant I'autre facteur U égal a zéro, on aura
U=+ v + v = wu* — v"*=o.

Or les équations (&) donnent

oo ¥

~ t‘ Yy PN ‘i Vs
e (AB O = S (g = p g S pg P,

r'

d’ol1, en multipliant par r2r'2, et mettant a la place de r* et r'? leurs
valeurs p'+ p” et p + p”, on aura, a cause de ¢"=¢ — ¢’,

I’”It’—'f‘zu/’:(—cq-l*- Bql—Aq”)P"‘(CPq—' Bplqr__Ap//qr/)Pr/;
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mais ’
Crg—Bp'q'—Ap"q"=o

par ’équation (c¢); donc on aura simplement
Py — rzulz____(__ Cq + Bq'——- Aq”)l’,
et 'on trouvera de méme par analogie

rut —rur=(Cqg +Bqg'—Aq")P,
Pt —p "t — (Cq + Bql + Aq”)P,

d’our 1l est facile de tirer

1/

pruwr—riv"=—CqP, p"u*—r* = —Bq'P,

et par conséquent
' _p'w+CqP _ p"u*+Bq'P,

p
v r r’ ’

done
”’Li"_l_t_" +p"P(Bg'w + Cqu'*) + Bqu’P“'

. P
v s '.2 r'!

et de 14, & cause de P = r?r* —p”3,

P

— 't — " —
U=wu v T p2p2

[ww:—p”"(Bq w + Cqu'*) — BCqq' P

P
— (uz__ qull)(ulg — Bqlpl/) — BC',z'.llzqq! ].

ot

Mais les mémes équations (&) donnent

s Y A+B C\ ,
w — Cqp’ = — )

r's -+ rs

" y o0 (A+C B) ,
u:—DBqg'p'= —= '

donc, en substituant ces valeurs aussi bien que celles de ¢ et ¢’, on aura

A+ B C A+C - - B 1 I 1 I
U="[(T+m)<7’:—+m>“m<ﬁ‘?ﬂ) (5= =)
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ou hien

vopl A B ¢ AB/1 1\ AC/r 1\ BC[t 1
Sl emtEmtmmt\mt ) tm\ntm) Tt |
D’out I'on voit que I'équation U = o ne peut donner que celle-ci P = o,
I'autre facteur de U ne pouvant jamais devenir nul, & cause que les
rayons r, r’, r” et les masses A, B, C sont des quantités positives.

XXVIII.

L’équation P = o étant done la seule qui puisse satisfaire au cas que
nous examinons, ce cas n’aura lieu, comme nous I'avons vu plus haut,
que lorsque les trois Corps seront rangés dans une méme ligne droite,
et que leurs distances seront dans le rapport exprimé par I’équation (d).

Or nous avons déja trouvé que les trois Corps doivent se mouvoir
dans un plan fixe; de sorte que, connaissant la vitesse u du Corps B au-
tourde A, il n’y aura qu’a la diviser par r pour avoir la vitesse angu-
laire des Corps B et C; mais, si 'on veut faire usage des formules gé-
nérales de I'Article XXII, on remarquera qu’'a cause de P=o0 on a
(Article XXVII)

u? u'? u”:
T
mais les équations (b) donnent
w  ou”  u™ 1 I L
U+_B'+T:(A+B+C)<F+7+ﬁ>;

donc, substituant les valeurs précédentes de u' et "2, et faisant, pour

abréger,
I I I
r r r
= r? r'* r” ’
TTEtX
on aura

w="rkr, w=kr, uwr=kr";
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donc aussi

J /

v=kp, V=kp', "=Fkp".
Ainsi on aura (Article XXII)
M=Fkry, W=kr*, ON"=kr",
V=rkp, YV'=kp? Y'=kp";
mais, 3 cause de P=o0, on a |
pr=rar", pr*=rir", pT=rir;

done
VYV =rlkr2r", W=krr?, Y’=krrz;

donc I’équation (P) deviendra

d’ou

XXIX.

Nous avons supposé ci-dessus que les rayons r, 7', r” étaient constants,
et nous avons vu que cela ne peut avoir lien que dans deux eas, savoir:
lorsque ces trois rayons sont égaux entre eux, et lorsque 'un d’eux est
égal & la somme des deux autres. Supposons maintenant que ces trois
rayons soient seulement dans un rapport constant entre eux, et voyons
dans quel cas cette condition pourra avoir lieu. Soit donc

r=mr, r’"=nr,
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met n étant des quantités constantes, et ’on aura d’a_bord (Article XXII)

p=upry, p=pr, pl=pte,

o) (o) W

1= (=5 =5

r3

en faisant, pour abréger,

J__m“-i—n’—l o I+ n?—m? y_ I+ m*—nt
= = ’ = —
t 2 ! 2 2
I 1
T= = o=1—— o'=S—1=v—u.

Done I'équation (H) deviendra

dp Cum—Bp'o —Ap'w”
d r I

ou bien, en faisant

r=Cpo—Bp'v'—Ap'"a",

pour abréger,

&
)

|
+
S >

=0,

dp di
R
dp

« étant une constante arbitraire égale a la valeur de 7; lorsque t=o.

Y
]

et intégrant

Ensuite on aura

iQ =2(ww —p'o) % — o (“— lfilr‘t> %’

r
dQ =2(pw +p'w" % +w (a—lf#)-‘f—f,

,. d p de\ dt
dQ”:z(—‘um—;.c’m)r—:‘+w (a—)\fT)-r—s;

VI. 36
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done, en intégrant,

Q= 2o —pa) _mf(a_xfﬂ)‘-’é n
r r r

O=— <fm+#”m”)+mf(a_xfd‘)_+z«

=— (—L‘E’r——‘“—ﬂ+m"f<a-—xfd‘)—+l"

k, k' et &” étant des constantes arbitraires.

Faisant toutes ces substitutions dans les équations (K), et divisant
ensuite la seconde par m?* et la troisitme par n?, elles deviendront
celles-ci

\ - — ” "
dz(ra,._.A+B + C(1 [um+ym)+cmf a—lfﬂ>ﬂﬁﬁlr:0,
2d¢t? r r)ore

d(r) A+C+Bi—(pw+p'w")m] Bmf( ;\f >dt Bi'

a2dt mer s

= 0,

d"(r’)_B+C+A[l+(ym+p’m’)] Aw” 3 dl dt  AK”
o dt? nér - _’“— n?

lesquelles devront étre identiques; de sorte qu’on aura ces conditions &

remplir :
10 A+B+Cli—po +u'e’) = A+L+B[l—m;;_m+[‘,.m)m]
B+L+—A[l- (pw+ p's')n]
n‘ )
2 CE’:—B—?Z—'}E}—, ou bien a=o0 el A=o;
m n (
"
3 CI(::B—h;,-:é_I'__.
m n?

Ces deux derniéres conditions peuvent toujours se remplir par le
moyen des constantes indéterminées £, £’ et £”; ainsi la difficulté ne con-
siste qu’h satisfaire & celles des groupes 1° et 2°.

Or, si 'on fait, pour abréger,

S=pp +pp” +pp'=—1(+m+n)a+m—n)(1—m+n)(t—m—n),
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I

on pourra réduire les deux équations du groupe 1° & celles-ci, par des
transformations analogues a celles de I’Article XXVII,

(¢) (—Co+Bw' —Aw")d+p’'A=0, (Co+Bw —Aw’)d—pi=o0.

Ainsi il n’y aura qu'a combiner ces deux équations avec celles du
groupe 2°, savoir -
B’ Aw”

Co=— =- ~—, ou bhien a=o0 et 2A=o;
m? n?

ce qui fait deux cas que nous allons examiner séparément.

XXX.
Soit d’abord
y By’ Am”'
lo=— m? n
done
,_ mCw - nCo
o=——5 w'=—

mais on a (Article XXIX)

w—o — o =o0;

donc
+ m2C + n?C\ o
TR A )T
savoir
l + m? + n2 _
“\e"B Ta)="
2 2
Or il est visible que la quantité = + 2 4+  ne saurait jamais de-
q q c B A )

venir nulle, & cause que les masses A, B, C sont des quantités positives;
ainsi il faudra que I'on ait = =o, et par conséquent aussi =’'= o, 5"=o;
or, dans ce cas, on aura A =o, et les deux équations (e) ci-dessus auront
lieu d’elles-mémes; de sorte que toutes les conditions se trouveront
remplies, et le Probleme des trois Corps sera résoluble exactement dans
I’hypothese de

w—o0, w=o0, w'=o,

36.
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ce qui donnera
n—m=—i,

et par conséquent

—— | v
r=r'=r",

c’est-d-dire, les distances entre les Corps égales entre elles, comme dans
le cas de I’Article XIV; mais avec cette différence, que dans le cas pré-
sent elles peuvent étre variables.

Pour connaitre le mouvement des Corps dans ce cas, on reprendra les
équations différentielles de I'Article XXIX, lesquelles, en faisant

f=Ck=BIF =AkK,
se réduisent a cette équation unique

di(r?) A+B+C
2dtr —f=o.

Multipliant par d(r?), et intégrant ensuite, on aura

d(r)7)?
2dt

—2(A+B+C)yr—fr:=H

H étant une constante arbitraire; et de Ia

_ rdr
_\/'H+2(A+B+C)r+fr”

moyennant quoi on connaitra ¢ en r, et vice versd, r en t.
Maintenant, puisque = =o, '=0, 5"=o0, on aura

sz’ Q/= I‘./, Q//: kl/;
done (Article XXII)

2(A+B+ ()
-

+f.

w=u*=u"=
De plus, ayant A = o, on aura

do_,.

dt
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et cette constante « devra étre déterminée en sorte qu’'elle satisfasse &
I’équation (N); on peut donner pour cela a ¢ telle valeur qu’on voudra;
mais, en ne faisant aucune supposition particuliére, I’équation (N) devra
étre identique avec celle que nous avons trouvée ci-dessus pour la déter-
mination de r, et leur comparaison donnera la valeur de .

En effet, 4 cause de r=r'=r", on aura

p=p'=p :-2-;
donce
P:%;

et de méme, a cause de v = u'=u", on aura

v=v=v"= 1_4_’
2
done
4
U= §Zu—:
ensuite
o i su_ Pfardr\*  frde\: o frdr\*
3=3=2 _;(Ti—t——) —+r (——‘TI——) —+ rta?= 3 (717) —+ rla?;

et 'équation (N) deviendra

3:-7<r—(:,jt—'.>2—+— rigd | + I 3 (err">1+ a’:r: o,

s (5] =]

griut —ou

ou bien

d’ou1 'on tire

Or on a déja trouvé
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done, substituant cette valeur et résolvant I’équation, il viendra

rdr

dt = .
2.
\/—%+2(A+B+C)r+ﬁ~=

Comparant donc cette équation avec la précédente, on aura

H:——%z,

et par conséquent
a=\/—3H;

d’o1 'on voit que H doit étre nécessairement une quantité négative.
On aura ensuite

M=M'=0"=ruw— (i‘-’_’>’= ©
el
oy I (Y ()
donc I’équation (P) deviendra
O e
d’ol1 'on tire

h——a l_+l_+l.
T3\ T B A

Or, puisqu’on a déja trouvé

E2=3=3= 3r’<£ditr)2+ r‘a?,
et que
rdr\?
3rriur—3 (—d—t—) — &= 0,
on aura

S=3=2=3ruw;
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d’ailleurs on a
4P=3r, e u=u=u";

donc on aura
fPw—3 =0, 4Pu?— 3 =0, 4Pu""—3"=o;

et par conséquent
siny =o, sin¢’'=o,

¢’est-a-dire,

$=o0, '=o0;
ce qui montre que les Corps B et C doivent se mouvoir dans un méme
plan fixe passant par le Corps A.
Maintenant, si I’on substitue dans les expressions de %:B et %’ les va-

leurs de IT, I", ¥, W', W” et de A trouvées ci-dessus, on aura

do _dy' _ _a

dt = dr T a3

el par conséquent, en substituant la valeur ci-dessus de dt,

qui est ’équation polaire d’une section conique rapportée au foyer, et

2(A+B+C)

dans laquelle ——F est le grand axe et le parametre.

20’
3(A+B+C)
Ainsi les Corps B et C décriront dans ce cas autour du Corps A deux
sections coniques semblables et égales, dont I'espece et la forme dépen-
dront des quantités arbitraires fet , lesquelles pourront se déterminer
par les équations

, L rdr\? ., 2(A+B+0()
at= 3:"u‘—3<—dt-> ) f:u'— -—T-—-?

\ dr . . ..
en donnant & u, r et 7 les valeurs qui conviennent au premier instant.

-
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XXXI.

Reste & examiner le cas ol «=o0 et A=o0; or la supposition de 2 =o
réduit d’abord les équations (e) a celles-ci

(—Co+Bw' —Aw")d=0, (Co+Bw'—Aw")d=o,

lesquelles donnent ou
0= o,

ou bien
—Co+Bo'— Aw"=o0, et Co+Bon'—An"=o,

¢’est-a-dire,
Co=o0 et Bo'—Aw"=o.

Or j’observe d’abord que ces deux derniéres équations sont inutiles;
car on aurait d’abord = = o, ensuite, a cause de »" == — #’, on au-
rait "= —»'; de sorte que I'équation Bw'— Az"=o0 deviendrait
(B+ A)z'=o0, ce qui donnerait ='=o; on aurait donc m=8'=s"=o,
ce qui rentre dans le cas que nous avons examiné ci-dessus.

Il faut donc faire d.= o, de sorte que la solution du Probleme sera
renfermée dans ces trois équations '

La premiere donnera (Article XXIX) -

(:+m+_n)(l+m—n)(x—in-%—n)(n—m—n):o;

donce
1i=Em=*n=o

= - >

et par conséquent
rx=r'xr"=o,
¢’est-a-dire, que I'une des trois distances r, ', r” doit étre égale a la
somme des deux autres, et conséquemment que les trois Corps doivent
étre toujours rangés dans une méme ligne droite.
Ce cas est donc analogue a celui de I’Article XXVI, mais il est plus
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général, en ce que les distances entre les Corps peuvent étre variables,
pourvu que leurs rapports soient constants.

On déterminera ces rapports par I’équation X = o, et pour cela on
pourra supposer, comme dans I’Article cité, que les trois Corps A, B, C
soient disposés de suite dans une méme ligne droite, en sorte que
r"=r'—r, ce qui donnera n =m — 1; on substituera donc cette valeur
de n dans expression de 1 de I’Article XXIX, et ’on aura une équation
en m qui sera la méme que I'équation (d) de I’Article XXVI. Mais il
faut voir encore si la condition de « =o peut avoir lieu; et comme la
constante « doit étre déterminée par I'équation (N), tout se réduit i
savoir si cette équation peut subsister en y faisant « = o, c’est-a-dire,

& _ o, & cause de o P f(ﬁ (Article XXIX) et de » =o.
dt dt Jor
d 3 / 1 ’ 7/ N
Or, en supposant d—‘; = o, et substituant pour r’, " et p, p’, p leu.ls

valeurs (Article cité), on aura

P Z(‘L‘LH‘I+,{J‘HII+[J-I#’,) ’.6’

2
= (p k) (2:;”') ;
t /

= (p el pt ) r? <2 gfry’

dp dp’ + dp dp” + dp'dp” + dp? , " o [2rdr\*
BT RL XL T = (i + +#M)<—d—,—);

mais, par la nature des quantités p., p’, p”, on a
w4 =1, p4+p'=m, p+p=n
de plus, on a, en vertu de I'équation d = o,

p A pp =05
donc on aura aussi

P’ -+ H,P'”2+ ‘U‘I/[j‘/z: o, Hlm‘+ ‘U-{J-”"F {‘L”.u'z:O’ ‘U‘”n‘ + {J.’(J.’—i— ‘U.‘U.“Z: 0;
VL 37
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de sorte que toutes les quantités précédentes P, 3,... seront nulles, et
conséquemment I'équation (N) se trouvera vérifiée d’elle-méme.

XXXII.

Maintenant il est clair qu'a cause de @ =0 et A = o les trois équa-
tions différentielles de I'Article XXIX se réduiront a celle-ci

=

d*(r?)

zar —r /=

en faisant, pour abréger,

F=A+B+C(1—po' + p'v"),
Bl Ak
f=Ch=Tr =2
Cette équation étant donc multipliée par d(r?), et ensuite intégrée,
donnera
rdr\?
(7[) —a2Fr—fr'=H=H,
H étant une constante arbitraire; d’olt I’on tire-

— rdr
—_— ==
VH+2Fr—+ fr?

moyennant quoi on déterminera ¢ en 7, et par conséquent r en 2.

De plus, si dans les équations (J) de I’Article XXII on substitue les
valeurs de Q, Q’, Q" de I’Article XXIX, on aura, en vertu des équations
du groupe 1° du méme Article,

,_ 2mF 2n'F .
w==—7+f u'= " + mf, u’f’:-——r + nif;

donc
!
"=2‘:F+{ifa V'Zzp;F-*-P"f, v”=2
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De 12 on trouvera

. rdr\:
M =2Fr+fr— <W) =—H,

qfl/: — H#llg: — Hmz’
a cause de
P - pp 4 plp" = o,
et par conséquent
{L’ o mﬂn?, H’Z e nZ’ {l"/'l — mi'

Donc, si I'on substitue ces valeurs dans I’équation (P), elle deviendra

1 m*  n¥\? .
/l2:~H<C+§-+X) ]

d’ou

=

1 m? n?\ ——
/z_<(-:+—B—+—A->\/—— ,

d’olt I'on voit que H doit étre une quantité négative.
Or, 2 causede P=oet de =0, 3=o0, 3"= o, on aura

siny =0 et siny'=o,

ce qui montre que les deux Corps B et C doivent se mouvoir dans un
méme plan fixe passant par le Corps A, et I'on trouvera ensuite pour les
angles de rotation

dqo_dq;’_-—H(: m? 1’) V—

dt — dt — hre =n

=

37.
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Et, si I’on substitue la valeur de dt, trouvée ci-dessus, on aura

do = dr ,
2F f
’\/"“‘?ﬁ"*—:u"’

équation polaire d’'une section conique, rapportée au foyer, dans la-

quelle ?—flf sera le grand axe et — EFE le parametre.

XXXIII.

Nous venons donc de voir que le Probleme des trois Corps est réso-
luble exactement, soit que les distances entre les trois Corps soient con-
stantes, ou qu’elles gardent seulement entre elles des rapports constants,
et cela dans deux cas, savoir : lorsque les trois distances sont égales entre
elles, en sorte que les trois Corps forment toujours un triangle équilatere,
et lorsque 'une des distances est égale a la somme ou & la différence des
deux autres, en sorte que les trois Corps se trouvent toujours rangés en
ligne droite. A

Or, si I'on suppose que les distances r, r', r” soient variables, mais de
maniere que leurs valeurs ne s’écartent que tres-peu de celles qu’elles
devraient avoir pour que I'un des cas précédents eit lieu, il est clair q'ue
le Probleme sera résoluble a trés-peu pres, et par les méthodes connues
d’approximation; mais nous n’entrerons pas ici dans ce détail, qui nous
écarterait trop de notre objet principal.

J’avoue, au reste, qu’'on pourrait résoudre les Problemes précédents
d’une maniere plus simple par les formules ordinaires du Probleme des
trois Corps entre les rayons vecteurs et les angles déerits par ces rayons,
si ’on voulait se borner d’abord & ’hypothese que les Corps se meuvent
dans un méme plan fixe; mais il ne serait pas aisé, ce me semble, d’en
venir & bout par les mémes formules, si 'on supposait, comme nous
I’avons fait, que les Corps pussent se mouvoir dans des plans différents.
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CHAPITRE 111

MODIFICATION DES FORMULES DU CHAPITRE PREMIER, POUR LE CAS oU L'ON
]
SUPPOSE QUE L'UN DES TROIS CORPS SOIT KELOIGNE DES DEUX AUTRES.

XXXIV.

Le cas que nous allons examiner a lieu dans le Systeme du monde, par
rapport a ces trois Planetes, le Soleil, la Terre et la Lune, dont les deux
dernieres sont beaucoup plus éloignées de la premiere qu’elles ne le sont
I'une de P'autre; mais nous ne considérons ici le cas dont il s’agit que
d’une maniere générale, et seulement pour voir quelles modifications
cette supposition doit apporter aux formules générales de I’ Article XXII.

Supposons donc que le Corps C soit beaucoup plus éloigné des Corps A
et B que ceux-ci ne le sont entre eux, en sorte que les quantités r’ et r”
soient fort grandes par rapport a la quantité r; pour cela nous prendrons
une quantité £, que nous supposerons constante et tres-petite, et nous
ferons

r= 5, 1= ll,
l
en sorte que R et R’ soient des quantités finies et comparables a r. Or, si
I’on nomme, comme dans I’Article XIX, ¢” I'angle formé au centre du
Corps A par les rayons vecteurs r et 7' des Corps B et C, on aura

r? -4 PR ,.’/z
cosf = ———7—r
2rr

d’ou
Pr=r't —or'rcosg’ + ry
ou bien
R*=R?*— 2/Rrcosg” + 2,2

Done, si "on fait
z=rcosg’,

on aura
R':=R*— 2iRz + 1%
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done

De 12 on aura

i
7R
1 i #(2Rz—1ir?)  3(2Rz—ir)?  5i(2Rz—irp
PR T am s8R 16k
1 i’z + ?(32—r3y  (4(52° —3zr?)
TRTR 2R® 2R e
1 I
TR
T _ P + 3i'(2Rz—ir?)  158(2Rz — ir?)? N 350 (2Rz — ir2p
R Py B8R 61
3¢z (1522 —3r) | (352 —15zr?)
R TRt 2R® + 2R® +

Done (Article XXII)

_R Rz r z_*_r2 »__ Rz
=7 7 sy p= -_— ) = -
_ 3z i#(15r—3r) (352 —15zr?)
1=~ 2R¢ - 2R¢ T
,_ 1 i 3z (52 —3r) (352 — 1bur)
I=F3"R™Hw s 2R T
v I A
9= " + R’
et de la
_ ?:_1’1 __B(gz*—3r?) (202 —122r?)
Pl =—Tx 2R 2R T
v Rz 1 2z #@32—r) (1522—9grz) ©(35z2'—302'r°+-3r)
PO=—mm*itgt—w 2 R¢ 2Re
_ Rz i

P”‘I”: _i_;; -+ TR—,'
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Or, comme pg est une quantité trés-petite de I'ordre de 2, et que p'q’,

p"q" sont des quantités fort grandes de I'ordre de -:.-, il est clair qu’en

substituant les valeurs de ces quantités dans I'équation (H) les termes
Cpg, Bp'q’, Ap”q” ne pourront étre homogenes, 2 moins que la masse C

o, . . 1 o« N .
ne soit infiniment grande de I'ordre 5 Vis-b-vis des deux autres.

Supposons done C= t.!i, et 'équation (H) de I’Article XXII deviendra,
apres les substitutions,

d’p+l[’(A+B)1{_3D] B D(9z2—3r?) iD(2022—1221?)

adi T TR - T

r 2 R® 2 R¢

2
d’oti 'on voit que la quantité % est de I'ordre de ll., de sorte que la
.. d . s
quantité E? sera aussi du méme ordre.

Done, si ’on fait, pour abréger,

(o[BI DY, B aGrp) g oretar|

dt — r R* 2R?
on aura
o __ ¢
a— 7

et il faudra prendre la valeur de o telle, qu’elle soit nulle lorsque ¢ =o.

XXXYV.
6i2zdR B[ (1522 — 3rt)dR — 3zd(R
qu:_ RE [( )Rl { Z)]—,”‘)
d(Rz) 2dr  *d(Rz) & #[3zd(Rz)—Rd(r
T e e
[ (1522 — 3r)d(Rz) —6Rzd(r?)]
+
2R’
+l‘[(35l3——-l5zr’)d(Rlz)l‘;(I5Z’——3I‘Z)Rd()'7)]+”.,

d(Rz) d(Rz)

ir? R

qudpﬂ: —_
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De sorte que les valeurs de dQ, dQ’ et dQ” deviendront

40 = 2'(‘z'r o [ d;:) + 3z[d(R;)‘—adt]]

[ 32d0™) | (1522 —3r)[d(Rz) — gdt]
R 2 R® J

) (1522 — 3r*)d(r?) (35z3—151r’)[d (Rz)— odt]
2 R 2 R¢

(Rz)+adl] i [—-6zdl{+d(ﬂz)+a’dt:]+

=1
dQ_—tL r R®

40’ = [d(Rz)+adtJ __zﬂ*_iz[—szR+d(Rz)+c-dt;|+

rs r? Re

Done, faisant toutes ces substitutions dans les équations (K), elles

deviendront
’d’(r’)_A—i—B__D 3 —rt <_ d(r?) 3z[d (Rz) — g dt] ‘
2dt? r R? R? R¢ )

. [1522 —9griz 3zd(r?) \15z’—3ﬂ)[d Rz)— o dt]
- [ [ e

(8)
D 35z — 3ozr?* + 3
! 2Rs *
522 —3rvd(r?) (3513—-1521 )[d(Rz)—odt] _
+f(— NTE P10 >] ..=consl.,
@R)_ D B Rz d(Rz) +adt] i(A+B) — const
apde PR R T K

d*(R*) d*(Rz) + dxr? D
sider | idp 2de* PR

Dz Rz d(Rz)+ odt
B aa B [

D3z—r) A i[D(5za—3"2)+A+BJ—...=const.,.

P U 2R¢ R
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dont les deux dernieres se réduisent a celles-ci

) %l% _%+ I.B[}_:; +fd<1{z)r;+ cdl:]_ i’(A; B) +...—const.,
d’((lltkzz) Rz (A+B) [Rz+fd Rz)—i—ale
_i[]r_3+l)(3:’ﬁj r) +Df("‘ (r’ 31[(1 Rll“—a'dt]>J
ZD[523;‘3”‘+f< 3z;d{‘(r’) (157,’——3/'*)5]{5}{1)—adl])rl_.”:const.

Ainsi 'on aura, a la place des équations (K) de I’Article XXII, les trois
équations (g), (&) et (¢), dans lesquelles on n’a négligé que les quan-
tités tres-petites de 'ordre de i* et des ordres suivants, et ces équations
serviront a trouver les valeurs de r, R et z en ¢; moyennant quoi le Pro-
bleme sera résolu dans toute sa généralité, puisqu’il ne s’agira plus en-

_suite que de substituer ces valeurs dans les formules qui donnent les
latitudes et les longitudes des Corps B et C (Article XXII). Or, comme
la supposition de ¢ tres-petit simplifie aussi beaucoup les substitutions
dont il s’agit, nous allons donner encore les valeurs de siny, sin¢’ et

dy’
de dt a0 exprimées en r, R et z; mais nous ne pousserons pas la pré-

cision au dela des quantités de I'ordre de i.

XXXVL

Pour cela nous commencerons par chercher les valeurs des vitesses u,
', u’; or, si dans les équations (J) on substitue, a la place des quantités
CQ, BQ', AQ’, leurs valeurs tirées des équations (K), on a, en général,

d(ry A+B+C

u2 — 2dtz + - — C(P q pnqu)
W d(r'ty  A+B+ (‘ B(pq -+ p'q"
- o dt? r’ P9 Pyq )
,. (" A+B+C ’ o,
ur= 2(,1,,) g — Al=pg—p'q).

VI.

38
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Done, faisant ici les mémes substitutions que ci-dessus, et supposant,

" pour abréger,
d*(r?) + A+B D@3z—r)

L= 2dt? r R® 4
. __d}(RY) D
) = SdE TR
__d*(Rz)  (A+B)Rz Dz
\ N= de + rs - R’
on aura
. iD(1522 — griz)
w = L - ———;W—' ey
1 M BRz
U= — —— . -
? ir? ’
o M | t/BRz B 3D(3z2—
e L R L |
Or on a
’ 1 = I~ R’(",“Zz)
P == pp’+ pp’ o+ PP =pri pp =
done
. _ LR(r—2) D(r—2) (52 —9gri)
pu - I 2iR’ )
Pu'= MRz('.':_Zz) L BRez(m =) ey
1 Brs
Pu'r— MR?(r* — z2) + BR*z(r? — z2) _ NR2(r? — z2) .

1 13 I

De plus, en faisant, pour abréger,

r :‘R’[d(r’)]’ + r’[d(R;t)g’ —a2Rzd(Rz)d(r?) L2 o[Rz dgr”%;—r’ d(Rz)|
p ;

-+ rigé,

A— “’[d<l’~z)]’+r’[d(123=— 2RzdRz)d(R") E[R*d(ﬂ?:l(zc{(ﬂ R,

A Re[d@®) A+ [dROP] — dRa)d @) s[Red () (i)
- de ST dt — Rze?,
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on aura
T A 2A T,

s . A
—_— .2 "__ *
2.—-—1.27 Z__i" 2'—17+—;= +’,’,

done, substituant ces valeurs dans les expressions de sin¢ et siny’
{ Article XXII), et faisant encore i

(1 1
/l:T(X+ B—)a
A= R(rt — 2) <M+i'3:i?> a

p=R(r*—2 )N+ %,

on aura, aux quantités de 'ordre 2* pres,

. AVA+BYI—ip
sing ==X Er
) BT
s p_ —
SNy = AT R
ou bien B
I siny = Q B
s Tk o k(A +B)ryd

() ? B

., IBy}

SN = A+ B R’

la quantité k étant une constante qu’on déterminera par I'équation (P’),
comme on le verra ci-dessous.

Ainsi I'on connaitra par ces formules les latitudes ¢ et ¢’ des Corps B
et C par rapport & un plan fixe passant par A.

On voit par la qu’on aura & trés-peu pres

sind/’ iBr Br

sing  (A+B)R~ (A+B)r’

ce qui donne un rapport bien simple et trés-remarquable entre les lati-
tudes des Corps B et C.
38.
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XXXVII.

On (rouvera ensuite

=Lr— (d("z))’_ iD(1522 — griz)
R ceey

2dt
1l d(R?)
= i_‘[MRQ— ( adt )
*)
¢

RTE d(R
"= F[MR’— (7)

2

]+...,

o BB e a4, 2R
) e\ r de

et, a cause de
M 1 (BRz N)
+ (== +

[ i\ r 2

,_ N B 3D(31— rt)
(}—-—-2—1.4-]4---;4-"‘—-“"——'—41‘a +..0

N _ B 3D@Er—r)
T ol ar 4R? o

on aura de méme (Article XXII)

¥ = [ — (L) ] B MRy, dR)ARY |+
2dt el r 2 >dp

,__I[NRz dRz)\* o
W_F['z_n(zdt)”"f

1 B 3D (322 — r?) Nr:  d(Rz)d(r)
+7[—<L*;7+ T) Re— "+ SR |

+__ 1[NRz d(Rz)\* ¢ 1/B 3D (32 — r?)
“’*ﬁ[—r‘(zdz)““z +7<;—T)“’+"--

dy’

Donc, si 'on substitue ces valeurs dans les expressions de %% et -
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et que I’on fasse, pour abréger,

o= NRz (d(Rz))’+ g?

2 2.dt 5’
_BRz 3D(3z2—rY)z
~ ar 4R ?

_ Nr:  d(Rz)d(r?)
n=—LRz— =+ —— e —

— MR — (2RDY
‘O-MR_<2dt)’

_ NR*  d(R?)d(Rz)
v=—MRz— ==+ ——

on aura

. B
dq) m+l(5+m7)>

dr T fer? cos?y ’
(m) )
iB (BRz
dy Pt XxB <7-"‘ + ”)
dt kR cos*y’ )

XXXVIII.

301

Voyons maintenant comment on doit déterminer la constante £ et les
autres constantes du Probleme. Pour cela, on supposera, comme dans

I’Article XXII, que, lorsque £=o0, on ait

dr dr'
=" =% =0

par conséquent

dr _ dR _ dz
A= &= =N og

—_— 0,

a cause de z = r cosg”; et I'équation (P’) de I’Article cité donnera

, , . :n(R  2MRr+NR
(n) k2:MR+lB<F_—T—T>’




308 . ESSA1 SUR LE PROBLEME

ot I'on tirera aisément la valeur de £, en ayant soin de rapporter les
valeurs de R, r et de M, N au point o1 z= o.

De plus on se souviendra que la valeur de o doit étre prise en sorte
qu’elle soit nulle lorsque ¢ = o.

XXXIX.

Au reste il est bon de remarquer que, des que I'on aura trouvé les la-
titudes ¢ et ¢’, on pourra avoir aisément les valeurs des vitesses en lon-

gltude i A d¥/ - par le moyen des vitesses réelles u et u'.

En eﬁ'et, nommant di {’angle décrit par le rayon r dans le temps dt,
on'aura, comme nous I’avons vu dans I’Article XIX,

wdtr = r1df* + dr;
or il est facile de voir que

d6* = cos*§ dg* + dy;

donc
- ‘ wdt* = r cos*y do? + 1 dy? + dr,
donc
w . (dy dr\*
do rr T \dt ) - (r—(lt
dt — cos{ -
(m') et de méme
\/u” dd’\? dr' \?
dy' ,rm_—(dt) <r’dt>_
dt — cos{’ ’

donc, en substituant les valeurs de 2 et u'?, on aura

L dy? dr )’ iD(152° —gr7z)
dy ;'—’ TJT’_<;7§, B 2Ré 2

dt — cosJ \ ’

\/ dy® R\ iBs
R~ de “(m) Rr

cosy’

kil
dt
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Ces formules peuvent quelquefois étre plus commodes que les précé-
dentes, surtout lorsque les quantités r,’R varient trés-peu, el que les
latitudes ¢, ¢ sont fort petites.

CHAPITRE 1V.

DE LA THEORIE DE LA LUNE.

§ 1. — Application des formules du Chapitre précédent

a cette Théorie.

XL.

Pour faire cette application, il n’y a qu’a imaginer que le Corps A, que
nous avons regardé comme immobile et auquel nous avons rapporté les
mouvements des deux autres, soit la Terre, que le Corps B soit la Lune,
et que le Corps C, que nous avons supposé beaucoup plus éloigné du
" Corps A que ne Uest le Corps B, soit le Soleil, dont la distance a la Terre
esten effet tres-grande par rapport a la distance entre la Terre et la Lune.
Ainsi 7 sera le rayon vecteur de I'orbite de la Lune autour de la Terre,
r’ le rayon vecteur de 'orbite apparente du Soleil, et 7" sera la distance
rectiligne entre le Soleil et Ia Lune.

De plus ¢ représentera la latitude de la Lune par rapport a un plan
fixe que nous prendrons pour Pécliptique, et 4’ représentera la latitude
du Soleil; ¢ sera la longitude de la Lune et 7’ celle du Soleil, comptées
a I'ordinaire dans I'écliptique. ,

Pour savoir quel est ce plan que nous prenons ici pour I'écliptique,
et que nous avons vu dans le Chapitre I étre celui par rapport auquel
les mouvements des Corps B et C sont les plus simples qu’il est possible,
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nous remarquerons que, d’apres les suppositions de I’Article XXXVIII,
on trouve, lorsque ¢ = o, ' '

-

7&:0, ®=0, V=03
de sorte qu’on aura aussi [Arﬁcle XXXVI, formule (/)]

Y=o, {'=o;
donc, puisqu’on a en méme temps ( Article XXXVIII)

dr dr’
a0 =0 & =o,
il s’ensuit que le plan dont il s’agit est celui dans lequel le Soleil et la
Lune se trouvent en méme temps, lorsqu’ils sont & la fois en conjonction
et dans leurs apsides.
Maintenant, puisque nous avons fait (Article XXXIV)

R
r= =

4
on aura

T .
7R
de sorte que, si I'on suppose (ce qui est permis) que les valeurs moyennes
de r et de R soient égales i I'unité, on aura ¢ égal a la valeur moyenne
r . .
de —» c’est-d-dire,
r

j—_ barall.®
" parall. moy. @’

or, en prenant 57’ 30" pour la parallaxe horizontale moyenne de la Lune
” . PICH B S NURETI
et 9" pour celle du Soleil, on aurait { = 3450 — 3g3 2 trés-peu pres; d'ou

I'on voit que la quantité ¢ sera en effet tres-petite.

Or, comme les observations nous apprennent que les orbites de la Lune
et du Soleil sont presque circulaires, il est clair que les variations des
quantités r et R devront étre fort petites; de sorte que, si I'on fait

r=i1+x, R=1+X,
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x et X devront étre des quantités assez petites par rapport a I'unité; et
de plus elles ne devront contenir aucun terme constant; autrement les
valeurs moyennes de r et R ne seraient plus égales a 1, contre ’hypothese.

. . . u? N .
Done le carré de la vitesse angulaire de la Lune -3 sera i peu prés égal

al,ou égai a’
A+B—D(3z22—1),

et le carré de la vitesse angulaire du Soleil autour de la Terre :-t,—: sera
a peu pres égal & M, ou égal & D (Article XXXVI). '

Mais on sait que la vitesse angulaire de la Lune est a celle du Soleil
environ comme 13 4 1, de sorte que leurs carrés sont  peu pres entre eux
comme 169 & 1; d’out 'on voit que la quantité D doit étre beaucoup plus
petite que la quantité A + B, et cela dans une raison peu différente de
1 & 169. Donc, si I'on suppose, ce qui est permis,

A+B=1,
et que I'on fasse
D=2,
1 . : , ..
Onaura o= — environ, et «* sera presque égal & 27; en sorte que 'on

pourra regarder les quantités 7 et «* comme du méme ordre.
De plus on a, comme on sait,

e .
6— = l’@,
le nombre § étant, par la Théorie de la précession des équinoxes de

M. d’Alembert, égal a environ %, et par celle des marées de M. Daniel

Bernoulli égal & %; done, puisque (Article XXXIV)

)
e

VI. 39

?
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on aura
B=8D==6u;
ainsi les quantités B et D seront & peu pres du méme ordre i.
Au reste, pour ce qui regarde la vraie valeur de , il faudra la déter-
miner par le rapport connu entre le mouvement moyen du Soleil et celui
de la Lune, rapport qui est, suivant les nouvelles Tables de M. Mayer, de

11829°45'40",7 & 16089°23'5" ;l-

Quant au coefficient &, qui est encore assez incertain, comme il se trouve
partout multiplié par les coefficients trés-petits «2 et £, il suffira de le con-

naitre & peu pres, puisque I'erreur qui en pourrait résulter ne serait
que de ordre de i2.

XLI.

On fera donc toutes ces substitutions dans les formules (f)s (g)
(), (¢) du Chapitre précédent, et, mettant pour plus de simplicité v &
la place de Rz, on aura

(p) %ﬁ&'(l—\“x)_%——?bac’l'(l—l-x)ﬂ:

wl

-5
F]

= w8 ex T L 2 x0T

-1 -5
—i’a’[lov3(|+X) f—6Y(1+x) (1+ X) "]—...,
d*x -
(@) sgp—1+x)

-5 -3
B 2

‘3Y’([+X) —(1+x)(1+X)

— ! s
E—f(l+X)-%dx+3fv(l+X)_7((lY—a-dt)
(15 3 -7 9 -3
— v+ X) *—Zy(14x) (1+ X)
2 2
. -3 15 ‘ -3
—ia? —3fY(I+x) ’(IX+?/‘Y’(I+X) (dy — adt)

—%f(l + x)(x+X)—%(dv—adt)
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135, -3 -1,.3 -+
—;\"u-&—X) — 15y (1+x) (1+ X) +-2-(l+x)’(|+X)
— gfy‘(x-&— X)_%(lx-i— gf(l +x)(1+X) *dx
__l'waz ’ >

+3—25f\'“(l + X)‘:T(dv- adt)

—[75]“'(1 + X)(I—l—X)_%(dY—— adt)

d*X -1
(r ;d—t;-‘(z'("*‘X)
+ia’6[v(|+x)—%+f(1+x)—;'(dv+adt)J+.. = const.,
d*v -~ -3
L8) 7/77+Y(l+x) +f(|+x) (dy + o dt)
+ o ]‘(I-J-X)_%
6(1-4—)()_%4—%x(’(l—i—)()7———;—(x-i—x)(1+X)-3t
—ia? . ‘ R
—f(x—i—X)—;dx—k3[\'(1+X)_7(d\'—ad1)
/5Y’(I+X)—%— 3Y(l+x)(l+X)-% )
-3 15 -
— i ——3fy(x+X) ‘dx+—£—fY’(l+X) *(dy—adt)}
3 -3
_;f(x+x)(l+X) (dy — o dt)
e et e e s e o= CONSL

Or, comme les quantités x et X sont assez pelites, on aura assez exac-

lement
SN S TS U 2
(1+x) "=1— o 8 10 128 I
SE PR L S SR 2 S
(1+x) *= o 8 6 ceey

(b X % sx
(r+R) "=1—= ;+ 5 16 + 128

39.
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('+x)_%=1~5_§+35sx’ xolexa ,
(+X) F=1 % 63_8)(_1__ ’
(+X) Ty 9% %x:

De sorte qu’en substituant ces valeurs dans les équations précédentes,
et mettant de plus dans les trois dernieres la valeur de o tirée de la pre-
miére par I'intégration, on aura trois équations en x, X, v et ¢, qui seront
intégrables, du moins par approximation, par les méthodes connues,
puisque les variables v seront toutes sous une forme rationnelle et
entiere. '

XLII.

Ensuite on aura (Article XXXVI)

1 dx -3 2[3 2 x‘% o ‘(~%]

L=t (14+x) *—a23v(1+X) * —(1+x:(1+X) ?],
d*X -5

M_?d,z+a’(I+X) ,

N:Z—IZ—F Yo +x) T —aty(1+ X) 7,

et de 1a

_ dy t o dX dy 1, dX\:
A=M[(14+x) (14+X)—1x? ——(1+X ( a'> +;Y717-(;7,— +G>—Z|l+‘( T

v? dx dX:
der — T dr? )

e

) L
+ i6z’[\r(_l+x) 14+ X)) — v (14X

p=N[(1+x)(1+X) —v*] — §<c’+

1 dy 1 dX (dy ’
;(I+X) (dt+0'> ;(!—l—x) dt (m——a‘);




! ) 7 .VY = e —
dp . 1 \/L(x+x)‘ (t+x)"‘(lx ~(—l'i.-ia” 1‘5\'3(1—&—1()“(14—\) ‘——]Y (+=X)* |,
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moyennant quoi on aura

‘sma}/_. (14x) <¢—_l€1 _;,_L__),

() ¢ L
( sin g’ = 1822 ( x-e-kX __\L

enfin les formules de I’Article XXXIX donneront

A

55

dt wsy 4det de?
([q;  dX? (”)u - ?X
o co=4; \/M (1+X)"— (1+X)~ T (”1+l€z Y(r+ X)) (1+x)

el quant & la constante £, on la déterminera par I'équation

(z) =M1+ X — 27/228v) + 1'a’6(x+X)[(:+x} TY—NJ.

en y faisant ¢ = o.
On se souviendra au reste que les valeurs de x, X et v doivent étre

t d‘ dK dx ient nulles lo t= t |
prises en sorte que —zs s 7 SO u rsque ¢ = o, et que v de-

vienne alors

N‘_
g

Rr=(1+x)*(14+X)%

de plus il faudra aussi que la valeur de ¢ tirée par I'intégration de I'é-
quation (p) soit telle, qu’elle s’évanouisse lorsque ¢ = o.

§ . — De Uintégration des équations qui donnent les mouvements

de la Lune et du Soleil.

XLIIL

Le Probleme des mouvements de la Lune et du Soleil se réduit i la
vecherche des quantités x, X et v, lesquelles dépendent de I'intégration
des équations (¢), (), (s) de 'Article XLI, & quoi il faut joindre I'équa-
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tion (p) comme subsidiaire. Si les variables x, X, v ne se trouvaient
dans les équations que sous la forme linéaire, I'intégration serait facile
par les méthodes connues; or il est aisé de voir que les termes ou ces
variables se trouvent multipliées entre elles sont tous fort petits, a cause
que les coefficients «* et i sont trés-petits et que les variables x et X sont
aussi supposées fort petites; ainsi 'on pourra d’abord négliger les termes
dont nous venons de parler, pour pouvoir trouver les premieres valeurs
approchées des variables, et ces valeurs serviront ensuite a en trouver
d’autres plus exactes, et ainsi de suite.

Pour donner un essai du calcul qu’il faudra faire pour cet objet, nous
rejetterons d’abord dans les équations du paragraphe précédent tous les
termes multipliés par £, et qui dépendent de la parallaxe du Soleil; I'er-
reur sera d’autant plus petite que ces termes sont en méme temps mul-
tipliés par la quantité tres-petite «*.

De cette maniere, les équations (p), (¢), (7), (s) deviendront

-3
2

(@) %;:Y(I+X)_%—3a’Y(I+X) ,

d*x -
ip) —d—l;—-z(l—kx)

-3
3v’l+X)‘ (1+x)(1+X) ? (
— 2a?

-5
fl+X 2dx+3fYU+x ’dv—adt),

.............................................. = const.,
) %Z—_,S—za’(l-f-X)_’:const.,
(8) Z—:;+Y(1+x) +a2Y([+X)-T‘+f(I+X)-:i(dY+a‘dl):C0nSl.,

ot il n’y aura plus qu’a réduire en série les puissances de 1 +x et 1 +X.
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XLIV.

Négligeons encore les produits de deux ou de plusieurs dimensions
de x et X, on aura, a la place des équations précédentes, celles-ci

do

_ . 3x  ga*X
dT_.,_Y(|~3a’——2—+ 5 ).
2y .
%%+(I+4a’)x—3—2—2~
—oa? [3Y‘ (1— 5—X> + 3X + 3f<1 — 5—)£> Y(dvy — adt)] = const.,
2 2 2
d*X

T + «*X = const.,

2 2 A
:%—}—Y(!—Faz—ﬁ— 3a X) . {'(,__%f) (dy + odt) = const.,
I3 2 2 2

v

lesquelles, en substituant la valeur de o, se réduisent a ces trois-ci

d*X v
(€) ar + a*X = const.,

I e 3
der 7 X)X — —

_3a2[3w——(l— 3a?) < /‘Ydt)2+3 [Y(/tfyxdl]

() ' C "
(5Y“—l)X+5fXY(1\' +9a’f\'(lt fYX(ll

+ 3o v

= const.,
—5(1—3a?)fXYdthdt ’
d*y

ar +(.2+d2)Y+‘\l—30£7)fdt [.Yd[

(n) —%[vx+fxdv+fdtfvxdt+(x—3x:)fx(ltfvdtj
( —?£<XY~3fdt /'Yth):(‘Ollsl.
2 L (%
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XLV.

Comme les variables x et X sont supposées fort petites vis-a-vis de la
variable ¥ qui est finie, on peut d’abord négliger dans I'équation (4) les
termes qui renferment x et X; on aura ainsi cette premiére équation
approchée

d?y )
F +(24+a?) Y+ (1— 3a?) dt[vdt:const.,

laquelle étant différentiée deux fois devient

d*y d*y
- 4+ (2 4+ ) —— — 3y =
PIE (2 4+ a?) a0 +(1—3a*)y=o,

qui est intégrable par les méthodes connues.
Pour en trouver l'intégrale, il n’y a qu’a supposer v = fcos(pt + a),

. . dy .
’
ou bien, puisqu’on veut que — = o lorsque = o, on fera simplement

Y = f'cos pt,
et I'on aura, apres les substitutions, cette équation en p
‘ p—L+a?)p+1—3x=o0,
d’ou l'on tire

al '—*_&?
P —1+ — 2 I+ —
J +2 d\/ 16’

ou bien, en négligeant les puissances de « plus hautes que la seconde,

a?
p’:liza—#;

et

2

p:zxia—%-

Done, dénotant par p 'une de ces valeurs et par ¢ I'autre, on aura
P
Yy = fcospt + gcosqt,

S et g élant des constantes indéterminées qui doivent étre telles, que
lorsque =0 on ait y=Rr=1; ce qui donne f+ g=1.
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Cherchons maintenant, d’apres cette premiere valeur approchée de v,
celle de sin¢y par les formules (z) de I’Article XLII; on aura M = o?,
en négligeant les quantités x et X; donc aussi £* =a?, et k=«
[équation («)]; donc

\2
7\:1’(1——1{‘)——1<é+a')

i\dr
et
sing = VA.
a
Or
dy . .
T = — pfsinpt — ggsingt,
o:fvdt: [sinpt +gsmqt;
p q
donc
g} ro=JLU ;le sinpt -+ g—“———q” ) singi= = 2a(fsinpt — gsingt),

en négligeant les puissances supérieures de «; donc

h=a?[1— (fcospt + gcosqt)*— (fsinpt — gsingt)*]
=& [1— f*— g*— 2fg(cospt cosqt — siﬁpt singt)]
=al[t—fr—g'—2fgcos(p+q)t];

mais
f+g=n
donce .
(=1 g o,
done
h=o2afg[r—cos(p+gqjt] = 4o fg sin’ (p:q ’) ,
donc enfin

.

siny =2 \/fgsin (p+qt).

2

V1. fo
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Or, comme on doit avoir f+ g =1, on peut supposer
2 2
f:(cosé) ’ g::(sin£>7

siny = sin/sin (l’_;_‘i t> R

et I'on aura

I’angle  étant arbitraire et dépendant de I'inclinaison primitive de I'or-
bite de la Lune : en effet, il est clair que la plus grande valeur de siny
sera sin/, de sorte que / exprimera la plus grande latitude, c’est-a-dire,
Uinclinaison de I'orbite; donc, puisqu’on sait par les observations que
Iinclinaison de P'orbite lunaire est assez petite, et d’environ 5°8', la
constante g sera toujours trés-petite et la constante f presque égale &
I"unité; car on aura a peu pres
g = (sin2°34’)* = environ —5—:;)--,

de sorte que la quantité g est encore plus petite que la quantité z, qui
exprime le rapport des parallaxes de la Lune et du Soleil; d’ou il s’ensuit
que I’on pourra négliger sans scrupule les termes qui se trouveront mul-
tipliés par le carré et les puissances plus hautes de g. ‘

XLVL

11 est facile de voir, par ’expression de sin¢ qu’on vient de trouver,
que l'angle ’—)—::ﬁt n’est autre chose que la distance de la Lune au neeud,

¢’est-a-dire, 'argument de latitude; d’ot il ’ensuit que, si 'on retranche
cet angle de la longitude de la Lune dans son orbite, on aura la longi-
tude du nceud. Donc, si Az dénote la longitude moyenne de la Lune, on
aura <iz — -’-’—':—q>t pour la longitude moyenne du nceud; or, les longi-

tudes moyennes étant & peu pres les mémes dans les orbites des planetes
et dans P'écliptique, At sera la valeur moyenne de ¢, et A sera par consé-
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. . ) . . d
quent égale & ce qu'il doit y avoir de constant dans la valeur de d—f Or

les formules de I’Article XLII donnent, en rejetant x et ¢,

g; —L={yi—2(3v =1,

v

et, 4 cause de v = fcospt, on aura

SR VR \
Il:\/l—-. <—?%—l> a’:l—%— a peu pres.

Mais on a aussi

d’ott on voit que la position du nceud est fixe, du moins par cette pre-
miere approximation; ce qui ne doit pas paraitre surprenant, vu que les
valeurs de p et ¢ ne peuvent tout au plus étre censées exactes qu'aux
quantités de I’ordre de «® pres. )

Pour savoir maintenant laquelle des deux valeurs

2
+q -2
| Qe gy 4 4
doit étre prise pour p, on remarquera qu’en supposant l'inclinaison de
'orbite nulle on a
v=fcospt=cospt;
mais on a (Articles XXXIV et XLI)

Yy=Rz=Rrcos¢’ = cosf”;

done
cospt=cos{” et pt={=¢—¢,

puisque §” n’est autre chose que 'angle compris entre les deux rayons r

et r'; done
p=h—Fn,

en nommant A¢ et A't les valeurs moyennes de ¢ et de ¢’; or on a déja

2 ’
trouvé =1 — % et, pour avoir &', on prendra la partie constante de % )

4o.
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qui est = /M = a; de sorte que A’ = «, et par conséquent
“’
p=1—a— —4~;
done

2

. q:l—f—-a—zﬂ

Ainsi il faudra toujours avoir soin dans la suite de prendre pour p une
valeur telle, que ses deux premiers termes soient 1 — «, et pour g une va-
leur dont les deux premiers termes soient 1 + «; cette remarque est
@’autant plus importante que les quantités p et g seront données doréna-
vant par des équations particulieres dont chacune montera cependant au
quatrieme degré, comme on le verra ci-apres.

XLVII.

Ayant trouvé la premiere valeur approchée de v, on la substituera
dans I’équation (&) qui donne la valeur de x, en y négligeant d’abord les
termes ol x et v sont mélés; ce qui la réduit & celle-ci

d*x

pra + (14 4o?)x — o?*[9Y* — 3( fvYdt)*] = const.;

or, puisque
¥y =f cospt + gcosqt,

on aura, en négligeant les g?,
v = f? cos’pt + 2 fg cospt cosqt

= %f’(x + cos2 pt) + fg[cos(p + q)t + cos(p — q)t],

et
fydt [sinpt gsinqt,
14 q
(fv dt)’_ PLS"] pt + —~2 fg sinptsingt -
f

i (r—coszpt) fg [cosp+q t—cos(p—q)t];
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donc, substituant ces valeurs, et rejetant tous les termes constants, a
cause qu'il ne doity en avoir aucun dans la valeur de x par I’hypothese,

on aura
d’x 32f*(3p*+1)
a7+ (1 + fa?)x — Y cos2pt

— 3J;-:'(IEP[(?;pq +1)cos(p+q)t—+(3pg —1)cos(p —q)t]=o.

Ainsi la valeur de x sera de cette forme
X =acosmt + 2 f*4 cosapt + > fg[ B cos(p + g)t + B, cos(p —¢)t],
et, la substitution faite, on aura

acosmt.(— m* +1+ fo?)

+a’f’coszpt[/1(’_ hpt +1+ o) — 3(32’;:— l)]

2 2 3Bpg+1)
+a’fgcos(p+q)t[8[—(p+q) + 1+ far]— p—qJ
+ aﬂfgcos(p_q)t[Bl[__(p_ q) +1+ far] — 3(3;;qq—l)J —o.

Donc, égalant a zéro les coefficients de chaque cosinus, on aura les
équations suivantes

—m 41+ fat=o,

B [—-(P+q)’+n+4az]_ﬂ?%lq_+_‘_> —o,
B[—(p—q)+1+ fai] — 23R4 =D

Pq
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d’olr I’on tire

m= 1+ 4o,
= 3(3p*+ 1) = —2 & peu prés
Tap(—4pP i+ fat) T ’ ’
- 3(3pg +1) 4
Pal—(p—+q)+1+fo?] ’
3(3pg —1)

B,= =6
“pgl—(p—gq)P+1+ 4]

La constante a, qui est demeurée indéterminée, dépend de I'excentri-
cité de 'orbite lunaire, et doit par conséquent étre fixée par les obser-
vations.

Ainsi 'angle mt représentera 'anomalie moyenne de la Lune, c’est-
a-dire, sa distance a I'apogée; de sorte que (2 — m)¢ sera la longitude
moyenne de 'apogée, At étant, comme plus haut, celle du lieu de la Lune;
mais, comme nous avons négligé dans I'équation (&) des termes ot x se¢
trouve multiplié par o2, on doit s’attendre & ce que la valeur-de 7 ne sera
exacte qu'aux quantités de U'ordre de «® prés; c’est pourquoi on aura
dans cette premiére approximation m =1 etm — A=o, enrejetant les «*;
ce qui donnerait les apsides fixes.

~ Venons maintenant 3 I’équation (¢) qui donne la valeur de X; et comme
cette quantité ne doit contenir aucun terme tout constant, il est clair
qu’on aura simplement
d:X

—(F—e—a’X:o,

et que la valeur de X sera de cette forme
X = b cosnt,
d’ou 'on trouvera, par la substitution,
—n*4+a*=o0, n=a.

Le coefficient indéterminé & dépend de I'excentricité de I'orbite du
Soleil, et nt est par conséquent I’angle de ’anomalie moyenne; de sorte
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que (n — k')t sera la longitude de 'apogée du Soleil, qui est ici nulle &

cause qlle
=2 n=a.

XLVIIIL.

Puisque I'on connait déja la forme des premiers termes des valeurs v, x
et X, on pourra aisément trouver les suivants et rectifier en méme temps
les coefficients de ceux qu’on a déja trouvés; pour cela, il n’y aura qu’a
substituer dans les termes négligés des équations proposées les valeurs
qu’on vient de trouver, et I'on aura la forme des termes qu’il faudra in-
troduire dans les nouvelles valeurs de v, x et X; on donnera & tous les
termes des coefficients indéterminés, et, la substitution faite, on fera
égaux & zéro les termes analogues, c’est-a-dire, ceux qui renferment les
mémes cosinus; on aura par la autant d’équations qu’il en faudra pour
la détermination de tous les coelficients.

Ainsi, reprenant I’équation () et substituant dans les termes qui ren-
ferment x et X les valeurs de x, X et v trouvées ci-dessus, il viendra des
termes de la forme

af cos(p=m)t, agcos(g=m)t,
afrcos(2pp)t, 22 frgcos(aptq)t,

aifigcos(p=q=p)t, a'fgcos(ptqq)t,

bf cos(pn)t, bgcos(g=xn)t;
on supposera donc

v =fcospl + gcosql + afPcos(p + m)t +af P, cos(p — mit

+agQcos(qg+m)t+agQ cos(¢g—m)t+...,

et, prenant pour x et X les expressions de I’Article XLVII, on aura I'é-
quation suivante, dans laquelle j’ai négligé les quantités affectées de a?,
de a«® et de a, & cause que I’on a négligé dans I'équation (v) les termes
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ou x se trouvait 4 la seconde dimension,

g 2 43 a2
cospt[f(—p’+z+a’—%)-%(1—4——';-%1 3“)]

J— 242 . P 2 2 —3a?
+cosqt[g(-—q’«—m—f—m’—I q?a) 3a§gB<1 ;—-;‘+'P31)_3~#ﬂ<l+ﬁ_%_‘ “)]

1—3a? >_ﬂ

+co8 (p+m) t[af P (— (p+m)*+oto’— (p+m)

(p—m)

3o? 3a,
-+ €08 (g-+m) [ag()(—-(q+m +z+a-——(q—+-17),>— 4

+
<
+l\~
3
|
S
+{=
2
|
e
S
w
i
—_

( )
+ co8 p—m)t[afP ( (p—m) 2+l — ——gy _3a3,>—3%£<1+L__’____ 1—3a )]

(

(

1—3a? 3a,
+cos(q—m) [agQA( (q—m)’+z+a’—(—qT:,)—- 8

On égalera donc a zéro les coefficients de ces différents cosinus, et
’on aura

1° —p 2+ at— 7 =o,

équation d’ol1 'on tirera la méme valeur de p que ci-dessus (Article XLV),
de sorte qu’on aura

a?

P:l—a—z,

et 'on sera maintenant assuré que cette valeur est exacte jusqu’aux
quantités de 'ordre de «® inclusivement;

2 2 2
2° _qz+2+az__ l_q?a _3!1 f:(f""'B()([_q_l_’)_'_aa f"(f—BJl)z_l‘:—?’“a

:();
or, comme nous négligeons les quantités de I’ordre de «*, on aura (en
mettant pour p et ¢ leurs valeurs approchées)

pP—1-+ 3
Pq

= —2a,
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de sorte que, a cause de B = — 4 et B, = 6 (Article XLVII), I'équation
précédente se réduira a

1— 3 3a2f? I ,
2ot — -7 —z‘f—(l— ‘7’) +15f*a*=o,

ou bien

3a3f* .

o - ’

q— <2+a’— —30‘;f2 +l5f"oc"’> ¢ +1—3a*—

d’olt 'on tire d’abord, aux quantités de I'ordre o® pres, en ayant égard
a la remarque de I’Article XLVI,

2 242 TR fi,,
q”:l—*—%— 3arf +2a\/l+15fa

4 4
2 2 £2 2 o2
=140+ & 34 f +l5fa
2 4 4
ai
:_—|+2az+-?—+3f’a“,
et de la
o o 3f'a’ for o 3fta
q_1+a+z+ — — g _1+a~z+ ot
on aura done iei
P+q_, & 3f%a
2 4 4

par conséquent le mouvement moyen du neeud qui est représenté par

(l;l _ E_‘:_q)t (Article XLVI) sera = — 32‘“1 ¢, ce qui s’accorde avec

les observations;

3°PI-——r +m)+2+ “~~l_3a2]—§[r+ . E— l_30‘?]——0'
P T (p+mp2] 4 p+m (p+mp p(p+m) |~ "’

VL ) 4y
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3 31 I 1— 3o
P —(p—mp i | o - J"
i [ \pmit e (p—m)’] 4I_'+p~m p—mp plp—m ="

XLIX.

On repassera présentement a I'équation (&) pour trouver une valeur
de x plus exacte que celle de I'Article XLVII.

Pour cet effet, on commencera par substituer dans les termes de cette
dernieére équation qui suivent les deux premiers, a la place de x, X et v,
leurs valeurs trouvées dans les Articles précédents, et négligeant les
quantités de Pordre de g*, aussi bien que celles qui seraient affectées
de o* multipliée par a?, aa?, b2, ba® et «*, 4 cause que nous avons rejeté
dans la méme équation les termes de P'ordre «® dans lesquels x et X
pouvaient former ensemble des produits de deux dimensions, on aura
par ces substitutions des termes de la forme

aif?cosapl, . 2fgcos(pgit, ofaftcosipzmtp i,
atagfeos(pmtq)t, =f*cos4pt, a‘'figcosi3ptyjt,
atbfcos(2p==n)t, «*b cosnt, atbgfeosipgt=n (;

¢’est pourquoi on supposera

X=acosmt + x f*4 cosapt
+ a*fgBcos'p +q)t + a’fgB cosip — ¢t
+ ataf*Ccos(2p+m)t + x'af*C.cos(2p — m !l

+ aragfD cos(p + ¢ + m)t + Pagfecosip + g — m)t
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et substituant cette valeur de x aussi bien que celles de v et X des
Articles précédents, on aura, en négligeant ce qu’on doit négliger,

. - - 9* L n 3a2f*/ P P, ‘]
a(.oaml,[ m 4+ 4o s 922 f*(P+P)+ 5 /1+II—ITP-—/II —+..._

___gz’f“ glL’ 3(!—-3«2)_f’+ J
2 —4pY)) " 2 T Lt
gl f? \>_3:<“f‘g14]1’,
2[p*=(p+q)']
9z f? 322 (g AB - 3Jgli— ;54)
2[p? —(p—q)“]> B L A 7R

-]
]
[ 3124 3P of* ]
gl

-+ 77 cosapt I:j'bl <-~ 4Pt g —

’3/,, 1—31.

—9fg—

“+ . 2, fat
#*cos(p+q) [fglf( (p+q)P-1+4§ ;i 7

“+ 2 Co8 () r[j};ﬂ, <— (p—q)+1+fa*—

~+2 0 cos(ap—+m)t —(2p+m)P+1+427]— R of*P mz) Fpem)apem

3/°P, gf’

+
T plp=m) T Glp—m)(2p—-m)

+7tacos(2p—m z[f C[—(2p—m) +l+4oc’]————-— 9.*P,

Ainsi il n’y aura plus qu’a égaler a zéro les coefficients de ces diffé-
rents cosinus, pour déterminer les inconnues m, A, B, 8, C,, C, . ...

Le coefficient de cosmt donnera la valeur de m exacte jusqu’aux
quantités de l'ordre de «* inclusivement, et Pon aura, a cause de
1
P=—-
4

3 . ., C 1ss .
et P,= = (Article précédent), I’équation

4
9af* 3o f* 9of* 9xf"
2ipP—my) 4p(p-+m) +4pp—m) 2

—m 1+ ot —

ou bien
30(7')("' gdzf'z

—m} 1+ fat—
plp-+m) 2

= o0,

d’ot1, en mettant pour £, p et m leurs valeurs approchées 1, on tire
m=1—2z* el m=—1—a%

’ , . . 3o,
de sorte que le mouvement de I'apogée (A — m) ¢ deviendra —f- ¢, a

dz
cause de A =1— T

Comme notre dessein n’est point de donner ici une Théorie complete
de la Lune, nous nous contenterons de ce léger essai, qui peut suffire

pour donner une idée de la méthode qu’il faudra suivre dans I'intégra-
4r.
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tion des équations différentielles de I’Article XLI, auxquelles nous avons
réduit le Probleme des mouvements de la Lune et du Soleil autour de la
Terre.

Quand on aura trouvé les valeurs de x, X et v en ¢, ¢’est-a-dire, de r,
retr”, on aura d’abord les latitudes ¢ et ¢’ par les formules () de I’ Ar-
ticle XLII, et ensuite on aura les longitudes ¢ et ¢’ par les formules (u)
du méme Article; ou bien, comme v = Rrcos&”, en connaissant v, r
et R, on connaitra

cosg’ = ~—,~—Y——; ’
Vi +x)(1+X)
or ¢” est 'angle qui exprime la distance de la Lune au Soleil, de sorte
que, comme la latitude du Soleil est trés-petite et peut par conséquent
étre négligée, on aura, par la propriété connue des triangles sphériques
rectangles, cosg”= cosy cos(¢ — ¢'), et par conséquent

Y

cos(¢ — ') = e
(¢ =) cosY Ji+x +X+xX

Ainsi 'on aura par ce moyen la distance 9 — 9’ de la Lune au Soleil
comptée sur I'écliptique; mais la longitude ¢’ du Soleil est assez connue
par la loi de Kepler, que cet astre suit assez exactement, puisque les dé-
rangements que la Lune pourrait y produire ne seraient que de I'ordre
de ¢B ou de ta*c, comme on le voit par I'équation (r) de I’ Article XLI;
donc, en ajoutant cette longitude 2 la distance ¢ — ¢’ des deux astres, on
aura la longitude  de la Lune comptée a I'ordinaire dans I'écliptique.

Le Chapitre premier du Mémoire qu’on vient de lire mérite d’étre compté parmi les travaux
les plus importants de l'illustre Auteur. Les équations différentielles du.Probléme des trois
Corps, lorsqu'on ne considére, ce qui est permis, que des mouvements relatifs, constituent
un systéme du douziéme ordre, et la solution compléte exige, en conséquence, douze intégra-
tions; les seules intégrales connues étaient celle des forces vives et les trois que fournit le
principe des aires : il en restait donc Auit A découvrir. En réduisant & sepe le nombre des
intégrations nécessaires pour I'achévement de la solution, Lagrange a fait faire & la question
un pas considérable, et les géométres qui se sont occupés aprés lui du Probléme des trois
Corps ne sont pas allés au deld. Leurs efforts, cependant, n’ont pas ¢té inutiles : des méthodes
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nouvelles et ingénieuses ont été proposées, comme, par exemple, celle que Jacobi a développée
dans son célébre Mémoire sur Uélimination des nceuds dans le Probléme des trois Corps;
mais ces méthodes, comme celle de Lagrange, font dépendre la solution du Probléeme de sept
intégrations.

La méthode de Lagrange est des plus remarquables; elle montre que la solution compléte
du Probléme exige seulement que I'on connaisse & chaque instant les cotés du triangle formé
par les trois Corps; les coordonnées de chaque Corps se déterminent effectivement ensuite
sans aucune difficulté. Quant a la recherche du triangle des trois Corps, elle dépend de trois
équations différentielles, parmi lesquelles deux sont du dewxiéme ordre et la troisiéme du #70i-
siéme ordre; ces équations renferment deux constantes arbitraires introduites, I'une par le
principe des forces vives, 'autre par celui des aires, en sorte que les distances des Corps sont
des fonctions du temps et de zeuf constantes arbitraires seulement. Parmi les douze arbitraires
que l'intégration compléte doit introduire, il y en a donc ¢rods qui ne figurent pas dans les
expressions des distances, circonstance que 'examen des conditions du Probléme permet d’ail-
leurs de mettre en évidence @ priori.

Préoccupé assurément de I'application qu’il voulait faire de sa nouvelie méthode & la 7%éorie
de la Lune, application qui fait I'objet du Chapitre IV _de son Mémoire, Lagrange a négligé
d’introduire dans ses formules la symétrie que comportait son analyse, symétrie qu'un tres-
léger changement dans les notations permet de rétablir. Les masses des trois Corps étant
représentées par A, B, C, Lagrange étudie les mouvements relatifs de B et C autour de A, et il
est bientot amené A introduire en outre, dans ses formules, les quantités qui se rapportent au
mouvement relatif du Corps C autour de B. Une telle direction des calculs est incontestable-
ment défectueuse, au point de vue de I'élégance mathématique, en ce sens que les coordonnées
des trois orbites relatives considérées ne figurent pas symétriquement dans les formules ; mais,
pour éviter cet inconvénient, il suffit, comme nous venons de le dire, d’une simple modification
dans les notations de I'illustre Auteur, et cette modification revient a introduire, au lieu des
mouvements considérés : 1° le mouvement relatif du Corps B autour de C; 2° celui de C autour
de A; 3° celui de A autour de B.

Un habile géométre allemand, M. Otto Hesse, a repris récemment l'analyse de Lagrange en
se plagant au point de vue que nous venons d’indiquer, et il a publié son Llravail dans le
tome LXXIV du Jourral de Crelle (imprimé & Berlin en 1872). M. Hesse ne considére que
ce qu'il nomme le Probléme restreint, ¢est-a-dire, celui qui a pour objet de déterminer 3
chaque instant le triangle des treis Corps; c’est & ce Probléme restreint que Lagrange a ramen¢é
d’ailleurs, comme nous I'avons dit plus haut, le Probléme général. M. Hesse, malgré son incon-
testable talent, n’a pas réussi & perfectionner 'analyse rigoureuse que nous devons & Lagrange,
car une inadvertance I'a fait tomber dans une erreur grave, que nous indiquerons plus loin, et
qui infirme absolument sa conclusion. Ajoutons que la notation particuliére dont le géométre
allemand fait usage, pour abréger I'écriture des formules, ne parait pas préférable a celle de
son illustre devancier.

Pour justifier les remarques qui précedent, il est nécessaire d’entrer dans quelques détails;
nous le ferons d’une maniére succincte, en introduisant dans I'analyse de Lagrange les modifica-
tions nécessaires pour rétablir la symétrie des formules, et en dégageant la solution de tout ce
qui n’est qu’accessoire. ;

1. Soient z, y, z les coordonnées rectangles du Corps B par rapport a C; 2', »', ' celles du
Corps . par rapport & A; z", y", 2" celles de A par rapport a B; on aura

(1) a+x'+x"=o0, y+y'+y"=o0, z+7+2"=o.
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Soient aussi
(2) r=VE Ry, Py izt M=yria o,
Les équations différentielles du mouvement forment trois groupes dont 'un est

o]

d’z A+B+C A(Z x 2"\
7= A O I Il e
. d*x’ A+B-+C zr x
(3 V@ o r B (G m e m) =
d*z” A+B+C , c(® 22"\
T d = S m ) =

et dont Jes deux autres se déduisent du précédent en changeant = en y et en z. A cause des

formules (1), les équations de chaque groupe peuvent étre réduites & deux distinctes; ces

équations coincideraient avec les équations (A), (B), (C) de Lagrange, si I'on y faisait le simple

changement de z, y, z, 2", ", 2" en — 2", —y", — 2", —x, —y, —
Du groupe (3) et des deux groupes analogues on déduit

2.

rdly—ydia

Ade

Z2'd*y’' — y'd
Bt

.t”( 7),”_‘},”({2‘1‘[' o
Cde? -

¢quation qui subsiste quand on exécute la substitution circulaire (x, 1, z) et qu’'on répéte cette
substitution. On conclut de la les trois intégrales des aires, savoir

ydz—zdy  v'di'—3ddy’  y"dd'—z2"dy" .
Adt Bde Cdt -
zdr —xdz  Zdr' — &'dd  Fdx" — 2"d
—_— = ),
(4) Ade B Cde
‘2‘{4"‘_.,’.(1}1, ) .z‘l({,y!__.yl(i‘l" J‘”(/J'”‘—)'"(l:l:” o
Adr 7T B Car = O
a, b, ¢ étant trois constantes arbitraires.
Ensuite, sil’on fait
2 2 2 12 2 r e -2 M2
(5) u,___dx “+dy* +dz*, ",,:(l.t —+—1{7_—9_—_(Ii_7 l“:gi_—k(l) -+ d3"

dae dt?

ot que l'on ajoute ensemble les équations du groupe (3)
multiplié ces équations respectivement par

a2dr 2dxr 2dx’ Eill _z_fly’ 2.dr"
A’ B’ ¢ AT B¢
on aura
u? MIZ ur!2 d,.
(6) d<X+-§+E->+2(A+B+C)(X’_—2

et des deux analogues, aprés avoir

L W TR VA
dr’ dr”

- Br -+ (\rui

)=o
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ce qui donne, par I'intégration, I'équation des forces vives, savoir
(7) <§+%+%>-2(A+B+C)(‘—;—rlr—-]#—o-cﬁ)::f,
[/ étant une constante arbitraire.
2. Posons
(8) &4y y'"+2'2"=—p, 2'w+)y"ry+2"z=—p, ax'+yy'+ ' =—)"

ou, ce qui revient au méme,

(a) P gt gt P gt g , Prypt o pm )
= =p =

(9 3 Py 2 P 5 !

on aurda

(vo) rr=plapt, rt=ptp, M =pa

faisons en outre

(11)

ce qui donnera

(12) ¢+q' +q"=o, ;ié—i—;’%ﬂ—%:o.

Si 'on différentie deux fois la premiére équation (2), aprés I'avoir élevée au carré, on aura

V() d’x d*y d*z )
> T \Ua@E T TEaE) T

et cette formule subsiste quand on y remplace .z, y, z, 7, wpar &', y', 2', »', &' ou par 2", y", 2",
»", w". Si donc on multiplie les équations (3) par z, .t', 2" respectivement, et qu'on ajoute
ensuite chacune des équations résultantes avec celles qu'on en déduit par le changement de «
en » et en z, on aura, en vertu de la formule précédente,

1 d*(r?)y  A+B+C

T o A ) =,
(13) R e 1 A

2,2 : ~
1d (' } A—1——li+—(i+(](pq —pq' ) —u"=o0.
2 r ’

Ces formules (13) répondent aux formules (F) de Lagrange, ou, ce ¢ui revient au méme. aux
formules (K), en tenant compte des formules (J) de I'Auteur.
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Ajoutons les quatre équations (13) et (7), aprés avoir divisé les trois premiéres par A, B, C
respectivement ; on aura

1o (r?) o d(r?) 1 dP(r") 1 1 1\,
0 [55 +35 i S O (g ) =

Cette équation coincide avec I’équation (L) de Lagrange, quand on y permute les lettres »
et 7”; c’est une transformée de I'intégrale des forces vives; elle ne renferme que les seules
distances », »', »". D

3. D’aprés les formules (1), les trois quantités

(z'dx"+ y'dy"+ 3'dz") — (2"dz' + y"dy'+ 2"dz'),
(2"dx +y"dy +2"dz) — (x dx" + y dy" + z d2"),

(xdx'+ydy'+zds')— (z'de +y'dy +2'dz)

sont égales entre elles. Si 'on désigne par pdt leur valeur, on aura, par le moyen des for-
mules (8),

2z

(&' dr’+ y'dy"+ e’ = (—dp +pdt), x'dx'+y'dy'+ " de' = §(— dp —pdt),
(15) ( 'de +y"dy +3"dz=§(—dp'+pdt), xdx"+ydy"+z2dsd"=§(—dp'—pdt),

| vde’ +ydy'+zdi = §(—dp"+pdt), z'dx+y'dy +3'ds=§(— dp"--pdt).

La quantité auxiliaire p que nous introduisons n’est autre chose que celle qui est désignée

d, . . . . . .
par — Fft) dans le Mémoire de Lagrange; il est évident que cette quantité peut étre exprimée
en fonction des vitesses «, «',-w", des distances r, 7', " et de leurs différentielles dr, dr', dr".
En effet, considérons quatre directions respectivement paralléles a celles des rayons r», 7’ et
des vitesses u, u'; soient L, M, N les cosinus des angles formés par la direction de 7' avec les
directions de u, «', r; L, M,, N, les cosinus des angles formés par les directions de «' et ». de «
et r,de « et «'. On aura entre ces six cosinus la relation connue

1 — (L2 M? -+ N*+ L? + M? + N?) -+ (L2L? + M2M? + N*N?)

16
(16) ( + 2 (L MN+MNL+ N, LM+ L MN,) — 2(LL, MM, + MM NN, + NN LL,) =o.

On a d’ailleurs, par les formules précédentes,

(Lo _pderdp Ao P
L= arude M= u'de’ N= r’
1
( 7) L Pd"—'({p" —._4!; N _ lt’+u'2——ll"2‘
! ara'dt 1= wdt’ L 2’

Faisons, pour abréger, avec Lagrange,

w? 4 u"—u? u” + 1 —u"” , W u?—a"
( 18) =, - o S,

2 2 2
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(r9) W=0"+0" ur=0"40, U =0v+

. ] ,dp” ,ap' Cldp'\? L (dp'\? d(r)\?
ool () () (5

- , dp dp" Y 2 an"\? dir?)\?

(20) 2:7-292_2(]) 71—’(———]) ,;_,)P"’l’ <(” > +p (_(g_) ‘*‘I"( ((” )) ,
S g3 dp' _ dp dp'\* dp\* _,(d(r")\* -

I’équation (16) deviendra, aprés la substitution des valeurs (17),

~

B

R

it

5

(21) (P, - dpdp'+ dp'dp"+ dp"dp

2
i ) — 4 (TS 3"") 16 (pp' + PP+ P p) (' 00"+ o) = 0,

c’est précisément I'équation (N) de Lagrange. Si I'on suppose que «, d", u" y soient rem-
placées par leurs valeurs tirées des équations (12), la quantité auxiliaire p ne dépendra-que
des distances 7, ', r” et de leurs différentielles du premier et du deuxiéme ordre.
4. Puisque I'on a
(xdx' — 2'dzx) + (ydy'— y'dy) + (2dz' — 2'dz) = pdt,
il s’ensuit, par la différentiation,

(zd?x' — z'd*z) + (yd?y'— y'd*y) + (2d?°2 — 7 &*z) = dpdlt,

et, si 'on élimine les différentielles secondes des coordonnées au moyen des équations (3) et
de celles qui s’en déduisent par le changement de x en y et en z, on aura

(22) %f +Apq+Bp'g'+ Cp'q" = o;

cette équation n’est autre que 'équation (H) de Lagrange, en tenant compte du changement
de notation.

5. Revenons maintenant aux équations (4) : on a identiquement

(ydz—zdy) (y'de —zdy’) +(zdx —xdz) (7'dx' — 2'dd' ) + (xdy—y dz) (z'dy' —y'dx’)
= (wz'+y) '+ 22') (dx dd' + dy dy '+ dzdz') — (x dx'+ y dy'+ zd3') (z' dx + y' dy + 2'd3),

et cette formule subsiste quand on écrit ', y’, 2z’ ou 2’ »”, 2" au lieu de z, y, z, ou bien
x", y", 2" ou x, ¥, z au lieu de 2, y', 2’. D'aprés cela, si Uon fait

@+ b t= R,

VI 42




(23)

e
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et que l'on ajoute les équations (4 ), aprés les avoir élevées au carré, on aura, en faisant usage
de la précédente formule, ainsi que des formules (2), (5), (15) et (18),

1 , p I d ’./2 2 l " . IIZ)
F,[r’u’—z( ((/t )> ]"'C‘[r tu ,—_< ot )]
2  1(dp\: , dp' 2 ,,’,,__(dp">’ g A+B+C
e[\ CA r—=\r AB P pr 2ABC P

ce qui est I'équation (P) de Lagrange.

Si maintenant on suppose que «?, u, u"* soient remplacés partout par les valeurs tirées
des formules (13), et que, par le moyen de 'équation (21), p soit éliminé des équations (22)
et (23), celles-ci ne contiendront plus que les distances r, 7', 7"; la premiére sera du troisiéme
ordre et 'autre du deuxiéme; en les joignant & I'équation (14), on obtiendra le systéme diffé-

rentiel indiqué par Lagrange. Ce qui précéde résume la partie essentielle du Mémoire de

I’Auteur,

6. Différentions les équations (5) et remplacons ensuite les différentielles secondes par les
valeurs tirées des équations (3) et des analogues : on aura, en faisant usage des formules
précédentes,

i
LI—('—Z—Z)- (A+B—+—C)Il—r—o—A(q’{!{%—r/”:%')—f—AqF:o,
) i ”
(24) )y (A+B+C)-—+B(q"”7’:-—q%>+nq'p=o,
I
| d~('—""’)—z(A+B+C):[E+C<q ar (/'dp>+Cq"p=0.
Cdt de dt dt

Ces formules coincident avec les équations (I) de Lagrange, quand on tient compte des équa-
tions (J) de I’Auteur. M. Hesse leur substitue les trois combinaisons obtenues quand on les

ajoute entre elles, aprés les avoir multipliées respectivement par %, L é, puis par

L
B A
B—:T” C—:'T” puis enfin par p, p', p”. La premiére combinaison n’est autre chose que 1'équa-

tion (6); la deuxidme combinaison donne, en se servant des formules (12),

-
(25) (A7 Br7 T ‘ Cr"3

% (I/) 2 (l/; .
(’/ a e T )‘0’

A-+B+C . A+B+C ,A+BoC
. 11(113—2_— (l(ll’-— R r[(
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enfin la derniére combinaison, qui seule contient p, est, en faisant usage de l'équation (22),

dp d (u’— 2 Ax 1: —ﬂ) d (u"— 2 ﬁ?ﬁ) d (u’“— 2 A—-‘_%ﬂ>
’ /"
+p dt +r dt

(26) Par=? dt
I’I])I n([])” ’ ud]'” (lp " dl_ ld_P_’ .
*AP(‘H/?*’I a ) B\ g ) O ("m 7%

Supposons que I'on différentie I'équation (23), ce qui fera disparaitre I'arbitraire 4, et que
de I'équation résultante on tire la valeur de f’(;;—f pour la substituer dans I'équation (26). Alors,

comme «*, u", u"* représentent les valeurs fournies par les équations (13), les équations (6),
(25) et (26), qui sont toutes du troisiéme ordre et ne renferment aucune arbitraire, consti-
tueront, d’aprés M. Hesse, le systéme différentiel duquel dépendent les distances », 7', 7",
quand on ne fait pas intervenir les principes des forces vives et des aires. Enfin, si des mémes
équations (6), (25) et (26) on tire les valeurs de d(«?), d(«), d(«"), pour les porter dans
'une des équations (24 ), celle-ci donnera, d’aprés le méme géométre, une valeur de p qui
sera seulement du deuxiéme ordre; en portant cette valeur dans I'équation (23) et en joignant
ensuite cette équation aux équations (14) et (26), on obtiendra un systéme composé de deux
équations du deuxiéme ordre et d’une du troisiéme ordre, dans lequel figureront les deux
constantes arbitraires fet 4.

Telle est la solution que M. Hesse propose dans son Mémoire. Cette solution parait, & premiére
vue, beaucoup plus simple que celle de Lagrange, mais il n’est pas difficile de reconnaitre I'in-
exactitude de la conclusion de M. Hesse. Effectivement I'équation (26), aprés qu’on en a éliminé
P(Fll—s par I'équation (23) différentiée, n’est pas autre chose que I'équation (6) multipliée par le

r: ot opm
facteur N RO les trois équations du troisiéme ordre qui composent le premier sys-
téme de M. Hesse ne sont donc pas distinctes. Le deuxiéme systéme du méme géométre ne
saurait, en conséquence, avoir d’existence réelle, puisque les équations du premier systéme
sont impropres a fournir les valeurs des différentielles du troisiéme ordre, ou, ce qui revient
au méme, les valeurs des différentielles d(u?), d(«”), d(«"). On ne saurait se dispenser,
dans la recherche dont nous nous occupons, de tenir compte de I’équation (21), comme Lagrange
a eu soin de le faire.
(Note de I’Editeur.) .







