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MWz bemeisbar ift, foll in ber TWifjenjdaft nicht ohne Beweid
geglaubt werden. o einleudhtend diefe Forderung erjdeint, fo ift
fie body, mwie idy glaube, jelbjt bei der Begriindung der cinfadbjten
Wiffenfhaft, nimlicy desjenigen Theiled der Logil, weldger die Lebre
pon den Sahlen behanbelt, aud) nadh den neuejten Darftelungen *)
nod) leineswegs ald exfilllt anjujehen. JIndem iy Ddie Hrithmetit
(Nlgebra, nalyfis) nur cinen Theil der Yogif nemne, jpreche idh
jhon aus, dap id den Jahibegriff filv ganylich unabbingig von
ben Vorjtellungen oder Anfhauungen bdes Raumes und der Jeit,
baf id) ifn vielmehr filr einen unmittelbaren Augfluf der veinen
Dentgejese balte. Meine Hauptantwort auf die im Fitel Ddiefer
Sdiift geftellte Frage lautet: die Bablen find freie Schopfungen

*) Bon ben mir befannt gewordenen Edyriften exwibue i) vas verbienit:
volle Lebrbud) ber Arithmetil und Algebra von G Scdroder (Leipsig, 1873),
in weldem man aud) cin Literaturverseidnif findet, und auferdem die Ub-
Handlungen von Rroneder und von Helmbolty iiber den Jahlbegriff und iber
Bihlen und Mefjen (in der Sammlung der an . Beller gevidyteten philojos
phijden Aufiiye, Leivzig 1687), Dad Erjdrinen diejer Abhandlungen ift die
Weranlafjung, wele mid) bewogen hat, nun audy mit meiner, in mander
Begichung dhnlidhen, aber durd) ihre Begriindung vod wefentlid) verjdiedenen
Aufiaffung hervorjutreten, bie id) miv feit vielen Jahren und ohne jede Be-
einfluffung von irgend weldyer Seite gebilvet habe.



VI

[oes menjdilidhen Geiftes, fie dienen ald ein Mittel, um die Ver-
|{hiebenfeit ber Dinge leichter und jirfer aufsufafjen. Durd) den
[ rein logijhen Aufbau der Jahlen- Wiffenjchaft und durd) dag in ifr
| gewonnene ftetige Jahlen=Reid) find wiv erft in den Stand gejebt,
- unfere Vorjtellungen von Roum und Jeit genau ju unterjuden,
inbem wir diefelben auf diefes in unjevem Geijte gejchaffene Jahlen=
| Reid) besichen *). BVerfolgt man genau, wad wic bei dem Fihlen
ber Menge oder Anzahl von Dingen thun, jo wird man auf Dbie
Betradtung der Fibhigkeit des Geiftes gefithrt, Dinge auf Dinge ju
begichen, einem Dinge ein Ding entiprecen u lafjen, oder ein Ding
burd) ein Ting abjubilden, ofjne weldpe Bibigleit iibechaupt fein
Tenten moglich ift. Auf diefer eingigen, aud jonjt gany unentbehr-
lichen Grundlage muf nod) meiner Unficht, wie i) aud) jhon bei
einer Anfiindigung der vorliegenden Schrift andgejprochen Habe **),
bie gejammte Wiffenidaft der Bablen errichtet werden. Die Abficht
einer joldjen Darftellung habe ich fdhon vor ber Derausdgabe meiner
Sdrift iiber die Stetigleit gefafit, aber ert nady Gridjeinen ber=
felbent, und mit bielen Unterbrecjungen, die durd) gefteigerte Amis-
geidifte und andeve nothrendige Arbeiten veranlaft wurden, BHabe
i) in ben Jabren 1872 bis 1878 .auf mwenigen Blittern einen
exften Entwwrf aufgejdricben, welchen dann mehrere Mathematifer
cingefehen und theilweife mit mir bejprochen faben. Gr triigt ven-
felben Titel und enthilt, wenn aud) nicht auf bad Befte geordnet,
bod) alle wefentlidien Grundgedanten meiner botliegenden Sdrift,
bie nur deren forgfiltige Ausfithrung giedt; als foldhe Hauptpuncte
etoihne i) Bier die jdarfe Unterjdheidbung bes Gnbdliden vom
Unendlihen (64), ben Begriff ber Anzahl pon Dingen (161),
den Nadyiveis, bdaf die unter dem Namen der vollftindigen Jnducs

% *)i Bergl. § 3 meiner Sehrift: Stetigleit und {rrationale Zahlen
Braunjdmweig, 1872),

**) Dividlet’s BVorlejungen fiber Bablentheorie, britte Auflage, 1879,
§- 163, Anmerfung auf &. 470,
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tion (ober bed Edlufjes von n auf n 4 1) befannte Beweizart
witlic) beweistriftig (59, 60, 80), und dap aud) die Definition
durd) Qndbuction (ober Recurfion) beftimmt und  widerjprudsfrei
it (126).

Diefe Schrift fann Jeber verjteben, welder Dad befibt, wad
man ben gefunben Menjdenverftand nennt; philojophijdhe ober
mathematijhe Schulfenntnifje find bdazu nidt im Geringjten ex-
forberlich. ber i) weif fehr wobhl, dap gar Mander in den
fehattenfaften Geftalten, die id) ihm voxfithre, feine Jabhlen, die ihn
als freue unb veriraute Freunde durd) bad gamge Leben begleitet
haben, faum wicderexfennen mag; er tvird dued) die lange, Der
Bejdaffenheit unferes Tveppen-Verftanbes entiprechende Reife von
cinfacjen Schlitfjen, durd) die nitdhterne Sevglieberung dev Gedanten-
teifen, auf bdenen die Gefepe der Jahlen beruben, abgejdredt und
ungebulbig baviiber werben, Beweife fitr Walrheiten verfolgen ju
follent, bie ihm nad) jeiner vermeintlichen inneven Anjdouung von
borntherein einfeudytend und gemwip exjdjeinen. Jh erblide dagegen
gevabe in ber Mbglichteit, jolche Waheheiten auf andere, einfachere
juitdyufiiheen, mag die Reife der Sclitfle nod) jo lang und jhein-
bar Fiinftlich fjein, einen itberseugenden Berweis dafitr, daf ihr Befil
ober der ®faube an fie niemals unmittelbar durd) innere An-
jdhauung gegeben, jombern immer nur durd) eine mehr ober weniger
volljtindige Wiederholung dev einjelnen Scliiffe ermorben ift. Jd)
modte biefe, der Sehnelligteit ihrer Ausfithrung wegen jdwer 3u
verfolgende Dentthitigleit mit derjenigen vergleihen, weldye ein voll-
tommen geiibter Qefer beim Lefen vevridhtet; aud) diejes Lejen bleibt
tmmer eine mehr ober weniger bollftandige Wieberholung der ein-
selnen Schritte, welde der Anfiinger bei dem milbjeligen Budyftabiven
augiufiifieen Hat; ein jehr Heinex Theil derfelben, und deshalb eine
jehr leine Urbeit oder Unjtrengung bes Geiftes veidyt aber fiir den
geiibten Qefer johon aus, um dos ricdhtige, wahre Wort ju erfennen,
freili nur mit fehr groper Wahridheinfichleit; denn betannilich
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begegnet e aud) bem geiibteften Gorrector von Jeit 3u Jeit, einen
Drudfehler ftehen u laflen, d. B. falj) 3u lejen, was wunmiglicd
wiite, wenm bie jum Budftabiven gehorige Gedanfenfette volljtindig
wicderfolt wiitbe. Sp find wir aud) jdhon von unferer Geburt
an bejtindig und in immer fteigendem Mape veranlaft, Dinge auf
Dinge yu begiehen und damit diejenige Fiihigleit bed Geiftes 3zu
itben, auf welder aud) die Schopfung der Zahlen bexubht; durch
bieje jdhon in unfere erften Qebensjabre fallende unabldjfige, wemn
aud) abjicitélofe Uebung und die bamit verbunbdene Bildbung von
Urtheilen und Sdhlupreifen evioerben wir uns aud) einen Shat
von eigentlid) avithmetijhen Wabhrheiterr, auf welde pater unjere
etften Lebrev jid) wie auf etwos Ginfacdhes, Selbjtoerftindlidhes, in
der iimeren Anjdhauung Gegebened berufen, und jo fommt es, baj
mandye, cigentlich) fehr jujammengefebte Begriffe (wie 3. B. der der
Anzafhl von Dingen) faljdlich fiir einfad) gelten. In diejem Sinne,
ben i) burd) die, einem befannten Sprudhe nachgebildeten TWorte
ael 6 avBoomog coudunrifer beyeidme, migen Ddie folgenden
Blitter als ein Berjud), die Wiffenjdhaft der Bahlen auf einbeit-
liher Grundlage zu erridhten, wohlwollende ufnahme finden, und
migen fic andeve Mathematiter dagu anregen, die langen Meifen
von Schlitfien auf ein bejdeidencres, angenchmeres Maf juriidyu-
fitfhren.

Dem Bwede diefer Schrift gemdf bejdrinte idh mid auf die
Betradtung dber Reihe der fogenannten natiivlihen Zahlen. Jn
welder Art fpiter die fdrittweife Crreiterung des Jabhlbegrifies,
bie Sdopfung der Null, der negativen, gebrodhenen, irrationalen
und cnmpliegen Bablen ftets durd) Juriidfiibrung auf die fritheren
Begriffe Hetyuftellen ift, und war ofme jebe Einmijdung fremd-
artiger Borjtellungen (wie 3. B. der der mefbaven Grogen), bdie
nady meiner Anffafjung ert durdy vie Jahlen-Wiffenjdaft su voll-
jtindiger Rlarbeit erhoben werden fonnen, bas Habe idh wenigftens
an bem Beifpiele der irrationalen Jahlen in meiner friiheren Schyrift
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itber bie Stetigleit (1872) geseigt; in gany dhnlicher Weije laffen
fidh, mie id) dajelbit (§. 3) aud) jthon ausgejprodhen Habe, Ddie
anderen Grmeiterungen leicgt behanbeln, und i) behalte mir vor,
biejem Gegenjtande eine jujommenhingende Davjtellung ju widmen.
Gerabe et diejer Auffafjung erfdeint s als etwas Selbjtverftind-
lihed und durdhaus nicht Meued, dbap jeber, auch nodh) jo fern
liegenbe Sap der Wlgebra und Hiheren Analpfis fih alz cin Saf
itber die natiitlidgen Bahlen ausipredien ligt, eine Vehauptung, die
ith aud) wiederholt aus dem Munbe von Divichlet gehort Habe.
Aber id) exblide feinediwegd etwad Berdienftliched darin — unbd das
lag oud) Divichlet gamalidy feen —, diefe miihfelige Umidyreibung
witklih vornehmen und feine anderen, als die natiirlihen Jahlen
benuen und anerfennen ju wollen. JIm Gegentheil, die grdften
und  frudtbarjten Fovijdritte in der WMathematif und anderen
MWiffenjchaften find voryugstweife durd) die Schopfung umd Ein-
filhrung neuer Vegriffe gemadyt, nacdydem die haufige Wiedertehr
sujammengefester Grjcgeimungen, tweldhe von den alten BVegriffen
nur miiffelig behevridht mwerden, bagu gebriingt hat.  Ueber diefen
Gegenjtand Habe idh im Sommer 1854 bei Gelegenbeit meiner
Dabilitation a3 Privatbocent ju Gdttingen einen Bortrag vor der
philofophijchen Facultdt au Holten gehabt, deffen Ubficht audy von
®aup gebilligt wurde; dod) ift hiev nicht dev Ort, ndber davauf
eingugehen.

) Denupe ftatt defien die Gelegenheit, nod) einige Bemer-
fungen ju madjen, die fid) auf meine frithere, oben erwihnte Sehrift
itber Stetigteit und ivvationale Fahlen bejiehen. Die i ihr vor-
getragene, im Derbjte 1858 exdachte Theorie der frvationalen Jablen
griindet fidh ‘auf Ddiejemige, im Gebiete der rationalen Fafhlen auf:
teetende Grjdeinung (8. 4), die i) mit dem Namen eines Schnittes
belegt und juerft genau exforjdt habe, und fie gipfelt in dem Be-
toeife der Stetigleit des neuen Gebietes der reellen Jahlen (8. 5. IV).
Sie jdeint mir etwas cinfader, i) modte jagen rubiger, ju fein,
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ald bdie beiden vom ihr und von einander verjdjiedenen FTheorien,
welde von den DHerren Weierftraf und G. Cantor aufgeftellt find
und ebenfall3 vollfommene Strenge Dbefipen. Sie ift fpater ofne
wefentlidge Wenberung von Heven M. Dini in die Fondamenti per
la teorica delle funzioni di variabili reali (Pija, 1878) auf-
genommen; aber ber Umijtand, dap mein Name im Laufe diefer
Darftellung nicht bei der BVejdyreibung der vein arithmetijdhen G-
jdjeinung ded Sdynitted, fondern jufillig gerade da erwihnt wird,
wo 3 fig um die Erifteny einer dem Sdnitte entjprechenden mef-
baren Ghrdge Hanbelt, Tonnte leicht yu der BVermuthung fithren, daf
meine Theorie fid) auf die Betracdphung jolder Grofen ftihte. RNidts
fonnte unridhtiger jein; vielmehr Habe i) im § 3 meiner Scrift
verfchiedene Gviinde angefiihet, weshalb id) die Einmijdung der
mepbaren Grofen ginglid vevwerfe, und namentliy am Sdhlufje
binfihtli) beren Erifteny bemerft, daf fiiv einen grofien Theil der
Wifienfhaft vom Raume bie Stetigheit feiner Gebilde gar nidht
einmal eine nothwendige Vorausjebung ift, gany abgefehen davon,
bap fie in den Werken fiber Geometrie ywar wohl dem Namen nad)
beiltufig evwdfnt, aber niemald beutlich erflict, alfo aud) nicht file
Beweife juginglidy gemadt witd. Um bdied nod) ndher ju exldutern,
bemerte id) DeifpielZweife Folgended.  Wihlt man brei niht in
einex Gevaden [liegenbe Puncte 4, B, € nad) Belicben, nur mit
der Bejdrintung, dap die Verhiiltnifje ihrer Enifernungen A B,
AC, BC calgebraijde *) Safhlen find, und fieht man im Raume
nur diejenigen Puncte M ald vorhanden an, filr weldhe die Ver-
biltnifie von AM, BM, CM ju AB cbenjalls algebraijce
Bablen find, fo ijt der aus diefen Puncten M bejtehende Raum,
wie leiht ju feben, iibevall unftetig; aber trof bder linjtetigteit,
Liidenhaftigleit diefes Raumes find in ihm, fo viel i) jehe, alle

*) Diridlet’s i}omiungzh itber Jahlentheorie, §. 159 ber jweiten, §. 160
der dritten Auflage.
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Gonjtructionen, telde in Guiliv’s Elementen auftreten, genau ebenjo
ausfiihrbar, wie in dem volffommen ftetigen Raume; bdie ln-
ftetigteit Diefes Raumed wiirde daher in Euflid’s Wifjenjdaft gax
nicht bemerft, gar nidht empfunden werden.  TWenn mir aber
Jemand fjagt, twiv fonnten uns den Raum gar nidht anders alz
ftetig Denten, jo modte i) dad begweifeln und davauf aufnertjam
madyen, eine wie weit borgejchrittene, feine wifjenjdaftliche Bilbung
exforderlich ift, um nur dad Wejen der Stetigleit deutlid) ju er-
fenmen und um ju Degreifen, daf aufer ben rationalen Grogen-
Yerhilinifjen audy iveationale, aufer den algebraijden aud) trans-
cendente dentbar find. Um fo fdoner erjdeint 8 mir, daj bex
Menjd) ofne jede BVorftellung von mefbaren Grdfen, und jwar
durd) ein endlihes Syjtem ecinfadjer Dentjdritte jich yur Schopfung
bes reinen, ftetigen Bablenveidhes aufihwingen fann; und exjt
mit diejem Hiilfamittel witd 5 ihm nad) meiner Anficht miglich,
die Borjtellung vom fretigen Raume ju einev dentlichen ausju-
bilden.

Diejelbe, auj die Erjdeinung des Shnittes gegriindete Theovie
der irrationalen Bablen finbet man aud) bargejtellt in der Intro-
duction & la théorie des fonctions d’une variable von J. Tan-
newy (Paris, 1886). Wenn id)y eine Stelle der Vorvede Ddiefed
Werles richtig verjtehe, jo Hat ber Herer BVerfafjer diefe Theorie
felbjtandig, aljo ju eimer Jeit erdbacht, wo ihm nidt nur meine
Sdrijt, jondern aud) die in derfelben Borrede extwihnten Fonda-
menti von Dini nod) unbefarmt waven; bdiefe Uebereinftimmung
jcbeint miv ein exfreulidher BVeweid dafiir ju jein, dap meine Anf-
fafjung der Matur ber Sade entipridt, wo3 aud) von anderen
Mathematifern, 3. B. von Heren M. Pajdh) in feiner Einleitung in
die Differential= und Jntegralredmung (Leipzig, 1883) anerfannt
ift. Dagegen fann i) Herrn Tammery nidht ofne Weitered bei-
ftimmen, wenn er bdiefe Theorie die Enhwidelung eimed von Herrn
. Berteand ferviihrenden Gedanfens nennt, welder in defjen
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Traité d'arithmétique enthalten fei und darin bejtehe, eine irva-
tionale Jabl ju definiven durd) Wngabe aller rationalen Jabhlen,
die fleiner, und aller berjenigen, die grofer find als bie ju bdefini=
vende Jahl. Zu biefem Audjprud), der von Hevtn O. Stoly —
wie e fdeint, ofne nihere Pritfung — in der Vorrebe jum jreiten
Fheile feiner Borlefungen iiber allgemeine rithmetit (Leipsig, 1886)
wiederholt ift, erloube i) mir Folgended zu bemerfen. Taf eine
irvationale 3ahl durd) bie eben bejdricbene Angabe in dex That
alg volljtindig beftimmt anjujeben ift, biefe Ueberseugung ift ofne
Bweifel aud) vor Herrn Bertvand immer Gemeingut allex Mathe-
matifer gewefen, die {ich mit dem Begriffe ded Jrrationalen be-
{dhaftigt haben; jedem Wedhmer, ber eine ivrationale Wurzel einer
Gleidung nihexungsweife bevechnet, jchwebt gevabe bdiefe Art ibhrer
Beftimmung vor; und wenn man, wie e8 Herr Bertvand in feinem
LWerfe ausjdlieplich) thut (miv liegt die adte Auflage aus dem Jahre
1885 vor), bie drrationale Beﬁl ald Verhaltnip mepbarer Grifen
auffapt, jo ift diefe Art ihrer Bejtimmibeit jhon auf das Deutlichite
in der beviihmten Definition ausgejproden, welde Guflid (Elemente
V. 5) fiir die Gleidhheit der Verhiiltnifie aufftellt. Eben biefe
uralte Ueberzeugung ift nun gewif die Quelle meiner Theorie, wie
berjenigen des Herrn Bertrand und mandyer anberen, mehr ober
weniger burdigefithrien Berjudje gerefen, die Ginfilhrung der irra=
tionalent Baflen in die Writhmetif ju begriinden. Uber wenn man
$Heren Tannery joreit volljtdndig beiftimmen wixd, jo mufp man
bei einer wirklichen Pritfung dod) jofort bemerfen, daf die Dar-
jellung bes Herrn Vertvand, in der die Erideinung dez Shnittes
in ihrer logijden Reinbeit gar nidyt einmal evwidhnt wird, mit der
meinigen durdjaud feine Wehnlidhfeit hat, injofern fie fogleidh ifre
Bujlud)t ju der Crifteny einer mefbaren Groje nimmt, was id
aud bden oben befprodjenen Griinden ginglich verwerfe; und ab-
gejeben von diefem Umftanbe jdeint mir diejfe Tarftellung aud) in
oen nachfolgenden, auf die nnahme diefer Erifteny gegriindeten
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Definitionen und BVeweifen nod) einige jo wefentliche Liiden baryu-
bieten, daf i) die in meiner Sdrift (§. 6) ausgejprodene Ve-
hauptung, ber Sap V2.V3 = V6 fei nod) nirgends fireng be-
wiefen, aud) in Hinficht auf diejes, in mander anderen Beziehung
trefflice Wert, weldes id) damals nod) nidht fonnte, fii gevedt-
fertigt Balte.

Harzburg, 5. October 1887.

R. Dedefind.
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Syfteme pon Glementen.

1. Jm Folgenden verjtehe i) unter einem Ding jeden
Gegenftand unjeres Denfens.  Um bequem von den Dingen fprechen
ju fonnen, Gegeichnet man fie durd) Jeichen, 3. B. durd) Buditaben,
und man eclaubt ficdh, fury von dem Ding a oder gar bon a 3u
foredien, wo man_ in Wahrheit das durd) @ bejeidnete Ding, feines-
wegs ben Budftaben @ felbft meint. EGin Ding ijt volljtindig be=
jtimmt burch allez Dag, wad von ihm ausgejagt oder gedadyt werden
tann. Gin Ding @ ift dafjelbe wie b (identijh mit &), und b
baffelbe wie @, wenn Alles, was von a gedacht werden fann, aud
von b, und wenn Alled, wad von b gilt, aud) von @ gedadht twerden
fann. Dap @ und b nur Feidgen oder Namen filv ein und bdas-
jelbe Ding find, wird durd) das Jeihen a = b, und ebenjo durdy
b — a angedeutet. Jft ouferdem b = ¢, ift aljo ¢ cbenfalls,
wie a, ein Seiden fitv dbas mit b beyeidnete Ding, jo it aud
@ = c¢. 3ft die obige Uebereinftimmung bded durd) a Dejeidyneten
Dinges mit dem durd) b beseicneten Dinge nicht vorhanden, jo
heifien dieje Dinge @, b verjdhicden, @ ift ein anderes Ding wie b,
b ein anbered Ding wie a; e5 giebt irgend eine Eigenjdhaft, die
dem einen jufommt, dem andeven nidht jufommt.

2, E5 fommt fehr hiiujig vor, baj verjdicdene Dinge a, b, ¢. ..
aud irgend ciner Vevanlafjung unter einem gemeinjomen’ Gefichts=

1 -
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puncte aufgefapt, im Geifte jujammengeftellt werden, und man jagt
bann, bap fie ein Syftem S bilden; man nennt die Dinge
a, b, c... die Glemente des Syftems S, fie jind enthalten
in S; umgefehrt befteht S aus diefen Glementen. Gin joldesd
Syjtem S (odex ein Inbegrifi, eine Mannigfaltigleit, cine Gejammt=
beit) ijt als8 Gegenjtand unjered Denfend cbenfalls ein Ding (1);
ed ift volljtandig beftimmt, wenn von jedem Ding bejtimmt ijt, ob
e5 Glement von S ijt oder niht*). Dad Syjtem S ift daher bdas=
felbe wie bagd Syjtem 7', in Beidhen S = 7', wenn jedes Glement
vort S aud) Element vou T, und jedes Element von 7 audh) Element
von S ift. Fiir die Gleidhformigteit der Ausdrudsiveife iff e vor=
theilhaft, aud) den befonderen Fall uzulofien, bap ein Syjtem S
aus einem eingigen (oud einem und nur einem) Glement a bejteht,
b. . bap das Ding a Glement von S, aber jeded von a ver-
jdiedene Ding fein Clement von S iff. Dagegen wollen wir basd
{eeve Syjtem, weldes gav fein Glement enthilt, aus gewifjen Griinden
hier gany ausjdliefien, obwohl es fitr andere Unterjudungen bequem
fein fanm, ein jolhed 3u erdidyten.

3. Gifldrung.  Gin Syjtem A Heifpt ThHeil eines Syjtems S,
wenn jedes Element von A audy Glement vou S ift. Da biefe
Beyiehung jwifden cinem Spfem A und einem Syjtem S im
Folgenden immer wieder yur Sprade fommen wird, jo wollen wir
biefelbe jur Ablitczung_ durd) dad Jeihen A3 S ausdriiden. Das

*) Uuf weldge Weife diefe Vejtimmibeit ju Stande fommt, und ob wir
einen Weg Tennen, um bieriiber ju entjcheiven, ift fiir alles Folgende giinglich
gleidigiiltig; bie u entwidelnden allgemeinen Gejege hiingen davon gar nidt
ab, fie gelten unter allen Umftinden. Jd) erwibue dies ausdriidlicy, weil
Herr Kroneder vor Kurzem (im Band 99 bed Journals filr Mathematil,
€. 334 bi5 836) der freien Begrifisbilbung in der Mathematit gewifje Be=
jrdntungen hat auferlegen wollen, die id) nidt als beredytigt anevfenne;
niiher bierauj einjugeben erjdjeint aber erjt dann geboten, wenn ver aus-
gejeidnete Mathematiter jeine Griinde fiir die Nothwendigleit ober aud) mur
vie Jwedmifigleit dicfer Bejdrintungen verdffentlicht Haben wird,

]
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umgelehrte Beihen S €A, woburd) diejelbe Thatjache bejeichnet
werden founte, werde id) der Deutlichteit und Einfadhheit Halber
ganglid) vermeiden, aber iy werde in Grmangelung eines befjeren
Wortes bisteilen fagen, dap S Ganges von A ift, wodurd) aljo
audgedriidt werden foll, baf unter den Elementen von S fidy audy

‘alle Glenente von A befinden. Da ferner jedes Glement s eined

Syftems S nady 2 jelbjt als Syjtem aufgefapt werden famn, fo
fonnen wir aud) hierauf die Beseiymung s3 .S amvenden.

4. ©ab. Jufolge 3 ift A3 4.

5. Sah. Jjt A3B und B34, o it A = B.

Dex Beweis folgt aus 3, 2.

6. Griflarung. Gin Syjtem A Deipt edhter Theil von S,
wenn A Eheil von S, aber verjdicden von S ift. Rad) 5 ift damn
S fein Theil von A, b. h. (3) e3 giebt in S ein Glement, weldes
fein Glement von A ift.

7. Sab. Jt A3B, und B3IC, wad oud) fury durd
A3 B3¢ bejeidnet wexden fanm, jo iff 43 C, und jwav ift A
gewif edter Theil von C, wenn A edhter Theil von. B, ober wenn
B edter Theil von C ift.

Der Beweid folgt aus 3, 6.

8. Guflarung. lnter dem aus ivgend welden Syjtemen 4, B,
C... sujammengejebten Syjtem, weldes mit M (4, B, C...)
beyeidynet werden foll, wird bagjenige Syjtem verjtanden, defjen
Elemente durd) folgende Vorjdhrift beftimmt werden: ein Ding gilt
darn und nue dann ald Clement von M (4, B, C...), wenn
5 Element von irgend einem der Syfteme 4, B, C..., d. §. Gle-
ment von 4 oder B obder C... ift. Wit lafjen aud) den Fall
ju, dap nur ein cingiges Spjtem A vorliegt; dann ift offenbar
Al (4) = A Wir bemerlen ferner, daf das aus 4, B, C...
jujommengefeste Syjtem A1 (4, B, C...) wohl ju unterjdeiden
ift von bemieuigtu Syjtem, dejjen Elemente die Syfteme 4, B, C...
jelbit jind.

1*
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9. Sap. Die Syfteme 4, B, ... jind Theile von
M (4B, C...)

Der Beweis folgt aus 8, 3.

10. Sap. Sind A, B, (... Theile einez Syftems S, jo ift
M4 BC...)38

Der Beweid folgt aus 8, 3.

11. Sab. Jjt P Theil von einem ber Syjteme 4, B, (...,
Jos Gt P 30k A B G 0)

Der Veweis folgt aus 9, 7.

12. Sab. Jft jeded der Syfteme P, Q... Theil vou einem
ber Syjteme 4, B, C..., o ijt M (P, Q...)3 41 (4, B, C...).

Der Beweis folgt ausd 11, 10.

13. @ap. Jft 4 jufommengefest aus ivgend welden bdex
Syjteme P, @..., fo ift A3 M (P, Q...).

Beweis. Denn jedes Element von A it nach 8 Glement von
cinem bder Spjteme P, Q..., folglih nadh 8 aud) Element von
Al (P, Q...) woraus nad) 3 der Sap folgt.

14. Sap. Jit jedes ber Softeme A, B, C... jujammen-
gejebt aus igend welden der Syjteme P, Q..., jo ift

M (4, BC...)3M (P, Q...)

Der Beweid folgt aus 13, 10.

15. Sab. Jjt jeded der Syjteme P, Q... Theil von einem
ber Syfteme A, B, C..., und ift jebes der leteren jujammens=
gejebt aus ivgend weldyen der evjteven, jo ift

M(PQ...)= M (4, B C...).

Der Beweis folgt aus 12, 14, 5.

16. Sap. Jjt 4 = M (P, Q), ud B = @M (Q, R), io
it M (4, R)= 81 (P, B).

Beweis.  Denn nad) dem vorhergehenden Sate 15 ijt jowohl
M (4, R) oz M (P, B) = M (P, Q. R).

17. Grlivung. Gin Ding ¢ beit gemeinjames Glement
ber Syfteme A, B, C..., wenn ¢3 in jedem diejer Syjteme (aljo

PTG T TW T DTN TN o T | e ST Ny Y
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in A und in B unb in C...) enthalten ift. Gbenjo Beifit ein
Eyjtem T ein Gemeintheil von A, B, C..., wenn T Theil
vont jebem Ddiefer Syjteme ift, und unter der Gemeinbheit ber
Syjteme A, B, C... verjtehen wir das volljtindig beftimmte Syftem
6 (4, B, C...), weldes aus allen gemeinjamen Elementen g
von 4, B, C... befteht und folglich ebenfalls ein Gemeintheil der=
felben Spjteme ift. Wir lafjen audh wicber den Fall ju, daff nur
ein eingiges Syjtem A vorliegt; bann ift G (4) = A 3u fehen.
€5 fann aber aud) der Fall cintveten, dafy die Syjteme 4, B, C...
gar fein gemeinjames Glement, aljo audh feinen Gemeintheil, feine
Gemeinheit befiben; fie Bheien damn Syjteme ohune Gemeintheil,
und dag Feidhen & (4, B, C...) ijt bedeutungslod (vergl. den
Sdlufp von 2). Wir werden 3 aber fojt immer dem Lefer iiber-
lafjen, bei Siipen iiber Gemeinheiten die Bedingung ihrer Criften;
hinguzudenten umd bie ridtige Dentung dicfer Siipe audh fitr ben
Fall der Nidyt- Erifteny ju finden.

18. Sah. Jeder Gemeintheil von A, B, C... ift Theil von
& (4B, 0.5 :

Der Beweid folgt aus 17.

19. €af. Jeder Theil von & (4, B, C...) ijt Gemeintheil
T Y ol S s

Der Beweis folgt aus 17, 7.

20. Sab. Jft jeves der Syfteme A, B, ... Ganged (3)
von einem der Spfteme P, @..., o ijt

6P Q...)36 (4 B, C...).

Beweis,. Denn jedes Element von G (P, Q...) ijt gemein-
jomes Glement von P, Q..., aljo aud) gemeinjames Glement von
A B O ey b



§ 2.
Abbildung cinesd Syjems.

21. Grlldrung *). Unter ciner ADbildbung ¢ cines Spftems
S witd ein Gefes verftanden, nad) weldem 3u jevem Deftimmten
Glement s von S cin beftimmtes Ding gehdrt, weld)es dag Bild
bon s Deit und mit @ (s) begeichnet wird; tix fagen aud), daf
@ (5) dem Element s entipridt, bap @ (s) durd) die Nbbilbung
P aus s entjteht oder evyeugt wird, daf s durd) bie Abbilbung
@ in @(s) iibergeht. Jjt mm T irgend ein Theil pon S, o
it in der Ubbilbung ¢ von S jugleidh eine beftimmte Abbildbung
von 7" enthalten, weldhe der Einfadyheit wegen wohl mit demjelben
Jeiden @ beseidhnet werden darf und darin befteht, daf jebem
Elemente ¢ bes Syftems 7' dafjelbe Vild @ (t) entjpridgt, weldes
t als Glement von S befibt; sugleich folt bag Syjtem, welded ausd
allen Bildern @ (¢) befteht, bas BVild pon T Deifien und mit ¢ (77)
beseichnet werden, wodurd) audy bie Bedeutung von ¢ (S) erlirt
ift. ALS ein Beijpiel einer Abbildung eines Syftems ijt jhon Ddie
Belegung feiner Glemente mit beftimmten Seiden oder Namen an-
jujehen. Die einfachite Abbildung eines Syjtems ijt diejenige, durdh
welde jedes feiner Elemente in fich felbjt itbergeht; jie foll bie
ibentifde Abbilbung dez Spjtems Deifen.  Der Bequemlidhfeit
halber wollen wir in den folgenden Siben 22, 23, 24, die fid
auf eine beliebige Abbilbung ¢ eines beliebigen Syjtems S be-
siehen, die Bilver bon Elementen s und Fheilen 7" entjprechend durdh
s und T" beseichnen; auferdem feben mwir feft, bap Heine und
grope fateinijdge Buchftaben ohne Nccent immer Glemente und Theile
biefes @pftema S bebeuten follen.

*) Wergl, Diridylet’s Borlejungen iiber Bablentheorie, dritte Auflage,
1879, §. 163, _
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22. Sag*). Jf A3 B, fo it A'3B"

Beweiz. Denn jeded Element von A’ ijf dag Bild eined in A4,
alfo aud) in B enthallenen Elemented und ijt folglidy Element von
B!, w. 3.b. w.

23. Sal. Dos Bild von M (A, B, C...) it M (A, B, C"...).

Beweis. Beseidnet man dasSyftem M (4, B, C...), weldhed
nad) 10 cbenfalls Theil von S ift, mit M, jo ift jedes Glement
feined Bilbes M bad Bild m' eined Elementes m von M; da
nut m nad) 8 aud) Element von einem der Syfteme A, B, C...,
und folgliy m' Glement von einem ber Spjteme A', B', C'...,
aljo nad) 8 audy Glement von M (A B, '...) ijt, fo ift nadh) 3

M3 A =BG )
Andererfeits, ba A, B, C... nad) 9 Theile von M, aljo A", B, C'...
nad) 22 FTheile von M’ find, fo ift nach 10 aud
' M B, 0.3,
und Bieraus in Verbindbung mit dem Obigen folgt nad) 5 der ju
beweijende Sab
i M (A8 100

24. Sap**). Das Bild jedes Gemeintheils von 4, B, C...,

aljo audy bas ber Gemeinheit G (A, B, C...) ift Theil von
a8 (A B, O)

Beweis. Denn dajielbe ift nady 22 Gemeintheil von A, B',C"...,
woraus der Sab nady 18 folgt.

25.  @rflirung und Saf.  Jjt @ eine Wbbilbung einesd
Syftemd S, und ¢ eine Abbilbung ves Bilbed S' = @ (5), jo
entjpringt hievaus immev eine aus ¢ und ¢ jujammengejete**)
Abbiloung A von S, twelde barin bejteht, dafi jedem Elemente s
von S bag Bild

b(s) =¥ (s =¥ (9)

*) Rergl. Safy 27. *¥) Pergl. Sag 29, %) Eine BVerwediclung
diefer Jujommenfetung vorn Abbilbungen mit derjenigen der Syjleme von
Elementen (8) ift wobl nidt ju befiirdyten.



8

entfpricht, wo wicber @ (s) = s qefetst ift. Diefe bbilbung O
fann fuey durd) das Shmbol ¢ . ¢ oder ¢ g, dad Bild A (s5) durd)
wep (s) beyeichnet werden, wobei auf bie Stellung bder Jeiden
o, ¥ wofl ju adten ift, weil bas Jeiden @ ¢ im Allgemeinen
Dbebeutungslod ift und nur dann einen Sinn hat, wenn ¢ (S)3 S
ift. Bedeutet nun g eine Abbildung bes Syftems ¢ (S) = v @ (S),
und n die aus ¢ und g jujommengefebte ALbildung x ¥ Ded
Sojtems S, fo ift 20(s) = 29 (5) = n(5) = 9@ (5), alfo
ftimmen die jujammengejeten Abbilbungen x 6 und n @ fiiv jedes
Glement s von S mit einanber fibevein, b. h. 3 ift 1 0 = n .
Diefer Saf fanm nad) der Vedeutung bon O und x4 fitglih durd)

r-ve=yv.9
audgebriidt, und diefe aus @, ¥, z sujommengejepte Abbilbung fann
fury durd) x ¢ @ begeichnet twerden.

§. 3.

Aehnlidhteit einer Abbildbung. Wehnlide Syfteme.

26. Grfldrung. Gine bbilbung o eines Spftems S feift »
dhnlid) (oder Deutlidy), wenn verjdhicdenen Glementen @, b ded
Syftems S jtets verdicvene Bilder o = @ (@), ¥ = @ (b) ont-
jpredhen. Do in diefjem Falle umgetehrt aus s’ — ¢ frets s — ¢
folgt, jo ift jebes Element des Syftems S’ = ¢ () ba3 Bid s
bon einem einjigen, volljtindig beftimmien Glemente s des Spjtems S,
und man fann daher der Abbildbung ¢ von S eine umgefehete,
etiva mit @ ju beseicdynende Abbilbung des Syftems S’ gegenitber=
ftellen, weldye darin befteht, daf jedem Glemente s' von S’ dag Bild
@ (§) = s entjpricht, und offenbar ebenfalls dhnlich ift. E3 leudtet
¢in, daf @ (') = S, bap ferner @ die ju F gehorige umgelehrte
Abbilbung, und bdaf die nadh 25 aus @ und sufammengejelte
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Abbiloung ¢ die identijhe Abbilbung von S ijt (21). Jugleid)
ergeben fich folgende Grgdngungen ju § 2 unter Beibehaltung dev
bortigen Begeichnungen.

27. €ap*). It A'3B', o ift A3B.

Beweid. Dennt wenn a ein Element von A, fo ift « ein
Glement von A’, aljo aud) von B’, mithin = ¥, wo b ein Clement
pon B; ba aber aug @’ = b immer @ = b folgt, fo ift jedes
Glement @ von A aud) Glement von B, w. 3 b. w.

28. Sap. Jft A'=B, p it A=B.

Der Beweis folgt aud 27, 4, 5.

29, Sag*). I G=6(4, B, C...) fo ift

=y D O L)

Beweis, Jebeds Element von G (A, B', C'...) ift jedenjallz
in S’ enthalten, alfo dad Bild ¢ cined in S enthaltenen Elementes g;
ba aber g’ gemeinjomes Element von A', B', C'... ift, o muf g
nady 27 gemeinjamed Element von A, B, C..., aljo aud) Glement
pon G fein; mithin ift jeded Glement von 6 (4', B', C'...) Bild
eines Glemented g von G, aljo €lement von G', d. h. & it
6 (4, B, C'...)3G, umd bicras folgt unfer Sap mit Rid-
fidht auf 24, 5. y

30. Say. Die identifdhe Abbilbung cines Spjtems ift immer
eine dhnliche Abbilbung.

31. Sap. Jft @ cine dhnliche Abbilbung von S, und ¢ cine
ihnlidge ALLidUNG von ¢ (S), fo ift die aud @ und ¢ jujammen=
gefete ABbilbung ¢ von S ebenfall eine dfuliche, und die ju-
gehorige wumgetehrte Abbibung T it = 9 ¥

Beweis. Denn verjchiedenen Elementen a, b von S entjpredyen
verjdjichene Bilber &' = @ (a), V' = @ (), und Ddiefen 1vieder
verjdieoene Bilder ¥ (a) = v @ (a), ¥ (') = ¢ (b), aljo it

*) Yergl, Safy 22, **) BVergl. Safy 24, “
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Y g eine dbnlige Abbilbung.  Wuferdem geht jedes Glement
Yo (s) = ¢ (s) dezd Shitems Yo (S) durd) ¥ in 5 — ¢ (3)
und diejes durd) P in s idiber, aljp geht Y (s) durd) FF in s
iiber, w. 3. b. .

32. Grflirung.  Die Syfteme R, S heifien ahulidy, wenn es
cine devartige dhuliche Abbiloung ¢ von S giebt, daf ¢ (8=l
alio aud) @ (R) = S wird. Offendar ift nah 80 jedes Syjtem
fich felbjt ahnlich.

33. Gaf. Sind R, S dhulidhe Spiteme, jo ift jedes mit R
dulie Sphjtem @ audy mit S ahnlich.

Beweis. Denn find @, ¥ folde dhnliche Abbilbungen von
S, B, va @ (S) = R, ¥ (R) = @ wird, jo ift (nady 31) v g
¢ine foldye dhnlihe Abbilbung von S, bag ¥ (S) = @ wird,
w. 3 b. w.

34. Grflirung. Man fann daber alle Sojteme in 6 lafjen
cintheilen, indem man in eine bejtimmie Glaffe alle und nur die
Sojteme @, R, S... aufnimmt, welde cinem bBeftimmten €pjtem R,
bem Reprdfentanten ber Glajie, dhnlicy find; nad) dem vorher-
gehenden Sabe 33 dnbert fid). die Glafle nidyt, wenm irgend ein
- onbderes, ihr angehirigez Syftem S als Reprafentant gewdhlt wird.

35. Cop. Sind R, S dhnliche Syjteme, fo ift jever Theil
von S aud) cinem Theile von R, jeder edhte Theil von S aud)
einem edhlen Theile von R dhnlid.

Beweis.  Denn wenn @ eine dhnliche Abbilbung von S,
@ (S)=R, und T38 ift, fo ift nah 22 das mit T ihnlicye
Syjtem @ (T)3 R; ift ferner T editer Theil pon S, und s ein
nidht in 7" enthaltenes Glement von S, jo fann das in R enthaltene
Element @ (s) nadhy 27 nidt in @ (7) enthalten jein; mithin it
@ (T) edter Theil von R, w. 3 b. w.
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§ 4

Abbildbung eined Spftems in jid jelbit

36. Grflirung. Jjt ¢ eine dhnliche over unihnliche Abbildung
cines Syftems S, und o (S) Theil cines Syftems Z, fo nennen
it ¢ cine Abbilbumg von S in Z, und wir jagen, S werde durdh
@ in Z abgebilbet. - Wi nenmen daher @ cine Abbildung des
Syftems S in jidh jelbft, wenn @ (S)3 8 ift, und wir wollen
in diefem Pavagraphen die allgemeinen: Gefege einer jolden Ab=
bilbung @ unterfudgen. Dierbei bedienen wit uns derjelben Beyeidy=
nungen wie in § 2, indem wir wicder @ (s) =, @ (0= 1"
feben. Dieje Bilder s, T' find jufolge 22, 7 jet jelbjt wicder
Glemente ober Theile von S, wie alle mit lateinijden Buditaben
beyeidneten Dinge.

37. Greflavung. K heipt cine Rette, tenn K'3 K ijt. Wi
pemerfen qusdriidlicy, dap diejer Name dem Theile K bed Syftems S
nidt etwa an ji jufommt, fomdern nuy in Bezichung auf die
Beftimmte Abbildung ¢ eriheilt wird; in Bezug auf eine andere
Abbiloung des Syjtems S in fich felbit fanm K jefr wobl feine
Rette fein.

38. Sap. S ift eine Sette.

39. ©ap. Tas Bilb K’ einer Kette K ijt eine Sette.

Peweis. Denn aus K'3K folgt nodh 22 audh (K'Y3K',
w. 3 b. w.

40. Cog. Jft A Theil einer Kette K, fo ift audy A'3 K.

Reweid. Demn aug A3 K folgt (nad 22 A'3K', umd da
(nady 37) K'3 K ift, fo folgt (nad) 7) A'3K, w. 3 b w.

41. Sap. it das Bild A" Theil einer Sette L, fo giebt ¢3
¢ine Stette K, weldhe den Bedingungen A3 K, K'3 L geniigt; und
jwar ift A1 (A, L) eine jolde Sette K
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Beweis. Sept man wirtli) X — A (4, L), fo ift nad) 9 die
eine Bedingung A 3 K erfiillt. Da nad) 23 ferner K'— # (A, L),
und nad) Annahme A'3L, L'3L ift, jo ift nad) 10 aud) bdie
andere Bedingung K'3 L erfilllt, und DHievaus folgt, weil (nadh 9)
L3 K ift, audy K'3 K, d. §. K iit eine Sette, w. 3. b. w.

42, ©ab.  Gin aué lauter Ketten A, B, C... jujammen-
gefebted Syjtem M ift eine SKeite.

Beweis. Da (nadh 23) M' = M (A, B, C'...), und nad
Annahme 4’34, B'3B, '3 C...if, fo folgt (nach 12) M'3 M,
w. 3 b. w.

43. Sah. Die Gemeinheit ¢ von lanter Ketten 4, B, C'...
ift eine Sette.

Beweid,. Da G nad) 17 Genteintheil von A4, B, C..., alfo
G’ nad) 22 Gemeintheil von A', B', (..., und nad) Annahme
A'34, B'3B, ('30C... ijt, jo ift (nadh) 7) G' audy Gemeintheil
von A, B, C'... und folglih nad) 18 audy) Theil von &, w. 3 b w.

44. Grfldrung, Jjt 4 irgend ein FTheil von S, jo wollen
wiv mit 4, dbie Gemeinbeit aller derjenigen Ketten (3. B, S) be-
peichnen, von welden A FTheil ift; diefe Gemeinbeit A, eriftict
(vergl. 17), weil ja A jelbjt Gemeintheil aller diefer RKetten ift.
Da ferner A, nad) 43 eine Kette ift, jo wollen wiv A, die Kette
bes ©yftemd A ober fury die Kette vom A nennen. Aud
biefe Grtldrung beieht fid) durdhaus auf bdie ju Grunde Iliegende
beftimmte Abbildung ¢ bes Syjtemd S in fid) felbft, und wenn 3
jpater der Deutlichleit wegen ndthig wird, fo wollen wir jtatt A,
lieber dad Jeiden @, (A) feben, und ebenjo werden iwir bie einer
anderen Abbilbung e entjprediende Sette von A mit @, (4) be-
jeidnen, €3 gelten nun filr diefen fehr widgtigen Begriff die
folgenden Siifse,

45. Cap. €5 ift 43 A,.

Beweid, Denn A ift Gemeintheil aller berjenigen Setten, deven
Gemeinbeit A, ift, woraus der Sok nad) 18 folgt.
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46, Sap. 63 ift (4o)3 4o

Bepeis, Denn nad) 44 ift A, eine Hette (37).

47. Sab. Jft A Theil einer Kette K, o ift oud 4,3 K.

Beweis, Denn A, ift die Gemeinbeit und folglich audy ein
Gemeintheil aller der Retten K, von denen A Theil ijt.

48. Bemerfung. Man iibersengt ficy leicht, daf Der in 44
ertlivte Begriff ver fette A, durd) die vorjtehenden Sie 45, 46,
47 vollitindig davatterifict ift. .

49. Sap. @3 ift A'3 ()"

Der Beweis folgt aus 45, 22.

50. Sap. 68 ift 4’34,

Der Beweid folgt aus 49, 46, 7.

51. Gap. Jjt A eine Sette, jo ift 4, = A.

Reweis. Da A Theil "der Kette A ift, jo ift nadh 47 oud
A,3 4, woraus nad 45, 5 der Sap folgt.

52. Gap.  Jjt B34, fo iit B34,

Der Beiveid folgt aud 45, 7.

53. Sap. Jft B34, fo ift B,34,, und wmgelehrt.

Bereiz.  Weil A, eine Kette ift, jo folgt nady 47 aus B34,
aud) B,3 A,; umgetehrt, wenn B,34,, jo folgt nad 7 aud
B3 A,, weil (nady 45) B3 B, it

54 Gap. It B34, jo ijt B.3 A

Der Beweis folgt aus 52, 53.

55. Sa. Jft B34, fo ijt aud B35

Peweis. Denn nad) 53 ift B,3 A, und da (nady 50) B'3 B,
ift, fo folgt der ju beweifende Sab aus 7. Dafjelbe exgiebt fid,
wie leiht 3u fefen, aud) aus 22, 46, 7, oder aud aud 40.

56. Sab. Jft B3 A, fo ift (Bo)3(Aa).

Der Beweis folgt aud 53, 22.

57. Say und Grffivung. €5 ift (A,) = (Ao, b. . basd
Bilp der Sette von A ift ugleidy die SKette des Bildes von A.
Man tann dafer diejes Syftem fury durd) A, beyeidhnen und nady
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Belichen dad Kettenbild oder die Bildfette von A nennen.
Nad) der deutlicheren in 44 angegebenen Beyeihnung wide der
Sap durd) @ (@. (4) = @o (@ (4)) ousjudriiden fein.

Beweid. Sept man jur Abtiicgung (4'), = L, fo ijt L eine
Stette (44), und nad) 45 ift A’'3 L, mithin giebt e3 nad) 41 eine
Rette I, weldpe den Bebingungen A3 K, K'3 L geniigt; hieraus
folgt mady 47 audy 4,3 K, aljo (4,)3K', und folglih nad) 7
audh (4,)3 L, b. b.

(A,) 3(A)s
Da nadh) 49 ferner A'3(AY, und (4,) nad) 44, 39 eine Kette
ift, jo ijt nach 47 audy

(A')e3(4o),
woraus in Verbindung mit dem obigen Crgebnify der ju beweijende
Sap folgt (5).

58, Sah. 63 ift 4, = M (4, A5), b. D). bie Kette von A
ift gujommengejeit aus A und der Bilvfette von A.

Beweis. Seht man jur Abfiigung wieder .

L= 4} = (Ag) =(ANemds K- = (AL,
fo ift (nach 45) A'3 L, und da L eine SKette ift, o gilt nach 41
dafjelbe von K da ferner A3 K ift (9), jo folgt nady 47 aud
A3 K. "
Unbererfeits, da (nad) 45) A3 A,, und nad) 46 audhy L3 4,, jo
ift nad 10 aud
K34,
woraus in Berbindung mit dem obigen Ergebnif der ju beweijende
Sap 4, = K folgt (5).

59. Sap der volljtdndigen Jnduction. Um ju beweifen, daf
bie Stette A, Theil irgend ecines Syjtems ¥ ift — mag lepteres
Zheil von S fein ober nicht —, geniigt €3 3u jeigen,

@. dap A3 ¥, und

6. dbafp das Bild jebed gemeinjamen Elementes von A, und
S cbenfalls Glement pon ¥ ift.
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Reweis, Denn wenn @ wahr ift, jo exijtivt nad) 45 jedenfall3
vie Gemeinheit G = 6 (A, X), und jwar ift (nadh) 18) A3 G;
ba auferdem nad) 17 ;
G34,

ift, jo ift G audy Theil unjeres Syftems S, weldyes durd) @ in
iy jelbft abgebilvet ift, und jugleidy folgt nacdy 55 audy G'3 A,
e nun ¢ ebenfallé wafhr, d. h. wenn @3y i, jo muj &'
als Gemeintheil vev Spjteme A,, X nady 18 Theil ihrer Gemein=
heit G fein, b. h. G ijt eine Sette (37), und da, wie jdhon oben
pemertt, 43 G ift, fo folgt nad) 47 audh

4,36G,
und fhieraus in Berbindung mit bem obigen Grgebnip G = Ao,
alfo nady 17 audhy 4.3 3, w. 3 bow

60. Der vorjichende Sap bilvet, wie fidh) fpiiter geigen wird,
bie wifjenfdoaftliche Gundlage filv die unter dem Namen der voll=
ftindigen Induction (ves Shlufjes von 2 auf # -+ 1) betannte
Pereisart, wnd er fan aud) auf folgende Weife ausgejproden
werden: Um 3u beweifen, daf alle. Glemente dev Kette A, eine
gewifie Gigenjdaft € befien (ober baf ein Sab $, in weldem
pon ctiem unbeftimmten Dinge n die Rede ift, wittliy fitv alle
Glemente n der Sette A, gilt), genilgt 3 3u jeigen,

o. daj alle Glemente @ Ded Syjtems A die Gigenjdaft €
befien (ober dajs S fiir alle @ gilt), und

6. daf bem Bilde 7’ jeded foldhen Glementes n von A, weldyes
bie Gigenjhaft € befibt, diefelbe Gigenjduft € utommt (ober daj
ber Say S, fobald ev fiic ein Element n von A, gilt, gewifp aud
fiie deflen Bild »' gelten mug)-

I der That, bejeichnet man mit S bas Syjtem aller Dinge,
welde die Gigenjhoit € Befigen (ober fiir welde der Sab S gilt),
fo leuchtet die volljtindige ebereinftimmung dev jegigen Anzdruds-
weije bes Sages mit der in 59 gebraudyten unmittelbar ein.

61. Sap. Die Sette von M4, B.C...) ift #(4,, B,,Cy.-2)
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Beroeid. Begeichnet man mit I das erftere, mit K bad leptere
Syjtem, fo it K nad) 42 eine Sette. Da nun jedes ber Syfteme
A, B, C... nadh 45 Theil von cinem der Syfteme A,, B,, C, ...,
mithin (nach) 12) M3 K ift, fo folgt nadhy 47 aud

M,3 K.
Andererfeitd, da nad) 9 jeded der Syjteme 4, B, C... Theil von
M, aljo nad) 45, 7 audy Theil ber Kette I, ift, fo mup nad) 47
aud) jedes ber Syjteme A,, B,, C,... Theil von M,, mithin nad) 10
: K3 M,
jein, woraus in Verbindbung mit dem Obigen Der u beweifende
M, = K folgt (5).

62. Sah. Die Kette von 6 (4, B, C...) ijt Theil von
&4 B.0..)

Beweis. Beseidnet man mit G das erfteve, mit K das leftere
Syjtem, jo ift K nad) 43 eine Kette. Da nun jedez der Snjteme
Ay, By, Cy... nad) 45 Ganged von einem der Syjteme A4, B, C...,
mithin (nady 20) G3K ift, fo folgt aus 47 der ju beweifende
Sap G,3K.

63. Sap. Jjt K'3L3K, aljo K eine Sette, jo ift aud) L
eine fette. Jjt diefelbe echter Theil von K, umd U dag Spftem
aller derjenigen Elemente von K, bie nidt in L enthalten find, it
ferner die Stette U, edyter Theil von K, und ¥ bas Svjtem aller
derjenigen Elemente von K, die nidht in U, enthalten find, jo it
K=M(U,V)ud L=@ (U, V). it endlih L — K",
jo ift V3V

Der Berweid diefes Sapes, bon dem tir (wie von ben beiden

vorhergehenden) feinen Gebraud) machen werden, mige bem Lefer
itberlafjen bleiben.

3
3
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§ 5.
Das Endlide und Unendlide.

64, Grilivung*). Gin Spfem S feipt unendlidh, wenn
e5 einem echten Theile jeiner felbft dhnlich ift (32); im entgegen-
gefebten Falle heifit S ein endlides Spftem.

65. Sab. Jebes aud einem cingigen CElemente Dejtehende
Spjtem ift endlid).

Beweis. Denn ein jolded Spjtem befigt gar feinen edjten
Theil (2, 6).

66. Sap. €8 giebt unendlihe Syjteme.

Beweis **).  Meine Gedanfenwelt, d. h. die Gejammiheit S
aller Dinge, weldge Gegenjtand meines Denfend fein fonnen, ijt
unendlid). Denn wenn s ein Glement von S bebeutet, jo ift ber
®edante s, dap s Gegenftand meines Dentens fein tann, felbjt ein
Glement von S. Sieht man dafjelbe als Bild ¢ (s) ded Elemented
s an, fo hat daher die Hierdburd) beftimmte Abbilbung ¢ von S bdie
Gigenjhaft, dap das Bild S’ Theil von S ift; und jwar ijt S’
echter Theil von S, weil 8 in S Elemente giebt (3. B. mein
cigenes Jdy), welcdhe von jebem folden Gedanfen s’ verjdjicden wnd
beshalb nicht in S’ enthalten find. Endlich leuchtet ein, daf, wenn

*) 9Bill man den Begriff dhnlider Syjteme (32) nidt benugen, jo muf
man jagen: < Beift unendlidh, wenn c2 cinen ecjten Theil von S giebt (6),
in weldem S fid) deutlich (&hnlich) abbilven Likt (26, 36). Jn diefer Form
habe id) bie Definition des Unendligen, welde den fLern meiner ganzen
Unterjudgung bilvet, im September 1882 DHerrn @. CGantor, und jdon
mehrere Jahre friiher aud) den Herren Sdwarg und Weber mitgetheilt.
Afle anderen miv befannten Verjudye, das Unendlidhe vom Endliden ju uniers
jdeiven, jdeinen mir jo wenig gelungen ju jein, dak id) auf eine Rritit dex-
jelben verzichten ju ditcfen glaube.

**) Eine dhnlide Betradtung findet fidh in § 13 der Paraborien ded
Unendliden von Bolzano (Leipzig, 1851).

2
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a, b verjicoene Glemente von S find, aud) ihre Bilver o', b ver=
jdhieben find, dap aljo die ALbilbung ¢ eine deutliche (@hnliche)
ift (26). Mithin ift S unendlidh, w. 5. b. w.

67. Sap. Sind R, S ihnlide Shiteme, fo it R endlich
ober unendlid), je nadjpem S enbdlidh oder unendlidh ift.

Beweis, it S unendlich, aljo dhnlich einem echten Theile S’
jeiner felbft, fo muj, wenn R und S dhulic) find, S’ nady 33
dhnlicg mit B und nad) 35 jugleich dhnlich mit einem echten
Theile von R fein, weldper mithin nac) 33 jelbjt ahnlicy mit R
ijt; aljo ift B unendlich, w. 3. b. w.

68. Sag. Jedes Syjtem S, weldyes einen umendlichen Theil
T befigt, ift ebenfalls unendlich; obder mit anberen Worten, jeber
Iheil eined endlidhen Syjtems ift endlid).

Beweiz, Jft 7 unendlidy, giedt e3 aljo eine joldhe dhnliche
9Abbilbung @ von T, daj ¥ (7)) cin echter Theil von 7' witd, fo
fann man, went T Theil pon S ift, biefe ADDildung ¢ ju einer
Abbilbung @ von S evweitern, indem man, wenn s irgend ein
Glement von S bebeutet, ¢ (5) = ¥ (s) ober @ (s) = s febt, je
nadbem s Glement von 7' ijt ober nicht. Dicfe Abbiloung o ijt
eine dbnlidhe; bedeuten ndmlidh a, b verjdhicoene Elemente von S,
fo ift, wenn fie sugleich in 7' enthalten find, das Bild @ (a) =1 (a)
perjjicden von dem Bilde ¢ (b)) = ¥ (b), weil ¥ eine dhnliche
Abbiloung ift; wenn ferner @ in I, b nidgt in T enthalten ift, jo
ift (@) = ¥ (a) verjihieden von @ (b)) = b, weil ¥ (a) in T
enthalten ijt; wenn endlid) weder @ nody b in 7' enthalten ift, jo
ift ebenfalls @ (a) = a verjdicden von ¢ (b)=~5, was u eigen
war. Da feener ¢ (I') Theil von 7, alfo nac) 7 auch Theil von
S ijt, jo leudbtet ein, dap audy @ (S)3 S ijt. Da endlihy ¢ (7)
edhter Theil von 7' ijt, jo giebt e8 in 7, aljo aud) in S ein Ele-
ment £, welded nidt in ¢ (7) = ¢ (') enthalten ift; da nun
bag Bild @ (s) jeded nicht in T enthaltenen Elemented s jelbjt = s,
aljo aud) von ¢ verfdieden ift, jo fann ¢ fiberhaupt nidht in @ (S)

s
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enthalten fein; mithin ift ¢ (S) edhter Theil von S, und folglich
ift S unendlid), . 3. b. w.

69. Sab. Jeves Syjtem, weldhed einem Theile eines endliden
Spjtems dhnlid) ift, ijt jelbjt endlich.

Der Beweis folgt aus 67, 68.

70. Sab. Jit @ ein Element von S, und ift der JInbegriff T’
aller von e verjdiedenen Elemente von S endlidh, jo ift audh S
enblid).

Beweis, Wir haben (mad) 64) 3u jeigen, dap, wenn ¢ irgend
eine dhnliche Abbilbung von S in fidh) felbjt bedeutet, bad Bild
@ (S) ober S' niemals ein edhter Theil von S, jondbern immer = S
ift. Offenbar ijt S = M (a, T), und folglih nad) 23, wenn die
DBilver tvieder durd) Accente beseidnet werden, S' = M (', 17),
und twegen der Aehnlichfeit ber Abbilbung ¢ ift o' nidht m 77
enthalten (26). Da ferner nad) WUnnahme 5’3 S ijt, fo mup o
und ebenjo jedes Glement von 7' entweder = a, ober Element
pon 7 fein. Wenn daher — welden Fall wiv junddjt dehandeln
wollen — a nidt in 7" enthalten ijt, jo mup T'3 T und folglich
I' = T fein, weil ¢ eine dhnliche Abbilbung, und weil T ein
endlidhes Spjtem ift; und ba «', wie Dbemerlt, nidht in 77, d. Y.
nidt in T enthalten ift, jo mup o' = a jein, und folglicdh ift in
diefem Falle wirflih S’ = S, wie behauptet war. Jm entgegen=
aefebten Falle, wenn a in T enthalten und folglih bas Bild ¥
eined in T’ entbaltenen Glemented & ift, wollen wiv mit U ben
Jubegriff aller dexjenigen Elemente w von 7' bejeidynen, welde von
b verjdicden find; dann it T'—= M (b, U), und (nad 15)
S=M(a, b U), alip 8’ = M (¢, @, U’"). Wix bejtimmen
mum eine neue WAbbilbung ¢ von 7, mbem wir ¥ (b)) = @' und
allgemein ¥ (1) = o' feben, wodburd) (nadh 23) ¢ (1) = M (<, U")
witd. Offenbar ift ¢ ecine dhnlihe Abbildung, weil @ cine joldhe
war, und weil @ nidt in U, aljo aud ' nidt in U’ enthalten ift.
Da ferner @ und jedes Element ¢ verjhieden von & ift, jo mup

%
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(mwegen der Aehnlichteit von @) aud) @’ und jedes Glement o’
verjdhicden von @ und folglidy in 7' enthalten fein; mithin ijt
Y(I)37, und ba T endlidy ift, jo muf Y ()= T ol
Al («, U) = T jein. Hievaus folgt aber (nach 15)

M@ alU)=M(@7T),
D. §. nad) dem Obigen S’ = S, Aljo it aud) in diejem Falle
ber evforderliche Bemweis gefiifrt.

§. 6.

€infad) unendlide Syfteme. Reihe der natiicliden
Jahlen

1. Grflirung. Gin Syjtem N Beift einfad) unendlid,
wenn es eine foldge dhnlidge Abbibbung ¢ von N in fih felbft
giebt, dafy N ale Rette (44) eines Glementes evidheint, weldes nidyt
i @ (N) enthalten ift. Wir nennen bies Glement, das wir im
Folgenden burd) das Symbol 1 begeichnen wollen, dag Grund-
element von N und jagen jugleid, das einfad) unendlidge Syftem N
fei durd) diefe Abbildung ¢ geordnet. Behalten wir die fritheren
bequemen Bejeidynungen fir die Bilver und Setten bei § 4, jo
befteht mithin das Wefen eines einfach unendlidgen Syjtems N in
ver Grifteny einer Abbildung ¢ von N und eines Glementes 1, bie
den folgenden Bedingungen e, B, 7, & geniigen:

. N'3N. ;

BN =1

7. Dag Glement 1 ijt nidt in N' enthalten.
3. Die Lbildung ¢ ift ihnlicy.

Cifenbar folgt aus «, p, 8, Daf jebes einfad) unendliche
Cyjtem N wittlidy ein unendliches Syjtem ijt (64), weil es cinem
edhten Theile N' feiner felbjt dpnlich ift.

2. Gap. In jedem unendlichen Syjteme S ijt ein einfod)
unendlichez Syftem N ql2 Fheil enthalten.

R e N i,

e s i e
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Beweis. €5 giebt nad) 64 eine joldhe dhnliche Abbilbung ¢
von S, bag ¢ (S) oder S’ cin edter Theil von S witd; e3 giebt
alfo ein Glement 1 in S, weldes nidt in S’ enthalten ift. Die
Rette N = 1,, welde bdicfer Abbilbung ¢ ded Spftems S in fidy
jelbft entfpricht (44), ift ein einfad) unendlidhes, durd) @ geordmetes
Syjtem; benn die davatteriftijhen Bebingungen e, B, 3, & in 71
find offenbar jammtlidy erfiillt.

73. Grtldrung. Wenn man bei dev Betvadtung eines einfad)
unendlichen, durd) eine Abbildung ¢ geordneten Syftems N von
ber bejonbdeven Bejdjaffenheit der Elemente ganglid) abjieht, lediglich
ihre Unterjcheibbarfeit fefthalt und nur bie Begiehungen auffaft, in
die fie burd) die ordnende bbilbung ¢ ju cinander gejest find, jo
heifen diefe Clemente natiivlige Jahlen oder Ordinalzahlen
ober aud) jdhlechthin Jahlen, und dad Grundelement 1 Heifit bdie
Grundzahl der Jahlenveihe N. JIn Ridjidht auf diefe Be-
freiung der Elemente von jebem anbeven Jnbhalt (Abftraction) famn
man die Bahlen mit Redht cive freie Sdhopfung des menjdlichen
Geijted nennen.  Die Beziehungen ober Gefebe, weldhe gany allein
aud ben BVebingungen «, B, p, & in T1 abgeleitet werden und des-
halb in allen geordneten einfach unendlichen Syftemen immer bie-
felben find, wie aud) die den eimgelnen Elementen zufillig gegebenen
Namen lauten migen (ncrg!'. 134), bilden den ndiditen Gegenjtand
der Wifjenjdaft von dben Fahlen oder ber Wrvithmetil
Nug den allgemeinen Veqriffen und Sihen ved § 4 diber Ab-
bilbung eines Syjtems in fidh jelbjt entuehmen wir yumddft un-
mitielbar Ddie folgenden Grunbjibe, wobei unter a, b... m, n...
ftets Glemente von N, alfo Fahlen, unter 4, B, C... Fheile von
N, untex o, V... o', #'... A, B, C'... bdie entjpredhenden
Bilber verftanden werden, welde buvdy die ordnende WAbbildung ¢
eryeugt und ftets wieber Glemente ober Theile bon N find; bas
Bild »' ciner Jahl » wirtd aud) die auf n folgende Jahl ge-
nannt.
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74. ©of. Jede 3afl n ijt nad) 45 in ihrer Kette n, ent=
Dalten, und nad) 53 ift die Bedingung n3m, gleidwerthig mit
1,3 My

75. Sap. Jufolge 57 it np = () = ()

76. Sab. Jufolge 46 ijt n,3n,.

7. Sob. Bufolge 58 ift n, = M (n, n,).

78. Sap. G5 it N = M (1, N"), alfo ift jede bon der
Grunbzahl 1 verjdicdene Jahl Element von N', d. §. Bild einer
Safl.

Der Beweid folgt ans 77 und 71.

79. Sab. N ift die eingige Bahlenfette, in weldher die Grund=
3abl 1 enthalten ift.

Beweid. Denn wenn 1 Glement einer Bahlentette K ift, fo
ijt nady 47 die jugehovige Sette N3 K, folgliy N— K, weil jelbit-
verftindlid) A3 N ift.

80. Sab der vollftandigen Jnduction (Shluf von n auf »').
lUm ju beweifen, daf ein Sap fiir alle Bahlen n ciner Kette m,
gilt, geniigt e3 ju seigen,

9. Daf er fiix m = m gilt, und

6. baB aud ber Giiltigleit des Sapes fitr eine Jahl n der
Retle m, fetd feine Giiltigleit audy filv die folgende Zahl »' folgt

Dies ergiebt fih unmittelbar aus dem allgemeineren Sabe
59 oder 60. Am BHivfigiten witd der Fall auftveten, wo m = 1,
alfo m, die volle Fahlenveibe N ijt.

§ 7.

Grofere und fleinere Jahlen

81. Sab. Jede abl n ift verfhicben von der auf fie folgen=
den Fahl x".

Beweis durd) vollftandige Jnduction (80). Demn
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o. ber €a ift walr fiir die Jafl m =1, weil fie nidt
in N’ enthalten ift (71), wifrend die folgende Jahl 1" als Bild
ber in N entfaltenen Bahl 1 Element von N' ift.

0. Jft ber Sap toahr fiic eine Jahl n, und fjeht man Die
folgende 3ahl »' = p, fo ift » verjhicden von p, woraus nad
26 wegen ber Wehnlichleit (71) der orbnenden ALbildung ¢ folgt,
baf #', alfo p veridieden von p' ift.  Mithin gilt dex Sab oud
fiit die auf n folgende Jabt p, w. 3 b. w.

82. ©ab. Jn ber Bildfette ny einer Jahl = ijt jiwar (nad)
74, T5) deven Bild »’, nidht aber: die Jahl » felbft enthalten.

Beweis durd) volljtandige Induction (80). Tenn

0. ber Saf ift tabr fiir n =1, weil 1, = N, und weil
nady 71 die Grundyahl 1 nidt in N’ enthalten ijt.

6. Jft der Sap wabhr fiir eine Jahl », und febt man wicder
w = p, fo ift # nidt in p, enthalten, aljo verjdhicden von jeder
in p, enthaltenen Jabl ¢, woraus regen der Achplidyteit von ¢
folgt, daj ', alfo p verjdyicden bon jeder in p, enthaltenen Jabl ',
alfo nidgt in p, enthalten ift. Mithin gilt der Sab aud) fiic die
auf # folgende 3ahl p, w. 3. b. w.

83. Cap. Die DBildlette u; ift ecyter Theil der Stette 2.

Der Beweis folgt aud 76, 74, 82.

84. Saf. Aud m, = n, folgt m = n.

Beweiz. Da (nad) 74) m in m, enthalten, und

My = N, = Al (n, n5)
ift (77), jo mithte, wenn dex Sap falid), aljo m verjdicden von n
wie, » in der Sette n) enthalten, folgli nad)y 74 audy m,3n;,
b. b. n,3m, fein; da dies bem Sape 83 widerfpricht, fo ift unjer
Saly bewiefen.

85. Sap. Wenn die Jahl n uidt in der Jablentette K
enthalten ift, fo ift K3n,.

Berweid durd) vollftindige Jnduction (80). Denn

. ber Sap ift nad) 78 wabr fiiv » = 1.
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. Jft ber Sap wabr fii eine Jahl n, o gilt er audy fiix
die folgende Jahl p = »'; denn wenn p in der Bahlenfette K
nidgt enthalten ift, jo fann nad) 40 audy » nidt in K enthalten
fett, und folglich ift nac) unfecer Anmahme K3n); da nun
(nadh) 77) my, = p, = M (p, p), alio K3 M (p, p,), wd p
nidt in K enthalten ift, jo mufy K3p; fein, w. 3 b w.

86. Sob. Wenn die Jahl » nidht in der Jahlenfette K
enthalten ift, wobl aber ihr Bid o/, fo it K — n).

Beweis. Da n nidt in K enthalten ift, jo ift (nad) 85)
K3n, und da n'3 K, o ift nad) 47 aud) »,3 K, folglich K = n),
w. 3 b. w.

87. @ab. Jn jeder Jahlenfette K giebt e3 eine und (nad) 84)
nut eine Bahl %, deren Sette k, = K ijt.

Beweis,  Jt die Grundzabl 1 in K enthalten, o ijt (nady 79)
K=N=1,. Jm entgegengejeten Falle fei Z dag Syjftem
aller nidht in 7 enthaltenen Jahlen; da die Grundzahl 1 in Z
enthalten, aber Z nur ein edter Theil ver Jablenreihe N ijt,
fo fann (nad) 79) Z feine Stette, b. h. Z' fann nidt Theil von
Z fein; 5 giebt daher in Z eine Jahl m, deven Bilp ' nicht
it Z, alfjo gewif in K enthalten ift; dba ferner » in Z, alfo
nidit in K enthalten ift, jo ift (nach 86) K = u), alfo k& = #',
w. 3 b w.

88. Sab. -Sind m, n verjdjichene ahlen, fo ijt cine und
(nad) 83, 84) nur eine der fetten m,, n, edter Fheil der anberen,
und jwoar ift entwoeder 2,3 m;, ober m, 3.

Beweis.  Jft » in m, enthalten, aljo nad) 74 audy n, 3 m,,
fo fann m nidgt in ber fette n, enthalten fein (weil fonft nady 74
audy m,3n,, aljo m, = n,, mithin nad) 84 audy m = n wire),
und bieraus folgt nady 85, daf m,3m, ift. Jm entgegengefefsten
Salle, wenn » nidt in der Kette m, enthalten ift, muf (nady 85)
m,3 g fein, w. 3. b. mw.
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89. Grilarung. Die Jahl m et fleiner als die Jahl n,
und gugleich Heift 2 grofer ald m, in Beiden
mo<< n und n > m,
wenn die Bedingung
Ny 3 Ny,
erfitllt ijt, welde nad) 74 aud) durd
03 my
audgedritdt werden fann.

90. Sap. Sind m, n irgend welde Jahlen, jo findet immer

einer und nuv einer ber folgenden Fille 4, w, v Statt:
A= n=mb b Mi==n,
pm<<n, n>=>m b b n3Im,
v. m>n n-<<m Db m3In

Beweis, Denn wenn A Statt findet (84), fo fann weder p
nod) v eintreten, weil nadh) 83 niemald n,3n, ijff.  Wenn aber A
nidt Statt findet, fo tritt nad) 88 einer wnd nuv einer der Fille g,
v ein, w. 3 b. 1. i

91. Sab. €8 it n << n.

Yeweid. Denn die Bedbingung fiir den Fall » in 90 wird
burd) m = ' exfiillt. ’

92. @Ertlarung.  Um audjudriiden, daf m entweber = n
ober << u, alfp nidt > » ift (90), bedient man fich der Be-
seidynung

m = n odet audh) n = m,
und man jagt, m fei hodyjtens gleid) », und n jei minbdejtens
gleid) m.
93. Sab. Jede der Bedingungen
m = n, m<<n, n,3m,
ift gleidwerthig mit jeber der anderen.

Beweid. Denn wenn m = n, o folgt aud 4, g in 20 immex
13 m, weil (nady 76) m;3m, ift. Umgetehet, wenn #,3m,,
aljo nad) 74 aud) n3m, ift, fo folgt aud m, = A (m, m;), daj
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entweder m — m, ober n3m;, 0. b w > m ift. Mithin ift die
Bedingung m = n gleicyoerthig mit n, 3m,. Anferdem folgt aus
22, 27, 75, dafy diefe Bedingung 2,3 m, wicher gleidwerthig mit
no3m;, 0. B (nad) @ in 90) mit m < n' ift, w. 3 b. w.
94. Sab.  Jede der Vedingungen
m=nm<<w,m<n
ift gleidhwerthig mit jeber der anbeven.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 93, wenn man dott m
burd) m' erfept, und aus g in 90.

95. Sap. Wenn T << m und m = n, ober wenn I << m
umd m<<m, jo it I <<n Wenn aber 7 < m und m =n
oitl <n

Beweis. Denn aud den (nad) 89, 93) entjprechenden Be-
dingungen m,37;, und n,3m, folgt (mady 7) w,317,, und bafjelbe
folgt audhy aus den Bedingungen m2,37, und n, 3my, weil jufolge
ber exfteren aud) w31, ijt. Gndlidy folgt aus m,37, und N3,
aud) %37, w. 3 b. w,

96. Sab. Jn jedem Tfeile T von N giebt ¢5 eine und nur
cine Eleinfte 3ahl %, b. . eine Babl &, welde teiner ift als jebe
anbere in 7' enthaltene 3ahl.  Bejieht 7' aus einer eingigen Zafi,
jo 1ft diejelbe audh die teinfte Bahl in T

Beweiz. Da T, eine Kette ift (44), fo giebt ¢3 nady 87 eine
3ahl %, beven Sette k, = 7, ift. Da bievaus (nach) 45, 77)
T3 M (k, ;) folgt, fo muf sunddit & felbit in 7' enthalten fein
(weil fonft T3K;, alfo nady 47 aud) 75345, b. §. k3%, wire,
was nady 83 unméglidh ift), und auferdem mufy jede von & ver=
idicbene Jahl des Spftems 7' in I, enthalten, b. . > % fein
(89), woraus jugleiy nach 90 folgt, dafi 8 nur cine eingige teinjte
Japl in T giebt, w. 3. 6. w,

97. Sab.  Die fleinfte Jahl der Sette n, ift n, und bie
Grundyadl 1 ift die feinfte aller Jahlen.
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Berets, Denn nadh 74, 93 ijt bie Bebingung m 3 n, gleid-
werthig mit m = n. Ober ¢& folgt unfer Sap auch unmittelbar
aus dem Beweife ded vorfergehenden Sapes, weil, wenn dajelbjt
T = n, angenommen iitd, offenbar & = » wird (51).

98, Guflarung. Jft » ixgend eine Jahl, jo wollen tir mit
Z, oz ©yjtem aller Jahlen beseichnen, welde nidht grdfer
ald », alfo nidt in », enthalten find. Die Bedingung

m3Z,
ift nad) 92, 93 offenbar gleidyoerthig mit jeder der folgenden Be-
dingungen:
m=n, m-<<n, n3m,

99. Sap. 65 ift 132, und n3Z,.

Der Beweid folgt aud 98, ober aud) aud 71 und 82.

100. Sap. Jebe der nach 98 gleidyoerthigen Bedbingungen

m3Z,, m=mn, m<<n, n3m,
ift aud) gleidwerthig mit der Bedingung
Zn Vs

Beweis. Demm wenn m3 Z,, alip m < n, und wenn 13 2,
aljo 1 =< m, §o ift nad) 95 aud) I = m, b. B. 13 Z,; wemn aljo
m3Z,, fo it jebes Glement 7 deg Syftems Z,, aud) Glement bon
Z, 0.0 Zu3Z,. Umgetehrt, wenn Z,3 Z,, jo muf nad 7
and) m3Z, fein, weil (nady 99) m3 Z, ift, w. 3. b. w.

101. Sap. Die Bedingungen fit die Fille 4, w, v in Y0
laffen fidh audh in folgender 2Weife darftellen:

A m=n n=m ZLy=2,
g m<<m, n>m, Zu3Z,
v. m>n, n<<m, Zy3Zn.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 90, wenn man bedentt, dap
nady 100 die Bedingungen 2,3 m, und Zw3 Z, oleidmwerthig find.

102. ©ap. €3 it Z, = 1.

Beweis. Denn die Grundzahl 1 ift nad 99 in Z; enthalten,
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und jede von 1 verjhiedene Jafhl ijt nad) 78 in 1;, aljo nad) 98
nidt in Z, enthalten, w. 3. b. w.

103. ©af. Jufolge 98 ift N = M (Z., n.).

104. ©ap. 62 ijt n = G (Z,, n,), d. b w ift das eingige
gemeinjome Glement der Syfteme Z, und n,.

Beweis. Aud 99 und 74 folgl, daf = in Z, wnd n, ent=
halten ift; aber jebes bon m verjdiedene Glement dev fette n, ift
nad) 77 in np, aljo nad) 98 nidt in Z, enthalten, w. 3. b. w.

105. ©af. Jufolge 91, 98 ift die Jahl »' nidt in Z,

enthalten.
106. Sap. Jjt m << w, o ift Z, edter Theil von Z,, und
umgefehrt.

Beweid.  Wenn m <<, jo ijt (nad) 100) Z,3 Z,, und da
die nad) 99 in Z, enthaltene Jahl » nad) 98 nidt in Z, ent-
Dalten fein fann, weil # > m ift, fo it Z, edter Theil von Z,.
Umgetehrt, wenn Z, edjter Theil von Z,, fo ift (nad) 100) m < n,
und ba m nidt = n fein fann, weil jonft aud Z, — Z, wire,
fo mup m << n fein, w. 3 b. w.

107. ©ob. Z, ijt echter Theil von Z,.

Der Veweis folgt aud 106, weil (nadh 91) » < »’ ijt.

108. ©ab. Zo = M (Z,, n)

Beweiz. Denn jede in Z, enthaltene Sahl ift (nach 98) < #’,
aljo entweder = »', ober << »' und folglich nad) 98 Element von
Zy; mithin ift gewif Z,3 M (Z,, ). Da umgefehet (nach 107)
Zn3 Zy amd’ (mad) 99) »'3 7, ift, jo folgt (nadh 10)

M (Z.n)3Z,,
woraus fich unfer Sap nad) 5 ergiebt.

109. ©ap. Daz Bild Z, des Sphftems Z, it echter Theil
de3 Syjtems Z,.

Beweis. Denn jede in Z), enthaltene Jahl ift dad Bid m’
ciner in Z, enthaltenen Jahl m, und da m = n, akjp (nad 94)
m' = ', fo folgt (nady 98) Z,3Zy. Da ferner bie Bahl 1
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nadh 99 in Z,, aber nad) 71 nidht in dem Bilde Z3 enthalten
~fein fann, fo ift Z; edter Theil von Z,, w. 3 b. w.

110. ©ap. Z. = M (1, Z,).

Berweis. Jede von 1 verjchiedene Jahl veds Syftems Z, ijt
nad) 75 bas Bild m' einer Jahl me, und diefe mup = n, alfo
nad) 98 in Z, enhalten fein (weil jonjt m = n, aljo nadh 94
aud) m' = n', mithin ' nadh) 98 nidht in Z, enthalten 1wire);
aus m3 Z, folgt aber m'3 Z;, und folglidh ift gewip

Zy3M (1, Z,).
Da umgefehrt (nadh 99) 13Z, und (ad) 109) Zw3Zy, fo
folgt (macy 10) M (1, Z;)3 Z, und Dieraus ergiebt jich unfer Sap
nad) 5.

111. Grffdrung.  2Wenn e in einem Syjtem E von JFablen
ein Glement g giebt, weldyes grifer als jede andere in F enthaltene
Bahl ift, o heift g die gropte Fahl dez Syjems E, und offen-
bar fann e3 nad) 90 nuv eine jolde guopte Babl in E geben.
Befteht ein Spjtem aus einer eimgigen Sahl, fo ijt dieje jelbft die
aropte 3ahl bes Syjtems.

112. Saf. Jujolge 98 ift n die gropte Jahl des Spjtems Z,..

113. Sap. Gicht es in E eine geogte Jabl g, jo it E3Z,.

Beweis. Denn jedbe in E enthaltene Jahl ijt = g, mithin
nad) 98 in Z, ﬂ‘l’ﬁﬂ“l‘;l, w. 3 b. w. ;

114. Ca. Jft E Theil cines Syftems Z,, oder giebt es,
was dafjelbe jagt, eine Jahl » von ber Mrt, dap alle in E ents
faltenen Bahlen < » find, jo befipt E eine gropte Jabl g.

Bereis. Das Syftem oller Jahlen p, welde der Vedingung
E3 7, geniigen — und nad) unfevev Annahme gicbt e5 jolde —,
ift eine Sette (37), weil nach 107, 7 audy E3Z, folgt, wnd ijt
bafer (nad) 87) = g,, wo g Ddie Heinjte diefer [ahlen bedentet
(96, 97). G5 ift daber audy E3Z,, folglich (98) ijt jede in E
enthaltene Jahl < g, und wir haben nur nod) ju zeigen, dap Ddie
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Babhl g jelbft in E enthalten ift. Died leudhtet unmittelbar ein,
wenn g = 1 ift, weil dbann (nad) 102) Z, und folglidhy aud) B
aus der cimgigen Jahl 1 bejteht. Jft aber ¢ von 1 veridhicden
und folglidhy nach 78 dad Bild f* einer Jahl £, fo ift (nad) 108)
E3 M (Z;, g); wire nun g nidt in 2 enthalten, jo mifte E3 Z,
fein, und e gibe daber unter den Jablen p eine Jahl £, weldpe
(nach 91) << g ift, was dem Obigen widerjpricht; mithin ift g in
E enthalten, w. 3. b. 1.

115. Gutldvung. Jft I << m und m << w, jo jagen tvir, die
Bahl m liege 3wijden I und n (aud) jwijden n und I).

116. Saf. 5 giebt teine Jabl, die zwijben » und »'
liegt. -

Beweis. Denn Jobald m << #/, aljo (nad) 93) m = = ift,
fo fann nad) 90 nidt n << m fein, w. 3 b. .

117. Sa. Jft ¢ eine Jahl in T, aber nidht die Heinfte (96),
jo giebt & in 7" eine und nur eine ndadft tleinere Jahl 5, d. h.
cine Jahl s von der Aet, baf s << ¢, und bap es5 in T feine
swifchen s unb ¢ liegende Jahl gicbt. Ebenjo giebt e2, wenn nidht
etioa ¢ die gedfte Jabl in T ift (111), in T immex eine und nur
cine nadft grofere Jabl u, b. h. eine Sahl u vbon ber Art, baf
t << u, und dap 5 in T feine Fwijden £ und u liegende Fahl
giebt. Jugleid ijt ¢ in T nadjt geoper ald 5 und nddjt Heiner
al3 .

Beweid.  Wenn ¢ nidht die Heinfte Jahl in 7' ift, o fei E
bas Syftem aller derjenigen Jablen von 7, welde << ¢ find; dann
ift (nady 98) E3Z, und folglid) (114) giebt e in F eine grifte
Babl s, welde offenbar die im Sabe angegebenen Eigenjdaften
befigt, und aud) bie eingige joldhe Zahl ift. LWenn ferner ¢ nidht
bie gropte Jabl in T ijt, fo giebt e2 nad) 96 unter allen den
Bahlen von 7, welde = ¢ find, gewip eine Ueinfte 2, welde, und
ywar allein, die im Sape angegebenen Eigenjdaften befit. Ebenjo
feuchtet die Ridhtigheit der Sehlupbemerfung ded Sabes ein.
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118. Sag. Jn N ift die Fahl #' nidft groper ald #, und
n nidft fleiner als '
Der Beweid folgt aus 116, 117,

§ 8.
Gndlidhe und unenbdlide Theile der Bahlenceibe.

119. Gah. Jedes Syftem Z, in 98 ijt endlid.

Beweis durc) volljtindige Induction (80). Denn

0. der Sap ijf’ wabr fiix n = 1 jufolge 65, 102.

6. 3ft Z, endlich, jo folgt aus 108 und 70, dap aud) Z,
enbfidh ift, w. 3. b. w.

120. Sap. Sind me, » verjdicdene Jahlen, jo jind 2 Zi
unibnliche Syjteme.

Peeis. Der Symmelrie wegen Ddiirfen wir nad 90 an-
nehmen, 3 jei m << n; dann ift Z, nad) 106 edhter Fheil von
Z,, umd da Z, nach) 119 endlid) ift, fo tonnen (nady 64) Zp und
Z, nidgt dhnlich fein, w. 3 b. w.

121. Sap. Jeder Theil E dev Jablenveibe N, weldper eine
gudfte Babl befist (111), ift endlid).

Der Beweis folgt auz 113, 119, 68.

122. Gap. Jever Theil U der Jahlenveife N, welder feine
qrdfite Bapl befibt, ift einfod) unendlich (71).

Peweis, It u irgend eine Jahl in U, jo gicbt e3 nad 117
in U ¢ine umd nuv eine nichft qrofere Bahl als w, die wiv mit
¥ (u) beseichnen und ald Bild von w anjefen wollen. Die Dier=
burd) vollftindig beftimmte Abbiloung ¥ bes Syftemd U Dat ofjen=
bax bie Gigenjdaijt

a 9 (0)30,
b. . U witd duech ¥ in fich jelbjt abgebildet. Sind ferner u, v
berjdhichene Bablen in U, jo diixfen wir der Symumetrie wegen nad)
90 anuehmen, ¢5 fei w << v; dann folgt nad) 117 aus der Defini=
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fion bon ¥, bap ¥ () =< v und v < ¥ (v), aljo (nad) 95)
¥ (u) << ¥ (v) ift; mithin find nadh 90 die Bilver ¥ (u), ¥ (v)
berjchieden, b. §.
d. bie Ubbilbung ¢ ift dhnlich. ;

Beveutet ferner u, die tleinfte Jahl (96) bes Syjtems U, fo ijt
jede in T7 entfaltene Bahl = u;, und da allgemein u << 3 (),
fo ift (nad) 95) w, < v (u), aljo ift u, nad) 90 verdyieben von
¥ (u), b. §.

- dag Element w, von U ijt nidht in o (U) enthalten.
Mithin ift v (T) ein edter Theil von U, und folglidh ift U nad
64 ein unendliches Sojtem. Begeidhnen  wir nun in Ueberein-
fimmung mit 44, wenn ¥ irgend ein Theil von U ift, mit ¥, (V)
bie Der Abbildung ¥ entjprechende Keite von ¥, fo tollen wit
endlid) noch zeigen, daf

P i= vy (uy)
iff. Jn dev That, da jede folde Sette U (V) sujolge ifrer Defini=
tion (44) ein Theil des durd) ¢ in fidh) felbft abgebilveten Syftems
U ijt, fo ift felbjtverftandlich v, () 3 U; umgetehrt lenchtet aus
45 junddjt ein, dap bas in U enthaltene Glement y gemif in
¥, (w,) enthalten ift; nehmen wic aber an, e3 gebe Glemente von
U, die nidt in ¥, (u,) enthalten find, jo muf es unter ihnen
nad) 96 cine Heinfte Bahl w geben, und da biefelbe nad) dem eben
Giejagten verjdhicden von ber FHeinjten 3abt u, bes Syjtems U i,
jo mup & nach 117 in U audy eine 3abl v geben, mwelde nidit
fleiner al3 w ift, woraus jugleid) folgt, dafi w = ¥ (v) ijt; da
nm v <<w, fo mup v ufolge der Definition von w gewif in
%o (u,) enthalten fein; Bieraus folgt aber nady 55, daf aud) ¥ (),
aljo w in ¢, (u,) enthalten fein muf, und da dies im TWiderjprud)
mit dev Definition von aw fieht, jo ift unfere obige YUnnahme un-
suldfiig; mithin ift U39, (w,) und folglid audy U = 9, (uy),
wie behauptet war. Nus «, B, 7, & gebt nun nady 71 Hervor, baf
U cin durd) ¢ geordueted einfad) unendlidyes Softem ift, w. 3. b. w.

ANl o gt
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123. ©af. 3Bufolge 121, 122 ift irgend ein Theil 7' der
Jablenteihe N enblich oder einfac) unendlidh, je naddem o3 in 7'
eine grofite Jabhl giebt ober nidht giebt.

§.9.

Definition einer AbGbildung der Jahlenreihe dburd
JInduction.

124, 2Wir begeichnen auch im Folgenden mit fleinen lateinijdhen
Budytaben Jahlen und behalten iiberfaupt alle Beyeidhnungen der
vorhergehenden §§. 6 bid 8 bei, wihrend L2 ein beliebiges Syjtem
bebeutet, Ddefjen Glemente nidht nothwendig in N enthalten ju jein
braudjen.

125. Sah. Jft eine belicbige (dfnliche ober unibnliche) Ab-
bilbung 4 cines Syjtems L in ficdh jelbft, und auperdem ein be-
jtimmtes Glement @ in L2 gegeben, jo entipricht jever Jabt - eine
und nur eine Abbildbung v, ded jugehorigen, in 98 ertlirten Bahlen-
ihftemd Z,, weldje den Bedingungen*)

L v (Zn)g‘g'

L ¢()=o

IIL - ¢, (#') = 6, (t), wenn ¢ << n, geniigt, wo dad Jeidhen
0 ¥, die in 25 angegebene Bedeutung Hat.

Beweis durd) vollftindige Jnduction (80). Denn

o- ber Sa ift wahr fiir » = 1. Jn Ddiejem Falle befteht
nimlidh nadh) 102 das Spfrem Z, aud der eingigen Zahl 1, und
die Abbilbung ¥, ijt dafher jhon durd) II volljtandig unbd jo definirt,
dap I erfiillt ift, wihrend IIT gdnglich roegfallt.

6. Jft ber Saf walbe fitv eine Jahl #», jo jeigen wir, baf ex
audy fitv die folgende Jahl p = #' gilt, und jwar beginnen wir

*) Der Deutlidgleit wegen habe id) Hier und im folgenden Sage 126 die
Bedingung I bejonders angefiihrt, obwohl fie cigentlid) jdjon eine Folge von
II und IIT ift.

3
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mit dem Nachroeife, dap e3 nur eine eingige entjprecheride Abbilbung
P, bed Syjtemd Z, geben fann.  JIn der That, geniigt eine Ab-
bilbung %, ben Bedingungen
I. v,(%)3%

Ir. v,()=w

Ir. 4, (m) = 0 ¢, (m), wenn m << p, jo it in ihr
nad) 21, weil Z,3Z, ift (107), aud) eine ALDibung von Z, ent=
Dalten, welde offenbar denjelben Bebingungen I, II, III geniigt
wie ¢,, und folglih mit ¢, ginglih iibereinftimmt; filx alle in
Zy enthaltenen, aljo (98) fiic alle Jahlen m, die << p, b h < »
find, mug daher

Pp (m) = ¥, (m) (m)
fein, woraus ald befonderer Fall aud)
Pp (ﬂ) = P, (n) (n)

folgt; da ferner p nad) 105, 108 bie eingige nicht in Z, enthaltene
Babl ves Syftems Z, ijt, und da nad) III' und (n) aud

¥ (B) = 0%, (n) ®»
jein mug, jo ergiebt fich die Ridhtigteit unfever obigen Vehaubtung,
bah e5 nur eine eingige, ben Bebingungen I’, 11', TII’ genitgende
Abbildbung ¥, des Syjtems Z, geben fann, toeil v, durd) bdie chen
abgeleiteten Bedingungen (m) und (p) volljtindig auf w3, Fuviid-
gefithet ift. Wir haben nun ju jeigen, daf umgetehrt dieje durdh
(m) und (p) vollftindig beftimmte Abbifoung ¥, des Syftems Z,
wirtlid) den Bedingungen I', 1T, T’ geniigt. Tffenbor exgiebt fidy 1’
aus (m) und (p) mit Riidficgt auf I und darauf, dof 0 (R)3 L
ift. Ebenjo folgt II’ aus (m) und II, weil die Jahl 1 nady 99
in Z, entholten ift. Die Ridtigleit von III' folgt sunddft fite
Diejenigen Jablen m, welde << » find, aus (m) und IIL und fite
Die einjige nod) itbrige Jahl m = n ergicdt fie fid) aua (p) und (n).
Diermit it volljtindig davgethan, daf aus der Giiltigleit unjeres
Sapes fitr die Jahl » immer aud) jeine Giiltigheit fitr die folgenbde
Bahl p folgt, w. 3. b. w.
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126. Sap ber Definition durd) Jnduction.  Jft eine beligbige
(@hnliche odbev unihnliche) Abbilbung 0 cines Syjtems L in jidy
jelbft, und aquferdem ein beftimmies Glement @ in £ gegeben, jo
giebt €5 eine umd nur eine Abbiloung ¥ der Fahlenveibe N, welde
den Vedingungen

I. ¥(N)3R

L y(1)=o

1L ¢ (n') = O (n) geniigt, wo n jede Bahl bebeutet.

Peroeis. Du, wenn 8 wirkli) eine joldye Abbilbung ¥ giebt,
in ihr nady 21 aud) eine Abbildung ¥, ded Spjtems Z, enthalten
ift, welthe ben in 125 angegebenen Bedingungen I, 11, III geniigt,
jo muf, weil e8 ftets eine und nux eine jolde Abbildung ¥, giebt,
nothendig

¥ (n) = v (n) (n)
jein. Da hievdurd) ¢ volljtindig bejtimmt ift, jo folgt, dap e aud)
nue - eine eingige joldge 2ABbidung v geben fann (vergl den Sdlup
pon 130). Daf umgefehrt die durd) () beftimmie Wbbiloung ¥
aud) unjeren Bedingungen I, II, TIT genitgt, folgt mit Yeidhtig-
feit aus (n) unter Veriidfichtigung der in 125 bewiefenen Eigen-
jajten I, IL und (p), w. 3. b. w.

127. ©op. Unter den im vorhergehenden Sabe gemadyten
Borausdjepungen ift

P (I) = 0¥ (T),
wo T irgend einen Theil der Jahlenveibe N bedeutet.

Peweis. Denn wenn ¢ jede Jahl ded Sojtems T' bebentet,
fo befteht ¥ (') aus allen Elementen ¥ (¢'), und O¢ (T) aus
allen Glementen O (t); bieraus folgt unjer €ap, weil (nac) IIL
in 126) ¥ () = 09 (f) ift. '

128. Cafp. Behilt man Ddiefelben Vorausjehungen bei wnd
begeihnet man mit 0, die Retten (44), welde der Abbildoung # ved
Syjtemz & in fidh jelbjt entjprechen, fo ift

¥ (N) = 0, (@).

g



36
. Beweis.  Wir jeigen gunddft durd) volljtindige Jnbduction
(80), daj;
¥ (N)36, (@),

. h. Ddaf jebes Bid o (n) aud) Glement von 4, (o) ift. Jn
ber That,

¢ Diefer Saf ift wabr fiir v = 1, weil (nadh 126. 1I)
¥ (1) = @, und weil (nad) 45) w34, (@) ift.

6. Jjt ber Saf wabe fiir eine Jahl », ift aljo ¥ (n)36, (w),
fo ift mady 55 aud) 6 (¥ ()30, (@), d. B (mady 126. III)
¥ ()30, (), aljo gilt der Sap audy fiix die folgenve Zafl «’,
w. 3 b. w,

Um ferner u beweijen, daf jeded Glement v ber Sette 0, (@)
in ¥ (N) enthalten, baf aljo

fl, (@)3 0 (N)
ift, wenden wir ebenfalld die vollftdndige Jnduction, ndmlih den
auf £ und die A6bidung # iibertragenen Sap 59 an. Jn der That,

0. bas Glement o ift = 9 (1), aljo in ¥ (N) enthalten.

6. Jft v ein gemeinjames Glement der Sette 0, (@) und bed
Syjtems ¥ (N), jo ift v = ¥ (n), wo n eine Babl bedeutet, und
hievaus folgt (nady 126. I1T) 6 (v) = G o (n) = ¥ (v'), mithin
it audy 6 (v) in ¥ (V) enthalten, . 3 b w.

Aus den bewiejenen Sien ¢ (N)36, (w) und 6, ()3 ¥ (N)
folgt (nadh 5) ¥ (N) = 6, (@), n. 3 b. w.

129. Saf. lUnter denjelben Borausfepungen ift allgemein

¥ (1) = 0, (¥ (w)).

Beweis durd) vollftandige Induction 80, Denn

- Der Saf gilt yufolge 128 fite # = 1, weil 1, =— N und
¥ (1) = a ift. 3

6. Jjt der Sap wabr fite eine Jahl x, fo folgt

6. (1)) = 6 (0 (¥ (n)));
da nun nad) 127, 75

0.(¥ (n,)) = ¥ (n}),

o vk SOt 4
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und nad 57, 126. I
8 (8, (¥ () = 0, (8 (v (0))) = b (¥ ()
ift, fo ergiebt fich
P (ng) = 6, (¥ (n')),

b. §. ber Saf gilt aud fitx die auf » folgende Jahl »', w. 3. b. w.

130. Bemerfung. BVevor wir ju den widtigften Anwendungen
bes in 126 bewiefenen Saled der Definition dburdh JInduction fiber-
gefen (§.§. 10 big 14), verlohnt 8 fidh der Mithe, auf cinen
Umjtand aufmertjom ju maden, burd) welden jid) derjelbe bon dem
in 80, ober bielmehr jhon in 59, 60 bewiefenen Sape der Demon-
fitation burd) Jnduction wefentlich unterjcheivet, jo nabe aud) bie
Bermandtjdhaft jwijden jenem und diefem 3u fein jdeint. Wibhrend
namlid) ver Sal 59 gany allgemein fiiv jede Sette A, gilt, wo A
igend ein Theil eined burd) eine beliebige Abbilbung ¢ in fid
felbjt abgebilveten Syftems S ift (§. 4), o verhdlt ez fih gany
anberd mit dem Sage 126, weldher nur die Erifteny einer mwider-
jpruch3freien (oder eindeutigen) AUbbildung ¢ bed einfad) unendlichen
Syftems 1, behauptet. Wollte man in dem lehteren Sabe (unter
Beibehaltung ber BVorausfepungen itber £ und ) an Stelle ver
Bablenveife 1, eine belichige fette A, aus einem joldyen Syjtem S
fegen, und etwa eine Abbilbung ¥ vom A, in £ auf dhnlice
Weife wie in 126. II, IIT dadburd) definiven, baf

0. jebem Glement a von A ein befiimmtcd aud & gewiblies
Glement ¥ (@) entjprecdhen, und

6. dap fitr jeded in A, enthaltene Glement n und beffen Bild
n' = @ (n) die Bedingung ¥ (n") = 6w (n) gelten foll,
jo wiiede jebr Hiufig der Fall eintreten, baf ed eine jolde Ab-
biloung ¥ gar nidt giebt, weil bieje Bedingungen o, 6 felbjt dann
nod) in Wiberjprud) mit einander gerathen fonmen, wenn man aud)
die in o enthaltene TWahlfreiheit von vornbevein der BVedingung o
gemiip bejdhrintt. Ein Veijpiel wird geniigen, wm fidy hiervon ju
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itbevjeugen. Jft das aud den verjdiedenen Elementen « und b
Dejtehende Spftem S burd) @ o in fidy felbft abgebilbet, daf
a@ = b, V' = a wird, jo ift offenbar a, = b, = S; e jet ferner
da3 aud den berjdicdenen Clementen «, B und p Dejtehende
Syitem &£ durd) @ fo in fidh felbjt abgebildet, daf O () = B,
0(8) =y, 0 (y) = o witd; verlangt man mumn eine folche Ab-
bilbung ¥ von @, in £, daf ¥ (a) = e, und auferdem fiir jeded
in a, enthaltene Element n immer ¢ (0') = o (n) wird, jo ftofit
man auf einen Widerfprudy; denn fiir » = a ergiebt jih ¥ (b)
= 0 (a)=7, und hievaus folgt fiix n=">0, bap ¥ (a) = 0 (B)=7
jein miite, wifrend dod) ¥ (@) = e war.

(icbt 5 abev eine Abbilbung ¥ von A, in £, weldye den
obigen Bedingungen o, 6 ofjne Widerfprud) geniigt, jo folgt aud
60 leidht, dafs fie volljtiindig beftimmt ift; denn twenn die Abbildbung
x Denjelben Bedingungen geniigt, fo ift allgemein z () = ¥ (n),
teil diefer Sap jufolge o filr afle in A enthaltenen Glemente
n= a gilt, und weil er, wenn er fiir ein Clement n von A, gilt,
sufolge o audy fitr defen Bild »’ gelten mug.

131 Um bdie Tragmweite unferes Sapes 126 i3 Lidt gu
feben, wollen wic hier eine Betrachtung einfiigen, die aud) fitr
andeve Unterfudjungen, 3 V. fiir bie fogenannte  Gruppentheorie
niiglid ift.

Bir betraditen ein Syjtem 2, bdeflen Glemente eine gemife
Berbindung geftatten, in der Art, Baf aus eivem Glemente v burd)
Ginwirtung eines Glemented @ immer wieber ein beftimmtes Element
Deffelben Spjtems L2 entjpringt, weldhes mit . vder wv be-
seicynet werden mag und im Allgemeinen von » 3u unterjdeiden
iit. Man fann dies aud) fo auffaffen, daf jedem  beftimmten
Glemente @ eine beftimmte, etroa durd) & ju begeidhnende Abbilbung
bes Syjtems 2 in fich jelbit entipricht, injofetn jebes Element »
bas beftimmte Bild & (v) = v licfert. Wendet man auf diejes
Syftem 2 und deflen Glement @ bden Sap 126 an, indbem man
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sugleidy die dort mit 6 beseichnete Abbildung durd @ exjept, fo
entipricht jeder Bahl » ein beftimmtes, in L enthaltenes Element
¥ (n), bag jet durd) bas Symbol w* bejeidmet werden mag und
Bigteilen die nte Poteny von @ genannt wivd; diefer Begrifj ift
volljtdndig erflirt durd) die ihm auferlegten Bedingungen
I. o' = @
IL o = o a®,

und feine Grifteny ift durh) den Beweis des Sabes 126 gefidyert.

3t die obige Vexbindbung der Glemente auferdem fo bejdyaffen,
baf fiiv beficbige Clemente g, v, @ fletd o (vp) = (@) p ift,
jo gelten aud) die Sibe

o= ", o"ae'=— "™

deren Beweife leicht durd) volljtindige Juduction (80) ju [u[mn
find und bem Lejer iiberlafjen bleiben mogen.

Die vorjtehende allgemeine Betradhtung 1kt fi) unmittelbar
auf folgenbes Beifpiel amwenden. Jft S ein Spftem von beliebigen
Glomenten, wd & das jugehirige Spjtem, Ddeffen Glemente die
fammtliien Abbildungen v von S in fich feldit find (36), o lafjen
diefe Glemente fich nod) 25 immer jujommeniegen, weil » (S)3 8
ift, und bie aus foldhen Abbilbungen » und @ jufammengejelte
Abbildung e ift jelbft wieder Clement von Q. Damn find aud)
affe Glemente o" Abbiloungen von S in fid) jelbjt, und man jagt,
fie entjtehen burd) Wiedexholung der Abbilbung e. Wir wollen
nun einen einfacgen Jujammenhang hervorfheben, der awijden diejem
Begriffe und dem in 44 extlirten Begriffe der RKette @, (A) bejteht,
wo A iwieder irgend einen Theil von S bedeutet. Bejeichnet man
ber ftilrze alber das duxd) bie Abbildung @" evjeugte Bid o (4)
mit A, jo folgt aus IT und 25, vag @ (4,) = Aw ijt. Dier-
aus ergieht jidh leicht burc) volljtiindige SJubuction (80), daf alle
diefe Syjteme A, Theile der Kette @, (A) find; denn

0. bieje Behauptung gilt jufolge 50 fix » =1, und
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6. wenn fie fitr eine Jabl n gilt, jo folgt aud 55 und aus
Ay = o (A4,), dap fie aud) fiir bie.folgende Jahl »’ gilt, w. 3. 6. w.
Da ferner nadh 45 aud) A3 @, (A) ift, jo ergieht fih aud 10, baf
audy bas aus A und aus allen Bilbern A, zujommengejepte
Syjtem K Theil von w, (4) ift. Nmgelehrt, da (nadh) 23) @ (K)
s @ (4) = 4, ud aus allen Shftemen o (A4,) = A, alfo
(nad)y 78) aus aflen Syjtemen A, jujommengefest ift, welde nady
9 Theile bon K find, fo ift (nad) 10)  (K)3 K, b. §. K ift
cine Sette (37), und da (nad) 9) A3 K ift, jo folgt nad) 47, bak
oud) o, (4)3K ift. Mithin ift @, (4) = K, d. §. es bejteht
folgender Sab: Jft @ eine Abbilbung eines Syjtems S in fidh
jelbjt, und A irgend ein Theil von S, jo ift die der Abbilbung @
entjprecdjende Stette von A ujammengefest aus A und allen durd
Wiederholung von @ entftehenden Bildern wn (A). Wiv empfehlen
Dent Lefer, mit diefer Anffaffung einer Kette yu den friiheren Sigen
57, 58 juriidzutelren.

§ 10.

Die Claffe der einfad) unendliden Syfteme

132. Sap. Ule einfad) unendlichen Syfteme find der Fahlen=
reife N und folglidh (nadh 33) audy einander dhnlich.

Beweis. €3 jei das einfadh unendlidge Spftem L durdh
bie Abbilbung # geordnet (71), und 3 fei @ bdas Bievbei anf-
tretende Grundelement von £2; bejeichnen wir mit 6, wieder bie
ber Abbilbung 6 entjprechenden Setten (44), jo gilt nadhy 71
Holgendes :

e 0(K2)3.

B =0, (o).

y. @ ift nidt in 4 (2) enthalten.

d. Die Abbiloung O ift eine dhnlidye.



41

Beveutet mun ¥ die in 126 bdefinivte Abbildung der Jablenreihe N,
jo folgt aud B und 128 gunichit
Y(N)= £,

und wir Haben baber nady 32 nur nod) ju jeigen, daf ¥ eine
dhnlige Abbilbung ift, d. §. (26) daj verjdjicbenen Jahlen ne, n
and) verjdjicdene Bilber ¢ (m), ¢ (n) entjpreden. Ter Symmetrie
wegen bdiiefen wiv nad) 90 annefmen, o2 jei m = n, aljo m3ns,
und ber ju beweifende Sap fommt darauf Hinaus, dap ¥(n) nidt
in w(n,), aljo (nady 127) micgt in Ow(n) enthalten ift. Ties
femeifen tiv filr jede Fahl n burd) volljtandige Jnduction (80).
Jn ber That,

o. Dicjer Sap gilt nady » filv 0 =1, weil P(1) = @, und
¥(1,) = () = K it

6. Jft ber Sab wabr fite eine Bahl », fo gilt ex aud fiir
bie folgende Jahl »'; denn wire P(n"), b. b Ou(n) in B¢ (n;)
enthalten, fo miifite (nady & und 27) aud P(n) in ¥(n,) ent-
falten fein, wibrend unjere Annahme gevade dad Begentheil bejagt,
w. 3 b. w.

133. Sap. Jedes Spjtem, tweldyed einem einfac) unendliden
Syjtem und folglich (nadh 132, 33) aud) der Bablenveihe N dhnlidh
ift, ift einfach unendlic.

Beweis. It 2 ein der Jahleneihe N dhnliches Syjtem, fo
giebt o nad) 32 eine foldhe dhnliche bbilbung ¥ bon N, bag
wicd; dann feben wiv

1L !ﬁ'(l) — @
Bezeicinet man nad) 26 mit ¥ die umgetehre, ebenfalls dhnlide
Abbilbung von £, fo entfpricgt jedem Glemente » von & eine
beftimmte 3ahl F(v) = n, nimlid) diejenige, deven Bild ¢ (n)=v
ift. Da nun biefer Jahl » cine beftimmie folgende Babl @ (n)=n',
und Ddiejer tieder ein beftimmtes Glement w(n') in & entjpridt,
jo geport gu jedem Elemente v bed Syjtems 2 aud) ein beflimmtes
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Glement (") Ddefielben Syftema, dad wir als Bid von v mit
0 (v) beseichnen wollen.  Hierdurdy ift cine Abbilbung 4 von L in
jid) felbjt vollftindig beftimmt*), und um unjeven Sal ju betveijen,
toollen wir jeigen, dap &2 durd) O ald einfach unendlides Syftem
geordbnet ift (71), b. §. bap bie in dem Beweife bon 132 angege-
benen Bebingungen «, f, p, 6 jimmilid erfiillt find. Bunddit
leudhtet o aud dex Definition von A unmittelbar ein. Da ferner jeder
Babl » ein Clement v — ¢ (n) entjpricht, fiir weldyed 6 (v) = ¢ (n')
tird, fo ift allgemein
L )= 6¢(xn),

und Dievausd in BVerbindbung mit I, II, e ergiebt fich, dafy die ABb-
bilbungen 6, ¥ alle Bebingungen des Sahes 126 exfiillen; mithin
folgt B aud 128 umd I MNadh 127 und T ift ferner

Y(N) = 0¢(N) = 0(R),
und Dieraus in Verbindung mit I und der ehulichfeit der Ab-
bilbung ¢ folgt p, weil jonft (1) in ¥(N"), aljo (nad) 27) bdie
3abl 1 in N’ enthalten fein miigte, was (nad) 71. 9) nidht der
Hall ift. Wenn endlid) w, v Clemente von &L, und m, n die ent-
jprechenden Jahlen Dbedeuten, deren Bilber ¥ (m) — u, ¥(n) = v
find, fo folgt aus der Annafume O(u) = 0(v) nadh dbem Obigen,
baf ¥ (m') = (n'), Bievaus wegen der Nehnlidgleit von ¢, o,
bap m' = o, m = m, alfo aud) p = v ift; mithin gilt audy 4,
w. 3 b mw.

134. Bemerfung. Jufolge der beiden vorfergehenden Sie
132, 133 bilden alle einfad) unendlihen Syfteme eine Glafje im
Sinne von 34, Bugleid) leuchtet mit Ridficht auf 71, 73 ein, daj
jeder Sap iiber bie Bahlen, d. h. iiber die Glemente # bes durdh
bie Abbilbung ¢ geordbneten ecinfady unendlidhen Syjtemsd N, und
swar jeder folde Sap, in weldem von der bejondeven Bejdafien-
beit ber Elemente n ginglid) abgefehen wixd und nur von jolden

*) Offenbar ijt 6 die nad) 25 aus 7, @, ¥ jujammengefeste Abbildung
L AT
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Begriffent die Rede ift, die aus ber Anordnung ¢ entjpringen, gany
allgenteine Giiltigleit audy fite jedes andeve burd) eine Abbildung f
geotbnete einfady unendlihe Syftem £ und defjen Elemente »
befit, und dap bie Uebertragung bon N auf & (3. B. aud) bdie
eberfeung eined arithmetijchen Sahes aus einer Sprache in eine
anbere) burd) die in 132, 133 betvacbtete Ubbilbung ¢ gefdhieht,
welthe jedes Glement » von N in ein Element » bon L, nimlid)
in ¥ (n) verwanbdelt. Diefes Element » fann man bad nte Element
pon @ nennen, und Bievnad) ift die Fahl n felbit die nte Babl
bev Jofhlenreihe N. Diefelbe Bedeutung, weldhe bie Ubbilbung @
fiir die Gejese im Gebiete N befipt, injofern jedem Elemente n ein
beftimmtes Glement @(n) = »' folgt, fommt nad) der burdy ¢
bewivften Becrandlung bder Abbiloung 6 ju fiir diejelben Gefebe
im Giebicte &2, injofern dem durch Vermandlung von 2 entjtandenen
Glemente v = ¥ (n) bad burd) Vermanblung von n' entjtandene
Glement 6(v) = w(n') folgt; man fann baher mit Redt fagen,
bafy @ burd) @ in O vermandelt wird, was fihg fymbolijh durech
00— Po¥, o = TOY ausdridt Durd) dieje Bemerfungen
witd, wie id) glaube, die in 73 aufgeftellte Grtldrung ded Begrifies
ber Jahlen volljtdndig gevedytfertigt. MWir gehen nun ju ferneren
Anmwendungen ded Saped 126 iiber.

§ 1L

Addition der Jahlen

135, Guildrung. ©8 liegt nabe, die im Sae 126 dar-
geftellte Definition einer ABbilbung ¥ ber Bahlenveihe N ober der
burd) biefelbe beftimmten Function @ (n) auf ben Fall anju-
wenben, wo bad dort mit 2 bejeidmete Softem, in weldem dad
Bilo () entfalten jein foll, die Bablenceibe N felbft ijt, roeil
fitv diefes Syftem 2 i:ﬁnn eine Abbildung O von L in jid) jelbit
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porliegt, ndmlid) diejenige Abbilbung ¢, durd) welde N als cinfad)
unendlidjes Syjtem geordnet ift (71, 73). Dann witd aljo =N,
0(n) = @(n) = », mithin
L (N3N,
und e3 bleibt, um ¥ vollftindig ju beftimmen, nur nod) iibrig,
bag Glement @ ous L2, b. §. qus N nad) Belieben zu wihlen.
Fehmen wiv @ = 1, fo wird ¥ offenbar die identijche Abbilbung
(21) von N, weil ben Bebingungen
P() =1, $() = (e
allgemein durd) ¥ (n) = n geniigt witd. Soll aljo eine andere
Abbildung ¥ von N evjeugt mwerden, jo muf fiir o eine von 1
verjdhicdene, nad) 78 in N’ enthaltene Bahl m' gewdhlt werden,
1o m felbjt irgend eine Jahl bebeutet; da die Abbildbung ¥ offen-
bar von ber TWahl diefer Jahl m abhingig ift, jo beseidnen mir
bag  entjprecdiende Bild ¢ (n) einer belicbigen Jahl » durdy bas
Symbol m + n, und wennen diefe Fahl die Summe, welde
aus der Jahl m durd) Addition ber Jahl » entjteht, oder fury
bie Summe der Jaflen m, n. Diefelbe ift daher nad) 126 voll-
ftiindig beftimmt durd) die Bedingungen *)
IL m4+1=mw
IIL m 4+ n' = (m + n).

136. Saf. C3 it m' +n=m | u'" ;

Beweid durd) volljtdndige Jnduction (80). Denn

0. der Sap ift wahr fitt » = 1, weil (nad) 135. II)

*) Die obige, unmittelbar auf ben Saf 126 gegriindete Crilirung ver
Adbition jdeint mir bie einfadfte ju jein. Mit Jujichung bes in 131 ent:
widelten Begriffes fann man aber die Summe m 4+ n aud) durdy g» (m)
oder aud) durd) gm (n) definiven, wo o wieder die obige Bebeutung hat. Um
bie vollftandige Uebereinftimmung diejer Definitionen mit der obigen ju be-
weifen, braudjt man nady 126 nur ju jeigen, daf, wenn gn (m) ober gm (n)
mit y (n) bejeidnet wird, die Bedbingungen v (1) = w!, w (v') = @ ¢ (n)
erfilllt finb, was mit Hitlfe der vollftandigen Ynduction (S0) unter Juziehung
von 131 leidht gelingt.
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w4 1= () =@m+1),

und (nady 135. ID) (m + 1)’ = m 4+ 1" it

6. St der Sap wabhr fitr cine Jafhl n, und fept man bie
folgende Bafl ' = p, o ijt m +n=m+p, afo and
(' + n) = (m -+ p), woraus (nadh 185. L) '+ p=m + P
folgt; mithin gilt ber Saf aud) filv die folgende Bahl p, w. 3 b.w.

137, ©ap. G5 ift m' +n = (m + n).

Ter Betveis folgt aus 136 und 135, IIL

138. Sop. G ift 1 + n ="

Beweis durd volljtandige Induction (80). Denn

o. ber Sap ift nach 135, IL wabr fiix #n = i

6. Gilt der Saty fiir eine Jahl =, und fet man w.=p, o
it 1+ 2 = p, aljo audy (1 + n)f =»', mithin (nady 135. III)
14 p=yp, b B der Sap gilt aud) filv bie folgende 3abl p,
w. 3 b w.

139. Sop. Gz it 1 +n=n+1

Der Beweis folgt aus 138 und 135. IL

140. Sof. G it m - n=1n + m.

Bemeid durdy volljtinbige Jnduction (80). Denn

. et Sap ift nad) 139 wapr fiir n = L.

6. Gilt ber Sap fiir eine Jahl 2, jo folgt baraud aud
(m 4 n) = (n + m), d. §. (nady 135. 1) m + »n' = n+
mithin (nad) 136) m + n' = n' 4 M3 mithin gilt der Saf aud
fitr die folgende Bahl #, w. 3 b. w.

141. Sap. G it @+ m) +n= 14 (m+ n).

Berweis durdy vollftdndige Jnduction (80)- Denn

o. ber Safp ift wahr fiit n =1, weil (nach 135. 11, 111, 1I)
1+ m) + 1“-—_(l+m)':l+m’_-:l+(m+ 1) ift.

6. Gilt ber Sap filv cine Jabhl n, fo folgt davaus oaud
@+m+n=0+ (m + a)), b. b. (nady 135. 11I)

1+ m)+ =1+ m+ny=1+(m+ n'),

aljo gilt der Saf aud fite die folgende Jahl #', w. 3. b. w.
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142, Saf. 63 it m + 0 > m.

Beweis duvd) volljtindige Induction (80). Demn

0. ber Sap ift nadh 135. II und 91 wabhr fiir » = 1.

6. Gilt der Sap fiiv eine Jahl », jo gilt er nad) 95 aud)
fite die folgende Sahl «', weil (nadh 185. I und 91)

m4+n=m+n>mitn
ift, w. 3. b. w.

143. Sap. Die Bedingungen m > a umd m +n >a +n
find gleichmerthig.

Beweis durd) volljtindige Jnduction (80). Denn

0. der Sap gilt jufolge 135. II und 94 fiie n = 1.

o. Gilt der Sap fiir eine Jahl , fo gilt er aud filx bie
folgende 3ahl #', weil bdie Bebingung m + n > a + n nad) 94
mit (m + n) > (a + n), aljo ned) 135. III aud)y mit

m+n' >a+w
gleidwerthig ift, w. 3. b. w.
144. Sap. Jft m > a und » > b, jo ift aud
m+n>a-+ b

Beweid. Denn aud unjeren Vorausfepungen folgt (nad) 143)
m+ n>a-+ nudn-+ a> b+ a ode, wasd nad) 140 das-
felbe ift, @ + % > a + b, wovaus jid) der Sah nach) 95 evgiebt.

145. Gap. It m+n=a+n o it m=a .

Beweid. Denn wenn m nidht = a, aljp nad) 90 entweder
m=>a oder m<<a ift, fo ift nad) 143 entjprechend m + n>a +n
obet m + n << a + n, alfo fann (nad) 90) m + n gewif nicht
= a + n jein, w. 3. b. w.

146. Sab. Jjt ! = =, fo gicbt ed eine und (nad) 145) nur
eine Bahl m, welde der Bedingung m 4+ n =1 geniigt.

Beweid durd) vollftdndige Induction (80). Denn

. der Sab ift wabr filr » = 1. Jn ber That, wenn 1 > 1,
b. h. (89) wenn 7 in N enthalten, aljo bas Bild m' ciner ah!
m ijt, jo folgt aud 135. II, dag I = m + 1 ijt, w. 3. b. w.
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o. Gilt ber Sal fiir eine Jahl u, jo jeigen tvir, baf et aud
fiir die folgenbe Jafl »' gilt. JIn der That, wenn 1 > 2’ it, fo
ift nady 91, 95 audy 1 > n, und folglidy giebt es eine Babl k,
weldhe der BVedingung I =k + » geniigt; da Dbiejelbe nady 138
perjdicven von 1 ift (weil jonit I = n' wite), fo ift fie nad) 78
bas Bild me' einer Fahl m, und folglidy it 1 = m' 4 n, aljo nad)
136 aud) 1 = m + /, w. 3. b. w.

§ 12.
Multiplication der Fabhlen

147. Guilarung. Nacdem im vorhergehenden §. 11 ein un=
enbliches ©Spftem meuer Abbildungen der Jahlenveipe N in fidy
jelbft gefumden ift, fann man jede derfelben nad) 126 wicder be-
nupen, um abermals neue Abbilbungen ¥ von N ju erjeugen.
Jubem man dafelbit £ = N, und () =m +n=mn-+m
jept, wo m eine Beftimmte Sabl, wird jedenfalls toieder

L #(N)3N,

i ¢5 bleibt, um ¥ volljténdig 3u bejtimmen, nur nod iibrig, bad
Glement @ aud N nad) Belieben ju wiblen. Dev einfadyfte Fall
fitt bann ein, wenn man Ddiefe Wahl in eime gewiffe 1eberein=
ftimmung mit ber LWahl von @ bringt, indem. man @ = m febt.
Da die hierdurd) vollftindig bejtimmte Abbifbung ¥ bon Dicjer
Bahl m abhiingt, fo begeichnen wir dag entipredende Bild ¢ (n)
ciner belicbigen Zabl » bdurd) dad Symbol m > n oder m.n oder
mn, und nennen dieje Jahl dad Product, weldes aus der Babl
m durdy Multiplication mit der 3ahl n entjteht, ober fury
bagd Prodbuct der Jablen nz, 2. Dajjelbe ift daher nad 126 voll-
ftiindig bejtimmt dburd) die Bebingungen

IIL. m.1=m

L. mn' = mn + m.
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148. Sap. €3 ift m'n =mn + n

Beweis burd) vollftandige Jnduction (80). Denn

o. ber Sap ift nady 147. IL und 135. II wabhe fiic » = 1.

6. Gilt der Sab fitr eine Jahl 2, o folgt

m'n 4 m' = (mn + n) + '
und Bieraus (nachy 147. IIT, 141, 140, 136, 141, 147. 1IT)
m'n = mn+ (n 4+ m) =mn 4+ (' + %)

—mn 4+ (m + 0) = (mn 4+ m) +n =mn' + n';
aljo gilt der Sap audy fitr die folgende Jabhl n', w. 3 b w.

149, €af. 63 ijt 1.0 = n.

Beweis durc) vollftandige Jnduction (80). Denn

o. der Sap ift nadhy 147. IT walhr fik »n = L

6. Gilt ber Sab filr eine Jahl », jo folgt L.+ 1=n+ 1,
b. §. (nach 147. 111, 135. IT) 1.0 = ', aljo gilt der Saf aud)
fiir bie folgende Bafhl #', w. 3. b. w.

150. Saf. €8 ift mn = nm.

Beweis durd) vollftindige Jnduction (80). Denn

0. ber Gap gilt nad) 147. II, 149 fiix » = 1.

6. Gilt ber Sap fite eine Japhl n, fo folgt

mn 4+ m = nm + m,

b. §. (nady 147. III, 148) mwn' = #'m, aljo gilt Der Sapy oud)
fiir die folgende abl »', w. 3. b. w.

151. Sop. ©5 ift I (m 4 n) =1m + In.

Berweis durd) vollftandige JInduction (80). Demn

o. ber Sap ift mady 185. I, 147. III, 147. II wabr fiie
=il

. Gilt ber Sop fitv eine Jahl n, jo folgt

Im+n)+l=0Um+1In)+1;
nady 147. IIT, 135, IIT ift aber
Tm 4+ n) +1=1(m+n) =1m+ ),
und nad) 141, 147, III ijt
(m+In)y+l=1Im+ (An+1)=1m+1n,
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within it 1 (n 4+ n) = 1m + 12", D. §. ber Sap gilt aud file
bie folgende Sahl ', w. 3 b. w.

152. Sap. 68 ift (m + ») 1=ml+ nl

Der Veweid folgt aus 151, 150.

153. Sap. @3 ift (m)n = L(m n).

Weweis durd) vollitdndige JInduction (80). Denn

o. ber Sap gilt nad 147 0 fein=%

6. Gilt ber Sap fitr eine Jahl n, fo folgt

Am)yn + lm—=1(mn) -+ Im,
b. §. (nady 147. TIL, 151, 147. TIT)
Am)n' = L(mn +m) = 1 (mn'),

alfo gilt der Sap and) fil bie folgende Bahl ', w. 3. 0. w.

154, Bemerfung. Hitte man in 147 teine Beziehung jwijden
@ und 0 angenontmen, fonbern @ =k, 0(n) =m + n gejest,
jo tiixde hieraus nad) 126 eine twenigex cinfacpe Abbildung ¥ der
Dahlenveihe N entftanben fein; fiir bie Zahl 1 wiitde ¥ (1) = k.
unb filv jede anbdere, aljo in der Form n' enthaltene Bahl wiirde
p(n) = mn + k; benn Bievdurdy wird, wovon man fih mit
Bupichung der pothergehenden Siibe leidht fibereugt, die Bebingung
wn) = 0%m), b h w(n) =m + p(n) fir alle Jablen =
erfitllt.

§ 13.

Potenzirung ber Jahlen

155. Geffgrung.  Tenn man in dem Safje 126 wieder

2 — N, ferner @ = a, O(n) = an =na febt, fo entjteht eine
9(bbitbung ¥ von N, welde abermalg der Bedingung

L ¥(N)3N '

geniigt; Dad entjpredyende. Bild & (1) einer beliebigen Zahl n be-

jeidgnen wiv mit Ddem Symbol a”, und nennen biefe Bahl eine

Poteny der Bajis a, withrend n der Erponent diejer Poteny
4
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von a beipt. Diefer Begriff it dbaher vollftdndig beftimmt durdh
bie Bedingungen

II. at=a

I e ssacah ==a"a:

156. Sab. @8 ift am +7 = am.an

Beweid durd) vollftindige JInduction (80). Demn

0. ber Eaf gilt nad) 135. IL, 155. III, 155, II filv » = 1.

o. Gilt der Saf fiir eine Jaht », jo folgt

anthog — (o™ a%) @
nad) 155, III, 135. IIL ift aber am+n.q — atm + 7 — gm+w,
und nady 153, 1565. L ijt (a™.a") @« = a (a”.a) = a™.a";
mithin it am+ ¥ = am.a", b. h. der Sap gilt aud) fiiw die
folgende Bahl »/, w. 3. b. w.

157. ©ap. @5 ift (am)» = amn.

Beweis durd) vollftindige JIndbuction (80). Denn

o der Sap gilt nadhy 155. I1, 147. II filx » = 1.

6. Gilt der Sap fiir eine Jahl =, jo folgt

(@™ . a™ = a™»s.q™;
nad) 155. IIL ift aber (a™)".a™ = (a™), und nady 156, 147. III
ift am*.am = ammtm —= @ mithin ift (@)W = a0, G
ber Sap gilt aud) fiic die folgende Zahl /, w. 3. b w.

158. Sap. €8 ift (ab)® = a*. b

Beweis durd) vollftindige Jnduction (80). Denn

o- ber Sap gilt nadh) 155. IT fiix w = 1.

6. Bilt ber Sab fir eine 3ahl », jo folgt nad) 150, 153,
1556. 1T aud) (ab)*.o = a (@ . b") = (a.a™) b* = a™ . ", und
bieraus ((ab).a)b = (av.b") b; nady 153, 155. III ift aber
((ab)yr.a)b = (aby*.(ab) = (ab)’, und ebenjo

(@ o) b =a”. (0" .b) — a*.b";
mithin ijt (@) = .5, b. h. ber Sap gilt aud fitr die
jolgende Zabl »’, w. 3. b. w.
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g 14.

Anzahl der Elemente eines endliden Syjtems.

159. ©a. Jft X ein unendlidyes Syftem, fo ift jedes ber
i 98 exflirten Raflenjyfteme Z, dhnlid) abbilbbar in X (b, b
dhnlich einem Theile von X), und umgekehrt.

Beweis. Wenn ¥ unendlidy ift, jo giebt ¢35 nad) 72 gewip
cinent Theil T von 3, welder einfadh) unendlid), aljo nad) 132 ber
Bablenveife N dhnlich ift, und folglichy ift nad) 35 jebes Syjtem
Z, alg Theil von N aud) einem Fheile von 7, alfo aud) einem
Theile von ¥ dfulidh, w. 3. b. w.

Der Beioeis ber Umbehrung — fo einleuchtend Dbiejelbe er-
jdheinen mag — it umijtindliger. Wenn jedes Shitem Z, dhulid)
abbilbbar in X ift, fo entjpricht jeder Jahl » ecine joldye dfmliche
Abbildung w, von Z,, bap oy (Z,)3 X witd. Nus ber Eriftens
¢iner jolden, al3 gegeben amjuiehenden Reihe von Abbilbungen a,
iiber bie aber ieiter Nichts vovausgejest wird, leiten wiv jundadit
mit Hiilfe des Sapes 126 die Erifteny einer neuen Reihe von eben
joldhen Abbilbungen ¥, ab, welde bie bejondere Eigenjdjaft bejibt,
baj jededmal, wenn m = N, alfo (nadhy 100) Z,3Z, ijt, bie
Hbbiloung . des Theiles Z in der Abbildbung ¥, bon Z, ent
falten ift (21), b. b. bajp bie Abbilbungen ¥, und ¥, fiir alle
in Z, enthaltenen Sablen gamalih mit ¢inander itbereinjtimmen,

aljo aud) ftets

Yo (M) = By (M)
witd. 1tm den genannten Saf diefem Jiele gemiB anzuenden,
perjtehen twiv unter &2 dagjenige Spftem, dejjen Glemente alle itber-
haupt mogliden ihnlidgen Abbilbungen aller Syjteme Zy i X
find, umd befiniren mit fiilfe der gegebenen, ebenfalls in £ ent-
faltenen Glemente o, auf folgende TWeife ¢ine Abbitdung 6 von L

in jid felbft. Jft B ivgend ein Glement von £, aljo 3. B. eine
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dfnfiche Abbilbung ded beftimmien Spjtems Z, in ¥, jo fann
bad Spftem ey (Z,) nidt Theil von B(Z,) fein, weil fonjt Z,
nad) 35 einem FTheile von Z,, alfo nad) 107 einem ecjten Theile
feiner felbjt dahnlich, mithin unendlih wire, was dem Sahe 119
wiberfpredien twiitbe; e85 giebt daber in Z, gewifi eine Jahl ober
verfdyiedene Jabhlen p der Art, daf e (p) nidht in B(Z,) ent
Dalten ift; von Ddiefen Bahlen p wihlen wiv — nur um etwad
Beftimmies feftyujeben — immer die fleinfte & (96), und definiven,
ba Z, nad) 108 aus Z, und #' jufammengefest ift, ecine Abs
bilbung » von Z, badurd), dag fiiv alle in Z, enthaltenen Fahlen
m das Bild p(m) = f(m), und auferdem p(n') = e (k) fein
joll; biefe, offenbar dbhnliche, Abbildung y von Z, in ¥ jehen wir
nun als ein Bild () der bbilbung B an, und Bierdurd) ijt
eine Abbilbung O bed Syftems £ in jich felbft vollftindig befinict.
Rachpem bie in 126 genannten Dinge & und # beflimmt find,
wiblen wic endlid) fiir das mit @ bejeichnete Element von 2 bie
gegebene Abbilbung a5 Dhierburd) ift nad) 126 eine Abbiloung v
der Bablenreihe N in &L beftimmt, roeldye, wenn wir das gugehirige
Bild einer beliebigen Jahl » niht mit ¢ (n), jondern mit v, be-
seidinen, den Bebingungen

1L Py =0y

m. "l’n’ = a(d’n)
geniigh.  Durd) vollftandige JInduction (80) ergiebt fich sundadhit,
dafy v, eine dfnlice Abbildung von Z, in ¥ ift; denn

. bied ijt sufolge II wabr filr » = 1, und
6. wenn biefe Behauptung file eine Bahl » jutrifit, jo folgt

aus III und aus ber WArt ded oben bejdyricbenen leberganges O
bon B ju y, bdaf die Behauptung aud) fiix bdie folgende Jahl n'
gilt, w. 3. b. w. Hievauf beweifen wiv ebenfalld durd) vollftindige
Jnbuction (80), daf, wenn m irgend ecine Jahl ijt, die oben an=
gefitndigte Eigenjdaft

Py (m) = ¢, (m)
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wirtlic allen 3ablen » jufommt, welde = m find, aljo nach 93,
74 der Sette m, angehoren; in der That,

0. Died leuchtet unmittelbar ein fiiv » = m, und

6. wenn diefe Eigenjdhaft einer Jahl n jufommt, o folgt
wicder aud III und der Bejdhaffenheit von 0O, dap fie aud) der
Bahl ' jutommt, w. 3. b w. TNachbem aud) bdiefe bejondere
Gigenjdaft unjever nenen Reife von Abbilbungen v, feftgeftellt iit,
fonmen wir unjeven Saf leicht beweifen. Wir definiven eine Ab-
bilbung y der Bahlenveife N, indem wir jeder Bahl » dad Bild
g(n) = w,(n) entjpredhen laffen; offenbar find (nady 21) alle
Abbilbungen 1w, in Ddiefer cinen Abbilbung z enthalten. Da v,
eine Abbilbung von Z, in X war, fo folgt jundchit, dap Ddie
Baflenveibe N durd) x cbenfalls in X abgebildet wird, aljo
2(N)3S ift. Sind ferner m, n verjdicdene Jahlen, jo darf man
der Symmetrie wegen nad) 90 annehmen, e jei m << n; dann ijt
nad) dem Obigen g (m) = ¢, (M) = ¥, (m), und g () = P, (n);
da aber ¥, eine dhnliche Abbilbung von Z, in X war, und m, n
verjdhicdene Glemente von Z, find, jo ift . (m) verjdicden von
P, (n), aljo aud) x(m) verjdjicden von y(n), d. h. x ijt eine dhn=
liche Abbilbung von N. Da ferner N ein unendlides Spitem ift
(71), o gilt nad) 67 bafjelbe von dem ihm dbhnlicgen Spjtem
2(N) und nad) 68, weil x(N) Theil von X ift, aud) von ¥,
w. 3 b m.

160. €ap. Gin Spften X ijt endlid oder unendlid, je
nadybem e3 ein ihm dhuliches Sojtem Z, giedt oder nicht giebt.

Beweis. Wenn S endlich ift, jo giebt e3 nad) 159 Syjteme
Z,, welde nidht dhnlich abbildbar in ¥ find; da nad) 102 das
Syjtem Z; aud bder eingigen Jahl 1 befteht und folglid) in jedem
Syjteme dfnlich abbildbar ift, jo mup die Heinfte Jabl k (96), dex
cin in ¥ nidt dhnliy abbildbaves Syftem Z entjpricht, verjchieden
von 1, aljo (nad) 78) = »' fein, und da n << n' it (91), fo
giebt e3 eine dhnlihe Abbilbumg ¢ von Z, in X; wire nun
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¥ (Z,) nur ein edhter Theil von ¥, gibe es alfjo ein Element o
in ¥, welded nidht in ¢ (Z,) enthalten ift, jo fomnte man, da
Zy = M (Z,, n) ift (108), diefe Abbilbung ¥ su einer dhnlichen
Abbilbung ¥ von Z, in X erweitern, indem man ¥(»') = «
febte, wifrend dodh nad unferer Annabhme Z, nicht dhnlidy ab-
bildbar in ¥ ift. Mithin ift ¢(Z,) =3, b. b Z, und I find
ihnliche Spjteme. Umgefehrt, wenn ein Syflem X einem Syjteme
Z, dfnlid) ift, o it ¥ nad 119, 67 endlid), w. 3. b. w.

161, Grflarung. Jft X ein endlides Syjtem, jo giebt 3
nad) 160 eine, und nad) 120, 33 aud) nur eine einzige Jabl »,
weldher cin dem Spfteme X dhnliched Syjtem Z, entjpridht; diefe
Babl n Beifit die Anzafhl der in ¥ enthaltenen Glemente (oder aud)
der Grad bes Spjtemd ¥), und man fagt, X beftehe aus ober fei ein
Syftem von n Elementen, ober die Jahl n gebe an, wie viele Ele-
mente in 3 enthalten find*). TWenn bdie Jahlen benuht werben, um
diefe Deftimmte Gigenjchaft endlicher Spfteme genan auszudriiden, jo
Beifgen fie Cardinalzahlen. Sobald eine beftimmte dhnliche Ab-
biloung ¥ ez Spjtems Z, geoiihit ijt, vermdge welder ¥(Z,) =X
toird, o entjpricht jedex in Z, enthaltenen Jahlm (d. h. jeder Jahl m,
welde = n ift) ein beftimmtes Element ¢ (m) ves Spjtems ¥,
und viidwirts entjpricht nad) 26 jevem Elemente von X durd) die
umgefefhrte Abbildung T eine beftimmte Jahl m in Z,. Sebr oft
beseichnet man alle Elemente von ¥ mit einem eingigen Budhitaben,
3 B. o, dem man Ddie unterfdeivenden Jablen 7 ald Jeiger an-
bingt, fo daf v (m) mit e, bejeidmet wird. Man fagt aud,
biefe Glemente feien gejdhlt umd durd) ¥ in Beftimmier Weife
geordnet, und nennt e, dad mte Element von X; ift m < n,
jo Beifit e, dad ouf w, folgende Glement, und a, beipt da2

*) Der Deutlichteit und Ginfacdhheit wegen bejdrinten wir im Folgenben
ven Begriff der Ungahl durdaus auj endlidge Syfteme; wenn wir daher von
einer Angahl gewiffer Tinge jpredyen, jo joll damit immer jhon ausgedriidt
jein, bafi baé Syjtem, defjen Elemente diefe Dinge jind, ein endlidpes ift.
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lepte Glement. Bei diejem Jihlen dev Elemente treten daber die
Bahlen m wieder ald Ordinalzahlen auf (73).

162. Sap. Alle einem endlichen Spjteme dhnlichen Syiteme
Defifien Ddiejelbe Anzahl von Elementen.

Der Beweid folgt unmittelbar aus 33, 161.

163, Sa. Die Ungahl der in Z, enthaltenen, d. h. ders
jenigen Bablen, welde <5 n find, ift n.

Beweis. Denn nady 32 ift Z, fich jelbjt dhnlich.

164. Sof. Bejteht ein Syjtem aus einem ecingigen Element,
jo ift die Anzahl jeiner Elemente = 1, und umgekehrt.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 2, 26, 32, 102, 161.

165. Sab.  Jft T eciter Theil eined endlihen Spjtems X,
jo it ‘die Vnzahl der Glemente von 7 tleiner, al5 Dicjenige der
Glemente bon 3.

Bereis. Nad) 68 ift 7' ein endliches Syftem, aljo dhnlidh
cinem  Epjteme Z,, wo m die Anzahl dexr Elemente von 7' be-
deutet; ift ferner » bdie Anzahl der Elemente von X, aljp X
dfnlig Z,, jo ijt 7 nadh 35 einem edten Theile E von Z,
ifnlich, und nac) 33 find audy Z, und E einander dhnlidh; wire
mm n < m, aljp Z,3Z,, o wive E nad) 7 aud) edhter Theil
von Z,, und folglih Z, ein unendliges Spftem, was dem Sabe
119 widerjpridht; mithin ift (nad) 90) m <<, w. 3. b. w.

166. Sap. Jft '= M (B, y), wo B ein Spjtem von 2
Glementen, und o ein nidt in B enthaltenes Element von I' be-
beutet, jo bejteht I' aud ' Elementen.

Beweid. Denn wenn B = ¢(Z,) ift, wo ¢ eine dhnliche
Abbilbung von Z, bedeutet, jo (Bt fidh diefelbe nady 105, 108
ju einer dbnlidhen Abbilbung ¥ von Z, evweitern, indem man
P(n') = p febt, und zwar wid Y(Z,) =TI, w. 3. b. w.

167. Sap. Jt p ein Element eined aud »’' Elementen be-
ftehenben Softems I, jo ijt = die AUnzabl aller anberen Elemente
von I
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Beweis.  Denn wenn B den Jnbegriff aller von y ver-
jdhicvenen Glemente in I bedeutet, fo ift I'= M (B, p); ift nun
b die Anzahl ber Glemente des endlichen Syftems B, o ift nadh
bem vorfergehenden Sape b’ die Anzahl der Elemente von I aljo
— », woraus nad) 26 aud) b = n folgt, w. 3. 6. Ww.

168. Sa. Befteht A aus m, und B aug » Glementen, und
Baben A und B fein gemeinjames Glement, jo befteht A1 (4, B)
aud m + n Elementen.

Reweid durd) vollftdndige JInduction (80). Demn

o. ber Sap ift wabhr fiix » = 1 jufolge 166, 164, 135. IL

6. Gilt der Sap Fitr eine Jahl », jo gilt ex aud) fiv Ddie
folgende Bahl »'. JIn ber That, wenn I ein Syjtem von n'
Glementen ift, fo fann man (nad) 167) I'= M (B, ) jeben,
wo p ein Glement und B dad Spjtem ber n anderen Elemente
von I bedeutet. 3t nun A ein Spjtem von m Elementen, deren
jebes micgt in I, aljo aud) niht in B enthalten ijt, und febt
man M (A, B) =¥, jo ift nad unfecer Annahme m 4 n die
Anzahl der Elemente von X, und da p nidht n X enthalten ijt,
jo ift nach 166 bie Anzahl der in AL (X, p) enthaltenen Elemente
— (m + n), aljo (nach 135. 1II) = m 4 #»'; da aber nady 15
offenbar M (3, ) = M (4, B, y) = A (4, ) ift, fo ift m + o'
bie Anzahl der Glemente von M (4, I'), w. 3. b. w.

169. Sab. Sind A, B endlidhe Syjteme von bejiehungs-
weife m, n Glementen, jo ift M1 (4, B) ein endlidged Spjtem, und
bie Anzahl feiner Glemente ift = m + n.

Beweis. It B3 A, jo ift M (4, B) = A, und bie Anjabl
m der Elemente biefes Spjtems ift (nady 142) << m + %, wie
behauptet war. Jft aber B fein Theil von A, und T baz Spitem
aller devjenigen Glemente von B, welde nidt in A enthalten find,
fo ijt nadh 165 deren Anzahl p < », und da offenbar

M4 B)=MT




o
ift, fo ift madhy 143 die Anzahl m + p ver Glemente Ddicjes Syftems
< m+ nm, w3 bow

170. Sab. Jedes aus ciner Anzahl 2 von endlichen Stjte-
men jufammengefete Sftem ift endlic.

Bereis durd) volljtindige Jnduction (80). Denn

0. ber Sap ift nadh) 8 jelbftoerftindlich fite » = 1.

6. Gilt ber Sab fitr eine Bahl #, und ift ¥ sujammengefebt
aud n' endlidjen Syjtenten, fo jei A eineg biejer Syjteme, und B
baa aué allen iibrigen ujammengefeste Syjtem; ba beren Anzahl
(nady 167) = n ijt, fo iit nady unjexer Annafhme B cin enblichesd
Syftem. Da nun offenbar X = A (A, B) ift, fo folgt hievaus
wd aud 169, daj aud) T ein endliched Syftem ift, w. 3 b. w.

171. Saf. it ¢ eine uniifnlice Abbilbung eined endlichen
Spjtems X von n Elementen, jo ift bie Anzafhl dev Elemente bed
Bifdes ¢ (T) Heiner ald n.

Bemweiz. I0ihit man von allen benjenigen Glementen bon X,
teldhe ein und bafjelbe Bild befigen, immer nuv ein eingiged nad)
Belichen aua, jo ift bas Syjtem T affer diefer ausgetvihiten Gle-
mente offenbar ein edjler Theil von X, weil ¥ eine unifnlide
9Abbilbung von I ift (26). Fugleid) leucytet aber ein, bafp die
(nady 21) in ¥ entbaltene bbildung diefes Theils T eine dhn-
lige, und daf ¥ (T) = ¢ (2) iit; mithin ift bas Sojtem ¢ (X)
dhnlicy dem echten Fheil T pon ¥, und Bieraus folgt unjer Sab
nad) 162, 165.

172. Sdlufbemertung. DObgleich foeben bemiefen ift, daf bie
Anzafhl m dex Glemente von ¥ {X) Heiner ald die Angahl » der
Glemente von 3 ift, jo fagt man in mandyen Fillen dod) gern, die
nzahl der Glemente bon (%) fii = n.  TNativelidh witd dann
pas Tort Anzahl in eimem andeven, ald bem bigherigen Sinne
(161) gebraudt; ift ndmliy o ein Glement bon X, und a bdie
nzahl aller devjenigen Glemente von ¥, welde ein und daffelbe
Bild @ (e) befien, jo wird lepleres als Glement pon ¥ (T) biufig

41'
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bod) noch als Vertreter von @ Elementen aujgefapt, die twenigjtend
ihrer Abjtammung nad) ald verjdieben von einanber angejehen
werden fonmen, und Iwird demgemdp ald «faches Glement von
P (3) gepihlit. Man fommt auf diefe Weije ju dem in biclen
Fiflen febr nitplichen Vegriffe bon Syjtemen, in denen jeded Ele=
ment mit einer gewifjen Hiufigleitsyahl audgeftattet ift, welde an=
giebt, wie oft dafjelbe als Glement des Syjtems gevechnet werden
joll. m obigen Falle witrde man 3. B. jagem, daf » Ddie UAnyahl
ber in Ddiefem Sinne gejiblten Glemente von ¥ (X) ijt, wihrend
bie Amgahl m ver wittlidy verjdiedenen Glemente diefes Syitems
mit ber Anzahl der Elemente von 7' iibeveinftimmt.  Wehnliche
Wbweidjungen von der uripriinglichen Bebeutung eined Sunjtaus:
druds, die nidjts Anbderes jind, ald Erweiterungen der urfprimgliden
Begriffe, treten fehr hiufig in ber Mathematit auf; dod) liegt ed
nidgt im Joed diefer Scrift, ndher Hierauf eingugehen.
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und deren Anwendung auf physikalische Fragen. Vorlesungen von
Bernhard Riemann.
Fiir den Druck bearbeitet und herausgegeben von
Karl Hattendorff.
Dritte Auflage. Mit Holzstichen. gr. 8 geh. Preis 8 J&

Grundziige der Ausgleichungsrechnung.

Elementar entwickelt von

Dr. Ch. August Vogler,

a. 0. Professor an der Universitit zu Bonn, o. Lehrer der Geodiisie an der landwirth-
schaftlichen Akademie Poppelsdorf

gr. 8. geh. Preis 6 M



Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Praktische Anwendlmg fiir die Integration

der totalen und partialen Differentialgleichungen.

Von Dr. G. W. Strauch.
gr. 8. geh, Erster Band. Preis 9 Jb

Compendium der héheren Analysis.
Von Dr. Oskar Schlémileh,

Geh. Sehulrath im K. 8. Cultusministerium, Mitglied der Konigl. Sichsischen Gesellschaft
der Wissenschaften zu Leipzig, der Kénigl, Schwedischen Akademie zu Stockholm,
der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie ete.

In zwei Biinden. Mit Holzstichen. gr. 8. geh.
Erster Band. Fiinfte verbesserte Auflage. Preis 8 Jb
Zweiter Band. Dritte Auflage. Preis 9 J&

Fiinfstellige
logarithmische und trigonometrische Tafeln.

Heransgegeben von

Dr. 0. Schlomileh,
K. S. Geheimerath a. D.,
Mitglied der Konigl. Sicheischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, der Konigl.
Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie ete.

Galvanoplastische Stereotypie. Wohlfeile Schulausgabe.
Neunte Auflage. 8. geh. Preis 1

Die ersten

Grundlehren der hoheren Analysis

oder Differential- und Integralrechnung.
Fiir das Studium der praktischen Mechanik und Naturlehre
miglichst populiir bearbeitet von
Prof. Dr. J. Weisbach.

Als Supplement zum ersten und zweiten Bande der ersten Auflage
und zum dritten Bande (Mechanik der Zwischen- und Arbeitsmaschinen)
von Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik.

Mit 38 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 1 J
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Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Abbildung krummer Oberflichen

auf einander und Anwendung derselben auf hihere Geodiisie.
Von Prof. Dr. J. Dienger.

Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 J&

Siebenstellige gemeine Logarithmen

der Zahlen von 1 bis 108000 und der Sinus, Cosinus, Tangenten und

Cotangenten aller Winkel des Quadranten von 10 zu 10 Secunden nebst
einer Interpolationstafel zur Berechnung der Proportionaltheile
von Dr. Ludwig Schroén,

ternwarte und Professor zu Jena, Mitgliede der Kaiserlich Leopold. Carolin.
der Naturforseher und der gelehrten Gesellschaften zu Breslau,

Frankfurt a. M,, Halle und Jena.
Imperial - Octav. geh.
(Logarithmen der Zahlen und  der trigonometrisch
Preis 4 J6 20 4
(Supplement zu allen L»gurithmenml’eln].

Director der S
deutschen Akademie

Tafel I. und IL en Functionen.)
Zwanzigste Ausgabe.

Tafel IIl. Interpolationstafel
Ausgabe, Preis 1 J6 80 3

Tafel 1. Die Logarithmen der Zahlen,
trische Rechnungen nicht ndthig haben

Zwanzigste

(Fiir Solche, welche Tafeln fiir trigonome-
) Zwanzigste Ausgabe. Preis 2 J6. 40 &

Grundriss der Variationsrechnung.

Von Prof. Dr. J. Dienger.

Mit Holzstichen. gr. 8. geh., Preis 3 S

Das graphische Einmaleins

oder die Rechentafel, ein Ersatz fiir den Rechenschieber, entworfen

von Gustav Herrmann,
Professor an der Konigl. technischen Hochschule zu A
8. geh. Preis 1 Jb 20 §

achen.



Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Elemente der analytischen Geometrie

in homogenen Coordinaten von
Dr. Richard Heger,
Oberlehrer am Kreuzgymnasium zu Dresden.

Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 5 Jh

Pie Praxig

der

Methode der kleinsten Quadrate

fiir die Bediirfnisse der Anfiinger bearbeitet von
W. von Freeden.

Erster Theil: Elementare Darstellung der Methode nebst Sammlung voll-
stiindig berechneter physikalischer, meteorologischer, geodiitischer und
astronomischer Aufgaben, welche auf lineare und transcendente Glei-
chungen fiihren, gr. 8. geh. Preis 3 J&

.

Die
Tundamentaltheorieen der neueren Geometrie

und die Elemente der Lehre von den Kegelschnitten fiir den
Schulunterricht bearbeitet von
H. Seeger.
Mit 60 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 J& 80 §

Elemente der Geometrie.
Streng systematisch dargestellt von
Dr. Eduard Miiller.
In zwei Theilen. gr. 8. geh.

Erster Theil. Grundvorstellungen der Geometrie. Mit Holz-

stichen. Preis 1 J&
Zweiter Theil. Geometrische Formenlehre. Mii Holzstichen.

Preis 1 4 50 §

Rl
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Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Bramschweig.

Die ebene Trigonometrie
zum Gebrauche beim Unterricht und znm Selbststudium von

Prof. Dr. August Uhde.
Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 1 J&

Anfangsgriinde der geometrischen Disciplinen
fir Gymnasien, Real- und Gewerbeschulen, sowie auch zum
Selbstunterrichte bearbeitet von
Dr. Joh. Miiller,
weil Professor zn Freiburg im Breisgau.

In drei Theilen. gv. 8 geh.

Erster Theil: Elemente der ebenen Geometrie und Stereometrie.
Vierte verbesserte und vermehrte Anflage bearbeitet von Dr. Hubert
Miiller, Professor, Oberlehrer am Kaiserlichen: Lycenm in Metz. Mit
155 Holzstichen, einer Tafel mit 4 Maassstiiben und 4 Transporteuren.
Preis 1 Jb 60 3

Zweiter Theil: Elemente der ebenen und sphérischen Trigono-
metrie. Dritte verbesserte und vermehrte Auflage bearbeitet von Dr.
Hubert Miller. Mit 25 Holzstichen und einer Tafel mit Netzen.
Preis 1 M 2004

Dritter Theil: Elemente der analytischen Geometrie in der Ebene
und im Raum. Zweite verbesserte und vermehrte Auflage bearbeitet
von Dr. Hubert Miiller. Mit 83 Holzstichen. Preis 1 J& 80 §

Aufgaben aus der Physik

nebst einem Anhange, physikalische Tabellen enthaltend. Zum
Gebrauche fiir Lehrer und Schiller in hiheren Unterrichtsanstalten
und besonders beim Selbstunterricht bearbeitet von

Professor Dr. C. Fliedner,
Gymnasialprorektor a. D., Inhaber des Rothen Adlerordens vierter Klasse.

Nebst besonders gedruckten Aufldsungen.
Sechste Auflage. Mit 71 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 .6 40 3



Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Aufléosungen
zu den Aufgaben aus der Physik.

Zum Gebrauch fiir Lehrer und Schiiler in héheren Unterrichtsanstalten
und besonders heim Selbstunterricht bearbeitet von

Professor Dr. C. Fliedner,

Gymnasialprorektor a. D., Inhaber des Rothen Adlerordens vierter Klasse.
Sechste Auflage. Mit 118 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 3 J6 60 &

Physikalische Aufgaben
fir die
oberen Klassen hoherer Lehranstalten.
Aus den
bei Entlassungsprifungen gestellten Aufgaben ausgewihlt und mit
Hinzufigung der Lésungen zu einem Uebungsbuche vereinigh
von Dr. Wilhelm Budde,

Oberlehrer am Reslgymnasium zu Duisburg.
gr. 8. gel. Preis 2 4k 50 §

Lehrbuch der politischen Arithmetik

fiir hohere Handelsschulen (Handelsakademien) und zum
Selbstunterricht bearbeitet von

F. 8. Holzinger, v ff
Professor an der 0ffentlichen Handelsakademie in Linz p
gr. 8. geh. Preis 3 M 50 § : |

Binnen kurzem erscheint:

Lehrbuch der Differentialgleichungen

von Dr. Andrew Russel Forsyth,
Professor am Trinity College zu Cambridge.

Autorisirte Uebersetzung. \
Mit einem Anhange,
die Resultate der im Lehrbuche angefihrten Uebungsaufgaben enthaliend,
herausgegeben von H. Maser. !

-
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