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Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíåéøèõ è â òî æå âðåìÿ

êðàñèâåéøèõ òåîðåì êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ïîíñåëå.

Ô.Ãðèôôèòñ, Äæ.Õàððèñ (1977).

Òåîðåìà, îòêðûòàÿ Æàíîì-Âèêòîðîì Ïîíñåëå â 1814 ã. è îïóáëèêîâàí�

íàÿ èì â 1822 ã. [1], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâó, ñîãëàñíî êîòîðîé âïè�

ñàíî-îïèñàííàÿ ëîìàíàÿ äâóõ êîíèê1 ëèáî çàìûêàåòñÿ äëÿ ëþáîé, ëèáî íå

çàìûêàåòñÿ íè äëÿ êàêîé íà÷àëüíîé òî÷êè, ïðè÷åì â ñëó÷àå çàìûêàíèÿ ÷èñ�

ëî çâåíüåâ âñåãäà îäèíàêîâîå. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ äâóõ êîíèê α è δ

ñóùåñòâóåò n-óãîëüíèê x1 . . .xn, âïèñàííûé â δ è îïèñàííûé îêîëî α (ò.å.

ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå åãî ñòîðîíû, êàñàþòñÿ α), òî òàêèõ n-óãîëüíèêîâ ñóùå�

ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî, è åãî ïåðâàÿ âåðøèíà x1 ìîæåò áûòü âûáðàíà íà δ

ïðîèçâîëüíî.

Ðèñ. 1. Òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ n = 3 è n = 5.

Çà äâà âåêà ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ òåîðåìà Ïîíñåëå âî ìíîæåñòâå ðàáîò

íàøëà ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Áûëè îáíàðóæå�

1 êîíèêà � ýòî ïëîñêàÿ êâàäðèêà, ò.å. êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
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íû åå ñâÿçè ñ çàäà÷àìè òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ [12�17], òåîðèè áè�

ëüÿðäîâ [10, 31�47], äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [100�104], ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ [79�85], êâàíòîâîé ìåõàíèêè [2, Ãë.10]. Ïîëó�

÷åíû åå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ [8�11]. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû è îáîáùåíèÿ

òåîðåìû Ïîíñåëå â òå÷åíèå äâóõ ñòîëåòèé ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìàòåìà�

òèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü âûäàþùèåñÿ: êàê êëàññè÷åñêèå (Ê. ßêîáè [50],

Æ. Áåðòðàí [51, 52], À. Êýëè [25�30], Ã. Äàðáó [20], À. Ëåáåã [14], È. Ø¼í�

áåðã [53], Î. Áîòòåìà [55]), òàê è ñîâðåìåííûå (Ô. Ãðèôôèòñ [11�13], Äæ. Õàð�

ðèñ [11,12], À. Õîâàíñêèé, Â. Êîçëîâ [57], Í. Õèò÷èí [100]). Ïî òåîðåìå Ïîíñå�

ëå è åå ïðèëîæåíèÿì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàïèñàíû äâå ìîíîãðàôèè [2,3],

ïîñâÿùåííûå èì.

Â äàëüíåéøåì ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî äðóãèõ òåîðåì î çàìûêàíèè, ôîð�

ìóëèðîâêè êîòîðûõ ñõîæè ñ òåîðåìîé Ïîíñåëå. Ïîýòîìó èõ íàçûâàþò òåîðå�

ìàìè î çàìûêàíèè òèïà Ïîíñåëå. Ê íàèáîëåå èçâåñòíûì èç íèõ îòíîñÿòñÿ

òåîðåìà î çèãçàãå, ïîðèçì Øòåéíåðà, òåîðåìà Ýìõà. Â íåäàâíåé ðàáîòå [8]

Â.Þ. Ïðîòàñîâà îò 2011 ã. áûë ñôîðìóëèðîâàí îáùèé ïðèíöèï çàìûêàíèÿ

äëÿ ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn è ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû

Ýìõà, èç êîòîðîãî êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþò ÷åòûðå êëàññè÷åñêèå òåîðå�

ìû î çàìûêàíèè.

Åñòü íåñêîëüêî ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïîíñåëå. Âñå îíè íåòðè�

âèàëüíû è îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ èäåÿõ [1�7]. Ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé íåêî�

òîðûé èíâàðèàíò, âîñõîäèò ê ðàáîòå ßêîáè 1828 ãîäà [50], â êîòîðîé îí äàë

èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîíñåëå ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòå�

ãðàëîâ. Ðàññóæäåíèå ßêîáè áûëî óñîâåðøåíñòâîâàíî Áåðòðàíîì â 1870 ã. Çà�

ìåòèì, ÷òî Áåðòðàí îïóáëèêîâàë ñâîå äîêàçàòåëüñòâî äâàæäû: â 1870 ã. [51]

à çàòåì åùå ðàç â çàìåòêå ïî ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì â 1876 ã. [52]. Ñïóñòÿ

áîëåå ÷åì ñòîëåòèå, â 1983 ãîäó, îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè ïðèáëèæåíèé è

òåîðèè ñïëàéíîâ Ø¼íáåðã èçëîæèë ýòè ðåçóëüòàòû â óïðîùåííîì âèäå [53].
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Â 1994 ã. Êèíã â ðàáîòå [64] èíòåðïðåòèðîâàë êîíñòðóêöèþ ßêîáè-Áåðòðàíà

â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíîé ìåðû íà êîíèêå, ÷òî ïîçâîëèëî èçëîæèòü äîêàçà�

òåëüñòâî ßêîáè-Áåðòðàíà íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñòàëî

êëàññè÷åñêèì è âîøëî âî ìíîãèå êíèãè è çàäà÷íèêè ïî ãåîìåòðèè (ñì., íà�

ïðèìåð, [68]).

Èçëîæèì êðàòêî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó�

÷àé, êîãäà îêðóæíîñòü α ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè δ.

Ðèñ. 2. m(
⌣
xy) = const.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ìåðà m(·)

íà δ, òàêàÿ ÷òî âñå îðèåíòèðîâàííûå

äóãè
⌣
xy⊂ δ, õîðäû êîòîðûõ êàñàþò�

ñÿ îêðóæíîñòè α, èìåþò îäíî è òî æå

çíà÷åíèå m(
⌣
xy) = m̃ (ðèñ. 2).

Òîãäà n-óãîëüíèê Ïîíñåëå ñóùå�

ñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó�

÷àå, åñëè n m̃ ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì

m(δ). Ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî íå çàâè�

ñèò îò ïîëîæåíèÿ ïåðâîé âåðøèíû ìíî�

ãîóãîëüíèêà, îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà

Ïîíñåëå äëÿ îêðóæíîñòåé. Ìåðà íà îêðóæíîñòè δ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé,

åñëè åå ïëîòíîñòü ρ = m′ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ρ(x)|dx| = ρ(y)|dy|, (1)

ãäå dx, dy � ýòî îðèåíòèðîâàííûå äëèíû ìàëûõ äóã ïðè øåâåëåíèè õîðäû xy,

êàñàþùåéñÿ α. Åñëè ôóíêöèÿ ρ : δ → R+ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî ìåðà

m(
⌣
xy) =

y∫
x

ρ(s)ds

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé (èíòåãðèðîâàíèå ïî äóãå
⌣
xy).
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Äëÿ îêðóæíîñòåé α è δ òàêàÿ ìåðà çàäàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé

ρ(x) =
1√

|fα(x)|
,

ãäå fα(x) = |x−cα|2−r2α � ýòî ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α ðàäèóñà rα
è öåíòðîì â òî÷êå cα ∈ R2. Ýòó ìåðó áóäåì íàçûâàòü ìåðîé ßêîáè-Áåðòðàíà.

Áîëåå òîãî, êàê ýòî áûëî çàìå÷åíî Õîâàíñêèì (ñì. [107] äëÿ îáçîðà), åñëè ìû

ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ f(x), x ∈ R2, òî òà æå

ôîðìóëà òàêæå îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îêðóæíîñòè δ è êîíè�

êè α = {x ∈ R2 |f(x) = 0}, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó Ïîíñåëå äëÿ íèõ â

ñëó÷àå, êîãäà α ëåæèò âíóòðè δ. Îäíàêî, ïðè ïîïûòêå ïðîâåñòè ðàññóæäå�

íèÿ ñ êîíñòðóêöèåé Êèíãà â äðóãèõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êî�

íèê, âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàðóøåíèåì ïîðÿäêà îáõîäà âåðøèí

ëîìàíûõ Ïîíñåëå. Â ñòàòüå [65] ñ ïîìîùüþ äðóãîé êîíñòðóêöèè, èñïîëüçó�

þùåé ãîìåîèäíóþ ïëîòíîñòü, ýòè íåïðèÿòíîñòè óäàåòñÿ óñòðàíèòü. Òåì íå

ìåíåå, èìååò ñìûñë ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ äâóõ

ïðîèçâîëüíûõ êîíèê. Ýòî ìû ñäåëàåì â Ãëàâå 2, â êîòîðîé áóäóò êëàññè�

ôèöèðîâàíû âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû íà êîíèêàõ. Êðîìå òîãî, ìû äîêàæåì

ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè ìåðû, ñîãëàñíî êîòîðîìó îíà èíâàðèàíòíà îòíî�

ñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå âñåãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç äâå äàííûå

êîíèêè. Ìû òàêæå ðàñïðîñòðàíèì êîíñòðóêöèþ Êèíãà íà áîëüøóþ òåîðåìó

Ïîíñåëå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ïîíñåëå íà ïó÷êè êîíèê:

Òåîðåìà 1 (Áîëüøàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå) Ïóñòü êîíèêè α, β1, . . . , βn ïðèíàä�

ëåæàò îäíîìó ïó÷êó F. Â êîíèêó α âïèñûâàåòñÿ ëîìàííàÿ v1v2 . . . vn+1 òàê,

÷òî åå i-àÿ ñòîðîíà vivi+1 êàñàåòñÿ êîíèêè βi, i = 1, n. Òîãäà ïðè îáõîäå

òî÷êîé v1 êîíèêè α ïðÿìàÿ v1vn+1 êàñàåòñÿ îäíîé êîíèêè ïó÷êà F.

Â 1974 ãîäó Áëýê, Õîóëýíä è Õîóëýíä [54] ïîñòðîèëè èíâàðèàíòíóþ ìåðó

äëÿ äðóãîé õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû î çàìûêàíèè:
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Òåîðåìà î çèãçàãå. Åñëè äëÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé α, δ è ÷èñëà l > 0, ñóùå�

ñòâóåò 2n-óãîëüíèê, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû l, à âåðøèíû ïî î÷åðåäè

ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ δ è α, òî òàêèõ 2n-óãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî

ìíîãî, è åãî ïåðâîé âåðøèíîé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè δ,

óäàëåííàÿ îò îêðóæíîñòè α íà ðàññòîÿíèå ìåíüøå l.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êóçíå÷èê ïðûãàåò ñ îäíîé îêðóæíîñòè íà äðóãóþ,

çàìûêàÿ ñâîþ ¾ïðîãóëêó¿ ïîñëå 2n ïðûæêîâ, òî åãî ïðîãóëêà èç âñÿêîé òî÷�

êè, èç êîòîðîé îí ìîæåò ñäåëàòü ïåðâûé ïðûæîê, çàìûêàåòñÿ ÷åðåç 2n øàãîâ.

Ýòà òåîðåìà áûëà óñòàíîâëåíà Ýìõîì â 1901 ãîäó â [5], çàòåì äâàæäû íåçà�

âèñèìî ïåðåîòêðûòà: Áîòòåìîé â 1965 ãîäó [5] è Áëýêîì-Õîóëýíäîì â 1974

ãîäó [54]. Îíà òàêæå ñïðàâåäëèâà è äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå,

íî ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïëîñêèé ñëó÷àé.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå åùå îäíó ïîïóëÿðíóþ òåîðåìó î çàìûêàíèè � òåî�

ðåìó Øòåéíåðà. Ïóñòü äàíû äâå îêðóæíîñòè α0, α1, îäíà âíóòðè äðóãîé.

Îêðóæíîñòè {ωk}k∈N âïèñàíû â êîëüöî ìåæäó α0 è α1 ïîñëåäîâàòåëüíî êà�

ñàþòñÿ äðóã äðóãà (ωk è ωk+2 ðàçëè÷íû è îáå êàñàþòñÿ ωk+1 , k ∈ N). Åñëè

ýòà öåïî÷êà çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ, ò.å., ωn+1 = ω1, òî äëÿ ëþáîé äðóãîé

íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè ω1 òàêàÿ öåïî÷êà òîæå çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ.

Ìû óïîìÿíóëè òðè íàèáîëåå èçâåñòíûå òåîðåìû î çàìûêàíèè: òåîðåìó

Ïîíñåëå, òåîðåìó î çèãçàãå è òåîðåìó Øòåéíåðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îíè

ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû Ýìõà î öåïî÷êàõ îêðóæíî�

ñòåé [18]. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü åå, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Êàñàíèå äâóõ îêðóæíîñòåé íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì, åñëè îäíà èç îêðóæíî�

ñòåé ëåæèò âíóòðè äðóãîé. Ïóñòü α0, α1 � îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè. Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ω, êàñàþùåéñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé α0 è α1,

èíäåêñ êàñàíèÿ ðàâåí 0, åñëè èç äâóõ êàñàíèé � ω ñ α0 è ω ñ α1 � ÷èñëî âíóò�

ðåííèõ ÷åòíî. Åñëè æå òîëüêî îäíî êàñàíèå âíóòðåííåå, òî èíäåêñ ðàâåí 1.

Äëÿ i = 0, 1, ÷åðåç Mi îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ α0, α1
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Ðèñ. 3. Òåîðåìà î çèãçàãå n = 4. Ðèñ. 4. Òåîðåìà Øòåéíåðà n = 16.

ñ èíäåêñîì i.

Ïóñòü α0, α1 è δ � òðè ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè. Âûáåðåì

íåêîòîðîå i ∈ {0, 1} è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî Mi îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ

α0, α1 ñ èíäåêñîì i. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî δ /∈ Mi. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ

îêðóæíîñòü ω1 ∈ Mi, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò δ â äâóõ òî÷êàõ x1,x2. Ñåìåéñòâî

Mi ñîäåðæèò äâå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç x2: îäíà èç íèõ � ýòî ω1,

à äðóãóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ω2. Îêðóæíîñòè ω2 è δ èìåþò äâå òî÷êè ïåðåñå�

÷åíèÿ: îäíà èç íèõ � x2, à äðóãóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç x3, è ò. ä. Òàê ïîëó÷àåì

öåïî÷êó Ýìõà îêðóæíîñòåé {ωk}k∈N. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü ωk êàñàåòñÿ α0 è α1

ñ èíäåêñîì i è ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü δ â òî÷êàõ xk è xk+1. Ýòà ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ, åñëè ωn+1 = ω1.

Òåîðåìà Ýìõà [18]. Ïóñòü α0, α1 è δ � ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè, i ∈

{0, 1}, è δ /∈ Mi. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè ω1 ∈ Mi

öåïî÷êà Ýìõà çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ, òî îíà áóäåò çàìûêàòüñÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ω1 ∈ Mi è òîæå ÷åðåç n øàãîâ.
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Ðèñ. 5. Òåîðåìà Ýìõà

Ýòà òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà

À. Ýìõîì â 1901 ãîäó [18], íî ïðèâå�

äåííîå èì äîêàçàòåëüñòâî ïîäõîäèò

òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ íåïåðåñåêàþùèõ�

ñÿ îêðóæíîñòåé α0 è α1. Îíà áûëà

äîëãîå âðåìÿ çàáûòà. Ëèøü â 1996 ãî�

äó Áàðò è Áàóýð óïîìÿíóëè åå â îá�

çîðå [6], íå ïðèäàâ åé, âïðî÷åì ñóùå�

ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è íå çàìåòèâ òîò

ôàêò, ÷òî îíà ïîðîæäàåò îñòàëüíûå

òåîðåìû î çàìûêàíèè. Áàðò è Áàóýð

ïðåäëîæèëè äðóãîå åå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ïîäõîäèëî óæå äëÿ ïðîèçâîëü�

íîãî ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé α0, α1, δ. Â [48] òåîðåìà Ýìõà áûëà âûâåäåíà

èç òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê, à â [8] áûëî íàéäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçà�

òåëüñòâî.

Òðè êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î çàìûêàíèè � Ïîíñåëå, î çèãçàãå è Øòåé�

íåðà � ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû Ýìõà. Åñëè îêðóæíîñòü α1 áåñ�

êîíå÷íî áîëüøàÿ, òî ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Ïîíñåëå äëÿ îêðóæíîñòåé α0 è δ.

Åñëè α0 è α1 � êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, òî ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà î çèãçàãå.

Íàêîíåö, åñëè îêðóæíîñòè α0 è α1 èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî δ, òî ìû ïðèõîäèì

ê òåîðåìå Øòåéíåðà. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì íàïèñàíî â ðàáîòå [8], â êîòîðîé

òàêæå ïîëó÷åí ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ýìõà.

Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ýìõà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò êëàññè÷å�

ñêóþ òåîðåìó Ýìõà: âìåñòî öåïî÷åê îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äâóõ äàííûõ

îêðóæíîñòåé, ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êè ñôåð, êàñàþùèõñÿ d äàííûõ ñôåð â

ïðîñòðàíñòâå Rd. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì çàìûêà�

íèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè äîêàçàòü ìíîãîìåðíóþ òåîðå�
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ìó Ýìõà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû? Â Ãëàâå 1 ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ

ìåðà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, è ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó (1.15) äëÿ íåå

ïî êâàäðàòè÷íûì ôîðìàì äàííûõ ñôåð. Äëÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ýìõà

ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä. À èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû

îêðóæíîñòåé α0 è α1 ôóíêöèÿ

ρ(x) =
1√

|σ0(x)σ1(x)|
(2)

íà ïëîñêîñòè R2, ãäå σi(x) � ýòî ñòåïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè αi,

îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ ⊂ R2. Ìû ïîêàæåì,

÷òî èíâàðèàíòíûå ìåðû ßêîáè-Áåðòðàíà è Áëýêà-Õîóëýíäà ÿâëÿþòñÿ ÷àñò�

íûìè ñëó÷àÿìè ìåðû (2).

Åùå îäèí âîïðîñ, âîçíèêàþùèé â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Ïîíñåëå, çàêëþ÷àåò�

ñÿ â íàõîæäåíèè àíàëèòè÷åñêîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿëî áû äëÿ äâóõ

çàäàííûõ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íèõ âïèñàíî-îïèñàííîãî

n-óãîëüíèêà. Â êîðîòêîé ñòàòüå [25] îò 1853 ãîäà òàêîå óñëîâèå ñ ïîìîùüþ

òåîðèè àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ âûâåë À.Êýëè. Òåîðåìó Ïîíñåëå Êýëè ðàññìàò�

ðèâàë òàêæå â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò [26�30]. Âäîõíîâèâøèñü òðóäîì [25], Ëåáåã

ïåðåâåë äîêàçàòåëüñòâî Êýëè íà ÿçûê ãåîìåòðèè. Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ

Êýëè, ïîëó÷åííîå Ëåáåãîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè è àë�

ãåáðû, ìîæíî íàéòè â åãî êíèãå [14]. Â ñîâðåìåííîì ïîäõîäå Ãðèôôèòñ è

Õàððèñ âûâåëè òåîðåìó Êýëè, îïðåäåëèâ àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ òî÷åê

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé [12].

Ôîðìóëû Êýëè ïîçâîëÿþò äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëèòü, çàìûêàþòñÿ ëè

òðàåêòîðèè Ïîíñåëå ÷åðåç n øàãîâ. Åñëè æå íóæíî óçíàòü, çàìûêàþòñÿ ëè

âîîáùå òðàåêòîðèè Ïîíñåëå èëè íåò, òî âî âòîðîì ñëó÷àå ôîðìóëû Êýëè íå

ïîìîãóò. Ïîýòîìó, õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü òàêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå äàâàëè áû

îòâåò íà âîïðîñ î çàìûêàíèè òðàåêòîðèé è ïîçâîëÿëè áû âû÷èñëèòü ïåðèîä,

åñëè îí åñòü. ßêîáè ñäåëàë ýòî äëÿ äâóõ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé, ïîëó÷èâ
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ôîðìóëû íà óñëîâèå çàìûêàíèÿ ëîìàíûõ Ïîíñåëå ÷åðåç n øàãîâ [50]. Ïî�

õîæèå ôîðìóëû ïîëó÷åíû òàêæå â ðàáîòàõ [78] è [94]. Èç íèõ ìîæíî ÿâíî

âûðàçèòü ïåðèîä n, ÷òî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå äëÿ

äâóõ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé. Â Ãëàâå 4 ìû ïîëó÷èì òàêèå ôîðìóëû äëÿ

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðà�

áîòà ñîäåðæèò òàêæå äîïîëíåíèÿ ê ïîëó÷åííûì ðàíåå ðåçóëüòàòàì è èõ óñè�

ëåíèÿ. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðå�

ìû Ýìõà. Êàê ñëåäñòâèå èç íåå âûâîäèòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ êëàñ�

ñè÷åñêîé òåîðåìû Ýìõà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíâàðè�

àíòíûå ìåðû äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ïîíñåëå, î çèãçàãå è Øòåéíåðà.

2. Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå èíâàðèàíòíàÿ

îòíîñèòåëüíî èõ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå ìåðà. Äîêàçàíà åå óíèâåðñàëü�

íîñòü äëÿ âñåãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòè êîíèêè.

3. Ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îòîáðà�

æåíèÿ Ïîíñåëå è óíèâåðñàëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ.

4. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê. Ýòî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ ëîìàíûõ Ïîí�

ñåëå è ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà.

5. Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíîé ìåðû ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåî�

ðåìû Ýìõà íà êàíàëîâûå öèêëèäû Äàðáó.

6. Ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè áîëüøèõ òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà,

êîòîðûå, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ ïîìîùüþ èíâà�

ðèàíòíîé ìåðû.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò ïîëíîå

ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì î

çàìûêàíèè è èõ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâà�

íèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð, â êîòîðûõ ïîëó÷åíû: ãåîìåòðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåì î çàìûêàíèè, íîâîå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå è êðèòåðèé çàìûêàíèÿ

òðàåêòîðèé. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå òåîðåìû î çàìûêàíèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ òåîðèè àëãåá�

ðàè÷åñêèõ ÷èñåë (ïðèìåð ïîäîáíîãî ïðèìåíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Â.Â.

Êîçëîâà [57]), òåîðèè ÷èñëîâûõ îáðàçîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [79, 82]),

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [104]) è ãåîìåòðèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

ñåìèíàðàõ:

� ñåìèíàð �Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîä�

ñòâîì àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî (2012);

� ñåìèíàð �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä.

À.Ò. Ôîìåíêî, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.Ñ.

Ìèùåíêî, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.À. Îøåìêîâà, ê.ô.-ì.í. äîö. Å.À. Êóäðÿâ�

öåâîé, ê.ô.-ì.í. äîö. È.Ì. Íèêîíîâà (2012);

� ñåìèíàð �Óçëû è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.

ïðîô. Â.Î. Ìàíòóðîâà, ê.ô.-ì.í. äîö. Ä.Ï. Èëüþòêî, ê.ô.-ì.í. äîö.

È.Ì. Íèêîíîâà (2013);

� ñåìèíàð �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.

äîö. Ï.À. Áîðîäèíà (2013)
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� ñåìèíàð �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ� ïîä ðóêî�

âîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. Ì.È. Çåëèêèíà è ê.ô.-ì.í. àññ. Ë.Â. Ëî�

êóöèåâñêîãî (2014);

� ñåìèíàð �Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ïîä ðó�

êîâîäñòâîì ä.ô-ì.í. ïðîô. Î. Ã. Ñìîëÿíîâà, ä.ô.-ì.í. ïðîô. Å.Ò. Øàâ�

ãóëèäçå (2015)

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäó�

þùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, àëãåáðà è òåîðèÿ

÷èñåë, ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ 120-ëåòèþ Áîðèñà Íèêîëàåâè÷à Äå�

ëîíå (Ìîñêâà, 16 - 20 àâãóñòà, 2010 ã.) � ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóá�

ëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [109];

� ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî�

äûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2013¿ (Ìîñêâà, 8 � 13 àïðåëÿ 2013 ã.) � ïîëó�

÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [110];

� ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî�

äûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2015¿ (Ìîñêâà, 13 � 17 àïðåëÿ 2015 ã.) � ïîëó�

÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [111].

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â øåñòè ðàáîòàõ [106�111] àâòîðà (áåç

ñîàâòîðîâ) (èç íèõ äâå [106,107] � â öåíòðàëüíûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ),

ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû,
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ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñî�

ñòàâëÿåò 157 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 111 íàèìåíîâàíèé, â òîì

÷èñëå 6 ðàáîò àâòîðà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè èçëîæåíà èñòîðèÿ âîïðîñà, ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü ðàññìàòðè�

âàåìûõ çàäà÷. Ñôîðìóëèðîâàíû öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãî�

ìåðíîé òåîðåìû Ýìõà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà â Ðàçäåëå 1.2 ìû èçëîæèì íåêîòî�

ðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î êàñàíèè ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn, îáîá�

ùàþùèå òåîðåìó Êåéçè [59], ÷òîáû çàòåì â Ðàçäåëå 1.3 âûâåñòè óðàâíåíèå

ìíîãîìåðíîé öèêëèäû Äþïåíà, îïèñàííîé îêîëî n äàííûõ ñôåð. Ýòî íàì

ïîçâîëèò äîêàçàòü ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû:

Òåîðåìà 17 (îá èíâàðèàíòíîé ìåðå äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà) Ïóñòü

â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíû n îðèåíòèðîâàííûõ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn, äëÿ êîòî�

ðûõ ìíîæåñòâî W ñôåð, êàñàþùèõñÿ èõ, íå ïóñòî. ×åðåç σi(x) îáîçíà÷èì

ñòåïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû ωi, à ÷åðåç τωiωj
� êàñàòåëüíîå ðàñ�

ñòîÿíèå ìåæäó ñôåðàìè ωi è ωj. Òîãäà ôóíêöèÿ

ρ(x) =
1√

| det(C(x))|
, (3)

ãäå C(x) =



0 τ 2ω1ω2
. . . τ 2ω1ωn

σ1(x)

τ 2ω1ω2
0 . . . τ 2ω2ωn

σ2(x)
...

... . . . ...
...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

. . . 0 σn(x)

σ1(x) σ2(x) . . . σn(x) 0


,

îïðåäåëÿåò íà âñÿêîé îêðóæíîñòè δ ∈ Rn èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îáîáùåí�

íîãî ïðîöåññà Ýìõà ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn íà îêðóæíîñòè δ.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñôåðà ω′ ïðîáåãàåò ñåìåéñòâî W , òî îíà âûñåêàåò

íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ äóãè
⌣
xy, èçìåíÿþùèåñÿ ïî çàêîíó (1). Ýòî îçíà�

÷àåò, ÷òî ìåðà µ(A) =
∫
A
ρ(x)|dx| èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ

Ýìõà æδ : x 7→ y, ò.å. µ(æδ(A)) = µ(A) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà

A îêðóæíîñòè δ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn è îêðóæíîñòè δ îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ýìõà

(Òåîðåìà 2). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ñëó÷àÿ ìû íàéäåì â Ðàçäåëå 1.7 îðè�

åíòèðóþùèé èíâàðèàíò τ(x), êîòîðûé ïîçâîëèò â ðàâåíñòâå (1) èçáàâèòüñÿ

îò ìîäóëåé. Ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà µ′ ñ ïëîòíîñòüþ ρ′(x) = τ(x)ρ(x) òîæå

æδ-èíâàðèàíòíà, à â äîáàâîê ê ýòîìó, îíà åùå ïîñòîÿííà íà âñåõ äóãàõ
⌣
xy,

âûñåêàåìûõ íà îêðóæíîñòè δ ñôåðàìè ω′ ∈ W , ò.å. µ(
⌣
xy) = const := cδ. Ýòî

ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Êèíãà [64] äîêàçûâàåò ìíîãîìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà

äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð.

Â ñëó÷àå n = 2 Òåîðåìà 17 äàåò ñëåäóþùóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà

îêðóæíîñòÿõ ïëîñêîñòè:

Òåîðåìà 20 Ïóñòü σ0(x) è σ1(x) � ñòåïåíè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæ�

íîñòåé α0 è α1. Òîãäà íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x) =
1√

|σ0(x)σ1(x)|

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ïðîöåññà Ýìõà îòíîñèòåëüíî α0 è α1.

Òåîðåìà 20 äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýìõà. Îáå ìå�

ðû � ßêîáè-Áåðòðàíà è Áëýêà-Õîóëýíäà � ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìå�

ðû ρ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìåðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ

ìåðà äëÿ òåîðåì òèïà Ïîíñåëå. Ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ôîðìó�

ëîé äëÿ ρ(x) äàþò îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ýìõà íà ïó÷êè îêðóæíîñòåé (Ðàç�

äåë 1.6), íà öèêëèêè âìåñòî äâóõ îêðóæíîñòåé (Ðàçäåë 1.5.1) è äîêàçûâàþò

ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì Ýìõà è Ïîíñåëå äëÿ êîíèê (Ðàçäåë 1.8). Êðîìå òîãî,
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â Ðàçäåëå 1.5 ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà

íà êàíàëîâûå öèêëèäû Äàðáó [20,24]:

Òåîðåìà 22 Ñôåðû, âïèñàííûå â êàíàëîâóþ öèêëèäó Äàðáó, îáëàäàþò ñâîé�

ñòâîì çàìûêàíèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì êëàññèôèêàöèþ èíâàðèàíòíûõ ìåð íà êî�

íèêàõ, âûâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ

êîíèê2, äîêàæåì ñâîéñòâî åå óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç

äâå äàííûå êîíèêè è ðàñïðîñòðàíèì êîíñòðóêöèþ Êèíãà [64] èíâàðèàíòíîé

ìåðû íà áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå.

Ïóñòü α è β � äâå ðàçëè÷íûå êîíèêè, âîçìîæíî âûðîæäåííûå. Îòîáðà�

æåíèåì Ïîíñåëå íà êîíèêå α îòíîñèòåëüíî êîíèêè β áóäåì íàçûâàòü òàêîå

îòîáðàæåíèå jβ : x 7→ y, ÷òî ïðÿìàÿ xy êàñàåòñÿ êîíèêè β. Òàê êàê ê êîíèêå

β ìîæíî ïðîâåñòè äâå êàñàòåëüíûå, òî äëÿ íåå åñòü äâà îòîáðàæåíèÿ Ïîíñå�

ëå j1β è j
2
β. Îíè îïðåäåëåíû íà ïîäìíîæåñòâå αβ êîíèêè α, èç òî÷åê êîòîðîãî

ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê êîíèêå β. ×åðåç ÷åðåç Pα(x) è Pβ(x) îáî�

çíà÷èì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû êîíèê α è β â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò. Â Òåîðåìå 33 ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà íà êîíèêå α ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x) =
1

|∇Pα(x)|
√
Pβ(x)

(4)

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå êîíèêè β.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïó÷îê êîíèê F, ñîäåðæàùèé êîíèêó α. Ìåðà íà

α íàçûâàåòñÿ F-óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðà�

æåíèé Ïîíñåëå âñåõ êîíèê ïó÷êà F. Ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà (4) ÿâëÿåòñÿ

F-óíèâåðñàëüíîé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî â Ðàçäåëå 2.4 ìû ïîñòðîèì âûðàâ�

íèâàþùåå îòîáðàæåíèå ϑ, êîòîðîå ïåðåâîäèò îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ âñåõ

êîíèê β ïó÷êà F â ïîâîðîòû íà îêðóæíîñòè. À èìåííî, áóäåò äîêàçàíà

2 Âèä òàêîé ìåðû àâòîðó ñîîáùèë À. Ã. Õîâàíñêèé, ïðîôåññîð ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè óíèâåðñè�

òåòà Òîðîíòî.
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Òåîðåìà 40 Êàæäîé êîíèêå β ïó÷êà F ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî cβ

òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå j1β è j
2
β ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âûðàâíèâàþùåãî

îòîáðàæåíèÿ ϑ ïåðåéäóò â ñäâèãè íà âåêòîðà ±cβ. Òî÷íåå, äëÿ k ∈ {1, 2}

äèàãðàììà

α̃F

jkβ−−→ α̃Fyϑ yϑ
T

ρ(−1)kcβ−−−−→ T
êîììóòàòèâíà, ò.å.

ϑ ◦ jkβ = ρ(−1)kcβ ◦ ϑ (5)

Ýòî ðàñïðîñòðàíÿåò êîíñòðóêöèþ Êèíãà íà áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå (Òåî�

ðåìà 31), ñ ïîìîùüþ ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå åå äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êëàññèôèêàöèþ èíâàðèàíòíûõ è óíèâåðñàëü�

íûõ ìåð íà êîíèêàõ:

Òåîðåìà 43 Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, F � ïó÷îê

êîíèê, ïîðîæäåííûé α è β.

1. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β íå çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ jβ-èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Ïðè ýòîì, îíà àáñîëþò�

íî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è F-óíèâåðñàëüíà.

2. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò áåñ�

êîíå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð. Êàæäàÿ òàêàÿ ìåðà µ îä�

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàäàíèåì íà ïðîèçâîëüíîé äóãå (a, b), ãäå b �

òàêàÿ òî÷êà îðáèòû a ïîä äåéñòâèåì jβ, ÷òî íà äóãå (a, b) íåò äðóãèõ òî�

÷åê ýòîé îðáèòû.

3. F-óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà íà α ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è ñîâïàäàåò ñ ìå�

ðîé (2.7).

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì äâå òåîðåìû î çàìûêà�

íèè, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò íîâûå ñåìåéñòâà êîíèê è îêðóæíîñòåé, îòëè÷íûå
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îò ïó÷êîâ. Áîëüøèå òåîðåìû Ïîíñåëå è Ýìõà èìåþò ñâîéñòâî êîììóòàòèâíî�

ñòè òðàåêòîðèé. Ïîÿñíèì åãî íà ïðèìåðå áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå. Â íåé

ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíèêè α, β1, . . . , βn, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïó÷êó F, è

ñòðîèòñÿ ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â êîíèêó α òàê, ÷òî åå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëü�

íî êàñàþòñÿ êîíèê β1, . . . , βn (i-àÿ ñòîðîíà êàñàåòñÿ βi). Òîãäà ïðè �âðàùåíèè�

ëîìàíîé ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ âåðøèíó, òîæå êà�

ñàåòñÿ íåêîòîðîé êîíèêè βn+1 ïó÷êà F. Ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè çàêëþ÷à�

åòñÿ â òîì, ÷òî ïîðÿäîê êàñàíèÿ ñòîðîí ëîìàíîé ñ êîíèêàìè β1, . . . , βn ìîæåò

áûòü ïðîèçâîëüíûì, à ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíèêà βn+1 ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Äëÿ äàííîé êîíèêè α îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(α) ñåìåéñòâî êîíèê, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ äâàæäû êàñàåòñÿ α. Ïðè ýòîì êàñàíèå ìîæåò áûòü è ìíèìûì. Íà�

ïðèìåð, äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè

(1,±i, 0) áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω(α) ñîäåðæèò òàêæå è âñå òî÷êè ïëîñêîñòè

(êàê âûðîæäåííûå êîíèêè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîëüøîé òåîðåìå Ïîíñåëå

ìîæíî âìåñòî íàáîðîâ êîíèê èç îäíî ïó÷êà áðàòü íàáîðû êîíèê ñåìåéñòâà

Ω(α), à èìåííî:

Òåîðåìà 58 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå)

Ïóñòü α � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà, β1, . . . , βn ∈ Ω(α). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè a1 ∈ α ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ïîíñåëå a1a2 . . .an+1, ó êîòîðîé aiai+1

êàñàåòñÿ βi. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè a1 ïî êîíèêå α ïðÿìàÿ a1an+1 òî�

æå êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè βn+1 ∈ Ω(α) (ðèñ. 6).

Ïðè ýòîì, òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê ñåìåéñòâà Ω(α) íå èìåþò ñâîé�

ñòâà êîììóòàòèâíîñòè: åñëè êàñàíèå ñòîðîí ëîìàíîé ñ êîíèêàìè β1, . . . , βn

ïðîèñõîäèò â äðóãîì ïîðÿäêå, òî ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíèêà βn+1 ∈ Ω(α) òîæå

äðóãàÿ.

Ýòà òåîðåìà èìååò îäíî ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå:
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Ðèñ. 6.

Òåîðåìà 59 (Óñèëåííàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå íà àáñîëþòå) Ïóñòü ω1, ω2, . . .,

ωn � ïðîèçâîëüíûå öèêëû â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Âûáåðåì òî÷êó v1 íà

àáñîëþòå è ïîñòðîèì âïèñàííóþ â íåãî ëîìàííóþ v1v2 . . . vn+1, ó êîòîðîé

i-àÿ ñòîðîíà vivi+1 êàñàåòñÿ öèêëà ωi, i = 1, n. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè

v1 ïî àáñîëþòó ïðÿìàÿ v1vn+1 êàñàåòñÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî öèêëà.

Ìû òàêæå íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà êî�

íèêå α ñ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé Øòåéíåðà è óíèâåðñàëüíîé ìåðîé íà α îò�

íîñèòåëüíî ïó÷êà êîíèê Øàëÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé (Òåîðåìà 60).

Ðàññìîòðèì n ïàð îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}. Åñëè

îêðóæíîñòè îðèåíòèðîâàòü, òî äëÿ êàæäîé ïàðû {αi, βi} îäíîçíà÷íî îïðåäå�

ëÿåòñÿ ñåìåéñòâî Mi êàñàþùèõñÿ åå îêðóæíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

{M1 × . . .×Mn} = {{γ1, . . . , γn} : γ1 ∈ M1, . . . , γn ∈ Mn}

íàçîâåì øêàòóëêîé íàáîðà {αi, βi}ni=0 è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω{αi, βi}ni=0.

Ðàññìîòðèì øêàòóëêó Ω{αi, βi}ni=0 è ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü δ. Íàçî�

âåì δ-îæåðåëüÿìè øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0 òàêèå öåïî÷êè {γ1, . . ., γn} èç íåå,
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êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: γi è γi+1 ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíî�

ñòè δ äëÿ âñåõ i = 1, n− 1. Íàçîâåì δ-îæåðåëüå çàìêíóòûì, åñëè åãî ïåðâàÿ

è ïîñëåäíÿÿ îêðóæíîñòè γ1 è γn òîæå ïåðåñåêàþòñÿ íà δ.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øêàòóëêà Ω îáëàäàåò ñâîéñòâîì

çàìûêàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ, åñëè èç òîãî, ÷òî êàêîå-íèáóäü îäíî åå

δ-îæåðåëüå çàìêíóòî, ñëåäóåò, ÷òî â Ω ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíî ýêâèâà�

ëåíòíûé êëàññ çàìêíóòûõ δ-îæåðåëèé. Òî åñòü, ìîæíî íåïðåðûâíî èçìå�

íÿòü δ-îæåðåëüå òàê, ÷òîáû îíî îñòàâàëîñü â øêàòóëêå è áûëî çàìêíó�

òûì.

Ñóùåñòâóþò ëè òàêîé íàáîð îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}, øêà�

òóëêà Ω{αi, βi}ni=0 êîòîðîãî îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ? Áîëüøàÿ òåîðå�

ìà Ýìõà (Òåîðåìà 24) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè îêðóæíîñòè α1, . . . , αn ïðèíàäëå�

æàò îäíîìó ïó÷êó F1 è îêðóæíîñòè β1, . . . , βn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó F2,

ïðè÷åì ïó÷êè F1 è F2 èìåþò îáùóþ îêðóæíîñòü δ, òî øêàòóëêà Ω{αi, βi}ni=0

îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ.

Ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè îáëàäàþò òàêæå è δ-îæåðåëüÿ èç áîëüøîé

òåîðåìû Ýìõà. Ñóòü åãî â òîì, ÷òî ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0

íå çàâèñòè îò ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèèM1× . . .×Mn,

ò. å. íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå èäóò ïàðû {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}.

Ìû ïðåäëàãàåì äðóãóþ øêàòóëêó, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêà�

íèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Òåîðåìà 63 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ýìõà) Ïóñòü n

ïó÷êîâ, ïîðîæäåííûõ ïàðàìè îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn},

ñîäåðæàò îáùóþ îêðóæíîñòü δ, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ i = 1, n ëåæèò â êîëüöå

ìåæäó αi è βi. Òîãäà ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïàðà ñîîñíûõ ñ δ îêðóæíîñòåé

{αn+1, βn+1} òàêàÿ, ÷òî øêàòóëêà Ω{αi, βi}n+1
i=0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìû�

êàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ.
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Êîììóòàòèâíîñòü áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà

ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû. Åñëè áû òàêîå äîêàçà�

òåëüñòâî ñóùåñòâîâàëî è äëÿ Òåîðåìû 58, òî çàìûêàíèå íå çàâèñåëî áû îò

ïîðÿäêà êàñàíèÿ ñ êîíèêàìè. Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ðåçóëüòèðóþ�

ùèå êîíèêè âñå æå ðàçëè÷íû, ñêîðåå âñåãî åå íåâîçìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ

èíâàðèàíòíîé ìåðû. Èõ äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò íîâîé òåõíèêè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óñëîâèÿì çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå.

À. Êýëè â 1854 ãîäó ïîëíîñòüþ ðåøèë çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâèé äëÿ

äâóõ äàííûõ êîíèê, ïðè êîòîðûõ èõ òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ ÷åðåç

n øàãîâ. Îí äàë îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïîëó÷èâ ÿâíûå ôîðìóëû â òåðìèíàõ

îòïðåäåëèòåëåé ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö [25].

Ïóñòü α è β � äâå ïðîèçâîëüíûå êîíèêè, êîòîðûå çàäàþòñÿ â íåêîòîðîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìàòðèöàìè A è B. Ðàññìîòðèì èõ äèñêðèìè�

íàíò D(λ) = det(λA+ B) è ðàçëîæèì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ êîðåíü èç íåãî:

√
D(λ) = c0 + c1λ+ c2λ

2 + c3λ
3 + . . .

Òîãäà ôîðìóëû Êýëè èìåþò ñëåäóþùèé âèä: çàìûêàíèå òðàåêòîðèé

Ïîíñåëå êîíèê α è β ïðîèñõîäèò ÷åðåç n øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c3 c4 . . . cp+1

c4 c5 . . . cp+2

... ... . . . ...

cp+1 cp+2 . . . c2p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, åñëè n=2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cp+1

c3 c4 . . . cp+2

... ... . . . ...

cp+1 cp+2 . . . c2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, åñëè n=2p+1

(6)
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Îäíàêî, ýòè ôîðìóëû äàþò îòâåò íà âîïðîñ î çàìûêàíèè òðàåêòîðèé

òîëüêî äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî n, à çàìûêàþòñÿ ëè âîîáùå òðàåêòîðèè Ïîí�

ñåëå ñ ïîìîùüþ óñëîâèé Êýëè óçíàòü íåëüçÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíîé ìåðû è ïðîåêòèâíûõ èíâàðèàíòîâ ïà�

ðû êîíèê ìû ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðèîäà çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé

Ïîíñåëå äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê.

Ðàññìîòðèì íà êîíèêå α äèôôåîìîðôèçì f : α → α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

[fn(x)− x] êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå òî÷êà x ∈ α äåëàåò çà n èòåðàöèé

îòîáðàæåíèÿ f (îáîðîòû ñ÷èòàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òîãäà ÷èñëîì

âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

ρ(f) = lim
n→+∞

[fn(x)− x]

n
. (7)

Èçâåñòíî [74], ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò òî÷êè x. Êðîìå

òîãî, åñëè ρ(f) ∈ Q , òî ó îòîáðàæåíèÿ f åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ó íåãî âñå òðàåêòîðèè

ïåðèîäè÷åñêèå, ïðè÷åì åñëè ïåðèîä ðàâåí n, òî

nρ(jβ) ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèåì òîãî, ÷òî òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ, ÿâëÿ�

åòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ ρ(jβ), à åãî çíàìåíàòåëü â ýòîì ñëó÷àå

ðàâåí ïåðèîäó n.

Ðàññìîòðèì åùå ðàç äèñêðèìèíàíò D(λ) = det(λA+B) êîíèê α è β. Îí

ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

det(λA+B) = ∆λ3 +Θλ2 +Θ′λ+∆′.

Òîãäà âåëè÷èíû

I1 =
Θ2

∆Θ′ , I2 =
Θ′2

∆′Θ

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè èíâàðèàíòàìè ïàðû êîíèê α è β [93, Ãë. xx, ï. 24].
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Îïðåäåëåíèå 3. Êîðåíü óðàâíåíèÿ

u3 = I1I2(u
2 − I1u+ I1)

ïðè óñëîâèè
(
1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 > 0, u > 1, åñëè α è β âëîæåííûå;(

1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 > 0, u < 1, åñëè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé;(

1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 < 0, åñëè α è β èìåþò äâå îáùèå òî÷êè,

íàçîâåì îñîáûì èíâàðèàíòîì ïàðû êîíèê α è β.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðà�

æåíèÿ Ïîíñåëå äâóõ êîíèê, êîòîðûé, êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ïîçâîëÿåò

íàõîäèòü ïåðèîä çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 75 Ïóñòü α è β � äâå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, u � èõ îñîáûé èí�

âàðèàíò. Ïîëîæèì

I(A,B,C) =

B∫
A

dx√
(1−x2)(c−x)

C∫
−1

dx√
(1−x2)(c−x)

, ãäå c =
3− u

2

√
u2

I1
− 2u+ 3

Òîãäà ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(jβ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì â

çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê α è β:

1) åñëè β ëåæèò âíóòðè α, òî

ρ(jβ) = I(a, 1, 1) , ãäå a =

√
u2

I1
− u+ 1 +

√
u2

I1
− 2u+ 3 ;

2) åñëè β ëåæèò âíå α, òî

ρ(jβ) = I(a′, c, c) , ãäå a′ = 2

(
u2

I1
− u+ 1

)(
1−

√
u2

I1
− 2u+ 3

)−2

− 1;
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3) åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, òî

ρ(jβ) = I(b, 1, 1) , ãäå b =

√
u2

I1
− 2u+ 3−

√
u2

I1
− u+ 1 ;

Â ñòàòüå [57] Â.Â. Êîçëîâà ïðèìåíÿåòñÿ èíòåðåñíûé ìåòîä ïðîâåðêè

÷èñåë íà àëãåáðàè÷íîñòü, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë,

ñâÿçàííûé ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå äâóõ êîíèê. Âîçìîæíî,

ïîëó÷åííûå íàìè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ ïîçâîëÿò íàéòè íîâûå

ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå ôîðìóë Êýëè äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó�

÷àå, êîãäà α è β � äâe îêðóæíîñòè, ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì âû÷èñ�

ëåíèÿì. Â òî âðåìÿ, êàê äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ n ñóùåñòâóþò áîëåå ïðîñòûå

ôîðìóëû ïðîâåðêè íà çàìûêàíèå. Íàïðèìåð äëÿ n = 3 è n = 4 åñòü ôîðìóëû

Ýéëåðà è Ôóññà [97]:

1

R− d
+

1

R + d
=

1

r
è

1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

1

r2
,

ãäå R, r è d � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α è β è ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè.

Ìàòåìàòèêàìè áûëè âûâåäåíû òàêèå ôîðìóëû äëÿ ðàçíûõ n, áûëè òàêæå

íàéäåíû ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ [90�92]. Â Ðàçäåëå 4.3

ìû ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî íàìè îáîáùåíèÿ îäíîãî íåñëîæíîãî ãåîìåòðè�

÷åñêîãî ôàêòà, óñòàíîâëåííîãî Ðàäè÷åì è Êàëèìàíîì, ïðåäëîæèì àëãîðèòì

äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìóë íà óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ ëîìàííûõ Ïîíñåëå äëÿ äâóõ

îêðóæíîñòåé.

Ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ïîíñåëå v1v2 . . .vn îêðóæíîñòåé α è β. Èç áîëüøîé

òåîðåìû Ïîíñåëå ñëåäóåò, ÷òî ïðè �âðàùåíèè� ýòîé ëîìàíîé, äëÿ êàæäîãî

i = 2, n åå äèàãîíàëü v1vi êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γi ïó÷êà

F(α, β). Êàê èçâåñòíî, îòíîøåíèå ñòåïåíåé ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè α îòíî�

ñèòåëüíî îêðóæíîñòåé γi è β, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç

ki = ki(α, β). Íåòðóäíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàäèóñ ρ(γi) îêðóæíî�
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ñòè γi è ðàññòîÿíèå D(γi) îò åå öåíòðà äî öåíòðà îêðóæíîñòè α âûðàæàþòñÿ

÷åðåç R, r è d ïî ôîðìóëàì

ρ(γi) =
√
R2 + k2i d

2 − ki(R2 − r2 + d2), D(γi) = kid.

Ïðàâèëî (α, β) → (α, γi) îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî i ∈ N îòîáðàæåíèÿ

Gi : (R, r, d) 7→ (R, ρ(γi), D(γi)) =

(
R,
√
R2 + k2i d

2 − ki(R2 − r2 + d2), kid

)
.

Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå Fn(R, r, d) = 0 çàäàåò óñëîâèå çàìûêàíèÿ òðàåêòî�

ðèé Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β ÷åðåç n øàãîâ. Òîãäà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

äàåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîîòíîøåíèé Fn(R, r, d) = 0.

Òåîðåìà 78 Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ

÷åðåç n øàãîâ, ãäå n = n1 . . . nr, òî

[Fn1 ◦Gn2 ◦ . . . ◦Gnr ](R, r, d) = 0,

ãäå Gni = Gni(α, γti), Fn1 = Fn1(α, γt1), ti =
r∏

j=i+1

nj, i = 1, r − 1, tr = 1.

Èíûìè ñëîâàìè,

Fn(R, r, d) = [Fn1 ◦Gn2 ◦ . . . ◦Gnr ](R, r, d).

Ïðèìåíÿòü ýòîò àëãîðèòì óäîáíî ïî èíäóêöèè, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

k2i(α, β) = k2i−1(α, γ2) · k2(α, β)

è òàêèì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 78:

Òåîðåìà 80 Ïóñòü òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ

÷åðåç n øàãîâ, ãäå n = 2l·m, m íå÷åòíî, δ � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî q := 2δ ± 1 ≡ 0 (mod m). Òîãäà

[Fq ◦ G2l](R, r, d) = 0.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî�

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Þðüåâè÷ó Ïðîòàñîâó çà ïîñòà�

íîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó â ðàáîòå è äîëãîòåðïåíèå â îæèäàíèè ðå�

çóëüòàòîâ. Àâòîð î÷åíü ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó À. Ã. Õîâàíñêîìó çà ïðåäëî�

æåííûé èì âèä èíâàðèàíòíîé ìåðû è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå ê.ô-ì.í.

Â.À. Êèðè÷åíêî çà èíòåðåñíûå äèñêóññèè è öåííûå ñîâåòû. Àâòîð âûðàæàåò

áëàãîäàðíîñòü ê.ô-ì.í. äîö. À.À. Âàñèëüåâîé, ä.ô-ì.í. äîö. Ï.À. Áîðîäèíó,

ê.ô-ì.í. äîö. Ä.Ï. Èëüþòêî, Ô.Ê. Íèëîâó, ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà �Ñîâðåìåí�

íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî çà öåí�

íûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâ�

ëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà äîáðîæåëàòåëüíóþ è

òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó. Õî÷åòñÿ òàêæå âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü íà÷àëüíèêó

âûïóñêíîãî êóðñà ê.ô.-ì.í. Âàñèëèþ Âàñèëüåâè÷ó Êîçëîâó çà ìíîãîëåòíþþ

ïîääåðæêó è ïîìîùü â îðãàíèçàöèîííûõ âîïðîñàõ ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
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Ãëàâà 1

Èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì

î çàìûêàíèè

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì èíâàðèàíòíóþ ìåðó (1.15) äëÿ ìíîãîìåðíîé

òåîðåìû Ýìõà (Òåîðåìà 2), êîòîðàÿ îáîáùàåò íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ

èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ äðóãèõ òåîðåì î çàìûêàíèè. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþ�

áîé íàáîð èç n ñôåð â Rn ïîðîæäàåò ôóíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åíèå

êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà íåé.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå � äëÿ îáû÷íîé òåîðåìû Ýìõà � ýòà ìåðà ïðèíèìàåò ïðî�

ñòîé âèä (Òåîðåìà 20). Íåêîòîðûå åå ÷àñòíûå ñëó÷àè èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå

è èñïîëüçîâàëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì Ïîíñåëå è î çèãçàãå [54,64]. Çàìå�

÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ýòîé ìåðû äàþò íîâûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå íîâûå äîêà�

çàòåëüñòâà èçâåñòíûõ ôàêòîâ. Íàïðèìåð, ñ ïðèìåíåíèåì íîâîé ìåðû ìû ïî�

ëó÷àåì îáîáùåíèå òðåõìåðíîé òåîðåìû Ýìõà íà öèêëèäû Äàðáó (Ðàçäåë 1.5).

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ïîçâîëÿåò òàêæå äàòü ïðîñòîå è èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî

íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [8, 49], îáîáùàþùèõ òåîðåìó Ýìõà íà ïó÷êè

îêðóæíîñòåé è íà öèêëèêè.

1.1. Ââåäåíèå

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà èíâàðèàíòíîé

ìåðû äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà (Òåîðåìà 17). Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà

Ýìõà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò öåïî÷êè Ýìõà äâóõ îêðóæíîñòåé íà

öåïî÷êè ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ñôåð, êàñàþùèõñÿ n

äàííûõ ñôåð. Â òåîðåìå Ýìõà ôèãóðèðóþò äâà ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé, êà�

ñàþùèõñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé. Äëÿ n ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîãóò
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ñóùåñòâîâàòü óæå 2n−1 ïîäîáíûõ ñåìåéñòâ. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè â ðàññóæäåíè�

ÿõ áóäåò óäîáíî, ïîýòîìó, èñïîëüçîâàòü îðèåíòèðîâàííûå ñôåðû è ïëîñêîñòè.

Ïåðåä òåì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü ìíîãîìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà, ââåäåì

íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíà îêðóæíîñòü δ è

ñåìåéñòâî ñôåð W. Ïðè ýòîì ãèïåðïëîñêîñòü è òî÷êà òàêæå ñ÷èòàþòñÿ ñôå�

ðàìè. Òî÷êó z ∈ Rn íàçîâåì îñîáîé äëÿ ñåìåéñòâàW, åñëè ÷åðåç íåå ïðîõîäÿò

áîëåå äâóõ ñôåð èç W. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

(a) îêðóæíîñòü δ íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê äëÿ ñåìåéñòâà W;

(b) íèêàêàÿ ñôåðà ñåìåéñòâà W íå ñîäåðæèò δ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ. Íà îêðóæíîñòè δ áåðåòñÿ òî÷êà x1 è ÷åðåç

íåå ïðîâîäèòñÿ ñôåðà ω′
1 ∈ W (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò; åñëè

òàêèõ ñôåð äâå, òî áåðåì ëþáóþ). Îáîçíà÷àåì ÷åðåç x2 âòîðóþ òî÷êó ïåðå�

ñå÷åíèÿ ω′
1 è δ (åñëè èìååò ìåñòî êàñàíèå, òî x2 = x1). ×åðåç x2 ïðîâîäèì

ñôåðó ω′
2 ∈ W, îòëè÷íóþ îò ω′

1 (åñëè åå íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì ω′
1 = ω′

2),

îáîçíà÷àåì ÷åðåç x3 âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ω′
2 è δ, è ò.ä. Ïîëó÷àåì öå�

ïî÷êó ñôåð {ω′
k}∞k=1. Ïðîöåññ èìååò ïåðèîä r åñëè ω

′
r+1 = ω′

1 (èëè, ÷òî òî æå,

xr+1 = x1).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñåìåéñòâî ñôåð W îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ íà

îêðóæíîñòè δ, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (a), (b) è ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ: åñëè äëÿ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè x1 ïðîöåññ èìååò ïåðèîä r > 3,

ïðè÷åì âñå òî÷êè x1, . . . ,xr ðàçëè÷íû, òî è äëÿ ëþáîé òî÷êè x1 ∈ δ, ÷åðåç

êîòîðóþ ïðîõîäèò ñôåðà ñåìåéñòâà W, ïðîöåññ èìååò òîò æå ïåðèîä.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Â.Þ Ïðîòàñîâûì â 2011 ã. [8], ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ýìõà.

Òåîðåìà 2 (Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ýìõà) Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωn � íàáîð èç n

îðèåíòèðîâàííûõ ñôåð îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rn. Òîãäà ñåìåéñòâî W îðèåí�
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òèðîâàííûõ ñôåð ω′, êàñàþùèõñÿ ω1, ω2, . . . , ωn, îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìû�

êàíèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ, íå ëåæàùåé íè íà îäíîé èç äàííûõ ñôåð.

Åñëè W � ýòî ñåìåéñòâî ñôåð, êàñàþùèõñÿ ω1, ω2, . . . , ωn, òî öåïî÷êó

ñôåð {ω′
k}∞k=1 áóäåì íàçûâàòü öåïî÷êîé Ýìõà.

Â Ðàçäåëå 1.4 áóäåò ïîñòðîåíà â ÿâíîì âèäå èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ìíî�

ãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà (Òåîðåìà 17). Ñ åå ïîìîùüþ ìû â Ðàçäåëå 1.7 äàäèì

ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ âçàèì�

íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è îêðóæíîñòè δ. Ïðè âûâîäå ãëàâíîé

ôîðìóëû (1.15) äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà

ìíîãîìåðíûõ öèêëèä Äþïåíà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì

çàìå÷àòåëüíîé ïîâåðõíîñòè, îòêðûòîé Ø. Äþïåíîì [19]. Ýòèì ñâîéñòâàì ïî�

ñâÿùåí Ðàçäåë 1.3. Íî ñíà÷àëà, â Ðàçäåëå 1.2 ìû ïîëó÷èì ðÿä óòâåðæäåíèé î

êàñàíèè ñôåð â Rn, îáîáùàþùèõ èçâåñòíóþ òåîðåìó Êåéçè (1.4). Ýòè âñïîìî�

ãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿþùèå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ïîíàäî�

áÿòñÿ íàì ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ ìíîãîìåðíîé öèêëèäû Äþïåíà, êîòîðîå,

â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëèò âûâåñòè ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãî�

ìåðíîé òåîðåìû Ýìõà. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè íîâîé ìåðû äëÿ
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÷åòûðåõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì � Ýìõà, Ïîíñåëå, Øòåéíåðà è î çèãçàãå. Çàòåì,

â Ðàçäåëå 1.5 ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèå ïðèíöè�

ïà Ýìõà çàìûêàíèÿ ñôåð íà öèêëèäû Äàðáó è èõ âîçìîæíûå ìíîãîìåðíûå

àíàëîãè. Â ÷àñòíîñòè, íà ïëîñêîñòè ýòî äàåò îáîáùåíèå òåîðåìû Ýìõà íà öèê�

ëèêè, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [49]. Ñ ïîìîùüþ íîâîé ìåðû ìû ïîëó÷èì òàêæå

äëÿ öåïî÷åê Ýìõà íåêîòîðûå àíàëîãè áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå (Ðàçäåë 1.6).

Â çàêëþ÷åíèå Ãëàâû 1 ñ ïðèìåíåíèåì èíâàðèàíòíîé ìåðû áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ êîíèê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýìõà.

Â äàëüíåéøåì ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èíâåðñèåé ïðîñòðàí�

ñòâà. Ïîýòîìó, íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðà�

çîâàíèÿ.

Èíâåðñèÿ è åå ñâîéñòâà

Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå o è ðàäèóñà R

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå êàæäîé òî÷�

êå a ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òàêóþ òî÷êó a′ ëó÷à oa, ÷òî |oa| · |oa′| = R2.

Ñàìîé òî÷êå o ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, ÷åðåç êî�

òîðóþ ïðîõîäÿò âñå ïðÿìûå. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå ñòàíîâèòñÿ âçàèìíî-îäíî�

çíà÷íûì. Ïðè ýòîì, ïðÿìûå ñ÷èòàþòñÿ îêðóæíîñòÿìè áåñêîíå÷íî áîëüøîãî

ðàäèóñà.

Ñòåïåíüþ òî÷êè a îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â

òî÷êå o íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà σα(a) = |oa|2−R2. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,

èìåþùèõ ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîé. Îíà íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ïó÷îê îêðóæíîñòåé � ýòî ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ äâóì

ôèêñèðîâàííûì îêðóæíîñòÿì. Âñå îêðóæíîñòè îäíîãî ïó÷êà èìåþò îáùóþ

ðàäèêàëüíóþ îñü, ïîýòîìó èõ åùå íàçûâàþò ñîîñíûìè. Ìíîæåñòâî îêðóæ�
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íîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ âñåì îêðóæíîñòÿì íåêîòîðîãî ïó÷êà, îáðàçóåò îðòî�

ãîíàëüíûé ïó÷îê. Åñëè îêðóæíîñòè ïó÷êà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî îêðóæíîñòè

îðòîãîíàëüíîãî ïó÷êà ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ íà ëèíèè öåíòðîâ ïåðâîãî

ïó÷êà. Ýòè äâå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ åãî âûðîæäåííûìè îêðóæíîñòÿìè è íàçûâà�

þòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ïó÷êà.

Ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1◦ Èíâåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, à âñå åå íåïîäâèæíûå òî÷êè � ýòî òî÷êè

îêðóæíîñòè èíâåðñèè.

2◦ Îáðàç ëþáîé îêðóæíîñòè, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, � ýòî

îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè; îáðàç ëþáîé îêðóæíîñòè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè � ýòî ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð

èíâåðñèè.

3◦ Èíâåðñíûå îêðóæíîñòè ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíâåðñèè.

4◦ Èíâåðñèÿ ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè. Â ÷àñòíîñòè, îêðóæíîñòü, îð�

òîãîíàëüíàÿ îêðóæíîñòè èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïó÷îê îêðóæíîñòåé ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäèò â ïó÷îê îêðóæíîñòåé. Ëþáàÿ

îêðóæíîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ îêðóæíîñòè èíâåðñèè è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷�

êó a, ïðîõîäèò òàêæå è ÷åðåç òî÷êó a′.

5◦ Èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïó÷êà ïåðåâîäèò îêðóæíîñòè

ïó÷êà â êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè íàçûâàþò åùå ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæ�

íîñòè. Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì èíâåðñèè.

6◦ Ïóñòü òî÷êè x è y èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α. Òîãäà ýòî èõ

ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîé èíâåðñèè. Ò. å. åñëè ïðè èíâåðñèè îòíîñè�

òåëüíî îêðóæíîñòè β òî÷êè x,y è îêðóæíîñòü α ïåðåõîäÿò â òî÷êè x′,y′ è

îêðóæíîñòü α′, òî òî÷êè x′ è y′ èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî α′. Åñëè æå îêðóæ�

íîñòü α ïåðåâåñòè â ïðÿìóþ, òî èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî α ïåðåéäåò â ñèììåò�

ðèþ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé.
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7◦ Äëÿ ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé α è β ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ îêðóæíîñòü

ω òàêàÿ, ÷òî èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ω ïåðåâîäèò α è β äðóã â äðóãà.

Åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ, òî ó íèõ ñóùåñòâóþò äâå �áèññåêòðèñû� �

îêðóæíîñòè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ è äåëÿò ñìåæ�

íûå óãëû ìåæäó íèìè ïîïîëàì. Èç ñâîéñòâà 4◦ ñëåäóåò, ÷òî �áèññåêòðèñû� α

è β ÿâëÿþòñÿ èõ ñåðåäèííûìè îêðóæíîñòÿìè. À èç ñâîéñòâà 3◦ ñëåäóåò, ÷òî

öåíòðû ñåðåäèííûõ îêðóæíîñòåé ñîâïàäàþò ñ öåíòðàìè ïîäîáèÿ α è β.

Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé α è β ñåðåäèííûõ îêðóæíîñòåé

òîæå äâå (îäíà èç íèõ ìíèìîãî ðàäèóñà). Öåíòðû èõ íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ

ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì α è β � äâóõ âíåøíèõ è

äâóõ âíóòðåííèõ.

Ó îêðóæíîñòåé α è β åñòü äâà ñåìåéñòâà êàñàþùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé.

Îäíî èç íèõ ñîäåðæèò îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ α è β ñ èíäåêñîì 0, à äðóãîå �

ñ èíäåêñîì 1. Åñëè æå îêðóæíîñòè α è β îðèåíòèðîâàòü, òî ñåìåéñòâî êàñà�

þùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç W .

Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ñåìåéñòâà W ñ

îêðóæíîñòÿìè α è β, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäèí èç öåíòðîâ ïîäîáèÿ α è β. Îáîçíà�

÷èì åãî ÷åðåç oαβ. ×åðåç oαβ òàêæå ïðîõîäÿò äâå îáùèå êàñàòåëüíûå îðèåí�

òèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé α è β (âîçìîæíî ìíèìûå).

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ðå÷ü áóäåò èäòè îá îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòÿõ

èëè ñôåðàõ, ïîä ñåðåäèííîé îêðóæíîñòüþ α è β ìû áóäåì ïîíèìàòü òó èç

äâóõ, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå oαβ.

8◦ Ëþáàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé α è β,

îðòîãîíàëüíà èõ ñåðåäèííîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð oαβ ñå�

ðåäèííîé îêðóæíîñòè α è β èìååò ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ îêðóæ�

íîñòåé ñåìåéñòâà W .

9◦ Åñëè ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì
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R òî÷êè a è b ïåðåõîäÿò â òî÷êè a′ è b′, òî

|a′b′| = R2

|oa| · |ob|
|ab|. (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ è äðóãèõ ñâîéñòâ èíâåðñèè è ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé

ìîæíî íàéòè â [58].

Ó äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ îá�

ùèõ îðèåíòèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ. Ó îðèåíòèðîâàííûõ îäèíàêîâî � ýòî äâå

âíåøíèå êàñàòåëüíûå, ó îðèåíòèðîâàííûõ ïî-ðàçíîìó � ýòî äâå âíóòðåííèå

êàñàòåëüíûå.

Îïðåäåëåíèå. Äëèíà îòðåçêà îáùåé êàñàòåëüíîé îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæ�

íîñòåé α è β íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññòîÿíèåì îêðóæíîñòåé α è β. Ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç ταβ.

Ïóñòü R è r � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α è β, d � ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåí�

òðàìè. ×òîáû ðàçëè÷àòü îêðóæíîñòè, îðèåíòèðîâàííûå ïî ðàçíîìó, íàçîâåì

îäíó èç îðèåíòàöèé ïîëîæèòåëüíîé, à äðóãóþ � îòðèöàòåëüíîé. Áóäåì ñ÷è�

òàòü, ÷òî îêðóæíîñòè ñ îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèåé èìåþò îòðèöàòåëüíûé

ðàäèóñ. Ñ òàêîé îãîâîðêîé, âåðíà ôîðìóëà äëÿ êàñàòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

ταβ =
√
d2 − (R− r)2. (1.2)

Â ñëó÷àå, êîãäà ó îêðóæíîñòåé α è β íåò îáùèõ êàñàòåëüíûõ, ò.å. êîãäà,

íàïðèìåð, îäíà èç íèõ ëåæèò âíóòðè äðóãîé, âûðàæåíèå d2−(R−r)2, ñòîÿùåå

ïîä êîðíåì, ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, à êîðåíü èç íåãî � ìíèìîå.

Ïðèìåì ýòî ìíèìîå çíà÷åíèå ταβ çà êàñàòåëüíîå ðàññòîÿíèå îêðóæíîñòåé

α è β. Êðîìå òîãî, òî÷êè ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îêðóæíîñòè

íóëåâîãî ðàäèóñà. Åñëè îêðóæíîñòü β âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó x, òî êàñàòåëüíîå

ðàññòîÿíèå ταβ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
√
d2 −R2. Ò.å.

τxα =
√
σα(x). (1.3)
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Ýòî êîðåíü èç ñòåïåíè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α, êîòîðûé ðàâåí

äëèíå êàñàòåëüíîé ê íåé èç òî÷êè x.

Êàñàòåëüíîå ðàññòîÿíèå, ñòåïåíü òî÷êè, è èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ñôåð

ïðîñòðàíñòâà Rn îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è äëÿ îêðóæíîñòåé.

10◦ Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà èíâåðñèè 1◦-9◦ âåðíû è äëÿ n-ìåðíûõ

ñôåð.

1.2. Êîãäà n + 2 ñôåðû â Rn èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ

ñôåðó?

Äëÿ ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé ω1, ω2, ω3 è ω4 íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò êðèòå�

ðèé, èçâåñòíûé êàê òåîðåìà Êåéçè (Casey) [58,76], ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü,

ñóùåñòâóåò ëè îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ω1, ω2, ω3 è ω4:

Òåîðåìà Êåéçè. ×åòûðå îðèåíòèðîâàííûå îêðóæíîñòè ω1, ω2, ω3, ω4 êàñà�

þòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç

÷èñåë

τω1ω2
τω3ω4

, τω1ω3
τω2ω4

, τω1ω4
τω2ω3

ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ. Ïðè ýòîì, åñëè òî÷êè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè

ω1 è ω2 ðàçäåëÿþò òî÷êè êàñàíèÿ c îêðóæíîñòÿìè ω3 è ω4, òî

τω1ω2
τω3ω4

= τω1ω3
τω2ω4

+ τω1ω4
τω2ω3

(1.4)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé â ïðîñòðàíñòâå Rn. À

èìåííî, ìû îòâåòèì íà âîïðîñ: êîãäà n + 2 ñôåðû â Rn èìåþò îáùóþ êàñà�

òåëüíóþ ñôåðó?

Èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ãåðîíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

ïî äëèíàì åãî ñòîðîí. Ìíîãîìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Ãåðîíà äàåò îïðåäåëè�

òåëü Êýëè-Ìåíãåðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëÿòü îáúåì n-ìåðíîãî

ñèìïëåêñà ïî äëèíàì åãî ðåáåð:
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Òåîðåìà 3 ( [5]) Ïóñòü äàíû òî÷êè A1, A2, . . . , An+1 ∈ Rn. Òîãäà îáúåì V

ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äëèíû åãî ðåáåð ïî ôîðìóëå

V 2 =
(−1)n−1

2n(n!)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 |A1A2|2 |A1A3|2 · · · |A1An+1|2 1

|A1A2|2 0 |A2A3|2 · · · |A2An+1|2 1

|A1A3|2 |A2A3|2 0 · · · |A3An+1|2 1
...

...
... . . . ...

...

|A1An+1|2 |A2An+1|2 |A3An+1|2 · · · 0 1

1 1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(1.5)

Òåîðåìà 4 (Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ïòîëåìåÿ [5]) Òî÷êè A1, A2, . . . , An+2 ∈ Rn

ëåæàò íà îäíîé ñôåðå èëè ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 |A1A2|2 |A1A3|2 · · · |A1An+2|2

|A1A2|2 0 |A2A3|2 · · · |A2An+2|2

|A1A3|2 |A2A3|2 0 · · · |A3An+2|2
...

...
... . . . ...

|A1An+2|2 |A2An+2|2 |A3An+2|2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè èíâåðñèè ñ öåíòðîì â òî÷êå An+2 è ðàäèóñîì 1

òî÷êè A1, A2, . . . , An+1 ïåðåõîäÿò â òî÷êè A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n+1. Òîãäà òî÷êè A1,

A2, . . . , An+2 ëåæàò íà îäíîé ñôåðå èëè ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òî�

ãäà, êîãäà òî÷êè A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n+1 ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ÷òî ðàâíî�

ñèëüíî òîìó, ÷òî îáúåì ñèìïëåêñà A′
1A

′
2 . . . A

′
n+1 ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà ýòîãî ñèìïëåêñà òîæå ðàâåí íóëþ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 |A′
1A

′
2|2 |A′

1A
′
3|2 · · · |A′

1A
′
n+1|2 1

|A′
1A

′
2|2 0 |A′

2A
′
3|2 · · · |A′

2A
′
n+1|2 1

|A′
1A

′
3|2 |A′

2A
′
3|2 0 · · · |A′

3A
′
n+1|2 1

... ... ... . . . ... ...

|A′
1A

′
n+1|2 |A′

2A
′
n+1|2 |A′

3A
′
n+1|2 · · · 0 1

1 1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Ïî ôîðìóëå (1.1) èìååì

|A′
iA

′
j| =

|AiAj|
|AiAn+2| · |AjAn+2|

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â îïðåäåëèòåëü è ïîëüçóÿñü åãî ëèíåéíîñòüþ ïî

ñòðîêàì è ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì (1.6).

2

Ïóñòü òî÷êè A,B,C,D òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè�

åì Ïòîëåìåÿ |AC| · |BD| = |AB| · |CD| + |AD| · |BD|. Åñëè áû îíè ëåæàëè

â ïëîñêîñòè, òî ïî òåîðåìå Ïòîëåìåÿ ñóùåñòâîâàëà áû îêðóæíîñòü, ïðîõî�

äÿùàÿ ÷åðåç íèõ. Íî â ïðîñòðàíñòâå ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû:

äàæå åñëè ôèêñèðîâàòü ïÿòü èç øåñòè ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè A,B,C,D,

òî ïîëó÷åííàÿ êîíôèãóðàöèÿ âñå ðàâíî íå áóäåò æåñòêîé. Íåïðåðûâíî èçãè�

áàÿ åå, ìîæíî èçìåíÿòü øåñòîå ðàññòîÿíèå. Ìîæíî òîãäà ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

èçãèáàÿ ëþáîé ïëîñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïî åãî äèàãîíàëè, ìîæíî åãî ïðèâå�

ñòè â òàêîå ïîëîæåíèå, â êîòîðîì äëÿ íåãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

Ïòîëåìåÿ. Îäíàêî ýòî íå òàê:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü òî÷êè A1, A2, . . . , An+2 ïðîñòðàíñòâà Rk, ãäå n 6 k,

ñâÿçàíû n-ìåðíûì ñîîòíîøåíèåì Ïòîëåìåÿ (1.6). Òîãäà îíè ëåæàò íà îä�

íîé (n− 1)-ìåðíîé ñôåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k = n ïîëó÷àåòñÿ Òåîðåìà 4. Ïðè k > n ðàññìîòðèì

ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n+1, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êè A1, A2, . . . , An+2. Â

íåì ñóùåñòâóåò ãèïåðñôåðà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè A1, A2, . . . , An+2. Âûáåðåì íà

ýòîé ãèïåðñôåðå òî÷êó O, îòëè÷íóþ îò òî÷åê A1, A2, . . . , An+2, è ñäåëàåì èí�

âåðñèþ ñ öåíòðîì â íåé è êîýôôèöèåíòîì 1. Òîãäà âñÿ ãèïåðñôåðà ïåðåéäåò

â ãèïåðïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè n, è ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A1, A2, . . . , An+2 ïå�

ðåéäóò â òî÷êè A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n+2, ëåæàùèå â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê
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ïî ôîðìóëå (1.1)

|A′
iA

′
j| =

|AiAj|
|OAi| · |OAj|

,

òî èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ òî÷åê A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n+2 òîæå âûïîëíÿåòñÿ n-ìåðíîå ñîîòíîøåíèå Ïòîëå�

ìåÿ (1.6). Ïîñêîëüêó îíè óæå ëåæàò â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èç ìíîãîìåð�

íîé òåîðåìû Ïòîëåìåÿ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå (n − 1)-ìåðíîé ñôåðû, ñîäåð�

æàùåé èõ. Çíà÷èò è èõ ïðîîáðàçû � òî÷êè A1, A2, . . . , An+2 � ëåæàò íà îäíîé

(n− 1)-ìåðíîé ñôåðå. 2

Ïðåäëîæåíèå 6. Ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωn+1 â ïðîñòðàíñòâå Rn êàñàþòñÿ îä�

íîé ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω1ω2
τ 2ω1ω3

· · · τ 2ω1ωn+1
1

τ 2ω1ω2
0 τ 2ω2ω3

· · · τ 2ω2ωn+1
1

τ 2ω1ω3
τ 2ω2ω3

0 · · · τ 2ω3ωn+1
1

...
...

... . . . ...
...

τ 2ω1ωn+1
τ 2ω2ωn+1

τ 2ω3ωn+1
· · · 0 1

1 1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. “ ⇒ ” Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ

ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn+1. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ ÷åðåç A1, A2, . . . , An+1. Òàê

êàê âñå îíè ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî n-ìåðíûé îáúåì ñèìïëåêñà

A1A2 . . . An+1 ðàâåí íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà AiAj =

τωiωj
, ïîëó÷àåì (1.7).

“ ⇐ ” Ñäåëàåì âûõîä â ïðîñòðàíñòâî, íà îäíó ðàçìåðíîñòü áîëüøåå: ðàñ�

ñìîòðèì ñôåðû Ω1, . . . ,Ωn+1 â Rn+1, ïîñòðîåííûå íà ñôåðàõ ω1, . . . , ωn+1 êàê

íà äèàìåòðàõ. Çàìåòèì, ÷òî öåíòðû ñôåð Ω1, . . ., Ωn+1 ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå

Rn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ π0n ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn+1, à

êàñàòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñôåðàìè Ω1, . . . ,Ωn+1 òàêèå æå, êàê è ó ñôåð
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ω1, . . ., ωn+1. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ãèïåðñôåð Ω1, . . ., Ωn+1 â ïðîñòðàíñòâå

Rn+1 ðàâíî åãî ðàçìåðíîñòè, ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü πn â Rn+1 (âîçìîæ�

íî, ìíèìàÿ), êàñàþùàÿñÿ âñåõ ñôåð Ω1, . . ., Ωn+1. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ

÷åðåç A1, . . . , An+1. Òîãäà ïîñêîëüêó AiAj = τωiωj
è âûïîëíÿåòñÿ (1.7), îáüåì

n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå Êýëè-Ìåíãåðà

(Òåîðåìà 1.5), ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, òî÷êè A1, . . . , An+1 ëåæàò â (n− 1)-ìåðíîé

ïëîñêîñòè πn−1 . ×åðåç íåå ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü π⊥n , îðòîãîíàëü�

íóþ πn. Ïîñêîëüêó π⊥n ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèA1, . . . , An+1 êàñàíèÿ ñôåð Ω1, . . .,

Ωn+1 ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ πn è îðòîãîíàëüíà åé, π⊥n ñîäåðæèò ÷åðåç öåíòðû

ñôåð. Òàêèì îáðàçîì, öåíòðû ñôåð Ω1, . . ., Ωn+1 ëåæàò â ïëîñêîñòè ðàçìåðíî�

ñòè n− 1, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè π⊥n è π0n. Íî òîãäà ó ñôåð

Ω1, . . ., Ωn+1 åñòü öåëûé êîíóñ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Îí ïåðåñåêàåò

ïëîñêîñòü π0n ïî äâóì ãèïåðïëîñêîñòÿì ïðîñòðàíñòâà Rn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

êàñàåòñÿ âñåõ ñôåð ω1, . . . , ωn+1.

2

Ëåììà 7 ( [58], ãë. II, �4) Ïóñòü ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ñôåðû ñ öåí�

òðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R ñôåðû ω1 è ω2 ïåðåõîäÿò â ñôåðû ω′
1 è ω′

2.

Òîãäà

τ 2ω′
1ω

′
2
=

(
R2

σω1
(O)

)(
R2

σω2
(O)

)
τ 2ω1ω2

. (1.8)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ñôåð ω1 è ω2 âçÿòü äâå òî÷êè (ñôåðû

íóëåâîãî ðàäèóñà), òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà (1.1).

Òåîðåìà 8. Ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωn+2 â ïðîñòðàíñòâå Rn êàñàþòñÿ îäíîé ñôå�

ðû èëè ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω1ω2
τ 2ω1ω3

· · · τ 2ω1ωn+2

τ 2ω1ω2
0 τ 2ω2ω3

· · · τ 2ω2ωn+2

τ 2ω1ω3
τ 2ω2ω3

0 · · · τ 2ω3ωn+2

...
...

... . . . ...

τ 2ω1ωn+2
τ 2ω2ωn+2

τ 2ω3ωn+2
· · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà (ñì. [58, Ãë. 2, �5]) íà

âåëè÷èíó −rn+2, ãäå rn+2 � ýòî ðàäèóñ ñôåðû ωn+2. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâà�

íèè ïðîñòðàíñòâà âñå ñôåðû ïåðåõîäÿò â ñôåðû ñ òåìè æå öåíòðàìè, à ðà�

äèóñàìè, óìåíüøåííûìè íà rn+2. Â ÷àñòíîñòè, ñôåðà ωn+2 ïåðåéäåò â òî÷êó,

êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç O. Òåïåðü ñäåëàåì èíâåðñèþ ïðîñòðàíñòâà ñ öåí�

òðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì 1. Îáðàçû ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn+1 îáîçíà÷èì ÷åðåç

ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
n+1. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñôåðû èëè ãèïåðïëîñêîñòè, êà�

ñàþùåéñÿ âñåõ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn+2 ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ãèïåðïëîñ�

êîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ âñåõ ñôåð ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
n+1. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 6

ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω′
1ω

′
2

τ 2ω′
1ω

′
3

· · · τ 2ω′
1ω

′
n+1

1

τ 2ω′
1ω

′
2

0 τ 2ω′
2ω

′
3

· · · τ 2ω′
2ω

′
n+1

1

τ 2ω′
1ω

′
3

τ 2ω′
2ω

′
3

0 · · · τ 2ω′
3ω

′
n+1

1
... ... ... . . . ... ...

τ 2ω′
1ω

′
n+1

τ 2ω′
2ω

′
n+1

τ 2ω′
3ω

′
n+1

· · · 0 1

1 1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ïðè ðàñøèðåíèè êàñàòåëüíîå ðàññòîÿíèå ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè èíâåðñèè èçìå�

íÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.8), à èìåííî

τ 2ω′
iω

′
j
=

(
1

σωi
(O)

)(
1

σωj
(O)

)
τ 2ωiωj

.

Íî σωi
(O) = τ 2ωi ωn+2

. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â îïðåäåëèòåëü è ïîëüçóÿñü

ëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì (1.9). 2
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Ëåììà 9. Ïóñòü ω1 è ω2 � äâå îðèåíòèðîâàííûå ñôåðû â Rn, à ñôåðà ω

êàñàåòñÿ èõ â òî÷êàõ A1 è A2. Òîãäà ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êè A1 è A2 âûñåêàåò íà ω1 è ω2 äâå ñôåðû s1 è s2, òàêèå ÷òî τs1s2 = τω1ω2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñôåðà ω îðòîãîíàëüíà ñåðåäèííîé ñôåðå ω1 è

ω2 (ñì. ñâîéñòâî 7◦ èç � 1.1), òî÷êè A1 è A2 ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Ïîýòîìó,

ïðÿìàÿ A1A2 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð O = oω1ω2
êîíóñà, îïèñàííîãî îêîëî ñôåð

ω1 è ω2. Ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü π, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A1 è A2 ïåðåñå�

êàåò ýòîò êîíóñ ïî êîíóñó ñ âåðøèíîé òîæå â òî÷êå O, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî

ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïëîñêîñòè π, è êîòîðûé îïèñàí îêîëî ñôåð s1 è s2. Òî÷�

êè B1 è B2 êàñàíèÿ ñôåð s1 è s2 ñ ëþáîé èõ îáùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ

ÿâëÿþòñÿ òàêæå òî÷êàìè êàñàíèÿ ñôåð ω1 è ω2 ñ èõ îáùåé êàñàòåëüíîé ãèïåð�

ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ B1B2 îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòè π.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî τs1s2 = |B1B2| = τω1ω2
.

2

Ëåììà 10. Ïóñòü ñôåðà ω êàñàåòñÿ ñôåð ω1, ω2 â òî÷êàõ A1 è A2. Ðàäèóñû

ýòèõ òðåõ ñôåð ðàâíû rω, rω1
, rω2

ñîîòâåòñòâåííî, τω1ω2
� ýòî êàñàòåëüíîå

ðàññòîÿíèå ñôåð ω1, ω2. Òîãäà

|A1A2| =
rω · τω1ω2√

(rω + rω1
)(rω + rω2

)
. (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü π êàñàåòñÿ ñôåð ω1 è ω2 â òî÷êàõB1 è

B2. Èç ñâîéñòâà 7◦ èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå A1B1 è A2B2 ïåðåñåêàþòñÿ

â öåíòðå O = oωπ ñåðåäèííîé ñôåðû ãèïåðïëîñêîñòè π è ñôåðû ω. À èç

ñâîéñòâà 2◦ èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà O ëåæèò íà ñôåðå ω. Òàê êàê ïðè

èíâåðñèè, ïåðåâîäÿùåé π â ω òî÷êè B1 è B2 ïåðåõîäÿò â òî÷êè A1 è A2, òî

ïî ôîðìóëå (1.1) èìååì

|A1A2| =
R2 · |B1B2|
|OB1| |OB2|

=
R

|OB1|
· R

|OB2|
τω1ω2

=

√
|OA1|
|OB1|

·

√
|OA2|
|OB2|

τω1ω2
=
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=

√
rω

rω + rω2

·
√

rω
rω + rω2

τω1ω2
.

2

Òåîðåìà 11. Ïóñòü ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωk+1 â ïðîñòðàíñòâå Rn, ãäå k 6 n, à

ñôåðà ω êàñàåòñÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωk+1 â òî÷êàõ A1, . . . , Ak+1. Òîãäà òî÷êè

A1, . . . , Ak+1 ëåæàò â (k−1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω1ω2
τ 2ω1ω3

· · · τ 2ω1ωk+1

τ 2ω1ω2
0 τ 2ω2ω3

· · · τ 2ω2ωk+1

τ 2ω1ω3
τ 2ω2ω3

0 · · · τ 2ω3ωk+1

...
...

... . . . ...

τ 2ω1ωk+1
τ 2ω2ωk+1

τ 2ω3ωk+1
· · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. “ ⇒ ” Ïóñòü òî÷êè A1, . . . , Ak+1 ëåæàò â (k − 1)-ìåðíîé

ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s1, . . . , sk+1 è s ñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòüþ ñôåð

ω1, ω2, . . . , ωk+1 è ω ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ñôåðà s òàêæå êàñàåòñÿ ñôåð

s1, . . . , sk+1 è âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðñôåðàìè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè

k − 1, òî ïî Òåîðåìå 8∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2s1s2 τ 2s1s3 · · · τ 2s1sk+1

τ 2s1s2 0 τ 2s2s3 · · · τ 2s2sk+1

τ 2s1s3 τ 2s2s3 0 · · · τ 2s3sk+1

... ... ... . . . ...

τ 2s1sk+1
τ 2s2sk+1

τ 2s3sk+1
· · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

À òàê êàê ïî Ëåììå 9 τsisj = τωiωj
, ïîëó÷àåì 1.11.

“ ⇐ ” Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ 1.11. Ïî Ëåììå 10

τ 2ωiωj
=

r2ω · |AiAj|2

(rω + rωi
)(rω + rωj

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â 1.11 è ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ ïî

ñòðîêàì è ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 |A1A2|2 |A1A3|2 · · · |A1Ak+1|2

|A1A2|2 0 |A2A3|2 · · · |A2Ak+1|2

|A1A3|2 |A2A3|2 0 · · · |A3Ak+1|2
... ... ... . . . ...

|A1Ak+1|2 |A2Ak+1|2 |A3Ak+1|2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Ïòîëåìåÿ (Òåîðåìà 5) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè

A1, . . . , Ak+1 ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé (k − 2)-ìåðíîé ñôåðå, è â ÷àñòíîñòè,

ëåæàò â (k − 1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè.

2

1.3. Ìíîãîìåðíûå öèêëèäû Äþïåíà

Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωn � îðèåíòèðîâàííûå ñôåðû â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ñôåð ω′, êàñàþùèõñÿ ω1, ω2, . . . , ωn.

Îïðåäåëåíèå 5. Öèêëèäîé Äþïåíà áóäåì íàçûâàòü îãèáàþùóþ ïîâåðõíîñòü

T ñåìåéñòâà ñôåð W. Ñôåðû ñåìåéñòâà W áóäåì íàçûâàòü âïèñàííûìè â

öèêëèäó T.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêèå ïîâåðõíîñòè âïåðâûå ðàññìîòðåë ôðàíöóç�

ñêèé ìàòåìàòèê Ê. Äþïåí [19].

Öèêëèäà Äþïåíà îáëàäàåò îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: âñå åå ëè�

íèè êðèâèçíû1 � ýòî îêðóæíîñòè. Ìíîãîìåðíûå ïîâåðõíîñòè ñ òàêèì ñâîé�

ñòâîì èçó÷àëèñü â ëèòåðàòóðå [60�63]. Â ðàáîòå [61] áûëà ïîëó÷åíà ïîëíàÿ

èõ êëàññèôèêàöèÿ, è ââèäó àíàëîãèè ìåæäó ñâîéñòâàìè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé

1 Ëèíèåé êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðîé â êàæäîé åå òî÷êå êàñàòåëü�

íàÿ íàïðàâëåíà ïî ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ.
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Ðèñ. 1.1. Öèêëèäà Äþïåíà â R3

è ñâîéñòâàìè òðåõìåðíûõ öèêëèä Äþïåíà îíè áûëè íàçâàíû ìíîãîìåðíûìè

öèêëèäàìè Äþïåíà. Íàïðèìåð, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîìåðíûå öèêëèäû

Äþïåíà ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûì îáðàçîì îäíîé èç òðåõ òèïîâ ãèïåðïîâåðõíî�

ñòåé: òîðà, êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èëè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â Òåîðåìå 2 òàêæå äàíû n ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è ðàññìàòðè�

âàþòñÿ öåïî÷êè Ýìõà, ñîñòîÿùèå èç ñôåð, êàñàþùèõñÿ ω1, ω2, . . . , ωn. Òàêèì

îáðàçîì, öåïî÷êè Ýìõà ñîñòîÿò èç ñôåð ñåìåéñòâà W. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, Òåîðå�

ìó 2 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå öèêëèäû Äþïåíà.

Òåîðåìà 2′. Ñôåðû, âïèñàííûå â öèêëèäó Äþïåíà, îáëàäàþò ñâîéñòâîì çà�

ìûêàíèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà

öèêëèä Äþïåíà.

Çàìåòèì, ÷òî n−1 ðàäèêàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïàð ñôåð ω1 è ω2, ω2 è ω3, . . . ,

ωn−1 è ωn ïåðåñåêàåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé ξ, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé èìååò

ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n-àÿ ðàäèêàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïàðû ωn è ω1 òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿ�

ìóþ ξ. Íàçîâåì ïðÿìóþ ξ ðàäèêàëüíîé îñüþ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn.
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Ïóñòü ω′
1 è ω

′
2 � äâå ïðîèçâîëüíûå ñôåðû ñåìåéñòâà W. Èç ñâîéñòâà 8◦

èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî öåíòð oω′
1ω

′
2
ñåðåäèííîé ñôåðû ω′

1 è ω
′
2 èìååò ðàâíûå

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn. Ïîýòîìó, oω′
1ω

′
2
∈ ξ.

Ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωn èìåþò äâå îáùèå êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè (âîç�

ìîæíî ìíèìûå), êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïëîñêîñòè π ðàçìåðíîñòè n −

2, ñîäåðæàùåé öåíòðû oωiωj
ñåðåäèííûõ ñôåð âñåõ ïàð ωi, ωj, i, j = 1, n.

Ïðè ýòîì, òî÷êè oωiωj
èìåþò ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ ñôåð ñåìåé�

ñòâà W. Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà π̃, íàòÿíó�

òîãî íà òî÷êè oωiωj
, i, j = 1, n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè oωiωj

íàõîäÿòñÿ â

îáùåì ïîëîæåíèè (åñëè ýòî íå òàê, òî ïðè ïîäõîäÿùåé èíâåðñèè äëÿ îáðàçîâ

ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn ýòî óæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ). Òàê êàê èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî

C 2
n > n− 1 è âñå îíè ëåæàò â ïëîñêîñòè π ðàçìåðíîñòè n− 2, òî π̃ = π.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωn � îðèåíòèðîâàííûå ñôåðû â Rn.

Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê êàñàíèÿ ñôåð ñåìåéñòâà W ñ êàæäîé èç ñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn îáðàçóåò îêðóæíîñòü. Ïëîñêîñòè ýòèõ n îêðóæíîñòåé, ïðîõî�

äÿò ÷åðåç ðàäèêàëüíóþ îñü ξ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü π � ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà òî÷êè oωiωj
, i, j = 1, n.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, dimπ = n− 2.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, äëÿ ñôåðû ω1: ìíîæåñòâî òî÷åê åå

êàñàíèÿ ñî ñôåðàìè ñåìåéñòâà W îáðàçóåò îêðóæíîñòü, ïëîñêîñòü êîòîðîé

ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ ξ. Ïóñòü ñôåðà ω′ ∈ W êàñàåòñÿ ω1 â òî÷êå x(ω′).

Ðàññìîòðèì ðàäèêàëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü p(ω′) ñôåð ω′ è ω1, êîòîðàÿ êàñà�

åòñÿ èõ â òî÷êå x(ω′). Äëÿ ïëîñêîñòè η = p(ω′) ∩ π èìååì dim η = n − 3.

Êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè η èìååò ðàâíûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ñôåðû ω1 è

âñåõ ñôåð ω′ ∈ W. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü η ïðèíàäëåæèò âñåì ãèïåðïëîñ�

êîñòÿì p(ω′), ω′ ∈ W. Ïî ïðèíöèïó ïîëÿðíîé äâîéñòâåííîñòè, òî÷êà x(ω′)

ñîïðÿæåíà îòíîñèòåëüíî ñôåðû ω1 âñåì òî÷êàì ïëîñêîñòè η. Ýòî îçíà÷àåò,
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÷òî òî÷êà x(ω′) ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ïîëÿðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé âñåõ òî÷åê

ïëîñêîñòè η. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷�

êè êàñàíèÿ ñôåðû ω1 ñ ëþáûìè äâóìÿ ñôåðàìè ω′
1, ω

′
2 ∈ W, è ñëåäîâàòåëüíî,

ñîäåðæèò èõ öåíòð ïîäîáèÿ oω′
1ω

′
2
. Ïîýòîìó, ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ ãèïåðïëîñ�

êîñòåé ñîäåðæèò ïðÿìóþ ξ. Òàê êàê dim η + dim η∗ = n− 1, à dim η = n− 3,

òî dim η∗ = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, η∗ � äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

ïðÿìóþ ξ, à òî÷êà x(ω′) ïðè ω′ ∈ W ïðîáåãàåò îêðóæíîñòü ω1 ∩ η∗.

2

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ îêîëî ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn öèêëèäà T êàñàåòñÿ

ýòèõ ñôåð âäîëü íåêîòîðûõ îêðóæíîñòåé s(ω1), s(ω2), . . . , s(ωn). Íàçîâåì èõ

îêðóæíîñòÿìè Äþïåíà.

Êàæäàÿ èç ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn êàñàåòñÿ âñåõ ñôåð ñåìåéñòâà W. Ìíîæå�

ñòâî W∗ ñôåð ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçîâåì ñîïðÿæåííûì ñåìåéñòâó W. Ïîëó�

÷àåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñôåðà ñåìåéñòâà W êàñàåòñÿ ëþáîé ñôåðû ñåìåéñòâà W∗.

Ïðåäëîæåíèå 13. Â êàæäîé òî÷êå öèêëèäû T, îïèñàííîé îêîëî ñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn â ïðîñòðàíñòâå Rn, åå êàñàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñôåðà ñåìåéñòâà W∗.

Òàêèì îáðàçîì, öèêëèäà Äþïåíà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êàñàíèÿ âñåõ ïàð

ñôåð ω′ ∈ W è ω ∈ W∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ T ñóùåñòâóåò ñôåðà ω′
x ∈ W, ïðî�

õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x. Ðàññìîòðèì åùå òðè ïðîèçâîëüíûå ñôåðû ω′
1, ω

′
2, ω

′
3

ñåìåéñòâà W. Ïî Ëåììå 1.10 ïðè ñå÷åíèè ñôåð ñåìåéñòâà W ëþáîé ïëîñêî�

ñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ ξ, ïîïàðíûå êàñàòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ ñîõðà�

íÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíè òàêèå æå, êàê è äëÿ ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îêðóæ�

íîñòü Äþïåíà s(ω1) ñôåðû ω1. Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ñôåðû ω′
x, ω

′
1, ω

′
2, ω

′
3

ïî îêðóæíîñòÿì s(ω′
x), s(ω

′
1), s(ω

′
2), s(ω

′
3), êîòîðûå âñå êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè

Äþïåíà s(ω1). Òîãäà ïî òåîðåìå Êåéçè (1.4) è äëÿ ëþáîé äðóãîé ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ ξ, â åå ñå÷åíèè ñôåð ω′
x, ω

′
1, ω

′
2, ω

′
3 áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
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òàêèå ÷åòûðå îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïÿòàÿ îêðóæíîñòü â ýòîé

ïëîñêîñòè, êàñàþùàÿñÿ èõ. Òàê è ïðè ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ πx, ïðîõîäÿùåé ÷å�

ðåç òî÷êó x è ïðÿìóþ ξ, ïîëó÷èì îêðóæíîñòè sx(ω′
x), sx(ω

′
1), sx(ω

′
2), sx(ω

′
3),

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êàñàþùàÿñÿ èõ îêðóæíîñòü sx. Ïîñêîëüêó âñå ïî�

ïàðíûå öåíòðû ïîäîáèÿ ñôåð ñåìåéñòâà W ëåæàò íà ïðÿìîé ξ, ïëîñêîñòü

πx ïåðåñåêàåò âñå ñôåðû ñåìåéñòâà W ïîä ðàâíûìè óãëàìè. Ïîýòîìó, ÷åðåç

îêðóæíîñòü sx ìîæíî ïðîâåñòè ñôåðó ωx, êîòîðàÿ, òàê æå êàê è îêðóæíîñòü

sx, êàñàåòñÿ ñôåð ω′
x, ω

′
1, ω

′
2, ω

′
3.

Òàê êàê ñôåðû ω′
1, ω

′
2, ω

′
3 áûëè âûáðàíû ïðîèçâîëüíî èç ñåìåéñòâàW, ìû

òåïåðü ôèêñèðóåì ω′
1, ω

′
2, à ñôåðà ω

′
3 ïóñòü ïðîáåãàåò âñå ñåìåéñòâî W. Ïðè

ýòîì, â ïëîñêîñòè πx ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îêðóæíîñòü sx(ω′
3) áóäåò êàñàòüñÿ

îêðóæíîñòè sx. Çíà÷èò è ñôåðà ω′
3 áóäåò âñåãäà êàñàòüñÿ ñôåðû ωx. Èíûìè

ñëîâàìè, ñôåðà ωx êàñàåòñÿ âñåõ ñôåð ñåìåéñòâà W, òî åñòü ωx ∈ W∗.

2

Ïðåäëîæåíèå 14. Ìíîæåñòâî òî÷åê êàñàíèÿ ñôåð ñåìåéñòâà W∗ ñ êàæ�

äîé ñôåðîé ω′ ∈ W ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñôåðû ω′ ñ íåêîòîðîé ãèïåðïëîñ�

êîñòüþ, òî åñòü îáðàçóåò ñôåðó ðàçìåðíîñòè n− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ êàæäîé ñôåðû ω ∈ W∗ îáîçíà÷èì òî÷êó åå êàñàíèÿ ñ ω′

÷åðåç xω. Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êå xω ê ñôåðå ω′ ïåðåñåêàåò

ðàäèêàëüíóþ îñü ξ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn â òî÷êå a. Òîãäà a � ýòî ðàäèêàëüíûé

öåíòð ñôåð ñåìåéñòâà W∗ è ñôåðû ω′. Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê xω � ýòî ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ω′ ñ ïîëÿðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ òî÷êè a

îòíîñèòåëüíî ω′.

2

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ îãèáàþò ñôåðû ñåìåéñòâàW∗ ñîâ�

ïàäàåò ñ öèêëèäîé Äþïåíà, êîòîðóþ îãèáàþò ñôåðû ñåìåéñòâà W. Äðóãèìè

ñëîâàìè, öèêëèäà Äþïåíà èìååò äâà ñåìåéñòâà W è W∗ êàñàþùèõñÿ åå ñôåð.
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Ýòè ñâîéñòâà öèêëèäû Äþïåíà ïîçâîëÿþò âûâåñòè åå óðàâíåíèå ïî óðàâíå�

íèÿì ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn.

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà öèêëèäû T, îïèñàííîé îêîëî ñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 13 åñòü ñôåðà ω′ ∈ W, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ T â

òî÷êå x. Íî ñôåðà ω′ êàñàåòñÿ òàêæå ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn, ïðè÷åì ïî Ïðåäëî�

æåíèþ 14 òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ òî÷êîé x. Òîãäà

äëÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è òî÷êè x (ñôåðû íóëåâîãî ðàäèóñà) ïî Òåîðåìå 11

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω1ω2
τ 2ω1ω3

· · · τ 2ω1ωn
τ 2xω1

τ 2ω1ω2
0 τ 2ω2ω3

· · · τ 2ω2ωn
τ 2xω2

τ 2ω1ω3
τ 2ω2ω3

0 · · · τ 2ω3ωn
τ 2xω3

... ... ... . . . ... ...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

τ 2ω3ωn
· · · 0 τ 2xωn

τ 2xω1
τ 2xω2

τ 2xω3
· · · τ 2xωn

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.12)

Ïîñêîëüêó êâàäðàò êàñàòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ τ 2xωi
òî÷êè x è ñôåðû ωi

ðàâåí ñòåïåíè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû ωi, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 15. Öèêëèäà Äþïåíà T, îïèñàííàÿ îêîëî ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn â Rn,

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 τ 2ω1ω2
. . . τ 2ω1ωn

σω1
(x)

τ 2ω1ω2
0 . . . τ 2ω2ωn

σω2
(x)

...
... . . . ...

...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

. . . 0 σωn
(x)

σω1
(x) σω2

(x) . . . σωn
(x) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (1.13)

ãäå σωi
(x) � ýòî ñòåïåíü òî÷êè x ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ñôåðû ωi.
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Ñëåäñòâèå 16. Öèêëèäà Äþïåíà, îïèñàííàÿ îêîëî ñôåð ω1, ω2, ω3 â R3, çà�

äàåòñÿ óðàâíåíèåì

t423σ
2
1(x) + t413σ

2
2(x) + t412σ

2
3(x)−

−2t212t
2
13σ2(x)σ3(x)− 2t212t

2
23σ1(x)σ3(x)− 2t213t

2
23σ1(x)σ2(x) = 0,

ãäå tij = τωiωj
, σi(x) = σωi

(x).

1.4. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà

Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωn � ïðîèçâîëüíûå îðèåíòèðîâàííûå ãèïåðñôåðû, à δ �

ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîòðèì ñôåðó ω′, êàñàþ�

ùóþñÿ ω1, ω2, . . . , ωn è ïåðåñåêàþùóþ δ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ x,y. Ïóñòü ω′
ε �

ñôåðà, áëèçêàÿ ê ω′ è òîæå êàñàþùàÿñÿ ω1, ω2, . . . , ωn. ×åðåç xε,yε îáîçíà�

÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ δ (xε áëèçêà ê x).

Ïóñòü dx è dy � ýòî îðèåíòèðîâàííûå äëèíû ìàëûõ äóã
⌣
xεx è

⌣
yεy îêðóæíî�

ñòè δ ïðè ω′
ε → ω′. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñôåðó ω′ ñëåãêà ïîøåâåëèòü, òî÷êè

åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ δ ïîäâèíóòñÿ íà dx è dy.

Îïðåäåëåíèå 6. Äàíû îêðóæíîñòü δ è n îðèåíòèðîâàííûõ ãèïåðñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn â Rn. Èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ρ : δ → R+ îïðåäåëÿåò

èíâàðèàíòíóþ ìåðó, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ ñôåð ω′ ∈ W âûïîëíÿåòñÿ

ρ(x) |dx| = ρ(y) |dy| , (1.14)

ãäå x,y � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ω′ è îêðóæíîñòè δ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äóãè
⌣
xy⊂ δ îáîçíà÷èì ÷åðåç

m(
⌣
xy) =

y∫
x

ρ(s)ds

åå ìåðó, èëè ìàññó.
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Ðàññìîòðèì öèêëèäó Äþïåíà T, îïèñàííóþ îêîëî ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn.

Öèêëèäà Äþïåíà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû êàíàëîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Ðàññìîò�

ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îêðóæíîñòü δ öåëèêîì âëîæåíà â îäèí êàíàë öèê�

ëèäû T òàê, ÷òî åå íåëüçÿ ãîìîòîïíî ñòÿíóòü â òî÷êó, íå âûõîäÿ èç íåãî. Ïëîñ�

êîñòü îêðóæíîñòè δ â òàêîì ñëó÷àå ïåðåñåêàåò öèêëèäó T ïî äâóì êðèâûì,

êîòîðûå ñ îêðóæíîñòüþ δ îáðàçóþò âëîæåííóþ ñèñòåìó êðèâûõ (îêðóæíîñòü

δ ëåæèò â êîëüöå ìåæäó íèìè). Íàçîâåì îêðóæíîñòü δ ñ òàêèì ðàñïîëîæåíè�

åì âëîæåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñÿêîì ìàëîì øåâåëåíèè ñôåðû ω′ òî÷êè x

è y äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Çíà÷èò, dx è dy âñåãäà èìåþò îäèí çíàê,

è ðàâåíñòâî (1.14) ñòàíîâèòñÿ òàêèì ρ(x)dx = ρ(y)dy. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

m(
⌣
xy) ≡ const. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñôåðû ω′ ∈ W âûðåçàþò äóãè îäèíàêîâîé

ìàññû m̃ íà îêðóæíîñòè δ. Â ÷àñòíîñòè, â ìíîãîìåðíîé òåîðåìå Ýìõà (Òåî�

ðåìà 2) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî m(
⌣

xkxk+1) = m̃ äëÿ âñåõ k. Ñëåäîâàòåëüíî,

öåïî÷êè ñôåð çàìûêàþòñÿ ÷åðåç n øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n m̃ ÿâ�

ëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì m(δ). Ýòî äîêàçûâàåò ìíîãîìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà â

ñëó÷àå âëîæåííîé îêðóæíîñòè δ. Òàêèì îáðàçîì, ñàìî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðè�

àíòíîé ìåðû âëå÷åò Òåîðåìó 2 äëÿ ñëó÷àÿ âëîæåííîé îêðóæíîñòè δ. Ñíà÷àëà

ìû äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, à çà�

òåì, â ðàçäåëå 1.7, ìû ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è îêðóæíîñòè δ.

Èòàê, ìû ïðåäñòàâëÿåì ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãî�

ìåðíîé òåîðåìû Ýìõà.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíû n îðèåíòèðîâàííûõ ñôåð ω1,

ω2, . . . , ωn, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî W ñôåð, êàñàþùèõñÿ èõ, íå ïóñòî. ×å�

ðåç σi(x) îáîçíà÷èì ñòåïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû ωi, à ÷åðåç τωiωj
�

êàñàòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñôåðàìè ωi è ωj. Òîãäà ôóíêöèÿ

ρ(x) =
1√

| det(C(x))|
, (1.15)
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ãäå C(x) =



0 τ 2ω1ω2
. . . τ 2ω1ωn

σ1(x)

τ 2ω1ω2
0 . . . τ 2ω2ωn

σ2(x)
...

... . . . ...
...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

. . . 0 σn(x)

σ1(x) σ2(x) . . . σn(x) 0


,

îïðåäåëÿåò íà âñÿêîé îêðóæíîñòè δ ∈ Rn èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îáîáùåí�

íîãî ïðîöåññà Ýìõà ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn íà îêðóæíîñòè δ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x) îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn è íå

çàâèñèò îò îêðóæíîñòè δ. Ïî Òåîðåìå 15 îíà ðàâíà +∞ íà öèêëèäå T. Îãðà�

íè÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà ëþáóþ îêðóæíîñòü îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó

íà íåé.

Èç òåîðåìû 15 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå öèêëèäû Äþïåíà èìååò âèä

λ∥x∥4 + l(x)∥x∥2 +Q(x) = 0, (1.16)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), ∥x∥2 = (x21+x
2
2+. . .+x

2
n), ìíîãî÷ëåí l(x) � ëèíåéíûé,

degQ(x) 6 2, λ ∈ R (äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 1).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Äâå àëãåáðàè÷å�

ñêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ω-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîãî÷ëåíû, çàäà�

þùèå ýòè ïîâåðõíîñòè, ñîâïàäàþò íà ω ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà.

Ëåììà 18. Ïóñòü äàíû öèêëèäà T è ñôåðà ω. Òîãäà ìíîæåñòâî êâàäðèê,

ω-ýêâèâàëåíòíûõ T, îáðàçóåò ïó÷îê, ñîäåðæàùèé ñôåðó ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öèêëèäà T çàäàíà óðàâíåíèåì (1.16), à ñôåðà ω �

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé σω(x) = ∥x∥2 + lω(x) + cω, ãäå lω(x) ëèíåéíà, cω ∈ R.

Ìíîãî÷ëåí p(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì deg(T(x)− σω(x)p(x)) 6 2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

p(x) = ∥x∥2 + (l − lω)(x) + cp , (1.17)
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ãäå l(x) èç óðàâíåíèÿ (1.16) öèêëèäû T, cp ∈ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p0(x) ìíî�

ãî÷ëåí p(x) ïðè cp = 0. Òîãäà ëþáàÿ ω-ýêâèâàëåíòíàÿ öèêëèäå T êâàäðèêà

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(T(x)− σω(x)p0(x))− cp · σω(x) = 0.

Äëÿ âñåõ cp ∈ R ìíîæåñòâî òàêèõ êâàäðèê îáðàçóþò ïó÷îê.

2

Ðàññìîòðèì öèêëèäó T, îïèñàííóþ îêîëî ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn. Ñîãëàñíî

Ïðåäëîæåíèþ 14 êàæäàÿ ñôåðà ω′ ∈ W êàñàåòñÿ öèêëèäû T â òî÷êàõ ïåðåñå�

÷åíèÿ ω′ ñ íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòüþ πω′, íà êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ëåæàò n

òî÷åê êàñàíèÿ ñôåðû ω′ ñî ñôåðàìè ω1, ..., ωn.

Ïðåäëîæåíèå 19. Äëÿ ëþáîé ñôåðû ω′ ñåìåéñòâà W öèêëèäû T(x) = 0,

ôóíêöèÿ T(x)|ω′ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ãè�

ïåðïëîñêîñòè πω′. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ òî÷åê x,y ∈ ω′

πω′(x)

πω′(y)
=

√
|T(x)|√
|T(y)|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γω′ ñôåðó (ðàçìåðíîñòè n − 2), ïî êîòî�

ðîé ñôåðà ω′ êàñàåòñÿ öèêëèäû T. Âñå êâàäðèêè, êîòîðûå ω′-ýêâèâàëåíòíû

öèêëèäå T, êàñàþòñÿ ñôåðû ω′ âäîëü ñôåðû γω′, à ïî Ëåììå 18 îíè îáðàçó�

þò ïó÷îê. Íî è êâàäðèêè, êàñàþùèåñÿ ñôåðû ω′ âäîëü ñôåðû γω′, îáðàçóþò

ïó÷îê, ñîäåðæàùèé äâîéíóþ ïëîñêîñòü πω′ (ñì. [5, ï. 16.4.10]), â êîòîðîé ëå�

æèò ñôåðà γω′. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà ïó÷êà ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, äâîé�

íàÿ ïëîñêîñòü πω′ òîæå ω′-ýêâèâàëåíòíà öèêëèäå T. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

T(x)|ω′ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ äî ïëîñêîñòè πω′.

2

Èòàê, äîêàæåì òåïåðü Òåîðåìó 17.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω′
ε � áëèçêàÿ ê ω′ ñôåðà ñåìåéñòâà W. Îáîçíà÷èì
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òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè δ ñî ñôåðîé ω′ ÷åðåç x è y, à ñî ñôåðîé ω′
ε �

÷åðåç xε è yε (xε → x, yε → y ïðè ω′
ε → ω′). Òîãäà òî÷êà zε ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ xy è xεyε èìååò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî ñôåð ω′
ε è ω

′, è

ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè πε. Òàê êàê òî÷êè

x,xε y,yε ëåæàò íà îêðóæíîñòè δ, òî △xxεzε ∼ △yεyzε. Çíà÷èò,

xxε
yyε

=
xzε
yεzε

.

Â ïðåäåëå ω′
ε → ω′ òî÷êà zε ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå z ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé xy ñ

ãèïåðïëîñêîñòüþ πω′. Ñëåäîâàòåëüíî,

dx

dy
=

xz

yz
=
πω′(x)

πω′(y)
. (1.18)

Òîãäà èç Ïðåäëîæåíèÿ 19 ïîëó÷àåì

dx√
|T(x)|

=
dy√
|T(y)|

,

à Òåîðåìà 15 íàì äàåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè T(x) öèêëèäû T(x) = 0.

Èìååì T(x) = det(C(x)), ãäå
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C(x) =



0 τ 2ω1ω2
. . . τ 2ω1ωn

σ1(x)

τ 2ω1ω2
0 . . . τ 2ω2ωn

σ2(x)
... ... . . . ... ...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

. . . 0 σn(x)

σ1(x) σ2(x) . . . σn(x) 0


.

2

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè Òåîðåìû 17. Ïîñêîëüêó

èç ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà âûâîäÿòñÿ ÷åòûðå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î

çàìûêàíèè, ìû ëåãêî ïîëó÷èì èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ íèõ.

1.4.1. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ýìõà

Ïëîñêèì àíàëîãîì öèêëèäû Äþïåíà ÿâëÿåòñÿ ïàðà îêðóæíîñòåé. À â êà÷å�

ñòâå ôóíêöèè T(x) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðîèçâåäåíèå σ0(x) · σ1(x) êâàäðà�

òè÷íûõ ôîðì ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ òåîðåìû

Ýìõà:

Òåîðåìà 20. Ïóñòü σ0(x) è σ1(x) � ñòåïåíè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæ�

íîñòåé α0 è α1. Òîãäà íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x) =
1√

|σ0(x) · σ1(x)|
(1.19)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ïðîöåññà Ýìõà îòíîñèòåëüíî α0 è α1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îêðóæíîñòü ω ïðîáåãàåò ñåìåéñòâîW îêðóæíîñòåé,

êàñàþùèõñÿ α0 è α1 îïðåäåëåííûì îáðàçîì, òî îíà âûñåêàåò íà îêðóæíîñòè

δ äóãó
⌣
xy, èçìåíÿþùóþñÿ ïî çàêîíó

ρ(x)|dx| = ρ(y)|dy|,

ãäå dx è dy � îðèåíòèðîâàííûå äëèíû ìàëûõ äóã, êîòîðûå çàìåòàþò òî÷êè

x è y. Äëÿ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé (ðèñ. 1.2) ýòè äóãè âñåãäà èìåþò îäíó
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Ðèñ. 1.2. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû Ýìõà.

îðèåíòàöèþ è òîãäà ρ(x)|dx| = ρ(y)|dy|. Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

µ(
⌣
xy) =

∫
⌣
xy

dx√
|σ0(x) · σ1(x)|

= const := cδ.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèå ïðîöåññà Ýìõà ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî, êî�

ãäà ncδ ∈ N. Ýòî èíâàðèàíòíîå äëÿ âñåõ öåïî÷åê Ýìõà óñëîâèå âëå÷åò òåîðåìó

Ýìõà äëÿ ñëó÷àÿ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé. Îáùèé ñëó÷àé ìû ðàññìîòðèì â

Ðàçäåëå 1.7.

1.4.2. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû Ïîíñåëå

Íîðìèðóåì ìåðó

µ(A) =
1

c

∫
A

dx√
|σα(x)σβ(x)|

(1.20)

âçÿâ â êà÷åñòâå c èíòåãðàë
∫
δ

dl√
|σα(x)σβ(x)|

ïî âñåé îêðóæíîñòè δ.

Åñëè îêðóæíîñòü α êîíöåíòðè÷íà ñ δ, òî ñòåïåíü σα(x) îäíà è òà æå

äëÿ âñåõ x ∈ δ è åå ìîæíî âûíåñòè çà çíàêè îáîèõ èíòåãðàëîâ è ñîêðàòèòü.

Òîãäà ïîëó÷èì
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µ(A) =

∫
δ

dl√
|σβ(x)|

−1 ∫
A

dl√
|σβ(x)|

. (1.21)

Óñòðåìèì ðàäèóñ îêðóæíîñòè α ê áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà îòîáðàæåíèå Ýì�

õà íà îêðóæíîñòè δ ïåðåéäåò â îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå îòíîñèòåëüíî îêðóæíî�

ñòè β, äëÿ êîòîðîãî ìåðà (1.21) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òåî�

ðåìà Ýìõà ñòàíîâèòñÿ òåîðåìîé Ïîíñåëå (äëÿ îêðóæíîñòåé), à ìåðà µ ñòàíî�

âèòñÿ ìåðîé ßêîáè-Áåðòðàíà. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ìåðû

ßêîáè-Áåðòðàíà ñëåäóåò èç òåîðåìû 20.

1.4.3. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû Øòåéíåðà

Åñëè îêðóæíîñòü δ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó {α0, α1}, òî ôóíêöèè σ0(x) è

σ1(x) ïðîïîðöèîíàëüíû íà δ: σ0(x) = cσ1(x), x ∈ δ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(x) =
c1

σ0(x)
.

Ïóñòü òåïåðü δ � ýòî ñåðåäèííàÿ îêðóæíîñòü {α0 è α1}, ò. å. α0 è α1 èíâåðñíû

îòíîñèòåëüíî δ. Çíà÷èò, δ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó {α0, α1}. Ïîñêîëüêó δ ñîäåð�

æèò òî÷êè êàñàíèÿ ñîñåäíèõ îêðóæíîñòåé öåïî÷åê Øòåéíåðà, ìû ïîëó÷àåì

òåîðåìó Øòåéíåðà.

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû Øòåéíåðà îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíà ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α0.

1.4.4. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû î çèãçàãå

Åñëè α0 è α1 êîíöåíòðè÷íû, òî òåîðåìà Ýìõà ïðåâðàùàåòñÿ â òåîðåìó

î çèãçàãå äëÿ îêðóæíîñòåé δ è α (îêðóæíîñòü α èìååò ðàäèóñ r =
r0 + r1

2
è

êîíöåíòðè÷íà α0, α1), à äëèíà ïðûæêà ðàâíà l =
|r1 − r0|

2
.
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Ìåðà ρ(·) íà îêðóæíîñòè δ â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ ìåðîé Áëýêà-Õîóë�

ýíäà b(·) äëÿ òåîðåìû î çèãçàãå [54]. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

b(x) =
1

|(x− c0)× (x− z)|
, (1.22)

ãäå x ∈ δ, à òî÷êà z ∈ α òàêîâà, ÷òî |x−z| = l. Èíûìè ñëîâàìè, 1/b(x) � ýòî

óäâîåííàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x = |x− c0|,
r1 + r0

2
è

|r1 − r0|
2

(ðèñ. 1.3). Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà

1

b(x)
=

1

2

√
(r1 + x)(r1 − x)(x+ r0)(x− r0) =

1

2

√
(r21 − x2)(x2 − r20) =

=
1

2

√
−σ1(x) · σ0(x) .

Çíà÷èò, b(x) = 2ρ(x) äëÿ âñåõ x ∈ δ. Òàêèì îáðàçîì, ìåðà Áëýêà-Õîóëýíäà

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ρ(·), êîãäà îêðóæíîñòè α0 è α1 êîíöåíòðè÷íû.

Ðèñ. 1.3. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ òåîðåìû î çèãçàãå

Òåîðåìà 20 äàåò íàì ÿâíûé (â îòëè÷èå îò 1.22) âèä èíâàðèàíòíîé ìåðû

äëÿ çèãçàã ïðîöåññà:
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Òåîðåìà 21. Ïóñòü íà îêðóæíîñòè δ çàäàí çèãçàã ïðîöåññ ζ : x → x′ c

ðàññòîÿíèåì l è âòîðîé îêðóæíîñòüþ α ðàäèóñà R è öåíòðîì â òî÷êå O.

Ò.å. òî÷êå x ∈ δ îòîáðàæåíèå ζ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òàêóþ òî÷êó

x′ ∈ δ, ÷òî íà îêðóæíîñòè α åñòü òî÷êà z, ðàâíîóäàëåííàÿ íà ðàññòîÿíèå

l îò òî÷åê x è x′. Òîãäà ìåðà

ρ(x) =
1√

|Ox2 − (R− l)2| · |Ox2 − (R + l)2|
.

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ζ.

1.5. Îáîáùåíèå ïðèíöèïà Ýìõà íà öèêëèäû Äàðáó

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 17, ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî óðàâíåíèå

öèêëèäû Äþïåíà èìååò âèä

λ∥x∥4 + l(x) · ∥x∥2 +Q(x) = 0, (1.23)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), ∥x∥2 = (x21 + x22 + . . . + x2n), λ ∈ R, ôóíêöèÿ l(x)

ëèíåéíà, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà degQ(x) 6 2.

Íà ñàìîì äåëå, óðàâíåíèÿ âèäà 1.23 îïèñûâàþò áîëåå øèðîêèé êëàññ ïî�

âåðõíîñòåé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ öèêëèäàìè Äàðáó. Öèêëèäû Äàðáó îáëàäà�

þò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè [20,21]. Îäíî èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ëþáîé öèêëèäû èìåþòñÿ ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé [22].

Òàêèõ ñåìåéñòâ ìîæåò áûòü öåëûõ øåñòü [23], õîòÿ äëÿ ðàçíûõ öèêëèä èõ êî�

ëè÷åñòâî ìîæåò áûòü äðóãèì. Íàïðèìåð, íà ñòàíäàðòíîì òîðå èõ ÷åòûðå:

êðîìå äâóõ î÷åâèäíûõ åñòü åùå äâà ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé Âèëàðñî [5].

Ïðè ýòîì, ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé íà öèêëèäàõ Äàðáó áûâàþò äâóõ òè�

ïîâ: ïàðíûå è îäèíî÷íûå [22]. Ïàðíûå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé îáëàäàþò òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ îêðóæíîñòü îäíîãî

èç íèõ, ïåðåñåêàåò öèêëèäó ïî åùå îäíîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
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Ðèñ. 1.4. Öèêëèäà Äàðáó ñ 6 ñåìåéñòâàìè îêðóæíîñòåé.

âòîðîìó ñåìåéñòâó. Íàïðèìåð, ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé Âèëàðñî íà òîðå îá�

ðàçóþò ïàðó. À äëÿ îäèíî÷íîãî ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé íà öèêëèäå Äàðáó

ëþáàÿ ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ åãî îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò öèêëèäó

ïî íåêîòîðîé äðóãîé îêðóæíîñòè ýòîãî æå ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì, äëÿ êàæäîé

îêðóæíîñòè îäèíî÷íîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóåò ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ öèêëèäû

âäîëü ýòîé îêðóæíîñòè. Öèêëèäû, ó êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäíî îäèíî÷íîå

ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, íàçûâàþòñÿ êàíàëîâûìè. Íàïðèìåð, öèêëèäà Äþïå�

íà ÿâëÿåòñÿ êàíàëîâîé: ñôåðû ñåìåéñòâà W êàñàþòñÿ åå âäîëü îêðóæíîñòåé,

êîòîðûå îáðàçóþò îäèíî÷íîå ñåìåéñòâî.2

Òàêèì îáðàçîì, òàê æå êàê è ó öèêëèä Äþïåíà, ó êàíàëîâûõ öèêëèä

Äàðáó èìååòñÿ ñåìåéñòâî âïèñàííûõ â íèõ ñôåð. Äëÿ íèõ îêàçûâàåòñÿ âåðíûì

àíàëîãè÷íîå Òåîðåìå 2′ óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 22. Ñôåðû, âïèñàííûå â êàíàëîâóþ öèêëèäó Äàðáó, îáëàäàþò ñâîé�

ñòâîì çàìûêàíèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ýòîé òåîðåìû èìååò òàêîé æå âèä, êàê è äëÿ ìíî�

2 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè öèêëèäà Äàðáó äâàæäû êàíàëîâàÿ, ò.å. èìååò äâà îäèíî÷íûõ ñåìåéñòâà

îêðóæíîñòåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëèäîé Äþïåíà.

59



ãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà: ρ(x) =
1

T(x)
, ãäå T(x) = 0 � óðàâíåíèå öèêëèäû

Äàðáó. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ òàêèì æå (ñì. Ðàçäåë 1.4). Áîëåå òîãî, îíî

ïîäõîäèò äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ïîëó�

÷àåòñÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïëîñêèì àíàëîãîì öèêëèä Äàðáó ÿâëÿþòñÿ òàê

íàçûâàåìûå öèêëèêè.

1.5.1. Òåîðåìà Ýìõà äëÿ öèêëèê

Öèêëèêà � ýòî ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îïðå�

äåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

F (x1, x2) = λ(x21 + x22)
2 + (x21 + x22) ℓ(x1, x2) + Q(x1, x2) = 0 ,

ãäå ℓ � ýòî ëèíåéíàÿ ôîðìà è Q � ìíîãî÷ëåí íå áîëåå ÷åì âòîðîé ñòåïåíè.

Ïàðà îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ öèêëèêîé, íî íå íàîáîðîò.

Ïðîèçâîëüíàÿ êîíèêà òîæå ÿâëÿåòñÿ öèêëèêîé. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà öèêëèê

ìîæíî íàéòè â [21, Ãë. 4, ï. 2]. Íèëîâ â [49] äîêàçàë, ÷òî òåîðåìà Ýìõà îñòà�

åòñÿ âåðíîé ïðè çàìåíå ïàðû îêðóæíîñòåé α0, α1 ïðîèçâîëüíîé öèêëèêîé Γ.

Â ýòîì ñëó÷àå, âñå îêðóæíîñòè ωk èìåþò äâîéíîå êàñàíèå (ò.å. äâå òî÷êè

êàñàíèÿ) ñ Γ.

Ñ ó÷åòîì êîìïëåêñíûõ êàñàíèé, ñóùåñòâóåò ÷åòûðå ñåìåéñòâà îêðóæíî�

ñòåé, äâàæäû êàñàþùèõñÿ Γ, âñå ωk ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç íèõ [21]. Äîêà�

çàòåëüñòâî â [49] ãåîìåòðè÷åñêîå è îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Ïîíñåëå äëÿ êîíèê.

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äàåò íàì âîçìîæíîñòü äàòü íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 20 ′. Ôóíêöèÿ ρ(x) = 1/
√

|F (x)| ïîðîæäåííàÿ öèêëèêîé

Γ = {x ∈ R2 |F (x) = 0} îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà ëþáîé îêðóæ�

íîñòè ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 1.5. Òåîðåìà Ýìõà äëÿ öèêëèê

1.6. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ýìõà íà ïó÷êè îêðóæíîñòåé

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé âëî�

æåííûõ îêðóæíîñòåé. Îáùèé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ â Ðàçäåëå 1.7. Êðîìå òîãî,

ãîâîðÿ î êàñàíèè îêðóæíîñòåé, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè

îðèåíòèðîâàííûå. Ýòî ïîìîæåò èçáåæàòü óòî÷íåíèÿ êàæäûé ðàç èíäåêñîâ

êàñàíèÿ. ×åðåç ci, ri, è fi(x) = |x − ci| − r2i îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî öåí�

òðû îêðóæíîñòåé αi, èõ ðàäèóñû, è ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî αi, i = 0, 1. Äëÿ

öåïî÷êè îêðóæíîñòåé {ωk}k∈N, îáîçíà÷èì ÷åðåç xk,xk+1 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

îêðóæíîñòè ωk ñ δ è ÷åðåç tk0, t
k
1 � òî÷êè èõ êàñàíèÿ ñ α0 è α1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìåðà ρ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû Ýìõà ñ îäíîé ïàðû

îêðóæíîñòåé (α0, α1) íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (α
(k)
0 , α

(k)
1 )k∈N,

ãäå âñå îêðóæíîñòè α
(k)
i áåðóòüñÿ èç îäíîãî ïó÷êà îêðóæíîñòåé Ai. Òàêîå

îáîáùåíèå äëÿ òåîðåìû Ïîíñåëå èçâåñòíî, îíî áûëî äîêàçàíî ñàìèì Ïîíñå�

ëå [1] (ñì. òàêæå [5,14]). Ïîõîæåå îáîáùåíèå äëÿ òåîðåìû Ýìõà ïîëó÷åíî â [8].
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Ïóñòü A0,A1 � äâà ïðîèçâîëüíûõ ïó÷êà îêðóæíîñòåé, êîòîðûå îáà ñîäåðæàò

îêðóæíîñòü δ. Âîçìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(k)
0 }k∈N ⊂ A0 è

{α(k)
1 }k∈N ⊂ A1.

Ïðåäëîæåíèå 23. Âñå ïàðû (α
(k)
0 , α

(k)
1 ), k ∈ N, ïîðîæäàþò èíâàðèàíòíûå

ìåðû íà îêðóæíîñòè δ, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ìåðå ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (k)i îáîçíà÷àåò ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè α(k)
i , i = 0, 1. Èç òîãî, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü ïðèíàäëåæèò ïó÷êó

{δ, α(1)
i }, ñëåäóåò, ÷òî f (k)i = (1− ti,k)fδ + ti,kf

(1)
i , äëÿ íåêîòîðîãî ti,k ∈ R̄. Äëÿ

âñåõ x ∈ δ, èìååì fδ(x) = 0, è çíà÷èò, f (k)0 (x)f
(k)
1 (x) = t0,kt1,kf

(1)
0 (x)f

(1)
1 (x),

ò.å. ìåðû, ïîðîæäåííûå k-îé ïàðîé è ïåðâîé ïàðîé îêðóæíîñòåé, ïðîïîðöèî�

íàëüíû íà δ.

2

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííûõ ïó÷êîâ A0,A1, ñîäåðæàùèõ îêðóæíîñòü δ,

êàæäàÿ ïàðà (α0, α1) ∈ A0 × A1 ïîðîæäàåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó, è âñå ýòè

ìåðû ïðîïîðöèîíàëüíû íà δ. Ýòî âëå÷åò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Ýìõà.

Ïóñòü
(
α
(k)
0 , α

(k)
1

)
∈ A0 ×A1, k ∈ N � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ öåïî÷êó Ýìõà îêðóæíîñòåé {ωk}k∈N,

ãäå ωk êàñàåòñÿ k-îé ïàðû. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè ω1

ìû èìååì ωn+1 = ω1, òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ω1,

êàñàþùåéñÿ ïåðâîé ïàðû (ðèñ. 1.6).

Òåîðåìà 24 (Â. Þ. Ïðîòàñîâ [8]) Ïóñòü åñòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî�

îñíûõ îêðóæíîñòåé {α(k)
0 }k∈N ∈ A0 è {α(k)

1 }k∈N ∈ A1, ïðè÷åì ïó÷êè A0

è A1 èìåþò îáùóþ îêðóæíîñòü δ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêðóæíî�

ñòåé {ωk}k∈N, ãäå ωk êàñàåòñÿ k-îé ïàðû, îáëàäàþò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ

íà îêðóæíîñòè δ.

Áîëåå òîãî, ïîñëå ïðîèçâîëüíîãî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ïàð
(
α
(1)
0 , α

(1)
1

)
, . . . ,
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Ðèñ. 1.6. Òåîðåìà Ýìõà äëÿ ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé(
α
(n)
0 , α

(n)
1

)
, ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðåæíåìó áóäóò çàìûêàòüñÿ ÷åðåç n

øàãîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî áóêâàëüíî òàêîå æå, êàê è äëÿ òåîðåìû Ýìõà.

Çàìûêàíèå ïîñëå nøàãîâ èìååò ìåñòî áûòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà

ìàññ n äóã
⌣

x1x2, . . . ,
⌣

xnxn+1 îêðóæíîñòè δ, êîòîðûå âûðåçàþò îêðóæíîñòè ωk,

ðàâíà öåëîìó êðàòíîìó îáùåé ìàññû îêðóæíîñòè δ. Ýòî ðàâåíñòâî íå çàâèñèò

íè îò íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè ω1 (â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìåðû), íè îò ïîðÿäêà

îêðóæíîñòåé (â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ).

Íåñêîëüêî ñëåäñòâèé ìîæíî ñäåëàòü èç Ïðåäëîæåíèÿ 23 äàæå åñëè öå�

ïî÷êà îêðóæíîñòåé íå çàìûêàåòñÿ. Îíè îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì

íàáëþäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 25. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû Ýìõà, äëÿ êàæäîãî m̃ > 0,

âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âñå îêðóæíîñòè ω, êîòîðûå âûðåçàþò íà δ

äóãè îäíîé è òîé æå ìàññû m̃ (ïîðîæäåííîé ìåðîé ρ(x) = 1/
√

|f0(x)f1(x)|)

è êàñàþùèåñÿ α0 ñ äàííûì èíäåêñîì, êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè
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èç ïó÷êà A1 = {δ, α1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ω, ïó÷îê A1 ñîäåðæèò åäèí�

ñòâåííóþ îêðóæíîñòü α′
1, êàñàþùóþñÿ ω ñ äàííûì èíäåêñîì. Ñîãëàñíî Ïðåä�

ëîæåíèþ 23, ìåðà ρ èíâàðèàíòíà äëÿ ïàðû (α0, α
′
1). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îêðóæ�

íîñòè ω′, êàñàþùèåñÿ ýòîé ïàðû ñ äàííûì èíäåêñîì, âûðåçàþò îäíó è òó æå

ìàññó m íà δ.

2

Ñëåäñòâèå 26. Ïóñòü åñòü äâå öåïî÷êè îêðóæíîñòåé {ωk}k∈N è {ω′
k}k∈N,

êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòåé α0, α1 ñ äàííûì èíäåêñîì è èìåþùèõ îäíî è òî

æå íàïðàâëåíèå. Ïóñòü ωk è ω
′
k ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü δ â òî÷êàõ xk,xk+1

and x′
k,x

′
k+1 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γk îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ�

ùóþ ÷åðåç òî÷êè xk è x′
k è êàñàþùóþñÿ α0 ñ ôèêñèðîâàííûì èíäåêñîì. Òî�

ãäà âñå γk êàñàþòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè èç ïó÷êà A1 = {δ, α1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå äóãè
⌣

xkx
′
k îêðóæíîñòè δ èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó. Ïðè�

ìåíåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 25 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2

Ñëåäñòâèå 27. Ïóñòü {ωk}k∈N � öåïî÷êà îêðóæíîñòåé, êàñàþùàÿñÿ α0, α1

è ïóñòü ωk ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü δ â òî÷êàõ xk,xk+1. Ôèêñèðóåì r ∈ N

è äëÿ êàæäîãî k ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç xk è xk+r è

êàñàþùóþñÿ α0 ñ çàäàííûì èíäåêñîì. Òîãäà âñå ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ

îäíîé îêðóæíîñòè αr ∈ A1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèìåíÿåì Ñëåäñòâèå 26 äëÿ ω′
k = ωk+r.

2

Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñëåäñòâèå àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó äèàãîíàëåé ìíîãî�

óãîëüíèêà Ïîíñåëå [5]: Åñëè êðèâîëèíåéíàÿ ëîìàíàÿ âïèñàíà â îêðóæíîñòü δ
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è åå ñòîðîíû êàñàþòñÿ ïàðû îêðóæíîñòåé α0, α1, òî âñå åå äèàãîíàëè ïîðÿä�

êà r, êàñàþùèåñÿ α0, êàñàþòñÿ òàêæå íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè

èç ïó÷êà A1 = {δ, α1}.

1.7. Äîêàçàòåëüñòâî ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà ñ

ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàñïðîñòðàíèì äîêàçàòåëüñòâî ìíîãîìåðíîé òåîðåìû

Ýìõà íà îáùèé ñëó÷àé âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð.

Êàê ìû îòìå÷àëè â Ðàçäåëå 1.4, ñàìî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìå�

ðû âëå÷åò ìíîãîìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà (Òåîðåìà 2) äëÿ òåõ îêðóæíîñòåé δ,

êîòîðûå âëîæåíû â öèêëèäó T, îïèñàííóþ îêîëî ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn. Â ýòîì

ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëû dx è dy â (1.14) âñåãäà èìåþò îäèí çíàê è äëÿ ìàëîãî

øåâåëåíèÿ öåïî÷êè ñôåð {ω′
k} èìååì

ρ(xk)dxk = ρ(xk+1)dxk+1, k ∈ N.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äâóõ öåïî÷åê Ýìõà

{ω′
k} è {ω′′

k} âûïîëíÿåòñÿ

m(
⌣

xkx
′
k) ≡ const, k ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè,

m(
⌣

x1x
′
1) = m(

⌣

xn+1x
′
n+1). (1.24)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè xn+1 = x1, òî x′
n+1 = x′

1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü�

ñòâî. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ïðè èçìåíåíèè ñôåðû ω′
1 òî÷êè {xk}k∈N ìîãóò

äâèãàòüñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ è ðàâåíñòâî (1.24) äëÿ xn+1 = x1 ìîæåò

âûïîëíÿòüñÿ è òîãäà, êîãäà òî÷êè x′
1 è x′

n+1 ðàâíîóäàëåíû îò x1 (â ñìûñëå

ìåðû m(·)) â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 2 â
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îáùåì ñëó÷àå, ìû äîëæíû èçìåíèòü èíâàðèàíò ρ(x)|dx| òàê, ÷òîáû ó÷åñòü

çíàê äèôôåðåíöèàëà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëåêñà a1a2 . . .an+1 â Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç

τ(a1a2 . . .an+1) åãî îðèåíòàöèþ. ×òîáû èçáåæàòü ðàññìîòðåíèÿ äâóõ ñëó÷àåâ,

ìû ñäåëàåì ñëåäóþùåå äîïóùåíèå:

Ñîãëàøåíèå 1. Ñôåðà ω′
1 ëåæèò âíóòðè ω1.

Ýòî äîïóùåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, îíî âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî

ïóòåì ïîäõîäÿùåé èíâåðñèè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ω′
1 ëåæèò âíóòðè ω1,

òî è ω′
2 ëåæèò âíóòðè (òàê êàê îíà ïåðåñåêàåò ω

′
1), è ω

′
3, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,

ñîãëàøåíèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ω′
k} ðàñïîëîæåíà âíóòðè

ω1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðà ω1 êàñàåòñÿ ëþáûõ äâóõ ñôåð ω′
i è ω

′
j ñ èíäåêñîì 0.

Íî ïîñêîëüêó âñå ñôåðû îðèåíòèðîâàíû, òî òîãäà è îñòàëüíûå ñôåðû ω2, . . . ,

ωn êàñàþòñÿ ω′
i è ω

′
j ñ èíäåêñîì 0.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü äàíû ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωn â Rn è îêðóæíîñòü δ, íå

ëåæàùàÿ íè íà îäíîé èç íèõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåïî÷êè ñôåð {ω′
k}k∈N, êà�

ñàþùèõñÿ ω1, ω2, . . . , ωn, ìû èìååì

τ(xkt
k
1t
k
2 . . . t

k
n) ρ(xk) dxk ≡ const, k ∈ N.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 28 íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ôàê�

òà. Ïåðâûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèÿ 1.18. Â îáùåì ñëó÷àå âçàèì�

íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è îêðóæíîñòè δ ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè�

íèìàåò íåìíîãî äðóãîé âèä: ∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ = πω′(x)

πω′(y)
.

Èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëÿ ïîçâîëÿåò ñëåäóþùåå
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Ïðåäëîæåíèå 29. Ïóñòü ñôåðà ω′ ∈ W ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü δ â òî÷�

êàõ x è y è êàñàåòñÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn â òî÷êàõ t1, t2, . . . , tn. Òîãäà

dy

dx
= − τ(yt1 . . . tn)

τ(xt1 . . . tn)
· πω

′(y)

πω′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü πω′, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè

t1, t2, . . . , tn, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ xy â òî÷êå z. Ðàññìîòðèì ñôåðó ω′
ε ∈ W,

áëèçêóþ ê ω′. Ïóñòü πε � èõ ðàäèêàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, z : = xy ∩ xεyε.

Òîãäà ïðè ω′
ε → ω′ èìååì òàêæå πε → πω′, zε → z.

Åñëè òî÷êà z ïðèíàäëåæèò îòðåçêó xy, òî è òî÷êà zε ïðèíàäëåæèò

îòðåçêó xy äëÿ ω′
ε, áëèçêèõ ê ω′. Çíà÷èò, õîðäû xy è xεyε îêðóæíîñòè δ

ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè íåå è äóãè
⌣
xxε è

⌣
yyε èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êè x è y, â ýòîì ñëó÷àå, ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû

îò ãèïåðïëîñêîñòè t1 . . . tn è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñû xt1 . . . tn è yt1 . . . tn

ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàíû. Òàêèì îáðàçîì,

dy

dx
=

πω′(y)

πω′(x)
= − τ(yt1 . . . tn)

τ(xt1 . . . tn)
· πω

′(y)

πω′(x)
.

Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà z ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà xy ðàçáèðàåòñÿ àíà�

ëîãè÷íî.

2

Ëåììà 30. Ïóñòü ÷åðåç òî÷êó m ∈ Rn ïðîõîäÿò äâå ñôåðû η è ν, à ñôå�

ðû ω1, ω2, . . . , ωn êàñàþòñÿ èõ ñ èíäåêñîì 0 â òî÷êàõ t1, . . . tn è s1, . . . sn

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

τ(mt1 . . . tn) = −τ(ms1 . . . sn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîé ñôåðû η è

ν. Åå öåíòð oην íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ siti, i = 1, n. Ïîñêîëü�

êó ñôåðû η è ν ïåðåñåêàþòñÿ, à ñôåðû ω1, ω2, . . . , ωn êàñàþòñÿ èõ ñ èíäåêñîì 0,
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òî öåíòð oην ýòîé èíâåðñèè ëåæèò âíå ñôåð η è ν. Ñëåäîâàòåëüíî îðèåíòàöèè

ñôåð η è ν ïðè ýòîé èíâåðñèè èçìåíÿòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Çàìåòèì, ÷òî

ýòà èíâåðñèÿ ïåðåâîäèò òî÷êè m, t1, . . . , tn â òî÷êè m, s1, . . . , sn. À èç òîãî,

÷òî îðèåíòàöèÿ ñôåðû èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ âïèñàííîãî â íåå ñèìïëåêñà,

ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëåêñû mt1 . . . tn è ms1 . . . sn èìåþò ðàçíûå îðèåíòàöèè.

2

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 28. Ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 17

è èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 29 äëÿ x = xk,y = xk+1, ïîëó÷àåì, ÷òî

τ(xkt
k
1t
k
2 . . . t

k
n)ρ(xk)dxk = −τ(xk+1t

k
1t
k
2 . . . t

k
n)ρ(xk+1)dxk+1.

Ðàíåå ìû çàìåòèëè, ÷òî èç ñîãëàøåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ñôåðû ω1, . . . , ωn êàñà�

þòñÿ ëþáûõ äâóõ ñôåð ω′
i è ω

′
j öåïî÷êè {ω′

k} ñ èíäåêñîì 0. Òîãäà ïðèìåíÿÿ

Ëåììó 30 ê ñôåðàì η = ωk, ν = ωk+1 è òî÷êå m = xk+1 ïîëó÷àåì

τ(xk+1t
k
1t
k
2 . . . t

k
n) = −τ(xk+1t

k+1
1 tk+1

2 . . . tk+1
n ).

2

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ìíîãîìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà â îáùåì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà. Ïóñòü íàøëàñü öåïî÷êà ñôåð

{ω′
k}, êîòîðàÿ çàìûêàåòñÿ ÷åðåç r øàãîâ. Ðàññìîòðèì ìàëîå øåâåëåíèå öåïî÷�

êè îêðóæíîñòåé {ω′
k}, êîòîðîå ïåðåìåùàåò åå â öåïî÷êó {ω′′

k}. Îðèåíòàöèè

âñåõ ñèìïëåêñîâ xkt
k
1t
k
2 . . . t

k
n, k = 1, . . . , r + 1, íå ìåíÿþòñÿ, åñëè øåâåëåíèå

äîñòàòî÷íî ìàëîå. Òàê êàê ω′
r+1 = ω′

1, òî òî÷êè xr+1, t
r+1
1 , . . . , tr+1

n ñîâïàäàþò

ñ x1, t
1
1, . . . , t

1
n ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

τ(xr+1t
r+1
1 . . . tr+1

n ) = τ(x1t
1
1 . . . t

1
n),

è òîãäà ïî Òåîðåìå 28

ρ(xr+1)dxr+1 = ρ(x1)dx1.
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

m(xr+1x
′
r+1) = m(x1x

′
1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x′
r+1 = x′

1.

Ìû âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî x′
r+1 = x′

1 ëîêàëüíî óñòîé÷èâî (ïðè ìàëûõ

øåâåëåíèÿõ). Èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò åãî òîæäåñòâåííîñòü.

2

1.8. Ñâÿçü òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê ñ òåîðåìîé Ýìõà

Ïî Ëåììå 18, öèêëèêà íà ëþáîé îêðóæíîñòè ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé

êîíèêå. Áîëåå òîãî, åñëè öèêëèêà Γ è îêðóæíîñòü δ ôèêñèðîâàíû, âñå òà�

êèå êîíèêè îáðàçóþò ïó÷îê Q. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ρ =

1/
√

|F |, ïîðîæäåííàÿ öèêëèêîé Γ íà îêðóæíîñòè δ, ñîâïàäàåò ñ ìåðîé ßêîáè�

Áåðòðàíà 1/
√

|q|, ïîðîæäåííîé íåêîòîðîé êîíèêîé èç ïó÷êà Q. Ñëåäîâàòåëü�

íî, Q ñîäåðæèò êîíèêó γ, êàñàþùóþñÿ âñåõ ïðÿìûõ xkxk+1, k ∈ N, ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ öåïî÷êå îêðóæíîñòåé {ωk}. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ýìõà ñëåäóåò

èç òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê δ è γ.

Õðàøêî [56] áûëî âïåðâûå çàìå÷åíî, ÷òî òåîðåìà î çèãçàãå ìîæåò áûòü

âûâåäåíà èç òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê. Çàòåì, â [48] ýòîò ðåçóëüòàò áûë

ðàñïðîñòðàíåí íà òåîðåìó Ýìõà è â [49] � íà öèêëèêè. Äîêàçàòåëüñòâà â ýòèõ

ðàáîòàõ ðàçëè÷íû è íåòðèâèàëüíû. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå

ñëåäñòâèÿ òîãî, ÷òî öèêëèêà ýêâèâàëåíòíà íà îêðóæíîñòè íåêîòîðîé êîíèêå.

Áîëåå òîãî, ìîæíî íàéòè òàêóþ êîíèêó γ ÿâíî. Èìååì F (x) = f0(x)f1(x),

ãäå ìíîãî÷ëåí fi(x) = x21+ x22+ ℓi(x1, x2) + ci = 0 � ýòî ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè αi, i = 0, 1. Ïðèìåíÿÿ (1.17) ìû âèäèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(x) =

x21 + x22 + ℓp(x1, x2) + cp óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ℓp + ℓ δ = ℓ0 + ℓ1. Êîíèêà

γ, òàêèì îáðàçîì, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì q(x) = (f0f1− pf δ)(x) = 0. Óïðîùàÿ,
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ìû ïîëó÷àåì

q(x) =
(
ℓ0(x) + c0

) (
ℓ1(x) + c1

)
−
(
ℓ δ(x) + cδ

) (
ℓp(x) + cp

)
+

+
(
x21 + x22

) (
c0 + c1 − cδ − cp

)
, (1.25)

ãäå ℓp = ℓ0 + ℓ1 − ℓδ, è ïàðàìåòð cp íàõîäèòñÿ èç óñëîâèé êàñàíèÿ.

Îáðàòíûé âûâîä òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëèçîâàí. Åñëè ìû èìååì

îêðóæíîñòü δ è êîíèêó γ, òî ìîæíî íàéòè ôóíêöèîíàëû ℓ0, ℓ1, ℓp è êîíñòàíòû

c0, c1, cp òàêèå ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ℓ0 + ℓ1 = ℓp + ℓδ è (1.25). Òàêèì

ïóòåì ìû íàõîäèì îêðóæíîñòè α0, α1 òàêèå ÷òî âñå õîðäû xkxk+1, k ∈ N,

â òåîðåìå Ýìõà êàñàþòñÿ γ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà Ýìõà âëå÷åò òåîðåìó

Ïîíñåëå äëÿ îêðóæíîñòè è êîíèêè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñëó÷àþ äâóõ êîíèê (ñ

ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ïðîåêöèè).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ êîíèê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýìõà.
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Ãëàâà 2

Óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà ïó÷êà êîíèê è áîëüøàÿ

òåîðåìà Ïîíñåëå

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ïîí�

ñåëå áîðåëåâñêèå ìåðû íà êîíèêàõ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïó÷êà êîíèê ñóùå�

ñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êàæäîé êîíè�

êè ýòîãî ïó÷êà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ìåðû ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî

áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå. Òàêæå ïðèâåäåíî ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòíûõ

áîðåëåâñêèõ ìåð.

2.1. Ââåäåíèå

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëà ïîñòðîåíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ìíîãîìåðíîé

òåîðåìû Ýìõà, èç êîòîðîé êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷àþòñÿ èíâàðèàíòíûå

ìåðû äëÿ ÷åòûðåõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåìû î çàìûêàíèè. Ñ ïîìîùüþ íîâîé

ìåðû ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î çàìûêàíèè. Äëÿ òåîðåìû

Ïîíñåëå ýòî áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � äâóõ âëîæåííûõ

îêðóæíîñòåé. Îäíàêî, õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé

ìåðû â òåîðåìå Ïîíñåëå íå òîëüêî äëÿ îêðóæíîñòåé, íî è äëÿ äâóõ êîíèê. Ýòî

áóäåò ñäåëàíî â Ðàçäåëå 2.2. Ìû òàêæå ðàñïðîñòðàíèì êîíñòðóêöèþ èíâàðè�

àíòíîé ìåðû íà ïó÷îê êîíèê, ñ ïîìîùüþ ÷åãî ïîëó÷èì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî

áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû. Ïóñòü îêðóæíîñòü β ëåæèò

âíóòðè îêðóæíîñòè α è ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåðà m(·) íà α, ÷òî âñå îðè�

åíòèðîâàííûå äóãè
⌣
xy⊂ α, õîðäû êîòîðûõ êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè β, èìåþò

îäíî è òî æå çíà÷åíèå m(
⌣
xy) = m̃ (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà n-óãîëüíèê Ïîíñåëå
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ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî nm̃ ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàò�

íûìm(α). Ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïåðâîé âåðøèíû

ìíîãîóãîëüíèêà, îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà Ïîíñåëå.

Ïëîòíîñòü ρ = m′ èíâàðèàíòíîé ìåðû õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ρ(x)|dx| = ρ(y)|dy|, ãäå dx è dy � ýòî îðèåíòèðîâàííûå äëèíû ìàëåíüêèõ

äóã ïîñëå øåâåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé õîðäû xy, êàñàþùåéñÿ β. Åñëè ôóíêöèÿ

ρ : α → R+ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî m(
⌣
xy) =

∫y
x ρ(s)ds ÿâëÿåòñÿ èíâàðè�

àíòíîé ìåðîé íà îêðóæíîñòè α (èíòåãðèðîâàíèå ïî äóãå
⌣
xy). Ñàìî ñóùåñòâî�

âàíèå òàêîé ìåðû âëå÷åò òåîðåìó Ïîíñåëå. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îêðóæíîñòåé

α è β, îíà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò è çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ρ(x) = 1/
√
σβ(x),

ãäå σβ(x) = |x − c|2 − r2 � ýòî ñòåïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

β ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå c ∈ R2. Ýòî ìåðà ßêîáè-Áåðòðàíà. Êèíã [64]

äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû è äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåïåðåñåêà�

þùèõñÿ ýëëèïñîâ, îäèí èç êîòîðûõ ëåæèò âíóòðè äðóãîãî. Îäíàêî, õîòåëîñü

áû åùå íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó ýòîé ìåðû ïî óðàâíåíèÿì äâóõ êîíèê. Êðîìå

òîãî, ïðè ïîïûòêå ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ Êèíãà â äðóãèõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê, âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàðóøåíèåì ïîðÿä�

êà îáõîäà âåðøèí ëîìàíûõ Ïîíñåëå. Â ñòàòüå [65] ñ ïîìîùüþ äðóãîé êîí�

ñòðóêöèè, èñïîëüçóþùåé ãîìåîèäíóþ ïëîòíîñòü, ýòè íåïðèÿòíîñòè óäàåòñÿ

óñòðàíèòü.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàñïðîñòðàíèì êîíñòðóêöèþ Êèíãà [64] èíâàðèàíòíîé

ìåðû íà ïó÷îê êîíèê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïó÷êà êîíèê ñóùåñòâóåò óíè�

âåðñàëüíàÿ ìåðà, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå

êàæäîé êîíèêè ýòîãî ïó÷êà. Ìû ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ýòîé ìåðû è ñ åå èñïîëü�

çîâàíèåì äàäèì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå, à òàêæå

ïðèâåäåì ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ, èíâàðèàíòíûõ

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå.

Íàïîìíèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç åâêëèäîâîâîé ïëîñêîñòè äîáàâëå�

íèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé, íà êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå â

åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ïðÿìûå. Òî÷êè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ñîá�

ñòâåííûìè òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, à òî÷êè áåñêîíå÷íî óäåëåííîé

ïðÿìîé � íåñîáñòâåííûìè. Ïîä êîíèêîé ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíè÷åñêîå ñå÷å�

íèå, òî åñòü ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè è êðóãîâîãî êîíóñà. Êîíèêà ìîæåò áûòü

ýëëèïñîì, ïàðàáîëîé èëè ãèïåðáîëîé (íåâûðîæäåííûå êîíèêè) â çàâèñèìîñòè

îò ñâîåãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé: ýëëèïñ

ñ íåé íå ïåðåñåêàåòñÿ, ïàðàáîëà êàñàåòñÿ åå, à ãèïåðáîëà ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â

äâóõ òî÷êàõ. Âñå íåâûðîæäåííûå êîíèêè ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå

íèõ åñòü åùå âûðîæäåííûå êîíèêè: ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (âîçìîæíî,

íà áåñêîíå÷íîñòè), ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ è òî÷êà.

Êàê èçâåñòíî, â äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñîáñòâåííûå

òî÷êè êîíèêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0, (2.1)

â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a11, a12, a22 îòëè÷åí îò

íóëÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïàðû (α,Pα), ãäå α � êîíèêà, Pα = Pα(x, y) � ìíî�

ãî÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàþùèé êîíèêó α, ò.å. α = {x ∈ R2 : Pα(x) = 0}.

Âîîáùå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíèêè α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ìíî�

ãî÷ëåíîâ Pα, íî äëÿ íåâûðîæäåííûõ êîíèê èëè âûðîæäåííûõ â ïàðó ïðÿìûõ

âñå èõ ìíîãî÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíû. ×åðåç detα îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü

êîíèêè 2.1:

detα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïó÷êîì êîíèê F(α, β), ïîðîæäåííûì äâóìÿ íåâûðîæäåííûìè êîíèêàìè

α è β, íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî êîíèê, çàäàííûõ óðàâíå�
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íèÿìè λPα(x)+Pβ(x) = 0, ãäå λ ∈ R∪ {∞}. Ñàìè êîíèêè α è β ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà λ = ∞ è λ = 0 è, ïîýòîìó, òîæå ïðèíàäëåæàò F(α, β).

Òðàåêòîðèÿìè Ïîíñåëå êîíèê α è β ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòè âåðøèí èõ âïèñàíî-îïèñàííûõ ëîìàíûõ. Òåîðåìà Ïîíñåëå óòâåðæäàåò,

÷òî ëèáî âñå òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ, ïðè÷åì ÷åðåç îäíî è òî æå

÷èñëî çâåíüåâ, ëèáî íè îäíà òðàåêòîðèÿ Ïîíñåëå íå çàìûêàåòñÿ.

Â áîëüøîé òåîðåìå Ïîíñåëå âìåñòî äâóõ êîíèê α è β ðàññìàòðèâàåò�

ñÿ íåñêîëüêî êîíèê α, β1, . . . , βn, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó ïó÷êó (êîíèêà α

ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ). Ñòðîèòñÿ ëîìàíàÿ v1 . . . vn+1, âïè�

ñàííàÿ â êîíèêó α, òàê, ÷òî åå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíî êàñàþòñÿ êîíèê

β1, . . . , βn. Êàñàíèå ñòîðîíû vivi+1 ñ êîíèêîé βi íàçîâåì âíåøíèì, åñëè òî÷�

êà êàñàíèÿ ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà vivi+1. Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî

ïîñòðîåííàÿ n-çâåííàÿ ëîìàíàÿ v1 . . . vn+1 çàìêíóòà, ò.å. v1 = vn+1. Áîëüøàÿ

òåîðåìà Ïîíñåëå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïðè ýòîì ÷èñëî âíåøíèõ êàñàíèé ÷åò�

íî, òî òîãäà âñå òàêèå ëîìàíûå v1 . . . vn+1 çàìêíóòû, ò.å. v1 = vn+1 äëÿ ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè v1, èç êîòîðîé ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê êîíèêå β1.

Òàêèì îáðàçîì, ëîìàíàÿ âñåãäà çàìûêàåòñÿ è îáðàçóåò n-óãîëüíèê

v1 . . . vn, âïèñàííûé â êîíèêó α òàê, ÷òî åãî ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíî êà�

ñàþòñÿ êîíèê β1, . . . , βn. Ïðè ýòîì, ÷èñëî âíåøíèõ êàñàíèé ÷åòíî. Òàêîé

ìíîãîóãîëüíèê íàçîâåì îïèñàííûì îêîëî êîíèê β1, . . . , βn. Íàïðèìåð, åñëè

êîíèêè β1, . . . , βn ëåæàò âíóòðè êîíèêè α, òî âñÿêèé âïèñàííûé â êîíèêó

α n-óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî êàñàþòñÿ êîíèê β1, . . . , βn,

ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì. Àíðè Ëåáåã â ñâîåì òðóäå ¾Les coniques¿ [14] â ôîð�

ìóëèðîâêå áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå äàåò äðóãîå îïðåäåëåíèå îïèñàííîãî

ìíîãîóãîëüíèêà, íî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îíî ðàâ�

íîñèëüíî íàøåìó.

Òåîðåìà 31 (ôîðìóëèðîâêà Ëåáåãà áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå)
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Ïóñòü êîíèêè α, β1, . . . , βn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó. Òîãäà åñëè ñóùå�

ñòâóåò n-óãîëüíèê, âïèñàííûé â êîíèêó α è îïèñàííûé îêîëî êîíèê β1, . . . , βn,

òî òàêèõ n-óãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îä�

íîãî òàêîãî n-óãîëüíèêà ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàòü:

(i) ïîðÿäîê êàñàíèÿ åãî ñòîðîí ñ êîíèêàìè β1, . . . , βn; íàïðèìåð, òàêîé:

βσ(1), . . . , βσ(n), ãäå σ � ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà {1, . . . , n};

(ii) êàñàòåëüíóþ ê êîíèêå βσ(1), ñîäåðæàùóþ îäíó èç ñòîðîí ýòîãî ìíîãî�

óãîëüíèêà;

(iii) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé ñ êîíèêîé α, êîòîðàÿ áóäåò ïðè�

íàäëåæàòü ñòîðîíå, êàñàþùåéñÿ êîíèêè βσ(2).

Â Ðàçäåëå 2.4 ìû ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ èí�

âàðèàíòíîé ìåðû. Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå íà êîíèêå

è ïîñòðîèì èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìåðó. Çàòåì ìû

äîêàæåì óíèâåðñàëüíîñòü ýòîé ìåðû, ò. å. åå èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå âñåõ êîíèê ïó÷êà. Äàëåå ìû ïîñòðîèì âûðàâíèâàþùåå

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñâîäèò îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå ê ïîâîðîòó íà îêðóæíî�

ñòè, à èç ðåçóëüòàòîâ Ðàçäåëà 2.3 áóäåò ñëåäîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

âåëè÷èíû óãëà ïîâîðîòà äëÿ êàæäîé êîíèêè ïó÷êà. Â Ðàçäåëå 2.4.1 îòäåëüíî

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíèêà α âûðîæäåíà â ïàðó ïðÿìûõ. È íàêîíåö,

â Ðàçäåëå 2.5 áóäåò ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ èíâàðèàíòíûõ è óíèâåð�

ñàëüíûõ ìåð íà êîíèêàõ. Òàê, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà âñåãäà

åäèíñòâåííà, à âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîé ìåðû çàâèñèò îò òîãî,

çàìûêàþòñÿ ëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå èëè íåò. Â äîïîëíåíèå ê ýòîé ãëàâå, â

Ðàçäåëå 2.6 ìû èññëåäóåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ñâÿçü áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå

äëÿ ïó÷êîâ êîíèê ñ áîëüøîé òåîðåìîé Ýìõà äëÿ ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé.
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2.2. Óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà ïó÷êà êîíèê

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå íà êîíèêå, ïî�

ñòðîèì èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìåðó è ââåäåì ïîíÿ�

òèå óíèâåðñàëüíîé ìåðû ïó÷êà.

Äâå ðàçëè÷íûå êîíèêè α è β ìîãóò èìåòü îò íóëÿ äî ÷åòûðåõ îáùèõ

òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ êîíèê ïó÷êà F(α, β). Îáùàÿ òî÷êà

ìîæåò áûòü òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ èëè êàñàíèÿ êîíèê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà

êàñàíèÿ � ýòî äâå èëè òðè (â çàâèñèìîñòè îò êðàòíîñòè êàñàíèÿ) ñîâïàäàþùèå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðè òàêîé îãîâîðêå îáùèõ òî÷åê ìîæåò áûòü 0, 2 èëè 4,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ¾óéòè¿ íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè íàëè÷èè îáùèõ

àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî αβ êîíèêè α, èç êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî ìîæ�

íî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê êîíèêå β. Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé êîíèêè γ

ïó÷êà F(α, β) ìíîæåñòâî αγ ñîâïàäàåò ëèáî ñ ìíîæåñòâîì αβ, ëèáî ñ åãî äî�

ïîëíåíèåì α\αβ. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãîóãîëüíèê, âïèñàííûé â êîíèêó α è

îïèñàííûé îêîëî β1, . . . , βn, òî ìíîæåñòâî αβi îäíî è òî æå äëÿ âñåõ i = 1, n.

Ïîýòîìó êîãäà ðå÷ü èäåò î ñèñòåìå α, β1, . . . , βn êîíèê èç áîëüøîé òåîðåìû

Ïîíñåëå, áóäåì ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àòü ÷åðåç αF.

Êîãäà òî÷êà x îáõîäèò αβ, êàæäàÿ èç äâóõ êàñàòåëüíûõ ê êîíèêå β èç

òî÷êè x, èçìåíÿÿñü íåïðåðûâíî, îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ. Òà�

êèì îáðàçîì, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó x ∈ αβ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êàñàòåëüíàÿ

l1(x) èç îäíîãî ñåìåéñòâà è åäèíñòâåííàÿ êàñàòåëüíàÿ l2(x) èç äðóãîãî ñåìåé�

ñòâà. Äëÿ k = 1, 2 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå jkβ : αβ → αβ, êîòîðîå êàæäîé

òî÷êå x ∈ αβ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êîíèêè α ñ

ïðÿìîé lk(x).

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ j1β è j
2
β íåïðåðûâíû, à åñëè êîíèêè α

è β íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî j1β è j2β åùå è áèåêòèâíû. ×òîáû ñäåëàòü èõ áèåê�
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U
W

V

A

B

Ðèñ. 2.1.

òèâíûìè è â ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîíèê, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âîçüìåì äâå êîïèè α1
β è α2

β ìíîæåñòâà αβ, îáîçíà÷èâ èõ îáúåäèíåíèå ÷åðåç

α̃β. Îòîáðàæåíèÿ j1β è j2β ïðîäîëæèì íà α̃β ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè êàñà�

íèå ïðÿìîé lk(x) ñ êîíèêîé β âíóòðåííåå äëÿ êîíèêè α, òî ïóñòü òî÷êà jkβ(x)

ïðèíàäëåæèò òîé æå êîïèè αβ, ÷òî è òî÷êà x. À åñëè âíåøíåå, � òî äðóãîé.

Íàïðèìåð, ïðè îäíîì èç îòîáðàæåíèé j1β, j
2
β îáðàç äóãè UV íà ðèñóíêå 2.1 �

ýòî äóãàWBW (ò.å. äóãàWB, âçÿòàÿ äâàæäû). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ñ îä�

íîé êîïèè αβ íà äðóãóþ áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî äëÿ âíåøíåãî êàñàíèÿ.

Òåïåðü îòîáðàæåíèÿ j1β è j
2
β áèåêòèâíû, è, áîëåå òîãî, âçàèìíî îáðàòíû.

Îïðåäåëåíèå 8. Îòîáðàæåíèÿ j1β è j2β íàçîâåì îòîáðàæåíèÿìè Ïîíñåëå

êîíèêè β.

Äóãè íà α1
β è äóãè íà α

2
β ïîðîæäàþò áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó B(α̃β) íà α̃β.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìåðó µ íà B(α̃β) íàçîâåì jβ-èíâàðèàíòíîé, åñëè

µ(j1β(X)) = µ(X) = µ(j2β(X)), äëÿ âñåõ X ∈ B(α̃β).

Èòàê, ìåðà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 32. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíà êîíèêà α. Èç òî÷êè x ê íåé ïðîâåäåíà

êàñàòåëüíàÿ xc. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Pα(x) = −4
detα

|∇Pα(c)|2
|xc|2, (2.2)

ãäå

|∇Pα(x, y)| =
∣∣∣∣{∂Pα∂x

,
∂Pα
∂y

}∣∣∣∣ =
√(

∂Pα
∂x

)2

+

(
∂Pα
∂y

)2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëèíà ãðàäèåíòà íå ìåíÿåòñÿ ïðè îðòîãîíàëü�

íîé çàìåíå êîîðäèíàò, óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â ëþáîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óäîáíî âçÿòü ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â

òî÷êå c, îñü ox êîòîðîé íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé cx ê êîíèêå α. Ïóñòü â

ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà êîíèêè α èìååò âèä

Pα(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a12x+ 2a23y + a33.

Òîãäà ïîñêîëüêó α(0, 0) = 0, èìååì a33 = 0. À òàê êàê ox⊥∇α(0, 0) =

{2a13, 2a23}, òî a13 = 0. Çíà÷èò,

detα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

a12 a22 a23

0 a23 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −a11a223, |∇α(c)| = 2a23.

Òîãäà

Pα(x) = a11|cx|2 = −4
−a11a223
4a223

|cx|2 = −4
detα

|∇α(c)|2
|xc|2.

2

Èòàê, ïóñòü α è β äâå ïðîèçâîëüíûå êîíèêè. Ïîñòðîèì äëÿ íèõ jβ-èíâà-

ðèàíòíóþ ìåðó. Ðàññìîòðèì äâå áëèçêèå òî÷êè A,A′ íà α. Ïóñòü B = jβ(A),

B′ = jβ(A
′), C � òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé AB ñ êîíèêîé β, D = AB ∩ A′B′,

P ′ = AA′ ∩BB′ (ñì. ðèñ. 2.2).
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Ðèñ. 2.2.

Ïðÿìàÿ A′B′ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà AP ′B â òî÷êàõ A′, B′, D.

Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ
|AA′|
|A′P ′|

· |P
′B′|

|B′B|
· |BD|
|DA|

= 1,

îòêóäà
|AA′|
|BB′|

=
|P ′A′|
|P ′B′|

· |DA|
|DB|

. (2.3)

Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êîíèêå α â òî÷êàõ A è B.

Óñòðåìèì òî÷êó A′ ê òî÷êå A. Òîãäà B′ → B, P ′ → P , D → C è ðàâåíñòâî 2.3

â ïðåäåëå A′ → A äàåò
|dA|
|dB|

=
|PA|
|PB|

· |CA|
|CB|

. (2.4)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü Ëåììîé 32.

1) Ê êîíèêå α èç òî÷êè P ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå PA è PB. Äëÿ íèõ ðàâåí�

ñòâî 2.2 äàåò

Pα(P ) = −4
detα

|∇Pα(A)|2
|PA|2,

Pα(P ) = −4
detα

|∇Pα(B)|2
|PB|2.

Ðàññìàòðèâàÿ èõ îòíîøåíèå, ïîëó÷àåì

|PA|
|PB|

=
|∇Pα(A)|
|∇Pα(B)|

. (2.5)
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2) Íà êàñàòåëüíîé â òî÷êå C ê êîíèêå β ëåæàò äâå òî÷êè A è B. Äëÿ íèõ

ðàâåíñòâî 2.2 äàåò

Pα(A) = −4
det β

|∇Pβ(C)|2
|AC|2,

Pα(B) = −4
det β

|∇Pβ(C)|2
|BC|2.

Èç îòíîøåíèÿ ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

|CA|
|CB|

=

√
Pα(A)√
Pα(B)

. (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ 2.5 è 2.6 â ðàâåíñòâî 2.4, ïîëó÷àåì

dA

|∇Pα(A)|
√

Pβ(A)
=

dB

|∇Pα(B)|
√

Pβ(B)
.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò

Òåîðåìà 33. Ïóñòü α è β � äâå ðàçëè÷íûå êîíèêè, âîçìîæíî âûðîæäåí�

íûå. Òîãäà ôóíêöèÿ

µβ(A) =

∫
A

dx

|∇Pα(x)|
√
Pβ(x)

, A ∈ B(α̃β), (2.7)

çàäàåò jβ - èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà α.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
1

|∇Pα(x)|
√

Pβ(x)
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî�

ñòè, åñëè òî÷êà x ïðèáëèæàåòñÿ ê êîíèêå β. Íî äëÿ íåâûðîæäåííîé êîíèêè α

ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè êîíèêè β, è ïîýòîìó èíòå�

ãðèðóåìà âäîëü ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé (äàæå íå îãðàíè÷åííîé, ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ f(x) íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü). Åñëè æå

íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ L èìååò ñ êîíèêîé β îáùèå òî÷êè, òî èíòåãðàë îò

ôóíêöèè f(x) ïî êðèâîé L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñîáñòâåííûé èíòå�

ãðàë. Cõîäèòüñÿ îí áóäåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ L íå
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èìååò òî÷åê êàñàíèÿ ñ êîíèêîé β. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) íà êðèâîé L

â îêðåñòíîñòè åå îáùåé ñ êîíèêîé β òî÷êè x0 èìååò îñîáåííîñòü. Åñëè êîíè�

êà è êðèâàÿ â òî÷êå x0 ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòî èíòåãðèðóåìàÿ îñîáåííîñòü âèäà

O
(

1√
t

)
, t→ 0, à åñëè êàñàþòñÿ � íåèíòåãðèðóåìàÿ îñîáåííîñòü âèäà O

(
1
t

)
.

Ïîýòîìó, ìåðà µβ îïðåäåëåíà êîððåêòíî è â ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ êî�

íèê, à â ñëó÷àå êàñàíèÿ êîíèê α è β ìîæíî ñ÷èòàòü åå îïðåäåëåííîé âíå ñêîëü

óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåâûðîæäåí�

íûõ êîíèê ìåðó µβ ìîæíî íîðìèðîâàòü.

Åñëè êîíèêà α âûðîæäåíà â ïàðó ïðÿìûõ, òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåèí�

òåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â âåðøèíå P êîíèêè α. Â ýòîì ñëó÷àå ìåðà µ áåñêî�

íå÷íà, íî îíà êîíå÷íà íà âñåõ ìíîæåñòâàõ, çàìûêàíèå êîòîðûõ íå ñîäåðæèò

òî÷êó P .

Èòàê, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå ìåðû ñóùåñòâó�

þò. Äëÿ êàæäîé êîíèêè γ ïó÷êà F ðàññìîòðèì ìåðó µγ.

Îïðåäåëåíèå 10. Áîðåëåâñêóþ ìåðó íà α íàçîâåì F-óíèâåðñàëüíîé, åñëè

îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå âñåõ êîíèê ïó÷êà F.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Òåîðåìà 34. Ìåðà µβ (2.7) ÿâëÿåòñÿ F-óíèâåðñàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîíèêó γ ïó÷êà F. Äëÿ íåå íàé�

äåòñÿ òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî Pγ = λPα + Pβ. À òàê êàê Pα(X) = 0 äëÿ ëþáîé

òî÷êè X êîíèêè α, òî Pγ(X) = Pβ(X). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µγ(A) = µβ(A)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ B(α̃F), òî åñòü äëÿ ëþáûõ êîíèê β è γ èç ïó÷êà

F ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìåðû µβ è µγ ðàâíû.

2

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè ìåðû µβ ìîæíî íå óêàçûâàòü, îáî�

çíà÷àÿ ýòó ìåðó ïðîñòî ÷åðåç µ.
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2.3. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà F-óíèâåðñàëüíîé ìåðû

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîçâîëÿò íàì â äàëüíåéøåì äàòü ãåî�

ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäóëåé âåêòîðîâ ñäâèãîâ, â êîòîðûå ïåðåéäóò îòîáðà�

æåíèÿ Ïîíñåëå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âûðàâíèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü α �

íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå. Â

òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé òàêîé ïðÿìîé ñ êîíèêîé α ñòðîÿòñÿ êàñàòåëüíûå

ê êîíèêå α. ÃÌÒ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ êàñàòåëüíûõ � ýòî ïðÿìàÿ p, êîòî�

ðóþ íàçûâàþò ïîëÿðîé òî÷êè P îòíîñèòåëüíî êîíèêè α. Òî÷êó P íàçûâàþò

ïîëþñîì ïðÿìîé p. Ïîëþñ ïðÿìîé � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîëÿð âñåõ òî÷åê

ýòîé ïðÿìîé.

Åñëè êàæäàÿ ñòîðîíà íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé ïðîòè�

âîïîëîæíîé âåðøèíû, òî òàêîé òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ àâòîïîëÿðíûì îò�

íîñèòåëüíî êîíèêè α.

Îòîáðàæåíèå i íà êîíèêå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèåé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê X êîíèêè ïðÿìûå Xi(X) ïåðåñåêàþòñÿ â

îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ôðåæüå èíâîëþöèè i (ïîäðîáíåå

îá ýòîì ñì. â Ðàçäåëå 3.1).

Ñóùåñòâóåò íå áîëåå òðåõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êî�

òîðûõ êîíèêà γλ = λα + β ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé. Ýòî äåéñòâèòåëüíûå

êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(Aλ) = 0, ãäå Aλ � ìàòðèöà êîíèêè γλ. Êî�

íèêà γλ âûðîæäàåòñÿ ëèáî â òî÷êó, ëèáî â ïàðó ïðÿìûõ. Íàçîâåì âåðøèíîé

âûðîæäåííîé êîíèêè òî÷êó, â êîòîðóþ âûðîæäàåòñÿ êîíèêà, ëèáî òî÷êó ïå�

ðåñå÷åíèÿ ïàðû ïðÿìûõ, â êîòîðóþ âûðîæäàåòñÿ êîíèêà, ëèáî ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó êîíèêè, åñëè êîíèêà âûðîæäàåòñÿ â ïàðó ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ. Êàñà�

òåëüíàÿ ê âûðîæäåííîé êîíèêå � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå âåðøèíó.

Ò.å. îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå j1δ è j
2
δ îòíîñèòåëüíî âûðîæäåííîé êîíèêè δ ñîâïà�
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äàþò ñ èíâîëþöèåé íà êîíèêå α, òî÷êà Ôðåæüå êîòîðîé � ýòî âåðøèíà êîíèêè

δ. Ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ òàêæå jδ-èíâàðèàíòíîé.

Ïðåäëîæåíèå 35. Ïóñòü êîíèêè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A,B,C,D,

êàñàòåëüíûå â êîòîðûõ ê êîíèêå β âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò α â òî÷êàõ a, b, c, d

ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2.3). Òîãäà µ(Ab) = µ(Ba) = µ(Cd) = µ(Dc).

Ðèñ. 2.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå AC,BD, ac, bd ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ÷å�

òûðåõóãîëüíèê ABCD â ïàðàëëåëîãðàìì. Òî÷êà P = AC ∩ BD ïðè ýòîì

ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåéäåò â öåíòð îáðàçîâ êîíèê α è β, è óòâåðæäåíèå ñòàíî�

âèòñÿ î÷åâèäíûì èç öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îáðàçà òî÷êè P .

Ðàâåíñòâà µ(Ab) = µ(Ba) è µ(Cd) = µ(Dc) ñëåäóþò èç jβ-èíâàðèàíòíîñòè

ìåðû µ, à ðàâåíñòâî µ(Ab) = µ(Cd) � èç jδ-èíâàðèàíòíîñòè, ãäå δ � ýòî âû�

ðîæäåííàÿ êîíèêà AC ∪BD ïó÷êà F(α, β).

2

Ïðåäëîæåíèå 36. Ïóñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíèêè α è β èìåþò 4 îáùèå

êàñàòåëüíûå Aa,Bb, Cc,Dd, ãäå òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà êîíèêå α, à

òî÷êè a, b, c, d � íà êîíèêå β (ñì. ðèñ. 2.4). Òîãäà
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à) P := AB∩CD = ab∩cd, Q := AC∩BD = ac∩bd, R := AD∩BC = ad∩bc,

ò.å. ÷åòûðåõâåðøèííèêè ABCD è abcd èìåþò îáùèé äèàãîíàëüíûé òðå�

óãîëüíèê PQR;

á) òðåóãîëüíèê PQR àâòîïîëÿðåí îòíîñèòåëüíî ëþáîé êîíèêè ïó÷êà F(α, β);

â) òî÷êè P,Q,R ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåõ âûðîæäåííûõ êîíèê ïó÷êà;

ã) µ(BC) = µ(AD), µ(AB) = µ(CD), µ(CE) = µ(DE), ãäå E � îäíà èç

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé QR ñ êîíèêîé α.

Ðèñ. 2.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ PQ � ýòî ïîëÿðà òî÷êè R îòíîñèòåëü�

íî êîíèêè α, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ Bb è Cc,

Aa è Dd. Òîãäà èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïîëþñ ïðÿìîé PQ

îòíîñèòåëüíî êîíèêè β � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ bc è ad. Àíàëîãè÷�

íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ïðÿìûõ PR è QR ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåóãîëüíèê PQR

ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì è äëÿ ÷åòûðåõâåðøèííèêà abcd. Ñëåäîâàòåëüíî, òðå�
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óãîëüíèê PQR àâòîïîëÿðåí è îòíîñèòåëüíî α è îòíîñèòåëüíî β, à çíà÷èò, è

îòíîñèòåëüíî ëþáîé êîíèêè ïó÷êà F(α, β).

Ïîñêîëüêó êîíèêè ïó÷êà íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïëîñêî�

ñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êîíèêà ïó÷êà. Ðàññìîòðèì êîíèêó δP , ïðîõîäÿ�

ùóþ ÷åðåç òî÷êó P . Åñëè áû îíà áûëà íåâûðîæäåííîé, òî ïîëÿðà òî÷êè P

îòíîñèòåëüíî δP áûëà áû ñ îäíîé ñòîðîíû ïðÿìîé QR, à ñ äðóãîé ñòîðîíû

� êàñàòåëüíîé ê êîíèêå δP â òî÷êå P . Òîãäà òî÷êè P,Q,R äîëæíû áûëè áû

ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, ÷åãî áûòü íå ìîæåò â ñèëó òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê

PQR àâòîïîëÿðíûé. Çíà÷èò, êîíèêà δP � âûðîæäåííàÿ. Àíàëîãè÷íî, êîíèêè

δQ è δR, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè Q è R, òîæå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè.

Åñëè òðåóãîëüíèê àâòîïîëÿðåí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé êîíèêè, òî âñå�

ãäà îäíà èç åãî âåðøèí ëåæèò âíóòðè êîíèêè1, à äâå äðóãèå âåðøèíû � âíå.

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà Q ëåæèò âíóòðè êîíèêè α, à

òî÷êà R � âíóòðè êîíèêè β.

Åñëè áû êîíèêà δQ ñîäåðæàëà ïðÿìóþ, òî ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà áû êî�

íèêó α, ïîñêîëüêó òî÷êà Q ëåæèò âíóòðè êîíèêè α. Òîãäà âñå êîíèêè ïó÷êà

F(α, β) ïðîõîäèëè áû ÷åðåç ýòó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, íî êîíèêè α è β íå ïåðåñå�

êàþòñÿ. Çíà÷èò, êîíèêà δQ � ýòî òî÷êà Q. Àíàëîãè÷íî, êîíèêà δR � ýòî âûðîæ�

äåííàÿ â òî÷êó R êîíèêà. Òåïåðü èç jδQ-èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µ ñëåäóåò, ÷òî

µ(BC) = µ(AD), µ(AB) = µ(CD). Òàê êàê ìåðà µ åùå è jδR-èíâàðèàíòíà, à

ïðè êîìïîçèöèè jδQ ◦ jδR äóãà CE ïåðåõîäèò â äóãó DE, òî µ(CE) = µ(DE).

2

Ëåììà 37. Ïóñòü êîíèêè ïó÷êà F íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî÷êè P,Q,R � âåð�

øèíû åãî âûðîæäåííûõ êîíèê, α è β � äâå íåâûðîæäåííûå êîíèêè ïó÷êà F.

×åðåç òî÷êó P ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò êîíèêó

1 Äëÿ íåâûðîæäåííîé êîíèêè ïîä åå âíóòðåííåé îáëàñòüþ ïîíèìàåì ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ÷åðåç íåå ïðîõîäÿùàÿ, èìååò îáùóþ òî÷êó

ñ êîíèêîé.
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α â òî÷êàõ M è N , à äðóãàÿ � êîíèêó β â òî÷êàõ K è L. Òîãäà ïðÿìûå MK,

NL è QR ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

α

β

Ðèñ. 2.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MN è QR ÷åðåç S,

à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõKL è QR � ÷åðåç T . Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ QR � ýòî

ïîëÿðà òî÷êè P è îòíîñèòåëüíî êîíèêè α, è îòíîñèòåëüíî êîíèêè β, òî÷êà S

ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåíà òî÷êå P îòíîñèòåëüíî òî÷åê M è N , à òî÷êà T ãàð�

ìîíè÷åñêè ñîïðÿæåíà òî÷êå P îòíîñèòåëüíî òî÷åê K è L. Ïîýòîìó, ïðÿìàÿ

QR � ýòî ïîëÿðà òî÷êè P îòíîñèòåëüíî êîíèêè, âûðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ

MK è NL, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.

2

Äî ñèõ ïîð ïîä ìåðîé µ ìû ïîäðàçóìåâàëè ìåðó íà êîíèêå α, îïðåäåëåí�

íóþ â Òåîðåìå 33. Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé êîíèêå γ ïó÷êà F ìîæíî àíàëî�

ãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ìåðó. ×òîáû â äàëüíåéøåì èçáåæàòü ïóòàíèöû,

îáîçíà÷èì ýòó ìåðó ÷åðåç µγ.
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Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü êîíèêè ïó÷êà F íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî÷êà P � âåð�

øèíà âûðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ êîíèêè δP ïó÷êà F, òî÷êè Q è R � âåð�

øèíû äâóõ äðóãèõ âûðîæäåííûõ êîíèê ïó÷êà F, α è β � äâå íåâûðîæäåííûå

êîíèêè ïó÷êà F. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ïðÿìîé QR, ëåæàùåé âíóòðè

êîíèêè β, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ëó÷è XY è XZ ê êîíèêå α, ïåðåñåêàþùèå

êîíèêó β â òî÷êàõ S è U ñîîòâåòñòâåííî, à îäíó èç ïðÿìûõ, ñîñòàâëÿþ�

ùèõ âûðîæäåííóþ êîíèêó δP , � â òî÷êàõ G è K, ïðè÷åì îòðåçîê GK íå

ñîäåðæèò òî÷êó P . T è L � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à XQ ñ êîíèêîé β è ñ

ïðÿìîé GK ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

à) µβ(ST ) = µβ(TU)

á) µδP (GL) = µδP (LK)

α

β

Ðèñ. 2.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïîñêîëüêó òî÷êà X ëåæèò íà ïîëÿðå QR òî÷êè

P îòíîñèòåëüíî êîíèêè α, òî÷êà P ëåæèò íà ïîëÿðå Y Z òî÷êè X. Òîãäà

ïî Ëåììå 37 ïðÿìàÿ SU òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P . Íî è êàñàòåëüíàÿ

ê êîíèêå β â òî÷êå T ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P . Ïîýòîìó ïðè îòîáðàæåíèè
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Ïîíñåëå jδP íà êîíèêå β äóãà ST ïåðåõîäèò â äóãó TU è ðàâåíñòâî µβ(ST ) =

µβ(TU) ñëåäóåò èç jδP -èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µβ.

á) Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü êîíèêó β ïåðåìåííîé, ò.å. β = βλ = λα + δP

äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R. Îáîçíà÷èì fλ :=
1

|∇Pβλ
|
√
Pα

� ïëîòíîñòü ìåðû µβλ.

Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ïóíêà à)∫
ST

fλdl =

∫
TU

fλdl (2.8)

Ôèêñèðóåì ε > 0. Êîãäà λ → 0, êîíèêà βλ ïðèáëèæàåòñÿ ê êîíèêå δP .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî λ ∈ R ôóíêöèÿ fλ íåïðåðûâíà â äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè V îòðåçêà GK, ∃λ0 > 0 : ∀λ < λ0∣∣∣∣∣∣
∫
GL

fλdl −
∫
ST

fλdl

∣∣∣∣∣∣ < ε

4
,

∣∣∣∣∣∣
∫
LK

fλdl −
∫
TU

fλdl

∣∣∣∣∣∣ < ε

4
(2.9)

Â êàæäîé òî÷êå îêðåñòíîñòè V äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ âûïîëíÿåòñÿ

|fλ − f0| < ε
4|GK| , îòêóäà∣∣∣∣∣∣

∫
GL

fλdl −
∫
GL

f0dl

∣∣∣∣∣∣ < ε

4
,

∣∣∣∣∣∣
∫
TU

fλdl −
∫
TU

f0dl

∣∣∣∣∣∣ < ε

4
. (2.10)

Òîãäà ∣∣∣∣∣∣
∫
GL

f0dl −
∫
LK

f0dl

∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣
∫
GL

f0dl −
∫
GL

fλdl

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
GL

fλdl −
∫
ST

fλdl

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
∫
ST

fλdl −
∫
TU

fλdl

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
TU

fλdl −
∫
TU

f0dl

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
TU

f0dl −
∫
LK

f0dl

∣∣∣∣∣∣ (2.8,2.9,2.10)
<

<
ε

4
+
ε

4
+ 0 +

ε

4
+
ε

4
= ε.

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ε > 0,∫
GL

f0dl =

∫
LK

f0dl,
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ò.å. µδP (GL) = µδP (LK).

2

Ïðåäëîæåíèå 39. Ïóñòü α � êîíèêà, âûðîæäåííàÿ â ïàðó ïðÿìûõ, β �

ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê α è β (ñì. ðèñ. 2.7) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíî�

øåíèÿ äëÿ ìåðû µ = µα :

à) µ(LK) = µ(LG) = µ(EF ) = µ(EH);

á) µ(AK) = µ(BG) = µ(EF ) = µ(EH);

â) µ(AK) = µ(BG) = µ(CF ) = µ(DH).

Q R

P

G

K

L

F

E

H

β

α

à)

A

B

G

K

F

E

H

P

β

α

á)

P

A

B

C

D

G

K

F

H

β

α

â)

Ðèñ. 2.7.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóíêò à) ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 38 è jδQ, jδR-èíâàðèàíòíîñòè

ìåðû µ. Ïóíêòû á), â) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2

2.4. Âûðàâíèâàþùåå îòîáðàæåíèå è äîêàçàòåëüñòâî

áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå

Êëþ÷åâîé èäååé äîêàçàòåëüñòâà áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå ÿâëÿåòñÿ

ïðèìåíåíèå âûðàâíèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò îòîáðàæåíèÿ
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Ïîíñåëå âñåõ êîíèê ïó÷êà â ñäâèãè íà îêðóæíîñòè. Íèæå ìû îïðåäåëèì ýòî

îòîáðàæåíèå, óñòàíîâèì ýòî åãî ñâîéñòâî ¾âûðàâíèâàíèÿ¿, ïîñëå ÷åãî äîêà�

æåì Áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå.

Ïåðåä ïîñòðîåíèåì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, ðàçáåðåì

îäèí ïðîñòîé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü β, ëåæàùóþ âíóòðè îêðóæíî�

ñòè α. Ïóñòü µ � óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà íà α, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî µ(α) ðàâíà

äëèíå îêðóæíîñòè α. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó E íà α è êàæäîé òî÷êå

X ∈ α ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêóþ òî÷êó ϑ(X) ∈ α, ÷òî åâêëèäîâà äëèíà

äóãè
⌣

Eϑ(X) ðàâíà µ(
⌣

EX). Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µ îòíîñèòåëüíî îòîá�

ðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ, âåëè÷èíà µ(Xjβ(X)) ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ α.

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå jβ ïåðåéäåò â ïîâîðîò íà óãîë cβ = µ(Ejβ(E)),

ïîñëå ÷åãî òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ îêðóæíîñòåé α, β ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé: çà�

ìûêàíèå ÷åðåç n øàãîâ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ncβ ∈ Z, à ýòî óñëîâèå íå

çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâå�

äåííûå íèæå ïîäõîäÿò è äëÿ ñëó÷àÿ êîíèêè α, âûðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ,

âåðøèíà êîòîðîé ëåæèò âíóòðè êîíèê ïó÷êà F. Ñëó÷àé, êîãäà êîíèêà α âû�

ðîæäåíà â ïàðó ïðÿìûõ, à åå âåðøèíà ëåæèò âíå êîíèê ïó÷êà F, ðàçáåðåì

îòäåëüíî â Ðàçäåëå 2.4.1 (â ýòîì ñëó÷àå ìåðà áåñêîíå÷íà è åå íåëüçÿ íîðìè�

ðîâàòü).

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

1) ìåðà µ íîðìèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(αβ) =


1
2 , åñëè {α ∩ β} ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê íå÷åòíîé êðàòíîñòè;

1, èíà÷å.

2) µ(α\αβ) = 0

3) Äëÿ ëþáûõ òî÷åê X, Y ∈ α̃F ÷åðåç (X, Y ) îáîçíà÷èì äóãó XY êîíèêè α,

îáõîä êîòîðîé îò X äî Y ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà äëÿ
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ëþáûõ òðåõ òî÷åê X,Y, Z ∈ α̃F âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

µ(X, Y ) + µ(Y, Z) ≡ µ(X,Z) (mod 1).

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü T = R/Z ñ îïåðàöèåé ⊕ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 1.

Îïðåäåëèì òåïåðü âûðàâíèâàþùåå îòîáðàæåíèå ϑ : α̃F → T. Ïóñòü X � ïðî�

èçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà α̃F, ïðè÷åì X ïðèíàäëåæèò êîïèè αiF ìíîæåñòâà

αF. Òîãäà ïîëîæèì

ϑ : X 7→ (−1)iµ(E,X), (2.11)

ãäå E � òî÷êà íà êîíèêå α, êîòîðàÿ â ñëó÷àå, êîãäà êîíèêè ïó÷êà F íå ïåðå�

ñåêàþòñÿ, îïðåäåëåíà â Ïðåäëîæåíèè 36, à â ñëó÷àå, êîãäà êîíèêè ïó÷êà F

ïåðåñåêàþòñÿ, ñîâïàäàåò ñ êàêîé-íèáóäü òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà X êàê òî÷êà ìíîæåñòâà α1
F è òî÷êà X êàê òî÷êà

ìíîæåñòâà α2
F ïåðåéäóò â ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íóëÿ òî÷êè íà T. Ïðè

ýòîì, â òåõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê, êîãäà µ(αβ) = 1
2 , îòîá�

ðàæåíèå ϑ èíúåêòèâíî íà âñåì ìíîæåñòâå α̃F. À â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìåðà µ

íîðìèðîâàíà åäèíèöåé, îòîáðàæåíèå ϑ èíúåêòèâíî íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ

α1
F è α2

F.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρc : T → T ñäâèã íà âåêòîð c, òî åñòü ρc : x 7→ x⊕ c.

Òåîðåìà 40. Êàæäîé êîíèêå β ïó÷êà F ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî

cβ òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå j1β è j2β ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âûðàâíè�

âàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ϑ ïåðåéäóò â ñäâèãè íà âåêòîðà ±cβ. Òî÷íåå, äëÿ

k ∈ {1, 2} äèàãðàììà

α̃F

jkβ−−→ α̃Fyϑ yϑ
T

ρ(−1)kcβ−−−−→ T
êîììóòàòèâíà, ò.å.

ϑ ◦ jkβ = ρ(−1)kcβ ◦ ϑ (2.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êàñàíèå ïðÿìîé Zjkβ(Z) ñ êîíèêîé β âíóòðåííåå

äëÿ α, òî òî÷êè Z è jkβ(Z) äâèãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî êîíèêå α è

ïðèíàäëåæàò îäíîé êîïèè αiF ìíîæåñòâà αF. Åñëè êàñàíèå ïðÿìîé Zjkβ(Z) ñ

êîíèêîé β âíåøíåå äëÿ α, òî òî÷êè Z è jkβ(Z) äâèãàþòñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëå�

íèÿõ ïî êîíèêå α è ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîïèÿì ìíîæåñòâà αF.

Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ (2.11) âûðàâíèâàþùåãî îòîáðàæå�

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Z ïî α òî÷êè ϑ(Z) è ϑ(jkβ(Z)) äâè�

ãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî T. Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç

jβ-èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µ è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

2

Èç Ïðåäëîæåíèé 35 è 36 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîíèê

cβ = ±µ(Aa) (òî÷êè A è a èç Ïðåäëîæåíèÿ 35), à â ñëó÷àå êîíèê, ëåæàùèõ

îäíà âíå äðóãîé, cβ = ±µ(AB) (òî÷êè A è B èç Ïðåäëîæåíèÿ 36)1.

Äîêàæåì òåïåðü Áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ âïèñàííî-îïèñàííîãî ìíîãîóãîëü�

íèêà, ÷èñëî âíåøíèõ îòíîñèòåëüíî êîíèêè α êàñàíèé åãî ñòîðîí ñ êîíèêà�

ìè β1, . . . , βn ÷åòíî, òî ïðèìåíÿÿ ê âåðøèíå X ìíîãîóãîëüíèêà îòîáðàæåíèÿ

Ïîíñåëå jεiβi, ïåðåâîäÿùèå êàæäûé ðàç â ñëåäóþùóþ âåðøèíó, íà n-îì øàãå

ïðèäåì â òî÷êó ìíîæåñòâà α̃F, ñîâïàäàþùóþ ñ ïåðâîé âåðøèíîé íà îäíîé

êîïèè ìíîæåñòâà αβ (âåäü ïåðåõîä ñ îäíîé êîïèè íà äðóãóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ

òîëüêî äëÿ âíåøíåãî êàñàíèÿ). Ïîäåéñòâóåì îòîáðàæåíèåì ϑ íà îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà jεnβn ◦ . . .◦ j
ε1
β1
(X) = X, ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì ñâîéñòâîì âûðàâíèâàíèÿ

(2.12). Ïîëó÷èì

ρdn ◦ . . . ◦ ρd1(x) = x, ãäå x = µ(E,X), di = (−1)εicβi,

îòêóäà

dn ⊕ . . .⊕ d1 = 0, (2.13)

1 Â ðàçäåëå 4.2 áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû ñäâèãà cβ
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ρdn ◦ . . . ◦ ρd1 ≡ idT. (2.14)

Áîëüøàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ξ := jεnβn◦. . .◦j
ε1
β1

≡ idα̃F
.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîíèêè ïó÷êà F ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ íå÷åòíî�

ãî ïîðÿäêà, îòîáðàæåíèå ϑ áèåêòèâíî è òîæäåñòâî ξ ≡ idα̃F
ñðàçó ñëåäóåò

èç (2.14). Â îáùåì ñëó÷àå èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Y ∈ αF

âåðíî îäíî èç äâóõ: ëèáî 1) ξ(Y ) = Y è òî÷êè Y è ξ(Y ) ïðèíàäëåæàò îäíîé

êîïèè ìíîæåñòâà αF, ëèáî 2) µ(Y,E) = µ(E, ξ(Y )) è òî÷êè Y è ξ(Y ) ïðè�

íàäëåæàò ðàçíûì êîïèÿì ìíîæåñòâà αF. Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ îñòàâøèõñÿ

ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê âîçìîæíî òîëüêî ïåðâîå.

Åñëè êîíèêè ïó÷êà F ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, òî αF ñîñòîèò èç

äâóõ äóã, à ïåðåõîä ñ îäíîé íà äðóãóþ ïðè îòîáðàæåíèè Ïîíñåëå jβi âîçìîæåí

òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà βi � ãèïåðáîëà (âîçìîæíî, âûðîæäåííàÿ â ïàðó ïåðå�

ñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ). Òàê êàê åñòü îäèí âïèñàííî-îïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê,

òî ÷èñëî ãèïåðáîë ñðåäè êîíèê β1, . . . , βn ÷åòíî, è òî÷êè Y è ξ(Y ) ëåæàò íà

îäíîé äóãå ìíîæåñòâà αF è ðàâåíñòâî µ(Y,E) = µ(E, ξ(Y )) íåâîçìîæíî.

Åñëè êîíèêè ïó÷êà F íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî êàæäàÿ êîíèêà βi ëåæèò ëèáî

âíóòðè α, ëèáî âíå. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàíèå ëèáî âñåãäà âíóòðåííåå,

ëèáî âñåãäà âíåøíåå. Òàê êàê åñòü îäèí âïèñàííî-îïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê,

òî ÷èñëî âíåøíèõ êàñàíèé âñåãäà ÷åòíî, à òî÷êè Y è ξ(Y ) ïðèíàäëåæàò îäíîé

èç äâóõ êîïèé α1
F, α

2
F ìíîæåñòâà αF, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ïåðâîì ñëó÷àå.

Èòàê, èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîãî âïèñàíî-îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñëå�

äóåò ñóùåñòâîâàíèå âïèñàíî-îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé â ëþáîé

òî÷êå êîíèêè α, èç êîòîðîé ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê β1. Áîëåå òîãî, ïî�

ñêîëüêó â ðàâåíñòâå (2.13) ìîæíî ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêó ñëàãàåìûõ èëè óìíî�

æèòü åãî íà−1, òî è ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà ìîãóò êàñàòüñÿ êîíèê β1, . . . , βn

â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì ëþáîé ïîäñòàíîâêå σ ìíîæåñòâà

{1, . . . , n}, à ïåðâîé âåðøèíîé ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûòü ëþáàÿ èç äâóõ
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òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíèêè α ñ ïðîèçâîëüíîé êàñàòåëüíîé ê êîíèêå βσ1.

2

2.4.1. Ñëó÷àé âûðîæäåííîé êîíèêè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíèêà α âûðîæäåíà

â ïàðó ïðÿìûõ, à åå âåðøèíà ëåæèò âíå êîíèê ïó÷êà F. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(X) =
1

|∇Pα(X)|
√
Pβ(X)

â âåðøèíå P êîíèêè α èìååò íåèíåãðèðóåìóþ îñî�

áåííîñòü è µ(α) = ∞, îò÷åãî ìû íå ìîæåì íîðìèðîâàòü ìåðó è ïîñòðîèòü

âûðàâíèâàþùåå îòîáðàæåíèå òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïàðà�

ãðàôå.

Ïóñòü l1 è l2 � ïðÿìûå, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êîíèêà α. Êàê è ðàíüøå,

ðàññìàòðèâàåì äâå êîïèè α1
F è α2

F ìíîæåñòâà αF, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáî�

çíà÷àåì ÷åðåç α̃F. Ðàññìîòðèì òî÷êè E1 ∈ l1 ∩ αF, E2 ∈ l2 ∩ αF), ÷òîáû íè

îäíà èç íèõ íå ñîâïàäàëà ñ òî÷êîé P . Êàæäàÿ òî÷êà Z êîíèêè α, íå ñîâïàäà�

þùàÿ ñ òî÷êîé P , ëåæèò íà îäíîé èç ïðÿìûõ l1 èëè l2, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,

íà l1. Òî÷êè Z è E1 äåëÿò ïðÿìóþ l1 íà äâà ¾ïðîåêòèâíûõ îòðåçêà¿, îäèí èç

êîòîðûõ � ýòî îáû÷íûé îòðåçîê, à âòîðîé � åãî äîïîëíåíèå. Òîò, êîòîðûé íå

ñîäåðæèò òî÷êó P , îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìåðà µ íà íåì êîíå÷íà. Îáî�

çíà÷èì åãî ÷åðåç [E1, Z]. Îðèåíòèðóåì ïðÿìûå l1 è l2. Òîãäà îòðåçîê [E1, Z]

îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî, åñëè åãî îáõîä îò òî÷êè E1 äî òî÷êè Z ñîâåðøà�

åòñÿ â íàïðàâëåíèè, îðèåíèðóþùåì ïðÿìóþ l1, è îòðèöàòåëüíî, åñëè â äðóãîì.

Ïîëîæèì τ(Z) = ±1 â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè îòðåçêà [E1, Z] (+1 äëÿ

ïîëîæèòåëüíîé è −1 äëÿ îòðèöàòåëüíîé).

Ðàññìîòðèì ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ o1 è o2 è çàäàäèì íà íèõ îðèåí�

òàöèþ, ïðè÷åì îäèíàêîâóþ, ò.å. òàê, ÷òîáû ó íèõ áûë îáùèé íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð −→e . Òî÷êè E1 è E2 ïåðåâåäåì â ïðîèçâîëüíûå òî÷êè X1 ∈ o1 è X2 ∈ o2,

äëÿ êîòîðûõ X1X2⊥−→e . Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ϑ, ïåðåâîäÿùåå ìíî�
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æåñòâî α̃F â ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ o1 è o2.

Ïóñòü òî÷êà Z ïðÿìîé lk ïðèíàäëåæèò êîïèè αiF, ãäå i, k = 1, 2. Òîãäà

îïðåäåëèì ϑ(Z) êàê òî÷êó ïðÿìîé ok, äëÿ êîòîðîé

−−−−−→
Xkϑ(Z) = (−1)iτ(Z)µ[Ek, Z]

−→e , (2.15)

ñ÷èòàÿ ÷òî µ(α\αβ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Z êàê òî÷êà ìíîæåñòâà α1
F è òî÷êà Z, êàê òî÷êà

ìíîæåñòâà α2
F ïåðåéäóò â ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî X1 (èëè X2) òî÷êè íà

o1 (èëè o2).

Îðèåíòàöèÿ ïðÿìîé çàäàåò íàïðàâëåíèå åå íîðìàëè. Òî÷êàì òîé èç äâóõ

ïîëóïëîñêîñòåé (íà êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèòñÿ ïðÿìîé), â êîòîðîé ëåæèò

âåêòîð íîðìàëè, åñëè åãî îòëîæèòü îò ïðÿìîé, ñîïîñòàâèì çíàê ¾+¿, à òî÷êàì

äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñîïîñòàâèì çíàê ¾-¿. Äâå îðèåíòèðîâàííûå ïðÿìûå

îáðàçóþò äâà âåðòèêàëüíûõ óãëà. Òîò âåðèêàëüíûé óãîë, â êîòîðîì çíàêè

ðàçíûå, íàçîâåì îòðèöàòåëüíûì.

Çàìå÷àíèå 1. Ðàíåå (ñì. Ââåäåíèå) ìû îïðåäåëèëè âíåøíîñòü êîíèêè, âû�

ðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ, êàê âíóòðåííîñòü ëþáîãî èç åå âåðòèêàëüíûõ

óãëîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ ïðÿìûõ l1 è l2 òàêîâà, ÷òî âíåø�

íîñòü êîíèêè α ñîâïàäàåò ñ åå îòðèöàòåëüíûì óãëîì.

Âîçüìåì òåïåðü â êà÷åñòâå òî÷åê E1 è E2 ñëåäóþùèå òî÷êè. Åñëè êîíèêè

ïó÷êà íå ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ li, òî Ei := li ∩ p, ãäå p � ïîëÿðà òî÷êè P îòíî�

ñèòåëüíî ëþáîé êîíèêè ïó÷êà F (à ïîëÿðû òî÷êè P îòíîñèòåëüíî âñåõ êîíèê

ïó÷êà ñîâïàäàþò). Åñëè êîíèêè ïó÷êà ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ li, òî â êà÷åñòâå

Ei âîçüìåì ëþáóþ èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà

Ïðåäëîæåíèå 41. Ëþáîé êîíèêå β ïó÷êà F ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî cβ :=

1
2µ[G,K] (ñì. ðèñ. 2.7) òàêîå, ÷òî êàæäîå èç îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå j1β è j

2
β
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ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âûðàâíèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåéäåò â êîìïîçèöèþ

ñäâèãà íà âåêòîð ±cβ è ñèììåòðèè S, ïåðåâîäÿùåé ïðÿìûå o1 è o2 äðóã â

äðóãà. Òî÷íåå, äëÿ k ∈ {1, 2} äèàãðàììû

l1
jkβ−−→ l2yϑ yϑ

o1
S◦ρ(−1)kcβ−−−−−−→ o2

è

l2
jkβ−−→ l1yϑ yϑ

o2
S◦ρ(−1)k+1cβ−−−−−−−→ o1

êîììóòàòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Z ïî α, òî÷êè ϑ(Z)

è ϑ(jkβ(Z)) äâèãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïðÿìûì o1 è o2. Òîãäà ïî�

ñêîëüêó ìåðà µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå, èç îïðåäå�

ëåíèÿ (2.15) âûðàâíèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ïîí�

ñåëå ïðè âûðàâíèâàíèè ïåðåéäóò â ñäâèãè. À òî, ÷òî ýòî ñäâèãè íà âåêòîðà

±cβ = 1
2µ[G,K], ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 39.

Èç çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êàñàíèå ïðÿìîé Zjkβ(Z) ñ êîíèêîé β

âíóòðåííåå, òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Z ïî êîíèêå α â íàïðàâëåíèè åå îðè�

åíòàöèè òî÷êà jkβ(Z) äâèæåòñÿ ïî α òîæå â íàïðàâëåíèè åå îðèåíòàöèè. À

ò.ê. òî÷êè Z è jkβ(Z) ïðèíàäëåæàò îäíîé êîïèè êîíèêè α, òî òî÷êè ϑ(Z) è

ϑ(jkβ(Z)) äâèãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïðÿìûì o1 è o2. Åñëè æå êàñàíèå

ïðÿìîé Zjkβ(Z) ñ êîíèêîé β âíåøíåå, òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Z ïî êîíèêå α â

íàïðàâëåíèè åå îðèåíòàöèè òî÷êà jkβ(Z) äâèæåòñÿ ïî α ïðîòèâ åå îðèåíòàöèè.

Íî ò.ê. òî÷êè Z è jkβ(Z) ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîïèÿì êîíèêè α, òî òî÷êè

ϑ(Z) è ϑ(jkβ(Z)) äâèãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïðÿìûì o1 è o2.

2

Òåïåðü Áîëüøàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåííîé êîíèêè α

ñðàçó ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 41.

Ñëåäñòâèå 42. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β, ãäå α âûðîæäåíà

â ïàðó ïðÿìûõ, çàìûêàþòñÿ, òî âåðøèíà êîíèêè α ëåæèò âíóòðè êîíè�
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êè β. Èíà÷å (íàïðèìåð, åñëè α è β íå ïåðåñåêàþòñÿ), òðàåêòîðèè Ïîíñåëå

ñõîäÿòñÿ ê âåðøèíå êîíèêè α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z1Z2 . . . Zn . . . � íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ Ïîíñåëå êî�

íèê α è β. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êà Z2 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè Z1 ïðèìå�

íåíèåì îòîáðàæåíèÿ j1β, òîãäà Z3 = j2β(Z2), Z4 = j1β(Z3), ... Ò.å. îòîáðàæåíèÿ

Ïîíñåëå j1β è j
2
β â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåäóþòñÿ.

Ðàññìîòðèì îáðàç Z ′
1Z

′
2 . . . Z

′
n . . . òðàåêòîðèè Ïîíñåëå Z1Z2 . . . Zn . . . ïî�

ñëå âûðàâíèâàíèÿ îòîáðàæåíèåì ϑ. Òî÷êè Z ′
i ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ëåæàò íà

îäíîé èç ïðÿìûõ o1 è o2, à ñ íå÷åòíûìè � íà äðóãîé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1 òî÷�

êà Z ′
i+1 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè Z ′

i ñäâèãîì íà îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ i âåêòîð

è ñèììåòðèåé S. Ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z ′
i ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íî óäàëåí�

íîé òî÷êå ïðÿìûõ l1 è l2. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zi

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå P .

2

2.5. Êëàññèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð íà êîíèêàõ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå íàìè áûëà ðàññìîòðå�

íà êîíêðåòíàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ â Òåîðåìå 33, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå, êîòîðàÿ îêàçàëàñü òàêæå F-óíèâåðñàëüíîé ìåðîé. Âîç�

íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå èíâàðèàíòíûå è äðóãèå

óíèâåðñàëüíûå ìåðû?

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ èíâàðèàíòíûõ îòíîñè�

òåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå è óíèâåðñàëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ.

Òåîðåìà 43. Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, F � ïó�

÷îê êîíèê, ïîðîæäåííûé α è β.

1. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β íå çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííàÿ jβ-èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Ïðè ýòîì, îíà àáñîëþò�

íî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è F-óíèâåðñàëüíà.

2. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò áåñ�

êîíå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð. Êàæäàÿ òàêàÿ ìåðà µ îä�

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàäàíèåì íà ïðîèçâîëüíîé äóãå (a, b), ãäå b �

òàêàÿ òî÷êà îðáèòû a ïîä äåéñòâèåì jβ, ÷òî íà äóãå (a, b) íåò äðóãèõ òî�

÷åê ýòîé îðáèòû.

3. F-óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà íà α ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è ñîâïàäàåò ñ ìå�

ðîé (2.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, âñÿêàÿ jβ-èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà ν

ïîðîæäàåò áîðåëåâñêóþ ìåðó λ = ν ◦ ϑ−1 íà T, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî

ñäâèãà ρcβ .

Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå íå çàìûêàþòñÿ, òî jnβ ̸= idα äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Äåéñòâóÿ íà ýòî íåðàâåíñòâî îòîáðàæåíèåì ϑ ïî ïðàâèëó (4.4), ïîëó÷àåì

ρncβ ̸= idT, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ncβ ̸= 0T èëè ncβ /∈ Z, ò.å. ÷èñëî cβ
èððàöèîíàëüíî.

Ëþáàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà λ íà T ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé (λ, φ) =∫
φdλ, φ ∈ D, ãäå D � ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé. Âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ

ôóíêöèÿ λ ∈ D′ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå λ(x) =∑
k∈Z

ake
2πikx, ñõîäÿùèìñÿ â D′. Åñëè ìåðà λ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

íà âåêòîð c, òî∑
k∈Z

ake
2πikx =

∑
k∈Z

ake
2πik(x+c) =

∑
k∈Z

(ake
2πikc)e2πikx.

Èç åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ðÿäîì Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî k ëèáî ak = 0, ëèáî e2πikc = 1. Ïîñëåäíåå â ñëó÷àå èððàöèîíàëüíîãî

c âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè k = 0. Òàêèì îáðàçîì, λ(x) = a0, ò.å. ñ ó÷åòîì

íîðìèðîâêè ìåðà åäèíñòâåííà.
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Â ñëó÷àå çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé ÷èñëî cβ ðàöèîíàëüíî è ðàâíî íåêîòî�

ðîé íåñîêðàòèìîé äðîáè
m

n
, ãäå n ðàâíî ÷èñëó çâåíüåâ òðàåêòîðèè, ò.å. ÷èñëó

òî÷åê îðáèòû a ∈ α̃F ïîä äåéñòâèåì jβ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçáèåíèå

α̃F =
n−1⊔
k=0

jkβ([a, b)),

ãäå jkβ � k-àÿ ñòåïåíü jβ îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. È ïðîèçâîëüíàÿ ìåðà µ

íà [a, b) îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ α ïî èíâàðèàíòíîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå F-óíèâåðñàëüíîé ìåðû óæå óñòàíîâëåííî, à åå åäèíñòâåí�

íîñòü ñëåäóåò èç ï.1 ýòîé òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü òî÷êè X,Y êîíèêè

α òàêîâû, ÷òî µ(X, Y ) èððàöèîíàëüíî. Â ïó÷êå F åñòü êîíèêà γ, êàñàþùà�

ÿñÿ ïðÿìîé XY . Òîãäà òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèêè γ íå çàìûêàþòñÿ. Êàæ�

äàÿ F-óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ jγ-èíâàðèàíòíîé. À èç ï.1 ñëåäóåò, ÷òî

jγ-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åäèíñòâåííà.

2

2.6. Ñâÿçü áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ ïó÷êîâ êîíèê

ñ áîëüøîé òåîðåìîé Ýìõà

Â ðàáîòå [48] äîêàçàíî, ÷òî îáùèå õîðäû îêðóæíîñòè δ (â îáîçíà÷åíè�

ÿõ Òåîðåìû Ýìõà, ñì. ñ. 9) ñî âñåâîçìîæíûìè îêðóæíîñòÿìè ñåìåéñòâà Mi

êàñàþòñÿ íåêîòîðîé êîíèêè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ýìõà ñëåäóåò èç òåîðå�

ìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îáðàòíîå, ÷òî òåîðåìà

Ïîíñåëå äëÿ êîíèê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýìõà. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ îêðóæ�

íîñòè α è êîíèêè β ìû ïîñòðîèì ïàðó îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, òðàåêòîðèè Ýìõà

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íà îêðóæíîñòè α ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè Ïîíñåëå

îòíîñèòåëüíî êîíèêè β. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ è íà áîëüøóþ òåîðåìó

Ïîíñåëå äëÿ ïó÷êîâ êîíèê.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïó÷êîì êîíèê, ïîðîæäåííûì äâóìÿ êîíèêàìè α è β,

íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî F(α, β) êîíèê γ, êâàäðàòè÷íûå

ôîðìû êîòîðûõ ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

γ(x) = α(x) + λβ(x), (2.16)

ãäå λ ∈ R ∪ {∞}. Ñàìè êîíèêè α è β ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà

λ = 0 è λ = ∞ è, ïîýòîìó, òîæå ïðèíàäëåæàò F(α, β).

Äëÿ ëþáûõ òðåõ êîíèê α, β, γ ∈ F îáîçíà÷èì ÷åðåç λα
(
γ
β

)
çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà λ, ñâÿçûâàþùåãî èõ ñîîòíîøåíèåì (2.16). Òàê êàê α(X) = 0 äëÿ

ëþáîé òî÷êè X êîíèêè α, òî

γ(X)

β(X)
= λα

(
γ

β

)
, ∀X ∈ α. (2.17)

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü γ ∈ F � âûðîæäåííàÿ â ïàðó ïðÿìûõ êîíèêà ïó÷êà F.

Ïóñòü p è q � ýòè ïðÿìûå. Òîãäà

γ(x) ≡ cp(x)q(x) (2.18)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Íî p(x) ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò òî÷�

êè x äî ïðÿìîé p. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè p(x) è q(x) �

ýòî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ïðÿìûõ p è q. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå â

òî÷êå x êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âûðîæäåííîé â ïàðó ïðÿìûõ êîíèêè γ ïðî�

ïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè x äî ýòèõ ïðÿìûõ.

ßñíî, ÷òî åñëè êâàäðàòè÷íûå ôîðìû âñåõ êîíèê ïó÷êà óìíîæèòü íà

ëþáîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ, òî ïàðàìåòð λα
(
γ
β

)
íå èçìåíèòñÿ. Ïó÷îê êîíèê

áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííûì, åñëè

γ(x) = p(x)q(x),

ãäå γ � âûðîæäåííàÿ â ïàðó ïðÿìûõ êîíèêà ïó÷êà, p(x) è q(x) � îðèåíòèðî�

âàííûå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ïðÿìûõ p è q, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êîíèêà γ.
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Ëåììà 44. Ïóñòü F � ïó÷îê êîíèê, õîðäà AB êîíèêè α ∈ F êàñàåòñÿ êî�

íèêè β ∈ F â òî÷êå C. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíèêè γ ∈ F, îòëè÷íîé îò α,

γ(A)

γ(B)
=

(
|AC|
|BC|

)2

. (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ β(X) íà ïðÿìîé l, ñî�

äåðæàùåé õîðäó AB, ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ñ

åäèíñòâåííûì íóëåì â òî÷êå C, òî

β(X)| l = k|CX|2. (2.20)

Òàêèì îáðàçîì,

γ(A)

γ(B)

(2.17)
=

β(A)

β(B)

(2.20)
=

k|AC|2

k|BC|2
=

(
|AC|
|BC|

)2

.

2

Òåîðåìà 45 (Î äëèíå õîðäû Ïîíñåëå) Ïóñòü F � íîðìèðîâàííûé ïó÷îê êî�

íèê, ñîäåðæàùèé îêðóæíîñòü α è âûðîæäåííóþ êîíèêó γ, ñîñòîÿùóþ èç

äâóõ ïðÿìûõ p è q. Òîãäà åñëè õîðäà AB îêðóæíîñòè α êàñàåòñÿ êîíèêè β,

òî

|AB| =

√
λβ

(
α

γ

)
(
√
p(A)q(B) +

√
p(B)q(A)) . (2.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 44 è Çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî

|AC|
|BC|

(2.19)
=

√
γ(A)

γ(B)

(2.18)
=

√
p(A)q(A)

p(B)q(B)
. (2.22)

Ïîñêîëüêó êîíèêà α � ýòî îêðóæíîñòü, òî

|AC| · |BC| = α(C) = c γ(C)
(2.18)
= c p(C)q(C), ãäå c = λβ

(
α

γ

)
. (2.23)

Òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â óæå èçâåñòíîì íàì îòíîøåíèè (2.22), çíàÿ êî�

òîðîå ìû ìîæåì âûðàçèòü ðàññòîÿíèÿ p(C) è q(C) äî ïðÿìûõ p è q ÷åðåç
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ðàññòîÿíèÿ äî ýòèõ ïðÿìûõ îò òî÷åê A è B. À èìåííî,

p(C) =
p(A)

√
p(B)q(B) + p(B)

√
p(A)q(A)√

p(A)q(A) +
√
p(B)q(B)

,

q(C) =
q(A)

√
p(B)q(B) + q(B)

√
p(A)q(A)√

p(A)q(A) +
√
p(B)q(B)

.

Îáîçíà÷èì ∏
=
√
p(A)q(A)p(B)q(B).

Òîãäà

|AC| · |BC| (2.23)
= cp(C)q(C) = c · 2

∏2+(p(A)q(B) + p(B)q(A))
∏

(
√
p(A)q(A) +

√
p(B)q(B))2

. (2.24)

Èç (2.22) è (2.24) íàõîäèì

|AB| = |AC|+ |BC| =
√
(2.24) · (2.22) +

√
(2.24)/(2.22) =

=
√
(2.24)

(√
(2.22) +

√
1

(2.22)

)
=

=
√
c ·

√
2
∏2+(p(A)q(B) + p(B)q(A))

∏√
p(A)q(A) +

√
p(B)q(B)

·
√
p(A)q(A) +

√
p(B)q(B)√∏ ,

îòêóäà

|AB| =
√
c
(
2
∏

+p(A)q(B) + p(B)q(A)
)
=

=

√
c
(√

p(A)q(B) +
√
p(B)q(A)

)2
=

=

√
λβ

(
α

γ

)
(
√
p(A)q(B) +

√
p(B)q(A)) .

2
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Ëåììà 46. Ïóñòü F � ïó÷îê îêðóæíîñòåé ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ p. Òîãäà äëÿ

ëþáîé îêðóæíîñòè ω ∈ F ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè
σω(x)

p(x)
ÿâëÿþòñÿ îêðóæíî�

ñòÿìè ïó÷êà F.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè α è ω � äâå ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè ïëîñêîñòè,

à ïðÿìàÿ p � èõ ðàäèêàëüíàÿ îñü, òî äëÿ âñåõ òî÷åê X îêðóæíîñòè α

σω(X)

p(X)
≡ const . (2.25)

Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó ÷åðåç cα(ω).

Òåîðåìà 47 (Î ñâÿçè òåîðåìû Ïîíñåëå ñ òåîðåìîé Ýìõà) Íà ïëîñêîñòè äà�

íû îêðóæíîñòü α è êîíèêà β. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð

îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, öåïî÷êè Ýìõà êîòîðûõ íà îêðóæíîñòè α âûðåçàþò

ëîìàíûå Ïîíñåëå îòíîñèòåëüíî êîíèêè β. Áîëåå òîãî, ïóñòü γ � âûðîæ�

äåííàÿ êîíèêà ïó÷êà F(α, β), ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïðÿìûõ p è q. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Fp ïó÷îê îêðóæíîñòåé, ñîäåðæàùèé îêðóæíîñòü α è ïðÿìóþ p (ïðÿ�

ìàÿ p áóäåò îáùåé ðàäèêàëüíîé îñüþ âñåõ îêðóæíîñòåé ïó÷êà Fp). Òàêæå,

Fq � ïó÷îê îêðóæíîñòåé, ñîäåðæàùèé îêðóæíîñòü α è ïðÿìóþ q. Òîãäà äëÿ

êàæäîé îêðóæíîñòè ω1 ∈ Fp ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðóæíîñòü ω2 ∈ Fq, ÷òî

îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå îòíîñèòåëüíî êîíèêè β ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì

Ýìõà îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé ω1 è ω2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B è

êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè ω1 ∈ Fp . Â ïó÷êå Fq åñòü äâå îêðóæíîñòè � ω2 è

ω′
2, êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè δ. Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü α òîæå ïðèíàäëåæèò

ïó÷êó Fq è ñîäåðæèò òî÷êè A è B, òî òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ω2 è ω′
2

ñ îêðóæíîñòüþ δ ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AB. Ïóñòü ω2 � òà

èç íèõ, òî÷êà êàñàíèÿ êîòîðîé ñ îêðóæíîñòüþ δ ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó

îò ïðÿìîé AB c òî÷êîé êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è δ. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

103



Ðèñ. 2.8. Ñâÿçü òåîðåìû Ïîíñåëå ñ òåîðåìîé Ýìõà.

÷åòûðå îêðóæíîñòè � ω1, ω2, ω3 = A è ω4 = B (îêðóæíîñòè íóëåâîãî ðàäèó�

ñà) êàñàþòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷åì òî÷êè êàñàíèÿ ñ ω1 è ω2 ðàçäåëÿþò

òî÷êè êàñàíèÿ ñ ω3 è ω4. Çíà÷èò äëÿ íèõ âåðíà ôîðìóëà Êåéçè (1.4):

τ12τ34 = τ13τ24 + τ14τ23.

Ñ ó÷åòîì (1.3) ýòî äàåò

τω1ω2
· |AB| =

√
σω1

(A)
√
σω2

(B) +
√
σω1

(B)
√
σω2

(A). (2.26)

Òàê êàê ïðÿìûå p è q � ýòî ðàäèêàëüíûå îñè îêðóæíîñòåé α, ω1 è α, ω2, òî

ïî Ëåììå 46 äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.25), èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

σω1
(A) = cα(ω1)p(A), σω1

(B) = cα(ω1)p(B),

σω2
(A) = cα(ω2)q(A), σω2

(B) = cα(ω2)q(B).

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (2.26), íàõîäèì

τω1ω2
=
√
cα(ω1)cα(ω2)

√
p(A)q(B) +

√
p(B)q(A)

|AB|
. (2.27)
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Ïî Òåîðåìå 45 (î äëèíå õîðäû Ïîíñåëå) äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè (2.27)

ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ õîðä AB îêðóæíîñòè α, êàñàþùèõñÿ êîíèêè β, è äëÿ

íîðìèðîâàííîãî ïó÷êà F ðàâíà
√
λβ
(
γ
α

)
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

τω1ω2
=

√
λβ

(γ
α

)
· cα(ω1) · cα(ω2) .

Ýòî ñîîòíîøåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà õîðäû Ïîíñåëå AB. Îñòàëîñü çàìå�

òèòü, ÷òî âñå ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îáðàòèìû.

2

Ïîïóòíî áûëî äîêàçàíî

Ñëåäñòâèå 48. Ïóñòü ïó÷îê êîíèê F íîðìèðîâàí. Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ

Òåîðåìû 47 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

τω1ω2
=

√
λβ

(γ
α

)
cα(ω1)cα(ω2) .

Êðîìå òîãî, èç Òåîðåìû 47 ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 49 (î ñâÿçè áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå ñ áîëüøîé òåîðåìîé Ýìõà)

Ïóñòü îêðóæíîñòü α è êîíèêè β1, . . . , βn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó. Òî�

ãäà ñóùåñòâóåò n ïàð îêðóæíîñòåé {ω(k)
1 , ω

(k)
2 }nk=1 òàêèõ, ÷òî îêðóæíî�

ñòè {ω(k)
1 }nk=1 ñîîñíû ñ α è îêðóæíîñòè {ω(k)

2 }nk=1 ñîîñíû ñ α, à îáîáùåííûå

öåïî÷êè Ýìõà îòíîñèòåëüíî íàáîðà {ω(k)
1 , ω

(k)
2 }nk=1 âûðåçàþò íà îêðóæíî�

ñòè α ëîìàíûå Ïîíñåëå îòíîñèòåëüíî êîíèê β1, . . . , βn.

2.7. Áîëüøèå òåîðåìû Ïîíñåëå è Ýìõà â ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî

Â ðàáîòå [66] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé

âåðíà â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü, èñïîëüçóÿ

áîëüøóþ òåîðåìó Ýìõà.
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Íàïîìíèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Îêðóæíîñòè, ýêâèäèñòàíòû,

ïðåäåëüíûå ëèíèè (îðèöèêëû) è ïðÿìûå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî âñå âìå�

ñòå íàçûâàþòñÿ öèêëàìè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ öèêëîâ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî,

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê äâóì äàííûì öèêëàì, íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïðÿìûìè â ýòîé

ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå åâêëèäîâû îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îêðóæ�

íîñòè àáñîëþòà, à îêðóæíîñòÿìè � îáû÷íûå îêðóæíîñòè, íåïåðåñåêàþùèå

àáñîëþò, ýêâèäèñòàíòàìè � îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèå àáñîëþò, ïðåäåëüíû�

ìè ëèíèÿìè � îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ àáñîëþòà. Ïîýòîìó, ïó÷îê öèêëîâ

íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå íå îòëè÷àåòñÿ îò

ïó÷êà îêðóæíîñòåé îáû÷íîé (åâêëèäîâîé) ãåîìåòðèè. Òîëüêî â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì òî÷åê íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, çäåñü ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

íå ïîëíûå îêðóæíîñòè ïó÷êà, à ëèøü èõ äóãè, çàêëþ÷åííûå âíóòðè àáñîëþòà.

Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â [58]. Òàêèì îáðàçîì, áîëüøàÿ òåîðåìà Ýìõà

äëÿ ïó÷êîâ öèêëîâ â ìîäåëè Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî � ýòî áîëüøàÿ

òåîðåìà Ýìõà â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû, êîãäà öèêëû αi è βi ñèì�

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Òîãäà âñå öèêëû ¾öåïî÷êè Ýìõà¿ áóäóò

îðòîãîíàëüíû àáñîëþòó, ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Ïî�

ëó÷àåì áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Òåîðåìà 50. Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âåðíû áîëüøàÿ òåîðåìà Ýìõà è

áîëüøàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå.
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Ãëàâà 3

Íåêîììóòàòèâíûå òåîðåìû î çàìûêàíèè

Ïðåäûäóùàÿ ãëàâà áûëà ïîñâÿùåíà áîëüøîé òåîðåìå Ïîíñåëå, êîòîðàÿ

îáîáùàåò òåîðåìó Ïîíñåëå íà íàáîðû êîíèê, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïó÷êó.

Ýòî îáîáùåíèå èìååò äîâîëüíî íåîæèäàííîå ïðèëîæåíèå: áîëüøàÿ òåîðåìà

Ïîíñåëå ðàâíîñèëüíà çàêîíó ñëîæåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ [2]. Ñëîæå�

íèå, êàê èçâåñòíî, êîììóòàòèâíî. À äëÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå ýòà êîììóòà�

òèâíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðîÿ ëîìàííûå Ïîíñåëå n êîíèê, ïîðÿäîê

êàñàíèÿ ñ êîíèêàìè ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíûì (Òåîðåìà 31, ï.(i)). Àíàëî�

ãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è öåïî÷êè îêðóæíîñòåé â áîëüøîé òåîðåìå Ýìõà

(Òåîðåìà 24).

Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ñåìåéñòâà êî�

íèê, îòëè÷íûå îò ïó÷êîâ, òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîòîðûõ îáëàäàþò ñâîéñòâîì

çàìûêàíèÿ? À â áîëüøîé òåîðåìå Ýìõà ôèãóðèðóþò äâà ñåìåéñòâà ñîîñíûõ

îêðóæíîñòåé. Òîãäà ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé, öåïî÷êè

Ýìõà êîòîðûõ òîæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ? Â ýòîé ãëàâå ìû äî�

êàæåì íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè áîëüøèõ òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà, êîòîðûå

ïî âñåé âèäèìîñòè, íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû.

Ìû ôîðìóëèðóåì èõ è äîêàçûâàåì ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè. Ìû òàê�

æå óñòàíîâèì, ÷òî áîëüøèå òåîðåìû Ïîíñåëå è Ýìõà âåðíû è â ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî è ïîëó÷èì óñèëåííûé âàðèàíò òåîðåìû Ïîíñåëå íà àáñîëþòå.

Êðîìå òîãî, â Ðàçäåëå 3.8 ìû ïîëó÷èì åùå îäíó íîâóþ òåîðåìó î çàìûêà�

íèè, êîòîðàÿ íåîáû÷íà òåì, ÷òî çàìûêàíèå â íåé ïðîèñõîäèò íà ïîäâèæíîé

¾îðáèòå¿.
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3.1. Ïðîåêòèâíûå èíâîëþöèè íà êîíèêå

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíèêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Íàïîìíèì

íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ïðîåêòèâíûå ñâîéñòâà êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé.

Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà êîíèêå α íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà

íåå âñÿêîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè, êîòîðîå ïåðåâîäèò êî�

íèêó α â ñåáÿ.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ l. Âûáåðåì íà êîíèêå

α òî÷êó a è ñäåëàåì èç íåå öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ π : α → l êîíèêè α íà

ïðÿìóþ l, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òî÷êó x êîíèêè α â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

ax è l (ñàìîé òî÷êå a ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé â íåé

ê êîíèêå α ñ ïðÿìîé l). Ýòà ïðîåêöèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íà. Åñëè Φ � ïðîèç�

âîëüíîå îòîáðàæåíèå êîíèêè α íà ñåáÿ, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x êîíèêè

α óñëîâèå π(x) 7→ π(Φ(x)) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ïðÿìîé l íà ñåáÿ. Ýòî

îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé îòîáðàæåíèÿ Φ íà ïðÿìóþ l ñ öåíòðîì

ïðîåêöèè â òî÷êå a.

Ìåæäó ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîíèêè è ïðîåêòèâíûìè ïðå�

îáðàçîâàíèÿìè ïðÿìîé èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ïðåä�

ëîæåíèåì:

Ïðåäëîæåíèå 51. Ïðîåêöèÿ íà ïðÿìóþ l ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ êîíèêè α, ïå�

ðåâîäÿùåãî åå â ñåáÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîá�

ðàçîâàíèåì ïðÿìîé l, êîãäà Φ åñòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíèêè α.

Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà

êîíèêå � êàê öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé.

Ïðåäëîæåíèå 52. Åñëè Φ � ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå x → x′ íà êî�

íèêå α è b � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíèêè α, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåïîäâèæíîé
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òî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ bx′ è b′x ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé lΦ, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà òî÷êè b.

Ýòà ïðÿìàÿ lΦ íàçûâàåòñÿ îñüþ Øòåéíåðà ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî èíâîëþöèåé íàçûâàåòñÿ òàêîå íåòîæäåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå, êâàäðàò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, òî åñòü f � èíâî�

ëþöèÿ, åñëè f ◦ f ≡ id. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

íà ïðÿìîé ëèáî ñàìî ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ëèáî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîì�

ïîçèöèè äâóõ ïðîåêòèâíûõ èíâîëþöèé. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ Ïðåäëîæåíèÿ 51

ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 53. Âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíèêè, íå ÿâëÿþ�

ùååñÿ èíâîëþöèåé, ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóõ ïðîåêòèâíûõ èíâî�

ëþöèé.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò êðèòåðèé, îïðåäåëÿþùèé êîãäà ïðîåêòèâ�

íîå ïðåîáðàçîâàíèå íà êîíèêå ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 54. Ïðåîáðàçîâàíèå i : α → α íà êîíèêå α òîãäà è òîëü�

êî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèåé, êîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ α

ïðÿìûå xi(x) ñõîäÿòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæåíèé 51 - 54 è äðóãèå ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íà êîíèêàõ ìîæíî íàéòè â êíèãå [72].

Èòàê, êàæäîé ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèè i : α → α íà êîíèêå ñîîòâåòñòâóåò

òî÷êà o, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò ïðÿìûå xi(x) äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ α. Ýòó

òî÷êó íàçîâåì öåíòðîì èíâîëþöèè i. Â ëèòåðàòóðå åå åùå íàçûâàþò òî÷êîé

Ôðåæüå èíâîëþöèè i [5].

Èç ñâîéñòâ ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ èí�

âîëþöèé íà êîíèêå ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ

öåíòðû ïîëÿðíî ñîïðÿæåíû.
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Ïîäîáíûé êðèòåðèé äëÿ òðåõ èíâîëþöèé ðàâíîñèëåí òåîðåìå Ïàñêàëÿ

î òîì, ÷òî òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà

ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.

Ïðåäëîæåíèå 55 (Òåîðåìà Ïàñêàëÿ) Êîìïîçèöèÿ òðåõ èíâîëþöèé íà êî�

íèêå ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ öåíòðû ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 53 êàæäîìó ïðîåêòèâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ p íà

êîíèêå α ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó òî÷åê o1 è o2, ÿâëÿþùèõñÿ

öåíòðàìè èíâîëþöèé i1 è i2, â êîìïîçèöèþ êîòîðûõ ðàñêëàäûâàåòñÿ ïðåîáðà�

çîâàíèå p. Ðàçëîæåíèå ýòî íå åäèíñòâåííî, íî âñå òàêèå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî

îïèñàòü, èñïîëüçóÿ ìåòðèêó Êëåéíà ñ àáñîëþòîì α.

Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ïëîñêîñòè è ïóñòü ïðÿìàÿ xy ïåðå�

ñåêàåò êîíèêó α â òî÷êàõ p è q (âîçìîæíî, â ìíèìûõ). Òîãäà ðàññòîÿíèå â

ìåòðèêå Êëåéíà ñ àáñîëþòîì α îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

dα(x,y) = c ln[x,y;p, q],

ãäå [x,y;p, q] =
xp

xq
:

yp

yq
� äâîéíîå îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííûõ îòðåçêîâ,

c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ìîæíî ïîëó÷èòü è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ dα(x,y), íå èñïîëüçóþùóþ òî÷�

êè p è q. Ïóñòü x = (x1 : x2 : x3) è y = (y1 : y2 : y3) â íåêîòîðîé ïðîåêòèâíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, à Pxy =
∑
i,k

aikxiyk � áèëèíåéíàÿ ôîðìà êîíèêè α. Òîãäà

dα(x,y) = c ln
Pxy +

√
P2

xy − PxxPyy

Pxy −
√

P2
xy −PxxPyy

.

Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì íàïèñàíî â [71].
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Ìåòðèêà Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé, ò.å. îíà èíâàðèàíòíà ïðè ïðîåê�

òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè êîíèêà α è òî÷êè x,y ïðîåê�

òèðóþòñÿ â êîíèêó α′ è òî÷êè x′,y′ ñîîòâåòñòâåííî, òî dα(x,y) = dα′(x′,y′).

Òåîðåìà 56. Ïóñòü íà êîíèêå α çàäàíî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå p. Òî�

ãäà âñå ðàçëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ p â êîìïîçèöèþ äâóõ ïðîåêòèâíûõ èí�

âîëþöèé i1 è i2 îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

1) èõ òî÷êè Ôðåæüå o1 è o2 ëåæàò íà îñè Øòåéíåðà lp ïðåîáðàçîâàíèÿ p;

2) ðàññòîÿíèå dα(o1;o2) ìåæäó òî÷êàìè o1 è o2 â ìåòðèêå Êëåéíà ñ àáñî�

ëþòîì α ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü p = i1 ◦ i2 = i3 ◦ i4. Òîãäà

(i3 ◦ i1 ◦ i2)2 ≡ id, (i1 ◦ i2 ◦ i4)2 ≡ id,

è ïî Ïðåäëîæåíèþ 55 öåíòðû o1,o2,o3,o4 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé l.

Ðàññìîòðèì íà êîíèêå α äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè b è x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

b̃ è x̃ èõ îáðàçû ïðè èíâîëþöèè i1, à ÷åðåç b
′ è x′ � îáðàçû òî÷åê b̃ è x̃ ïðè

èíâîëþöèè i2. Èç òåîðåìû Ïàñêàëÿ äëÿ øåñòèóãîëüíèêà bb̃b′xx̃x′ ñëåäóåò,

÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ bx′ è b′x ëåæèò íà ïðÿìîé o1o2. Òîãäà ïî

Ïðåäëîæåíèþ 52 ïðÿìàÿ l ñîâïàäàåò ñ îñüþ Øòåéíåðà lp ïðåîáðàçîâàíèÿ p.

2) Ïóñòü p : x 7→ y. Òàê êàê i1 ◦ i2 ◦ i4 ◦ i3 ≡ id, òî

x
i1−→ a

i2−→ y
i4−→ a′ i3−→ x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p è q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé Øòåéíåðà lp ñ êîíèêîé α

(ñì. ðèñ. 3.1). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ïðîåêöèé ïðÿìîé lp íà êîíèêó α èç

òî÷êè a è ïðîåêöèè êîíèêè α îáðàòíî íà ïðÿìóþ lp èç òî÷êè a′. Çàìåòèì,

÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì íà ïðÿìîé lp. À ïîñêîëüêó

òî÷êè o1,o2,p, q ïåðåõîäÿò â òî÷êè o3,o4,p, q ñîîòâåòñòâåííî, òî äâîéíûå

îòíîøåíèÿ ýòèõ ÷åòâåðîê îäèíàêîâû. Ñëåäîâàòåëüíî, dα(o1;o2) = dα(o3;o4).
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Ðèñ. 3.1.

3.2. Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû

Ïîíñåëå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω(α) êîíèê ïëîñêîñòè, êîòîðûå äâàæäû êàñà�

þòñÿ äàííîé êîíèêè α. Ïðè ýòîì, êàñàíèå ìîæåò áûòü ìíèìûì. Íàïðèìåð,

ëþáûå äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ äâàæäû êàñàþùèìèñÿ êî�

íèêàìè: îíè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â öèêëè÷åñêèõ òî÷êàõ (1,±i, 0) êîìïëåêñ�

íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω(α) ñîäåðæèò

è âñå òî÷êè ïëîñêîñòè (êàê âûðîæäåííûå êîíèêè).

Êîíèêè, äâàæäû êàñàþùèåñÿ α, òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðîåêòèâíûìè ïðåîá�

ðàçîâàíèÿìè íà α.

Òåîðåìà 57 (M. Chasles [70, ch.XIX, � III, prop. 473]) Åñëè p � ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå íà êîíèêå α, òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ α ïðÿìûå xp(x) êàñà�

þòñÿ íåêîòîðîé êîíèêè β ∈ Ω(α). Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé êîíèêè β ∈ Ω(α) åå

ïðåîáðàçîâàíèå Ïîíñåëå íà êîíèêå α ïðîåêòèâíî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé êîíèêè β ∈ Ω(α) åå îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå

jβ íà êîíèêå α ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, è íàîáîðîò, ëþáîå ïðîåêòèâíîå ïðå�

îáðàçîâàíèå íà êîíèêå α ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì Ïîíñåëå îòíîñèòåëüíî
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íåêîòîðîé êîíèêè β ∈ Ω(α). Èç òåîðåìû Øàëÿ âûòåêàåò ñëåäóþùèé àíàëîã

áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå:

Òåîðåìà 58 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå)

Ïóñòü α � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà, β1, . . . , βn ∈ Ω(α). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè a1 ∈ α ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ïîíñåëå a1a2 . . .an+1, ó êîòîðîé aiai+1

êàñàåòñÿ βi. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè a1 ïî êîíèêå α ïðÿìàÿ a1an+1 òî�

æå êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè βn+1 ∈ Ω(α) (ðèñ. 3.2).

Ðèñ. 3.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Øàëÿ îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå

êàæäîé êîíèêè βi ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà êîíèêå α. Òî�

ãäà èõ êîìïîçèöèÿ � òîæå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ïîíñåëå íåêîòîðîé êîíèêè βn+1 ∈ Ω(α).

2

3.2.1. Óñèëåííàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå íà àáñîëþòå ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî

Êàê áûëî îòìå÷åíî â Ðàçäåëå 2.7, â ìîäåëè Ïóàíêàðå âñå öèêëû (îêðóæ�

íîñòè, ýêâèäèñòàíòû è îðèöèêëû) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè åâêëèäîâûìè îêðóæ�
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íîñòÿìè èëè èõ äóãàìè. À â ìîäåëè Êëåéíà öèêëû ÿâëÿþòñÿ êîíèêàìè, äâà�

æäû êàñàþùèìèñÿ àáñîëþòà.1 Ïîýòîìó Òåîðåìà 58 èìååò ñëåäóþùåå ëþáî�

ïûòíîå ñëåäñòâèå äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî:

Òåîðåìà 59 (Óñèëåííàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå íà àáñîëþòå) Ïóñòü ω1, ω2, . . .,

ωn � ïðîèçâîëüíûå öèêëû â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Âûáåðåì òî÷êó v1 íà

àáñîëþòå è ïîñòðîèì âïèñàííóþ â íåãî ëîìàííóþ v1v2 . . . vn+1, ó êîòîðîé

i-àÿ ñòîðîíà vivi+1 êàñàåòñÿ öèêëà ωi, i = 1, n. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè

v1 ïî àáñîëþòó ïðÿìàÿ v1vn+1 êàñàåòñÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî öèêëà.

3.3. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå êîíèêó,

è èõ ñâÿçü ñ óíèâåðñàëüíîé ìåðîé

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû êîíèêà α è ïðÿìàÿ l. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

Gl = {p : α → α, lp = l}

ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé p íà êîíèêå α, ïðÿìàÿ Øòåéíåðà lp êîòîðûõ

ñîâïàäàåò ñ l. Åñëè p = ii ◦ i2 � ðàçëîæåíèå p â êîìïîçèöèþ äâóõ èíâîëþöèé,

òî, ñîãëàñíî Òåîðåìå 56, öåíòðû o1(p) è o2(p) ýòèõ èíâîëþöèé ëåæàò íà ïðÿ�

ìîé l. Ïðè ýòîì, ðàññòîÿíèå dα(o1(p);o2(p)) ìåæäó òî÷êàìè o1(p) è o2(p) â

ìåòðèêå Êëåéíà ñ àáñîëþòîì α ïîñòîÿííî.

Ïî òåîðåìå Øàëÿ ñóùåñòâóåò êîíèêà βp ∈ Ω(α) òàêàÿ, ÷òî p ≡ jβp. Íàçî�

âåì åå êîíèêîé Øàëÿ îòîáðàæåíèÿ p. Òàê êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ α ñ ïðÿìîé

l (îíè ìîãóò áûòü ìíèìûìè) ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè äëÿ p, à ó îòîáðàæå�

íèÿ Ïîíñåëå jβp íåïîäâèæíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè êàñàíèÿ α ñ βp, òî

1 Ýòî ëåãêî çàìåòèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ìîäåëü Ïóàíêàðå â

ìîäåëü Êëåéíà. Ïîñòðîèì íà àáñîëþòå ñôåðó êàê íà äèàìåòðå è ñäåëàåì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ

ìîäåëè Ïóàíêàðå íà ýòó ñôåðó. Âñå öèêëû ïåðåéäóò â îêðóæíîñòè íà ñôåðå, ïðè÷åì ïðÿìûå Ïóàíêàðå ïå�

ðåéäóò â îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè àáñîëþòà. Çàòåì ñäåëàåì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ñôåðû

íà ïëîñêîñòü àáñîëþòà. Òîãäà îêðóæíîñòè íà ñôåðå ïåðåéäóò â êîíèêè, äâàæäû êàñàþùèåñÿ àáñîëþòà.
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îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî êîíèêà βp êàñàåòñÿ êîíèêè α â òî÷êàõ åå ïåðåñå÷åíèÿ

ñ ïðÿìîé l. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî êîíèê Fl = {βp : p ∈ Gl} îáðàçóåò

ïó÷îê äâàæäû êàñàþùèõñÿ êîíèê ñ äâîéíîé ïðÿìîé l, ò.å. Fl = F(α, l2). Çàìå�

òèì òàêæå, ÷òî èç áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå è òåîðåìû Øàëÿ ñëåäóåò, ÷òî

ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Gl îáðàçóþò ãðóïïó.

Ïóñòü µ � óíèâåðñàëüíà ìåðà ïó÷êà Fl (ñì. Ðàçäåë 2.2). Òîãäà äëÿ ëþáîé

êîíèêè βp ∈ Fl çíà÷åíèå µ(xjβp(x)) ïîñòîÿííî äëÿ âñåõ x ∈ α.

Òåîðåìà 60. Ïóñòü Gl � ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé p, ñîõðàíÿþ�

ùèõ êîíèêó α, ó êîòîðûõ ïðÿìûå Øòåéíåðà lp ñîâïàäàþò ñ ïðÿìîé l. Òîãäà

µ(xjβp(x)) = c dα(o1(p);o2(p)), ∀p ∈ Gl, ∀x ∈ α, (3.1)

ãäå o1(p),o2(p) � öåíòðû èíâîëþöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ p, βp � åãî êîíèêà Øàëÿ,

c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò α â òî÷êàõ p è q. Îïðåäåëèì

ìåðó ν íà êîíèêå α ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì íà α òî÷êó z ̸= p, q è

äëÿ ëþáûõ x,y ∈ α ïîëîæèì

ν(
⌣
xy) = dα(x

′,y′),

ãäå x′ = zx∩l,y′ = zy∩l. Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ α äâîéíîå îòíîøåíèå

[x′,y′;p, q] îäíî è òî æå, îïðåäåëåíèå ìåðû ν êîððåêòíî. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

ïî òåîðåìå Øàëÿ è Òåîðåìå 56 ìåðà ν(
⌣
xy) ïîñòîÿííà íà âñåõ äóãàõ

⌣
xy, ó êî�

òîðûõ õîðäû xy êàñàþòñÿ îäíîé êîíèêè èç Fl. Íî ìåðà µ(
⌣
xy) òîæå ïîñòîÿííà

íà òàêèõ äóãàõ
⌣
xy. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè óíèâåðñàëüíîé ìåðû (Òåîðåìà 43)

èìååì µ = c ν è ðàâåíñòâî (3.1) ñëåäóåò èç òåîðåìû Øàëÿ.
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3.4. Øêàòóëêè ñ çàìêíóòûìè îæåðåëüÿìè

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îêðóæíîñòåé α è β ñóùåñòâóåò äâà ñåìåéñòâà êàñà�

þùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé: M0(α, β) � îêðóæíîñòè ñ èíäåêñîì êàñàíèÿ 0 è

M1(α, β) � ñ èíäåêñîì êàñàíèÿ 1. Åñëè îêðóæíîñòè α è β îðèåíòèðîâàòü,

òî ñåìåéñòâî M(α, β) êàñàþùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Áóäåì íàçûâàòü åãî áóñàìè îêðóæíîñòåé {α, β}.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ n ïàð îêðóæîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . ,

{αn, βn}. Ïóñòü òàêæå Mi � áóñû ïàðû {αi, βi}. Èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

{M1 × . . .×Mn} = {{γ1, . . . , γn} : γ1 ∈ M1, . . . , γn ∈ Mn}

íàçîâåì øêàòóëêîé íàáîðà {αi, βi}ni=0 è áóäåì îáîçíà÷àòü Ω{αi, βi}ni=0 èëè

ïðîñòî Ω, åñëè ïîíÿòíî î êàêîé øêàòóëêå èäåò ðå÷ü. Ïðîèçâîëüíûé íàáîð

îêðóæíîñòåé {γ1, . . . , γn} ∈ Ω íàçîâåì öåïî÷êîé èç øêàòóëêè Ω.

Ðàññìîòðèì øêàòóëêó Ω{αi, βi}ni=0 è ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü δ. Íàçî�

âåì δ-îæåðåëüÿìè øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0 òàêèå öåïî÷êè {γ1, . . ., γn} èç íåå,

êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: γi è γi+1 ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæ�

íîñòè δ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n − 1. Íàçîâåì δ-îæåðåëüå çàìêíóòûì, åñëè åãî

ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ îêðóæíîñòè γ1 è γn òîæå ïåðåñåêàþòñÿ íà δ. Îæåðåëüåì

Øòåéíåðà íàçîâåì òàêóþ öåïî÷êó, ñîñåäíèå çâåíüÿ êîòîðîé êàñàþòñÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øêàòóëêà Ω èìååò ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ íà îêðóæ�

íîñòè δ, åñëè èç òîãî, ÷òî êàêîå-íèáóäü îäíî åå δ-îæåðåëüå çàìêíóòî, ñëåäóåò,

÷òî â Ω ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíî ýêâèâàëåíòíûé êëàññ çàìêíóòûõ δ-îæåðåëèé.

Òî åñòü, ìîæíî íåïðåðûâíî èçìåíÿòü δ-îæåðåëüå òàê, ÷òîáû îíî îñòàâàëîñü â

øêàòóëêå è áûëî çàìêíóòûì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ

îæåðåëèé Øòåéíåðà øêàòóëêè.

Â ýòèõ òåðìèíàõ áîëüøàÿ òåîðåìà Ýìõà äëÿ ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé áóäåò

çâó÷àòü òàê:
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Òåîðåìà 24′ Ïóñòü åñòü äâà ñåìåéñòâà ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé: α1, α2,. . .,

αn èç ïó÷êà F1 è β1,β2,. . ., βn èç ïó÷êà F2, ïðè÷åì ïó÷êè F1 è F2 èìåþò

îáùóþ îêðóæíîñòü δ, êîòîðàÿ ëåæèò ìåæäó αi è βi äëÿ âñåõ i = 1, n. Òîãäà

øêàòóëêà Ω{αi, βi}ni=0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ.

3.5. Àâòîìîðôèçìû Ì¼áèóñà è îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå â

ìîäåëè Ïóàíêàðå

Â ýòîì ðàçäåëå ïîä àâòîìîðôèçìàìè Ì¼áèóñà ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

àíàëèòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû Aut(D) åäèíè÷íîãî êðóãà D = {|z| < 1} êîì�

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Êàê èçâåñòíî, âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè îòîá�

ðàæåíèÿìè è èìåþò âèä

f(z) = eiϕ
z − a

1− āz
, ϕ ∈ R, a ∈ D.

Äâà îòîáðàæåíèÿ f1, f2 ∈ Aut(D) áóäåì íàçûâàòü ñîïðÿæåííûìè è îáî�

çíà÷àòü f1 ∼ f2, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå g ∈ Aut(D), ÷òî f1 = g−1 ◦ f2 ◦ g.

Â [105] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ðàñêëàäû�

âàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ÷åòûðåõ èíâåðñèé. Ïðè ýòîì, åñëè f èìååò èíâàðèàíò�

íóþ îêðóæíîñòü (ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ëîêñîäðîìè÷åñêèì), òî f ðàñêëàäûâàåòñÿ

â êîìïîçèöèþ äâóõ èíâåðñèé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ èí�

âàðèàíòíîé îêðóæíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 61. Ïóñòü f(z) = eiϕ
z − a

1− āz
, ãäå ϕ ∈ R, a ∈ D = {|z| < 1}.

Òîãäà â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ àáñîëþòîì ∂D ïðÿìûå zf(z) äëÿ âñåõ

z ∈ ∂D êàñàþòñÿ îäíîãî öèêëà. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, ò. å.

èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè z0 ∈ D è
1

z̄0
, òî f(z) ∼ eiψz, ãäå

ψ = ϕ− 2 arg(1− āz0), (3.2)
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è â ìîäåëè Ïóàíêàðå öèêë αf , êîòîðîãî êàñàþòñÿ ïðÿìûå zf(z), ÿâëÿåòñÿ

îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 è ãèïåðáîëè÷åñêèì ðàäèóñîì

ρf = 4 ln
(
ctg

ψ

4

)
. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì f â êîìïîçèöèþ äâóõ èíâåðñèé. Îêðóæíîñòè

ýòèõ èíâåðñèé îðòîãîíàëüíû ∂D, è ïîýòîìó, êàæäàÿ èç íèõ äåéñòâóåò íà

∂D êàê ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ êîìïîçèöèÿ f ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà îêðóæíîñòè ∂D. Òîãäà ïî òåîðåìå Øàëÿ

(Òåîðåìà 57) ïðÿìûå zf(z), z ∈ ∂D êàñàþòñÿ íåêîòîðîé êîíèêè èç Ω(∂D)

(ò.å. äâàæäû êàñàþùåéñÿ ∂D), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â ìîäåëè Êëåéíà ñ

àáñîëþòîì ∂D.

Ïóñòü òåïåðü f ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè z0 ∈ D

è
1

z̄0
. Òàê êàê äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê,

äëÿ ëþáûõ z1, z2, z3, z4 ∈ C èìååì

f(z3)− f(z1)

f(z3)− f(z2)
:
f(z4)− f(z1)

f(z4)− f(z2)
=
z3 − z1
z3 − z2

:
z4 − z1
z4 − z2

, îòêóäà

f(z3)− f(z1)

f(z3)− f(z2)
:
z3 − z1
z3 − z2

=
f(z4)− f(z1)

f(z4)− f(z2)
:
z4 − z1
z4 − z2

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(z)− f(z1)

f(z)− f(z2)
:
z − z1
z − z2

= const, ∀z ∈ C.

Ïðè z1 = z0, z2 =
1

z̄0
ïîëó÷àåì[

f(z), z; z0,
1

z̄0

]
= const . (3.4)

Ïóñòü g(z) =
z − z0
1− z̄0z

. Òîãäà g(z0) = 0, g(
1

z̄0
) = ∞ è

[
g(f(z)), g(z); g(z0), g

(
1

z̄0

)]
= [g(z), g(f(z)); 0,∞] =

g(f(z))

g(z)
= const .
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Ò.ê. ôóíêöèè f è g ïåðåâîäÿò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ñåáÿ, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå ψ ∈ R, ÷òî ∀z ∈ ∂D

g(f(z)) = eiψg(z). (3.5)

Óãîë ψ íàéäåì èç óñëîâèÿ (3.4). Ïðè z = a îíî äàåò

−z0
a− z0

:
− 1

z̄0

a− 1

z̄0

= eiψ.

Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷êà z0 íåïîäâèæíà äëÿ ôóíêöèè f(z), èìååì

eiψ =
a− 1

z̄0

a− z0
· z0z̄0 = eiϕ

1− āz0
1− āz0

z0

(
eiϕ

z0 − a

1− āz0

)−1

= eiϕ
1− āz0
1− āz0

, (3.6)

îòêóäà ïîëó÷àåì (3.2).

Èç ðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå g(z)g(f(z)) â ìîäåëè Ïóàíêàðå

êàñàþòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0, ïðè÷åì óãîë ïàðàë�

ëåëüíîñòè2 òî÷êè z = 0 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé g(z)g(f(z)) ðàâåí
ψ

2
. Òàê êàê

äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè â ìîäåëè Ïóàíêàðå, òî

ïðÿìûå zf(z) òîæå êàñàþòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ â

òî÷êå g−1(0) = z0 ñ òàêèì æå óãëîì ïàðàëëåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

zf(z). Òàêèì îáðàçîì, èìååì ψ = 2Π(ρf), îòêóäà ïîëó÷àåì (3.3).

2

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå âñÿêîãî àâòîìîðôèçìà Ì¼áèóñà f(z) = eiϕ
z − a

1− āz

íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂D = {|z| = 1} ñîâïàäàåò c îòîáðàæåíèåì Ïîíñåëå

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî öèêëà αf â ìîäåëè Ïóàíêàðå ñ àáñîëþòîì ∂D.

Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.6) ïîëó÷àåì òàêîå

2 Íàïîìíèì, ÷òî óãëîì ïàðàëëåëüíîñòè α òî÷êè a îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ�

ñêîãî íàçûâàåòñÿ ïîëîâèíà óãëà ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç a è ïàðàëëåëüíûìè l, ò.å.

ïåðåñåêàþùèìèñÿ ñ l íà àáñîëþòå. Åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ïðÿìîé l ðàâíî x, òî âåðíà ôîðìóëà

α = Π(x), ãäå Π(x) = 2arctg(e−x/4) � ôóíêöèÿ Ëîáà÷åâñêîãî
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Ñëåäñòâèå 62. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f(z) = eiϕ
z − a

1− āz
, ãäå ϕ ∈ R, a ∈ D,

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó z0 ∈ D. Òîãäà

f n(z) ≡ z, ∀z ∈ ∂D ⇔
(
eiϕ

1− āz0
1− āz0

)n
= 1.

3.6. Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ýìõà

Òåîðåìà 63 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ýìõà) Ïóñòü n

ïó÷êîâ, ïîðîæäåííûõ ïàðàìè îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn},

ñîäåðæàò îáùóþ îêðóæíîñòü δ, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ i = 1, n ëåæèò â êîëüöå

ìåæäó αi è βi. Òîãäà ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïàðà ñîîñíûõ ñ δ îêðóæíîñòåé

{αn+1, βn+1} òàêàÿ, ÷òî øêàòóëêà Ω{αi, βi}n+1
i=0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìû�

êàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ = ∂D. Ïóñòü ïåðâàÿ îêðóæíîñòü

δ-îæåðåëüÿ, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïàðû {α1, β1}, ïåðåñåêàåò δ â òî÷êàõ z1 è z2. Òî�

ãäà â ìîäåëè Ïóàíêàðå ñ àáñîëþòîì δ ïðÿìûå z1z2 êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé

îêðóæíîñòè, ñîîñíîé α1 è β1. À èç Ïðåäëîæåíèÿ 61 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

Ýìõà z1 7→ z2 ïàðû {α1, β1} ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì íà ∂D íåêîòîðîãî àâòîìîð�

ôèçìà Ì¼áèóñà. Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ n îòîáðàæåíèé Ýìõà ïàð îêðóæíîñòåé

{αi, βi}, i = 1, n � ýòî òîæå àâòîìîðôèçì Ì¼áèóñà è ïî Ïðåäëîæåíèþ 61

ïðÿìûå Ïóàíêàðå z1zn+1 êàñàþòñÿ íåêîòîðîãî öèêëà αn+1, à ñëåäîâàòåëüíî, è

ñèììåòðè÷íîãî åìó îòíîñèòåëüíî ∂D öèêëà βn+1. Ïîëó÷àåì, ÷òî ó øêàòóëêè

Ω{αi, βi}n+1
i=0 âñå δ-îæåðåëüÿ òîæå çàìêíóòû.

2

Ñëåäñòâèå 64 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Øòåéíåðà) Ïóñòü èìååòñÿ n ïàð íåïå�

ðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}, èìåþùèõ îá�

ùóþ ñåðåäèííóþ îêðóæíîñòü δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïàðà ñèììåò�
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ðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî δ îêðóæíîñòåé {αn+1, βn+1} òàêàÿ, ÷òî îæåðåëüÿ

Øòåéíåðà øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0 îáëàäàþò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ.

3.7. Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî áîëüøîé òåîðåìû

Ýìõà

Â ðàáîòå [8] áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ýìõà íà ïó÷êè îêðóæ�

íîñòåé. Ó íàñ ýòî îáîáùåíèå ñôîðìóëèðîâàíî â Òåîðåìå 24. Â Ðàçäåëå 2.6 ìû

ïîêàçàëè, ÷òî èç íåå ñëåäóåò áîëüøàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ ïó÷êà êîíèê. Â

ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî áîëüøàÿ òåîðåìà Ýìõà ñëåäóåò èç áîëüøîé

òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé.

Â äàëüíåéøåì íàì íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëü�

íîå óòâåðæäåíèå, âîçìîæíî, èìåþùåå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïðåäëîæåíèå 65. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β è γ ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷�

êó F. Õîðäà AC îêðóæíîñòè α êàñàåòñÿ β. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êè A è C, êàñàÿñü γ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì (âíóòðåííèì èëè âíåø�

íèì) îáðàçîì. Òîãäà âñå òàêèå îêðóæíîñòè ω êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ôèêñè�

ðîâàííîé îêðóæíîñòè, êîíöåíòðè÷íîé α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � òî÷êà êàñàíèÿ ω è γ, E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

èõ îáøåé êàñàòåëüíîé â òî÷êå K ñ ïðÿìîé AC. Îêðóæíîñòü υ ñ öåíòðîì â

òî÷êå â E, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K, îðòîãîíàëüíà γ è ω. Çíà÷èò, A è C èíâåðñíû

îòíîñèòåëüíî υ, à, ïîýòîìó, îêðóæíîñòè α è υ îðòîãîíàëüíû. Òàêèì îáðàçîì,

îêðóæíîñòü υ îðòîãîíàëüíà âñåìó ïó÷êó F è, ñëåäîâàòåëüíî, υ ⊥ β. Ïîýòîìó

υ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X êàñàíèÿ β ñ AC. Îêðóæíîñòü τ , âïèñàííàÿ â óãîë

XEK, êàñàþùàÿñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ X è K, êàñàåòñÿ ω. Çíà÷èò, îêðóæ�

íîñòè γ, τ è ω ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè K, è êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ

âòîðè÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîéKX c γ � â L è ñ ω � âD ê ýòèì îêðóæíîñòÿì
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Ðèñ. 3.3.

ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé AC. Òàêèì îáðàçîì, OD ∥ IX ∥ JL, à äëèíà îòðåçêà

OD � ýòî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äëèí IX è JL (êîòîðûå ïîñòîÿí�

íû) ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò OI è IJ (êîòîðûå òîæå ïîñòîÿííû).

È îêðóæíîñòü c öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì OD êàñàåòñÿ âñåõ ω.

2

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò åìó îáðàòíîå

Ïðåäëîæåíèå 66. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, γ è ζ òàêîâû, ÷òî α è ζ êîíöåí�

òðè÷íû è íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü ω ∈ M0(γ, ζ) ïåðåñåêàåò α â òî÷êàõ A è

B. Òîãäà åñëè ω ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî M0(γ, ζ), òî åå õîðäû AB êàñàþòñÿ

íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè β ∈ F(α, γ).

Äîêàæåì òåïåðü áîëüøóþ òåîðåìó Ýìõà äëÿ ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 24. Èíâåðñèåé ïåðåâåäåì ïó÷îê A1 â êîíöåíòðè÷å�

ñêèé. Ïó÷îê A2 ïðè ýòîì ïåðåéäåò â íåêîòîðîé äðóãîé ïó÷îê A′
2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç xk òî÷êó, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ îáðàçû îêðóæíîñòåé vk, vk+1 è δ. Èç
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Ïðåäëîæåíèÿ 66 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ïðÿìàÿ xkxk+1 âñåãäà êàñàåò�

ñÿ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè β′
k ∈ A′

2. Òåîðåìà 24 òåïåðü ñëåäóåò èç áîëüøîé

òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ îêðóæíîñòåé δ, β′
1, . . . , β

′
n ∈ A′

2.

2

3.8. Òåîðåìà î çàìûêàíèè c ïîäâèæíîé ¾îðáèòîé¿

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì íîâóþ òåîðåìó î çàìûêàíèè (Òåîðåìà 73),

â êîòîðîé ñàìî ¾çàìûêàíèå¿ óñòðîåíî íåñêîëüêî íåîáû÷íî ïî ñðàâíåíèþ ñ

äðóãèìè òåîðåìàìè î çàìûêàíèè. Â òåîðåìàõ Ïîíñåëå, Øòåéíåðà, î çèãçà�

ãå, Ýìõà çàìûêàíèå ïðîèñõîäèëî íà ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè � ìåíÿëàñü

òîëüêî öåïî÷êà ëîìàíûõ èëè îêðóæíîñòåé. Ò.å. òðàåêòîðèè äâèãàëèñü ïî ôèê�

ñèðîâàííîé ¾îðáèòå¿. Â íîâîé æå òåîðåìå, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èì â ýòîì ïàðà�

ãðàôå, çàìûêàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü íà îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ñàìà èçìåíÿåò�

ñÿ, êàñàÿñü äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé.

Ñíà÷àëà ìû óñòàíîâèì îäèí ëþáîïûòíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò î êàñà�

òàëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì îäíîãî ïó÷êà, ñëåäñòâèå èç êîòîðîãî ñòàíåò îñíîâ�

íûì ïðè âûâîäå êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïîíñåëå â ñëåäóþ�

ùåì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 67 (î êàñàòåëüíûõ â ïó÷êå) Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β, γ ïðèíàäëå�

æàò îäíîìó ïó÷êó F. Ïðÿìàÿ l êàñàåòñÿ β è ïåðåñåêàåò α â òî÷êàõ A è

C, êàñàòåëüíûå èç êîòîðûõ ê îêðóæíîñòè γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B (ïðè

ýòîì γ êàñàåòñÿ ëèáî îäíîâðåìåííî îòðåçêîâ AB è BC, ëèáî îäíîâðåìåííî

èõ ïðîäîëæåíèé). Òîãäà îïèñàííàÿ îêîëî △ ABC îêðóæíîñòü δl êàñàåòñÿ

íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ (íå çàâèñÿùèõ îò l) îêðóæíîñòåé, îäíà èç êî�

òîðûõ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó F, à äðóãàÿ � êîíöåíòðè÷íà îêðóæíîñòè α.

Íà ðèñ. 3.4 òðè ñîîñíûå îêðóæíîñòè α, β è γ èçîáðàæåíû áîëåå æèðíû�
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Ðèñ. 3.4.

ìè ëèíèÿìè. Òåîðåìà 67 óòâåðæäàåò, ÷òî êîãäà ïðÿìàÿ l ïðîáåãàåò âñå êàñà�

òåëüíûå ê îêðóæíîñòè β, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ABC îêðóæíîñòè

δl èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òî âñåãäà êàñàþòñÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé ζ

è η, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.4 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Ïðè ýòîì, îêðóæíîñòü

ζ êîíöåíòðè÷íà ñ α, à îêðóæíîñòü η ïðèíàäëåæèò îäíîìó ïó÷êó ñ îêðóæíî�

ñòÿìè α, β è γ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 67 íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãà�

òåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðâîå èç íèõ � õîðîøî èçâåñòíîå ñâîéñòâî ïó÷êîâ

îêðóæíîñòåé:

Ëåììà 68. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β, γ ñîîñíû. Òîãäà îòíîøåíèå ñòåïåíåé

ëþáîé òî÷êè α îòíîñèòåëüíî β è γ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Èç ýòîé ëåììû ïîëó÷àåì îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå î êàñàòåëüíîé â ïó÷êå

îêðóæíîñòåé.
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Ïðåäëîæåíèå 69. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β è γ ñîîñíû. Õîðäà AC îêðóæ�

íîñòè α êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè β. Èç òî÷åê A è C ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå

AC ′ è CA′ ê îêðóæíîñòè γ. Òîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ õîðä AC

tα

(
γ

β

)
=

|AC ′|+ |CA′|
|AC|

(3.7)

åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � òî÷êà êàñàíèÿ AC ñ β. Òîãäà ïî Ëåììå 68 ñó�

ùåñòâóåò êîíñòàíòà k := tα

(
γ

β

)
òàêàÿ, ÷òî |AC ′| = k|AB|, CA′ = k|BC|.

Îòñþäà, |AC ′|+ |CA′| = k|AC|.

2

Ëåììà 70. Ïóñòü îêðóæíîñòü γ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC òðåóãîëü�

íèêà ABC. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç A è C, êàñàÿñü γ â òî÷êå K.

Òî÷êà Ib � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC. Òî�

ãäà ïðÿìàÿ KIb âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò γ â òî÷êå, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ê

γïàðàëëåëüíà AC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [67] äîêàçàí ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò, èç êîòîðîãî

ïî÷òè ñðàçó ñëåäóåò Ëåììà 70. À èìåííî, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïðÿìàÿ KIb

ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëàAKC (ñì. ðèñ. 3.5). Òîãäà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü,

ïðÿìàÿ KIb îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ω â òî÷êå K

è ïðÿìîé AC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü γ′, êàñàþùàÿñÿ

îêðóæíîñòè ω â òî÷êå K è îòðåçêà AC â òî÷êå åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ KIb è

óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îêðóæíîñòè γ è γ′ ãîìîòåòè÷íû ñ

öåíòðîì â òî÷êå K.

2

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 67 î êàñàòåëüíûõ â ïó÷êå. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 65

ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü ω, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è C, è êàñàþùàÿñÿ γ â
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Ðèñ. 3.5.

òî÷êå K, êàñàåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè ζ ′, êîíöåíòðè÷íîé

α. Ýòó òî÷êó êàñàíèÿ ω è ζ ′ îáîçíà÷èì ÷åðåç D. Ïóñòü Ib � öåíòð âíåâïèñàí�

íîé îêðóæíîñòè △ ABC, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC, J � öåíòð îêðóæíîñòè γ,

E � ñåðåäèíà äóãè
⌣

AC îêðóæíîñòè δl, ëåæàùàÿ íà áèññåêòðèñå óãëà ∠ABC.
Òîãäà ïîñêîëüêó öåíòðû îêðóæíîñòåé δl, ζ ′ è α ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåí�

äèêóëÿðå ED ê îòðåçêó AC, òî äîêàçàâ, ÷òî äëèíà îòðåçêà ED ïîñòîÿííà,

ìû äîêàæåì, ÷òî è îêðóæíîñòü δl êàñàåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæ�

íîñòè ζ, êîíöåíòðè÷íîé α. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 66 òîãäà áóäåò ñëåäîâàòü âòîðàÿ

÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îêðóæíîñòè η ∈ F, êîòîðîé

áóäóò êàñàòüñÿ âñå îêðóæíîñòè δl.

Èòàê, äîêàæåì, ÷òî äëèíà îòðåçêà ED ïîñòîÿííà. Ïî Ëåììå 70 ïðÿìàÿ

KIb âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò γ â òàêîé òî÷êå L, ÷òî JL⊥AC. Çíà÷èò, JL∥ED è
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A

C

B

E

F

L

K
C’

A’

A’ ‘

C’ ‘

D

Ðèñ. 3.6.

△IbED ∼ △IbJL, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

|ED| = |IbE| · |JL|
|IbJ |

.

Ïîñêîëüêó äëèíà îòðåçêà JL, ðàâíàÿ ðàäèóñó îêðóæíîñòè γ, ïîñòîÿííà, íàì

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòîÿíñòâî âåëè÷èíû
|IbJ |
|IbE|

. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

ñëåäóþùèì èçâåñòíûì ñâîéñòâîì òðåóãîëüíèêà:

Ëåììà 71. Ïóñòü Ib � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC, E � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BIb

ñ îïèñàííîé îêðóæîñòüþ. Òîãäà ïðîåêöèè îòðåçêà EIb íà ñòîðîíû AB è

BC ðàâíû ïîëîâèíå ñòîðîíû AC.
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Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå äâóõ êîëëèíåàðíûõ îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåê�

öèè íà ëþáóþ ïðÿìóþ, òî äëÿ ïðîåêöèè íà ïðÿìóþ AB ïîëó÷àåì

|IbJ |
|IbE|

=
|C ′′C ′|
|C ′′F |

(ëåììà 71)
=

2 · (|AC ′′|+ |AC ′|)
|AC|

.

Àíàëîãè÷íî, ïðîåêòèðóÿ íà ïðÿìóþ BC, ïîëó÷àåì

|IbJ |
|IbE|

=
2 · (|CA′|+ |CA′′|)

|AC|
.

Âçÿâ ïîëóñóììó ýòèõ ðàâåíñòâ, íàõîäèì

|IbJ |
|IbE|

=
|AC ′|+ |CA′|

|AC|
− |AC ′′|+ |CA′′|

|AC|
(3.7)
= tα

(
γ

β

)
− 1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà
|IbJ |
|IbE|

íå çàâèñèò îò âûáîðà êàñàòåëüíîé l ê

îêðóæíîñòè β, à çíà÷èò, è äëèíà îòðåçêà ED òîæå ïîñòîÿííà, îòêóäà, êàê ìû

îòìå÷àëè âûøå, ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü δl êàñàåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí�

íîé îêðóæíîñòè ζ, êîíöåíòðè÷íîé α. Òîãäà èç Ïðåäëîæåíèÿ 66 ñëåäóåò, ÷òî

îêðóæíîñòü δl êàñàåòñÿ åùå è äðóãîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè η, êîòîðàÿ

ïðèíàäëåæèò ïó÷êó F.

2

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â Òåîðåìå 67 òî÷êà B õîòÿ áû îäèí ðàç ïîïàäåò íà

îêðóæíîñòü α, òî òàê áóäåò âñåãäà. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò êàê è èç áîëüøîé òåî�

ðåìû Ïîíñåëå, òàê è èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïî�

ëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òàêîé èçâåñòíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò:

Ñëåäñòâèå 72. Ïóñòü õîðäû XY è Y Z îêðóæíîñòè α êàñàþòñÿ îêðóæ�

íîñòè β. Òîãäà XZ êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γ ∈ F(α, β).

Íî ó Òåîðåìû 67 åñòü åùå îäíî, áîëåå èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå. Îáðàòíàÿ

ê íåé òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íîâóþ òåîðåìó î çàìûêàíèè:
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Òåîðåìà 73 (Òåîðåìà î çàìûêàíèè ñ ïîäâèæíîé îðáèòîé) Ïóñòü îêðóæíî�

ñòè α, γ, η ñîîñíû è âëîæåíû äðóã â äðóãà â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, à îêðóæ�

íîñòü ζ êîíöåíòðè÷íà α. Íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü δ ∈ M0(ζ, η) ïåðåñåêàåò

α â äâóõ òî÷êàõ, êàñàòåëüíûå èç êîòîðûõ ê îêðóæíîñòè γ ïåðåñåêàþòñÿ íà

îêðóæíîñòè δ. Òîãäà ýòî âåðíî äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé ñåìåéñòâà M0(ζ, η).

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òîæå íåêîòîðîãî ðîäà

¾çàìûêàíèå¿: ëþáàÿ îêðóæíîñòü δ ∈ M0(ζ, η) ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü α â

òàêèõ òî÷êàõ A è B (ñì. ðèñ. 3.4), êàñàòåëüíûå èç êîòîðûõ ê îêðóæíîñòè

γ âñåãäà âñòðå÷àþòñÿ íà îêðóæíîñòè δl, ¾çàìûêàÿñü¿ âî âïèñàíî-îïèñàííûé

òðåóãîëüíèê ABC, ñòîðîíû êîòîðîãî êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé

β è γ, à âåðøèíû ëåæàò íà îêðóæíîñòè δl. Íåîáû÷íîñòü ýòîãî ¾çàìûêàíèÿ¿

â òîì, ÷òî çàìûêàíèå ïðîèñõîäèò íà îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ñàìà èçìåíÿåòñÿ

òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå âðåìÿ êàñàåòñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé ζ è η.
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Ãëàâà 4

Àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé

Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæå�

íèÿ Ïîíñåëå, ÷òî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé è ïîçâîëÿåò âûðàçèòü

ïåðèîä çàìûêàíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû êîíèê. Òàêæå ðàññìîòðåí âîïðîñ íàõîæ�

äåíèÿ óñëîâèé çàìûêàíèÿ ëîìàíûõ Ïîíñåëå ÷åðåç n øàãîâ. Â îáùåì ñëó÷àå

èìåþòñÿ ôîðìóëû Êýëè, íî äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ìîæíî íàõîäèòü áîëåå ïðî�

ñòûå ôîðìóëû. Ìû ïîëó÷èì àëãîðèòì îòûñêàíèÿ òàêèõ ôîðìóë äëÿ ëþáîãî

n ∈ N.

4.1. Ââåäåíèå

Åñëè íåêîòîðûì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè äâå êî�

íèêè â êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ

íèõ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, îäíàêî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå

ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè íåëüçÿ ïåðåâåñòè

â êîíöåíòðè÷åñêèå, ïîñêîëüêó âñå îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíûõ îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàòàõ ïðîõîäÿò ÷åðåç öèêëè÷åñêèå òî÷êè (1,±i, 0) áåñêîíå÷íî óäàëåí�

íîé ïðÿìîé (ñì. [73, 2ãë.XXII, �2]), à êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, è òîëüêî

îíè, êàñàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ äðóã äðóãà.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ óñëîâèé íà çàìûêàíèå òðàåêòîðèé

Ïîíñåëå äâóõ äàííûõ êîíèê íàçûâàþò ïîðèçìîì Ïîíñåëå. Ôîðìóëû Êýëè (6)

ïîçâîëÿþò äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïðîâåðèòü çàìûêàþòñÿ ëè òðàåêòîðèè ÷åðåç

n øàãîâ. Íî ñ èõ ïîìîùüþ íåëüçÿ óçíàòü çàìûêàþòñÿ ëè âîîáùå òðàåêòî�

ðèè Ïîíñåëå. Ìèðìàí â [89] ïîëó÷èë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû

ëîìàííûå Ïîíñåëå äâóõ êîíèê íå çàìûêàëèñü. Îí ïîêàçàë, íàïðèìåð, ÷òî íå
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çàìûêàþòñÿ òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ 1 è
1

2
ñ ðàññòîÿíèåì

ìåæäó öåíòðàìè
1

3
. Ïîýòîìó, àêòóàëüíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ

óñëîâèé íà êðèòåðèé çàìûêàíèÿ ëîìàíûõ Ïîíñåëå äâóõ êîíèê. Äëÿ ñëó÷àÿ

äâóõ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé ôîðìóëû ñ òàêèìè óñëîâèÿìè âïåðâûå áûëè

âûâåäåíû ßêîáè [50]. Â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ïîäîáíûå ôîðìóëû

äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê.

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ôîðìóë Êýëè ïðèâîäèò ê äî�

âîëüíî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Ïîýòîìó, äëÿ ìàëûõ n ìàòåìàòèêàìè áû�

ëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî áîëåå ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ óñëîâèé íà çàìûêàíèå

òðàåêòîðèé. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ R è r ñ ðàññòîÿíèåì

ìåæäó öåíòðàìè d óñëîâèÿ òîãî, ÷òî èõ òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ ÷å�

ðåç n = 3, 4, 5, 6, 8 øàãîâ, çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

n = 3:
1

R− d
+

1

R + d
=

1

r
; (Ë. Ýéëåð) (4.1)

n = 4:
1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

1

r2
; (Í. Ôóññ) (4.2)

n = 5:
2Rr

R2 − d2
− R2 − d2

2Rr
=

4r2

2Rr +R2 − d2
; (4.3)

n = 6:

1

(R2 − d2)2 − 4Rr2d
+

1

(R2 − d2)2 + 4Rr2d
=

1

2r2(R2 + d2)2 − (R2 − d2)2
; (4.4)

n = 8:

1

((R2 − d2)2 − 4Rr2d)2
+

1

((R2 − d2)2 + 4Rr2d)2
=

1

(2r2(R2 + d2)2 − (R2 − d2)2)2
. (4.5)

Â Ðàçäåëå 4.3 ìû ïðåäëîæèì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé äëÿ

ëþáîãî n. Äëÿ ýòîãî ìû óñòàíîâèì îäèí íåñëîæíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò,
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îáîáùàþùèé ôîðìóëó Ðàäè÷à-Êàëèìàíà [75] î ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ â

ëîìàíûõ Ïîíñåëå (Òåîðåìà 76). Ïîïóòíî, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ, âûâåäåì ôîð�

ìóëû (4.1) - (4.5). Â çàêëþ÷åíèå, ìû äàäèì êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Ïîíñåëå.

4.2. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà è óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ

òðàåêòîðèé Ïîíñåëå

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äàåò ïðîñòîå óñëîâèå çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñå�

ëå äâóõ êîíèê. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé äâóõ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé α

è β. Ïóñòü õîðäà xy îêðóæíîñòè α êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè β. Ðàññìîòðèì ìåðó

ßêîáè-Áåðòðàíà µ(A) =
∫
A

dx

β(x)
. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ

ρ(jβ) îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ (ñì. (7)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(jβ) =
µ(

⌣
xy)

µ(α)
.

Òðàåêòîðèè Ïîíñåëå íà îêðóæíîñòè α îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè β çà�

ìûêàþòñÿ ÷åðåç n øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ρ(jβ) =
m

n
(4.6)

äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå ðàâåí çíàìåíà�

òåëþ ÷èñëà âðàùåíèÿ ρ(jβ).

Ðàññìîòðèì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå îêðóæíî�

ñòè α è îñüþ 0x, íàïðàâëåííîé ïî ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé α è β. Ïóñòü

R, r è d � ðàäèóñû è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé α è β ñîîòâåò�

ñòâåííî. Òîãäà

α(x) = x2 + y2 −R2, β(x) = (x− d)2 + y2 − r2.
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Íà îêðóæíîñòè α äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

y2 = R2 − x2, xdx+ ydy = 0.

Ïîýòîìó, èìååì

dx =
√
dx2 + dy2 =

√
dx2 +

x2

R2 − x2
dx2 =

dx√
R2 − x2

.

Óñëîâèå 4.6 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé õîðäû Ïîíñåëå xy. Âûáåðåì òå�

ïåðü õîðäó xy, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé α è β

(ñì.ðèñ. 4.1).

Ðèñ. 4.1.

Òîãäà

ρ(jβ) =

R∫
r+d

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

R∫
−R

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

(4.7)

Åñëè îêðóæíîñòè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ a è b (ñì. ðèñ. 4.2), òî

µ(
⌣
xy) = 2µ(

⌣

bx) (â Ðàçäåëå 2.4 ìû äîãîâîðèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî µ(
⌣

ab) = 0 â

ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîíèê.)
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Ðèñ. 4.2.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé α è β

ρ(jβ) =

c∫
d−r

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

c∫
−R

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

∈ N , (4.8)

ãäå

c =
R2 + d2 − r2

2d
.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà îêðóæíîñòè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé, äëÿ âû�

âîäà ôîðìóëû íà óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ðàññìîòðèì äâó�

çâåííóþ ëîìàíóþ Ïîíñåëå xyz. Èç áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå ñëåäóåò, ÷òî

ïðÿìàÿ xz êàñàåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γ ∈ (α, β) (ñì.

ðèñ. 4.3), êîòîðàÿ ëåæèò óæå âíóòðè îêðóæíîñòè α.

È ïðè ýòîì, óñëîâèå çàìûêàíèÿ ÷åðåç nøàãîâ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå îêðóæ�

íîñòåé α è β ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ çàìûêàíèÿ ÷åðåç
n

2
øàãîâ òðàåêòîðèé

Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è γ. Â Ðàçäåëå 4.3 ìû âûðàçèì ðàäèóñ ρ îêðóæíî�

ñòè γ è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè α è γ ÷åðåç R, r è d. Áóäåò äîêàçàíî,
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Ðèñ. 4.3.

÷òî

ρ =
2Rr2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
−R; D =

4R2r2d

(R2 − d2)2
.

Òîãäà ïîñêîëüêó 2ρ(jβ) = ρ(jγ), òî èç 4.7 äëÿ α è γ íàõîäèì

2ρ(jβ) =

R∫
a

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

R∫
−R

dx√
(R2−x2)(R2+d2−r2−2dx)

, (4.9)

ãäå

a =
2Rr2

(R− d)2
−R.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 74. Ïóñòü α è β � äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R è r, ðàññòîÿíèå

ìåæäó öåíòðàìè êîòîðûõ ðàâíî d. Òîãäà òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíî�

ñòåé α è β çàìûêàþòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ðàöèîíàëüíî èõ ÷èñëî âðàùå�

íèÿ ρ(jβ), êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
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1) åñëè îêðóæíîñòè α è β âëîæåííûå, òî

ρ(jβ) =

R∫
r+d

dx√
(R2−x2)(c−x)

R∫
−R

dx√
(R2−x2)(c−x)

,

ãäå

c =
R2 + d2 − r2

2d
;

2) åñëè îêðóæíîñòè α è β ïåðåñåêàþòñÿ, òî

ρ(jβ) =

c∫
d−r

dx√
(R2−x2)(c−x)

c∫
−R

dx√
(R2−x2)(c−x)

;

3) åñëè îêðóæíîñòè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé, òî

2ρ(jβ) =

R∫
a

dx√
(R2−x2)(c−x)

R∫
−R

dx√
(R2−x2)(c−x)

,

ãäå

a =
2Rr2

(R− d)2
−R.

Ïåðèîä çàìûêàíèÿ ðàâåí çíàìåíàòåëþ n ÷èñëà âðàùåíèÿ ρ(jβ) =
m

n
, ãäå

m,n ∈ N.

Ïóñòü òåïåðü α è β � äâå ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, êîòî�

ðûå èìåþò íå áîëåå äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå èõ â äâå îêðóæíîñòè α′ è β′ [70]. Ïóñòü R, r è

d � èõ ðàäèóñû è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè, A è B � ìàòðèöû êîíèê α è β

â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñîñòàâèì èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí

det(λA+B) = ∆λ3 +Θλ2 +Θ′λ+∆′.
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Èçâåñòíî [93, Ãë. xx, ï. 24], ÷òî âåëè÷èíû

I1 =
Θ2

∆Θ′ , I2 =
Θ′2

∆′Θ
, I3 =

Θ3

∆2∆′ , I4 =
Θ′3

∆∆′2

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè èíâàðèàíòàìè ïàðû êîíèê α è β.

Ìàòðèöû A′ è B′ îêðóæíîñòåé α′ è β′ â êîîðäèíàòàõ, èçîáðàæåííûõ íà

ðèñóíêå 4.1, çàïèñûâàþòñÿ òàê:

A′ =


1 0 0

0 1 0

0 0 −R2

 B′ =


1 0 −d

0 1 0

−d 0 d2 − r2

 .

Òîãäà

det(λA′ +B′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 1 0 −d

0 λ+ 1 0

−d 0 d2 − r2 − λR2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −R2λ3 + (d2 − r2 − 2R2)λ2 + (d2 − 2r2 −R2)λ− r2.

Íàøà çàäà÷à � äëÿ äâóõ äàííûõ êîíèê α è β íàéòè R, r è d. Ïîñêîëü�

êó îêðóæíîñòè α′ è β′ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî,

ìîæíî äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî R = 1. Òîãäà íàõîäèì

I1 =
(2 + r2 − d2)2

1 + 2r2 − d2
, I2 =

(1 + 2r2 − d2)2

r2(2 + r2 − d2)
. (4.10)

Èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü r è d ÷åðåç I1, I2. Ïîñòîðîííèå êîðíè

îòáðàñûâàþòñÿ èç óñëîâèÿ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îêðóæíîñòåé α′ è β′.

Îíî òàêîå æå, êàê è äëÿ êîíèê α è β.
d < 1− r, åñëè α è β âëîæåííûå;

1 + r < d, åñëè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé;

|1− r| < d < 1 + r, åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ.

(4.11)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

u := r2 − d2 + 2,

v := 2r2 − d2 + 2.

Ýòè âåëè÷èíû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè èíâàðèàíòàìè êîíèê α è β.

Ïåðâûé èç íèõ (u) íàçîâåì îñîáûì èíâàðèàíòîì.

Èç ñèñòåìû (4.10) íàõîäèì

v =
u2

I1
+ 1,

u3 = I1I2(u
2 − I1u+ I1). (4.12)

Òîãäà

r2 = v − u =
u2

I1
− u+ 1,

d2 = v − 2u+ 2 =
u2

I1
− 2u+ 3.

(4.13)

À óñëîâèÿ (4.11) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå
p(u) > 0, u > 1, åñëè α è β âëîæåííûå;

p(u) > 0, u < 1, åñëè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé;

p(u) < 0, åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ,

(4.14)

ãäå

p(u) :=
(
1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.10) îïðåäåëÿåò ïàðó îêðóæ�

íîñòåé α′ è β′, â êîòîðûå ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè

êîíèêè α è β. Òàêàÿ ïàðà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè åäèíñòâåííà. Ñëåäîâà�

òåëüíî, è ðåøåíèå ñèñòåìû (4.10) ñ óñëîâèåì (4.11) åäèíñòâåííî. Ýòî òàêæå

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îñîáûé èíâàðèàíò u ïàðû êîíèê α è β îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî ïî óðàâíåíèþ (4.12) è óñëîâèþ (4.14).

Òîãäà ïîëó÷àåì îáîáùåíèå Òåîðåìû 74 íà ïðîèçâîëüíûå êîíèêè:
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Òåîðåìà 75. Ïóñòü α è β � äâå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, u � èõ îñîáûé

èíâàðèàíò. Ïîëîæèì

I(A,B,C) =

B∫
A

dx√
(1−x2)(c−x)

C∫
−1

dx√
(1−x2)(c−x)

, ãäå c =
3− u

2

√
u2

I1
− 2u+ 3

Òîãäà ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(jβ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì â

çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê α è β:

1) åñëè β ëåæèò âíóòðè α, òî

ρ(jβ) = I(a, 1, 1) , ãäå a =

√
u2

I1
− u+ 1 +

√
u2

I1
− 2u+ 3 ;

2) åñëè β ëåæèò âíå α, òî

ρ(jβ) = I(a′, c, c) , ãäå a′ = 2

(
u2

I1
− u+ 1

)(
1−

√
u2

I1
− 2u+ 3

)−2

− 1;

3) åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, òî

ρ(jβ) = I(b, 1, 1) , ãäå b =

√
u2

I1
− 2u+ 3−

√
u2

I1
− u+ 1 ;

4.3. Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ëîìàíûõ Ïîíñåëå

Â ýòîì ðàçäåëå α è β � îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R, r, ðàññòîÿíèå ìåæäó

öåíòðàìè êîòîðûõ ðàâíî d. Ïîä ëîìàíîé Ïîíñåëå ýòèõ îêðóæíîñòåé áóäåì

ïîíèìàòü ëîìàíóþ v1 . . . vn, ó êîòîðîé âñå âåðøèíû A1, A2, . . . , An+1 ëåæàò íà

îêðóæíîñòè α, à çâåíüÿ v1, v2, . . . , vn êàñàþòñÿ β. Åñëè ëîìàíàÿ çàìêíóòà, ò.å.

An+1 = A1, è íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî áóäåì åå íàçûâàòü ìíîãîóãîëüíè�

êîì Ïîíñåëå. ×åðåç F(α, β) îáîçíà÷èì ïó÷îê îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç

α è β.

Ðàäè÷ è Êàëèìàí íàøëè [8] ñëåäóþùåå ìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äâó�

çâåííûõ ëîìàíûõ Ïîíñåëå:
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Òåîðåìà A.Ïóñòü ëîìàíàÿ XZY âïèñàíà â α òàê, ÷òî XZ è ZY êàñàþòñÿ

β â òî÷êàõ X ′ è Y ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåëè÷èíà
XY

XX ′ + Y Y ′ ïîñòîÿííà

è ðàâíà
2Rr

R2 − d2
.

Ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû íà

ëîìàíûå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì çâåíüåâ:

Òåîðåìà 76. Ïóñòü n > 2 è v1 . . . vn � ëîìàíàÿ Ïîíñåëå α è β ñ íà÷àëîì

X è êîíöîì Y (ñì. ðèñ. 4.4), à çâåíüÿ v1 è vn êàñàþòñÿ β â òî÷êàõ X ′ è

Y ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ ëîìàíûõ
XY

XX ′ + Y Y ′ � âåëè÷èíà

ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ýòó âåëè÷èíó îáîçíà÷èì ÷åðåç kn(α, β). Äëÿ äîêàçà�

òåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêîå ñëåäñòâèå áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå:

Òåîðåìà B. Ïóñòü A1 . . . An+1 � ëîìàíàÿ Ïîíñåëå α è β. Òîãäà A1An+1 êà�

ñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γn ∈ F(α, β).

Ðèñ. 4.4.
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Ïî Ëåììå 68 ëþáàÿ îêðóæíîñòü γ ∈ F(α, β) � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå ñòåïåíåé êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî α è β ïîñòîÿííî.

Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó îêðóæíîñòè γ ∈ F(α, β) ÷åðåç uγ
(
α

β

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 76. Èç òåîðåìû B ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðÿìûå XY êà�

ñàþòñÿ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè γn èç ïó÷êà F(α, β), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç α è β.

Ïóñòü W � òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé XY ñ γn. Òîãäà ïî Ëåììå 68 ñóùåñòâóåò

÷èñëî k =

√
uα

(
γn
β

)
, òàêîå, ÷òî |XW | = k(

√
σβ(X)), |YW | = k(

√
σβ(Y )),

ò.å. |XY | = k(
√
σβ(X) +

√
σβ(Y )) = k(|XX ′|+ |Y Y ′|).

2

Ðèñ. 4.5.

Òåîðåìà 76 äàåò âîçìîæíîñòü ëåãêî âû÷èñëèòü k2(α, β), ïîñêîëüêó äî�

ñòàòî÷íî íàéòè ýòó âåëè÷èíó ó êàêîé-íèáóäü îäíîé ëîìàíîé.

Ðàññìîòðèì äâóçâåííóþ ëîìàíóþXZY (ñì. ðèñ. 4.5), ó êîòîðîé ñðåäíÿÿ

âåðøèíà Z ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ α è β. Ïóñòü öåíòð I îêðóæíîñòè β ëåæèò
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íà îòðåçêå ZO, ãäå O � öåíòð α, W � ñåðåäèíà XY , t = ∠XZO. Òîãäà

sin t =
r

R− d
;

|XW | = |XZ| sin t = 2R sin t cos t;

|XX ′| = |XZ| − |X ′Z| = 2R cos t− (R− d) cos t = (R + d) cos t;

|XY |
|XX ′|+ |Y Y ′|

=
|XW |
|XX ′|

=
2R sin t cos t

(R + d) cos t
=

2R · r

R− d

R + d
=

2Rr

R2 − d2
.

Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòà Ðàäè÷à-Êàëèìàíà ðàâíà

k2(α, β) =
2Rr

R2 − d2
.

Åñëè γ2 = β, òî k2(α, β) = 1 è ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ýéëåðà (4.1) äëÿ òðåóãîëü�

íèêà.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü Òåîðåìîé 76, ìû ïîëó÷èì îáùèé ïðèíöèï âûâîäà ôîð�

ìóë, çàäàþùèõ óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ.

Ëåììà 77. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β, γ ñîîñíû; R, r, ρ � èõ ðàäèóñû, d è D �

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè α è β, α è γ; k := uα

(
γ

β

)
. Òîãäà

D = kd, ρ =
√
R2 +D2 − k(R2 − r2 + d2). (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû Oxy, ó êîòîðûõ íà÷àëî

êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè α, îñü Ox íàïðàâëåíà ïî ëèíèè

öåíòðîâ α, β, γ òàê, ÷òî öåíòðû β è γ èìåþò ïîëîæèòåëüíûå àáñöèññû d è

D. Ðàññìîòðèì òî÷êó A(x; y) ∈ α. Òîãäà èìååì x2 + y2 = R2, à óñëîâèå

σγ(A) = kσβ(A) çàïèøåòñÿ òàê:

(x−D)2 + y2 − ρ2 = k((x− d)2 + y2 − r2),

îòêóäà

2(kd−D)x+R2(1− k) +D2 − ρ2 + k(r2 − d2) = 0.
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Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî x ∈ [−R;R], òî

kd−D = 0, R2(1− k) +D2 − ρ2 + k(r2 − d2) = 0.

2

Ïîñêîëüêó uα
(
γn
β

)
= k2n(α, β), ñ ïîìîùüþ Ëåììû 77, çíàÿ kn(α, β), ìîæ�

íî íàõîäèòü ðàäèóñ ρ îêðóæíîñòè γn è ðàññòîÿíèå d îò åå öåíòðà äî öåíòðà α.

Åñëè A1 . . . An+1 � ìíîãîóãîëüíèê Ïîíñåëå, òî γn = β, à kn(α, β) = 1.

Îáðàòíî, ïóñòü kn(α, β) = 1. Òîãäà A1 ̸= An+1. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü b,

êàñàþùóþñÿ ñìåæíûõ ñ A1An+1 ñòîðîí. Êîãäà îêðóæíîñòü b ìåíÿåòñÿ òàê,

÷òî åå öåíòð äâèæåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè öåíòðà îêðóæíîñòè β â îä�

íîì íàïðàâëåíèè ïî áèññåêòðèñå ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ýòè ñòîðîíû, âåëè÷èíà

ν(b), ðàâíàÿ ñóììå äëèí êàñàòåëüíûõ ê b èç òî÷åê A1 è An+1, ìåíÿåòñÿ ìî�

íîòîííî è çíà÷åíèå A1An+1 ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå ÷åì äëÿ îäíîé òàêîé

îêðóæíîñòè. Íî êîãäà b êàñàåòñÿ A1An+1, èìååì ν(b) = A1An+1. Ïîýòîìó åñëè

kn(α, β) = 1, òî β êàñàåòñÿ A1An+1.

Îáîçíà÷èì Fn(R, r, d) := kn−1(α, β) − 1. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå

Fn(R, r, d) = 0 çàäàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çàìûêàíèÿ n-çâåííîé

(âîçìîæíî, ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ) ëîìàíîé Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β. Ïðà�

âèëî (α, β) → (α, γi) îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî i ∈ N îòîáðàæåíèÿ

Gi : (R, r, d) 7→ (R, ρ(γi), D(γi)) =

(
R,
√
R2 + k2i d

2 − ki(R2 − r2 + d2), kid

)
,

ãäå ki = uα

(
γi
β

)
, γi = γi(α, β).

Ïóñòü B1, . . . , BN � ìíîãîóãîëüíèê Ïîíñåëå. Èç òåîðåìû B ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ïðÿìûå BiBi+k ∀i = 1, . . . , N (èíäåêñû áåðóòñÿ ïî

ìîäóëþ N) êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γk ∈ F(α, β). Ïðè ýòîì

γ0 = α, γ1 = β, γk = γN−k. Åñëè N = nl, òî A1 . . . Al, ãäå Ai = Bin, òîæå

ìíîãîóãîëüíèê Ïîíñåëå, íî óæå äëÿ ïàðû îêðóæíîñòåé α, γn. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
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Òåîðåìà 78. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ

÷åðåç n øàãîâ, ãäå n = n1 . . . nr, òî

[Fn1 ◦Gn2 ◦ . . . ◦Gnr ](R, r, d) = 0,

ãäå Gni = Gni(α, γti), Fn1 = Fn1(α, γt1), ti =
r∏

j=i+1

nj, i = 1, r − 1, tr = 1.

Èíûìè ñëîâàìè,

Fn(R, r, d) = [Fn1 ◦Gn2 ◦ . . . ◦Gnr ](R, r, d).

Êðîìå òîãî,

Çàìå÷àíèå 3. Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè ni ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè, äëÿ ëþ�

áîé ïîäñòàíîâêè σ ìíîæåñòâà {1, . . . , r} âûïîëíÿåòñÿ

[Fnσ(1) ◦Gnσ(2) ◦ . . . ◦Gnσ(r)](R, r, d) = 0,

ãäå

Gnσ(i) = Gnσ(i)(α, γti), Fnσ(1) = Fnσ(1)(α, γt1), ti =
r∏

j=i+1

nσ(j), i = 1, r − 1, tr = 1.

ÅñëèA1 . . . A2n � 2n-óãîëüíèê Ïîíñåëå α è β, òîA2A4 . . . A2n � n-óãîëüíèê

Ïîíñåëå α è γ2. Íàéäåì ðàäèóñ ρ îêðóæíîñòè γ2 è ðàññòîÿíèå D îò åå öåíòðà

äî öåíòðà îêðóæíîñòè α. Ïî Ëåììå 77 èìååì

D = k2d, ρ =
√
R2 +D2 − k2(R2 − r2 + d2),

ãäå k2 = k22(α, β), à ïî òåîðåìå A èìååì

k2(α, β) =
2Rr

R2 − d2
.

Îòñþäà

D =
4R2r2d

(R2 − d2)2
.
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Òîãäà

ρ2 = R2 + (
4R2r2d

(R2 − d2)2
)2 − 4R2r2

(R2 − d2)2
(R2 − r2 + d2) =

=
R2

(R2 − d2)4
((R2 − d2)4 − 4r2(R2 − d2)2(R2 + d2) + 4r4(R2 + d2)2−

−4r4(R2 + d2)2 + 16R2r4d2 + 4r2(R2 − d2)2) =

=
R2

(R2 − d2)4
(2r2(R2 + d2)− (R2 − d2)2)2,

ò.å.

ρ = R

∣∣∣∣2r2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
− 1

∣∣∣∣ .
Çàìåòèì, ÷òî AiAi+n ïåðåñåêàþòñÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïó÷êà F(α, β). Â

ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå B ïðÿìûå AiAi+n êàñàþòÿ γn ∈ F(α, β). Ïóñòü, íà�

ïðèìåð, ëîìàíàÿ AiAi+1 . . . Ai+n è îêðóæíîñòü γn ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AiAi+n. Òîãäà ýòî ñâîéñòâî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïðè âðà�

ùåíèè òî÷êè A1 ïî îêðóæíîñòè α â ñèëó íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé. Ïîýòîìó

ó ìíîãîóãîëüíèêà ÏîíñåëåA′
1 . . . A

′
2n, ãäåA

′
i =An+i, ëîìàíàÿA′

iA
′
i+1 . . . A

′
i+n =

Ai+n . . . Ai+2n ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé A′
iA

′
i+n = AiAi+n, íåæåëè

îêðóæíîñòü γn. Åñëè γn íå âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, òî ïîëó÷àåì, ÷òî âåñü ìíî�

ãîóãîëüíèê A1 . . . A2n ëåæèò ñ îäíîé ñòîðîíû îò ïðÿìîé AiAi+n, ÷åãî áûòü

íå ìîæåò, òàê êàê îí âûïóêëûé. Çíà÷èò, γn âñåãäà òî÷êà, à ñëåäîâàòåëüíî,

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïó÷êà F(α, β).

Äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ïîíñåëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî γ2 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

äèàãîíàëåé, ò.å. åå ðàäèóñ ρ = 0. Èç íàéäåííûõ íàìè ôîðìóë äëÿ D è ρ

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ïîíñåëå âåðíû ôîðìóëû:

1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

1

r2
(N. Fuss [97]); D =

2R2d

R2 + d2
,

ãäå D � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êîé ïåðåñå�

÷åíèÿ äèàãîíàëåé.
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Èòàê, äëÿ 2n-óãîëüíèêà Ïîíñåëå ðàäèóñ ρ îêðóæíîñòè γ2 âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ïàðàìåòðû {R, r, d} åãî îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé α è β òàê:

ρ = R

∣∣∣∣2r2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
− 1

∣∣∣∣ .
Ó ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ïîíñåëå ñ òîé æå îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ α è òåì æå

öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàäèóñ r′ âïèñàííîé îêðóæíîñòè áóäåò íå

áîëüøå r. Òîãäà

2r2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
− 1 > 2(r′)2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
− 1 = 0

Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò

Òåîðåìà 79. Äëÿ n > 3 èìååì

F2n(R; r; d) = Fn

(
R;

2Rr2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
−R;

4R2r2d

(R2 − d2)2

)
. (4.16)

Èç ôîðìóë Ýéëåðà (4.1), Ôóññà (4.2) è ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóþò ñîîò�

íîøåíèÿ (4.4) è (4.5), äàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé

Ïîíñåëå ÷åðåç 6 è 8 øàãîâ.

Çàìåòèì, ÷òî

k2i(α, β) = k2i−1(α, γ2) · k2(α, β), (4.17)

à ðàäèóñ ρ îêðóæíîñòè γ2 è ðàññòîÿíèå D ìåæäó öåíòðàìè α è γ2 âû÷èñëÿþò�

ñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16). Ïîýòîìó ïî èíäóêöèè ìîæíî íàõîäèòü k2i(α, β). Ïóñòü

m íå÷åòíî, à δ � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 2δ ≡ 1(mod

m) èëè 2δ ≡ −1(mod m). Åñëè ó îêðóæíîñòåé α è β ñóùåñòâóåò m-óãîëüíèê

Ïîíñåëå, òî γ2δ = β. Ïîýòîìó

F2δ+1(R, r, d) = k2δ(R, r, d)− 1 = 0.

Îòñþäà è èç Òåîðåìû 78 ñëåäóåò
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Òåîðåìà 80. Ïóñòü òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ

÷åðåç n øàãîâ, ãäå n = 2l·m, m íå÷åòíî, δ � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî q := 2δ ± 1 ≡ 0 (mod m). Òîãäà

[Fq ◦ G2l](R, r, d) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, Fn(R, r, d) = [Fq ◦ G2l](R, r, d). Ïðè ýòîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

Fq(R, r, d) è G2l(R, r, d) íóæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû k2δ(R, r, d) è k2l(R, r, d),

à ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.17) è ôîðìó�

ëû (4.16). Ýòî íàáëþäåíèå äàåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôîðìóë íà óñëîâèÿ

çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïåðèîä çàìûêàíèÿ òðàåê�

òîðèé Ïîíñåëå ðàâåí 5. Òîãäà k4(α, β) = 1. Ïîñêîëüêó

k4(α, β) = k2(α, γ2) · k2(α, β) =
2Rρ

R2 −D2
· 2Rr

R2 − d2
=

=

2R ·R
(
2r2(R2 + d2)

(R2 − d2)2
− 1

)
R2 −

(
4R2r2d

(R2 − d2)2

)2 · 2Rr

R2 − d2
=

4Rr(2r2(R4 − d4)− (R2 − d2)3)

(R2 − d2)4 − 16R2r4d2
,

íåîáõîäèìîå óñëîâèå çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé ÷åðåç 5 øàãîâ èìååò âèä

4Rr(2r2(R4 − d4)− (R2 − d2)3)− (R2 − d2)4 + 16R2r4d2 = 0.

Ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè èìååò äåëèòåëü R2 − d2 + 2Rr è íà íåãî ìîæíî

ñîêðàòèòü, ïîñêîëüêó îí îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî òîãäà, êîãäà òðàåêòîðèè

Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ ÷åðåç 3 øàãà. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

2Rr

R2 − d2
− R2 − d2

2Rr
=

4r2

2Rr +R2 − d2

íà óñëîâèå çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå ÷åðåç 5 øàãîâ.
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4.4. Êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîíñåëå

äëÿ êîíèê

Â ëèòåðàòóðå íåîäíîêðàòíî ñòàâèëñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ÷èñòî êîì�

áèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î çàìûêàíèè. Íàïðèìåð, ìîæíî ëè ñðåä�

ñòâàìè êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ÷èñåë ðàñïðîñòðàíèòü òåîðåìó î çàìûêàíèè,

äîêàçàííóþ äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà øàãîâ n, íà âñå íàòóðàëü�

íûå n? Ñêàæåì, ìîæíî ëè âûâåñòè òåîðåìó Ïîíñåëå èç åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äëÿ

òðåóãîëüíèêà (n = 3)? Íåäàâíî, Õàëüáåéñåí è Õàíãåðáþëåð äîêàçàëè [7], ÷òî

òåîðåìà Ïîíñåëå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ñëåäñòâèåì òåîðåì Ïàñêàëÿ è Áðè�

àíøîíà. Âûáîð òåîðåì Ïàñêàëÿ è Áðèàíøîíà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òåîðåìà

Ïîíñåëå íîñèò ïðîåêòèâíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó âïîëíå ïîíÿòíî ñòðåìëåíèå

ñâåñòè åå ê êëàññè÷åñêèì òåîðåìàì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîé

òåîðåìû Ïîíñåëå äëÿ êîíèê. Ò.å. ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîí�

ñòðóêöèè è êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè è ñîîáðàæåíèÿ òåîðèè ÷èñåë, ìû âûâåäåì òåîðåìó Ïîíñåëå. Îêàçû�

âàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîäîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà

ëîìàíûõ Ïîíñåëå:

Ëåììà ABC. Ïóñòü äâóçâåííàÿ ëîìàíàÿ ABC âïèñàíà â êîíèêó α, à åå

çâåíüÿ AB è BC êàñàþòñÿ êîíèêè β. Òîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ ëîìàíûõ ïðÿìàÿ

AC êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè γ2(α, β).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îêðóæíîñòåé ýòî óòâåðæäåíèå ó íàñ áûëî ïîëó÷åíî

âûøå êàê ñëåäñòâèå èç Òåîðåìû 67, à ïîäõîäÿùèì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçî�

âàíèåì êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè äâå êîíèêè ìîæíî ïåðåâåñòè â

äâå îêðóæíîñòè.

Ïî èíäóêöèè èç ëåììû ABC ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå åå îáîáùåíèå:
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Ñëåäñòâèå 81. Äëÿ ∀l ∈ N è ëþáîé ëîìàíîé Ïîíñåëå A0A1 . . . A2l êîíèê

α, β õîðäà A0A2l êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè γ2l(α, β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äëÿ l = 1 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû

ABC. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ l = k. Ðàññìîòðèì

ëîìàííóþ Ïîíñåëå A0A1 . . . A2k+1 êîíèê α, β. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

ïðÿìûåA0A2k èA2kA2k+1 êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè γ2k . Òîãäà ïî ëåììå

ABC ïðÿìàÿ A0A2k+1 òîæå êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè.

2

Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî èç Ëåììû ABC ìîæíî âûâåñòè òåîðåìó Ïîíñåëå.

Êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîíñåëå. Ïóñòü A0A2 . . . An−1 �

n-óãîëüíèê Ïîíñåëå êîíèê α è β, ãäå n = 2lm, m íå÷åòíî. Òîãäà AiAi+2l êàñà�

þòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè γ2l(α, β). Ïîýòîìó B0B1 . . . Bm−1, ãäå Bi = Ai2l, �

m-óãîëüíèê Ïîíñåëå êîíèê α è γ = γ2l(α, β) è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óñëî�

âèå m-çàìûêàíèÿ ïðîöåññà Ïîíñåëå äëÿ íèõ. Ïóñòü d - òàêîå ÷èñëî, ÷òî

2d ≡ 1 mod m, íàïðèìåð d = φ(m) (ãäå φ(m) � àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ýéëåðà), è B′
0B

′
1 . . . - äðóãàÿ ëîìàíàÿ Ïîíñåëå êîíèê α, γ. Êàê áûëî çàìå÷åíî

âûøå, B′
0B

′
2d êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè γ2d(α, γ). Íî BiB2d+i = BiBi+1

äëÿ âñåõ i ∈ N. Çíà÷èò, êîíèêà γ2d(α, γ) êàñàåòñÿ âñåõ ñòîðîí m-óãîëüíèêà

B0B1 . . . Bm−1, îòêóäà ïðè m > 5 ñëåäóåò, ÷òî γ2d(α, γ) = γ (âåäü ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ êîíèêà, êàñàþùàÿñÿ 5 äàííûõ ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Çíà�

÷èò B′
2d−1 = B′

0 è ïðîöåññ Ïîíñåëå èìååò ïåðèîä 2d− 1, êðàòíûé n. Ïîêàæåì,

÷òî îñíîâíîé ïåðèîä âñå-òàêè n.

Ïóñòü ñíà÷àëà êîíèêà β ëåæèò âíóòðè êîíèêè α. Åñëè B′
0 ëåæèò íà äóãå

B0B1, òî ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê îòîáðàæå�

íèå Ïîíñåëå ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê òî÷åê, òî÷êè B′
in, i ∈ N òîæå ëåæàò íà ýòîé

äóãå. Åñëè n - íå ïåðèîä, òî B′
n ̸= B′

0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, B
′
n ëåæèò

íà äóãå B0B
′
0. Òîãäà ïî èíäóêöèè B′

in ëåæèò íà äóãå B0B
′
(i−1)n è íå ìîæåò

149



ñîâïàñòü ñ B′
0 íè ïðè êàêîì i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò B′

2d−1 = B′
0.

Åñëè êîíèêè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé, òî êîíèêà γ2, îïðåäåëåííàÿ

â ëåììå ABC, ëåæèò óæå âíóòðè êîíèêè α. È ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïðåäû�

äóùåìó.

Åñëè æå êîíèêè α è β ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ðàññìîòðèì

äóãó αβ êîíèêè α, èç êàæäîé òî÷êè êîòîðîé ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê

êîíèêå β, êîíöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ êîíèê α è β. Âîçü�

ìåì äâå êîïèè ýòîé äóãè è ñêëåèì èõ â êîíöàõ, îáîçíà÷èâ ïîëó÷èâøååñÿ ìíî�

æåñòâî ÷åðåç α̃β. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà Ïîíñåëå

êàñàåòñÿ ñ êîíèêîé β âíå êîíèêè α, òî äâå âåðøèíû ýòîé ñòîðîíû ïðèíàä�

ëåæàò ðàçíûì êîïèÿì äóãè αβ, à åñëè êàñàíèå ïðîèñõîäèò âíóòðè êîíèêè α,

òî � îäíîé. Òîãäà íà ìíîæåñòâå α̃β îòîáðàæåíèå Ïîíñåëå ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê

òî÷åê è ìîæíî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèå èç ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

2

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

• Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû

Ýìõà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ êëàñ�

ñè÷åñêèõ òåîðåì Ýìõà, Ïîíñåëå, î çèãçàãå è Øòåéíåðà.

• Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè�

òåëüíî èõ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå ìåðà. Äîêàçàíà åå óíèâåðñàëüíîñòü äëÿ âñåãî

ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòè êîíèêè, ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ èí�

âàðèàíòíûõ è óíèâåðñàëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ. Ïîëó÷åíû ÿâíûå

ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êî�

íèê, ÷òî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé è ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà.

• Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíîé ìåðû ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû

Ýìõà íà êàíàëîâûå öèêëèäû Äàðáó.

• Ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè áîëüøèõ òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà, êî�

òîðûå, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé

ìåðû.
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