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CAPITOLUL   1 
 

SISTEME 
   

1.1. Conceptul de sistem în general 
  

Conceptul de sistem ne este cunoscut şi-l folosim frecvent în viaŃa 
cotidiană. Vorbim mereu despre diferite sisteme politice, economice, filozofice 
şi sociale. Suntem familiarizaŃi, de asemenea, cu multe sisteme particulare, 
precum sistemul monetar, sistemele informatice, sistemele de comunicaŃii etc. 
 Evident, ne punem întrebarea dacă putem da definiŃia generală al acestui 
concept. Iată două definiŃii de dicŃionar, din anii ’70, pentru noŃiunea generală 
de sistem. 
 

DefiniŃia 1.1.3 Sistemul este un (n.a.) ansamblu de elemente (principii, reguli, 
forŃe, etc.) dependente între ele şi formînd un tot organizat, care pune ordine 
într-un domeniu de gîndire teoretică, reglementează clasificarea materialului 
într-un domeniu de ştiinŃe ale naturii sau face ca o activitate practică să 
funcŃioneze potrivit scopului urmărit. 
 
DefiniŃia 1.2.4 (gr. systema- ansamblu/ total; din synestemi- a aşeza împreună). 
Sistemul este un (n.a.) ansamblu de elemente aflate în interacŃiune şi care 
formează împreună un tot unitar. Orice sistem acŃionează pentru realizarea 
unei funcŃionalităŃi, pentru atingerea unui scop; acestea se realizează printr-un 
proces în care sînt angrenate elementele care determină atît conŃinutul, cît şi 
procesele specifice sistemului. Sistemele sînt organizate în structuri ierarhice ; 
în acest sens putem spune că un sistem poate fi constituit din subsisteme, 
fiecare urmărind un scop subordonat scopului general al sistemului; sistemele 
se încadrează la rîndul lor în suprasisteme, pe care le slujesc. ...Pentru a fi 
mereu adecvat suprasistemului, sistemul se reglează. Reglarea are loc prin 
analiza produselor sistemului (outputlui), prin compararea lor cu parametrii 
obiectivelor propuse (scopului) şi introducerea schimbărilor necesare în 
sistem. 

 

DefiniŃiile de mai sus îşi păstrează actualitatea şi azi, deşi de atunci au 
apărut foarte multe sisteme noi. Pentru domenii restrânse aceste definiŃii sunt 
mai uşor de dat şi ele au o consistenŃă mult mai mare.  

În cele ce urmează vom formula o definiŃie cât mai generală, acceptabilă 
şi pentru domeniul informatic pe care-l vom aborda în continuare. 

                                                           
3 Marcu, F., Maneca, C., DicŃionar de neologisme, Ed. Academiei, 1978 
4 Manolache, A. ş.a., DicŃionar de pedagogie, Ed. didactică şi pedagogică, Bucureşti, 1979 
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DefiniŃia 1.3. Prin sistem, în general, înŃelegem un ansamblu de obiecte care 
pot fi lucruri, concepte, fiinŃe etc. şi care se găsesc într-o anumită 
interdependenŃă  şi interacŃiune pentru realizarea unui scop comun. 
  

Din definiŃia 1.3 rezultă că în orice sistem avem două lucruri esenŃiale pe 
care le vom nota corespunzător: 
 obiecte: O - mulŃimea obiectelor; 
 legături între obiecte: L - mulŃimea legăturilor. 
 

Având în vedere aceste notaŃii un sistem S convenim să-l notăm astfel: 
 

S = (O, L) 
 

 Reprezentările unui sistem, respectiv modelele pe care le putem alege, se 
bazează pe noŃiuni şi concepte din matematică, precum: teoria grafelor5, teoria 
mulŃimilor, teoria relaŃiilor. Există şi reprezentări fizice pentru anumite sisteme. 
 

Exemplul 1.1.    Fie sistemul S ale cărui obiecte  formează mulŃimea   
 O = {o1, o2, o3, o4},  

iar mulŃimea legăturilor este 
 L = {o1-o2, o1-o3, o1-o4, o2-o4, o3-o4, o4-o1};  

unde legăturile sunt precizate prin perechi ordonate de obiecte.  
Atunci S = (O,L) cu precizările de mai sus este un sistem. 

 
Fig.1.1. Graful sistemului din exemplul 1.1 

 

 Dacă luăm în considerare modul cum am precizat legăturile dintre 
obiectele unui sistem, atunci un sistem nu este altceva decât o relaŃie binară 
definită pe mulŃimea obiectelor O care formează acel sistem. În acest fel, un 
sistem este tripletul: 

(O,O;L)   unde L ⊆ O×O. 
Rezultă, deci, că un sistem, din punct de vedere matematic, este o relaŃie 

binară omogenă pe mulŃimea obiectelor acelui sistem. 

                                                           
5 Aici grafe este folosit ca plural de la graf. Unii autori preferă forma grafuri în loc de grafe. 
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 Reprezentarea geometrică (care este de fapt un graf!) a sistemului precizat 
în exemplul de mai sus este prezentat în Fig. 1.1. 

Oricare ar fi un sistem, întotdeauna există nişte mărimi notate, de 
exemplu, cu u dintr-un anumit univers U, mărimi care caracterizează sistemul 
respectiv. 
 Legăturile dintre obiectele sistemului se pot preciza printr-o relaŃie de 
felul următor:  
 

F(u)=0,   unde     F : U →V,    V   fiind un alt univers şi  0∈V. 
 

 În practică există foarte multe exemple de sisteme pentru care mărimile 
ce caracterizează sistemul respectiv pot fi diferenŃiate în: 
  - mărimi de intrare: X 
  - mărimi de ieşire: Y 
       Rezultă că avem u=(x,y), x∈X, y∈Y, deci  F(u)=F((x,y))=G(x,y)=0, 
adică G(x,y)=0, (aplicaŃie definită pe X×Y).  

Avem, 
G : X× Y →   V 

 

1.2. Sisteme deschise. Sisteme închise 
 

Sistemele pentru care putem face o diferenŃiere între mărimile de intrare 
şi mărimile de ieşire, le numim sisteme cu intrări şi ieşiri, adică sisteme 
deschise. În această situaŃie un sistem deschis se mai notează  (X,Y,G), cu 
G(x,y)=0. Altfel, sistemul se numeşte sistem închis. 

În concluzie, avem sisteme: 
  – deschise (cu intrări şi ieşiri);  
 – închise (nu conŃin intrări şi ieşiri). 

Majoritatea sistemelor sunt deschise. De exemplu, Internetul este un 
sistem deschis (sistem informatic distribuit).  

În cazul sistemelor informatice, termenul de deschidere (openness) este 
caracteristica unui sistem care indică, dacă el poate fi extins şi implementat în 
moduri diferite. Deschiderea pentru un sistem distribuit se referă în primul rând 
la disponibilitatea de adăugare şi publicarea de noi servicii de partajare a 
resurselor (interfeŃele cărora devin publice). Sistemele distribuite deschise sunt 
bazate pe asigurarea unui mecanism uniform de comunicare şi publicare a 
interfeŃelor pentru accesul la resursele partajate în mod transparent6.  
 Unii autori consideră Universul un sistem închis, dar acest subiect naşte 
dispute care depăşesc obiectivele acestei lucrări. 

Exemplele cele mai des folosite pentru a ilustra conceptul de sistem 
închis sunt reacŃiile chimice petrecute într-un mediu etanş şi terrariul (Filip, 

                                                           
6 DziŃac, I., Modovan, G., Sisteme distribuite- Modele informatice, Ed. Univ. Agora, 2006 
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2004). „Examinarea chiar sumară a acestor exemple arată că, pentru a putea 
dăinui, un sistem trebuie să interacŃioneze, din când în când cu mediul, altfel 
decade şi se distruge. Din această cauză şi deoarece sistemele perfect închise nu 
există decât în condiŃii de laborator, este util să fie luate în considerare 
sistemele relativ închise. Acestea interacŃionează cu mediul în mod limitat şi în 
condiŃii de incertitudine minimă. Altfel spus, sistemele relativ închise pot 
accepta din partea mediului numai mărimi de intrare cunoscute sau planificate 
pentru a le prelucra într-un mod bine controlat în vederea transmiterii către 
mediu a unor mărimi de ieşire, de asemenea bine definite. Sistemele 
informatice de prelucrare a tranzacŃiilor constituie exemplu pentru această 
categorie. Un sistem deschis este caracterizat prin aceea că poate accepta şi 
mărimi de intrare imprecise şi incerte (pe lângă cele precise şi certe) şi chiar 
perturbaŃii pentru a furniza la ieşire mărimi atât predictibile, cât şi 
impredictibile. În plus, pentru a putea avea o anumită durată de viaŃă, sistemul 
deschis trebuie să fie adaptabil la evoluŃiile petrecute în mediu şi chiar în 
interiorul său. Ca urmare a acestei proprietăŃi, sistemele deschise sunt denumite 
uneori sisteme adaptive (sau organice).”7 

 
 

                                                           
7 Filip, F.G., Sisteme suport pentru decizii, Ed. Tehnică, 2004 



 
 

CAPITOLUL   2 
 

SISTEME DESCHISE 
          
 În cele mai multe situaŃii, pentru un sistem (X,Y,G), cu G(x,y)=0, ieşirile 
acestui sistem pot fi explicitate în funcŃie de intrări, adică: 
 
  y=f(x);               unde    f : X →  Y    sau    f : X →P( Y) 
 
notând cu P(Y) mulŃimea părŃilor lui Y. 

Reprezentarea unui sistem deschis se face adesea sub forma din figura 
2.1, unde: 
 x  - intrările în sistem 
 y  - ieşirile din sistem 
 f  - acŃiuni asupra intrărilor x. 

 
Fig. 2.1. Sistem deschis 

 
Intrările şi ieşirile se reprezintă adesea vectorial, ca în figura 2.2: 
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Fig. 2.2. Reprezentarea vectorială a unui sistem deschis 
 

În general  x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym     pot avea semnificaŃii diferite. 
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2.1. Clasificări ale sistemelor deschise 
  

 Clasificările sistemelor deschise se fac în funcŃie de natura mărimilor de 
intrare, de ieşire şi de natura acŃiunilor f asupra mărimilor de intrare. În 
continuare vom da câteva astfel de clasificări ale sistemelor deschise. 
 
 

2.1.1. Sisteme deterministe. Sisteme nedeterministe. Sisteme fuzzy 
 

O clasificare a sistemelor cu intrări şi ieşiri, în funcŃie de natura acŃiunilor, este 
următoarea: 
 a) sisteme deterministe: dacă mărimile  x,y – sunt de natură deterministă 
(nu întâmplătoare) şi dacă  f – sunt acŃiuni bine determinate; 
 b) sisteme nedeterministe: în caz contrar. 
  
 Fie  X - o mulŃime de elemente, iar A⊂ X.  În această situaŃie, de exemplu, 
pentru  x∈X, avem  x∈A sau x∉A (ceea ce are o legătură cu logica bivalentă !), 
iar funcŃia caracteristică   fA:X→{0,1}  are valorile: 
 

fA(x) = 




∉
∈

Axdaca0
Axdaca1

          ; 

 

 c) sisteme fuzzy: mărimile x, y, f  au o anumită imprecizie sau 
incertitudine în determinarea lor. 
 Fie, de exemplu, intrările X - o mulŃime. În teoria sistemelor fuzzy, un 
element aparŃine acestei mulŃimi mai mult sau mai puŃin, adică avem o 
incertitudine privind această apartenenŃă; aparŃine mulŃimii X într-o mică 
măsură, care  este, deci, mai aproape de 0 sau într-o mai mare măsură,  care este 
mai aproape de 1. FuncŃia caracteristică, are orice valoare din intervalul [0,1], 
adică  fA:X → [0,1] . Analog, pentru mulŃimea Y. 
 
 

2.1.2. Sisteme discrete. Sisteme continue 
 
În funcŃie de natura mărimilor de intrare/ieşire sistemele se clasifică în:  
 a) sisteme discrete: sisteme pentru care mărimile de intrare x∈X  sunt 
mărimi discrete (se pot reprezenta sub forma unor vectori), mărimile de ieşire  
y∈Y  sunt, de asemenea,  mărimi discrete. Avem, 
 x = (x1, x2, …, xn) 
 y = (y1, y2, …, ym) 
 b) sisteme continue: mărimile de intrare şi de ieşire nu pot fi discretizate;  
 

        y=f(x)   x,y   nu se pot discretiza 
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2.1.3. Sisteme statice. Sisteme dinamice 
 

În funcŃie de independenŃa/dependenŃa de timp a mărimilor de intrare/ieşire 
sistemele se clasifică în: 
 a) sisteme statice: mărimile de intrare şi de ieşire nu depind de timp; 
 

 b)sisteme dinamice: mărimile de intrare şi de ieşire depind de timp:  
   x=x(t),   y=y(t) 
 
 

2.1.4. Sisteme cibernetice 
 

Cele mai importante sisteme cibernetice sunt cele de natură  economică şi cele 
de natură tehnică; ele au multe aplicaŃii practice importante. 
  

Un sistem cu intrări şi ieşiri, l-am reprezentat sub forma din figura 2.3: 

 
Fig. 2.3. Sistem deschis (cu intrare şi ieşire) 

 
 Uneori, o parte din ieşiri se întorc în sistem sub formă de intrări, ca în 
figura 2.4, în acest caz având loc un aşa-numit fenomen de feed – back (adică, 
presupune o întoarcere a unor ieşiri sub formă de intrări). În acest caz,  sistemul 
se numeşte sistem cibernetic. 

 
Fig. 2.4. Sistem deschis cu feed-back 

 
 

Precizare importantă. Într-un sistem cibernetico – economic, fenomenul 
de feed-back se foloseşte în scopul  reglării unor fenomene (de natură 
economică), adesea de a impune ieşirilor anumite condiŃii (restricŃii) care să 
ducă economia pe un drum de progres. 
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2.1.5. Exemple de sisteme deschise  
 
 În exemplele de sisteme deschise (cu intrări şi ieşiri), pe care le 
prezentăm în continuare, vom preciza natura mărimilor de intrare şi ieşire x, 
respectiv y  şi natura acŃiunilor f asupra intrărilor x. 
 

Exemplul 2.1. Sisteme fizice 
  
  x,y – mărimi fizice  
     f - fenomene fizice    
 

Exemplul 2.2. Sisteme chimice 
 

  x,y    - mărimi chimice 
    f     - reacŃii chimice 
 

Exemplul 2.3. Sisteme biologice 
 

  x,y -  mărimi biologice 
     f -  acŃiuni biologice 
 

Exemplul 2.4. Sisteme algebrice 
 

  x, y    mărimi numerice 
      f -   corespondenŃă  
 

 În acest caz, relaŃia  y=f(x)  se scrie sub forma  y=A∗x, unde  A este 
matricea coeficienŃilor (sistem discret, static), apoi   x, y sunt vectori coloană, 
iar A*x  reprezintă produsul dintre  matricea coeficienŃilor A şi  vectorul 
coloană x  ale cărui componente sunt necunoscutele sistemului. Aici  y este 
vectorul termenilor  liberi din sistemul algebric considerat. 
 

Exemplul 2.5. Sisteme dinamice  
   
 Sistemele dinamice (din teoria ecuaŃiilor diferenŃiale) sunt cele care se 
definesc printr-o ecuaŃie diferenŃială de ordinul întâi, de forma: 
     

   )x,t(f
dt

dx
= . 

 Putem considera această formă, ca fiind una vectorială şi atunci avem un  
sistem de ecuaŃii diferenŃiale de ordinul întâi. 
 

Exemplul 2.6. Sisteme economice  
  
  x, y  - mărimi economice 
                f  - legislaŃie economică 
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Exemplul 2.7. Sisteme politice  
 

  x, y - oamenii unei colectivităŃi     
            f - doctrina politică 
 

Exemplul 2.8. Sisteme filozofice 
 

  x, y - oamenii unei colectivităŃi     
             f  - doctrina filozofică 
 
 

2.1.6. Generalizări. Sisteme logice secvenŃiale şi automate finite 
 

DefiniŃia 2.1. Fie sistemul cu intrări şi ieşiri (X,Y,G) , cu G(x,y)=0. MulŃimile 
X,Y pot fi mulŃimi de vectori ale căror componente sunt elemente 0,1 deci, dacă 

x∈X, atunci x=(x1, x2, …, xn); xi∈{0,1}, i= n,1  Vom considera în continuare că 
X şi Y au această particularitate şi adăugăm la acestea încă o mulŃime Q - 
mulŃimea stărilor interioare ale unui sistem precum şi nişte funcŃii. 
 Fie funcŃiile  
  λ: X ×  Q → Q 
   µ: X ×Q → Y, 
 

iar apoi să considerăm  sistemul S = (X, Y, Q, λ, µ). Sistemul S se numeşte 
sistem logic secvenŃial. FuncŃiile λ, µ se numesc funcŃii de tranziŃie (analog 
noŃiunii de automat finit); λ - funcŃia de tranziŃie pentru stările sistemului şi µ - 
funcŃia de tranziŃie pentru ieşirile  din sistem. 
 

DefiniŃia 2.2. Generalizăm funcŃiile λ, µ  modificând codomeniile acestora, 
astfel: 
     λ: X × Q → P(Q)  
                µ: X × Q → P(Y). 
Sistemul S în acest caz poartă denumirea de automat Mealy. 
 

DefiniŃia 2.3. Fie automatul Mealy S = (X, Y, Q, λ, µ). Dacă 
   | λ(x,q) | ≤ 1 
           | µ(x,q) | ≤ 1 
 

automatul este determinist, altfel avem un automat nedeterminist. 
 
DefiniŃia 2.4. Dacă  S=(X, Y, Q, λ, γ), unde 
     λ: X × Q → P(Q) 
     γ: Q → P(Y), 
iar X, Y, Q au semnificaŃiile de mai sus, sistemul se numeşte automat Moore. 
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DefiniŃia 2.5. Dacă  S=(X, Y, Q, µ ), unde µ: X × Q → P(Y), 
iar X, Y, Q au semnificaŃiile de mai sus, avem un automat Starke. 
 
 

2.1.7. Sisteme de tranziŃie  
 

 Sistemele de tranziŃie sunt sisteme dinamice în care:   
 - se pot pune în evidenŃă stări ale sistemului; 
       - relaŃii între stările sistemului la momente consecutive de timp; 
 - trecerea de la o anumită situaŃie, adică de la o anumită mulŃime de stări 
în care se găseşte sistemul într-un anumit moment,  la o altă situaŃie, deci la o 
altă  mulŃime de stări ale sistemului în momentul următor, acceptăm că se face 
în urma unor acŃiuni. 
  

DefiniŃia 2.6.. Un sistem de tranziŃie este un ansamblu de forma ST = (Q, I, A, 
T) unde:   
 Q - mulŃimea stărilor (mulŃime finită);   
 I ⊆ Q – mulŃimea stărilor iniŃiale (intrări în sistem);  
 A - mulŃimea acŃiunilor (finită), identificate cu nişte etichete;  
 T ⊆ Q × A × Q   relaŃia tranziŃiilor 
 

ObservaŃie: (Q, A, Q; T) este o relaŃie ternară ce defineşte relaŃia 
tranziŃiilor.  
 
 

2.1.7.1. Reprezentări ale sistemelor de tranziŃie 
 
 Avem următoarele reprezentări ale sistemelor de tranziŃie: 
 a) sub formă de graf orientat etichetat; vârfurile sunt etichetate cu stări 
ale sistemului, iar arcele cu acŃiuni. 
 

 Fie p,q ∈ Q; a ∈ A;  (p, a, q) ∈ T. 
 

Convenim să reprezentăm această tranziŃie ca în figura 2.5: 

 
Fig. 2.5. Graful unei tranziŃii 

 
Convenim, apoi, să reprezentăm stările iniŃiale: s∈ I, ca în figura 2.6: 
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Fig. 2.6. O stare iniŃială 

 
Exemplul 2.9.  

 
Fie    ST= (Q, I, A, T)   Q = {s1,s2,s3,s4} 

         I = {s1,s2}⊂ Q;   A={a1, a2} 
         T = {(s1,a1,s3), (s1,a2,s2), (s2,a1,s4), (s2,a2,s4) } 
 
Avem: 
 

a) reprezentarea sub formă de graf din figura 2.7. 
 

 
 

Fig. 2. 7. Graful sistemului de tranziŃie ST 

 
 b) reprezentarea tabelară           
 
 Fie  Q = {s1, s2, ...., sm} mulŃimea stărilor şi A mulŃimea acŃiunilor 
sistemului considerat. În general, două stări, de exemplu, si  şi sj pot fi legate 
prin mai  multe arce. Convenim să notăm acŃiunea asociată arcului al k-lea, 
k∈{1, 2, ..., r} ce leagă cele două stări  si , sj cu  a k

ij  ∈ A. Atunci o tranziŃie din 

mulŃimea tranziŃiilor T  în această situaŃie va fi:  tij = (si, a
k
ij , sj),  tij ∈ T,  k ∈ {1, 

2,  ..., r}. 
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 Se defineşte tabelul T din figura 2.8, cu elementele:  
Aij={a 1

ij  , ..., a
r
ij   }, a

k
ij  ∈ A,  i,j = 1... m    k ∈ {1, 2,  ..., r}. 

I = {s1, s2, ... , sn}   n ≤  m,   stările iniŃiale se plasează în tabel la început. 
 

 
Fig. 2.8. Tabelul T 

 
 Sistemul de tranziŃii  ST, considerat anterior ca exemplu, se reprezintă sub 
formă de tabel, astfel: 
 

 
Fig. 2.9. Tabelul sistemul de tranziŃii ST din exemplul 2.9 

 
2.1.7.2. Comportarea unui sistem de tranziŃii (ST). Căi si urme 
 
 Vom defini la început noŃiunile de cale şi urmă într-un ST. 
 
DefiniŃia 2.10.  Numim cale într-un ST o succesiune de stări şi acŃiuni ce sunt 
etichete ale nodurilor şi arcelor şi care se obŃine pornind de la o stare iniŃială 
până la o stare ce este etichetă a unui nod terminal în reprezentarea sub forma 
de graf a unui ST. 
 

Exemple: s1a1s3,  s1a2s2a1s4 etc. 
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Fie X – un sistem de tranziŃie; notăm cu căi(X) – mulŃimea tuturor căilor dintr-
un astfel de sistem de tranziŃie. 
 Observăm că în exemplul de ST considerat mai sus avem  căi(ST)= 
{s1a1s3,  s1a2s2a1s4 , s1a2s2a2s4, s2a1s4 , s2a2s4}. 
 
DefiniŃia 2.11. Numim urmă a unui sistem de tranziŃie, ca fiind orice prefix a 
unei secvenŃe de stări şi acŃiuni care reprezintă o cale într-un astfel de sistem. 
 

Exemple de urme. Fie calea s1 a1 s3 . Avem următoarele urme: ε,  s1,  
s1a1,  s1a1s3 unde ε este secvenŃa vidă. 
 
Fie X – un sistem de tranziŃie; notăm cu urme(X) – mulŃimea tuturor urmelor 
din sistemul de tranziŃie X. 
 
DefiniŃia 2.12. Lungimea unei căi sau a unei urme este egală cu numărul 
simbolurilor din care aceasta este formată. 
 
 Comportamentul unui sistem de tranziŃii este caracterizat de posibilităŃile 
de traversare şi utilizare a stărilor din graful sistemului de tranziŃii. PosibilităŃile 
de traversare a grafului unui sistem de tranziŃii, în esenŃă, revine la 
determinarea căilor şi urmelor din acel sistem de tranziŃii. Având dat un sistem 
de tranziŃii X, putem determina relativ uşor elementele    mulŃimii  căi(X), 
respectiv  urme(X). 
 Iată cum definim, pe baza noŃiunilor prezentate până aici, 
comportamentul unui sistem de tranziŃii. 
 
DefiniŃia 2.13. Comportamentul unui sistem de tranziŃii este definit de unele 
proprietăŃi şi caracteristici ale acestuia ca: cicluri, urme de lungime maximă, 
numărul stărilor iniŃiale, accesibilitatea stărilor, iar apoi relaŃia dintre acesta 
şi alte sisteme.  
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2.2. Sisteme distribuite  
 
 Cu excepŃia Internetului, nici un alt exemplu de sistem cu intrări şi ieşiri, 
pe care l-am dat până acum nu se referă la domeniul strict al informaticii. Să ne 
referim acum la câteva dintre cele mai importante exemple de sisteme din 
domeniul informaticii.  

Avem în vedere relaŃia care caracterizează un sistem cu intrări şi ieşiri de 
forma  
    y = f(x) 
 Fie 
   x     - date de intrare 
   y     - date de ieşire 
   f     - mijloace de prelucrare a datelor de intrare 
   
 Un astfel de sistem îl numim sistem de prelucrare a datelor. 
 Un sistem în care datele de intrare şi cele de ieşire reprezintă informaŃii 
de un anumit interes, atunci acest sistem îl numim sistem informaŃional. 
 Dacă prelucrarea datelor de intrare se face mijloace mecanizate spunem 
că avem un sistem de prelucrare mecanizată a datelor. 
 Dacă prelucrarea datelor de intrare se face cu ajutorul calculatorului 
(calculatoarelor) atunci avem un sistem de prelucrare automata a datelor sau 
sistem informatic. În general un sistem informatic cuprinde mai multe aplicaŃii 
informatice. O aplicaŃie informatică se referă la un domeniu mai restrâns din 
cadrul unei societăŃi comerciale sau întreprindere. 
 Odată cu realizarea unor reŃele de calculatoare şi implementarea unor 
aplicaŃii de o anvergură mai largă pe acestea, s-a ajuns la necesitatea realizării 
unor sisteme informatice distribuite pe care le vom numi simplu sisteme 
distribuite. 
 
DefiniŃia 2.14. Prin sistem distribuit înŃelegem un sistem informatic 
implementat pe o reŃea de calculatoare în care componentele soft şi hard  
situate în calculatoarele din reŃea comunică şi îşi coordonează acŃiunile numai 
prin intermediul transmiterii unor mesaje. 
 
  Din definiŃie rezultă că avem o mulŃime de noduri care pot fi unul sau mai 
multe procesoare şi care au acces fiecare la o memorie proprie şi care sunt 
legate între ele prin linii (canale) de comunicaŃie. Un sistem distribuit este un 
sistem de programe autonome construit pe o reŃea transparentă de calculatoare. 
Un utilizator al unui sistem distribuit acŃionează ca şi cum ar exista un singur 
procesor virtual. Alocarea lucrărilor pe procesoare şi a fişierelor pe discuri, 
transferul de fişiere între locul unde ele sunt stocate şi locul unde vor fi 
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utilizate, alături de orice funcŃie din sistem, toate trebuie să fie executate 
automat de sistemul de operare. 
 

ObservaŃie. Natura liniilor de comunicaŃie poate fi diferită: comunicaŃie 
prin fir (fibră optică), prin unde radio, sateliŃi etc. 
 

Utilizarea unor sisteme distribuite în rezolvarea unor probleme practice prezintă 
unele avantaje, precum: 
 - performanŃe superioare în ceea ce priveşte timpul de execuŃie al unor 
programe ce au în vedere rezolvarea unor aplicaŃii concrete; 
 - utilizarea în comun a unor resurse; 
 - extensibilitatea care se poate realiza uşor într-un sistem distribuit; un 
sistem distribuit poate fi modificat relativ uşor prin adăugarea sau îndepărtarea 
unor componente; 
 - fiabilitate sporită: într-un sistem distribuit avem această caracteristică 
datorită faptului că aplicaŃiile care se rulează într-un sistem distribuit sunt astfel 
concepute încât ele să nu sufere din cauza nefuncŃionării corecte sau deloc a 
unor componente, respectiv procese; 
 - facilităŃi de comunicare; un sistem distribuit reprezintă un mijloc 
eficient şi comod de comunicare a unor informaŃii la distanŃă. De exemplu 
aplicaŃia Internet, prin intermediul căreia se poate realiza, de exemplu, 
corespondenŃa electronică cu condiŃia ca adresantul şi destinatarul să se 
găsească într-o reŃea conectata la Internat. 
 Se pot desprinde unele consecinŃe importante, care rezultă din definiŃia de 
mai sus şi care reprezintă caracteristicile de bază a sistemelor distribuite: 

- concurenŃa: prin partajarea resurselor; 
- inexistenŃa unui ceas global: programele care trebuie să coopereze 

îşi coordonează acŃiunile prin schimburi de mesaje şi nu se poate 
conta pe sincronizarea ceasurilor; 

- eşecuri independente: fiecare componentă a sistemului poate eşua 
în mod independent neafectându-le pe celelalte. 

 Din definiŃie şi avantajele enumerate se observă că problema comunicării 
între noduri este esenŃială, de unde rezultă că sunt necesare câteva cunoştinŃe în 
domeniu. 
 Prin conectarea mai multor noduri (staŃii, procesoare) se pot realiza mai 
multe feluri de arhitecturi de reŃele, respectiv topologii de reŃele. Există două 
tipuri de topologii numite tipuri de bază: 

- prima, presupune comunicare punct-la-punct; totdeauna e vorba 
de existenŃa a două noduri cu o legătură între ele, numite noduri 
vecine : 
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Fig. 2.10. Topologia reŃelei de tip „comunicare punct-la punct” 

 
- a doua, se bazează pe comunicarea multipunct (magistrală); într-

un sistem de comunicare multipunct: există o linie de comunicaŃie 
pentru mai multe noduri care se conectează la aceeaşi linie de 
comunicaŃie; într-un anumit moment pe această linie de comunicaŃie 
poate fi activ un singur nod. 

 

 
Fig. 2.11. Topologia reŃelei de tip magistrală (comunicare multipunct) 

 
 

2.2.1. Structuri de reŃele pentru sisteme distribuite (SD) 
 
 În ceea ce priveşte topologiile de reŃele ce le folosesc sistemele distribuite 
(SD) şi care se referă la dispunerea geometrică a nodurilor şi a legăturilor care 
există, pentru un sistem distribuit, putem pune în evidenŃă următoarele structuri: 
 
 1. structuri de tip centralizat sau stea 

 
Fig. 2.12. Topologia reŃelei SD de tip „stea” 
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 Există un nod central cu funcŃii de control în reŃeaua de calculatoare 
asociată sistemului distribuit; celelalte noduri pot comunica între ele numai prin 
intermediul nodului central. 
 
 2. structura ierarhică  – sub forma unei arborescenŃe, cu un nod rădăcină 
a structurii; celelalte conectate într-o anumita ierarhie, pe nivele. E specifică 
utilizatorilor dintr-o societate comercială, de regulă organizată într-o anumită 
ierarhie între diverse sectoare şi compartimente ale societăŃii. 
 

 
Fig. 2.13. Topologia reŃelei SD de tip ierarhic (arbore) 

 
 
 3. structura de inel sau buclă, mult folosită în practică, se utilizează 
atunci când  calculatoarele nu sunt la distanŃe mari unele de altele. 

O astfel de structură se caracterizează prin aceea că fiecare nod are 2 
vecini. 
 

 
Fig. 2.14. Topologia reŃelei SD de tip inel (buclă) 
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 4. structura de multistea sau distribuită – există mai multe noduri cu 
funcŃii de control (de exemplu: mai multe arhitecturi stea conectate între ele) 

 
Fig. 2.14. Topologia reŃelei SD de tip multistea (distribuită) 

 
 

 5. structura complet distribuită  
- cea mai generală formă de structură a unei reŃele; reprezentarea unei astfel de 
topologii făcându-se cu un graf complet; între orice două noduri ale sistemului 
există o linie de comunicaŃie.  

 
Fig. 2.14. Topologia reŃelei SD complet distribuită 

 
 

Există şi alte structuri de reŃele importante, particulare,  în practică. Vom 
prezenta în continuare câteva dintre acestea. 
 
2.2.2. Rutajul în reŃele de comunicaŃii 
 
 Comunicarea între nodurile unei reŃele se face prin intermediul unor 
mesaje pe care le considerăm, în general, de lungime fixă. Întotdeauna avem un 
nod sursă, de unde pleacă un mesaj şi un nod destinaŃie, unde trebuie să ajungă 
mesajul transmis pe o anumită cale de comunicaŃie sau altfel spus pe o anumită 
rută. Problema  rutajului ne cere să determinăm căile de comunicaŃii între un 
nod sursă şi un altul destinaŃie. Atunci când se lansează dintr-un nod sursă Ps  
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un mesaj m  care trebuie să ajungă la un nod destinaŃie Pd ,  de regulă sub forma 
msg(m,d), rutajul trebuie să indice întâi succesorul lui Ps , adică vecinul 
acestuia Pv  la care trebuie să ajungă mesajul m. Apoi, se continuă acest 
procedeu din aproape în aproape, până se ajunge la destinaŃie. InformaŃiile 
relative la rutaj se păstrează de regulă în nişte tabele locale (în fiecare nod). 
Scopul în determinarea unui rutaj este de a stabili căi de comunicaŃii (rute) 
convenabile din punctul de vedere al unor criterii de optim (de exemplu, cel 
mai scurt drum, etc.). Aceste rute se pot determina de o manieră centralizată sau 
distribuit (din aproape în aproape). În general pentru rezolvarea problemei de 
rutaj se folosesc anumiŃi algoritmi în acest scop. Dacă un nod rezolvă numai 
probleme de rutaj, pe acesta îl numim rutăr (ruter). Pentru structuri particulare 
de reŃele, rutajul poate fi o problemă foarte simplă.   
 
 
2.3. Structuri de reŃele particulare importante 
 
 În continuare ne vom ocupa de cele mai importante topologii de reŃele, 
interconectate static pentru a asigura accesul la procesoarele pe care le conŃin. 
Pentru început, vom avea în vedere cele mai simple reŃele de comunicaŃii între 
procesoare şi anume reŃelele liniare şi reŃelele de tip inel.  

Un exemplu de reŃea liniară este dat în figura 2.15. a), fiecare procesor 
comunică, mai puŃin primul şi ultimul,  cu alte două procesoare.  În figura 
alăturată  b) avem un exemplu de reŃea inel, aici fiecare procesor comunică cu 
alte două procesoare. 
 
 
 
  Fig. 2.15   a)     Fig. 2.15 b) 

 
 Folosind aceste reŃele elementare prezentate aici şi menŃionate, de altfel, 
mai sus, vor fi elemente constituente a altor structuri mai complexe pe care le 
vom prezenta în continuare. 
 
2.3.1. Unele reŃele cu structură de masiv (grilă) 
 
Vom deosebi mai multe feluri de reŃele pe care le vom prezenta în continuare. 
 
 a)  reŃele bidimensionale  
  
 1) rectangulare (masiv, grilă); cu proprietatea că fiecare nod (procesor) 
comunică direct cu cel mult alte 4 procesoare. Un exemplu de structură de acest 
fel avem alăturat în figura 2.16. a) rectangular (masiv, grilă). 
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 2) cu structură de tor; cu proprietatea că fiecare nod (procesor) comunică 
direct cu exact alte 4 procesoare. Un exemplu de structură de acest fel avem 
alăturat în figura 2.16. b) tor bidimensional  
        
 
 
 
         
 
 
 Fig. 2.16. a) Rectangular (masiv, grilă)  b) Tor bidimensional  

 
 b) reŃele tridimensionale  
  
 1) masiv tridimensional; cu proprietatea că fiecare nod (procesor) 
comunică direct cu cel mult alte  6  procesoare. Un exemplu de structură de 
acest fel avem  în figura 2.17. 
                  
          . 
                     
       
 

Fig. 2.17. Masiv tridimensional   

           
2)  tor tridimensional; cu proprietatea că fiecare nod (procesor) comunică direct 
cu exact alte  6  procesoare incluse în structuri de tip inel.  
 Se poate construi uşor un exemplu de  tor tridimensional, ca în figura 
2.18, unde am pus în evidenŃă legăturile de inel doar pe două muchii. 
 
 
 
                               
                             
           
 
                          
                   
          
    
                         
             Fig. 2.18. Tor parŃial tridimensional  
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c) cu structură arborescentă 
 
 O structură arborescentă este o reŃea în care există un singur drum de 
comunicare între două procesoare. Structurile liniară şi stea sunt cazuri 
particulare a structurilor arborescente. Vom deosebi în acest caz următoarele 
trei tipuri de structuri arborescente: 
 
 a) statică – fiecare nod conŃine un procesor. Un exemplu avem în figura 
2.19 a), unde este marcat drumul de la procesorul sursă Ps la procesorul 
destinaŃie  Pd. 
  
 b) dinamică -  procesoarele sunt în nodurile terminale marcate cu 
cerculeŃe, iar celelalte noduri marcate cu pătrate sunt noduri ce reprezintă o 
legătură dinamică, ele conŃin sursa şi destinaŃia din subarborele cu această 
rădăcină. Un exemplu avem în figura 2.19 b), unde este marcat drumul de la 
procesorul sursă Ps la procesorul destinaŃie  Pd. 
 
 
 
 
 
              Ps           Pd              Ps                   Pd  
 
Fig. 2.19.  a)ArborescenŃă statică   b) ArborescenŃă dinamică 

 
 c) arborescenŃă dezvoltată  - mai multe legături de comunicare cu cât 
procesoarele sunt mai apropiate de rădăcină. Un exemplu avem în figura 2.20, 
unde fiecare nod terminal are o legătură directă cu rădăcina arborescenŃei. 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
 
 
 

Fig. 2.20. ArborescenŃă dezvoltată 
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2.3.2. ReŃele hipercubice 
 
 O reŃea hipercubică este o reŃea multidimensională cu exact doua 
procesoare în fiecare dimensiune; o structura hipercubică se defineşte recursiv. 
Convenim să notăm un hipercub n-dimensional, adică un n-cub, cu Hn, iar 
nodurile acestuia le etichetăm cu secvenŃe de cifre binare 0,1 de lungime n, n≥1 
adică, w=a1a2...an; ai∈{0,1), i=1... n. ConstrucŃia recursivă este următoarea: 
pornim de la un hipercub  0-dimensional H0 care are un singur procesor şi pe 
care convenim să nu-l etichetăm; un hipercub 1-dimensional este construit 
conectând două hipercuburi 0-dimensionale, etichetând  procesoarele, primul cu 
0 al doilea cu 1, vom scrie  H1=(0H0, 1H0). În general un hipercub n-
dimensional este construit conectând corespunzător procesoarele a două 
hipercuburi (n-1)-dimensionale; în faŃa etichetelor procesoarelor primului 
hipercub Hn-1 vom pune 0, iar în faŃa etichetelor procesoarelor celui de al doilea 
hipercub Hn-1 vom pune 1, adică   Hn=(0Hn-1, 1Hn-1). Aceste etichete identifică 
nodurile (procesoarele) hipercubului (fig. 2.21-2.24). 
 

 
 

Fig. 2.21. H0 –hipercub cu 2
0 = 1 nod (procesor) 

 
 

 
Fig. 2.22. H1 –hipercub cu 2

1 =  2 noduri 

 
Hipercubul H2 se obŃine recursiv din două hipercuburi unidimensionale H1 

unind nodurile cu aceeaşi etichetă şi punând: 0 în faŃa etichetelor nodurilor 
primului hipercub H1, iar 1 în faŃa etichetelor nodurilor celui de al doilea 
hipercub H1, adică: H2=(0H1, 1H1) (Fig. 2.23). 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
33 

 
Fig. 2.23. H2 –hipercub cu 2

2 = 4 noduri 

 
Hipercubul H3 se obŃine din două hipercuburi bidimensionale procedând la 

fel ca în cazul precedent. 

 
Fig. 2.24. H3 –hipercub cu 2

3 = 8 noduri 

 
 
 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
34 

DefiniŃia 2.15. (recursivă) Un hipercub n-dimensional, notat Hn, se obŃine 
conectând două hipercuburi (n-1)-dimensionale Hn-1, adică Hn=(0Hn-1,1Hn-1),  
după procedeul explicat în exemplele precedente. 
  
 O structură de hipercub este importantă din punct de vedere practic pentru 
că ea are anumite proprietăŃi deosebite, utile pentru realizarea unei comunicaŃii 
optime într-un sistem distribuit cu o astfel de structură de reŃea. Iată câteva din 
aceste proprietăŃi. 
 
Proprietatea 1. O structură de hipercub n-dimensională Hn posedă 2n 
procesoare şi n×2n-1 canale de legătură directă. 
 
DemonstraŃie. Folosim metoda inducŃiei matematice pentru demonstraŃia 
acestei proprietăŃi. 
 Fie n=0; după cum am văzut deja H0 are 1=20 procesoare şi 0 canale de 
legătură. 
 Dacă presupunem că  hipercubul  Hk are 2k procesoare şi k×2k-1 canale de 
legătură vom demonstra că Hk+1 are 2k+1 procesoare şi (k+1)×2k canale de 
legătură. 
 Din definiŃia unui hipercub (k+1)-dimensional acesta se obŃine prin 
conectarea a două hipercuburi k-dimensionale. Folosind presupunerea că  Hk 
posedă  2k procesoare rezultă că  Hk+1 are  2×2k=2k+1 procesoare. Numărul 
canalelor de legătură într-un  Hk+1  este dat din dublarea numărului canalelor 
din Hk  plus numărul canalelor care leagă cele 2  hipercuburi Hk  şi care este 
egal cu numărul procesoarelor din  Hk. Deci, numărul canalelor de legătură în 
Hk+1  este  2×(k×2k-1)+2k = (k+1)×2k.  
 Vom da în continuare alte proprietăŃi care se pot demonstra analog cu 
demonstraŃia de mai sus. 
 
Proprietatea 2. Două procesoare sunt legate în mod direct dacă şi numai dacă 
reprezentarea binară a etichetelor acestora diferă într-o singură poziŃie. 
Etichetele lui Hn sunt toate secvenŃe binare de lungime n. 
 
Proprietatea 3.  Numărul de vecini ai fiecărui nod din Hn este n. Deci fiecare 
procesor într-o structură de hipercub Hn are legătură directă cu exact alte n 
procesoare. 
 
Proprietatea 4.  Fixând oricare k poziŃii de biŃi în etichetele procesoarelor 
dintr-un hipercub n-dimensional: procesoarele care diferă pe cele n-k poziŃii 
rămase, formează un (n-k)- hipercub care conŃine 2n-k procesoare. 
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ObservaŃie. Cei k biŃi din etichetele procesoarelor se pot fixa în 2k 
moduri diferite; rezultă că există 2k cuburi n-k dimensionale. 
 
Proprietatea 5.  Diametrul unei structuri de hipercub (cea mai lunga dintre 
cele mai scurte căi de legătură dintre oricare cupluri de procesoare) este n 
într-un Hn. 
  

Din proprietatea 2 rezultă că numărul de biŃi diferiŃi între două etichete 
ale nodurilor reprezintă lungimea celei mai scurte căi (adică cu cel mai mic 
număr de legături - muchii) dintre nodurile respective. Aceasta este chiar 
distanŃa Hamming între două astfel de reprezentări s şi d notată distHam(s,d), 
egală cu numărul de simboluri binare diferite între acestea şi care se determină 
printr-o operaŃie “SAU exclusiv”, notată ⊕ ,  între cele două numere binare. Se 
ştie că: 0⊕ 0=0, 0⊕ 1=1, 1⊕ 0=1, 1⊕ 1=0. De exemplu, dacă avem H3 din fig. 
2.25 şi considerăm eticheta nodului sursă s=010, iar eticheta nodului destinaŃie 
d=111, atunci s⊕ d=101, deci distHam(s,d)=2, adică egală cu numărul de 
simboluri 1 în secvenŃa rezultat.  Regula de rutaj este următoarea: dintr-un nod 
curent se trece într-un nod vecin care este cel mai aproape de destinatar. Nu este 
nevoie de un algoritm sofisticat în acest sens. Putem folosi următoarea regulă: 
se calculează în fiecare nod s în care ajungem, s⊕ d şi se trimite mesajul mai 
departe de-a lungul dimensiunii corespunzătoare bitului cel mai puŃin 
semnificativ diferit de zero, până când mesajul ajunge la destinaŃie. De 
exemplu, dacă  s=010,  d=111, avem   s⊕d=101. Astfel, mesajul se transmite 
nodului 011; apoi se calculează 011⊕111=100, deci mesajul ajunge la 
destinaŃie 111. 
 

 
 

Fig. 2.25. Regula de rutaj 
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2.3.3. Modelarea unor reŃele particulare într-o reŃea de hipercub 
  

 În cele ce urmează vom pune în evidenŃă într-un hipercub câteva structuri 
de reŃele particulare pe care le-am prezentat mai sus. Unele structuri de reŃele 
considerăm că le modelăm, astfel, cu ajutorul unui hipercub. Pentru aceasta 
trebuie să stabilim corespondenŃa biunivocă între nodurile, respectiv arcele, 
structurii de reŃea şi nodurile, respectiv arcele, hipercubului corespunzător. 
CorespondenŃa între noduri revine la stabilirea unei corespondenŃe între două 
secvenŃe de cifre binare , respectiv între două numere care identifică noduri din 
două structuri diferite.  Evident că este convenabil ca această corespondenŃă, 
adică codificare, să se determine prin procedee cât mai simple.  
 
2.3.3.1. Modelarea unei reŃele cu structură de inel într-un hipercub 
 

 O reŃea cu structură de inel, formată din 2n noduri (procesoare), notată I n2
 

poate fi modelată într-un  n-cub, Hn (hipercub n-dimensional) cu 2n noduri. 
Pentru aceasta, nodul i  al inelului îl punem în corespondenŃă biunivocă cu 
nodul G(i,n) al hipercubului Hn , pentru i∈{0,1, ... ,2n-1}.  Adică: 
   {0,1, ... ,2n-1}∋ i ↔ G(i,n) nod din Hn 

FuncŃia G se defineşte recursiv, astfel: 
 G(0,1)=0;   G(1,1)=1; 

 G(i,m+1)=




≥−−+
<

+ m1mm

m

2idaca),m,i12(G2
2idaca),m,i(G

 

 FuncŃia G  se numeşte codul binar reflectat al lui Gray. Codurile Gray 
se construiesc printr-un procedeu extrem de simplu, ca în exemplul ce urmează, 
ilustrat fig. 2.26.  
  
    G(i,1)         G(i,2)           G(i,3)      H3          I8 (inel) 
 
2  22   23 

         noduri           noduri  
 
 
 ReflecŃia coloanelor precedente;  
 apoi, se completează  cu 0  
  o  coloană din stânga şi cu 1  
 coloana reflectată 

Fig. 2.26. Codul Gray 
 

Procedeul de construire a codurilor Gray este exemplificat pe un caz 
particular, respectiv un inel cu 23=8 (n=3) noduri pe care să le identificăm cu 
numere de la  0 la 7. Trebuie să realizăm o corespondenŃă biunivocă între un 

0 
1 

0 00 
0 01 
0 11 
0 10 
1 10 
1 11 
1 01 
1 00 

0 0 
0 1 
1 1 
1 0 

0
1
3
2
6
7
5
4 

0
1
2
3
4
5
6
7 
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nod i  al unui inel cu 8 procesoare şi un nod G(i,n) adică G(i,3) al hipercubului 
H3. Valorile G(0,3), G(1,3), ... ,G(7,3)  se obŃin recursiv pe baza definiŃiei, dar 
se observă un procedeu simplu de stabilire a acestor valori, aşa cum se vede în 
diagrama din fig. 2.26. Prin săgeata de sus, din diagramă, am indicat faptul că 
se copiază codul Gray precedent, adică coloanele precedente, pentru a forma 
codul Gray curent.  

Figura 2.27 ilustrează modelarea unei reŃele inel cu 8 noduri (procesoare) 
într-un hipercub 3-dimensional, H3. Inelul este indicat prin săgeŃi punctate. 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2. 27. Modelarea unui inel cu 8 noduri 

 
2.3.3.2. Modelarea unei reŃele cu structură de masiv într-un hipercub 
 

 Modelarea unei reŃele cu structură de masiv (rectangulară) într-un 
hipercub este o extensie naturală a modelării unui inel într-un hipercub.  
 Putem modela un masiv de dimensiune  2r × 2s  într-un hipercub cu 2r+s 
noduri (procesoare) prin transformarea nodului (procesorului) (i,j) în nodul 
G(i,r)||G(j,s), unde  || denotă concatenarea celor două coduri Gray. În acest fel, 
două procesoare vecine din masiv sunt transformate în hipercub în procesoare a 
căror etichete diferă exact printr-o poziŃie binară, deci vor fi, de asemenea,  
vecine. 
 Să considerăm în fig. 2.28 un exemplu de masiv de dimensiune 2 × 22, 
adică cu 2×4= 8 noduri pe care să-l modelăm (reprezentăm) într-un hipercub cu 
21+2=8 procesoare. Avem r=1, s=2. Procesorul (i,j) al masivului considerat se 
transformă în procesorul G(i,1)||G(j,2) al hipercubului H3. De aceea, procesorul 
(0,0) al masivului este transformat în procesorul 000 al hipercubului. Analog, 
procesorul (0,1) al masivului este transformat în procesorul 001 al hipercubului 
ş.a.m.d.  
 
(0,0) 0 00      (0,1) 0 01       (0,2) 0 11       (0,3) 0 10    
 
 
 
 
(1,0) 1 00      (1,1) 1 01       (1,2) 1 11       (1,3) 1 10 

 
Fig. 2.28. Modelarea unui masiv într-un hipercub 
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 Observăm proprietatea că toate procesoarele de pe o aceeaşi linie a 
masivului sunt transformate în hipercub în procesoare a căror etichete au cei 
mai semnificativi (din stânga) r biŃi identici. Fiecare linie orizontală a masivului 
conŃine 2s (s=2) procesoare şi se transformă într-un subcub H2 al hipercubului 
H3 . Analog fiecare linie verticală (coloană) conŃine 2r (r=1) procesoare şi se 
transformă într-un subcub H1 al hipercubului. 
 
2.3.3.3. Modelarea arborelui binar într-un hipercub 
 

 Un arbore binar conŃine o rădăcină la nivel 0, iar în stânga şi dreapta 
fiecărui nod de la un nivel i, avem câte un arbore binar. Dacă fiecare nod are 
doi succesori, atunci la nivelul i vor fi 2i noduri, iar arborele binar este complet 
şi se spune că are  adâncimea  i+1.  Nodurile care nu au succesori le numim 
noduri terminale. Să considerăm un arbore de adâncime d+1 şi care conŃine 
procesoare numai în nodurile terminale. Modelarea acestui arbore binar într-un 
hipercub cu 2d  procesoare se face astfel: 

a) Un nod oarecare al hipercubului devine rădăcină a arborelui binar; 
b) Pentru fiecare procesor i de adâncime j  nodul succesor stâng reprezintă 
procesorul i  din arbore, iar nodul succesor drept va corespunde nodului din 
hipercub a cărui etichetă se obŃine prin inversarea biŃilor, adică 1 în 0 şi 0 în 
1, de pe poziŃia j (nivel) de la dreapta la stânga din eticheta nodului stâng.  

 

Exemplu. Să considerăm d=3, deci un arbore binar complet de adâncime 4 
care va avea 23 noduri terminale. Figura 2.29 ilustrează această modelare. 
 

     
 
 
 
 
 
 
 
 
   (a)       (b) 
 

011   → 010         011   →  001    010  →    000    (c) 
 
Fig. 2.29. Modelarea unui arbore binar (a) într-un hipercub (b). La (c) se vede cum 

se obŃin etichetele nodurilor de la nivelele 1  şi 2 
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În hipercubul H3 se pot marca muchiile care corespund arcelor spre 
nodurile din dreapta de la nivelele 1,2,3 pentru a avea modelarea 
corespunzătoare. 
 
2.3.4. ReŃele De Bruijn 
  
 Vom defini în cele ce urmează o structură de reŃea de Bruijn orientată (se 
pot considera şi reŃele de Bruijn neorientate). Identificarea nodurilor 
(procesoarelor) se va face prin secvenŃe de simboluri de lungime D peste un 
alfabet A de d simboluri. Există posibilitatea de a identifica  dD  noduri. Vom 
nota reŃeaua în acest caz cu  B(d,D). Dacă considerăm un nod identificat de 
secvenŃa  x1x2...xD, se obŃine secvenŃa care identifică un nod succesor al 
acestuia, respectiv secvenŃa x2...xD y obŃinută prin decalarea spre stânga cu un 
simbol a secvenŃei date 
 

x1 x2  ... xD y 
 
şi introducând la dreapta toate simbolurile y ale alfabetului A. Un nod are d  
succesori la care putem transfera mesajele şi d noduri predecesoare de la care 
putem primi un mesaj. O proprietate remarcabilă a unei reŃele de Brujin 
orientate este că diametrul său este egal cu D  şi există un unic drum de lungime 
exact D între oricare două noduri. Să considerăm A={0,1}, deci d=2 şi  
să reprezentăm reŃelele B(2,1), (adică D=1), B(2,2)(adică D=2), B(2,3) (adică 
D=3). 
Ruta unui mesaj într-o reŃea de Bruijn între nodul sursă  x1x2...xD  şi nodul 
destinaŃie y1y2...yD  se stabileşte automat astfel: succesorul nodului sursă va fi  
x2x3...xDy1 iar acesta va trimite mesajul succesorului acestuia x3x4...xDy1y2 
ş.a.m.d. Acest rutaj nu foloseşte în mod obligatoriu cel mai scurt drum între 
cele două noduri. Dacă dorim drumul optim, procesorul iniŃial începe prin a 
căuta cel mai lung sufix al secvenŃei x1x2...xD  care să fie un prefix al secvenŃei 
y1y2...yD . Să presupunem că acest sufix este pentru indicele j, avem deci: 
    x1x2...xD  =  x1x2...xj-1 y1y2...yD-j+1 

Vom avea, deci, un drum de lungime j-1 pentru a ajunge la destinatar.  
 

ObservaŃie. Păstrând etichetele reŃelelor de Bruijn şi renunŃând la 
orientarea liniilor de comunicaŃii obŃinem reŃele de Bruijn neorientate. 
 În acest caz se constată uşor că sunt adevărate proprietăŃile: 

- Diametrul unei reŃele de Bruijn neorientate B(d,D) este d, adică între 
oricare două noduri există o cale de lungime cel mult d; 

- Fiecare nod, în afară de primul identificat cu 0, respectiv ultimul 
identificat cu 2D-1 are exact patru legături; 

- O reŃea de Bruijn are 2D+1-2 legături orientate între noduri distincte. 
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    A={0,1}, adică d=2;        A={0,1}, adică d=2;  
 D=1; respectiv B(2,1)       D=2; respectiv B(2,2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    A={0,1}, adică d=2; D=1;      
               respectiv B(2,3)    
 

Fig. 2. 30. ReŃele De Brujin 
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CAPITOLUL  3 
 
COMUNICAREA ÎN SISTEMELE DISTRIBUITE 

 

3.1. Codificarea datelor  
 
Conceptul de codificare este cunoscut de foarte mult timp. Problema 

codificării a apărut din necesităŃi practice legate de transmiterea unor mesaje, în 
particular secrete, care să poată fi înŃelese numai de persoanele cărora le sunt 
destinate.  

Transpunerea informaŃiei sub diferite forme numerice, a căpătat o 
importanŃă mare odată cu folosirea pe scară largă a calculatoarelor. 

Ori de câte ori este vorba de o anumită codificare trebuie să existe o 
mulŃime de simboluri primare care urmează să fie codificate; fie acestea: 

 
S= {s0, s1, …, sn }. 
 
Mai trebuie să existe, de asemenea, o mulŃime de secvenŃe dintr-un 

anumit limbaj, care vor reprezenta coduri ale simbolurilor mulŃimii S. 
Considerăm alfabetul peste care este definit limbajul respectiv ca fiind 

 
A = {a0, a1, …, an} 
 

şi pe care îl vom numi alfabet al codificării. 
 Notăm mulŃimea secvenŃelor de lungime n, care se pot forma  cu 
simboluri din mulŃimea A, adică secvenŃe de forma w=ai 1

ai 2
…ai n

 astfel: 

 

 An ={w | w=ai 1
ai 2

…ai n
,  ai j ∈  A; j= n,1 } ; 

  
 Notăm, de asemenea,  
 
 A+ = A ∪  A2 ∪  … ∪ A n ∪ … 
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DefiniŃia 3.1.  AplicaŃia injectivă 
 
   f : S → A+  
 
unde  S,  A+  au semnificaŃiile de mai sus, se numeşte codificare a simbolurilor 
din S. 
 
DefiniŃia 3.2.  AplicaŃia injectivă 
 
    g: S →  An  
 
defineşte o codificare uniformă a simbolurilor din S.  În acest caz  lungimea 
codurilor este n (aceeaşi). 
 
ObservaŃie. Codurile care nu au aceeaşi lungime se numesc neuniforme. 
  
Exemple.  
  
 1) Fie B2={0,1}, B8={0,1,...,8}, B16={0,1,...,9,A,B,C,D,E,F}. FuncŃiile 
   
  f1 : B 8 → B2

3 ;            f2 : B16 → B2
4  

  
reprezintă exemple de coduri uniforme prin care, în primul caz, unei cifre octale 
îi punem în corespondenŃă o secvenŃă de trei cifre binare, respectiv, în al doilea 
caz, unei cifre hexazecimale îi punem în corespondenŃă o secvenŃă de patru 
cifre binare. 
 

2) Alfabetul Morse  constituie un exemplu de  codificare ne-uniformă  
pentru  litere, cifre şi alte câteva semne.  

 
Problema codificării este strâns legată de problema inversă a acesteia 

numită problema decodificării. Dacă prin aplicaŃia f  am codificat un simbol a 
∈  S obŃinând  f(a)= w ∈  A+  , cel care cunoaşte secvenŃa w îşi pune întrebarea, 
care este simbolul a codificat. Acest lucru se poate stabili dacă cunoaştem 
funcŃia f  şi dacă aceasta este bijectivă.  

Fiind date mulŃimile S, A cu semnificaŃiile de mai sus şi aplicaŃia 
injectivă f: S→  A+,  atunci  aplicaŃia g:  f(S) → S   cu proprietatea   f ◦ g =1 o 
numim decodificare a codificării date.  FuncŃia g este bijectivă. 
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3.1.1. Codificarea datelor nenumerice  

 
Orice informaŃie, în cele mai multe situaŃii, e necesar să fie scrisă; 

pentru redarea ei se folosesc caractere (simboluri) ce pot fi tipărite sau afişate 
(se  găsesc la orice imprimantă a unui calculator sau sunt prezente pe tastatură). 
De asemenea, pentru aranjarea textului în pagină cu ajutorul imprimantelor sau 
a monitoarelor se folosesc caractere care provoacă îndeplinirea anumitor funcŃii 
(acŃiuni) speciale. 

În general, aceste caractere sunt: 
 • literele mari şi mici ale alfabetului latin:  { A, … , Z, a, …, z } ; 
 • cifre:   {0, 1, …, 9} ; 
 • semne speciale {+, -, *, /,  spaŃiu, $ , @ , …} ; 
 • funcŃii speciale ale tastelor,  respective: TAB, CR, … . 
Notăm cu S mulŃimea acestor caractere, adică:  
 S={ A, B,…,Z, a, b,…, z, 0, 1, 2, ..., 9,+, ... , $, ...} 
 

Cea mai folosită codificare a tuturor acestor caractere este codificarea 
definită de funcŃii injective de felul următor: 
 

C : S→ [o, n]  unde  [0,n]={0,1,2, ... , n} 
 

Domeniul valorilor acestei funcŃii este mulŃimea numerelor întregi 
zecimale de la 0 la n sau întregi hexazecimali de la 0 la m, m16 =n10 (adică n). 

Un astfel de cod este codul ASCII-7 (American Standard Code for 
Information Interchange), adică C:S→[0,127]=[0,7F]. Întregii din mulŃimea    
[0,127]={0,1, ... ,27-1} se reprezintă binar sub forma aaabbbb, a,b∈{0,1}, adică 
oh; o∈B8={0,1,2,3,4,5,6,7}, h∈B16={0,1,2, ... ,9,A,B,C,D,E,F} şi în acest caz  
fiecărui  simbol (caracter)  îi corespund 7 cifre binare; de exemplu 
L→7610=4C16 = {

4

100  {
C

1100=1001100.  

Dacă se foloseşte extinderea  ASCII-8 a acestui cod, adică 
reprezentarea pe 8 biŃi, atunci n=255, deci avem 256 de semne, 255=28-1, iar 
n=m16=FF; adică C:S→[0,255]=[0,FF].  Întregii din mulŃimea   [0,255]={0,1, 
... ,28-1} se reprezintă binar sub forma hh=aaaabbbb,  adică 0aaabbbb (ASCII-
7) +(la care se adaugă) 1aaabbbb (extindere); h∈B16={0,1,2, ... 
,9,A,B,C,D,E,F}, a,b∈{0,1} şi în acest caz  fiecărui  simbol (caracter)  îi 
corespund 8 cifre binare;  de exemplu: caracterului â îi corespunde 22610=E216 . 
Dacă considerăm reprezentarea binară a codului ASCII, avem un cod uniform 
pe 7 biŃi (n=127), respectiv pe 8 biŃi (n=255). 
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Codul  ASCII îndeplineşte următoarele condiŃii: 
1. dacă simbolul din S este o cifră, literă mică sau mare a alfabetului 

latin, atunci, codul său este mai mic decât codul pentru spaŃiul dintre aceste 
caractere; 

2. codurile literelor mici şi mari ale alfabetului latin, aşa cum îl 
cunoaştem pe acesta, sunt  în ordine crescătoare; 

3. pentru cifrele de la 0 la 9, codurile sunt consecutive şi crescătoare. 
 
Prin intermediul codului ASCII-8 putem folosi la un calculator un 

număr destul de mare de semne, respectiv 256 de caractere. Nu  acesta  a  fost, 
însă,  primul  sistem de  codificare a caracterelor la un calculator; a existat altul, 
numit codul EBCDIC (nu se mai foloseşte!) într-o grilă de 16 pe 16 (256  
semne), deci cod cu secvenŃe de 8 biŃi care codifică 28 =256 semne. 

 AplicaŃiile recente realizate pe calculatoare, au impus necesitatea 
codificării unui număr mult mai mare decât 256 de semne. Astfel, au apărut 
codurile UNICODE  pe 16 biŃi, de forma hhhh, h∈B16  ca o extensie a codului 
ASCII-8 (în secvenŃa hexazecimală 00hh  avem hh cod ASCII-8)  şi cu care se 
pot codifica  216 

= 65536 (=256×256)  caractere diferite, precum şi ISO/IEC 
10646  pe 32 de biŃi, de forma hhhhhhhh, h∈B16, în secvenŃa hexazecimală 
0000hhhh  avem hhhh cod UNICODE.  
 
3.1.2. Criptarea datelor 
  
 Trimiterea unor informaŃii “secrete” imposibil de descifrat, adică sub 
formă criptată, mai ales în domeniul militar a fost şi este o problemă 
importantă din punct de vedere practic. Să precizăm pe scurt şi într-o formă 
simplificată problema criptării.  
 InformaŃiile iniŃiale reprezintă  mesaje adică secvenŃe de caractere. 
 Fie un alfabet sursă A={a1, a2, ... ,an}. Orice mesaj m, adică text sursă 
(necriptat) va fi un cuvânt, deci o secvenŃă din A+, m∈A+.  Criptarea presupune 
transformarea acestui text sursă prin intermediul unui algoritm de criptare într-
un text criptat (numit uneori cifrat) peste alfabetul A.  Un algoritm de criptare 
foloseşte , de regulă, o cheie de criptare k care este Ńinută secretă. În acest fel 
criptarea este o funcŃie bijectivă 
 
  Ck: A

+ → A+ 
 A+ ∋ s=s0s1 ... sn → c=c0c1 ... cm =Ck(s)∈  A+  
 
Inversa acestei funcŃii este numită decriptare. Există două tipuri de algoritmi 
bazaŃi pe nişte chei care definesc: sisteme cu cheie privată şi sisteme cu cheie 
publică.  
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 Sistemele cu cheie privată, numite şi simetrice, utilizează o cheie unică 
pentru criptare şi decriptare. Acest sistem prezintă dezavantajul că această cheie 
publică trebuie comunicată tuturor destinatarilor. 
 Sistemele cu cheie publică, asimetrice utilizează două chei: o cheie 
publică care permite să cripteze nişte mesaje şi o cheie secretă utilizată pentru 
decriptare. Cheia publică poate fi difuzată fără probleme, pe când cheia 
privată/secretă nu este cunoscută decât de un singur destinatar. Algoritmii de 
criptare şi decriptare folosiŃi în acest caz sunt utilizaŃi, de asemenea, pentru 
generarea unor semnături digitale, care permit autentificarea autorului unui 
mesaje. În acest caz cheia secretă este utilizată pentru decodarea semnăturii (un 
mic bloc de date) şi cheia publică pentru validare. 
 
 
3.2. ComunicaŃii în sisteme distribuite 
        
3.2.1. Elementele de bază ale comunicării 
  
 Comunicarea presupune realizarea unor legături între nişte noduri ale 
unui sistem distribuit. În orice comunicaŃie deosebim, indiferent de natura ei, 
următoarele elemente de bază: 
 a) transmiŃător - poate fi un dispozitiv sau o persoană care trebuie să 
transmită un mesaj la o anumită destinaŃie; 
 b) receptor - însemnă un dispozitiv sau o persoană capabilă de a recepta, 
primi, mesaje comunicate de un transmiŃător; 
 c) mediul de transmisie – calea, respectiv mijlocul prin intermediul căruia 
se transmit mesaje de la a) la b); ca mijloace şi căi de transmisie avem: fire 
electrice, cablu coaxial, fibră optică, unde radio-electronice,   satelit; 
 d) zgomot - orice mijloc fizic ce interferează cu mijlocul de comunicaŃie 
reprezintă zgomot în sistemul de comunicaŃie. 
 În general, într-un calculator, datele sunt reprezentate sub formă 
codificată şi transmiterea lor se face tot în această formă codificată; în principiu 
ca succesiune de cifre binare 0, 1. În ceea ce priveşte transmisia datelor într-un 
sistem de comunicaŃie, aceasta se poate face în două moduri: 
 a) transmisie paralelă – mediul foloseşte câte un fir pentru fiecare bit din 
codul unui caracter şi un fir pentru aşa-numitul impuls de ceas. Această metodă 
de transmisie asigură o viteză foarte mare, dar nu e uşor de realizat în practică 
în cazul distanŃelor mari (se foloseşte pentru distante mici). 
 b) transmisie serială – mediul constă în acest caz din două fire: unul prin 
care se transmit datele bit după bit şi celalalt constituie un aşa-numit fir de 
masă. 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
46 

ObservaŃie. Dacă folosim ca mediu de transmisie circuitele telefonice 
atunci e nevoie să folosim nişte modem-uri (modem = o interfaŃă fizică între 
calculator şi postul telefonic, respectiv, invers). 
 În transmisia serială se folosesc trei moduri de transmisie: asincronă, 
sincronă, isocronă.  
 
 a) Transmisia asincronă. În acest caz, emiŃătorul transmite un caracter ori 
de câte ori acest caracter este pregătit pentru a fi transmis(fig.3.1). 
 

 
Fig. 3.1. Transmisia asincronă 

 
După un anumit timp de aşteptare se lansează transmisia unui caracter care 
presupune în principiu o structură de felul următor:  codul ASCII + bit de 
paritate, adică  codul ASCII al caracterului şi după un timp de aşteptare acest 
caracter, prin codul său ajunge la receptor. 
 Bitul de paritate se foloseşte pentru a asigura un control al transmisiei de 
caractere. Bitul de paritate poate fi, de exemplu, restul împărŃirii la 2 a sumei 
biŃilor din codul ASCII. 
 
 b) Transmisie sincronă. O transmisie sincronă presupune transmiterea 
unui bloc de caractere - o succesiune de coduri ASCII ale unor caractere 
(fig.3.2). 
 

 
Fig.3.2. Transmisia sincronă 

 
Blocul de caractere are la începutul şi sfârşitul său câte un bit de sincronizare. 
 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
47 

ObservaŃie. Cele două moduri de transmisie sunt cunoscute şi sub denumirea 
de transmisie mod caracter, respectiv transmisie mod mesaj.  
 
 c) Transmisia isocronă. Transmisia isocronă este o combinaŃie între 
transmisia asincronă şi transmisia sincronă, făcută cu scopul reducerii timpului 
de aşteptare în ce priveşte transmisia pe care o realizăm. 
 

ObservaŃie. Orice informaŃie care se transmite dintr-un nod în altul este o 
succesiune de biŃi. Transmiterea se face la nivel de semnale care presupun 
durată, adică intervale de timp, egale. Transportul semnalelor este supus unor 
constrângeri relative la frecvenŃa posibilă pe un mediu de comunicaŃie. De 
exemplu pe o linie telefonică transmisia se face cu frecvenŃe cuprinse între 300 
la 3400 hertz (Hz), banda de frecvenŃa fiind  3400 – 300=3100 Hz. Această 
bandă se mai numeşte şi bandă de trecere. Un cablu coaxial are o bandă de 
trecere de 500MHz, iar o fibră optică de 3.3 GHz. O bandă de trecere a unei căi 
de comunicaŃii este o caracteristică importantă a acesteia, ea indicând 
capacitatea de transmisie a acesteia. Dacă notăm cu W banda de trecere (hertz) 
a unei căi de comunicaŃii şi cu n numărul de biŃi / semnal, atunci capacitatea 
unei căi de comunicaŃii s-a demonstrat că este dată de relaŃia  C=2Wn 
biŃi/secundă (bps). Utilizatorilor le sunt atribuite părŃi ale unei benzi de trecere 
contra unor taxe. 
 
3.2.2. Protocoale 
  
 Transmisia datelor impune totdeauna utilizarea unor reguli de transmisie 
numite protocoale. Acestea trebuie să asigure o succesiune corectă a datelor 
transmise precum şi integritatea lor. Este vorba de fapt de noŃiunea de protocol 
de transmisie a datelor într-o reŃea. Există protocoale pentru fiecare din tipurile 
de transmisii a), b) şi c). 
  
DefiniŃia 3.3. Un protocol este mulŃimea regulilor care trebuie să fie respectate 
pentru realizarea unui schimb de informaŃii între calculatoare. 
 
 Protocolul pentru transmisia asincronă e foarte simplu; se compune din 
biŃi de start şi stop ai transmisiei şi structura caracterelor care se transmit. 
Pentru o astfel de transmisie nu se impune considerarea unor reguli speciale. 
 Pentru transmisia sincronă se folosesc diferite protocoale de comunicare 
(ele sunt mai complicate). Aceste protocoale se definesc prin structura şi 
funcŃiile pe care le realizează. În general structura lor se referă la două elemente 
de bază care o compun: 
 - nişte caractere de control care sunt secvenŃe de biŃi ce furnizează 
anumite informaŃii despre procesul de comunicare şi comunicaŃia în sine; 
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 - textul care reprezintă datele ce se transmit. 
 
FuncŃiile protocoalelor sincrone: 
 
 1. sincronizarea – funcŃia prin care se pun de acord transmiŃătorul T si 
receptorul R asupra fiecărui bit transmis; e nevoie să se cunoască exact unde 
începe un bit şi unde se termină acesta. 
 2. formatarea – asigură un anumit format mesajului transmis. De regulă 
acesta cuprinde trei părŃi: 
 - prima parte se refera la capul (header-ul) mesajului care conŃine adresa 
receptorului; 
 - apoi, date privind succesiunea caracterelor în blocul transmis şi 
informaŃii de control; 
 - textul care conŃine blocul de caractere ce se transmite şi eventual 
anumite reguli de verificare folosite în procesul de transmitere de date; 
 3. utilizarea liniei prin care se caută asigurarea unei eficienŃe maxime 
privind tipul de canal de comunicaŃie; 
 4. punerea de acord în ce priveşte legătura dintre  E şi R care îşi pot 
inversa rolurile, realizând astfel un dialog asupra corectitudinii transmisiei; 
 5. verificarea şi corecŃia erorilor, dacă acest lucru este posibil. 
Orice protocol s-ar realiza pentru o transmisie serială, este nevoie ca el să 
realizeze aceste funcŃii. 
 
 
3.3. Tehnici de comutaŃie a canalelor de comunicaŃie 
 

 În sistemele de comunicaŃie, legătura dintre emiŃător si receptor se 
poate face fie direct, când acest lucru este posibil (transmisia e cea mai eficientă 
în acest caz), fie prin tehnici de comutaŃie a canalelor de comunicaŃie. 
 Există trei tehnici de comutaŃie de bază şi rutarea traficului într-o reŃea de 
comunicaŃii (rutarea presupune realizarea unei succesiuni de noduri din 
sistemul distribuit de la E la R). 
 
 1. ComutaŃia de circuite – în acest caz trebuie să existe un centru de 
comunicaŃii care stabileşte o legătură directă între emiŃător şi un receptor, dar 
este evident că este vorba de o succesiune de noduri prin care trebuie să se 
treacă de la E la R; trecerea se face complet, apoi legătura este întreruptă (linia 
de comutaŃie) şi aşteaptă o altă cerere; uneori această comutaŃie e folosită şi 
pentru rutare: odată stabilită o rută traficul între emiŃător şi receptor se 
realizează doar pe acea rută. 
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 2. ComutaŃia de mesaje – fiecare mesaj este transmis în sistem şi rutat 
(dirijat) ca o unitate distinctă la destinaŃia prevăzută în mesajul respectiv. O 
succesiune de mesaje cu aceeaşi sursă (S) şi destinaŃie (D) poate fi transmisă în 
acest caz pe rute diferite; traseele de la S la D sunt diferite. Acest lucru e posibil 
datorită faptului că fiecare centru de comutaŃie este capabil să facă o analiză a 
informaŃiilor de control cuprinse în mesaj şi să decidă care e următorul nod la 
care trebuie să ajungă mesajul în drumul său de la E la R. 
 
 3. ComutaŃia de pachete – este o formă derivată a comutaŃiei de mesaje şi 
diferă de aceasta prin faptul că mesajele în acest tip de comutaŃie au o aceeaşi 
lungime; mesajele cu această proprietate le numim pachete; un pachet într-un 
sistem de comutaŃie poate să însemne o parte dintr-un mesaj divizat în mai 
multe pachete sau un pachet conŃine mai multe mesaje. Pachetele sunt analizate 
individual de către centrele de comutaŃie şi sunt transmise pe ruta cea mai 
convenabilă către destinaŃia lor. 
 Acest mod de comutaŃie este preferat în practică, în general din 
considerente tehnice. Este mult mai uşor să se gestioneze într-un sistem 
distribuit segmente de lungime fixă ce reprezintă pachete decât blocuri de 
caractere de lungimi variabile. 
 
Exemplu. În cele ce urmează se dă un exemplu de schemă de comutaŃie de 
pachete într-o reŃea numită ARPANET (printre primele reŃele de calculatoare 
din lume); transmisia între două noduri, unul receptor, celălalt emiŃător. 
 Facem următoarele convenŃii de notaŃii şi reprezentări în schema ce 
urmează: 
 HOST – un calculator gazdă de prelucrare a datelor; 
 IMP- un procesor de interfaŃă pentru mesaj;  
IMP – transformă mesajele în pachete şi invers, în raport cu situaŃia dorită; 
acesta trebuie să aibă o structură clar definită şi recunoscută în reŃea, de 
exemplu să fie clar spre ce destinaŃie sunt dirijate anumite mesaje în reŃea şi de 
unde se primeşte întotdeauna confirmarea primirii. 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
50 

 
 

          mesaj         pachet      cerere confirmare 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.3. Schema comutaŃiei de pachete 

 
Procedura de transmitere a unor mesaje este următoarea (fig.3.3): 

• se lansează o cerere de la HOST 1 către HOST 2; 
• se produce confirmarea primirii cererii de la 2 la 1; 
• se formează pachetele care reprezintă mesajul solicitat; 
• pentru fiecare pachet transmis – câte o confirmare a primirii acestuia la 

destinaŃie; 
• IMP al lui 1 face compunerea pachetelor  în mesaj. 

 
 Un exemplu de structură a unui mesaj transmis este dat în fig. 3.4. 

 
 

Fig. 3.4. Structura unui mesaj transmis 

 
HEADER – capul propriu-zis al mesajului; 
SOH – marchează startul din capul mesajului; 
STX – startul spre secvenŃa de text care conŃine informaŃiile popriu-zise ale 
mesajului; 
ETB – sfârşitul blocului de transmisie al mesajului. 
 Pentru confirmarea primirii mesajelor este nevoie ca să folosim anumite 
câmpuri speciale. 
 

SOH HEADER STX        Text ETB 

IMP 

IMP IMP 

HOST 2 HOST 1 
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3.4. Transmiterea mesajelor într-o reŃea de calculatoare 
 
3.4.1. Modelul client/server în reŃelele de calculatoare 

 
Se numeşte reŃea de calculatoare un sistem de comunicaŃii care leagă 

mai multe noduri gazdă, numite adesea  host-uri, dispersate geografic şi care  
permit schimburi de informaŃii prin intermediul unor mesaje. Unele noduri 
dispun de sisteme de interfaŃă numite de multe ori controllere, cu ajutorul 
cărora se realizează o conexiune la reŃea. 

ReŃelele pot fi:  
• reŃele locale – LAN (Local Area Networks), care acoperă în general 

distanŃe de 1Km, localizate de regulă într-o singură clădire; 
• reŃele metropolitane – MAN (Metropolitan Area Networks), care 

acoperă în general distanŃe în jur de 10 Km; 
• reŃele întinse (inter)naŃionale – WAN (Wide Area Networks). 
 
Într-o reŃea, nodurile acesteia pot juca roluri diferite; pot fi specializate 

pentru anumite servicii, ca de exemplu: server de fişiere, server Web  sau au o 
utilitate generală (servicii diferite). 

Modelul dominant ce se utilizează în reŃelele de calculatoare (aplicaŃii 
distribuite) este modelul client / server. 

 

 
Fig. 3.5. Un model client/server în mediul Internet [DZI06] 
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Serverul este un program numit program-server, care porneşte primul şi 
realizează: 

• deschiderea unui canal de comunicare la o adresă (locaŃie) 
determinată; 
• programul rămâne în aşteptare până la sosirea unei cereri de la 
un client; 
• prin prelucrarea cererii o acceptă sau nu şi trimite un răspuns 
clientului. 

 
Altfel, serverul: 

……………………….. 

-primeşte(cerere) de la client; 

-execută operaŃia cerută; 

-trimite(răspuns) la client; 

………………………… 

Clientul este un program numit  programul-client, care realizează 
acŃiuni similare. Adică, 

Clientul: 

………………………… 

-trimite(răspuns) la client; 

-trimite(răspuns) la client; 

-trimite(cerere) la server; 

-primeşte(răspuns); 

………………………… 

 
ReŃelele individuale pot fi interconectate formându-se inter-reŃele, adică 

o reŃea de reŃele. Un exemplu important de inter-reŃea, o reŃea a tuturor 
reŃelelor, este cea cu numele INTERNET devenită atât de populară în întreaga 
lume. 

Începuturile INTERNET-ului (1969) se leagă de realizarea programului 
de cercetare: DARPA ( Defense Advanced Research Projects Agency) pentru 
Departamentul Apărării din SUA. Principala caracteristică a Internet-ului este 
heterogenitatea ( calculatoare de tipuri diferite cu sisteme de operare diferite). 

În fig. 3.5 prezentăm un model client/server, care apare şi în [Dzi06]. 
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interfaŃă interfaŃă 

3.4.2. Protocoale de comunicaŃii 
 
Analogie. Comunicarea între nodurile unei reŃele de calculatoare se 

realizează pe baza unor reguli foarte bine precizate şi care sunt stabilite prin 
intermediul unor protocoale. Ele se bazează pe analogia cu alte sisteme, de 
exemplu, sistemul producător / consumator sau furnizor (serviciu) / client care 
presupun o interconectare într-un sistem deschis.  

Sistemul furnizor / client constă în următoarele: un furnizor, ca urmare a 
unei cereri primite de la un client, trebuie să trimită un pachet (colet) de 
dimensiuni mici, clientului, la o anumită destinaŃie (vezi fig. 3.6). 

De regulă, o astfel de cerere se rezolvă prin intermediul unei ierarhii cu 
trei niveluri: nivelul  furnizor, respectiv, nivelul firmă de transporturi (expediŃii) 
şi apoi, nivelul Societate transportatoare, de exemplu, auto sau feroviară. 
Această divizare pe niveluri are la bază ca motivaŃie ideea de  specializare a 
firmelor în ce priveşte realizarea unor servicii de către acestea în condiŃii de 
eficienŃă. 

 
 

Fig. 3.6. Un sistem de tip furnizor / client 

 
Între client şi  furnizor se stabileşte o legătură în baza unui protocol, 

pentru satisfacerea cererii solicitate. Furnizorul confirmă rezolvarea cererii şi 
începe demersurile cu o firmă de transporturi (expediŃii), firma 1, cu care are 
stabilită o interfaŃă. Firma 1 preia setul de pachete mici de la furnizor şi 
împreună cu alte pachete de la alŃi furnizori formează un container standard 
care să fie expediat unei alte firme de transport, firma 2, care asigură servicii 

 pachete 
mici 

Furnizor Client 
protocol 

Firmă de 
transport 

Firmă de 
transport 

protocol 

Societate 
transportatoar
e 
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transportatoare 

protocol 

container 

interfată 

interfaŃă 

interfaŃă 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
54 

pentru clientul în cauză. Această relaŃie este stabilită în baza unui protocol între 
cele două firme de transporturi. Transportul acestui colet este asigurat efectiv 
de societăŃi transportatoare (trenuri, camioane, avioane etc). Între firma 1 de 
transporturi şi o societate de transportatoare există o interfaŃă, cum  şi între 
firma 2 de transporturi şi eventual o altă societate transportatoare există o 
interfaŃă de colaborare. Evident, o relaŃie de colaborare, stabilită printr-un 
protocol, trebuie să avem şi între cele două  eventuale societăŃi transportatoare.  
 
3.4.3. Modelul OSI, model de referinŃă. Protocoalele TCP/IP 

 
În ce priveşte comunicarea, protocolul de comunicaŃie în reŃele de 

calculatoare are la bază un model de referinŃă OSI (Open Systems 
Interconnection) standardizat în 1985, analog cu cel prezentat anterior. Se are în 
vedere un calculator sursă care trebuie să trimită mesaje unui alt calculator care 
reprezentă destinaŃia dată a acestor mesaje. Acest model descrie şapte niveluri 
între care există două feluri de comunicări (relaŃii): orizontale - protocoale şi 
verticale - interfeŃe. Comunicarea pe orizontală între aceleaşi niveluri (straturi) 
se face prin protocoale care stabilesc reguli de schimburi de informaŃii 
reciproce între acestea. RelaŃiile verticale între niveluri (straturi) ale aceluiaşi 
sistem A sau B sunt prin interfeŃe. Fiecare nivel dintr-un sistem 0furnizează 
nivelului superior un anumit număr de primitive. RelaŃia de la fiecare nivel între 
cele două sisteme este independentă de cea a altor niveluri (straturi).  

Pentru ca o informaŃie să ajungă de la sursa A la destinaŃia B este 
necesar să parcurgă întâi nivelurile sursei A: aplicaŃie, prezentare, sesiune, 
transport, reŃea, legătură şi fizic, să se folosească eventual un nod intermediar, 
iar apoi în ordine inversă celor prezentate anterior, respectiv să se parcurgă  
nivelurile nodului destinaŃie B: fizic, legătură, reŃea, transport, sesiune, 
prezentare şi aplicaŃie, aşa cum se indică prin săgeŃi în desenul din fig. 3.7. 

 
 Sursă A          DestinaŃie  B 

AplicaŃie •  7    7  • AplicaŃie 
Prezentare •  6    6  • Prezentare 
Sesiune •  5    5  • Sesiune 
Transport •  4    4  • Transport 
ReŃea •  3  •3• + 3  • ReŃea 
Legătură •  2  •2•  2  • Legătură 
Fizic •  1  •1•  1  • Fizic 

 
                 Mediu fizic       Nod intermediar 

Fig. 3.7. Modelul OSI 

          Protocoale 
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Conexiuni între reŃele sau părŃi de reŃele locale pot să fie făcute 
utilizând: 

- un repetor (în engleză – repeater) la nivelul 1 din modelul OSI, care 
are singurul scop de a transmite biŃii dintr-o reŃea în alta; 

- o  punte  (în engleză – bridge) la nivelul 2 din modelul OSI, care 
asigură transmisia fizică a pachetelor de biŃi în condiŃii de siguranŃă; 

- un ruter (în engleză – router) la nivel  3 din modelul OSI, adică 
nivelul reŃea, care asigură rutajul în diferite reŃele. 

- o punte de comandă (în engleză – gateway)  care este un dispozitiv 
ce leagă permanent două reŃele între ele oricare ar fi natura acestora. 
O punte de comandă lucrează în general la nivelul 7 din modelul 
OSI, adică la nivel de aplicaŃie. 

 
 La nivelul 2 al modelului OSI, legăturile se fac pe baza unui protocol 
numit protocolul HDLC (High-level Data Link Control) care defineşte o 
structură de mesaj, cu un anumit şablon, structură pe care o prezentăm în 
fig.3.8. 
 

Fanion Adresă Comandă InformaŃie FCS Fanion 
01111110 8 biŃi 8 biŃi n biŃi 18 biŃi 01111110 

 
Fig. 3.8. Protocolul HDLC 

  
SemnificaŃia fiecărui câmp este: 

- Fanion – delimitează începutul şi sfârşitul dintr-un şablon; 
- Adresă – identifică staŃia receptoare; 
- Comandă – indică tipul de şablon şi conŃine numărul de pachete 

(dacă există mai multe); 
- InformaŃie – se compune dintr-o succesiune de n biŃi, oarecare; 
- FCS (Frame Check Sequence) – este o secvenŃă de control a 

şablonului obŃinută cu ajutorul unui cod ciclic polinomial ce 
foloseşte polinomul G(x)=x16+x12+x5+1. În caz de eroare, mesajul 
se retransmite. 

 
ObservaŃie. Codurile ciclice polinomiale pentru detectarea erorilor de 

grup, numite CRC (Cyclic Redondant Coding), folosite la transmiterea 
mesajelor care sunt secvenŃe de cifre binare, se bazează pe următoarele 
considerente. Înainte de transmiterea unui mesaj se adaugă acestuia o secvenŃă 
de control (FCS) care se determină în baza unui algoritm. O informaŃie de n  
biŃi poate fi considerată ca lista coeficienŃilor binari ai unui polinom cu n 
termeni de grad n-1.  De exemplu: 1011 → 1⋅ x3+0 ⋅ x2+1⋅ x+1= x3 +x + 1. 
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 În general, la sursă şi destinaŃie, se alege un acelaşi polinom G(x) numit 
polinom generator, de grad r, care va fi folosit la generarea biŃilor secvenŃei de 
control. 
 Algoritmul pentru stabilirea mesajului care se trimite este următorul. 
Dacă M(x) este polinomul corespunzător mesajului original, iar polinomul 
generator G(x) are gradul r, atunci: 

- se înmulŃeşte M(x) cu xr ceea ce înseamnă că adăugăm r zerouri la 
sfârşitul mesajului original;  

- se efectuează împărŃirea modulo 2 :  
 

   )x(R)x(Q
)x(G

x)x(M r

+=
⋅

 

 
- câtul  Q(x)  este ignorat. Restul R(x),  de grad r-1, conŃine r  biŃi care 

sunt coeficienŃii acestuia. Se efectuează scăderea modulo 2, identică 
cu operaŃia logică XOR (SAU exclusiv): 

 
  M(x) xr – R(x) = T(x) 
  
      Polinomul T(x) este polinomul ciclic corespunzător mesajului care va 
      fi trimis la destinaŃie. Se observă că:  T(x)=Q(x) G(x). 
 La recepŃia mesajului se efectuează: 
 

  
)x(G

)x(T
 

Dacă: 
- restul este  0,   atunci nu sunt erori de transmisie; 
- restul este  ≠  0,   atunci există erori şi se va retransmite mesajul 

respectiv. 
 
Protocoalele TCP / IP 
 

Internet-ul rezolvă problema conexiunii între diferite reŃele, definind o 
mulŃime de protocoale, precum şi o metodă de interconexiune fizică între reŃele. 
Primul model în ordinea apariŃiei a fost modelul TCM / IP (Transmission 
Control Protocol / Internet Protocol – adică – Protocol de Control al 
Transmisiei / Protocol Internet)  adoptat ca standard în 1983.  

TCP /IP este un ansamblul de programe care rezolvă probleme de 
comunicare între calculatoare folosind convenŃii de interconectare a reŃelelor şi 
dirijare a traficului. 
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Protocolul TCP furnizează un serviciu de transport pentru toate 
aplicaŃiile. 

Protocolul IP este responsabil cu rutajul de informaŃii care traversează 
reŃelele. 
Protocolul de comunicaŃie TCP / IP are la bază modelul de referinŃă OSI 
prezentat de mai sus. Din modelul OSI nu se utilizează nivelurile 5, 6,  iar 
nivelurile 1 şi 2 se constituie într-o interfaŃă de reŃea, în consecinŃă modelul de 
referinŃă TCP / IP cuprinde patru niveluri aşa cum se observă în fig.3.9. 
 

Niveluri 
OSI 

Niveluri TCP / IP 

7 AplicaŃie (ftp, telnet, SMTP ...) 
4 Transport ( TCP, UDP) 
3 Rutaj ( IP)  
1, 2 InterfaŃă reŃea (Ethernet ... ) 

 
Fig. 3.9. Protocoalele TCP/IP 

  
UDP  (User Datagram Protocol) este un protocol de transport fără 

conexiune prealabilă. 
Un număr important de aplicaŃii se bazează pe protocolul TCP / IP  de 

nivel înalt ce pot fi considerate ca servicii universale, precum:  
• Telnet – cu ajutorul căruia deschidem o sesiune de comunicare la 

distanŃă; 
• FTP ( File Transfer Protocol)- transfer de fişiere; 
• SMTP ( Simple Mail Transfer Protocol) – program care asigură  

transfer de mesaje prin poştă electronică între două maşini din Internet; 
• DNS ( Domain Name System) – cuprinde nume de domenii; 
• HTTP ( HyperText Transfer Protocol) – protocol pentru transfer de 

hipertext folosit de Web. 
Atunci când se transmit date utile într-o reŃea Ethernet, în familia de 

protocoale TCP/ IP există încapsulate mai multe antete de protocol aşa cum se 
prezintă acest lucru în figura 3.10.  

 
Fig. 3.10. Antete din familia protocoalelor TCP/IP cu reŃea Ethernet 
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3.4.4. Acces în Internet 

 
Din punct de vedere conceptual Internet-ul este o colecŃie de grupuri de 

reŃele care formează domenii. Fiecare domeniu are un nume, o adresă 
simbolică unică ce are o structură ierarhică, cu cel mult cinci nivele. 

Numele de domeniu ce are nivelul cel mai înalt s-a convenit să fie  
codul unei Ńări, dar s-au păstrat din ArpaNet şi alte nume, precum:  

� .com – organizaŃii comerciale;  
� .edu – organizaŃii educaŃionale; 
� .gov – organizaŃii guvernamentale din SUA; 
� .mil – organizaŃii militare din SUA;  
� .org – alte organizaŃii;  
� .net – pentru administrarea unor resurse de reŃea. 

Sistemul de Nume de Domenii (DNS)8 îi ajută pe utilizatori să trimită cu 
uşurinŃă mesaje de poştă electronică (e-mail) şi să navigheze pe Internet. 
Asemănător cu numerele de telefon, fiecare calculator are o adresă unică pe 
Internet, numită număr pentru Protocol Internet sau număr IP. Deoarece este 
dificil să se memoreze aceste numere, a fost creat DNS-ul care permite 
folosirea numelor de domenii în locul cifrelor, fiind astfel mai uşor de memorat. 
De exemplu, cu ajutorul DNS-ului, utilizatorii Internet pot găsi o adresă pe 
Internet doar tastând un nume, cum ar fi "www.internic.net", în loc să tasteze 
numărul 207.151.159.3. 

DNS-ul permite înregistrarea numelor de domenii în cadrul unor registre, 
cunoscute ca "domenii de nivel superior", sau TLD-uri. La rândul său, fiecare 
TLD (Top Level Domain), poate să aibă câteva sub-domenii. Astăzi, TLD-urile 
se pot încadra în două categorii mari: 1) domenii generice de nivel superior 
(gTLDs) cum ar fi .com, .net, .org şi .info, care sunt deschise pentru înregistrare 
pentru toŃi utilizatorii de Internet din lume şi 2) domenii de nivel superior pe 
coduri de Ńară (ccTLDs), cum ar fi .uk pentru Marea Britanie, sau .ng pentru 
Nigeria, corespunzător unei Ńări, unui teritoriu, sau altei locaŃii geografice. În 
timp ce ambele categorii de domenii de nivel superior funcŃionează asemănător 
din punct de vedere tehnic, regulile şi politicile de înregistrare a numelor de 
domeniu în gTLD şi în ccTLD pot avea deosebiri semnificative. Pentru 
informaŃii suplimentare în legătură cu structura DNS accesaŃi 
http://www.internic.net/faqs/domain-names.html. 

 
Un exemplu de grupare de reŃele pe domenii, reŃele utilizate în general 

de către o singură organizaŃie, se dă în fig. 3.11. 
                                                           
8 http://www.internic.net/faqs/domain-names.html 
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Numele de domeniu pentru România este “ ro ”, analog avem şi pentru 
toate celelalte Ńări din lume care sunt conectate la Internet (v. şi [Dzi 06], pp. 
116-121).  

Apoi, fiecare domeniu controlează alocarea subdomeniilor descendente 
(v. fig. 3.12). În acest fel o porŃiune a spaŃiului numelor de domenii din care 
face parte, de exemplu, Departamentul de informatică “cs” de la Universitatea 
“Babeş Bolyai” din Cluj-Napoca, cu numele de domeniu “ ubbcluj “ este 
prezentat în continuare. Departamentul de informatică “cs”,  se identifică 
precizând calea acestuia, marcată în desenul care urmează, respectiv numele de 
domenii prin care se trece şi care se separă prin “ . “, adică cs.ubbcluj.ro .  

 

 
 

Fig. 3.12. Subdomenii ale unui domeniu 
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Nodurile terminale ale acestei structuri arborescente pot să conŃină unu 

sau mai multe calculatoare gazdă. Fiecare nume din  construcŃia precedentă 
este un nume de domeniu. În general un nume poate conŃine 64 de caractere şi 
nu se face distincŃie între literele mari şi mici. 

 
Utilizatorii individuali din cadrul unui domeniu care transmit mesaje se 

identifică printr-o adresă simbolică, adresă de e-mail ce are structura 
nume_calculator_gazdă@subdom1.subdom2...dom_niv_înalt . De exemplu: 
moldovan@cs.ubbcluj.ro 

Pentru evitarea unor situaŃii conflictuale privind numele de domenii s-a 
ajuns la necesitatea constituirii unui sistem al numelor de domenii, numit DNS 
(Domain Name System) şi care este gestionat de către un centru internaŃional. 

Partea din adresă care defineşte domeniul( numele) şi identificatorul de 
reŃea este atribuit de către o autoritate centrală, respectiv, organizaŃia 
internaŃională: InterNic (Internet Network Information Center). 

Pentru crearea unui domeniu se trimite un e-mail la adresa 
Hostmaster@INTERNIC.NET, cerând atribuirea unui identificator de reŃea. În 
general aceşti identificatori de reŃea sunt gestionaŃi de către un administrator de 
reŃea care supervizează reŃeaua respectivă.  

Utilizatorii individuali conectaŃi la Internet se identifică, pe lângă adresa 
simbolică şi cu o adresă numerică corespunzătoare acelei locaŃii. Adresele 
numerice care identifică o reŃea sunt atribuite de aceeaşi autoritate, unde se 
cunoaşte în acest fel corespondenŃa între domenii şi aceste adrese numerice. 

Adresele numerice ale calculatoarelor gazdă (host) numite adrese 
Internet pentru IP sau mai scurt adrese IP, sunt şiruri a câte patru octeŃi, adică 
patru grupe de câte opt cifre binare, separate cu “ . “,  în total 32 de biŃi. Putem 
spune, în baza acestei convenŃii de scriere, că avem, de fapt,  patru numere 
zecimale separate cu “.”. Adresa unui calculator gazdă este atribuită de 
autoritatea locală. 

Exemplu: fie adresa 131.107.2.133, partea 131.107.2 reprezintă 
identificatorul de reŃea (domeniu), iar 133 reprezintă adresa calculatorului 
gazdă. Adresa se mai poate scrie în binar astfel: 
10000011.01101011.00000001.11001000 

În activitatea concretă, de fapt, se utilizează adrese IP false, obŃinute 
din cele reale prin operaŃii cu anumite  “măşti”. 

Există trei clase de adrese IP, stabilite în funcŃie de valoarea primului 
octet din adresa numerică a oricărei adrese IP: 

 
• clasa  A: 1 - 127 
• clasa  B: 128 - 191 
• clasa  C: 192 - 223 
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De regulă, o reŃea mică, care este din clasa C, se identifică prin primii 
trei octeŃi din adresa IP, iar ultimul octet identifică un calculator din această 
reŃea. De exemplu o adresă de reŃea poate fi: 192.35.91.*  OrganizaŃiile mari 
obŃin pentru reŃele IP din clasa B şi sunt identificate de primii doi octeŃi, de 
exemplu 130.132.*.* 

 
 

3.4.5. AplicaŃia Web ( world wide web – www) 
 
AplicaŃia Web reprezintă cea mai spectaculoasă dezvoltare a 

protocolului TCP/IP şi a fost declanşată de dezvoltarea unui mod de transmitere 
a informaŃiilor prin intermediul documentelor. 

„World Wide Web”, prescurtat WWW sau simplu Web, este un 
sistem de distribuŃie locală sau globală a informaŃiilor hipermedia. 

Din punct de vedere tehnic, spaŃiul Web nu trebuie confundat cu 
Internetul sau cu o reŃea, cum se crede greşit uneori. SpaŃul Web este doar o 
aplicaŃie distribuită în Internet care pune la dispoziŃia utilizatorilor un sistem 
global şi standardizat de comunicare multimedia. 

IniŃial WWW a fost conceput de cercetătorii de la Laboratorul European 
pentru Particule Fizice de la CERN (Centrul de Cercetări Nucleare de la 
Geneva), sub conducerea lui Tim Berners-Lee, care au propus un sistem 
hipertext (text neliniar, care permite salturi, analog trimiterilor din Biblie), care 
permitea partajarea eficientă a informaŃiilor între membri unui grup de 
cercetătători care studiau fizica energiilor înalte. 

Deci, sistemul Web poate fi folosit şi pe calculatoare dintr-o reŃea care 
nu este conectată la Internet sau chiar pe un singur calculator izolat, dar astăzi 
se foloseşte mai ales în Internet pentru distribuŃia informaŃiilor hipermedia. 

World Wide Web are facilităŃi multimedia şi integrative, o interfaŃă 
grafică pentru utilizator - GUI (Graphic User Interface) foarte atrăgătoare din 
punct de vedere grafic, practică şi simplu de folosit (prietenoasă).  

Deci, Web-ul este un sistem distribuit deschis utilizat pentru distribuŃia 
locală sau globală a informaŃiilor, putând fi extins şi implementat în diferite 
moduri fără a-i afecta funcŃionalitatea. Se utilizează în prezent, în general, în 
Internet pe baza modelului client/server. ClienŃii, adică navigatoarele Web sau 
browserele Web (Internet Explorer, Netscape Navigator, NCSA Mosaic, 
Mozilla, Opera ş.a.), au acces la informaŃiile hipermedia şi multiprotocol 
organizate asociativ, aflate pe un server Web (cele mai cunoscute servere Web 
sunt: Apache, Netscape Enterprise Server, Sun Web Server, Microsoft Internet 
Information Server, Stronghold, Jigsaw).”[DZI06} 

HTTP ( HyperText Transfer Protocol) este protocolul cu ajutorul căruia 
se lansează într-o reŃea documente create prin intermediul unui standard dat de 
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limbajul HTML ( HypertText Markup Language), care stă la baza acestei 
aplicaŃii. 

Web-ul este o colecŃie imensă de informaŃii structurată pe pagini şi 
grupate în site-uri. Fiecare pagină poate conŃine legături către alte pagini. 

Textele dintr-o pagină care conŃin legături spre alte pagini se numesc 
HyperTexte sau Hyperlegături. 

Documentele HyperText conŃin: cuvinte, expresii, imagini, care sunt 
legate în cadrul documentului. 

Web este o mulŃime de documente hipertext interconectate şi distribuite 
pe o reŃea mondială. 

Programele care asistă citirea documentelor hypertext sunt de două 
feluri: client şi server. 

Programele client care se află pe calculatorul cititorului sunt acelea care 
permit cititorului de documente să navigheze ( browser) prin el. 

Programele server sunt rezidente pe un calculator care conŃine 
documentele la care se poate realiza un acces. Cel mai important exemplu de 
browser este Netscape Navigator. 

Crearea de documente hypertext necesită o metodă de stabilire a 
legăturilor între documente. 

În acest scop, fiecare document e identificat de o adresă unică denumită 
adresă URL (Uniform Resource Locator), prin intermediul căreia un browser 
(navigator) să poată contacta serverul potrivit şi să solicite documentul dorit. O 
adresă URL în forma cea mai generală: 

(1)<service>:  //(2)<user>: <password>@(3)<host>:<port>/(4) <url-
path> 

(1) identifică protocolul de acces: HTTP, FTP, Wais, etc. 
(2) este facultativă, dacă o folosim înseamnă că dorim să realizăm 

accesul la un document protejat prin intermediul unei parole. 
(3) identifică maşina (calculatorul sau server-ul) pe care se găseşte 

documentul pe care vrem să-l accesăm; <host>  poate fi precizat printr-o adresă 
IP, sau alfabetic precizând domenii; exemplu: 129.100.204 sau cs.ubbcluj.ro. 
<port>-ul în general este implicit. 

(4) este calea de acces la documentul dorit ( html). 
Exemplu: http://www.cs.ubbcluj.ro/popescu.html. 
 



 

CAPITOLUL   4 
 

FLUXURI ÎN SISTEME DE COMUNICAłIE 
 
4.1. Câteva elemente de teoria grafelor  
 
4.1.1. NoŃiunea de graf şi multigraf 
 
 Unele reprezentări de grafe au fost folosite deja. Sunt multe probleme şi 
situaŃii practice care conduc la necesitatea folosirea grafelor. Distingem două 
feluri de grafe: grafe orientate şi grafe neorientate. Le vom prezenta pe scurt în 
cele ce urmează. 
 
Grafe şi multigrafe orientate.   
  
 Fie mulŃimea X, |X| < ∞, X≠ ∅ . O aplicaŃie  Γ:X→X  o numim aplicaŃie 
multivocă dacă oricare ar fi x, X ∋ x aΓ(x)≡Γx⊆X. 
  
DefiniŃie. Fie mulŃimea X, |X| <∞, X ≠∅ şi aplicaŃia multivocă Γ:X→X. 
Perechea G = (X,Γ) se numeşte graf orientat. Dacă x∈X, y∈Γx atunci (x,y) se 
numeşte arc. 
 
 Fie arcul (x,y), x reprezintă extremitatea iniŃială a arcului; y extremitatea  
terminală a arcului. Vom nota mulŃimea arcelor grafului G cu  U={(x,y)|∀x∈X, 
∀y∈Γx }. 
ObservaŃii. 1)  Putem avea  x≡y, adică  arcul (x,x) care în acest caz se numeşte 
buclă. 
 2) MulŃimea vârfurilor X , fiind finită şi dacă are cardinalul |X|=n 
vârfurile se pot indica sub forma  X= {x1,x2,…,xn} sau identifica chiar prin 
X={1,2,...,n}. 
 Se poate preciza un graf G=(X,Γ) şi prin perechea (X,U), deci: 
  G=(X,U), U⊂ X × X . 
Avem o echivalenŃă între perechea ( X, Γ ) şi (X,U), în sensul că putem trece de 
la Γ la U  şi invers. MulŃimea U se defineşte prin intermediul lui Γ. Dacă se dă 
U, uşor putem determina valorile aplicaŃiei Γ şi invers. 
ObservaŃie. Un graf se poate defini şi ca un triplet (X,A,f), unde: 
 X  este mulŃimea vârfurilor (nodurilor), ca mai sus; 
 A  este mulŃimea arcelor; 
 f:A →X × X  aplicaŃie univocă 
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Această definiŃie este mai cuprinzătoare, ea conduce la noŃiunea de multigraf 
orientat; adică între două vârfuri pot exista mai multe arce. Dacă între oricare 
două vârfuri există cel mult p arce atunci spunem că avem un  p-graf. DefiniŃia 
grafului orientat dată la început precizează un 2-graf particular: între două 
vârfuri x,y pot exista cel mult două arce: (x,y), (y,x) ∈ A. 
 Un 1-graf orientat este întotdeauna un graf orientat (nu este valabilă 
afirmaŃia pentru un 2-graf). 
 
Alte tipuri de multigrafe 
 
 a) multigraf cu arce etichetate este ansamblul (X,A,f, ϕ), unde X este 
mulŃimea vârfurilor, A este mulŃimea arcelor, iar 
 f : A → X × X , ϕ : A → D1 ;  
unde arcelor le asociem nişte valori, elemente din D1, care sunt numere pozitive 
sau care aparŃin unui domeniu oarecare D1. 
 b) multigraf cu vârfuri etichetate; este ansamblul (X,A,f, ψ), unde X este 
mulŃimea vârfurilor, A este mulŃimea arcelor, iar 
 f : A → X × X , ψ :X→ D2 ,  
unde D2 este domeniul etichetelor vârfurilor. 
 c) multigraf cu vârfuri şi arce etichetate (X,A,f, ϕ, ψ) cu semnificaŃiile de 
sus, 
 f:A → X × X , ϕ : A → D1 , ψ : X→ D2  
 
Grafe neorientate 
  
 Fie mulŃimea X, |X| <+∞,  X= {x1,x2,…,xn}, deci |X|=n. 
 În loc de a considera perechi ordonate de vârfuri, considerăm perechi 
neordonate de vârfuri pe care le numim muchii. 
 Notăm o muchie între  xi  şi  xj  prin  [xi, xj], iar mulŃimea tuturor 
muchiilor care leagă noduri din X, cu M. 
 
 DefiniŃie. Fie mulŃimea X, X= {x1,x2,…,xn} şi mulŃimea muchiilor M.  
Perechea (X, M) se numeşte graf neorientat. 
  
 Analog multigrafelor orientate se pot defini şi multigrafe neorientate, cu 
muchii şi/sau vârfuri etichetate. 
 
 Un multigraf neorientat se poate defini prin tripletul (X,M,f), f:M→B, 
unde B reprezintă mulŃimea tuturor perechilor neordonate din X. 
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4.1.2. Reprezentarea grafelor 
  
1) Reprezentarea geometrică 
 a) Fie G = (X,U) un graf orientat. 
Dacă u∈U; u=(x,y)  atunci reprezentarea  
geometrică a acestuia este dată în fig. 4.1. 
 

 
 

   Fig. 4.1. Reprezentarea arcului (x,y) 

 
Exemplul 4.1. Fie G =(X,U) ; X={x1,x2,x3,x4} 
  U={(x1,x2),(x1,x3),(x3,x2),(x2,x4)} 
 
Pentru acest exemplu, avem: G= (X,Γ)≡(X,U) 
 Γ:X→X ;     Γ(x1)={x2,x3}⊂X, Γ(x2)={x4}, Γ(x3)={x2}, Γ(x4)= ∅ 
Reprezentarea geometrică este dată în fig. 4.2. 
 

 
 
    Fig. 4.2. Graful orientat din exemplul 4.1 

 
c) Fie G =(X,M) un graf neorientat. Dacă m=[x,y]∈ M,  reprezentarea 

geometrică a acestei muchii este dată în fig. 4.3. 
 

 
 

    Fig. 4.3. Muchia unui graf neorientat 

 
Exemplul 4.2. Fie G =(X,M) ; X={x1,x2,x3,x4} 
  M={[x1,x2],[x1,x3],[x3,x2],[x2,x4]} 
Reprezentarea geometrică a acestui graf neorientat, este dată în figura 4.4. 
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Fig.4.4. Graful neorientat din exemplul 4.2 

 
 
2. Matrici de adiacenŃă 
 
 a) Fie G=(X,U)  un  graf orientat unde: 
  X={x1,x2,...,xn} 
 Matricea de adiacenŃă, care defineşte acest graf, este: 
  

 A=(aij) ;   




∉
∈

=
U)x,x(daca,0
U)x,x(daca,1

a
ji

ji
ij   ;   i,j = n,1   . 

 
Exemplu.  Fie G =(X,U) ; X={x1,x2,x3,x4} 
  U={(x1,x2),(x1,x3),(x3,x2),(x2,x4)} 
 
Matricea de adiacenŃă a acestui graf orientat este: 
 
  x1    x2    x3     x4 
    x1     0     1      1     0 
    x2     0     0      0     1 
    x3     0     1      0     0 
    x4     0     0      0     0 
 
 b) Fie G=(X,M) un graf neorientat unde:  X={x1,x2,...,xn}. Matricea de 
adiacenŃă, în acest caz, se defineşte, astfel: 
 

 A=(aij) ;   




∉

∈
=

Mxxdaca0

Mxxdaca1
a

ji

ji
ij ],[,

],[,
  ;   i, j = n1,   . 

 
ObservaŃie. Matricea de adiacenŃă a unui graf neorientat este o matrice 
simetrică. 
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3.  Matricea de incidenŃă a unui graf orientat 
 
 Fie graful orientat şi fără bucle: G=(X,U), X={x1,…,xn}, U={u1,…,um}. 
 Definim matricea de incidenŃă a acestui graf orientat ca fiind: 
 
   B=(bij);   
unde 
 

   






−=
altfel,0

uarculuiaalamintereaextremitatestexdaca,1
uarculuiainitialaeaextremitatestexdaca,1

b ji

ji

ij    

   i= n1, ; j= m1,  

 
Exemplu. Fie G =(X,U) ; X={x1,x2,x3,x4} 
  U={(x1,x2),(x1,x3),(x3,x2),(x2,x4)}={u1, u2, u3, u4};  
  u1=(x1,x2), u2=(x1,x3), u3 =(x3,x2), u4=(x2,x4) 
 
Matricea de incidenŃă a acestui graf orientat este: 
 
 u1=(x1,x2)  u2=(x1,x3)  u3=(x3,x2)  u4=(x2,x4) 
      x1          1              1                 0                0 
    x2        -1              0                -1                1 
    x3         0             -1                 1                0 
    x4         0              0                 0               -1 
 
 
4.1.3. Drum într-un graf orientat 
  
 Fie graful orientat G = (X,U), |X|>2. Vom defini, într-un graf orientat, 
noŃiunea de drum. Prin drum înŃelegem o succesiune de arce  (u1,u2,..,un), n>1 
astfel încât extremitatea terminală a unui astfel de arc, în afară de ultimul arc, să 
coincidă cu extremitatea iniŃială a arcului următor din această succesiune de 
arce. 
 

Exemplul 4.3. Fie G =(X,U) ; X={x1,x2,x3,x4} 
  U={(x1,x2),(x1,x3),(x3,x2),(x2,x4)} 
pe care-l reprezentăm geometric în fig. 4.5..Am marcat în acest graf orientat 
drumul format cu arcele: u1=(x1,x3), u2=(x3,x2), u3=(x2,x4), deci: 
 d=(u1,u2,u3). 
Drumul se poate preciza şi indicând vârfurile prin care trece el, în exemplul 
nostru: d=<x1,x3,x2,x4>. 
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Fig. 4.5. Graful orientat din exemplul 4.3 

 
  
 Lungimea unui drum d, pe care o notăm cu l(d), este numărul arcelor pe 
care le conŃine. În exemplul de drum considerat mai sus, avem  l(d) = 3. 
 
 Iată, câteva probleme mai importante care se pot pune relativ la drumuri: 

- Găsirea unor drumuri de lungime minimă între două vârfuri ale unui 
graf, adică lungimea şi drumul efectiv; sunt cunoscuŃi algoritmii: Ford, 
Bellman-Kalaba etc. care rezolvă această problemă. 

- Fie graful G=(X,A,f, ϕ). Dacă graful G este cu arce etichetate, atunci 
considerăm că am asociat fiecărui arc u o valoare numerică reală pozitivă: 
   ϕ (u) ∈R+   
 Relativ la un drum  d = (u1, …, un)  putem vorbi de valoarea drumului, 
notată v(d). Avem, 

   v(d)=∑
=

n

1i
iu )(ϕ . 

 
Putem formula următoarea problemă: să se determine drumul de valoare 
minimă dintre două vârfuri date ale unui graf (sunt cunoscuŃi algoritmii: Ford, 
Bellman Kalaba etc. care rezolvă această problemă ). 
 

ObservaŃie. Între matricea de adiacenŃă a unui graf şi numărul de drumuri 
de o lungime dată există o legătură: dacă ridicăm la pătrat matricea de adiacenŃă 
de ordinul n, atunci elementele acesteia ne dau numărul de drumuri de lungime 
2 între vârfurile corespunzătoare ( cij=ai1a1j+ai2a2j+ ... +ainanj ∈A ×A = A2 ne 
dă numărul de drumuri de lungime 2 de la xi la xj); analog pentru o putere p 
oarecare a matricei de adiacenŃă A obŃinem numărul de drumuri de lungime p. 
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4.1.4. LanŃ (cale) într-un graf neorientat  
  
 Fie graful neorientat G = (X,M), |X|>2. Vom defini, într-un graf 
neorientat, noŃiunea de lanŃ sau altfel numit, cale. Prin lanŃ (cale) înŃelegem o 
succesiune de muchii  (m1,m2,..,mn), n>1 astfel încât două muchii consecutive  
au în comun un vârf (nod). Un lanŃ se poate preciza şi prin indicarea nodurilor 
prin care trece. Lungimea unui lanŃ este dată de numărul muchiilor pe care le 
conŃine, iar dacă muchiilor le asociem nişte valori, atunci valoarea unui lanŃ 
este egală cu suma valorilor muchiilor care formează lanŃul respectiv.  
 În exemplul de graf neorientat considerat mai sus: G = (X,M); 
X={x1,x2,x3,x4}, M={[x1,x2], [x1,x3], [x3,x2], [x2,x4]}, adică M={m1, m2, m3, m4} 
unde m1=[x1,x2] , m2= [x1,x3], m3=[x3,x2] , m4=[x2,x4] punem în evidenŃă, ca un 
caz particular,  lanŃul (calea); 
     c=(m2,m3,m4) =<x1, x3, x2, x4>; 
 
lungimea acestui lanŃ este l(c)=3. 
 Problemele care se pun relativ la grafe neorientate sunt similare cu cele 
care se pun relativ la grafe orientate şi se rezolvă analog. 
 
4.1.5. Sisteme de tranziŃie neetichetate 
 

Să revenim cu o completare la sistemele de tranziŃie pe care le-am 
prezentat într-un paragraf anterior, acum când avem mai multe cunoştinŃe de 
teoria grafelor.  

Am indicat modul în care un sistem de tranziŃii ST = (S,I,A,T) se poate 
prezenta sub forma unui graf orientat cu noduri şi arce etichetate.  

Să notăm  SA = {sa | s∈S, a∈A}, care reprezintă concatenarea 
mulŃimilor S şi A. Dacă pentru graful G = (X, U, f, g) se renunŃă la funcŃia 
g:U→P(A), atunci graful H = (X, U, f) unde X  şi U sunt aceleaşi mulŃimi ca 
mai înainte, iar de data aceasta f:X→ SA∪ S, este un graf neetichetat asociat 
sistemului de tranziŃii considerat. 
 Fie, ca exemplu, (s,a,t)∈T⊆S×A×S, atunci în graful de tranziŃii pe care îl 
numim acum graf de tranziŃii etichetat am considerat reprezentarea: 
 

 
Fig. 4.6. Graf de tranziŃii 
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 Acestui arc etichetat cu a facem să-i corespundă drumul ce leagă nodurile 
etichetate cu stările: s, sa şi t, care conŃine, însă, două arce neetichetate (v. fig. 
4.7). 
 
 

 
Fig. 4.7. Drum între noduri etichetate cu arce neetichetate 

 
Exemplu: Să considerăm sistemul de tranziŃii X, reprezentat în fig. 4.8 de 

graful de tranziŃii etichetat şi pe care-l vom numi sistem de tranziŃii etichetat. 
Acest sistem de tranziŃii are starea iniŃială s şi nodul terminal etichetat cu v. 
 
 
 
      
 
 
                                                                           
 
 
 

Fig. 4.8. Graful cu noduri şi arce etichetate ale unui sistem de tranziŃii 

  
Dacă Ńinem seama de procedeul precedent prin care am înlocuit un arc 

etichetat printr-o pereche de arce neetichetate, graful din fig. 1 se transformă în 
graful din fig. 4.9. Această transformare este unică. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4.9. Graful cu noduri etichetate, echivalent cu cel din fig.4.8 
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 Din procedeul de construcŃie indicat mai sus  rezultă că este adevărată 
următoarea teoremă: 
 
Teoremă. Fie E, respectiv N, mulŃimea sistemelor de tranziŃie etichetate, 
respectiv neetichetate. Oricare ar fi  e∈E, un sistem de tranziŃie etichetat; 
există o funcŃie F:E→N, astfel încât  F(e) este un sistem de tranziŃie neetichetat 
care păstrează comportamentul sistemului de tranziŃie dat. 

 
Pentru a avea o demonstraŃie completă a acestei teoreme să facem 

următoarea observaŃie privind determinarea căilor din graful asociat. Să avem 
în vedere exemplul din fig. 4.9. La formarea secvenŃei, pornind din starea 
iniŃială ce va constitui o cale, vom stabili un drum din starea iniŃială până la 
nodul terminal v şi compunem apoi succesiv stările prin care trece, fără a repeta 
o anumită stare. De exemplu, nu vom scrie secvenŃa ssbuucv, ci în locul 
acesteia vom considera sbucv,  care reprezintă o cale în sistemul de tranziŃie 
dat, X. În felul acesta sistemul de tranziŃie, neetichetat din fig. 4.9 ne furnizează 
aceeaşi lungime de căi ca sistemul de tranziŃii etichetat din fig. 4.8. Evident că 
şi urmele vor fi aceleaşi. Procedăm analog în cazul general. 
 
 

4.2. ReŃele de comunicaŃii 
 
 Despre comunicaŃii şi căi de comunicaŃii am discutat mai sus în multe 
situaŃii. Am folosit şi reprezentări ale acestora. Acum aceste concepte şi altele, 
le vom raporta la grafe ce au anumite proprietăŃi speciale. 
 Vom defini noŃiunea de reŃea de comunicaŃie la care ne vom referi mereu 
în continuare. Pentru aceasta, vom considera o mulŃime de vârfuri 
X={x0,x1…,xn} . 
 
 DefiniŃie: Numim reŃea de comunicaŃie un 1-graf finit şi fără bucle G = 
(X,U) = (X, Γ) în care fiecărui arc u∈U îi asociem un număr c(u)>0 numit 
capacitatea arcului, iar în acest graf sunt adevărate proprietăŃile: 

- există un singur vârf x0 astfel încât Γ-1(x0)= ∅ şi el reprezintă intrarea 
în reŃea; 

- există un singur vârf xn astfel încât Γ(xn)= ∅ şi el reprezintă ieşirea din 
reŃea; 

- oricare ar fi un alt vârf   xi,  diferit de x0  şi  xn, , există un drum notat  
x0   xi  xn care porneşte din x0, trece prin xi şi ajunge în xn. 
 

ObservaŃie. În definiŃia de mai sus se poate presupune şi o situaŃie mai 
generală, dar aceasta se reduce la cea avută în vedere mai sus. Putem considera 
o reŃea de comunicaŃie ca având mai multe intrări, deci o mulŃime de noduri X0, 
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X0 ⊂ X şi cu mai multe ieşiri pe care să le notăm Xn, Xn ⊂ X . SituaŃia aceasta 
revine la cea precizată în definiŃia de mai sus, dacă se consideră o extindere a 
mulŃimii nodurilor prin considerarea a încă două vârfuri  '

0x  , '
nx , deci avem 

mulŃimea vârfurilor  X∪ { '
0x  , '

nx }, iar virtual să avem arcele  U∪ {( '
0x , x)|∀ x∈ 

X0}∪ { (x, '
nx )| ∀x∈ Xn}. 

 
 

4.2.1. Flux într-o reŃea de comunicaŃie 
 
 Fie o reŃea G = (X,U), X = {x0,x1,…,xn} şi xi∈X un nod oarecare al reŃelei. 
 
 
          u1          a1    
    −

ix
U  = {u1, u2, u3}    +

ix
U ={a1, a2} 

 
    u2                      u3      a2 

Fig. 4.10  

 
 În acest vârf punem în evidenŃă mulŃimea arcelor incidente spre interiorul 
vârfului xi, notată  −

ix
U  

 Analog, pentru vârful xi există în general o mulŃime de arce care pornesc 
din xI, deci cu extremitatea iniŃială în xi, notată  +

ix
U  

 Relativ la o reŃea de comunicaŃie vom defini noŃiunea de flux. 
 
 DefiniŃie. Fie H = (X,U) o reŃea de comunicaŃie. Prin definiŃie, o funcŃie  
ϕ:U →R+  (de multe ori în loc de  R+ se consideră Z+ ) se numeşte flux al 
acestei reŃele, dacă ea îndeplineşte următoarele proprietăŃi: 
 
 1.  ϕ(u) Uu ∈∀≥ ,0 ; 

 2.  ∑
−∈
ix

Uu

u)(ϕ = ∑
+∈
ix

Uu

ϕ(u) ∀ xi∈X,  x i ≠ x0, xi ≠ x n  

 3.  ϕ(u) ≤  c(u); c(u) –capacitatea arcului u, ∀ u∈U 
 
Din 2) rezultă ϕ0= ∑

+∈
0

)(
x

Uu

uϕ = ∑
−∈
0

)(
x

Uu

uϕ  

 ϕ0 se numeşte valoarea fluxului reŃelei de comunicaŃii date. 
 
 Fluxul poate avea în particular semnificaŃia următoare: cantitatea de 
informaŃie care trece printr-o reŃea de comunicaŃie la un moment dat. 

xi xi 
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4.2.2. Exemple de reŃele de comunicaŃie  
 

ReŃea de comunicaŃie statică 
  

 Fie A1, A2,…, Am  noduri în care se găsesc anumite cantităŃi de informaŃie 
(pachete) ce spunem că reprezintă o ofertă pentru alte noduri. 
 Fie oferta pentru alte noduri  x1, x2, …, xm ce înseamnă număr de pachete; 

în nodul  Ai avem xi , i= m,1  pachete . 
 Apoi, fie B1, B2,…, Bn noduri în care se formulează cereri de informaŃii 
(pachete) de la nodurile precizate mai sus. 
 Fie aceste cereri y1, y2, …, yn ce se exprimă în număr de pachete; în nodul  

Bi se solicită  yi , i= n,1  pachete. 
 Problema care se pune este de a construi o reŃea de comunicaŃie ce leagă 
nodurile A i  de nodurile B j  astfel încât să realizăm cererea din oferta existentă. 

Această problemă se poate transcrie ca o problemă de programare matematică. 
 

Problema  Cerere – Ofertă  de pachete 
 

 Între A i  si B j  pot fi transferate cantităŃi de informaŃie ≤ c ij  (limita 

capacităŃii  liniei care leagă A i  de B j ). Urmărim satisfacerea în condiŃii optime 

a tuturor cererilor existente în sistem şi de a se organiza expedierea pachetelor 
de informaŃii din A 1 , A 2 ,…, A m  spre nodurile B 1 , B 2 ,…, B n . 

 Pentru rezolvare construim o reŃea de comunicaŃie din fig. 4.11. 
                     A 1        B 1  
         
 
 
             B 2    y1 

     x 1              y2  
             B
    
        A 2   

                    x 2              yn 

    A 
 
       x m         B n  

   A m  
Fig. 4.11. ReŃea de comunicaŃie 
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 Putem presupune că există legături Ai - Bj, adică arce   (Ai , Bj ) ∀ i= m,1 ,  

∀ j= n,1  (dacă nu există această legătură considerăm capacitatea arcului 
respectiv ca fiind  0). 
 Modelul matematic, asociat problemei, este: 

[max]R = ∑
=

m

i 1
∑

=

n

j 1

rij  unde rij = număr de pachete care se transportă 

    efectiv din Ai  în Bj ;  

 rij≤ cij,  0≤ rij, i= m,1 ;  j= n,1 ; 

  ∑
=

m

i 1

 rij = ξj ≤ yj  j= n,1 ;  

  ∑
=

n

j 1

rij = η i≤ xi           i= m,1 . 

 
 Această problemă se poate rezolva ca o problemă de programare 
matematică, dar şi ca o problema de flux după cum vom vedea acest lucru în 
continuare, considerând  rij=ϕ(uij); uij=(Ai,Bj). 
 
ReŃea de comunicaŃie dinamică 
 

 Presupunem că din diferite noduri, notate x 1, x 2, …, x n se cere să se 

transfere către o aceeaşi destinaŃie y  nişte pachete (comutaŃie de pachete). 

Dacă x i şi x j sunt legate printr-un drum vom nota x i  x j. Fie  tij  timpul 

necesar ca un pachet să ajungă din x i în x j ;  cij  numărul  de pachete care pot fi 

transferate pe acest drum într-o unitate de timp. Dacă nu există drum de la x i la 

x j atunci  cij=0.  Notăm cu: 
 

  cii   - numărul de pachete care pot să staŃioneze în nodul (staŃia) x i  

 ai    - numărul de pachete care se află iniŃial în x i. 
 
 Problema este: cum trebuie organizat traficul de rutare pentru ca într-un 

interval de timp [0, θ], numărul pachetelor ajunse în y  să fie cel mai mare 
posibil? 
 Să discretizăm intervalul de timp [0, θ],  sub forma {0, 1, ... , θ}. Pentru 
rezolvarea problemei să definim o reŃea de comunicaŃie ale cărei vârfuri sunt 

elementele mulŃimii  X = { x 1, x 2, …, x n, y } × {0, 1, ... , θ }.  
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 Notăm 

   xi (t) = ( x i , t), i= n,1    y(t)=( y , t);   t∈ {0, 1, ... ,θ }. 
  
 Între două vârfuri, pentru t şi tij care se exprimă în aceleaşi unităŃi de 
măsură, se pot defini arcele: 
 

– (x i (t), x j (t + t ij )), iar arcului respectiv i se asociază capacitatea c ij   

– (x i (t), x i (t + 1) ), acestui arc i se asociază capacitatea cii. 

 
 Considerăm funcŃia  ϕ : A → R+ ce reprezintă fluxul în reŃeaua de 
comunicaŃie definită. Aici A este mulŃimea arcelor, iar 
 
 ϕ(( x i (t), x j (t+t ij )))  

 
este valoarea fluxului arcului considerat şi ea reprezintă numărul pachetelor 

care pleacă din  x i  la momentul t pentru a ajunge în x j după ti j unităŃi de timp. 
 Analog,  
 
   ϕ((x i (t), x i (t+1) ))   

 

este numărul de pachete care staŃionează în  x i  la momentul t. 
 Organizarea traficului de rutare în acest sistem de comunicaŃii revine la a 
găsi o funcŃie ϕ ale cărei valori pe arce sunt cele mai mari posibile în condiŃiile 
date. 

Construim reŃeaua de comunicaŃii astfel: 

- considerăm nodurile xi (t) = ( x i  , t), i= n,1  şi nodul  y(t) = ( y , t), 

pentru t∈{0, 1, ... ,θ }, între care vom considera că avem diferite 
legături înspre ieşirea din reŃea;  

- la acestea adăugăm: 
 - un nod x0 care reprezintă intrarea în reŃea şi pe acesta îl legăm de 

toate nodurile xi (0) prin linii de comunicaŃie cărora le asociem valoarea ai, 

i= n,1 , adică arcelor (x0, xi(0)), i= n,1  le-am asociat aceste valori; 
 - un nod  z care va reprezenta ieşirea din reŃea şi care va fi legat prin 

linii de comunicaŃie, de toate vârfurile y(t), iar (y(t), z) are valoarea ∞ , pentru 
t∈{0,1,...,θ}. 

Avem următoarea reŃea de comunicaŃii care este desenată doar parŃial: 
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x1(0)   x1(1)                 x1(t)  x1(t+1)           

x1(θ)      
 
 

a1    x2(0)       x2(1)    x2(t)     x2(t+1)         x2(θ) 
 
a2 

x0 x3(0)   x3(1)   x3(t)    x3(t+1)         x3(θ) 
          a3 

      an 

 
       xn(0)                 xn(1)   xn(t)                 xn(t+1)                 xn(θ) 

 
 
 
      y(1)          y(t) y(t+1)         y(θ)

  
 
 

∞    ∞   ∞    ∞  
 
 
      z 

Fig. 4.12. ReŃea de comunicaŃie (parŃială) 

 
 
 Pentru această reŃea de comunicaŃii, acum o reŃea statică, G=(X,U) cu 
capacităŃile c:U→R+ să considerăm ca necunoscute valorile fluxului pe arce 
care leagă două noduri oarecare ale reŃelei; notăm cu I numerele naturale care 
identifică nodurile din mulŃimea X.  Întregul care identifică ieşirea  z din reŃea îl 
notăm (z), (z)∈I. Dacă avem nodurile xi, xj  din X, notăm:  
 
   ξ i

j  = ϕ(x i , x j );  i,j∈I. 

 
 Să notăm, de asemenea, 
 
  c i

j  =  0        (x i , x j )∉U 

          c(x i , x j ),    (x i , x j )∈U i,j∈I , 
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unde  c i

j  reprezintă capacităŃile arcelor acestei reŃele de comunicaŃie.          

 
 Problema fluxului maxim în această reŃea de comunicaŃii revine la 
determinarea unei mulŃimi de numere  ξ i

j  care trebuie să verifice condiŃiile : 

 
   0≤ ξ i

j  ≤ c i
j ; i,j∈I  

   

   ∑
i

ξ i
j  = ∑

k

ξ j
k , j∈ I 

şi pentru care se cere 

    [max] ∑
∈Ij

ξ j
)z( . 

 Această problemă de programare matematică se poate rezolva cu metoda 
simplex, dar datorită particularităŃii ei, ea se poate rezolva şi cu algoritmi 
speciali, care se referă la determinarea unui flux optim într-o reŃea.  
 
 
4.2.3. Flux optim într-o reŃea de comunicaŃie. Algoritmul lui Ford - 
Fulkerson  
 
  
 Pentru început să ne reamintim noŃiunea de flux într-o reŃea de 
comunicaŃie prezentată mai sus. 
 Fie o reŃea G = (X,U) şi c:U→ R+ capacitatea arcelor. Prin flux într-o 
reŃea de comunicaŃii înŃelegem valorile pe arce ale funcŃie ϕ :U→R +  (sau cu 
valori în Z+), astfel încât: 

• 0 ≤ ϕ(u) ≤ c(u) ∀ u∈U ; 
• dacă ∀ x i ∈X;  x i ≠  x0 ,   x i ≠  xn  iar 

  U −
ix

 -  mulŃimea arcelor incidente spre interiorul vârfului x i  (→ x i ) 

 U +
ix

  -  mulŃimea arcelor incidente spre exteriorul vârfului xi  (x i →  ) 

  atunci ∑
∈ -

ix
Uu

(u)ϕ = ∑
+∈
ix

Uu

(u)ϕ . 

 Valoarea fluxului este   
   
    ϕ0 = ∑

+∈
0x

Uu

(u)ϕ = ∑
−∈
nx

Uu

(u)ϕ   
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 Această relaŃie reprezintă, de asemenea,  ecuaŃia de conservare. 
 
Tăietură într-o reŃea de comunicaŃie 
 
 Fie o reŃea de comunicaŃii G=(X,U) cu intrarea  x0 şi ieşirea  xn şi fie 
următoarea partiŃie a mulŃimii nodurilor: 
 
  X = X ’ ∪ X ” ;     X ’ ∩ X ”= ∅ 
  x0∈ X ‘  şi  xn∈ X “. 
 
 MulŃimea U

'''xx
 =  {(xi, xj) | (xi, xj) ∈U,  xi∈ X ' , xj∈ X ''  }   tuturor arcelor 

cu această proprietate se numeşte tăietură a reŃelei. Un exemplu de tăietură 
avem în figura 4.13. 
 
         x1      x4 
       
 
 
     x0               x2       x5      x7 
 
 
 
       x3           
            x6 

                   
        tăietură 

 Fig. 4.13. Exemplu de tăietură întro reŃea de comunicaŃie 

 
Avem    X={x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7},  iar   
 
   X '  = {x0, x1, x2, x3, x4}; 
   X ''  = {x5, x6, x7}. 
 
 MulŃimea de arce : 
    U '''xx

 =  { (x1, x5), (x2, x5), (x4, x7), (x3, x6) }, 

marcate în reprezentarea de mai sus prin linia întreruptă, este o tăietură în 
reŃeaua de comunicaŃii considerată. 
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 Capacitatea unei tăieturi  U '''xx

, se defineşte şi notează, astfel: 

   C (X ' , X '' ) = ∑
∈ ''x' U

)(
xu

uc . 

  
 Ne vom referi în cele ce urmează tot timpul la reŃele de comunicaŃii 
G=(X,U) pentru care avem intrarea x0 , iar ieşirea din reŃea xn. 
 
 Lema 1.  Toate drumurile ce leagă pe  x0  de  xn  trebuie să conŃină un 
arc al oricărei tăieturi dintr-o reŃea de comunicaŃie. 
  
 DemonstraŃie.  Fie un drum oarecare care leagă intrarea de ieşirea din 
reŃea   d =  (x 0 , x 1i

, …, x
ni
,x n ). Atunci 

  ∃ k>0 astfel încât   x
ki
∈ X ' ,  x

1+ki
∈ X '' , 

iar   (x
ki
, x

1+ki
)∈ U '''xx . 

 Din lema enunŃată, rezultă următoarea consecinŃă. 
 
ConsecinŃă.  Dacă toate arcele unei tăieturi ar fi înlăturate din reŃea, atunci nu 
ar exista nici un drum de la x 0  la x n  şi valoarea fluxului ar fi nulă.  

  
 Deoarece o tăietură întâlneşte toate drumurile de la x0 la xn rezultă că 
valoarea fluxului nu poate fi superioară capacităŃii unei tăieturi, oricare ar fi 
aceasta. Este, astfel, adevărată lema care urmează. 
 
Lema2. Avem  

 ϕ0 = ∑
−∈
nx

Uu

u)(ϕ ≤ ∑
∈ '''

)(
xxUu

uc ,  ∀ ar fi o tăietură   U '''xx  

     
Pe de altă parte ∑

∈ '''

)(
xxUu

uc  = C(X’, X”),  din definiŃie. 

 Datorită faptului că folosim numai mulŃimi cu număr finit de elemente, 
rezultă că există  un flux şi o tăietură astfel încât ϕ0 = C(X’, X”). De aici rezultă 
o teoremă importantă pe care o enunŃăm şi demonstrăm în continuare, teorema 
lui Ford Fulkerson. 
 
 Teoremă (Ford – Fulkerson) Valoarea fluxului maxim de la x 0  la x n  într-

o reŃea de comunicaŃii este egală cu capacitatea acelei tăieturi care, dintre 
toate tăieturile care separă pe x 0  de x n , este de capacitate minimă. 

 Adică:  
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   max  ϕ 0  = min C(X’, X”) 

    ϕ        U "'XX  
DemonstraŃie.  Din Lema 2 rezultă că  e suficient să stabilim existenŃa unui 
flux ϕ  şi a unei tăieturi U "'XX  pentru care să aibă loc egalitatea ϕ0 = C(X’, X”). 

Realizăm acest lucru dacă, pornind de la un flux maxim ϕ0, definim o tăietura 
U "'XX  astfel încât ϕ0= C(X’, X”). 
 Dacă u=(xi, xj) este un arc al unei reŃele de comunicaŃii convenim să 
notăm valoarea fluxului pe acest arc, astfel ϕ(u)= ϕ(xi, xj); analog şi pentru 
capacitatea arcului respectiv c(u)= c(xi, xj). Considerăm, deci, un flux ϕ pe care 
îl presupunem ca fiind maxim şi construim mulŃimea X’ prin următorul 
procedeu recurent: 

- x0∈ X’; i≥0 
- dacă xi∈ X’ şi ϕ(xi, xj) < c(xi, xj) atunci  xj∈ X’; 
- dacă xi∈ X’ şi ϕ(xk, xj) > 0  atunci xk∈ X’. 

 Prin acest procedeu între x0 şi oricare element din X’ vom putea pune în 
evidenŃă un drum. În X” considerăm toate elementele lui X care nu aparŃin lui 
X’. Procedând astfel, afirmăm că, în mod sigur xn∈ X” , deci xn∉  X’. 
 Demonstrăm faptul că  xn∉  X’, prin  metoda reducerii la absurd; 
presupunem contrariul, adică xn ∈ X’, ceea ce înseamnă că există un lanŃ care 
conŃine nodurile x0, x

1i
, …, x

ni
,xn (inclusiv xn !), format din arce cu orientarea 

înainte (→ ), adică de la x0 spre xn, şi arce cu orientarea înapoi, (←) (lanŃul 
apare din construirea iterativă a mulŃimii X’). 
 Notăm cu  
 
 ε1= min (c(u) - ϕ(u))   (minim după arcele orientate înainte  → ) 
  ε2=min ϕ(u); (minim după arcele orientate înapoi  ← ) 
 
      ε= min{ε1, ε2} > 0   
 
 Pe acest lanŃ, putem îmbunătăŃi fluxul, adică putem să-l majoram , în 
modul următor: 

- ϕ   se majorează cu ε  pe toate arcele cu orientarea înainte şi 
        se micşorează cu ε  pe toate arcele cu orientare înapoi. 

 Procedând în acest fel constatăm că fluxul maxim ϕ0  se modifică, 
crescând cu ε  - contradicŃie cu ipoteza că ϕ e flux maxim. ContradicŃia apare 
din presupunerea făcută x n ∈X’ , deci presupunerea făcută e falsă şi în 

consecinŃă x n ∈X”. 
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 Din ceea ce am arătat până aici rezultă că există  nişte arce pentru care 
ϕ(u)= c(u) ∀ u∈ U "'XX , unde u=(x k ,x l ), cu x k ∈X’, x l ∈X”, iar pentru celelalte 

arce cu orientare înapoi (← ) care fac parte din U '"XX  avem  ϕ(u)=0. 
 Rezultă că sunt adevărate relaŃiile: 
 
 ∑

   

)(uϕ        -        ∑
   

)(uϕ      =     ∑
   

)(uc  -   0  =   C (X’, X”). 

 u∈U x′ x ′′                   u∈U x ′′ x′               u∈U x′ x ′′  

 

 Astfel am construit o tăietura U x′ x ′′  pentru care  ϕ0= C (X’, X”) c.c.t.d. 

 
 DefiniŃie. Numim un lanŃ de la x0 la xn , un lanŃ de îmbunătăŃire a fluxului 
în raport cu un  flux ϕ  dacă ϕ(u)<c(u) ∀ u din lanŃ cu orientare înainte (→ ) şi 
ϕ(u)>0, ∀u cu orientare înapoi (← )  ale lanŃului. 
 

ConsecinŃă. Un flux ϕ este maxim dacă şi numai dacă nu există nici un lanŃ de 
îmbunătăŃire a fluxului în raport cu fluxul dat  ϕ . 
 
     DemonstraŃia se face prin reducere la absurd.  
 
Algoritmul lui Ford - Fulkerson  
  
 Din demonstraŃia teoremei lui Ford - Fulkerson rezultă un  algoritm 
simplu şi eficient de construire a fluxului maxim (algoritmul Ford - Fulkerson) 
care constă în 2 etape: 
 Etapa 1: facem să treacă un flux ce reprezintă soluŃia iniŃială, prin reŃea; 
ca soluŃie  iniŃială e avantajos să consideram un flux complet. 
 Etapa 2: verificăm dacă acest flux iniŃial e maximal; dacă nu este trecem 
la determinarea unui alt flux, mai bun. 
 
 DefiniŃie. (flux complet) Fluxul pentru care toate drumurile ce leagă x0  

de xn  conŃin cel puŃin un arc u pentru care ϕ(u)=c(u) numit arc saturat, se 
numeşte flux complet. 
  
 Pentru obŃinerea unui flux complet este suficient să considerăm toate 
drumurile de la x0 la xn şi să facem să treacă prin fiecare drum un flux de aşa 
natură încât cel puŃin un arc al acestui drum să fie saturat. 
 Etapa a doua constă în  a verifica  dacă  există sau nu lanŃuri de 
îmbunătăŃire a fluxului în raport cu fluxul iniŃial. Pentru această verificare se 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
82 

foloseşte un procedeu de marcare a vârfurilor; acest procedeu de marcare a 
vârfurilor consta în: 

- marcăm pe x0  cu  +; 
- un vârf  xi fiind marcat, atunci se marchează cu  +xi toate vârfurile xj 

nemarcate, astfel încât să existe (xi,xj)∈U nesaturat; 
- marcăm cu  –xi  toate vârfurile xk nemarcate pentru care există 

(xk,xi)∈U şi ϕ(xk,xi)≠0; 
- trebuie observat că procesul de marcaje menŃionat înseamnă o 

cercetare sistematică a unui lanŃ de îmbunătăŃire a fluxului de la x0 la 
xn ; 

- dacă ajungem să marcăm în acest fel şi pe xn atunci vom putea 
modifica fluxul de-a lungul unui lanŃ, şi după modificare se reia 
procesul de marcare a vârfurilor; ajungem la un flux maxim atunci 
când prin procedeul de marcare, xn nu mai poate fi marcat; prin acest 
procedeu se obŃine, evident, şi tăietura minimală. 

 
Exemplu. Fie reŃeaua de comunicaŃii cea pe care o avem reprezentată în 

figura 4.14. Pentru această reŃea dată ne propunem să determinam fluxul 
maxim. 

 

 
 

Fig. 4.14. Determinarea fluxului maxim într-o reŃea de comunicaŃii 
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Se dau capacităŃile arcelor ca valori cuprinse între parantezele [  ]. Pentru ca să 
nu avem un desen încărcat, aceste capacităŃi şi valori ale fluxului le-am precizat 
în partea de jos a desenului. De exemplu, pentru arcul  ( x2 , x5)  notat  x2 – x5 , 
care are capacitatea 500 şi pe care am considerat fluxul 250, precizăm acest 
lucru  sub forma   [500]= 250. 
 
1) SoluŃia iniŃială este echivalentă cu precizarea unui flux complet. 
 Se consideră toate drumurile ce leagă x0 de x8 şi saturăm câte un arc al 
acestor drumuri. 
 Pentru determinarea drumurilor luăm în mod sistematic arcul cel mai din 
stânga, altul decât cele deja alese; luăm capacitatea  minimă a arcelor de pe acel 
drum ca fiind valoarea fluxului pe arcele respective din drum; arcul cu 
capacitatea minimă va fi un arc saturat; marcăm acest arc saturat. Procedând în 
acest fel vom obŃine o soluŃie iniŃială. 
 În exemplul considerat, pornim din  x0 şi luăm arcul cel mai din stânga, 
spre nodul x1 , cu capacitatea 200, apoi din x1 luăm arcul cel mai din stânga, 
spre nodul x5 cu capacitatea 100 şi în sfârşit de aici luăm arcul spre nodul x8 cu 
capacitatea 300. Minimul dintre cele trei capacităŃi  200, 100, 350  este 100;  
min{200, 100, 350}=100. Alegem fluxul pe arcele acestui drum ca fiind acest 
minim 100, deci arcul (x1, x5), în acest fel,  va fi saturat; de aceea primele valori 
de după  ≈ (sau =)  pe aceste trei arce în reprezentarea de mai sus sunt 100. 
Stabilim următorul drum care porneşte din x0  folosind acelaşi procedeu de 
alegere din aproape în aproape a arcelor cele mai din stânga şi care nu sunt 
saturate. Acest drum conŃine iniŃial arcul (x0, x1) pe care mai putem considera 
un flux de cel mult 200-100=100; următorul arc nesaturat şi cel mai din stânga 
este (x1, x6)  cu capacitatea 50; apoi arcul  (x6, x8) cu capacitatea 425.  
Determinăm  min { 100, 50, 425}=50 şi în consecinŃă fixăm fluxul pe aceste 
arce 50, iar arcul (x1, x7) devine saturat. Vom avea în această etapă pe arcul  (x0, 
x1), [200]≈100+50, apoi pe arcul (x1, x6), [50]=50 (arc saturat), iar pe arcul (x6, 
x8), [425]≈50. Pe arcul (x0, x1) putem considera un flux de cel mult 200-
(100+50)=50. În continuare avem drumul (x0, x1, x7, x8), pe care fixăm un flux 
de min{50, 300, 225}=50. Arcul (x0, x1) devine saturat, având 
[200]≈100+50+50, apoi pe arcul (x1, x7), avem  [300]≈50   
 
2)Marcarea vârfurilor 
 Singurul arc nesaturat, care are extremitatea iniŃială în x0 ,  este x0 − x4 . 
Vom începe procesul de marcare a nodurilor. Primul nod pe care-l marcăm cu + 
este  x0. Al doilea nod pe care-l marcăm cu + este x4 precizând nodul precedent, 
scriem alături de x2 pe +x0. Următorul arc nesaturat pe care-l alegem, este (x4, 
x5); marcăm nodul x5 cu  +x4. Din nodul x5 nu pornesc arce nesaturate. Arcul 
(x5, x8)  care  porneşte din x5 este saturat; revenim pe un arc înspre înapoi, astfel 
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încât fluxul să fie strict pozitiv, >0, de exemplu, spre x1; acest nod îl marcăm cu 
− x5. Continuăm marcarea nodurilor, următorul arc nesaturat fiind  (x1, x7), deci 
marcăm nodul  x7 cu +x1. În sfârşit vom marca nodul x8 cu  +x7. LanŃul astfel 
construit  este un lanŃ de îmbunătăŃire a fluxului. Acest lanŃ îl reprezentăm în 
figura 4.15. 
 

 
Fig. 4.15. LanŃ de îmbunătăŃire a fluxului 

 
 Acest lanŃ conŃine arce cu orientarea înainte şi arce cu orientarea înapoi. 
Calculăm: 
 
   →       ε1=min→(c(u)-ϕ(u))= min { 100−25, 200− 0, 300−50, 225−150}=75 
                                                            (x0,x4)  (x4,x5)  (x1,x7)  (x7,x8) 
 

← ε2 = min←ϕ(u)=min{100}=100 
 
  ε = min {ε1, ε2}=min{75,100}=75. 
 
Astfel, se modifică fluxul pe lanŃul considerat, adunând 75 la fluxul arcelor 
orientate înainte ( →) şi scăzând 75 la fluxul arcelor înaintate înapoi (← ). 
Aceste valori sunt indicate pe lanŃul de mai sus. După această modificare a 
fluxului pe arcele reŃelei, arcele  (x0, x4), (x7, x8) devin saturate. 
 Începem din nou marcarea vârfurilor: din x0 nu mai porneşte nici un arc 
nesaturat , rezultă că nu mai putem obŃine lanŃuri de îmbunătăŃire a fluxului, 
deci  am obŃinut fluxul maxim ϕ0=1000, egal cu suma fluxurilor arcelor care 
pornesc din x0, respectiv suma fluxurilor arcelor care sosesc în x8. 
 
 Observatie: Drumurile le-am construit luând toate arcele cele mai din 
stânga (se poate alege şi arcul cel mai din dreapta pentru obŃinerea aceluiaşi 
lucru – exerciŃiu pentru cititor). 

 



 

CAPITOLUL   5 
NUMERE CATALAN ŞI SISTEME (OBIECTE) 
DEFINITE BINAR RECURSIV 
 
5.1. Introducere 
 
 În lumea ştiinŃifică este bine cunoscut faptul că multe fenomene din 
natură urmează aceleaşi legi cum şi în rezolvarea multor probleme diferite 
suntem conduşi la un acelaşi model matematic, avem, deci probleme diferite, 
dar totuşi echivalente în ce priveşte rezolvarea lor. În aceste situaŃii este vorba 
de fapt de acea “unitate în diversitate” care guvernează lumea. Aşa, de 
exemplu, ajungem la bine cunoscutele numere Catalan (denumire dată în 
onoarea matematicianului belgian Eugène Charles Catalan (1814–1894). Vom 
menŃiona în cele ce urmează unele probleme cunoscute din matematică şi 
informatică, rezolvarea cărora conduce la numerele Catalan . În final vom 
prezenta un model general pentru obiecte definite binar recursiv.  
 
 
5.2. Binomul lui Newton şi numerele Catalan 
 
5.2.1. Binomul lui Newton 
 
 Fie R mulŃimea  numerelor reale, N mulŃimea numerelor naturale, iar x, y 
∈ R.  
Binomul lui Newton este dat de relaŃia:  

(2.1)      (x + y)n= ∑
=








n

k k

n

0

  xk yn-k,   n ∈ N, 

 unde 








k

n
 reprezintă numărul combinărilor de n obiecte luate câte k.  

Binomul lui Newton se scrie la fel şi pentru structuri matematice mult mai 
generale, dar rămânem în cele ce urmează în cadrul mulŃimii numerelor reale. 
 Folosind binomul lui Newton deducem imediat unele proprietăŃi ale 
combinărilor.  

Dacă în binomul lui Newton punem  x=1, y=1 se obŃine  

(2.2)       ∑
=








n

k k

n

0

  =2n;  

Dacă în binomul lui Newton punem  x=-1, y=1 obŃinem 
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(2.3)                 ∑
=








n

k k

n

0

(- 1)k =0. 

 
 Punând y=1 în binomul lui Newton, avem: 

(2.4)          (1 + x)n=∑
=








n

k k

n

0

  xk, 

iar dacă derivăm membrii stâng şi drept obŃinem: 
 

n(1 + x)n-1=∑
=








n

k k

n
k

1

 xk-1      sau          nx(1 + x)n-1 = ∑
=








n

k k

n
k

0

 xk. 

 
Aici dacă punem x = 1 rezultă : 

(2.5)     ∑
=








n

k k

n
k

0

 =n2n-1.  

Dacă integrăm cei doi membrii ai relaŃiei (4) obŃinem:  

  
1

1

+n
(1 + x)n+1= ∑

=









+

n

k k

n

k0 1

1
xk+1  

şi dacă punem aici x = 1 avem: 

(2.6)               ∑
=










+

n

k k

n

k0 1

1
=  

1

1

+n
 2n+1. 

Din binomul lui Newton dacă punem y = 1 – x   rezultă relaŃia: 
 

(2.7)    ∑
=








n

k k

n

0

xk(1 - x)n-k = 1,  

care reprezintă o proprietate interesantă a şirului de polinoame fundamentale  

pn.k(x) = 








k

n
xk(1 - x)n-k   şi care au fost folosite la definirea unor remarcabili 

operatori lineari şi pozitivi de tip Bernstein din teoria aproximării funcŃiilor. 
 Se ştie că dacă în identitatea (1 + x)m(1 + x)n = (1 + x)m+n folosim 
binomul lui Newton şi identificăm coeficienŃii lui xs din cei doi membrii, 
obŃinem formula lui Vandermonde. 
 
5.2.2. Formula lui Vandermonde. Şirul numerelor lui Catalan 
 

(2.8)      








−







∑

= ks

n

k

ms

k 0

= 






 +

s

nm
. 
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Dacă convenim să notăm [p]i=p(p-1)...(p-i+1) atunci: 
 

                        








k

n
= 

!k

)kn(...)n(n 11 +−−
= 

!k

]p[ k . 

Formula lui Vandermonde cu aceste notaŃii devine: 
 

(2.9)  [m+n]s=∑
=








s

k k

s

0

 [m]k[n]s-k. 

 
Să punem în formula lui Vandermonde m=n, s=n şi să Ńinem seama de 

proprietatea: 








k

n
 = 









− kn

n
 ; obŃinem identitatea: 

 

(2.10)     
2

0
∑

=







n

k k

n
=  









n

n2
. 

 
Această identitate ne sugerează o definiŃie a şirului numerelor  Catalan. 
 
DefiniŃie. Numerele  
 

(2.11)          cn =
1

1

+n
  









n

n2
, n ≥ 0 ; c0 = 1  

 
formează  şirul numerelor Catalan. 
 
 Pentru numerele Catalan se cunosc multe proprietăŃi interesante. 
MenŃionăm întâi relaŃia: 
 

(2.12)  (n + 2)cn+1 = (4n + 2)cn, n ≥ 0,  
 
pe care o verifică numerele Catalan definite mai sus. 
 
ObservaŃie: Şirul numerelor Catalan poate fi definit şi prin relaŃia de recurenŃă 
(2.12). Folosind această relaŃie de recurenŃă ca definiŃie a numerelor Catalan şi 
înlocuind aici pe rând n = 0, 1, ..., k - 1, apoi făcând produsul membrilor stâng 
şi drept ai acestor relaŃii, obŃinem numărul Catalan ck sub forma dată de relaŃia 
(2.11). Din cele arătate până aici rezultă că este adevărată lema care urmează: 
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Lemă: Fie cn =
1

1

+n
  









n

n2
, n ≥ 0 ; c0 = 1. Sunt echivalente afirmaŃiile: 

      1. Numerele cn sunt numere Catalan; 
      2. Numerele Catalan verifică relaŃia (2.12). 
 

5.2.3. ConvoluŃii şi numere Catalan 
 

O altă proprietate interesantă a numerelor Catalan este cea dată de relaŃia: 
 

(3.13)        cn=  ∑
−

=

1

0

n

k

 ck cn-k+1  ,     n≥1 ; c0=1. 

 RelaŃia (3.13) o numim relaŃie de convoluŃie. 
 

ObservaŃie: RelaŃia (3.13) este folosită de unii autori pentru a defini numerele 
Catalan. 

Fie  f : N → N  şi  f(n) = cn. RelaŃia (3.13) se scrie sub forma unei 
ecuaŃii funcŃionale astfel: 
 

(3.14)  f(n) =∑
−

=

1

0

n

k

f(k) f(n-k)  , n ≥ 1; f(0) = 1. 

 

 Determinarea numerelor Catalan pornind de la definiŃia dată de (3.13) se 
face ceva mai complicat comparativ cu cea dată de (2.12). O metodă de 
determinare a numerelor Catalan se găseşte în cartea lui Knuth; ea se bazează 
pe folosirea funcŃiilor generatoare ai căror coeficienŃi cn sunt chiar aceste 
numere. Fie  
 

B(z) = c0 + c1z + c2z
2 + .... +cnz

n + ... 
 
Dacă Ńinem seama de (3.13) constatăm uşor că 2B2(z) - B(z) + 1 = 0, deci  

B(z) =  
z2

1
(1 -. z41− ) 

Dezvoltând în serie binomială funcŃia (1 - 4z)1/2 şi identificând 
coeficienŃii dezvoltărilor în serie din membrul stâng şi membrul drept, obŃinem 
numerele Catalan, adică  

cn= 








+ n

n

n

2

1

1
   

sau că soluŃia ecuaŃiei funcŃionale (3.14) este: f(n) = 








+ n

n

n

2

1

1
. 
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Din cele arătate până aici avem: 
 

Lemă. Fie cn = 








+ n

n

n

2

1

1
  ;  n ≥ 0. 

AfirmaŃiile care urmează sunt echivalente: 
1.  Numerele cn sunt numere Catalan: 
2.  Dacă are loc relaŃia (3.13) atunci în această relaŃie cn sunt numere 

Catalan. 
 

Punând la un loc rezultatele din cele două leme rezultă următoarea 
proprietate: 

Teorema 1. Fie cn =  








+ n

n

n

2

1

1
 , n ≥ 0. Următoarele afirmaŃii sunt 

echivalente: 
1.  Numerele cn sunt numere Catalan. 
2.  Numerele Catalan verifică relaŃia (2.12). 
3. Dacă are loc relaŃia (3.13) atunci cn din această relaŃie sunt numere 

Catalan. 

5.2.4. Principiul multiplicării şi principiul însumării 

Principiul multiplicării 
 Dacă o activitate A se realizează în doi paşi, adică ca o succesiune a celor 
două activităŃi A1  respectiv A 2  şi dacă n1  este numărul de moduri posibile 
pentru realizarea activităŃii A1, iar n2  este numărul de moduri posibile pentru 
realizarea activităŃii A2  atunci  activitatea A  (A  =A1A2   ) poate fi realizată în 
n1n2   moduri posibile diferite.  

Acest principiu al multiplicării îl ilustrăm sub forma unui arbore în 
figura 5.1. 

  
              A 

               A1     n1 moduri de realizare ale 
                     activităŃii  A1   
 
    1      2    ......     k    ........       n1  

              A2           n2 moduri de realizare ale    
         activităŃii A2  
 ..........           1     2    ....      n2     ....            
 

Fig. 5.1. Principiul multiplicării 
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 Numărul total de moduri de realizare ale activităŃii A = A1A2 este n1n2 şi 
coincide cu numărul total de drumuri de la rădăcină la nodurile terminale ale 
acestei arborescenŃe. 
 Acest principiu se generalizează pentru situaŃia când activitatea A se 
realizează în t paşi succesivi, adică A = A1A2....At, iar pentru k ∈ {1, 2, ... , t} 
activitatea Ak se poate realiza în nk moduri diferite. Numărul total de moduri 
diferite de realizare ale activităŃii A se poate demonstra prin inducŃie 
matematică că este  n1.n2 . ... .nt. 
 În limbajul teoriei mulŃimilor acest principiu are legătură cu proprietatea : 
|A1 ×  A2  × ...  ×  At| = |A1|.|A2|  ...  |At|, unde A1, A2, ..., At sunt mulŃimi, iar 
prin |A| am notat cardinalul mulŃimii A. 

Principiul însumării 
 Dacă A1  şi A2  sunt activităŃi distincte şi realizarea unei activităŃi A este 
echivalentă cu realizarea activităŃii “A1 sau A2” iar activitatea A1  se poate 
realiza în n1  moduri diferite, apoi activitatea A2  se poate realiza în n2  moduri 
diferite, atunci activitatea A adică “A1 sau A2” se poate realiza în n1 + n2  
moduri diferite. 

Acest principiu al însumării îl ilustrăm în figura 5.2. 
 

  A1       A2  
 
 
 
 

     1        2      .......        n1               1       2     ........          n2          
Fig. 5.2. Principiul însumării 

 
Numărul total de moduri de realizare ale activităŃii A1 sau A2 este n1 + n2. 
Dacă A1,...Am sunt activităŃi distincte, ca în cazul precedent, principiul 

însumării se generalizează pentru activitatea A1 sau A2 sau ... sau An. Dacă 
pentru k ∈ {1, 2, ..., m} activitatea Ak se poate realiza în nk moduri diferite 
atunci activitatea A1 sau A2 sau ... sau Am  se poate realiza în n1 + n2 + ... + nm 
moduri diferite. 
 Acest principiu este legat în teoria mulŃimilor de proprietatea |A1 ∪ A2 ∪ 
... ∪ Am| = |A1| + |A2| + ... + |Am|, care are loc dacă mulŃimile Ai, i ∈ {1, 2, ..., 
n} sunt două câte două disjuncte, adică Ai ∩ Aj = 0, dacă i ≠ j. 
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5.2.5. AplicaŃii 

5.2.5.1. PartiŃionarea poligoanelor convexe 
 

 Să considerăm fixat un poligon convex cu n + 2 laturi şi ne propunem ca 
să-l partiŃionăm în triunghiuri ale căror laturi nu se intersectează, respectiv n 
triunghiuri. Această partiŃionare o numim triangulaŃie. Acest lucru se poate 
realiza în mai multe feluri. Pentru n=3 avem 5 situaŃii posibile (fig. 5.3.). 
  

 
 
 
 
a)     b)   c)   d)  e) 

Fig. 5.3. TriangulaŃiile unui poligon convex cu 3+2 laturi 
 

În general, se demonstrează că numărul acestor situaŃii posibile de 
partiŃionare, adică numărul de triangulaŃii a unui poligon convex cu n + 2 laturi 
în n triunghiuri, ducând n - 1 linii care unesc vârfuri opuse fără ca acestea să se 
intersecteze este numărul Catalan cn. 
 

Pentru demonstraŃie folosim principiul 
mutliplicării şi principiul însumării. 
Fie un poligon convex cu n + 2 laturi în care 
considerăm latura “ab” a acestui poligon (fig. 
5.4.). Cu latura “ab” alegem un triunghi oarecare 
obŃinut prin unirea vârfurilor a, respectiv b cu un 
alt vârf al poligonului. Fie la stânga acestui 
triunghi, de exemplu, poligonul convex pentru 
care sunt posibile ck triangulaŃii; la dreapta avem 
poligonul convex cu n - k + 1 laturi. Dacă Ńinem 
seama de principiul multiplicării, atunci numărul 

poziŃionărilor posibile în sensul precizat mai sus este ckcn-k+1. Acum făcând uz 
de principiul însumării, adică selectarea unui triunghi, se poate face în n feluri, 
deci făcându-l pe k să ia valori de la 0 la n - 1, putem obŃine numărul cn de 
posibilităŃi de partiŃionare.  

Avem:   cn = c0cn-1 + c1cn-2 + ... + cn-1c0. 
 

łinând seama de teorema de mai sus, rezultă că numărul triangulaŃiilor 
posibile ale unui poligon convex cu n + 2 laturi este numărul Catalan cn. 
Catalan a ajuns la aceste numere ocupându-se tocmai de rezolvarea problemei 
prezentate aici. 

a

b

 

     

Fig. 5.4. 
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5.2.5.2. Numărul arborilor binari 
 

Arborii binari se definesc astfel (recursiv): Un arbore binar este fie vid, 
fie conŃine o rădăcină şi un arbore binar în stânga rădăcinii şi un arbore binar 
în dreapta rădăcinii.  
 

Un arbore binar este o arborescenŃă binară, deci fiecare nod are cel mult 
doi succesori. Nodurile care nu au succesori se numesc noduri terminale, 
celelalte noduri ale unui arbore binar se numesc noduri neterminale. Ne punem 
problema determinării numărului de arbori binari cu n noduri neterminale. Dacă 
luăm un nod din cele n noduri neterminale şi considerăm nodul rădăcină 1, iar 
în stânga acestuia considerăm arbori binari cu k noduri, iar în dreapta arbori 
binari cu n - k - 1 noduri, atunci avem pentru numărul arborilor binari cu n 
noduri neterminale cn relaŃia: 

 
cn = c0cn-1 + c1cn-2 + ... + cn-1c0. 

 
Prin definiŃie c0 = 1, apoi c1 = 1, c2 = 2,  

iar dacă n = 3 avem următorii arbori binari din fig. 5.5, adică c3 = 5. 
 
                        
                   
 
        
 

a)         b)  c)   d)   e) 
 

Fig. 5.5. Arbori binari cu 3 noduri terminale 

 
 

În general, aşa cum rezultă din cele arătate la 3, avem: cn = 








+ n

n

n

2

1

1
 . 

 
ObservaŃie: Recursivitatea din definiŃia arborilor binari am aplicat-o de n ori 
selectând de fiecare dată un nou nod din cele n noduri date şi aşezându-l în 
stânga sau dreapta unui nod rădăcină. 

Fig. 5.5. 
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5.2.5.3. Numărul “rutelor bune” într-o grilă 
  

Să considerăm un sistem de axe rectangulare şi să ducem paralele la aceste axe 
prin punctele (k, 0) respectiv  
(0, k), k ∈ {0, ... , n}; obŃinem  o 
grilă de tip n X n. Fie acum 
punctele de pe diagonala 
principală  (0, 0), respectiv (n, 
n), diametral opuse. O astfel de 
grilă cu n=5 avem în figura 5.6. 
Parcurgând segmente orizontale 
şi verticale, de la un punct la un 
altul vecin din grilă, întotdeauna 
putem construi o rută între (0,0) 
şi (n, n). Numărul segmentelor 
orizontale şi verticale dintr-o 
rută între (0, 0) şi (n, n) este 2n. 
 
 

Deci, numărul tuturor rutelor între (0, 0)  şi (n, n)  este 








n

n2
. 

 

Vom numi o rută între (0, 0) şi (n, n) ca fiind o rută bună, dacă 
parcurgerea se face prin mişcări spre dreapta şi în sus dar fără a depăşi linia 
diagonală, ea poate fi doar atinsă. Un punct (a, b) al unei rute bune are  
proprietatea b≥a şi evident există într-o astfel de rută un punct (k, k), 0 < k ≤ n. 
In grila din figura alăturată am îngroşat o rută bună. 
 O rută între (0, 0) şi (n, n) care nu este o rută bună o numim rută rea.  
Într-o rută rea întotdeauna  avem cel puŃin o depăşire a liniei diagonale. 
 Pentru numărul rutelor bune Bn şi numărul rutelor rele Rn între (0, 0) şi  

(n, n) dintr-o grilă de tip n × n avem relaŃia Bn + Rn = 








n

n2
 

 În grila de tip 5 × 5 din fig. 5.7. a) am îngroşat o rută rea. 
 
 
 
 
 

(5, 5)

(0, 0)  Fig. 5.6. Grilă de tip 5 X 5 
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Asociem fiecărei grile de tip n 
×n o grilă de tip (n - 1) × (n + 
1) şi facem ca oricărei rute rele 
în grila de tip n×n să-i 
corespundă o rută între (0, 0) şi 
(n - 1, n + 1) din grila de tip (n - 
1) × (n + 1). Cum o rută rea 
întotdeauna depăşeşte în cel 
puŃin un punct linia diagonală, 
atunci în continuare de la prima 
mişcare spre dreapta, se vor 
înlocui toate mişcările spre 
dreapta prin mişcări în sus, iar 
mişcările în sus prin mişcări la 

dreapta; în felul acesta o rută rea 
devine o rută în reŃeaua de tip (n - 1) × 
(n + 1). 

În grila de tip 4 × 6 din figura 
5.7 b) am îngroşat ruta asociată rutei 
rele din figura 5.7 a). Se stabileşte, 
astfel, o corespondenŃă biunivocă între 
rutele din reŃeaua de tip (n - 1) × (n + 
1) şi rutele rele din reŃeaua de tip n × 
n. Cum numărul rutelor din reŃeaua de 

tip (n - 1)×(n + 1) este  








−1

2

n

n
 rezultă 

că Rn= 








−1

2

n

n
. 

 
 

Deci, Bn = 








n

n2
- 









−1

2

n

n
= 









+ n

n

n

2

1

1
, adică Bn= cn care reprezintă 

numărul Catalan. 
Pentru determinarea numărului rutelor bune între (0, 0) şi (n, n) dintr-o 

reŃea pătratică se poate face şi un alt raŃionament. łinem seama de definiŃia 
unei rute bune care ne asigură că pe aceasta există punctul (k, k), 0 < k ≤ n. 
Fixăm punctul (k, k) şi atunci numărul rutelor bune între (0, 0) şi (k, k) este ck-1, 
iar numărul rutelor bune între (k, k) şi (n, n) este cn-k. Numărul rutelor bune care 
conŃin punctul (k, k) în baza principiului multiplicării este ck-1cn-k. Rutele bune 

(5, 5)

(0, 0)

a)

 

(4, 6)

(0, 0)

b)

 

Fig. 5.8 

Fig. 5.7 
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care ating prima dată diagonala în (k, k) sunt distincte de rutele bune care ating 
prima dată diagonala în (k’, k’), k’≠ k şi atunci în baza principiului însumării 
avem: 

cn = c0cn-1 + c1cn-2 + ... + cn-1c0 = ∑
−

=

1

0

n

k

cn-k-1. 

5.2.5.4. Grupări de factori (perechi de paranteze) 
  

Să considerăm produsul a0∗a1∗...∗an, în care avem n+1 factori, iar 
operatorul “∗” apare de n ori. Efectuarea acestui produs fără a schimba ordinea 
factorilor se va face recursiv pornind de la efectuarea produsului a doi factori, 
apoi a altor doi factori ş.a.m.d. Aceasta revine la considerarea diferitelor moduri 
de grupări posibile de câte doi factori. Astfel, dacă n = 2, deci avem de efectuat 
produsul a0∗a1∗a2, atunci grupările posibile sunt: (a0∗a1)∗a2, a0∗(a1∗a2). Dacă n 
= 3, adică avem produsul a0∗a1∗a2∗a3 atunci cele cinci grupări posibile sunt: 
((a0∗a1)∗(a2∗a3)), (a0∗(a1∗(a2∗a3))), (((a0∗a1)∗a2)∗a3), ((a0∗(a1∗a2))∗a3), 
(a0∗((a1∗a2)∗a3)). Notăm cu cn numărul grupărilor posibile de acest fel a celor n 
+ 1 factori.  
 Să observăm că din cei n operanzi “∗” oricare din ei poate fi efectuat 
ultimul. Dacă alegem cel de-al (k + 1)-lea operand “∗” ca fiind ultimul care se 
efectuează, atunci la stânga acestuia sunt k operanzi “∗” care determină un 
număr de ck grupări de factori, iar la dreapta (n-k-1) operanzi “∗” care 
determină cn-k-1  grupări de factori şi numărul total de grupări de factori va fi 
ckcn-k-1. In acest fel deducem că numărul total de grupări de factori din produsul 
celor n + 1 factori va fi cn= c0cn-1+c1cn-2+...+cn-1c0. Rezultă că numărul de 
grupări posibile pentru efectuarea produsului a n factori în ordinea dată este 
numărul Catalan cn.  
 

5.2.5.5. Parcurgeri în tablouri triunghiulare 
 
Să considerăm un tablou triunghiular A = (aij), i ≤ j, i, j ∈ {0, ..., n}. Ne 
propunem să parcurgem elemente ale acestui tablou mergând numai la dreapta 
sau în jos, pornind de la elementul a00 şi ajungând la ann. Numim o astfel de 
parcurgere traseu corect. Fie n = 4, avem tabloul din fig. 5.8. În acest tablou 
este marcat un traseu corect. Ne propunem să determinăm numărul tuturor 
traseelor corecte de la a00 la ann. Uşor constatăm că o astfel de parcurgere este 
echivalentă cu o rută bună într-o grilă de tip n×n. Un traseu corect conŃine 2n 
elemente ale tabloului A.  

Deci, numărul traseelor corecte între a00 şi ann este numărul Catalan cn. 
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Notăm elementele dintr-un traseu 
corect prin b1, b2,..., b2n. Evident b1 = 
a00 iar b2n = ann.  

Un element bk, k ∈ {1, ..., 2n} este 
un element aij pe care îl obŃinem după 
o variaŃie convenabilă a primului şi a 
celui de-al doilea indice. ObŃinerea 
tuturor secvenŃelor b1, ..., bk prin 
variaŃii convenabile ale indicilor 
elementelor aij este o problemă 
importantă. 

 

 

5.3. Obiecte definite binar recursiv 

5.3.1. Obiecte de asamblare binară 
 

Presupunem că la construirea sau formarea unor obiecte, folosim 
elemente atomice de acelaşi fel şi de mai multe ori. Notăm cu ε lipsa unui 
element atomic. ConstrucŃia acestor obiecte cu ajutorul unor elemente atomice 
se realizează după anumite procedee bine precizate. Există multe exemple de 
obiecte care se construiesc prin asamblare repetată, pornind de la un element 
atomic şi aplicând o anumită regulă de un număr finit de ori pentru a  ajunge la 
obiectul dorit. Obiectul vid îl notăm Ø şi el nu conŃine elemente atomice. Dintre 
aceste proceduri de formare ale unor obiecte vom alege, pentru cele ce urmează, 
aşa numita asamblare binară care se bazează pe concatenarea a două obiecte, 
definită printr-o procedură concretă.  
 Fără a folosi simboluri speciale , convenim să notăm concatenarea la 
stânga a obiectului X cu elementul atomic r prin Xr, iar concatenarea la dreapta 
a elementului atomic r cu obiectul Y prin rY; în urma acestor concatenări 
obŃinem obiecte noi.  
 DefiniŃie. (Asamblare binară)  Dacă r, r≠ε , este un element atomic, iar X 
şi Y sunt obiecte formate prin concatenare din elemente atomice de acelaşi fel 
cu r, atunci XrY, unde am aşezat întâi pe X în stânga lui r, iar apoi  pe Y în 
dreapta lui r, Ńinând seama de un anumit mod de definire a acestor concatenări 
de entităŃi, se numeşte asamblare binară;  în urma acestei operaŃii de 
asamblare binară se obŃine un nou obiect. OperaŃia inversă o numim 
dezasamblare binară. 

a01a00 a02 a03 a04

a11 a12 a13 a14

a22 a23 a24

a33 a34

a44

 

Fig. 5.8. Tablou triunghiular pentru 
n = 4 
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 Definim acum, recursiv, obiectele de asamblare binară, pe care le vom 
numi mai scurt, obiecte. DefiniŃiile recursive se folosesc mult în informatică . 
  

DefiniŃie. (Obiecte de asamblare binară) Notăm cu r , r≠ε , un element 
atomic. 
 Spunem că: 
 a) Ø  este obiect; 
 b) Un element atomic r, este obiect; 
 c) Dacă X şi Y sunt obiecte, atunci prin asamblarea binară XrY obŃinem 
un nou obiect Z,  Z := XrY; 
 d) Repetând de un număr finit de ori a),b),c) obŃinem prin această 
construcŃie  un obiect de asamblare binară. 
 
ObservaŃie. Prin operaŃia de dezasamblare binară un obiect dat, considerat ca o 
entitate (un întreg), se poate descompune recursiv până când în componenŃa 
obiectului dat avem numai elemente atomice. 

 
Pentru (dez)asamblarea binară pot fi date diferite modalităŃi de 

reprezentare. Astfel, putem avea reprezentări geometrice , reprezentări prin 
tablouri etc. 
 Numărul n, n>0, al elementelor atomice dintr-un obiect obŃinut prin 
asamblare binară îl presupunem cunoscut. Vom considera în cele ce urmează 
elementele atomice definite pentru n=1, iar acestea, în fiecare problemă dată, 
pot fi precizate şi identificate  diferit, conform unor reguli bine stabilite. 
 Notăm cu  A={r1, r2, ...,rn}  mulŃimea elementelor atomice (de acelaşi fel) 
din care se formează obiectul O. În cele ce urmează vom prezenta cinci aplicaŃii 
de construire sau descompunere ale unor obiecte, printr-un procedeu de 
(dez)asamblare binară recursivă, formate dintr-un număr dat de elemente 
atomice. 
 

5.3.2. Exemple 
 
Se dau în continuare câteva exemplificări a modului de formare a unor 

obiecte concrete, prin (dez)asamblare binară, pornind de la elemente atomice 
nevide, definite pentru n=1 şi convenabil alese. O parte din aceste exemple sunt 
cunoscute. 
 În aceste exemple se vor indica reprezentările elementelor atomice r,   r ≠ 
ε, şi modalităŃile de asamblare binară X r Y a acestora, cu scopul de a obŃine 
obiecte nevide. 
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5.3.2.1. TriangulaŃia  
 
Considerăm fixat un poligon convex cu n + 2 laturi şi ne propunem să-l 

partiŃionăm în n triunghiuri ale căror laturi, ce unesc vârfuri ale poligonului dat, 
nu se intersectează. Această partiŃionare o numim triangulaŃie. Acest lucru se 
poate realiza în mai multe feluri. Fiecare triangulaŃie se face pe baza unei 
dezasamblări binare recursive. Un triunghi al triangulaŃiei poligonului dat, ales 
ca element atomic, formează alte două poligoane, de o parte a triunghiului vom 
avea poligonul convex X, iar de cealaltă parte, poligonul convex Y. 
Concatenarea a două triunghiuri, de tipul celor menŃionate, este definită prin 
aceea că ele au în comun o latură. 
 Avem: 
 

a) (n=1) element atomic r :: = 
 
 
 
 
 
 

        b)  (n>1)  (dez)asamblarea  X r Y :: = 
 
 
 

Fig. 5.9. TriangulaŃiile unui poligon convex 

 
 
5.3.2.2. Arbori binari  

  
Ne propunem să construim prin asamblare binară arborii binari cu n, 

n>0, noduri (arbori binari nevizi). Dacă luăm un nod din cele n  noduri şi 
considerăm nodul rădăcină 1, atunci în stânga acestuia considerăm arbori binari 
cu k noduri, iar în dreapta, arbori binari cu n - k - 1 noduri, pentru 0 ≤ k<n (fig. 
5.10). 

 
Fig. 5.10 
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Avem: 
a)  (n=1) element atomic r :: = “ o “ care reprezintă un nod 

 
b) (n>1) asamblarea X r Y ::=   

 
 

Fig. 5.11 

 
5.3.2.3. Rute bune într-o grilă 

 
Să considerăm un sistem de axe rectangulare şi să ducem paralele la 

aceste axe prin punctele (k, 0) respectiv (0, k), k ∈ {0, ... , n}, n>0; obŃinem o 
grilă de tip  n ×  n.  Fie acum punctele de pe diagonala principală  (0, 0), 
respectiv (n,n), n>0, diametral opuse. Considerând segmente orizontale şi 
verticale care pleacă de la un punct la un alt punct vecin din grilă, întotdeauna 
putem construi o rută între (0,0) şi (n, n), n>0. Numărul segmentelor orizontale 
şi verticale dintr-o rută între (0, 0) şi (n, n) este 2n. 

Vom numi o rută între (0, 0) şi (n, n) ca fiind o rută bună, dacă 
parcurgerea se face prin mişcări spre dreapta şi în sus, dar fără a depăşi linia 
diagoanală; ea poate fi doar atinsă. Dacă considerăm puncte (a, b) din grilă, ale 
unei rute bune, adică puncte cu proprietatea b ≥ a , evident,   există  într-o  
astfel  de  rută un punct (k, k), 0 < k ≤ n. 

Avem: 
 

a)  (n=1) element atomic r :: = ruta bună  
 
 
 

b)  (n>1) asamblarea X r Y :: = legarea în (k,k), 0<k≤n, a două rute 
bune la stânga, între (0,0) şi (k,k), respectiv, la dreapta, între 
(k,k) şi (n,n), n>0; 

 

 
Fig. 5.12 

 

 (0,0)           (0,1)  
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5.3.2. 4. Grupări de factori (perechi de paranteze)  

 
Să considerăm produsul a0∗a1∗...∗an, în care avem n+1 factori, iar 

operatorul “∗” apare de n ori, n>0. Efectuarea acestui produs, fără a schimba 
ordinea factorilor, se va face recursiv pornind de la efectuarea produsului a doi 
factori, apoi a altor doi factori ş.a.m.d. Aceasta revine la considerarea diferitelor 
moduri de grupări posibile de câte doi factori.  

Astfel, dacă  n = 3, adică avem produsul a0∗a1∗a2∗a3 atunci cele cinci 
grupări posibile sunt: ((a0∗a1)∗(a2∗a3)), (a0∗(a1∗(a2∗a3))), (((a0∗a1)∗a2)∗a3), 
((a0∗(a1∗a2))∗a3), (a0∗((a1∗a2)∗a3)).  

 
În general, oricare din cei n  operatori “*” ai produsului de n factori 

considerat, poate fi ultimul care se efectuează. Alegând pe al k-lea, k>0, 
operator “*”, la stânga acestuia, produsul notat X, mai are k-1 operatori “*” , iar 
la dreapta, n-k operatori “*” ai produsului de factori notat Y.  

 
Astfel avem, 

    a)  (n=1)  element atomic r :: = (a∗b), produsul a doi factori  
 

    b) (n>1) asamblarea X r Y ::


 =∨=

altfel),Y*X(

)Xdaca),Y*a(()Ydaca),b*X(( φφ
 

 
 
 

5.3.2.5. Trasee corecte în tablouri triunghiulare 
 
Să considerăm un tablou triunghiular A= (aij), i ≤ j; i, j ∈ {0,1, ..., n}, 

n>0. Ne propunem să parcurgem elemente ale acestui tablou mergând numai la 
dreapta sau în jos, pornind de la elementul a00 şi ajungând la ann. Numim o 
astfel de parcurgere traseu corect. Uşor constatăm că o astfel de parcurgere este 
echivalentă cu o rută bună într-o grilă de tip n×n. Un traseu corect conŃine 
2n+1 elemente ale tabloului A. ConstrucŃia acestor trasee corecte se poate face 
printr-o asamblare binară, ca în figura 5.13. 
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a)  (n=1) element atomic r :: =  

 

 
 b) (n>1) asamblare X r Y :: =  

 
 
 
 
 
 

 

 
Fig. 5.13 

 
 

5.4. Numărul obiectelor de asamblare binară 
 
Vom considera obiectele O definite binar recursiv, formate din n 

elemente atomice, A= {r1, r2,…,rn}; acestea se obŃin folosind de n ori recursia în 
asamblarea binară. Putem determina numărul tuturor obiectelor formate din n 
elemente atomice şi care se obŃin printr-un procedeu binar recursiv. 
 
 Teoremă. Numărul tuturor obiectelor ce se pot forma din n elemente 
atomice printr-un procedeu recursiv de asamblare binară, este numărul 
Catalan cn. 
 
 DemonstraŃie. Fie mulŃimea A= {r1, r2,…,rn} a elementelor atomice din 
care se formează prin asamblare binară un obiect O. Notăm cu cn numărul 
tuturor obiectelor de (dez)asamblare binară.  Dacă alegem un element atomic rp 
, atunci obiectul O obŃinut prin asamblarea binară X rp Y, are la stânga lui rp, 
obiectul X care poate să conŃină, de exemplu, k-1 elemente atomice; atunci Y va 
conŃine evident n-k elemente atomice, pentru 0<k ≤ n. Notăm cu ck-1 numărul 
posibilităŃilor de asamblare binară pentru construirea obiectului X şi cu cn-k 
numărul posibilităŃilor de asamblare binară pentru construirea obiectului Y. 
Avem o activitate care se realizează în doi paşi, întâi construirea lui X, apoi a 
lui Y. Conform principiului multiplicării, numărul total de posibilităŃi în 
asamblarea X rp Y este ck-1 cn-k . Cum alegerea elementelor atomice din A este 
arbitrară, pentru p∈ {1, ..., n}, prin folosirea principiului însumării, obŃinem 
relaŃia de convoluŃie  
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cn = c0cn-1 + c1cn-2 + ... + cn-1c0  
 
Numerele care au această proprietate se numesc numere Catalan şi avem 

cn= 








+ n

n

n

2

1

1
. 

 
 ObservaŃie. Teorema enunŃată şi demonstrată aici are caracter general, 
dar ea în acelaşi timp are o importanŃă practică deosebită. Acest lucru rezultă 
din aplicaŃiile date mai sus şi cu siguranŃă că se pot găsi şi alte aplicaŃii 
informatice importante.  
 

5.5. ConstrucŃia obiectelor de asamblare binară 
  

Ne propunem să dăm un algoritm de construire a obiectelor de 
asamblare binară formate din n elemente atomice. Astfel de construcŃii se pot 
face în două moduri: 
 a) pornind de la un element atomic şi adăugând (prin concatenare) din 
aproape, în aproape, câte un nou element atomic, până când ajungem la obiectul 
format din cele n elemente atomice. Acest procedeu defineşte compunerea 
obiectelor de asamblare binară. 
 b) pornind de la numărul n de elemente atomice date şi descompunând în 
două clase de obiecte distincte X şi Y, Ńinând seama de definiŃia de asamblare 
binară XrY.  
 O construcŃie iterativă, care porneşte de la cele n elemente atomice date, 
se poate face pe baza algoritmului pe care îl vom prezenta în continuare. 
Convenim ca să  descriem acest algoritm în limbaj pseudocod. 
 
 ConstrObiect(n)   //n, n>0, – numărul elementelor atomice 

/* Pentru construirea unui obiect de asamblare binară concret, Z:=XrY, 
vom apela procedurile de concatenare specifice: “rY”, respectiv “Xr”; 
•Notăm cu Ok mulŃimea obiectelor de asamblare binară formate din k     

elemente atomice; 

 •Vom avea: Ok:={ i
kO | i= kc,1 }; ck – numărul Catalan; 

•Notăm cu rk elementul atomic iniŃial (baza, rădăcina) dintr-un obiect 
de asamblare binară cu k elemente atomice; 

 •Avem: O0:={ 1
0O }:={Ø}:=Ø;     O1:={ 1

1O }:={r1};  rØ:=Ør:=r 

*/ 
{ O 1

0 :=Ø;  O 1
1 :=r1; 

   c0:=1; 
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   for  k:=1;n  do 
 
        { i:=0;   // i - contor al obiectelor de asamblare binară 
 for  j:=0;k-1 do 
       /* Avem pentru k fixat, Ok:=Oj r

k Ok-1-j  adică 

 {O i
k | i= kc,1 }={O s

j  | s= jc,1 } rk {O d
jk −−1 | d= jkc, −−11 } 

      */ 
         for  d:=1;ck-1-j  do 
  for  s:=1;cj  do 
    { i:=i+1; 
   O i

k := O s
j  r

k O d
jk −−1  

 /* Apelăm procedurile de concatenare: “ rk O d
jk −−1 ”, “ O s

j r
k “ 

                pentru obŃinerea obiectului O i
k   */ 

  } 
  ck:=i; 
  } 
 } 
   
 
 
 



CAPITOLUL  6 
TIMPUL ŞI STĂRILE GLOBALE 
 
6.1. ImportanŃa timpul în sisteme distribuite. Introducere 
  
 În acest capitol vom prezenta câteva aspecte privind problema timpului în 
sisteme distribuite [COU019, RAY9110etc.]. În primul rând trebuie să 
menŃionăm că timpul este de o necesitate practică indiscutabilă. De exemplu, 
noi cerem adesea calculatoarelor din lumea întreagă să cronometreze 
tranzacŃiile comerciale electronice care se fac la un moment dat, dar, pot  ele  
oare face acest lucru cu exactitate? Timpul este, de asemenea, un important 
suport teoretic în înŃelegerea desfăşurării unei construcŃii distribuite. Putem 
afirma cu certitudine că timpul este o problemă importantă în orice sistem 
distribuit. Fiecare calculator poate avea propriul său ceas fizic de măsurare a 
timpului, dar ceasurile de regulă mai şi deviază şi nu le putem sincroniza 
perfect. Noi trebuie să căutăm algoritmi pentru a aproxima sincronizarea 
ceasurilor fizice şi apoi să explicăm ceasurile logice, Ńinând cont de ceasurile 
vector, care sunt un mijloc de ordonare a evenimentelor fără a şti exact când au 
avut loc. 
 AbsenŃa timpului fizic global face dificilă găsirea stării programelor 
distribuite ce se execută. De obicei trebuie să ştim în ce stare este procesul A 
când procesul B este  într-o stare cunoscută, dar noi nu ne putem baza pe 
ceasurile fizice pentru a şti ce e adevărat într-un acelaşi moment.  
 Multe aplicaŃii soft depind de evidenŃierea timpului şi a marcajelor. Un 
exemplu îl constituie comanda make, în înŃeles de marcaj (sau talie), care 
construieşte (formează) fişierele obiect şi executabilele dintr-un set de fişiere 
sursă. Când un program rulează, make compară marcajele fişierelor sursă foo.c 
cu marcajul corespunzător fişierului obiect foo.o. Fişierul sursă foo.c va fi 
recompilat doar dacă make(foo.c) > make(foo.o). Acelaşi criteriu se aplică dacă 
make(foo.c) < make(foo.o) însă, aHeader.h, unul dintre ‘header’ inclus în foo.c 
satisface make(aHeader.h) > make(foo.o). 
 Fiecare sistem are propriul său ceas intern şi, cu toate că ceasurile pot 
funcŃiona corect, în general nu se sincronizează. În timp, vor apărea mici 
devieri în diferite sisteme raportându-se timpi diferiŃi. Astfel, dacă fişierele *.c, 
*.h şi *.o sunt distribuite pe mai multe maşini, comanda make nu va funcŃiona 
întotdeauna corect. 

                                                           
9 Coulouris, G., Dollimore, J., Kindberg, T., Distributed Systems, Third Edition, Addison-
Wesley, Pearson Education Ltd., 2001 
10 Raynal, M., La communication et le temps dans les réseaux et les systèmes réparttis. Editions 
Eyrolles, 1991 
 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
105 

 Acest capitol introduce concepte şi algoritmi fundamentali referitori la 
monitorizarea sistemelor distribuite în timpul desfăşurării execuŃiei şi la 
cronometrarea evenimentelor care au loc.  
 Timpul e o importantă şi interesantă problemă în sistemele distribuite, din 
mai multe motive. În primul rând timpul este entitatea pe care vrem să o 
măsurăm cu exactitate. Ca să ştim la ce oră un anumit eveniment a avut loc, la 
un anumit calculator, e necesară sincronizarea ceasului său cu o sursă externă 
de timp autorizată. De exemplu, o tranzacŃie  comercială electronică implică 
evenimente la calculatorul comerciantului şi al băncii. E important, pentru 
scopurile contabile, ca acele evenimente să fie marcate exact. 
 În al doilea rând, au fost dezvoltaŃi algoritmi ce depind de sincronizarea 
ceasului  în numeroase probleme de distribuŃie (Liskov, 1993)11. Aceştia includ 
menŃinerea consistenŃei datelor distribuite, verificarea autenticităŃii cererii 
trimise unui server şi eliminarea procesului de actualizare a datelor deja 
existente. 
 Einstein a demonstrat, în “Teoria relativităŃii”12 consecinŃele care decurg 
din observaŃia că viteza luminii este constantă pentru toŃi observatorii, 
indiferent de viteza lor relativă. El a demonstrat, pornind de la această 
presupunere, pe lângă multe alte lucruri, că două evenimente care se presupun a 
fi simultane faŃă de un punct de referinŃă nu sunt neapărat simultane faŃă de alte 
puncte de referinŃă, care se mişcă relativ spre ele. De exemplu, un observator de 
pe pământ şi un observator care zboară în afara pământului într-o navă spaŃială 
nu vor fi de acord cu intervalul de timp dintre evenimente, cu cât viteza lor 
relativă creşte. 
 Mai mult, ordinea relativă a celor două evenimente poate fi inversată din 
punctul de vedere a doi observatori diferiŃi. Dar aceasta nu se poate întâmpla 
dacă un eveniment a cauzat apariŃia celuilalt. În acest caz efectul fizic urmează 
cauza fizică pentru toŃi observatorii, cu toate că timpul trecut dintre cauză şi 
efect poate varia.   
 NoŃiunea de timp fizic este, de asemenea, o problemă în sistemele 
distribuite. Aceasta nu se datorează efectelor relativităŃii speciale, care sunt 
neglijabile sau inexistente pentru calculatoarele obişnuite ( doar dacă este vorba 
de un calculator al unei nave spaŃiale!). Problema se bazează pe o limitare 
similară a abilităŃii noastre de a marca evenimente,  la noduri diferite, suficient 
de exact pentru a şti ordinea în care au avut loc evenimentele în orice pereche 
de evenimente sau dacă au avut loc simultan. Aici nu există timp absolut global 
la care să putem apela. Şi totuşi câteodată e nevoie să observăm sistemele 
distribuite şi să stabilim cu siguranŃă dacă stările au avut loc în acelaşi timp. De 
exemplu, în sistemele orientate obiect trebuie să putem stabili dacă referinŃele 
                                                           
11 Barbara Liskov: Practical Uses of Synchronized Clocks in Distributed Systems. Distributed 
Computing 6(4): 211-219 (1993) 
12 Albert Einstein, Teoria relativităŃii pe înŃelesul tuturor; Ed. Humanitas, 2005 
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la un obiect anume mai există, dacă obiectul a devenit nefolosibil (caz în care 
putem elibera memoria). Pentru a stabili acestea, se cer observaŃii ale stării 
proceselor (pentru a afla dacă conŃin referinŃe)  şi observaŃii ale canalelor de 
comunicare dintre procese, pentru cazul în care mesajele ce conŃin referinŃe sunt 
în trecere. 
 În prima jumătate a acestui capitol examinăm metode prin care ceasurile 
calculatoarelor pot fi aproximativ sincronizate, folosind transmiterea de mesaje. 
Continuăm cu introducerea ceasurilor logice, inclusiv ceasurile vector care sunt 
folosite pentru a defini o ordine a evenimentelor fără a Ńine cont de timpul fizic 
la care au avut loc. 
 
6.2. Ceasuri, evenimente şi stările procesului 
 
 Presupunem că ne este cunoscut un model al interacŃiunii dintre procesele 
interioare ale unui sistem distribuit. Trebuie să modificăm acel model, astfel 
încât să ne ajute să înŃelegem cum se caracterizează evoluŃia sistemului în 
timpul execuŃiilor, şi cum să marcăm evenimentele din timpul execuŃiilor 
sistemului, care îl interesează pe utilizator. Începem prin a considera cum 
ordonăm şi cum marcăm evenimentele care au loc într-un singur proces. 
 Luăm un sistem distribuit care conŃine o colecŃie ξ de N procese pi, 
i=1,2,…,N. Fiecare proces se execută pe un singur procesor, şi procesoarele nu 
partajează memoria. Fiecare proces pi din ξ are o stare si care, în general, se 
modifică în timpul execuŃie. Starea proceselor include valori ale tuturor 
variabilelor, mai puŃin pe ale ei. Starea sa poate include valorile oricărui obiect 
din mediul local al sistemului de operare pe care-l afectează, cum ar fi fişierele. 
Presupunem că procesele nu pot comunica între ele în nici un fel decât prin 
trimiterea mesajelor prin reŃea.  
 Când un proces oarecare pi se execută, iau naştere o serie de acŃiuni, 
fiecare dintre ele e o operaŃie de trimitere/recepŃionare de mesaje, sau o 
operaŃie care modifică (transformă) starea procesului  pi, - adică, schimbă una 
sau mai multe valori din si. De exemplu, dacă procesele din ξ sunt angajate într-
o aplicaŃie de comerŃ electronic atunci una dintre acŃiuni poate fi: “clientul 
trimite o cerere printr-un mesaj” sau “serverul comerciantului înregistrează 
tranzacŃiile efectuate”. 
 Definim un eveniment ca fiind apariŃia unei singure acŃiuni a cărei proces 
returnează la sfârşitul execuŃiei – o acŃiune de comunicare sau o acŃiune de 
transformare a stării. SecvenŃa de evenimente din singurul proces pi, poate fi 
aşezată într-o singură ordine totală şi care o vom nota cu simbolul de relaŃie →i 

între evenimente. Fie e şi  e′ două evenimente din cadrul unui proces pi. Avem 
relaŃia e  →i e′ dacă şi numai dacă evenimentul e are loc înaintea lui e′  în cazul  
procesul pi. Această ordine e bine definită, indiferent dacă procesul are mai 
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multe “thread-uri” (fire de execuŃie), din moment ce am presupus că procesul se 
execută pe un singur procesor. 
 Acum putem defini istoricul procesului pi, ca fiind o serie de evenimente 
care au loc în interiorul său, ordonate conform relaŃiei →i : 
 
    istoric(pi) = <ei

0, ei
1, ei

2, …> 
 
6.2.1. Ceasurile  
  
 Măsurarea timpului e surprinzător de complexă. Am văzut cum ordonăm 
evenimentele unui proces, dar nu şi cum le marcăm – adică, să le atribuim o 
dată şi o oră. Fiecare calculator are propriul său ceas fizic. Aceste ceasuri sunt 
aparate electronice care contorizează oscilaŃiile ce au loc într-un  cristal la o 
frecvenŃă definită, şi care împart această numărătoare, dar şi stochează 
rezultatul într-un registru. Ceasurile pot fi programate să genereze întreruperi la 
un interval regulat de timp. 
 Sistemul de operare citeşte o valoare  a ceasului hardware Hi(t) şi adaugă 
o valoare β pentru a stabili ceasul software Ci(t) = αHi(t) + β care aproximează 
timpul fizic real t al procesului pi. Cu alte cuvinte, când timpul real e o structură 
absolută de referinŃe atunci este t, iar  Ci(t) este citirea ceasului software. De 
exemplu, Ci(t) poate fi valoarea de nanosecunde reprezentată pe 64 biŃi, care a 
trecut la timpul t faŃă de timpul de referinŃă ales. În general, ceasul nu e perfect 
exact şi, de aceea, Ci(t) va diferi de t. Dacă ceasul Ci se manifestă suficient de 
bine (trebuie să examinăm pe scurt noŃiunea de ceas exact), putem folosi 
valoarea sa ca să marcăm orice eveniment al procesului pi. De reŃinut că, 
evenimentelor succesive le vor corespunde marcaje diferite, dacă rezoluŃia 
ceasului – intervalul de timp dintre modificările valorii ceasului – e mai mică 
decât intervalul de timp dintre evenimentele succesive. Intervalul de timp la 
care au loc evenimentele depinde de factori precum lungimea ciclului de 
instrucŃiuni a procesorului. 
 
 
 
 
 
     
 

 
Fig 6.1. Neidenticitatea dintre ceasurile calculatoarelor într-un sistem distribuit 
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6.2.2. Ceasuri neidentice şi ceasuri curente  
  
 Ceasurile calculatoarelor, ca oricare alte ceasuri, tind să nu fie într-o 
perfectă armonie (fig. 6.1). DiferenŃa instantanee dintre citirile oricăror două 
ceasuri se numeşte neidenticitate. De asemenea, ceasurile pe bază de cristal 
folosite de calculatoare sunt, ca oricare alte ceasuri, subiecte de discuŃie pentru 
ceasurile curente, adică contorizează timpul la intervale diferite, şi deci diferă. 
Este posibil ca aceeaşi frecvenŃă a unui ceas să varieze în funcŃie de 
temperatură. Studiul existent încearcă să compenseze această variaŃie, dar nu se 
poate elimina. DiferenŃa dată de intervalul de oscilaŃie dintre două ceasuri poate 
fi extrem de mică, însă diferenŃa acumulată după mai multe oscilaŃii duce la o 
diferenŃă observabilă înregistrată în registre de către două ceasuri, indiferent cât 
de exact au fost iniŃializate cu aceeaşi valoare. Intervalul ceasurilor neidentice e 
schimbarea adresei (diferită de cea citită) dintre ceas şi referinŃa perfect 
nominală a ceasului per unitatea de timp măsurată de referinŃa ceasului. Pentru 
ceasurile pe bază de cristal-guartz e vorba de 10-6 secunde/secundă – cu o 
diferenŃă de 1 secundă la fiecare 1.000.000 secunde, sau 11.6 zile. Intervalul 
neidentic al ceasurilor de quartz de mare precizie este de 10-7 sau 10-8. 
 
 
6.2.3. Coordonarea timpului universal 
  
 Ceasurile calculatoarelor pot fi sincronizate cu o sursă externă de mare 
precizie. Cele mai exacte ceasuri fizice folosesc oscilatoare atomice, a căror 
interval neidentic este  o parte din 1013. Ieşirea acestor ceasuri atomice este 
folosită ca cea standard pentru timpul real trecut, cunoscut ca Timpul Atomic 
International.  
 Timpul Solar e măsurat privind Soarele. 

“1 secundă solară” = 
1

24 60 60× ×
× 1 zi solară  (de la prânz la prânz) 

deoarece zilele sunt de diferite lungimi (datorită intervalelor de timp ) se face 
media dintre mai multe zile şi astfel apare ‘secunda solară’. 
 Secundele şi anii şi alte unităŃi de măsurare a timpului pe care le folosim 
au la bază timpul astronomic. IniŃial au fost definite în funcŃie de rotaŃia 
Pământului faŃă de axă şi de rotaŃia faŃă de  Soare. Oricum perioada de rotaŃie a 
Pământului faŃă de axă devine tot mai mare, în primul rând din cauza 
conflictului de flux; efectelor atmosferice şi curenŃilor transmişi în nucleul 
Pământului, care pe termen scurt duc la creşteri şi descreşteri ale perioadei. 
Deci timpul astronomic şi cel atomic tind să nu mai Ńină pasul. 
 Coordonarea Timpului Universal – prescurtat ca UTC ( din echivalentul 
său în franceză ) – e un nivel internaŃional pentru memorarea timpului. Se 
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bazează pe timpul atomic, dar aşa numita ‘secundă săltăreaŃă’ e inserată – sau, 
mai rar, ştearsă – ocazional pentru a Ńine pasul cu timpul astronomic. Semnalele 
UTC sunt sincronizate şi emise regular din staŃiile radio şi de pe sateliŃii care 
acoperă cea mai mare parte a lumii. De exemplu, în SUA, postul de radio WWV 
emite semnale de timp pe mai multe unde scurte. Sursele de pe sateliŃi includ 
Sistemul Global de PoziŃie (GPS – Global Positioning  System). 
 Receptorii sunt comerciali disponibili. Comparat cu UTC-ul ‘perfect’, 
semnalele recepŃionate de staŃiile radio au o precizie de 0.1-10 milisecunde, 
depinzând de staŃia folosită. Semnalele recepŃionate prin GPS au o precizie de o 
microsecundă. Calculatoarele cu receptori ataşaŃi îşi pot sincroniza propriul lor 
ceas cu aceste semnale de timp. De asemenea, calculatoarele pot recepŃiona 
timpul cu o precizie de câteva milisecunde pe o linie telefonică. 
      
 
6.3. Sincronizarea ceasurilor fizice 
 
 Pentru a şti la ce oră din zi au loc evenimentele proceselor într-un sistem 
distribuit ξ - de exemplu, pentru evidenŃa contabilă – e necesar a sincroniza 
ceasurile proceselor pi cu o sursă autoritară de timp. Aceasta e sincronizarea 
externă. Dacă ceasurile Ci sunt sincronizate unul cu celălalt la un grad de 
precizie cunoscut, atunci putem măsura intervalul de timp dintre două 
evenimente, ce au loc la calculatoare diferite apelând la propriul lor ceas local – 
chiar dacă ele nu se sincronizează cu o sursă externă de timp. Aceasta e 
sincronizarea internă.  În continuare, vom defini aceste două moduri de 
sincronizare pe un interval de timp real I: 

- Sincronizarea externă: pentru o sincronizare delimitată de D > 0, când 
avem o sursă S de timp UTC, |S(t) - Ci(t)| < D unde i = 1,2, …N şi 
pentru toŃi timpii t reali  din I. Adică ceasurile Ci sunt exacte în limita lui 
D. 

- Sincronizarea internă: pentru o sincronizare delimitată de D > 0, |Ci(t) – 
Cj(t)| < D unde i, j = 1, 2, …N şi pentru toŃi timpii t reali din I. Adică 
ceasurile Ci sunt acceptate în limita lui D. 

 Ceasurile sincronizate intern nu sunt neapărat sincronizate extern, din 
moment ce ele devin colectate dintr-o sursă externă de timp. Oricum, din 
definiŃie reiese că dacă un sistem ξ e sincronizat extern în limita lui D, atunci 
acelaşi sistem va fi sincronizat intern în limita lui 2D. 
 Putem preciza noŃiunea de corectitudine pentru ceasuri. E normal să 
definim că ceasul hardware H e corect dacă devierea sa se încadrează  în limita 
cunoscută ρ  > 0 (valoare care ar putea  fi 10-6 secunde/secundă ). Asta 
înseamnă că pentru  intervalul dintre timpul  t şi t’ (t’ > t) avem: 
   ( 1- ρ )( t’ - t ) ≤ H (t’) – H (t) ≤ ( 1+ ρ )( t’ – t ) 
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Această condiŃie interzice salturile în valorile ceasurilor harware ( în timpul 
operaŃiunii normale ). Câteodată noi recomandăm ceasurilor software să se 
supună condiŃiei de mai sus. Însă condiŃia de monotonie va avea de suferit. 
Monotonia e condiŃia prin care un ceas avansează: 
    t’ > t ⇒ C( t’ ) > C( t ) 
De exemplu, facilitatea make a UNIX-ului e  o opŃiune care compilează doar 
acele fişiere care au fost modificate după ultima compilare. Datele modificate 
ce corespund fiecărei perechi de fişiere sursă şi fişiere obiect sunt comparate 
pentru a determina această condiŃie. Dacă un calculator a cărui ceas merge prea 
repede îşi setează ceasul înapoi după compilarea fişierului sursă, dar înainte ca 
fişierul să fi fost modificat, atunci fişierul sursă poate apărea ca fiind modificat 
înainte de compilare. Din greşeală, make nu va recompila fişierele sursă. 
 Putem demonstra monotonia în ciuda faptului că ceasul merge prea 
repede. Trebuie doar să modifice intervalul la care au loc actualizările cu timpul 
dat de aplicaŃie. Aceasta poate fi realizată în programe fără schimbarea 
intervalului la care ceasul hardware ticăie – numim asta Ci(t) = αHi(t) + β , α, 
β aleatoare. 
 În continuare vom descrie algoritmi pentru sincronizarea externă şi pentru 
sincronizarea internă. 
 
 
 
 
 
    p 
 

Fig. 6.2. Sincronizarea ceasului folosind timpul server 

 
 
 
6.3.1. Sincronizarea într-un sistem distribuit sincron 
  
 Începem cu cazul cel mai simplu posibil de sincronizare internă între 
două procese ale unui sistem distribuit sincron. Într-un sistem sincron limitele 
pentru intervalele curente ale ceasurilor sunt cunoscute, de asemenea, 
întârzierea maximă în transmiterea mesajului şi timpul de execuŃie pentru 
fiecare pas al procesului. 
 Un proces trimite timpul t al ceasului local la alŃii printr-un mesaj m. In 
principiu procesul receptor îşi poate seta propriul său ceas după timpul t+Ttrans, 
unde Ttrans este timpul necesar transmiterii mesajului m între cele doua procese. 
Atunci cele două ceasuri vor fi în concordanŃă (din moment ce scopul e 
sincronizarea internă, nu contează dacă trimiterea ceasului procesului e exactă). 

mr 

mt Timpul server,S 
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 Din păcate, Ttrans este discutabil şi necunoscut. În general  concurează şi 
alte procese din resurse cu procesele care se sincronizează la nodurile 
respective, apoi şi alte mesaje concurează cu mesajul m din reŃea. Întotdeauna 
există un timp minim min de transmisie care este obŃinut dacă nu se execută alte 
procese şi nu există trafic în reŃea; min poate fi măsurat sau estimat. 
 Într-un sistem sincron conform definiŃiei, există şi un timp max pentru 
transmiterea oricărui mesaj. Notăm nesiguranŃa timpului de transmitere cu u, 
deci u = (max-min). Dacă receptorii îşi fixează ceasul ca fiind t+min atunci 
ceasul neidentic poate fi cel mult u, din moment ce mesajul a avut timpul max  
pentru a ajunge. Analog, dacă receptorii îşi fixează ceasul ca fiind t+max, 
atunci diferenŃa poate fi cel mult u. Dacă totuşi ceasul este setat la jumătate, 
t+(max+min)/2 atunci diferenŃa e cel mult u/2. În general, într-un sistem sincron 
saltul optim care poate fi atins de un ceas neidentic când se sincronizează N 
ceasuri este u(1-1/N). 
 Majoritatea sistemelor distribuite întâlnite în practică sunt asincronice: 
factorii care conduc spre întârzierile mesajului nu sunt mărginite în efect, şi nu 
există un salt maxim max în întârzierile transmiterii  mesajului. Acesta e 
specific Internetului. Pentru un sistem asincron, putem spune doar că Ttrans = 
min+ x,  unde x ≥ 0. Valoarea lui x nu e cunoscută pentru cazul particular, deşi 
o distribuŃie de valori poate fi măsurată pentru o situaŃie particulară. 
 
6.3.2. Metoda lui Cristian pentru sincronizarea ceasurilor  
 
 Cristian(1989)13 a sugerat folosirea unui server de timp, conectat la un 
aparat care recepŃionează semnale de la o sursa UTC, pentru a sincroniza 
calculatoarele din exterior. La cerere, procesul p al serverului setează timpul în 
conformitate cu ceasul său ca în figura 6.2. Cristian a observat că, din moment 
ce nu există o limită superioară a întârzierilor transmiterii mesajului într-un 
sistem asincron, timpii necesarii pentru schimbul de mesaje dintre perechile de 
procese sunt adesea rezonabili de scurŃi – o mică fracŃiune de secundă. El 
descrie un algoritm bazat pe o metodă probabilistică: metoda realizează 
sincronizarea doar dacă timpii necesari observaŃi dintre client şi server sunt 
suficient de puŃini în comparaŃie cu precizia cerută. 
 Un proces p cere timpul într-un mesaj mr  şi primeşte valoarea timpului t 
într-un alt mesaj mt (t este inserat în mt la ultimul punct posibil înaintea 
transmisiei de la procesul S al calculatorul). Procesul p înregistrează timpul 
necesar total Tturretur trimiterii cererii mr şi primeşte răspunsul mt. Acest timp se 
                                                           
13 Flaviu CRISTIAN (1951-1999) a început studiile universitare (1970-1971), la Universitatea 
Babeş-Bolyai din Cluj-Napoca, Facultatea de Matematică şi Informatică pe care le-a continuat, 
apoi, la Universitatea din Grenoble, FranŃa. A lucrat o perioadă  (1979-1991) ca cercetător în 
Anglia, iar din 1991 se dedică carierei de profesor la University of California, San Diego, SUA, 
unde s-a remarcat ca un valoros specialist în informatică. 
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poate măsura cu o precizie rezonabilă dacă intervalul ceasurilor neidentice e 
mic. De exemplu, timpul necesar ar trebui să fie de ordinul a 1-10 milisecunde 
într-o reŃea locală.  O simplă estimare a timpului la care procesul  p ar 
trebui să-şi seteze ceasul este  t+Tturretur/2, care presupune că timpul trecut este 
egal împărŃit înainte şi după ce S îl pune pe t în mt. Aceasta, e în mod normal, o 
presupunere rezonabilă, mai puŃin dacă cele două mesaje sunt transmise spre 
reŃele diferite. Dacă valoarea minimă a timpului de transmitere min  este 
cunoscută sau poate fi estimată, atunci putem determina precizia acestui rezultat 
aşa cum urmează el. 
 Cel mai apropiat punct în care S ar fi putut pune timpul într-un mesaj mt a 
fost min după ce p a fost trimis la mr. Cel mai îndepărtat punct în care ar fi putut 
face asta a fost min înainte ca mt să ajungă la p. Timpul ceasului lui S când 
mesajul de răspuns ajunge e cuprins între [t+min, t+Tturretur-min]  lungimea 
acestui interval e Tturretur – 2 min, deci precizia e de ± (Tturretur /2-min). 
 

ObservaŃii relative la algoritmul lui Cristian.   După cum s-a descris, 
metoda lui Cristian suferă din cauza problemei asociate cu implementarea 
tuturor serviciilor de către un singur server. astfel că singurul timp al serverului 
poate da eroare şi o sincronizare imposibilă temporal. De exemplu, un client 
poate multiplica cererile sale tuturor serverelor şi folosi doar primul răspuns 
obŃinut. 
 De reŃinut că, un timp eronat al serverului care a răspuns cu o valoare 
neadevărată a timpului, sau un timp intrus al serverului care a răspuns în mod 
deliberat cu un timp incorect poate împiedica un dezastrul în sistemul 
calculatorului. Rezolvarea unor astfel de probleme au constituit un scop al 
muncii prestate de Cristian[1989, CRI9114], care presupune că sursele 
semnalelor externe de timp sunt verificate. Cristian şi Fetzer15 au descris o 
familie de protocoale  pentru sincronizarea ceasurilor interne, fiecare din ele 
tolerând anumite greşeli. La început Srikanth şi Toueg16 au descris un algoritm 
care e optim cu privire la exactitatea ceasurilor sincronizate, în timp ce 
tolerează câteva greşeli. Dolev et al.[1986]17 a arătat că dacă  f  e numărul de 
ceasuri eronate dintr-un total de N, atunci trebuie să avem N>3f ceasuri corecte, 
ceasuri care sunt în stare de funcŃionare.  
  

                                                           
14 Cristian, F., Understanding Fault-Tolerant Distributed Systems, Communications of the 
ACM, Vol. 34, No 2, 1991. 
15 F. Cristian and C. Fetzer. Fault-tolerant internal clock synchronization. In Proc. of the 
Thirteenth Symposium on Reliable Distributed Systems, pages 22--31, Dana Point, Ca., Oct 
1994. 
16 .K. Srikanth and Sam Toueg, Optimal clock synchronization, Journal of the ACM, 1987 
17 Danny Dolev, Nancy A. Lynch, Shlomit S. Pinter, Eugene W. Stark, William E. Weihl, 
Reaching approximate agreement in the presence of faults. J. ACM 33(3): 499-516 (1986) 
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6.3.4. Protocolul timpului în reŃea 
 
 Metoda lui Cristian este folosită în principal în reŃelele locale (intranet). 
Protocolul timpului în reŃea (NTP – Network Time Protocol) [Mills, 1995]18 
defineşte o arhitectură pentru un serviciu de timp şi un protocol pentru 
distribuŃia de informaŃii referitoare la timp în Internet. 
 PretenŃiile de design ale NTP-ului sunt următoarele:  
 - De a furniza un serviciu ce permite clienŃilor din Internet să se 
sincronizeze exact conform UTC: în ciuda numărului mare şi variabil de 
întârzieri a mesajelor întâlnite în comunicarea în Internet. NTP utilizează 
tehnici statistice pentru filtrarea datelor referitoare la timp şi face deosebire 
între calitatea datelor referitoare la timp din diferite servere. 
 - De a furniza un serviciu sigur care poate supravieŃui unei lungi 
perioade de pierdere a conectivităŃii: Există servere redundante şi căi 
redundante între servere. Serverele se pot reconfigura astfel încât să continue 
furnizarea de servicii dacă unul dintre ele nu poate fi localizat. 
 - De a permite clienŃilor să se resincronizeze suficient de frecvent pentru 
a compensa ratele de înaintare întâlnite la majoritatea calculatoarelor. 
Serviciul este conceput pentru a fi folosit de un număr mare de clienŃi şi 
servere. 
 - De a furniza protecŃie împotriva interferenŃelor cu serviciile de timp, 
indiferent dacă sunt rău intenŃionate sau accidentale: Serverul de timp 
foloseşte tehnici de autentificare pentru a verifica originea datelor de timp din 
surse sigure. De asemenea, validează adresele returnate ale mesajelor trimise la 
el. 
 

 
Fig. 6.3 Un exemplu de sincronizare pe nivele într-o implementare NTP (SăgeŃile 

marchează controlul sincronizării iar numerele nivelul) 

                                                           
18 Mills, D.L. Improved algorithms for synchronizing computer network clocks. IEEE/ACM 
Trans. Networks 3, 3 (June 1995), 245-254 
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 Serviciul NTP e furnizat de o reŃea de servere situate în Internet. 
Serverele primare sunt conectate direct la o sursă de timp precum ceasul radio 
care primeşte UTC; serverele secundare sunt sincronizate, în cele din urmă, cu 
serverele primare. Serverele sunt conectate într-o ierarhie logică numită 
sincronizare pe nivele  (a se vedea figura. 6.3), a căror nivele se numesc uneori 
şi straturi. Serverele primare ocupă stratul 1: ele sunt la rădăcină. Serverele de 
pe stratul 2 sunt servere secundare care sunt sincronizate direct cu serverele 
primare; serverele de pe stratul 3 sunt sincronizate cu serverele de pe stratul 2, 
şi aşa mai departe. Serverele cele mai de jos (noduri terminale) se execută pe 
staŃiile de lucru ale utilizatorilor. 
 Ceasurile ce aparŃin serverelor de pe stratul cu număr mare sunt 
obligatoriu mai puŃin exacte decât acelea de pe stratul cu număr mic, pentru că 
erorile sunt introduse la fiecare nivel de sincronizare. NTP Ńine cont de 
întârzierea totală a mesajului de la rădăcină, luând în considerare calitatea 
timpului de păstrare a datelor trecute de către un server anume.  
 Sincronizarea pe nivele poate reconfigura serverele astfel încât ele să 
devină de negăsit sau să aibă erori. Dacă, de exemplu, o sursă a serverului 
primar UTC dă eroare, atunci poate deveni un server secundar pe stratul 2. 
Dacă o sursă normală a unui server secundar sincronizat dă eroare sau devine 
de negăsit, atunci se poate sincroniza cu alt server. 
 Serverele NTP se sincronizează unul cu celalalt, în unul sau mai multe 
moduri: multiplicare, apelează-procedura şi simetric. Modul multiplicare e  
folosit pentru reŃelele LAN cu o viteză mare. Unul sau mai multe servere 
periodic multiplica timpul de rulare a serverelor a celorlalte calculatoare 
conectate prin LAN, care setează propriul lor ceas cu o întârziere mică. Acest 
mod poate obŃine o precizie relativ mică, însă pentru multe scopuri e 
considerată suficientă. 
 Modul apelează-pocedura (folosind TCP-ul) e similar cu operaŃia din 
algoritmul lui Cristian, descris mai sus. În acest mod, un server acceptă cereri 
de la alte calculatoare, care procesează răspunzând cu citirea ceasului curent. 
Acest mod e potrivit când se cer precizii mai mari decât se pot obŃine prin 
modul de multiplicare -  sau când modul multiplicare nu e suportat de partea 
hard a calculatorului. De exemplu, fişierele de pe acelaşi server sau din reŃeaua 
locală învecinată LAN, care trebuie să cronometreze informaŃia exactă pentru 
fişierele accesate, pot contacta un server local prin modul apelează-procedura. 
 În sfârşit, modul simetric este folosit de servere care stochează informaŃia 
de timp din LAN şi  de nivelele mari (straturile mici) ale sincronizării pe nivele, 
unde se ating cele mai mari precizii. O pereche de servere ce operează în modul 
simetric schimbă mesaje suportând informaŃia de timp. Cronometrarea datei e 
reŃinută ca o parte a unei asocieri între servere, care e păstrată pentru a 
îmbunătăŃi precizia sincronizărilor după un timp. 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
115 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 În modul apelează-proedura şi modul simetric procesele schimbă perechi 
de mesaje. Fiecare mesaj suportă marcarea evenimentelor recente: timpii locali 
când mesajul NTP anterior din pereche a fost trimis şi primit şi timpul local 
când mesajul curent a fost transmis. In corpul mesajului NTP se notează timpul 
local când primeşte mesajul. Cei patru timpi     Ti-3, Ti-2, Ti-1, Ti sunt arătaŃi în 
figura 6.4 pentru mesajele m şi m’ trimise între serverele A şi B. De reŃinut că în 
modul simetric, spre deosebire de algoritmul lui Cristian descris mai sus, poate 
exista o întârziere ne-neglijabilă între sosirea unui mesaj şi expedierea 
următorului. De asemenea, mesajele se pot pierde, însă cei trei timpi curenŃi ai 
fiecărui mesaj sunt valizi. 
 Pentru fiecare pereche de mesaje trimise între două servere de NTP se 
calculează o adresă oi, care e o estimare a actualei adrese dintre două ceasuri şi 
o întârziere di, care e timpul total de transmisie pentru două mesaje. Dacă 
adresa corectă a ceasului serverului B relativ la A este o, şi dacă timpii actuali 
de transmitere a mesajelor m şi m’ sunt t respectiv t’, atunci avem: 
  Ti-2 = Ti-3 + t +o  şi   Ti  = Ti-1 + t’ - o     
Rezultă că: 
  di = t + t’ = Ti-2 – Ti-3 + Ti – Ti-1  
De asemenea: 
  o = oi +(t’ – t) / 2 unde oi = ( Ti-2 - Ti-3 + Ti-1 - Ti ) / 2  
Folosind faptul că t, t’ ≥ 0 se poate arăta că oi = di / 2 ≤ o ≤ oi + di / 2 . Astfel oi 
e o estimare a adresei şi di e o măsurare a preciziei acestei estimări. 
 Serverele NTP cer un algoritm de filtrare a informaŃiei pentru perechile 
succesive  < oi , di >, care estimează adresa o şi calculează calitatea acestei 
estimări ca o cantitate statistică numită dispersia  filtru. O risipire filtru relativ 
mare reprezintă o informaŃie relativ neserioasă. Cele mai recente opt perechi < 
oi , di > sunt reŃinute. Ca şi cu algoritmul lui Cristian, valoarea lui oj  ce 
corespunde valorii minime dj e aleasă să estimeze adresa o. 
 Valoarea adresei derivate din comunicarea cu o singură sursă, oricum, nu 
e folosită neapărat de ea pentru controlul ceasului local. In general, un server 
NTP se angajează în schimbul de mesaje cu câteva dintre perechile sale. NTP 

 Server B                                 Ti-2                                     Ti-1                                                                                         Timp 
     
 
                                                 
                                                   m                                       m’ 
 
 
 
         Server A               Ti-3                                                      Ti                                            Timp 

Fig. 6.4 Mesajele schimbate într-o pereche de port-uri NTP 
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aplica un algoritm de selecŃie a perechilor. Acesta examinează valorile obŃinute 
din schimburile cu fiecare dintre câteva perechi, căutând valori relativ 
neserioase. Ieşirea din acest algoritm poate face ca un server să schimbe 
perechile care sunt mai întâi folosite pentru sincronizări. 
 Perechile de pe stratul cu număr mai mic sunt mai favorizate decât cele de 
pe stratul cu număr mai mare, pentru că sunt ‘mai aproape’ de sursele primare 
de timp. De asemenea, acele perechi cu o mai mică sincronizare dispersivă sunt 
relativ favorizate. Aceasta e suma dispersiilor filtrate măsurată între server şi 
rădăcina sincronizării pe nivele.  
  
 
6.4. Timpul logic şi ceasuri logice 
 
6.4.1. NoŃiuni generale 
 
 Un sistem distribuit constă din procese secvenŃiale, care comunică între 
ele cu ajutorul mesajelor. Ştim că durata transmisiei unui mesaj este 
imprevizibilă, şi că procesele nu au acces la un ceas global, sau la ceasuri locale 
perfect sincronizate. Din cele afirmate reiese că nici unul dintre procese nu are 
o viziune asupra stării globale. Aceasta este cauza multor probleme şi fenomene 
care caracterizează sistemele distribuite şi care nu au o soluŃie trivială. 
 Comportamentul fiecărui proces din sistem este guvernat de un algoritm, 
care determină secvenŃa acŃiunilor şi reacŃiilor locale ale procesului. ExecuŃia 
unei aplicaŃii sau a unui program distribuit pe un astfel de sistem produce un 
ansamblu de evenimente. MulŃimea evenimentelor o notăm cu E. ExecuŃiile 
acŃiunilor sunt evenimente atomice. Un eveniment  aparŃine unei din cele trei 
tipuri de evenimente:  

• emisia unui mesaj; 
• recepŃia unui mesaj; 
• evenimente interne (mesaje interne). 

 
 Un astfel de proces partajat abstract pote fi înŃeles cu ajutorul diagramei 
de timp (fig. 6.5). Timpul este reprezentat, ca de obicei, pe orizontală de la 
stânga la dreapta. Mesajele sunt reprezentate ca săgeŃi de la stânga la dreapta, 
iar evenimentele sunt reprezentate prin puncte. 
 

S1

S2

S3  
Fig. 6.5. Diagrama de timp  
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Pentru a fi executat, un program are nevoie de spaŃiu de memorie şi timp 
procesor. Dar timpul nu poate fi restricŃionat ca resursă, din acest punct de 
vedere. Timpul stabileşte dependenŃe cauzale între evenimentele produse de 
execuŃia unui program. Într-un sistem distribuit cu n staŃii conectate prin canale 
de comunicaŃie, avem următoarele ipoteze: 

- evenimentele de pe fiecare staŃie sunt total ordonate; 
- dacă se consideră un mesaj oarecare m, evenimentul: emisia lui m 

precede evenimentul: recepŃionarea lui m. 
 
 Închiderea tranzitivă a acestei precedenŃe a evenimentelor defineşte o 
relaŃie de dependenŃă cauzală “→”. Această relaŃie este o relaŃie de ordine 
parŃială. 
  
 DefiniŃia 1. Pe mulŃimea E a evenimentelor introducem o relaŃie 
tranzitivă, numită relaŃie de cauzalitate şi notată prin: →, astfel încât, a, b ∈ E, 
a → b dacă: 

• a şi b sunt cauzate de acelaşi proces şi a este predesorul imediat al 
lui b 

• b recepŃionează un mesaj trimis de a 
• există un eveniment c astfel încât a → c şi c → b 

 
 RelaŃia de cauzalitate este o relaŃie de ordonare parŃială. Două elemente, 
care nu sunt în această relaŃie, sunt evenimente independente. 
 
 DefiniŃia 2. Două elemente a şi b din E sunt în relaŃia || (independenŃă), 
dacă ¬(a→ b) şi ¬(b → a). Deci, oricare ar fi două evenimente a şi b avem: a 
→ b sau b→a sau a || b. 
 
  Pe diagrama de timp, două evenimente sunt în relaŃia → dacă există drum 
(săgeŃi) între cele două puncte care simbolizează evenimentele respective. 
 Fie două evenimente, a şi b, pentru care avea a → b. MulŃimea tuturor 
evenimentelor x pentru care, pentru un eveniment b dat, avem x→ b, este 
numită conul de cauzalitate al lui b (cone (b), fig.6.6). Două evenimente x şi y 
pentru care nu avem nici x → y şi nici y → x spunem că sunt independente sau 
concurente, cu notaŃia x || y. 
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Statia 1

Statia 2

Statia 3

x

a

b

cone(b)

y
 

Fig. 6.6. RelaŃii între evenimente 

  
În continuare, vom prezenta trei mecanisme care permit asocierea dintre o dată 
(orară) şi un eveniment. Aceste date trebuie să se bazeze pe timpul logic global 
pentru a putea compara evenimente produse de staŃii diferite, şi trebuie să fie 
consistente (trebuie respectată monotonia): dacă a → b, atunci data asociată lui 
b trebuie să fie, în acord cu respectarea timpului logic global, după data asociată 
evenimentului a. 
 Pentru a asigura monotonia discutată, avem nevoie de nişte structuri de 
date şi protocoale de manipulare a acestora. 
 
Structuri de date de reprezentare a timpului logic 
 
 Fiecare staŃie este dotată cu o variabilă locală care îi permite: 
 
 - pe de o parte, să-şi măsoare propriul progres; acest lucru este realizat cu 
ajutorul ceasului logic local (actualizat de regula R1); 
 - pe de altă parte, să aibă o bună reprezentare a timpului logic global 
(actualizată de regula R2); această reprezentare permite ştampilarea 
evenimentelor, fiind de fapt un “view” local asupra timpului global. 
 
Protocolul 
 
Acesta asigură faptul că timpul logic local şi imaginea locală asupra timpului 
global pe fiecare staŃie sunt gestionate consistent cu relaŃia de cauzalitate “→”.  
 
Acest lucru este realizat cu ajutorul următoarelor reguli: 
 R1: Înainte de producerea unui eveniment (trimitere, receptionare sau 
intern), o staŃie trebuie să-şi incrementeze ceasul logic local (deoarece 
progresează). 
 R2: Pentru ca data de recepŃionare a unui eveniment să fie după data 
evenimentului de trimitere corespunzător, fiecare mesaj m împachetează în el şi 
valoarea timpului logic global văzut de transmiŃător în momentul transmiterii 
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mesajului. Acest lucru permite celui care recepŃionează mesajul să-şi 
actualizeze “părerea” despre timpul logic global. După aceea, execută R1 şi 
poate ştampila evenimentul recepŃionat. 
 
 Vom prezenta trei mecanisme de ştampilare a evenimentelor, pentru 
fiecare făcând o prezentare a modului cum este respectată monotonia 
(implementarea regulilor R1 şi R2), şi câteva proprietăŃi asociate. 

6.4.2. Timpul liniar 

Mecanismul de ştampilare 

 
 Domeniul timpului este o mulŃime de întregi. Fiecare staŃie Si are 

asociată o variabilă hi care păstrează valorile crescătoare. Timpul logic local al 
staŃiei Si şi viziunea locală asupra timpului logic global sunt mixate şi sunt 
reprezentate de o singură variabilă, notată cu hi.  

Regulile R1 şi R2, care definesc consistenŃa protocolului, sunt 
următoarele: 
 R1: înainte de producerea unui eveniment (trimitere, recepŃionare sau 
intern) se execută: 
 hi := hi + d  (d > 0) 
la fiecare execuŃie a regulii, d poate să aibă o altă valoare 
 R2: când primeşte un mesaj ştampilat (m, h), staŃia Si execută: 
 hi := max (hi, h) 

după care execută regula R1 înainte de a trimite mesajul m. 

 ProprietăŃi 

 
 Se poate construi o relaŃie de ordine totală pe o mulŃime de evenimente, 
numită “t-before”, consistentă cu relaŃia de cauzalitate “→”. Ştampila de timp a 
unui eveniment este compusă din data şi identitatea staŃiei care l-a produs. Deci, 
dacă luăm în considerare două evenimente x şi y, ştampilate respectiv cu (h, i) 
şi (k, j), ordinea totală este definită de: 
 
 x t-before y ⇔ (h < k or (h = k and i < j)) 
 
 RelaŃia de ordine totală astfel definită asigură proprietăŃile de “liveness” 
ale algoritmilor distribuiŃi. 
 Dacă avem în vedere faptul că valoarea de incrementare d este 
întotdeauna 1, avem următoarea proprietate: 
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 Fie e un eveniment ştampilat cu h. Atunci, h-1 reprezintă durata logică 
minimă, măsurată în unităŃi de evenimente, necesară înaintea producerii 
evenimentului e; se numeşte înălŃimea conului de cauzalitate asociată 
evenimentului e, mărimea (height (e)). Cu alte cuvinte, h-1 evenimente s-au 
produs secvenŃial înaintea evenimentului e. 
 

Statia 1

Statia 2

Statia 3

1

1

1

2

2

3 4

5 6

5 6

7

a

x

y

b

 
Fig. 6.7. Progresul de timp liniar 

 
 

6.4.3. Timpul vectorial 

Ceasuri vectoriale 

 
 În cadrul acestui mecanism, timpul logic global este reprezentat de un 
vector n-dimensional. Fiecare staŃie Si este dotată cu un astfel de vector, notat 
cu vti[1..n].  
Ideea încapsulării unui astfel de vector pe staŃia Si este următoarea: 

- vti [i] descrie progresul timpului logic al staŃiei Si, considerată 
singura egală cu timpul logic local Si. Variabila reŃine valorile 
crescătoare generate local (o variabilă locală poate fi incrementată 
de regula R1) 

- vti[j] reprezintă cunoştinŃele staŃiei Si despre progresul timpului local 
al staŃiei Sj. Este o imagine locală a valorii vtj[j], şi este actualizată 
de regula R2. 

- Întregul vector vti constituie imaginea locală a staŃiei Si asupra 
timpului logic global folosit la ştampilarea evenimentelor. 

 
Regulile R1 şi R2 sunt următoarele: 
 R1: înainte de producerea unui eveniment se execută: 
  vti[i] := vti[i] + d  (d > 0) 
 R2: fiecare mesaj m împachetează vectorul de ceas vh al staŃiei care l-a 
trimis. La recepŃionarea unui astfel de mesaj (m, vh), staŃia Si îşi actualizează 
cunoştinŃele asupra progresului timpului local: 
 1 ≤ k ≤ n: vti[k] := max(vti[k], vh[k]), 
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după care execută regula R1. 
 Data asociată unui eveniment este valoarea vectorului de ceas vh al staŃiei 
care îl trimite în momentul producerii evenimentului. În figura 6.8 este 
prezentat un exemplu al progresului vectorilor de ceas, cu o valoare a 
incrementului d = 1. 

ProprietăŃi 

 
 Dimensiunea vectorilor de ceas nu poate fi mai mică decât n. Să definim 
următoarele relaŃii între vectorii de ceas: 
 
 vh ≤ vk ⇔ oricare ar fi x : vh[x] ≤ vk[x] 
 vh < vk ⇔ vh ≤ vk şi există x : vh[x] < vk[x] 
 vh|| vk ⇔ not (vh < vk) and not (vk < vh) 
 
 Dacă luăm în considerare relaŃia de ordine parŃială → pe o multime de 
evenimente produse de execuŃia proceselor într-un sistem distribuit, ştampilate 
cu vectori de ceas, avem următoarea proprietate: Fie două evenimente x şi y 
ştampilate cu vh, respectiv vk. Atunci: 
 x → y ⇔ vh < vk 
 x ||  y ⇔ vh || vk 

 
 Cu alte cuvinte, avem un izomorfism între o mulŃime de evenimente 

parŃial ordonate, produse de calculele dintr-un sistem distribuit, şi ştampilele lor 
de timp. Dacă considerăm că staŃiile sunt numerotate, testul de independenŃă 
poate fi simplificat. Deci, dacă x şi y sunt ştampilate cu (vh, i), respectiv (vk, j), 
avem: 

 
 x → y ⇔ vh[i] < vk[i] 
 x || y ⇔ vh[i] > vk[i] and vh[j] < vk[j] 
 
 Ceasurile vectoriale au o mare varietate de aplicare. Sunt folosite pentru 
implementarea depanării distribuite, sisteme distribuite cu memorie partajată şi 
definirea punctelor de întrerupere globale. 
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Fig. 6.8. Un exemplu al progresului vectorului de ceas 

 
 Dacă în regula R1 considerăm că d = 1, atunci avem următorul rezultat: 
 vti[i] contorizează numărul de evenimente produse de staŃia Si. 
Deci, dacă considerăm evenimentul e ştampilat cu vh avem: 
 vh[j] = numărul de evenimente produse de staŃia Sj, care îl preced cauzal 
pe e (height (e)). 
 ∑vh[j] – 1 = numărul total de evenimente care îl preced cauzal pe e.  
Definim acest număr ca fiind lăŃimea conului de cauzalitate al evenimentului e 
(weight of cone (e)). 
 
 În exemplul prezentat în figura 6.8, ştampila (4, 3, 3) asociată 
evenimentului b indică faptul că 4 evenimente locate pe staŃia S1 îl preced pe b, 
şi lăŃimea conului de cauzalitate asociată lui b este 9. Această lăŃime a conului 
de cauzalitate este numărul minim de evenimente care trebuie să apară înaintea 
lui e. 

O măsură a concurenŃei pentru calculele distribuite 

 
 O astfel de masură simplă poate fi definită în următorul mod:  
Fie e un eveniment. Măsura concurenŃei asociată evenimentului e este: 
 

)(*)(

)(__)(*
)(

eheight1n

econeofweighteheightn
ecm

−
−

=  

 
 Această măsură pretinde că necesarul de calcul pentru producerea 
evenimentului e este maxim concurent dacă cm (e) = 0; în opoziŃie, calculul 
este în întregime secvenŃial dacă cm (e) = 1; 
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6.4.4. Timp matriceal 

Ceasuri matriceale 

 
 În acest caz, timpul logic global este reprezentat de o matrice de 
dimensiune n×n. Deci, fiecare staŃie Si este dotată cu o astfel de matrice, notată 
cu mti[1..n, 1..n], ale cărei intrări au următoarele înŃelesuri: 

- mti[i,i] este timpul logic local al staŃiei Si, incrementat de progresul 
de calcul făcut de staŃia Si. 

- mti[k,l] reprezintă imaginea (cunoştinŃele) staŃiei Si despre 
cunoştinŃele staŃiei Sk relativ la  timpul logic local al staŃiei Sl. 
Întreaga matrice mti constituie imaginea locală a staŃiei Si despre 
timpul logic global. 

De fapt, linia mti[i, .] nu este nimic altceva decât vectorul de ceas vti[.], deci 
această linie moşteneşte proprietăŃile sistemului cu ceasuri vectoriale. 

Regulile R1 şi R2 sunt similare cu modelul precedent, pentru fiecare 
staŃie Si: 
 R1: înainte de producerea unui eveniment se execută: 
  mti[i, i] := mti[i, i] + d  (d > 0) 
 R2: fiecare mesaj m împachetează o matrice de tip mt. La recepŃionarea 
unui astfel de mesaj, (m,  mt), de la staŃia Sj, staŃia Si execută: 

 1 ≤ k ≤ n: mti[i, k] := max (mti[i, k], mt[j, k]) 
 1 ≤ k, l ≤ n: mti[k, l] := max (mti[k, l], mt[k, l]), 
după care execută R1 

ProprietăŃi 

 
 În plus faŃă de proprietăŃile sistemului de ceasuri vectoriale, pentru mti[i, 
.] avem încă una: 
 min (mti[k, i]) ≥ t ⇒ staŃia Si ştie că fiecare altă staŃie îi cunoaşte 
progresul  
   k 
până la timpul t. 
 
 Această proprietate poate permite unei staŃii să nu mai trimită o 
informaŃie cu un timp local ≤ t, sau să şteargă informaŃiile vechi.  
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CAPITOLUL   7 

ZONĂRI ÎN SISTEME CU SERVICII DISTRIBUITE 
 

 O zonare a unui sistem distribuit constă în partiŃionarea acelui 
sistem, în sisteme mai mici, în aşa fel încât fiecare din componentele sale să 
aibă un anumit grad de autonomie în ce priveşte folosirea unor resurse şi 
realizarea unor activităŃi. 

 Un sistem distribuit îl modelăm, în general, cu ajutorul unui graf 
conex G, G=(X, U) ; X={1, 2, .. . , n}. 

 
 Ne punem problema de a partiŃiona mulŃimea  vârfurilor X pentru ca 

să realizăm o zonare, deci să descompunem graful G într-un anumit număr de 

subgrafe, considerate fiecare o zonă, respectiv  Gi = (Xi, Ui), i = M,1 , astfel 
încât: 

 X= U
M

1i=

Xi,   Xi ∩∩∩∩ Xj =∅∅∅∅, ∀∀∀∀ i ≠≠≠≠ j,   i = M,1 , j = M,1  

 Această partiŃionare se poate face după diverse criterii, având în 
vedere un sistem de servicii distribuite. 

 Majoritatea aplicaŃiilor pe un sistem distribuit sunt de aşa natură  
încât nodurile sunt solicitate inegal. Acest lucru duce la crearea unei 
aglomeraŃii în realizarea unor servicii în unele noduri şi o solicitare mai mică a 
altor noduri dintr-o reŃea de calculatoare. O soluŃie a descongestionării 
resurselor  şi realizarea unei creşteri a performanŃelor de prelucrare globală este 
descompunerea reŃelei de servicii în subreŃele numite zone. Se realizează şi o 
distribuire a unor sarcini la nivelul zonelor care au o anumită autonomie în 
îndeplinirea acestora. Este util să grupăm nodurile sistemului distribuit astfel 
încât între aceste grupări să existe o anumită echitate, solicitarea să fie dacă se 
poate aceeaşi. 

 Vom lua în considerare şi alte criterii pentru realizarea unei astfel 
de zonări a grafului ce defineşte un sistem distribuit. Pentru ca să avem o 
explicaŃie mai clară vom considera un exemplu de reŃea definită de un graf 
neorientat şi conex. 

 Să nu uităm că pentru realizarea unei zonări, după nişte criterii bine 
precizate, trebuie să ne referim la o aplicaŃie distribuită care a rulat mai mult 
timp şi s-au putut determina anumite valori asociate nodurilor reŃelei. Să notăm 
cu  hi ponderea de solicitare a nodului  i  din sistem în realizarea unor sarcini, 
ceea ce înseamnă că: 

   1h
M

1i
i =∑

=
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 Ponderea hi asociată nodului i  este egală cu a câta parte din întreg 

reprezintă solicitarea acestui nod, respectiv procentul de solicitare. De exemplu, 
ponderii  h=0,45  îi corespunde procentul de 45% de solicitare a unui nod. 

 Iată un exemplu de reŃea de servicii distribuite ce conŃine şi 
ponderile asociate vârfurilor )fig. 7.1).  

 
Fie G = (X, U);    X = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 } 
   U = {[1,2], [1,3], [2,4], [2,5], [2,9], [3,4], [3,6], [3,7],  
    [4,5], [4,8], [4,7], [5,9], [5,8], [6,7],   

    [7,8], [8,9]} 
 
 
 

 
 

 
 
  

Fig. 7.1. Un exemplu de reŃea de servicii distribuite cu ponderile asociate 
vârfurilor 

 
Se observă că avem suma ponderilor asociate vârfurilor egală cu 1, 

adică: 

   1h
9

1i
i =∑

=

. 

  
 Presupunem că vrem să facem o zonare a acestui graf formată din 

două subgrafe: G1  şi G2  cu respectarea unor criterii date. 
 Vom avea în vedere criteriile de zonare pe care le prezentăm în 

continuare. 
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7.1.  Criteriul echităŃii 

 
 Considerăm exemplul dat mai sus pentru a explica criteriul echităŃii 

pe care îl vom prezenta în continuare. Vom partiŃiona în două grupe mulŃimea 
nodurilor în aşa fel încât gradul de solicitare în cele două zone  să fie, dacă se 
poate, acelaşi. Admitem o toleranta  α, valoare cuprinsă între 0 şi 1. 

 Valoarea asociată (solicitarea) nodului i o notăm cu  hi  şi avem: 
 

    ∑
=

=
9

1i
i 1h  

 
 Considerăm următoarele două zone care respectă criteriul echităŃii 

cel mai bine posibil în situaŃia dată: 
 
 G1 = (X1, U1),   G2 = (X2, U2);      X1 ∪ X2 = X 
 X1 = {1, 2, 3, 4},           h1 + h2 + h3 + h4 = 0,485  (48,5%) 
 X2 = {5, 6, 7, 8, 9},      h5 + h6 + h7 + h8 + h9 = 0,515  (51,5%) 
  
 Să considerăm acum un graf oarecare G=(X, U), X={1, 2, .. . , n} şi 

fie M numărul de zone dorit. Atunci, Gi = (Xi, Ui), i = M,1 – vor fi subgrafele 
ce definesc cele M zone a sistemului dat. O echitate perfectă avem atunci când 
fiecare subreŃea are a  1/M –a parte din solicitarea (cererea) totală. În general 
acest lucru nu se poate realiza. De aceea, considerăm că  avem o echitate în 
ceea ce priveşte serviciile într-o asemenea partiŃie, dacă suma valorilor asociate 
vârfurilor din fiecare subsistem e foarte aproape de 1/M.  

Notam: 
M

1
h =  .  Admitem o anumită deviere de la h , respectiv o 

toleranŃă  α, 0<α<1. 
 Dacă respectăm criteriul echităŃii şi dacă mulŃimea vârfurilor 

sistemului distribuit G = (X, U) este X = { 1, 2, …, n } atunci avem: 
 

   ∑
∈

⋅≤−
iXj

j h|hh| α  

 
Un graf Gi care reprezintă o zona din sistemul distribuit considerat e 

acceptat conform criteriului echităŃii dacă se verifică această inegalitate. Sigur 
că se poate da un algoritm pentru construirea de subreŃele acceptabile din 
punctul de vedere al echităŃii. Pentru aceasta este suficient să alegem toate 
grăpările posibile de noduri şi să verificăm dacă are loc inegalitatea de mai sus. 
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Evident că pot fi posibile mai multe grupări de noduri care să verifice criteriul 
echităŃii impus de inegalitatea de mai sus în care apare toleranŃa α. 
 
 

7.2. Criteriul contiguităŃii 
 
O zona este contiguă dacă există posibilitatea să ajungem de la un nod la 

altul al subreŃelei fără a trece prin alte noduri din afara zonei determinate de 
subsistem. Cu alte cuvinte, între oricare două vârfuri ale subsistemului trebuie 
să existe un lanŃ al subgrafului respectiv. Evident că acest drum s-ar putea să nu 
fie cel mai scurt din întreg sistemul. 

Acest criteriu asigură independenŃa şi o eventuală autonomie a zonei 
respective care e contiguă, relativă la gestiunea unor date. 

Pentru găsirea vârfurilor unui sistem distribuit ce pot face parte dintr-o 
zona contiguă se poate folosi matricea de adiacenŃă în care se urmăresc 
elementele 1  vecine. 

 
 

7.3. Criteriul compactităŃii 
 
 O interpretare intuitivă a acestui criteriu este că  între două vârfuri 

de la marginea unei zone nu trebuie să existe o distanta prea mare; în practică 
putem realiza compactitatea prin impunerea unor restricŃii privind lungimea 
celui mai scurt drum între oricare două vârfuri candidate să aparŃină unei zone; 
putem măsura această compactitate, de exemplu, prin asemănarea zonelor cu un 
pătrat sau un cerc sau prin stabilirea unui diametru a zonei. Pornind de la un 
tablou al distanŃelor între vârfurile unui sistem distribuit putem construi un altul 
(matricea de excludere) cu elemente 1 şi 0 după cum distanŃa dintre două 
vârfuri e mai mică sau mai mare decât o anumită valoare β pe care o alegem şi 
care se numeşte distanŃă de excludere. Două noduri pot face parte dintr-o zonă 
dacă distanŃa dintre ele e mai mică decât valoarea  β  prestabilită. 

Fie E o matrice pătratică  n× n  unde 
 

E=(Eik), apoi  Eik=


 ≤

contrarcazin,0
)k,i(ddaca,1 β

,   

iar d(i,k) este cea mai mică distanŃă de la  i  la  k   unde  1≤ i, k ≤  n.  Zona Gi   
este compactă dacă pentru oricare două noduri a  şi b  ale zonei considerate, 
avem  Eab=1. 
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7.4. Enclave 
 
O enclavă este alcătuită din unul sau mai multe noduri care nu pot fi 

legate între ele, situaŃie la care ajungem dacă am Ńinut cont pe rând de 
precedentele criterii. Trebuie construită zonarea în aşa fel încât să nu se ajungă 
la situaŃii în care exista enclave. Se încearcă excluderea enclavelor prin reluarea 
procedurii de zonare dacă acest lucru este posibil. Putem avea şi eşec în acest 
proces de zonare. Ieşirea este posibilă prin modificarea valorilor distanŃei de 
excludere β alegând pentru aceasta valori mai mari. 
 
7.5. Criterii suplimentare  

 
Pentru probleme concrete, în afara criteriilor enunŃate mai sus pot fi 

considerate şi alte criterii suplimentare specifice. Criteriile suplimentare sunt în 
general specifice problemei de rezolvat. 

 
 

7.6. Modele matematice al problemei de zonare a unui sistem cu 
servicii distribuite 

 
În concluzie, acum putem formula modelul matematic al problemei de 

zonare a unui sistem cu servicii distribuite.  
Se dă un sistem distribuit, modelat de un graf G = (X, U), X = {1, 2, ... , 

n}.  Să se descompună acest sistem în M zone Gi = (Xi, Ui ),  Xi ⊂ X,  i = M,1 ,   
astfel încât mulŃimea nodurilor să fie partiŃionată, adică: 

 

  U
M

1i
jii M,1j,i;ji,XX;XX

=

=≠∅=∩=  

 
Aceste zone trebuie să aibă caracteristicile, sau altfel spus să 

îndeplinească criteriile de partiŃionare, prezentate mai sus şi pe care le reluăm în 
continuare. 

 
7.6.1. Echitatea 

Dându-se solicitările  hj  ( 1h
n

1f
j =∑

=

) pentru fiecare nod  j, când  j∈X={1,2, ... 

,n}  avem echitate, dacă pentru fiecare zonă cu nodurile  Xj se verifică relaŃia: 
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  ∑
∈

=⋅≤−
jXi

i M,1j,
M

1
|

M

1
h| α  

 
unde α,  0 < α < 1 este devierea maximă admisă. 

 
7.6.2. Contiguitatea 
  
 Zona determinată de subgraful  Gi  este contiguă dacă şi numai dacă Gi  
sunt conexe (există un lanŃ între oricare două noduri ale acestuia). 
 
 
7.6.3. Compactitatea 

 
Zona Xj este compactă dacă cea mai scurtă distanŃă dintre oricare două 

noduri a, b ∈ Xj este mai mică sau egală cu β  - o constantă numită distanŃă de 
excludere  - anticipat precizată. 
 

  


 ≤=

altfel,0
)k,i(ddaca,1

E k,i

β
 

 
Dacă se obŃin enclave, reluăm procedeul pentru a considera alte grupări 

de vârfuri din sistemul distribuit pentru care să fie respectate criteriile 1, 2, 3  
menŃionate mai sus, eventual cu o altă valoare pentru β, până când ajung la o 
situaŃie în care nu avem enclave. 
 
7.6.4. Problema zonării ca o problemă de programare booleeană 
 

Problema zonării prezentată mai sus poate fi formulată şi în alte variante, 
de exemplu, ca o problemă de programare booleeană.  
 Să presupunem că există S  zone fezabile, care respectă criteriile 
enumerate mai sus. Fie zj  o variabilă binară, zj =1 dacă zona  j  este selectată şi 
zj = 0  în caz contrar. 
 Se cere  
 
  min 

S,1j
max

=
 cj zj 

 
în condiŃiile 
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  ∑
=

==
S

1j
jij n,1i,1za    ;      ∑

=

=
S

1j
j Mz  

 unde 
 

   aij= 


 ∈

contrarcazin,0
Xinoduldaca,1 j  

 şi 
 

   cj = | ∑
∈

−
jXi

i M

1
h | /(α/M) 

 
este deviaŃia relativă  zonei Gj(Xj, Uj)  faŃă de solicitarea de  1/M. 
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CAPITOLUL   8 
SISTEME DE AŞTEPTARE DISTRIBUITE 
 
 În afara modelelor deterministe, discutate până acum, exista şi modele 
probabilistice (stohastice) care sunt legate strâns de teoria aşteptării. 
 
 
8.1. Elemente de teoria aşteptării 
 
 Teoria aşteptării apare la începutul secolului trecut ca instrument de 
rezolvare a unor probleme legat de încărcarea raŃională a liniilor de comunicaŃii 
prin telefoane. Aceeaşi problemă revine în actualitate odată cu apariŃia reŃelelor 
de calculatoare care se dezvoltă atât de mult. 
 Ulterior teoria aşteptării se dezvoltă de sine-stătător. 
 
8.1.1. Elementele unui sistem de aşteptare 
 
 Avem de-a face cu un  sistem de aşteptare dacă sunt precizate următoarele 
trei elemente: 

1. unităŃi ale sistemului, în general considerate unităŃi de prelucrare de 
date, de exemplu mesaje transmise de la o staŃie la alta în vederea 
prelucrării mesajului respectiv de  staŃia receptoare; 

2. staŃii, care sunt mijloace de tratare a unităŃilor care aşteaptă să fie 
prelucrate (de exemplu calculatoare); 

3. serviciu, în sensul că staŃiile din cadrul sistemului de aşteptare 
asigură anumite servicii de prelucrare a unităŃilor ce sosesc la  staŃiile ce 
constituie un sistem de aşteptare (s.a) 

 
 Într-un sistem de aşteptare se poate ca  staŃiile să nu aibă o capacitate 
suficient de mare pentru a face serviciile unităŃilor care sosesc prompt, deci 
imediat, şi în acest caz se formează o coadă de aşteptare de lungime 
nedeterminată. Se pune problema studierii unui astfel de sistem, luând în 
considerare anumite caracteristici ale lui. Ne interesează comportamentul unui 
sistem de aşteptare Ńinând cont că unele evenimente dintr-un sistem de aşteptare 
sunt probabilistice.  
 Iată câteva probleme ce se studiază în legătură cu un sistem de aşteptare: 

- numărul mediu de unităŃi din sistemul de aşteptare; 
- numărul mediu de unităŃi care vin într-o unitate de timp în sistemul de 

aşteptare; 
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- timpul mediu de servire; 
- timpul mediu de aşteptare în coadă; 
- probabilitatea ca durata de aşteptare (servire) să depăşească o valoare 

dată. 
 

8.1.2. Elemente de bază 
 
Un sistem de aşteptare, pentru a putea fi studiat, trebuie modelat. Iată 

elementele de bază ale unui model de aşteptare: 
 
1) Timpul de servire într-un sistem de aşteptare – îl considerăm ca 

fiind de natură probabilistică, adică dat de o variabilă aleatore ce urmează o 
anumită lege de repartiŃie. Sistemul de aşteptare pe care îl luăm în considerare 
în cadrul sistemului distribuit, urmează legea exponenŃială negativă.  
 Variabilele aleatoare X pot fi: 

- variabile aleatoare de tip discret,  date sub formă de repartiŃie sau 
altfel spus, distribuŃie: 

   
Ikk

k

p
x

X
∈







  

 unde  I ⊆ N, apoi pk este probabilitatea cu care variabila aleatoare X ia valoarea 
xk. Evident, avem   ∑ = 1pk . 

 O variabilă aleatoare X  urmează legea de repartiŃie Poisson dacă are 
distribuŃia 
 

  λλ
λλ

−

=

=




 e

!k
)(p;)(p

kX
k

k
,...1,0kk

,  λ>0 

 
 Putem stabili uşor că valoarea medie a variabilei aleatoare X, care 
urmează legea de repartiŃie Poisson, este 
 

 M(X)= ∑ ∑
∞

=

∞

=

− ==
0k 0k

k

k e
!k

k)(pk λ
λ

λ λ  

 
-   variabile  aleatoare de tip continuu 

 În acest caz este necesar să definim funcŃia de repartiŃie asociată unei 
variabile aleatoare X, discrete sau continue. Prin definiŃie funcŃia de repartiŃie 
asociată lui X  este o funcŃie FX : R → [0,1]  sau  F : R → [0,1]  cu valorile date 
de probabilitatea ca valorile variabilei aleatoare X  să fie mai mici decât x∈R. 
 
   F(x) = P( X < x ) 
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 RepartiŃia unei variabile aleatoare de tip continuu se dă sub forma 
 

   
Rx

)x(f
xX

∈





  

 
unde f  este densitatea de probabilitate, iar funcŃia de repartiŃie a aceleaşi 
variabile aleatoare este dată prin relaŃia: 
 

   F(x)= ∫
∞−

x

dt)t(f . 

  
Să menŃionăm proprietăŃile: 
 

- 0≤ F(x)≤ 1; crescătoare; 

- f(x) ≥  0  şi ∫
∞

∞−

= 1dt)t(f . 

  
 Dacă X urmează legea de repartiŃie exponenŃială negativă, atunci 
densitatea de probabilitate este 
 

  




≤
>=

−

0x,0
0x,e)x(f

xλλ     ,   λ>0 

 
iar valoarea medie este 
 

     M(x) = ∫
∞

∞−

dx)x(xf  = 
λ
1

  . 

 
2) Venirile – le considerăm ca fiind întâmplătoare, deci reprezintă o 

variabilă X aleatoare cu o anumită repartiŃie. Venirile sunt de tipul variabilelor 
aleatoare discrete şi, de exemplu, le considerăm ca urmând legea de repartiŃie 
Poisson cu, 
 

  λλ
λ −== e

!k
)(pp

k

kk ,  λ>0;  M(X)=λ . 

 
 Rezultă că numărul mediu de unităŃi M(X) ce sosesc în sistem este λ. 
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 În acest caz, însă, intervalul dintre două veniri succesive îl considerăm o 
variabilă continuă ce urmează legea de repartiŃie exponenŃială negativă, cu 
densitatea de probabilitate  f(x) dată mai sus. 
 

3) Factorul de servire – raportul dintre numărul mediu de unităŃi ce 
sosesc în sistem şi numărul mediu de unităŃi ce pleacă din sistem  într-o  unitate 
de timp aleasă; îl notăm cu ρ. Problema de studiu care prezintă interes pentru 
noi este atunci când ρ ≥ 1, caz în care se formează o coadă de aşteptare (dacă ρ 
< 1, avem o servire promptă, nu mai are loc aşteptarea). 
 

4) StaŃiile de serviciu.  Se deosebesc trei situaŃii pe care le reprezentăm în 
desenele care urmează: 
 

a) Sistemul are o singură  staŃie 
 
 
 
 

 
b) Sistem cu mai multe  staŃii care lucrează în paralel 

 
 
 
 
 
 
 

c) Sistem cu mai multe  staŃii care lucrează în serie 
 
 
 
 

5) Disciplina aşteptării. Aceasta precizează modul după care se dispun 
unităŃile în şirul de aşteptare şi ordinea în care sunt servite.  
 Disciplina de aşteptare poate fi de tip FIFO (primul venit, primul servit); 
putem  considera şi alte reguli. 

6) Modul de servire a unităŃilor în sistem: se deosebesc următoarele 
cazuri: 
 

- serviciu imediat: o unitate este servită o singură dată, după care ea 
părăseşte definitiv sistemul; 

coada 

statia de servire 

S 

S1 

S2 

S3 

S1 S2 S3 
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- serviciu în bloc: toate unităŃile ce aşteaptă să fie servite până la un 
anumit număr maxim dat intră în  staŃie pentru a fi servite; evident că 
servirea se face în mod succesiv. 

 

8.2. Modelul de aşteptare cu o singură staŃie de servire 
 
 Pentru modelul de aşteptare cu o singură staŃie reluăm reprezentarea dată 
mai sus. 

 
 
 

 
 
 Pentru studiul unui astfel de sistem facem următoarele ipoteze 
importante: 

1. Sosirile în sistem sunt infinite,  întâmplătoare, independente unele de 
altele şi numărul de veniri  într-o  unitate de timp este o variabilă aleatoare ce 
urmează o repartiŃie exponenŃială negativă de parametru λ. 

2. Serviciile sunt independente între ele şi independente de veniri; durata 
serviciului e o variabilă aleatoare ce urmează o repartiŃie exponenŃială negativă 
de parametru µ; o unitate, o data servită, părăseşte definitiv sistemul. 

3. Există o singură  staŃie de serviciu în sistem;  
4. Disciplina sistemului este de tip FIFO. 

 
 În aceste ipoteze vom deduce un sistem de  ecuaŃii diferenŃiale ce 
modelează un sistem de aşteptare de această natură.  
 Considerăm sistemul la momentul iniŃial  t = 0. Evaluăm probabilitatea ca 
în sistem, într-un interval de timp ∆t, ∆t>0  să avem o venire. Notam această 
probabilitate cu A(∆ t), adică avem A(∆t) = P (X <∆ t). Evident că probabilitatea 
ca în intervalul ∆t să nu aibă loc nici o venire este egală cu 1 – A(∆t). 
  łinem seama că venirile sunt poisson-iene, iar timpul dintre două veniri 
succesive în sistem este o variabilă aleatoare cu repartiŃia exponenŃială negativă 
de parametru λ, cu densitatea de probabilitate precizată mai sus, deci avem: 
 

 dxetA
t

x∫
∆

−=∆
0

)( λλ   

Acest rezultat se bazează pe faptul că:  

 A(∆t) = P (X <∆ t) = ∫ ∫
∞−

=
t t

0

dx)x(fdx)x(f
∆ ∆

  

coada 

statia de servire 

S 
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Acum avem 
 

 A(∆t) = ∫ −
t

0

xdxe
∆

λλ  =λ(-
λ
1

)e-λx

0

t∆
 = 1 – e-λ∆ t 

 
Deoarece   

 ...
!2!1

1
2

+++=
xx

e x ,  

avem   

 A(∆t) = 1 – (1 + (-λ∆t)+
!2

)( 2t∆λ
-...) = λ∆t + ∆t·h1(∆t) ,  

 
unde   h1(∆t)  → 0,  când  ∆t →  0. 
 Din relaŃia 
 
 A(∆t)= λ∆t + ∆t·h1(∆t) , 
 
rezultă că o venire în sistem o putem considera proporŃională cu λ. 
 Analog se determină probabilitatea ca într-un interval de timp ∆t, ∆t>0 să 
avem o plecare din sistem – o notăm B(∆t). Evident că probabilitatea ca în 
intervalul ∆t să nu aibă loc nici o plecare este 1 – A(∆t). 
 Avem, 
 
    B(∆t) = µ∆t + ∆th2(∆t),  
 
unde h2(∆t) → 0,  când  ∆t →  0. 
 
 Considerăm acum, în cele ce urmează, o situaŃie generală referitoare la un 
sistem de aşteptare; studiem ce se întâmplă într-un interval de timp ∆t (de la 
momentul t la t + ∆t, ştiind că la momentul t  în sistem sunt n unităŃi. 
 Convenim să notăm cu: 
 
 Pn(t)  este probabilitatea ca la momentul t în sistem să fie n unităŃi; 
Pn(t + ∆t) este probabilitatea ca la momentul t + ∆t în sistem să fie n unităŃi. 
 Studiem toate situaŃiile posibile ca la momentul t + ∆t în sistem să avem n 
unităŃi, Ńinând cont că în sistem pot (vor) avea loc atât veniri cât şi plecări, iar 
acestea sunt independente.  
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Vom deosebi patru astfel de situaŃii: 
 

1) la momentul t în sistem sunt n unităŃi, cu probabilitatea Pn(t), deci la 
momentul t + ∆t nu pot fi decât tot n unităŃi; în concluzie avem 0 – veniri, 
probabilitatea de apariŃie a evenimentului fiind 1 – A(∆t)   şi 0 – plecări, 
probabilitatea evenimentului fiind 1 – B(∆t);    
 Cum cele 3 evenimente sunt independente, rezultă că probabilitatea ca la 
momentul t + ∆t să avem în sistem n unităŃi şi în intervalul ∆t să nu fi avut loc 
veniri sau plecări este  Pn(t)[1 – A(∆t)] [1 – B(∆t)]. 

2) dacă la momentul t în sistem sunt n + 1 unităŃi, lucru care se întâmplă 
cu probabilitatea Pn+1(t), atunci la momentul t + ∆t ca să avem în sistem n 
unităŃi trebuie să avem  0 – veniri cu probabilitatea 1 – A(∆t) şi 1 – plecare, 
eveniment a cărui probabilitate este B(∆t). 
 Cum cele 3 evenimente sunt independente, rezultă că probabilitatea ca la 
momentul t + ∆t să avem în sistem n unităŃi şi în intervalul ∆t să nu fi avut loc 
veniri dar să fi avut loc o plecare este  Pn+1(t)[1 – A(∆t)] B(∆t). 
 

3) dacă la momentul t în sistem sunt n - 1 unităŃi, lucru care se întâmplă 
cu probabilitatea Pn-1(t), atunci la momentul t + ∆t ca să avea n unităŃi,  
înseamnă că avem  1 – venire cu probabilitatea A(∆t) şi 0 – plecări, eveniment a 
cărui probabilitate este 1-B(∆t). 
 Cum cele 3 evenimente sunt independente, rezultă că probabilitatea ca la 
momentul t + ∆t să avem în sistem n unităŃi şi în intervalul ∆t să fi avut loc 1 
venire şi să nu fi avut loc plecări este  Pn-1(t) A(∆t)[1– B(∆t)]. 

4) la momentul t în sistem sunt n unităŃi, lucru care se întâmplă cu 
probabilitatea Pn(t), atunci la momentul t + ∆t rămân tot n unităŃi dacă avem  1 
– venire cu probabilitatea A(∆t) şi 1 – plecare, eveniment a cărui probabilitate 
este B(∆t). 
  Cum cele 3 evenimente sunt independente, rezultă că probabilitatea ca la 
momentul t + ∆t să avem în sistem n unităŃi şi în intervalul ∆t să fi avut loc o 
venire şi o plecare, este  Pn(t) A(∆t)B(∆t). 

 Cele patru situaŃii definesc patru evenimente care sunt incompatibile şi 
atunci probabilitatea ca la momentul t + ∆t în sistem să fie n unităŃi este suma 
probabilităŃilor evenimentelor corespunzătoare evenimentelor din celor patru 
situaŃii prezentate mai sus. În consecinŃă, avem 
 
 Pn (t + ∆t) = Pn(t)[1 – A(∆t)] [1 – B(∆t)] + Pn + 1(t)[1 – A(∆t)] B(∆t) +  Pn - 

1(t) A(∆t)[1 - B(∆t)] + Pn (t) A(∆t) B(∆t) 
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Apoi, să Ńinem cont de expresiile lui A(∆t) şi B(∆t) şi să observăm că termenii 
care conŃin pe ∆t la puteri  mai mari sau egale cu 2  îi putem neglija, deoarece 
tind la 0. În acest fel vom neglija termenii ce conŃin produsul  A(∆t) B(∆t).  
 Putem scrie 
 
 Pn (t + ∆t) - Pn (t) ≈ - Pn(t)[A(∆t)+B(∆t)]+Pn - 1(t) A(∆t)+Pn + 1(t)B(∆t)  
 
    ≈ -(λ+µ)∆t Pn(t)+λ∆t Pn - 1(t) +µ∆tPn + 1(t) 
  
 De aici dacă împărŃim cu ∆t,  ∆t >0 ,obŃinem 
 

  =
−+

t

)t(P)tt(P nn

∆
∆

 -(λ+µ) Pn(t)+λ Pn - 1(t) +µPn + 1(t) ;  n>0 

 
iar dacă facem ca ∆t→0 atunci vom obŃine ecuaŃia diferenŃială 
 

  )t(P)t(P)()t(P
td

)t(Pd
1nn1n

n
+− ++−= µµλλ ; n > 0 

 
unde λ este numărul mediu de unităŃi ce sosesc în sistem/unitate de timp, iar µ 
este numărul mediu de unităŃi ce pleacă din sistem/unitate de timp. 
 
Cazul n = 0. Acest caz necesită o analiză separată. 
 Avem doar două situaŃii distincte care iau în calcul 0 unităŃi în sistem 
a) La momentul t în sistem sunt 0 unităŃi, lucru care se întâmplă cu 
probabilitatea P0(t), iar la momentul t+∆t vor fi tot 0 unităŃi în sistem, ceea ce 
înseamnă că la acest moment de timp nu avem nici o venire iar despre plecări 
nu putem vorbi. În concluzie, rezultă că probabilitatea ca la momentul t + ∆t să 
avem în sistem 0 unităŃi şi în intervalul ∆t să nu fi avut loc veniri este este dată 
de expresia  P0(t)[1-A(∆ t)]. 
b) La momentul t în sistem avem o unitate lucru care se întâmplă cu 
probabilitatea P1(t). Ca să rămână la momentul  t+∆t,  0 unităŃi în sistem  
înseamnă  că trebuie să avem o plecare şi nici o venire. Probabilitatea ca să se 
întâmple acest lucru este P1(t) B(∆ t) [1-A(∆ t)]. 
 Cum cele două evenimente sunt incompatibile, probabilitatea ca la 
momentul t+∆t să fie în sistem 0 unităŃi este dată de relaŃia: 
 
  P0 ( t+∆t ) = P0(t)[1-A(∆ t)] + P1(t) B(∆ t) [1-A(∆ t)]. 
 
De aici, 
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       P0 ( t+∆t ) - P0(t) = - P0(t) A(∆ t)+P1(t) B(∆ t) -P1(t) B(∆ t) A(∆ t)], 
 
iar dacă neglijăm ultimul termen şi Ńinem  seama de expresiile probabilităŃilor  
A(∆ t), B(∆ t) rezultă 
 
  P0 ( t+∆t ) - P0(t) = - λP0(t) ∆ t + µP1(t) ∆ t.  
 
Acum, împărŃind cu ∆ t şi făcând ca ∆ t → 0, rezultă următoarea ecuaŃie 
diferenŃială: 

  
dt

)t(Pd 0 = - λP0(t) + µP1(t).  

 
În final pentru modelul de sistem de aşteptare cu o singură staŃie avem 
următorul sistemul de  ecuaŃii diferentiale: 
 

  )t(P)t(P)()t(P
td

)t(Pd
1nn1n

n
+− ++−= µµλλ ; n > 0 

  
dt

)t(Pd 0 = - λP0(t) + µP1(t)     n=0.  

 
numite ecuaŃiile lui Chapman – Kolmogorov.  
 Evident, suntem  interesaŃi să găsim o soluŃie a acestui sistem de ecuaŃii 
diferenŃiale, pentru valori concrete date lui n.  
 Ipoteza echilibrului  static. În practică se face ipoteza că într-un interval 
de timp mic nu se produce o modificare esenŃială în sistem, adică 
 

   
dt

)t(Pd n = 0,  n ≥ 0 

 
şi atunci notăm  
   Pn(t) = pn ;   n ≥ 0, 
 
iar sistemul de  ecuaŃii diferenŃiale, de mai sus, devine un sistem de  ecuaŃii 
algebrice: 
 
   - λp0 + µp1 = 0 
     λpn – 1 – (λ + µ)pn + µpn + 1 = 0,   n>0. 
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Din prima ecuaŃie rezultă   
 

  p1 = 
µ
λ

p0,   

 

iar dacă notăm    ρ = 
µ
λ

  atunci avem: 

            p1 = ρ p0. 
 
Din a doua ecuaŃie pentru valori consecutive date lui n avem: 
  
   

  n=1;   µ p2 = (λ + µ)ρ p0 = 0

2

p
µ

λ
 

             p2 = ρ 2 p0. 
 
În general, prin inducŃie , putem arăta că avem: 
  
  pn = ρ n p0  ; n ≥1. 
 
Observăm că p0 se poate determina din proprietatea: dacă  ρ < 1 atunci 
  

∑
∞

= −
=

0n

n

1

1

ρ
ρ ;  apoi,  ∑

∞

=0n
np  = 1 ,    deci    p0 = 

1

1

1
−










− ρ
= 1 - ρ 

 
şi deci,   
  pn =ρ n (1- ρ),   n ≥ 0. 
   
 Se poate determina uşor valoarea maximă a lui pn , calculând derivata de 
ordinul întâi în raport cu ρ  şi egalând-o cu 0, obŃinem ρ=n/(n+1), de unde 
 
  maxρ =[n/(n+1)]n [1/(n+1)]. 
 
 
Caracteristici numerice ale modelului 
 
1) Numărul mediu de unităŃi în sistemul de aşteptare 

 Numărul mediu de unităŃi în sistemul de aşteptare pe care-l notăm cu  n , 
se determină considerând o variabilă aleatoare cu distribuŃia  
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  X 








......

......10

10 nppp

n
 

 
unde numărul pn este cel determinat anterior; ştiind că la un moment dat în 
sistem se pot găsi n  unităŃi, cu probabilitatea  pn =ρ n (1- ρ),   n ≥ 0. Valoarea 

medie  n  a acestei variabile aleatoare este: 
 

   ∑
∞

=

−=
0n

nn)1(n ρρ ; 

 
 dar cum,    

  
2

1n

1n

)1(1

1

d

d
n

ρ
ρ

ρρ
ρρρ

−
=

−
=∑

∞

=

−  

obŃinem că numărul mediu de unităŃi în sistemul de aşteptare, este: 
 

   ∑
∞

= −
==

0 1n
nnpn

ρ
ρ

      

      
2) Numărul mediu de unităŃi în coada de aşteptare                                                                                                                                                       

Numărul de unităŃi în coada de aşteptare este dat de variabila aleatoare 
 

  X 








+ ......

......10

121 nppp

n
 

 
Probabilitatea ca în coada de aşteptare să fie 0 unităŃi, este p1; aceasta pentru că 
o unitate este la servire ş.a.m.d. În această situaŃie numărul mediu de unităŃi în 

coada de aşteptare, pe care-l notăm cu a , este: 
 

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

+
+ −

=−==
0n

2

0n

1n
1n 1

n)1(npa
ρ

ρ
ρρ  . 

 
3) Timpul mediu de aşteptare în sistem şi în coada de aşteptare a unei unităŃi 

Timpul mediu de aşteptare în sistem a unei unităŃi pe care-l notăm cu  w 
se referă la timpul scurs din momentul în care o unitate se ataşează cozii de 
aşteptare şi până când staŃia de servire devine liberă. După cum ştim λ 
reprezintă numărul mediu de unităŃi ce sosesc în sistem/unitate de timp, deci 
este adevărată relaŃia: 
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  λ w = n  
 

de unde 
  

  w=
)1(

n

ρλ
ρ

λ −
=  

 
Apoi, timpul mediu de aşteptare în coada de aşteptare a unei unităŃi, pe care-l 
notăm cu  w* este dat de relaŃia 
 

  
)1(

a
w

2
*

ρλ
ρ

λ −
== ;      w – w* = 

µ
1

 

 
 DiferenŃa dintre cele două valori de timp era de aşteptat să fie 1/µ 
deoarece aceasta este tocmai timpul mediu de servire a unei unităŃi, care l-am 
determinat mai sus în alt mod. 
 
ObservaŃie. Un studiu analog se poate face pentru alte situaŃii, ca de exemplu: 
- sistemul de aşteptare are o capacitate limitată şi anume N unităŃi, deci în 

coada de aşteptare pot  fi cel mult N-1 unităŃi, iar una se găseşte în staŃia de 
servire. Aceasta înseamnă că în sistemul de ecuaŃii diferenŃiale stabilit mai 

sus  n = 1N,0 − . 
 Cum 
 

 1= ∑
=

+++=
N

0n

N
0n )...1(pp ρρ ;   

1N0
1

1
p

+−

−
=

ρ
ρ

 

 
apoi, 
 

  n

1Nn
1

1
p ρ

ρ
ρ

+−

−
=  

 
Numărul mediu de unităŃi în sistem, se poate arăta la fel ca mai sus, că este 
 

  
)1)(1(

)N)1N(1(
n

1N

1NN

+

+

−−

++−
=

ρρ
ρρρ

. 
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 O relaŃie asemănătoare putem obŃine pentru numărul mediu de unităŃi ce 
se găsesc în coada de aşteptare. 
- Mai mult, modelul studiat care presupune că numărul venirilor în sistem este 

infinit, poate fi modificat astfel în cât să considerăm numărul venirilor ca 
fiind foarte mare, dar totuşi finit. Se pot stabili şi în acest caz ecuaŃiile lui 
Chapman – Kolmogorov, urmând o cale asemănătoare cu cea de mai sus. 
 

 
8.3. ReŃele de cozi de aşteptare (model Jackson) 
 
 Fie un sistem distribuit format dintr-o reŃea de calculatoare C = {c1, c2, ... , 
cn} şi luăm în considerare aceleaşi ipoteze simplificatoare ca pentru cazul unui 
sistem cu o singură  staŃie; presupunem date probabilităŃile pij ca o unitate 
prelucrată pe cI  să fie dirijată apoi spre cj, adică probabilităŃile de trecere de la 
ci la cj . Rezultă că se cunoaşte matricea de rutaj a reŃelei: 
   

  























=

nn2n1n

n22221

n11211

p...pp
.
.
.

p...pp
p...pp

P  

 
 Notăm k = (k1, k2,..., kn) – starea sistemului de aşteptare unde ki reprezintă 
numărul de unităŃi din sistemul de aşteptare care sunt în curs de prelucrare sau 
aşteaptă să fie prelucrate de calculatorul ci. 
  
 Teorema (Jackson) Probabilitatea ca sistemul de aşteptare să se 
găsească în starea k este: 

    P(k)  ∏
=

=
n

1i
ii )k(p  

unde PI(k)  este probabilitatea ca în sistemul de aşteptare al calculatorului ci  
să existe ki  unităŃi, pentru ∀ i∈{1, 2, ... , n}.   
  
 În regimul staŃionar pe care-l considerăm aici aceste probabilităŃi nu 
depind de timp. 
 
 Pentru o situaŃie simplificată de reŃea cu trei noduri ca cea din figura de 
mai jos [MOL89c, MOL92b], avem următoarea matrice de rutaj:  
 



Grigor Moldovan, Ioan DziŃac,  Sisteme distribuite - Modele matematice 

 
144 

  
















=

00

00

0

32

23

1312

p

p

pp

P  

 
                p1         p2 

   p12 
 

              λ       p23 

             p32 
        p13     p32 
    

               p3 
 
 
Ipoteze: 
- unităŃile sosesc la calculatorul c1 sub forma unui flux poisson-ian de 
parametru λ. O unitate servită la c1  părăseşte reŃeaua, cu probabilitatea p1,  este 
dirijată spre c2 cu probabilitatea p12, sau spre c3  cu probabilitatea p13.  O unitate 
servită la c2  părăseşte reŃeaua cu probabilitatea p2 sau este dirijată spre c3 cu 
probabilitatea p23.  O unitate servită la c3  părăseşte reŃeaua cu probabilitatea p3 
sau este dirijată spre c2 cu probabilitatea p32.  Timpul de servire a unei unităŃi la 
staŃia ci  este o variabilă aleatoare cu o repartiŃie de tip exponenŃial cu 

parametrul µ i, i= 3,1  
  Notând 
 
  P(k1,k2,k3)=P(k),         k=(k1,k2,k3) 
 
ecuaŃiile lui Chapman – Kolmogorov conduc, pentru cazul regimului staŃionar 
considerat, la următorul sistem de ecuaŃii pentru probabilităŃile de stare. 
 (λ+µ1+µ2 +µ3)P(k1, k2, k3) = λP(k1-1, k2, k3) +µ1 p1 P(k1+1, k2, k3)+ µ2p2 
P(k1, k2+1, k3)+ µ3p3 P(k1, k2, k3+1)+ µ1 p12P(k1+1, k2-1, k3)+µ2p23 P(k1, k2+1, 
k3-1) + µ3p32 P(k1, k2-1, k3+1) +µ1 p13 P(k1+1, k2, k3-1)  
 ki=1,2,...; i=1,2,3 
 
(λ+µ2 +µ3)P(0, k2, k3) = µ1 p1 P(1, k2, k3)+ µ2p2 P(0, k2+1, k3)+ µ3p3 P(0, k2, 
k3+1)+ µ1 p12P(1, k2-1, k3)+µ2p23 P(0, k2+1, k3-1) + µ3p32 P(0, k2-1, k3+1) +µ1 

p13 P(1, k2, k3-1)  
 ki=1,2,...; i=1,2,3 
 

c1 
µ1 

c3 
µ3 

c2 
µ2 
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(λ+µ1+µ3)P(k1, 0, k3) = λP(k1-1, k2, k3) +µ1 p1 P(k1+1, 0, k3)+ µ2p2 P(k1,1, 
k3)+ µ3p3 P(k1, 0, k3+1)+µ2p23 P(k1,1, k3-1) + µ1 p13 P(k1+1, 0, k3-1)  
 ki=1,2,...; i=1,2,3 
 
(λ+µ1+µ2)P(k1, k2, 0) = λP(k1-1, k2, 0) +µ1 p1 P(k1+1, k2, 0)+ µ2p2 P(k1, k2+1, 
0)+ µ3p3 P(k1, k2,1)+ µ1 p12P(k1+1, k2-1, 0)+ µ3 p32 P(k1, k2-1,1)  ki=1,2,...; 
i=1,2,3 
 
 P(0,0,0)= µ1 p1 P(1, 0, 0)+ µ2p2 P(0, 1, 0)+ µ3 p3 P(0, 0,1) 
 
Pentru determinarea soluŃiei sistemului de mai sus sub formă de produs 
 
 P(k1, k2,k3)=P(k1) P( k2) P(k3) 
 
vom considera fiecare din cele trei staŃii separat. Astfel, pentru prima staŃie 
avem sistemul de aşteptare cu o singură intrare cu parametrul intrării λ1=λ şi 
parametrul servirii µ1. 
 Atunci: 
 

  P1(k1)= ρ
1
k1 (1-ρ1),  k1=0,1,... 

 
unde 

  ρ1=
1µ

λ
 

    
este intensitatea traficului primei staŃii. 
 Pentru a doua staŃie avem cu o intrare de parametru  
 

  
3223

321312
2 pp1

ppp

−

+
= λλ  

 
şi parametrul servirilor µ2. 
 Atunci 

 P2(k2)= ρρρρ 2
k2 (1-ρρρρ2),  k2=0,1,... 

unde  

 
)pp1(

)ppp(

32232

321312
2 −

+
=

µ
λ

ρ  
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este intensitatea traficului celei de a doua staŃie. 
 În fine, pentru cea de a treia sta sistemul de aşteptare tot cu o intrare de 
parametru 

 

 
2332

2312
3 pp1

pp3p

−

+
= λλ  

 
şi parametrul intrărilor  µ3 .  Atunci 
 
   

P3(k3)= ρ
3
k3 (1-ρ3),  k2=0,1,.. 

 
unde 
 

 
)pp1(

)ppp(

23323

231213
3 −

+
=

µ
λ

ρ  

 
este intensitatea traficului celei de a treia staŃii. 
 După înlocuiri obŃinem 
 
  P(k1, k2, k3) =  
 

 
)]ppp()pp1([

)pp1(

)]ppp()pp1()[(

23121323323

2
3223

1k
3

1k
2

1k
1

321312322321
kkk

321

321

+−−

−

+−−−
+++

++

λµ

µµµ

λµλµλ

 

 
 Relativ la un astfel de sistem de aşteptare, distribuit,  se pot determina 
caracteristici numerice. 
 Numărul mediu de lucrări la calculatorul cI  va fi  
 

   n = 3,1i,
1 i

i =
− ρ
ρ

 

 Dacă disciplina servirii este FIFO  atunci timpul mediu de aşteptare al 
unei unităŃi la calculatorul  ci   va fi: 
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   Ti =  3,1i,
)1(

1

ii

=
− ρµ

 

 
Numărul mediu de unităŃi în reŃea va fi: 
 

   a= 
3

3

2

2

1

1

111 ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

−
+

−
+

−
 

 
ObservaŃie. Se poate face o generalizare naturală a reŃelei particulare 
considerate în acest paragraf. Se pot lua în locul calculatoarelor c2  şi c3  o 
mulŃime de oricâte calculatoare legate două câte două la fel ca în exemplul 
studiat aici. Se obŃin relaŃii asemănătoare cu cele găsite aici. 
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ANEXĂ19 
MINIDICłIONAR DE CALCUL PARALEL ŞI DISTRIBUIT 
 
 
Surse: [DZI01], [DZI03] ş.a. 

 
Pentru a satisface nevoia tot mai mare de reducere a timpului de rezolvare a 

unei probleme de mari dimensiuni, a fost găsită soluŃia de a pune mai multe să lucreze 
simultan la rezolvarea sa, adică prelucrarea paralelă. 
 

Calculul paralel/ distribuit/ concurent, paralelismul în general, cuprinde trei domenii 
interdependente: 

� arhitectura sistemelor,  
� algoritmica,  
� limbaje de programare paralelă/ distribuită/ concurentă. 

În lucrarea [DZI01] sunt prezentate cele trei domenii şi interdependenŃa dintre ele, 
precum şi un minidicŃionar de noŃiuni şi concepte de paralelism. 

În acest minidicŃionar sunt explicaŃi sumar principalii termeni şi 
sintagmele ce exprimă concepte utilizate în limbajul şi metalimbajul calcului 
paralel şi distribuit, astfel ca şi cititorul neiniŃiat să poată înŃelege manualul de 
faŃă fără a consulta alte materiale. Ordinea de prezentare a terminologiei nu este 
cea alfabetică, ci am încercat o anumită ordonare logică, aşa cum am crezut că 
ar trebui să parcurgă un începător minidicŃionarul nostru pentru a se familiariza 
cât mai rapid cu problematica extrem de complexă a calculului paralel şi 
distribuit.  

Pentru explicaŃii suplimentare necesare aprofundării am utilizat următoarele 
notaŃii pentru trimiteri:  

� paranteze drepte pentru indicarea sursei din bibliografie: ex. [GRI00] indică 
lucrarea prefixată astfel în bibliografie; 

� paranteze rotunde pentru a indica numărul de ordine din tabelul 
minidicŃionarului: de exemplu, (1) se referă la expresia din tabel cu numărul 
curent 1, adică la paralelism. 

                                                           
19 Această anexă apare şi în lucrarea [DZI06], în ideea ca cele două lucrări să poată fi mai 
inteligibile şi într-o utilizare independentă. 
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Expresia  
în română 
// engleză 

 
Descriere: 

1. Paralelism 
//parallelism 
 
[PFA95] 
[GRI00] 
 

“Paralelism” (P): = termen generic pentru desemnarea 
unui ansamblu de tehnici şi procedee de creştere a 
performanŃelor unui sistem informatic prin exploatarea 
simultană a mai multor resurse similare sau nu (în 
special elemente de procesare sau procesoare 
interconectate în diverse moduri în acelaşi sistem fizic 
sau computere cuplate într-o reŃea eterogenă etc.); 
 Sinonime: concurenŃă, simultaneitate, 
suprapunere; 
Paralelismul se manifestă la nivel de: 
 -arhitectură de procesoare elementare şi unităŃi 
centrale ale căror redundanŃe permit procesări 
simultane prin tehnica pipelining  
 -programare care permite exprimarea 
concurenŃei (colaborării între procese); 
 -limbaje care oferă instrumente de exprimare a 
proceselor simultane; 
 -compilatoare, care extrag paralelismul din 
programe pentru a-l adapta arhitecturilor; 
 -algoritmii de calcul adaptaŃi arhitecturilor 
paralele. 
Conceptele de paralelism sunt numeroase şi diverse: 
(2)sursă de paralelism; (7)extragerea paralelismului; 
(10)granularitatea paralelismului; (11)nivele de 
paralelism.; (12)arhitecturi paralele. 
 

2. Sursele 
paralelismului 
 

Sursele p. sunt:(3)paralelism de control (concurent); 
(4)paralelismul datelor; (5)paralelismul de flux; 
(6)paralelism spaŃial. 
 

3. Paralelism de 
control 
(concurent) 
// concurrency 
parallelism 

Paralelismul care autorizează simultaneitatea 
prelucrării proceselor, Ńinând cont de resursele acestora; 
Termenii paralel şi concurent provoacă încă multe 
discuŃii în literatura de specialitate (de cele mai multe 
ori se utilizează ca sinonime, dar depinde şi de contextul 
de utilizare): 
    După Ben-Ari [BEN90]  calculul concurent  
înseamnă definirea unui număr de activităŃi de calcul ce 
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se pot executa simultan, pe un număr infinit de 
procesoare. Conform acestei definiŃii Dan Grigoraş 
[GRI00] consideră că cei doi termeni sunt echivalenŃi, 
dar totuşi concurent ar avea un grad mai mare de 
generalitate în anumite contexte decât paralel; 
    S.A.Wiliams [Wil90] spune că există multe 
similitudini între programarea paralelă şi programarea 
concurentă asociată cu sistemele de operare şi sistemele 
în timp real, neexistând o delimitare clară între paralel 
şi concurent, prin urmare se folosesc după preferinŃă 
(adică sunt sinonime), considerând că paralel este totuşi 
mai general, punct de vedere se manifestă şi în utilizarea 
expresiei paralelism concurent, care ar fi un pleonasm, 
dacă concurenŃa ar fi mai generală decât paralelismul; 
De fapt cei doi termeni fac parte din metalimbajul 
asociat CP şi au definiŃii imprecise, o definire 
matematică precisă a celor două noŃiuni ar clarifica 
lucrurile; evident, se poate accepta şi un punct de vedere 
de compromis, adică cele două sfere noŃionale au o mare 
parte comună, nefiind totuşi una inclusă în cealaltă.  
 

4. Paralelismul 
datelor 
//data parallelism 

P. în care aceeaşi prelucrare este aplicată unor date 
diferite, fie printr-un pipeline de instrucŃiuni vectoriale, 
fie printr-o arhitectură paralelă de tip SIMD. 
 

5. Paralelismul 
de flux 
// data flow 
parallelism 
// flux parallelism 

care efectuează o aceeaşi prelucrare asupra unui flux de 
date, de exemplu căutare multicriteriu într-o bază de 
date, printr-un operator pipeline din care fiecare 
secŃiune triază după unul din criterii cu viteza fluxului 
de date ce provine de pe disc  
 

6. Paralelism 
spaŃial 
// spatial 
parallelism 

P. care efectuează o descompunere a datelor 
reprezentative în spaŃiu, în regiuni prelucrate de 
procesoare diferite (calcul numeric, prelucrare de 
imagini) 
 

7. Extragerea 
paralelismului 

Paralelism implicit (8); paralelism explicit (9) 

8. Paralelism 
implicit sau 
extras 
// implicit 

P. în care compilatorul extrage posibilităŃile de 
paralelism ale programului şi le adaptează arhitecturii, 
cum ar fi paralizarea executării buclelor de programe 
când iteraŃiile succesive sunt independente, sau 
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parallelism reordonarea instrucŃiunilor pentru utilizarea optimă a 
arhitecturilor RISC superscalare. 
 

9. Paralelism 
explicit 
// explicit 
parallelism 

P. definit de către programatorul-utilizator 

10. 
Granularitatea 
paralelismului, 
aplicaŃiei, 
sistemului ; 
// granularity 
// grain size 

În paralelismul de concurenŃă [Mor98+] avem 
următoarele grade de granularitate: 
-inferior (la nivel de programe); 
-mediu (la nivel de procese); 
-ridicat (la nivel de threads, adică procese simple). 
 După Schwatz [Qui88] granularitatea se mai 
referă şi la numărul de procesoare dintr-un sistem 
paralel: 

- brută (zeci şi sute de procesoare); 
- fină (mii şi zeci de mii de procesoare). 

 În [Gri00] se defineşte granularitatea aplicaŃiei ca 
valoarea minimă a granularităŃii pentru toate activităŃile 
paralele componente (proces, thread)= dimensiunea 
minimă, exprimată în numărul de instrucŃiuni, dintr-o 
unitate secvenŃială. Valoarea minimă sub care 
performanŃa sistemului paralel scade semnificativ este 
numită granularitatea sistemului. 
 

11. Nivele de 
paralelism 
 
 

Nivel scăzut // low level parallelism:= p. la nivelul 
procesorului elementar (arhitectură cu instrucŃiuni 
pipeline, superscalară, sistolică); 
Nivel înalt // high level parallelism:= care pune în 
funcŃiune mai multe procesoare elementare 
 

12. Arhitectura 
paralelismului 
 
 

P. centralizat (puternic cuplat) // centralized (highly 
coupled) parallelism := permiŃând o vedere şi un control 
global prin partajarea unei resurse comune între 
procesoare, ca în multiprocesoarele cu memorie 
comună; 
P. distribuit // distributed parallelism:= unde 
procesoarele independente nu dialoghează decât prin 
mesaje transmise prin reŃea, ca în cazul unui hipercub; 
p. masiv // massive parallelism:= mai multe procesoare 
universale sau specifice (arhitecturi celulare şi reŃele 
neuronale). 
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13. Paralelizarea 
unui program/ 
algoritm 
 

Adaptarea unui program / algoritm conceput pentru un 
calculator monoprocesor pentru a fi executat pe 
calculator multiprocesor, adică izolarea unor 
subcomponente care pot fi executate simultan. 
 
 

14. Clasificarea 
Flynn 
 
 

Flynn clasifică arhitecturile în funcŃie de modul de 
prelucrare a seturilor de instrucŃiuni şi a seturilor de date 
în: 
SISD (Single Instruction stream-Single Data stream); 
SIMD (Single Instruction stream-Multiple Data stream); 
MISD (Multiple Instruction stream-Single Data stream); 
MIMD (Multiple Instruction stream-Multiple Data 
stream); 
 

15. Arhitectură 
masiv paralelă 
// large parallel 
architecture 

Arhitectura sistemului central implicând un mare număr 
de procesoare (de ordinul sutelor) elementare, 
interconectate în diverse structuri topologice 
(magistrală, inel, matrice, arborescentă, plasă/grilă, 
hipercub etc.) care lucrează în colaborare la rezolvarea 
uneia sau mai multor probleme; 
 

16. Arhitectură 
multiprocesor 
// multiprocessor 
architecture 

Arhitectură a sistemului central / unităŃii centrale care 
include mai multe procesoare elementare de prelucrare; 

17. Arhitectură 
pipeline 
// pipeline 
architecture 
 
 
 

Arhitectură a operatorului sau procesorului care permite 
un paralelism înlănŃuit, de tip conductă / bandă rulantă; 
operatorul este împărŃit în sectoare traversate succesiv 
de date, după frecvenŃa ceasului, eliberând secŃiunea 
pentru operaŃia următoare, astfel încât o nouă operaŃie 
poate fi iniŃializată la fiecare perioadă de ceas; 
Un pipeline de instrucŃiuni permite procesoarelor RISC 
prelucrarea unui debit de instrucŃiuni într-o bătaie de 
ceas, atunci când o instrucŃiune necesită cinci operaŃii: 
căutarea instrucŃiunii în cache, decodarea, căutarea 
operanzilor, execuŃia, pregătirea rezultatului; 
Pipeline (canal de prelucrare paralelă):= o „linie de 
asamblare” care creşte substanŃial viteza de citire, 
executare şi scriere a instrucŃiunilor. Utilizată de mult în 
UNIX, structura pipeline a fost inclusă în Intel 80486 şi 
permite prelucrarea unei instrucŃiuni în fiecare perioadă 
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de ceas. Microprocesorul Intel Pentium conŃine două 
astfel de structuri, una pentru date şi alta pentru 
instrucŃiuni; 
Pipelining := prelucrare paralelă.  
 

18. Procesor 
CISC (procesor 
cu set complex 
de instrucŃiuni) 
// Complex 
Instruction Set 
Computer (CISC) 

Arhitectură de procesor în care a existat tendinŃa de a 
mări setul de instrucŃiuni cablate, evoluŃia lor 
orientându-se spre execuŃia dinamică, care se bazează pe 
trei concepte: predicŃia salturilor, analiza dependenŃelor 
de date şi execuŃia speculativă.  
Ex.: microprocesoarele Intel Pentium Pro.[Gri00] 
 

19. Procesor 
RISC (procesor 
cu set redus de 
instrucŃiuni) 
// Reduced 
Instruction Set 
Computer (RISC) 
[Gri00] 

O alternativă la CISC; 
 Cele mai populare arhitecturi de procesoare pentru CP 
în care obŃinerea performanŃelor este urmărită prin 
utilizarea unui set redus de instrucŃiuni cablate ce 
permite prelucrarea pipeline a instrucŃiunilor de 
executat; 
Obiectivul arhitecturilor RISC ideale este realizarea unei 
instrucŃiuni la fiecare bătaie de ceas, cea ce implică 
strădania de alimentare cu instrucŃiuni şi date a 
memoriilor cache, evitarea aşteptărilor în pipeline-rile 
de instrucŃiuni în caz de racordări, evitarea timpilor de 
schimbare de context în cazul apelurilor de proceduri; 
Premergătoarele RISC-ului au fost IBM 801, SPARC, 
MIPS. 
 

20. Arhitectură 
superscalară 
// superscalar 
architecture 
 
[GRI00] 

extensie RISC în care mai multe instrucŃiuni de tip 
diferit sunt decodificate simultan, apoi lansate în paralel, 
fiecare către operatorul corespunzător: de exemplu, o 
operaŃie în virgulă fixă, o operaŃie în virgulă mobilă şi o 
operaŃie cu memoria; 
Compilatorul este cel care se ocupă cu reorganizarea 
instrucŃiunilor pentru obŃinerea celei mai bune utilizări 
pipeline şi a unui maxim paralelism superscalar, 
garantând coerenŃa programului. 
 

21. Hipercub 
// hypercub 
 
 
 

Calculator paralel cu cuplare slabă şi memorie 
distribuită la un număr de procesoare ce uneori 
depăşeşte 65 000 (de ex, CM 1). 
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22. 
Multiprocesor 
// multiprocessor 

Denumire dată unui calculator sau unui sistem de calcul 
care are mai multe procesoare de prelucrare  
 
 
 
 

22. 
Multiprocesor 
simetric 
// symetric 
multiprocessor 

Multiprocesor în care gestiunea sarcinilor sistem este 
partajată de către toate procesoarele, spre deosebire de 
multiprocesorul de tipul master/slave, unde master-ului 
(stăpânului) îi revine gestiunea sistemului de exploatare, 
sclavii fiind puşi doar să execute ,  
Ex. Sequent Symmetry 
 

23.Multiprogra-
mare//multipro-
gramming 
 

Concept de natură hardware prin care mai multe 
programe stocate în memoria unui calculator sunt 
executate cu întreruperi, cu partajarea timpului:  

24. Multitasking Executarea a mai multor programe în acelaşi timp pe un 
sistem de calcul 
ExecuŃia unui program presupune utilizarea mai multor 
resurse sistem: în afara efectuării calculelor pe 
procesorul sistemului, un program poate transfera date 
într-un fişier implicând o "comunicaŃie" cu discurile 
fixe, poate trimite date la imprimantă pentru a fi tipărite, 
sau poate aştepta reacŃia umană furnizată prin 
intermediul mouse-ului sau tastaturii. Toate aceste 
operaŃii sunt realizate la viteza la care perifericul 
respectiv poate funcŃiona fizic, viteza net inferioara celei 
la care funcŃionează procesorul.  
ExecuŃia programelor prin întrepătrundere 
(multitasking) este o tehnica ce permite utilizarea la 
maximum a procesorului, prin planificarea spre execuŃie 
a altor programe pe perioadele de inactivitate ale 
acestuia. Pentru a evita situaŃiile în care un program 
acaparează integral procesorul (prin evitarea dialogului 
cu periferia), tehnica "multitasking" prevede ca după o 
cuantă maxima de timp, un astfel de program sa fie 
suspendat permiŃând astfel şi execuŃia altor programe. 
Un alt avantaj al unui astfel de mecanism constă în 
robusteŃea conferită sistemului. Astfel, indiferent dacă 
programul utilizator ce se executa la un moment dat e 
corect sau nu, prin "prelevarea forŃată" a sa (suspendarea 
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din execuŃie) controlul este redat sistemului de operare, 
permiŃând astfel terminarea sau "uciderea" acelui 
program.  
Un sistem de operare care funcŃionează pe principiul 
"multitasking"-ului (de ex. UNIX) creează iluzia 
execuŃiei simultane a mai multor programe - o execuŃie 
în acest caz este văzută ca fiind un proces distinct. 
Bazându-se pe această iluzie, un astfel de sistem de 
operare prevede mecanisme de "comunicaŃie" şi 
"sincronizare" între procese, şi deci dezvoltarea 
aplicaŃiilor "concurente". Atâta timp însa cât este utilizat 
un singur procesor, nu se pot aştepta creşteri 
spectaculoase de performanŃă. O creştere există, dar ea 
se datorează utilizării mai eficiente a acestui unic 
procesor, şi nu creşterii puterii de calcul a sistemului în 
ansamblu.  
Pe sistemele real paralele (distribuite sau nu), procesele 
ce compun un program sunt executate efectiv în acelaşi 
timp. În plus, particularităŃile constructive ale sistemului 
paralel pot reduce mulŃimea mecanismelor disponibile 
(de exemplu absenŃa memoriei partajate în mediile 
distribuite), impunând o modelare a mecanismelor 
absente. ExistenŃa mai multor procesoare oferă o 
creştere categorica a performanŃelor, dar induce şi 
probleme complexe în controlul execuŃiilor 
programelor. O astfel de problemă constă în decizia 
plasării proceselor pe procesoarele fizice disponibile. 
Aceasta decizie poate aparŃine programatorului, dacă 
limbajul utilizat permite acest lucru, fiind vorba astfel 
de un paralelism explicit. 
 

25. AplicaŃie 
multifir 
// multithreaded 
application 

Un program care poate rula în acelaşi timp două sau trei 
fire (//threads), porŃiuni independente de program; 
Avantajul divizării în fire (threads) constă în 
posibilitatea oferită sistemului de operare de a decide 
care fir are prioritate maximă de execuŃie. 
 

26. 
Multiprelucrare 
// multiprocessing 

Concept de natură software, un mod de exploatare a 
unui calculator în care mai multe sarcini sunt executate 
simultan de către mai multe procesoare printr-o 
planificare, când unul aşteptă încă date de intrare de care 
are nevoie pentru continuarea execuŃiei, unitatea 
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centrală se ocupă de un alt program; astfel că se creează 
impresia de paralelism în execuŃie, adică în acelaşi 
interval de timp sunt terminate mai multe programe. 
 

27. Sincronizare 
// synchronization 

Mecanism utilizat în execuŃii paralele ce permite 
introducerea de întârzieri în execuŃia unui program, 
necesare unor constrângeri impuse de algoritm sau de 
structura intimă a procesorului; 
Sincronizarea se petrece în primul rând la operaŃiile 
indivizibile la nivelul procesorului, execuŃia cărora 
trebuie terminată înaintea oricărei alte utilizări a 
procesorului (în acest caz nu se permit intercalări în 
execuŃie, deci e nevoie de sincronizare); 
Există două tehnici importante de sincronizare: 
mecanismul fork-join şi utilizarea mecanismelor 
de control: cobegin-coend, parbegin–

parend; 

Primul este un mecanism mai puternic (permite crearea 
dinamică a proceselor, pe când al doilea introduce o 
structură de control cu o singură intrare şi o singură 
ieşire); 
 

28. Mecanismul 
fork-join 

Mecanism utilizat în limbajele de programare paralelă 
(concurentă) pentru specificarea execuŃiei concurente 
(paralele), adecvat pentru aplicaŃii în care nici o funcŃie 
majoră a aplicaŃiei nu necesită rezultate de la o altă 
funcŃie a acesteia, adică sunt independente şi pot fi 
evaluate simultan; 
 variante ale sale se utilizează în Unix pentru 
specificarea proceselor concurente; 
instrucŃiunea fork Q, apărută într-un proces P, 
declanşează execuŃie paralelă a procesului Q În acelaşi 
timp ce se execută şi procesul P în care apare fork-ul;  
instrucŃiunea join Q apărută într-un proces P, 
recombină două procese într-unul singur ca în următorul 
exemplu: 
program P   begin....fork Q...join Q... 
program Q   begin...end;  end. 
pentru exemplul de mai sus execuŃia lui Q este începută 
când se ajunge la fork Q din P, moment din care P şi 
Q se execută simultan fie până când P execută join Q, 
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fie până când Q se termină. Dacă Q nu este terminat şi P 
execută join Q, el va aştepta până când Q se va 
termina şi numai apoi îşi va continua execuŃia. Dacă 
însă Q se termină înainte ca p să execute join Q, 
atunci execuŃia acestei comenzi nu va avea nici un efect 
asupra lui P, acesta continuându-şi execuŃia cu 
instrucŃiunile ce urmează după join Q. 
 

29. Mecanismele 
de control: 
cobegin-coend/ 
parbegin-parend 

Sunt mecanisme pentru specificarea execuŃiei 
concurente/ paralele a instrucŃiunilor din lista cuprinsă 
între început şi sfârşit; 
de exemplu în  programul  
program P begin...cobegin Q, R coend 

S...end. 
instrucŃiunile Q şi R vor începe să fie executate simultan 
când se ajunge la cobegin, iar R va fi pornită doar 
după ce ambele instrucŃiuni sunt terminate (dacă R se 
termină mai repede, se aşteptă şi după terminarea lui Q, 
adică după terminarea tuturor instrucŃiunilor din listă); 
parbegin-parend are acelaşi efect. 
 

30. Sistem 
multiuser  
//multiuser 
system 

Sistem cu mai mulŃi utilizatori; sisteme de operare 
multiuser: UNIX, Linux etc. 

31. Conceptul de 
program stocat 
// stored program 
concept 

Este un concept utilizat în programarea serială în care 
un program se stochează în memorie împreună cu 
datele, urmând ca execuŃia instrucŃiunilor din program 
să nu se facă neapărat în ordinea secvenŃială de scriere a 
programului ci să fie executată acea instrucŃiune care are 
disponibile datele necesare execuŃiei. 
 

32. Transputer 
// TRANSistor 
and comPUTER 

Numit şi calculator într-un cip, este un microcircuit 
VLSI cu memorie adiŃională, microprocesor, posibilităŃi 
de comunicaŃie şi interconectare; 
Construit pe baza unei arhitecturi RISC (INMOS, 1985), 
este strâns legat de limbajul Occam şi constituie 
elementul de bază al sistemelor multiprocesor masiv 
paralele 
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33. Limitare de 
tip von 
Neumann 
// von Neumann 
bottleneck  
 

Limitarea vitezei de prelucrare constatată de însuşi John 
von Neumann în arhitecturile care-i poartă numele, 
conform căreia un calculator de acest tip pierde mai 
mult timp cu căutarea datelor în memorie decât cu 
prelucrarea propriu –zisă. 

34. Limbajul 
Occam 

Descendent direct din CSP, Occam (numele filozofului 
englez din secolul XIV de la care a rămas principiul 
simplităŃii în structura entităŃilor, briciul lui Occam); 
un limbaj simplu, cu mecanisme puternice de 
implementare a algoritmilor paraleli pe sisteme bazate 
pe transputere şi sisteme distribuite. 

35. Limbajul 
TIMP 
/ TIMişoara 
Parallel (TIMP) 

Limbaj concurent destinat calculatoarelor vectoriale, 
elaborat de un colectiv de la Universitatea Politehnica 
din Timişoara 

36. Limbajul 
PVM 
/ Parallel Virtual 
Machine  

Limbaj destinat calculatoarelor paralele virtuale 
configurate dintr-o mulŃime de calculatoare conectate 
într-o reŃea distribuită. Un pachet de programe destinat 
programării calculatoarelor paralele virtuale. 
 

37. Sistem 
distribuit de 
prelucrare 
// distributed 
processing sistem 

Un sistem de calcul proiectat pentru mai mulŃi 
utilizatori, în maniera client / calculator, care oferă 
fiecărui utilizator un calculator complet funcŃional: 
În domeniul PC prelucrarea distribuită are forma 
reŃelelor locale (LAN), în care PC-urile unui 
departament sunt legate prin conexiuni de mare viteză, 
resursele scumpe putând avea o utilizare în comun; se 
deosebeşte de sistemele cu mai mulŃi utilizatori. 
 

38. Sistem 
centralizat de 
prelucrare 
// centralized 
processing sistem 

Un sistem de calcul proiectat pentru mai mulŃi 
utilizatori, în maniera mainframe (un calculator de 
mare capacitate necesar unei organizaŃii departamentale, 
cu mai multe terminale şi cu o bază de date comună şi 
partajarea unor resurse scumpe în comun); 
deosebirea esenŃială dintre sistemele centralizate şi cele 
distribuite este că puterea de calcul se realizează în 
primele printr-un calculator de mare capacitate, iar în 
cele distribuie prin mai multe calculatoare de capacităŃi 
mai mici. 
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39. Scalabilitatea  
(sistemului 
paralel) 
/ scalability (of 
parallel system) 
[GRI00], p. 68 

Se referă la posibilitatea de a asigura creşterea eficienŃei 
prin creşterea  numărului de procesoare , în ipoteza că 
programul prezintă un potenŃial suficient de mare de 
paralelism şi o granularitate suficient de mare; 
Dacă se obŃine o creştere liniară a accelerării, se spune 
că sistemul este scalabil liniar. 
 

40. Procese 
asincrone 
// asynchronous 
processes  

Procese concurente care nu fac schimb de date direct, 
după perioade prestabilite (ca la procesele sincrone), sau 
prin mesaje la cerere (ca la procesele sincronizabile), ci 
fac schimb de date prin intermediul memoriei comune în 
orice moment al desfăşurării proceselor 
 

41. Sistem de 
calcul în timp 
real 
// real time 
computing system 

  Este un sistem de calcul online (sistem în care datele 
de intrare sunt introduse direct de la locul de generare în 
sistemul de calcul, iar datele de ieşire sunt transmise 
direct la locul de utilizare), ataşat unui fenomen în 
desfăşurare reală, astfel încât intervalul de timp scurs de 
la începerea preluării datelor de intrare şi până la 
obŃinerea rezultatelor, să fie suficient de scurt pentru ca 
desfăşurarea ulterioară a fenomenului să mai poată fi 
influenŃată: 
  Elementul esenŃial ce caracterizează un sistem de 
calcul în timp real este timpul de răspuns  al aplicaŃiei, 
timp care de multe ori nu poate fi suficient de micşorat 
decât prin mijloace sau procedee de calcul paralel 
 

42. UNIX Sistem de operare multitasking şi multiuser utilizabil 
atât pe un PC cât şi pentru reŃele de PC-uri; are multe 
variante specializate: 
Linux  pentru configurarea unui calculator paralel 
virtual, care poate fi programat în limbaj PVM, 
Parix, pentru sistemele bazate pe transputere; 
Dynix, pentru sistemul Sequent Symmetry  ş.a. 
 

43. / Grand 
Challenge 

Categorie de probleme de mari dimensiuni, cu caracter 
ştiinŃific sau ingineresc, de o asemenea complexitate 
încât nici un cercetător sau institut de cercetări nu le 
poate rezolva prin eforturi individuale; astfel de 
probleme sunt Ńinte ale calcului paralel şi distribuit.  
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44. Algoritmi 
paraleli 
// parallel 
algorithms 

Există mai multe modalităŃi de obŃinere a algoritmilor 
paraleli: 
-prin multiplicare şi izolare, adică fiecare procesor 
execută în mod independent acelaşi program, fiind izolat 
de restul procesoarelor (acelaşi program, date locale 
diferite, fără comunicare între procesoare); 
-prin paralelism spaŃial, fiecare procesor executând 
acelaşi program dar asupra unor date locale rezultate în 
urma unei divizări a domeniului datelor (acelaşi 
program, date locale diferite, comunicare pentru datele 
de la frontiera domeniului); 
-prin paralelism algoritmic, fiecare procesor fiind 
responsabil de o anumită parte din program, toate datele 
trecând prin fiecare procesor (secvenŃe de program 
diferite, date globale, comunicare prin intermediul unei 
memorii comune); 
algoritmii paraleli pot fi numerici (se execută calcule cu 
numere), sau nenumerici (se execută operaŃii de căutare, 
sortare ş.a.). 
 

45. Internet /  
The Net 

Cuvântul „internet” provine din concatenarea 
prescurtărilor a două cuvinte englezeşti, interconnected 
(interconectat) şi network (reŃea) şi desemnează o reŃea 
de mari dimensiuni formată prin interconectarea mai 
multor reŃele autonome eterogene. Astfel, substantivul 
comun „internet” (cu minusculă) desemnează în 
general o reuniune de reŃele, văzută ca o reŃea unitară, 
împreună cu informaŃia şi serviciile care sunt oferite 
utilizatorilor prin intermediul acestei reŃele (Web, E-
Mail, FTP etc.). Cea mai mare dintre reŃele de tip 
internet este numită Internet (nume propriu, scris cu 
majusculă), adică super-reŃeaua mondială unică de 
computere, interconectate prin protocolul IP  
Atât Internetul sau The NET (ReŃeaua), cum i se mai 
spune în lume, cât şi alte reŃele mai mici de tip internet 
sunt exemple de sisteme informatice distribuite.  
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46. Intranet/ 
 

Un intranet este o reŃea închisă sau o sub-reŃea dintr-un 
internet sau chiar din Internet care este administrată 
autonom şi pentru care exista un sistem de securitate 
local. Un intranet poate  format din mai multe reŃele de 
tip Local Area Network (LAN), legate între ele prin 
anumite sisteme de comutare. Un intranet poate fi 
conectat la Internet printr-un router , care permite 
utilizatorilor din intranet să utilizeze servicii ca Web, 
FTP sau EMAIL. De asemenea permite utilizatorilor din 
exterior (din Internet) să acceseze servicii pe care le 
pune eventual la dispoziŃie intranetul. Pentru a se proteja 
de diferite atacuri maliŃioase, sunt utilizate soft-uri de 
tip firewall, care previn utilizatorul că anumite mesaje 
neautorizate încearcă să intre sau să plece. Un firewall 
este implementat să filtreze anumite mesaje conform 
unor criterii, de exemplu el permite trecerea doar a 
mesajelor legate de poşta electronică.  

 

47. Calcul mobil/ 
Nomadic 
computing 

În lumea sistemelor informatice distribuite un rol 
deosebit îl au în prezent dispozitivele miniaturizate şi 
reŃelele wireless. De exemplu, cu ajutorul unui laptop 
sau chiar a telefonului mobil, printr-o conexiune de tip 
wireless ne putem conecta aproape de pretutindeni la 
intranetul „home” şi putem utiliza resursele de acolo (de 
pe calculatorul de acasă sau de la serviciu). Putem vorbi 
astfel de un calcul mobil (nomadic computing).  
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48. Computere-
omniprezente/ 
Ubiquitous 
computing 

Ubiquitous computing promovează ideea aparent 
opusă, „computere omniprezente”, adică să existe 
computere conectate la internet în locuri în care există 
indivizi obligaŃi să stea un timp mai lung sau mai scurt 
(imobilizaŃi acasă sau în spitale, în staŃiuni turistice, în 
gări şi aeroporturi etc.), pe care indivizii le pot accesa 
pentru comunica sau pentru a accesa anumite informaŃii 
din exterior. De exemplu, de la calculatorul de acasă 
conectat la Internet, putem accesa diverse informaŃii de 
la serviciu sau putem citi presa din Bucureşti sau 
Londra, sau putem coresponda prin email sau online cu 
orice persoană din lume care dispune de aceleaşi 
facilităŃi. In afară de laptopuri şi de telefoanele mobile 
performante, amintim imprimantele inteligente, 
ceasurile inteligente, PDA (personal digital assistant), 
camere video digitale etc., care contribuie la dezvoltarea 
tot mai expansivă a calculului nomadic.  

49. Sistem 
puternic cuplat/ 
Tightly coupled 
system 
 

50. Sistem slab 
cuplat/ 
Loosely coupled 
system 

Din punct de vedere al structurii hardware şi a tipului de 
conexiune, sistemele care cuprind mai multe procesoare 
pot fi:  

• puternic cuplate (conectate la nivel de memorie, 
ex. multiprocesoare); 

• slab cuplate (conectate la nivel de reŃea de 
calculatoare, ex. multicalculatoare). 

Sistemele puternic cuplate sunt sisteme în care mai 
multe procesoare partajează aceeaşi memorie internă şi 
folosesc acelaşi ceas intern. De exemplu sistemele din 
clasa MIMD sunt sisteme puternic cuplate 
(multiprocesoarele şi calculatoarele paralele masive). 

Sistemele slab cuplate sunt sisteme în care fiecare 
procesor are propria memorie şi propriul ceas intern.  
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51. Cluster 
(„ciorchine”) 
Se mai utilizează 
uneori denumirea 
Farm („fermă”) 
pentru 
desemnarea 
aceluiaşi concept 

Clusterul este un tip de sistem distribuit ce permite 
calculul paralel, format fizic dintr-o reŃea de cel puŃin 
două procesoare, numite staŃii de lucru (care pot fi 
calculatoare complete, PC-uri, supercalculatoare, 
calculatoarele vectoriale, multiprocesoare, MPP), care 
pot fi folosite şi de sine stătător, interconectate într-o 
reŃea, fiind utilizat ca o resursă de calcul integrată şi 
singulară. În practică se utilizează două tipuri de 
clustere: clustere dedicate (formate din procesoare 
omogene) şi clustere de întreprindere (formate din 
procesoare neomogene). 
Un cluster are, în mod iluzoriu, pentru utilizator o 
imagine de sistem unic -SSI (Single System Image). 
Aceasta este impresia utilizatorului, că are acces la un 
sistem unic cu resurse multiplicate, cu control unic 
asigurat prin intermediul unei singure interfeŃe. 
Sistemul este simetric, în sensul că un serviciu poate fi 
solicitat de pe orice nod, iar accesul la resurse este 
transparent. Astfel, clusterul pare la fel de uşor de 
folosit ca un PC. Elementele clusterului sunt văzute din 
afară ca fiind anonime şi interschimbabile.  
 

52. Bază de date 
distribuită 
//distributed 
database 

Este o colecŃie de date distribuită în mai multe locaŃii 
fizice, controlată de un sistem de management al bazei 
de date în care dispozitivele de stocare nu sunt ataşate în 
totalitate de o singură unitate centrală de prelucrare 
obişnuită. Datele pot fi stocate în mai multe calculatoare 
plasate în aceeaşi locaŃie fizică sau într-o reŃea. O bază 
de date distribuită este distribuită în partiŃii/fragmente 
separate. Fiecare partiŃie/fragment a unei baze de date 
distribuită poate fi reprodusă (adică eşecuri redundante, 
cum ar fi o matrice de hard-disk-uri). În afară de 
replicarea şi fragmentarea bazelor de date distribuite, 
există multe alte modele de tehnologii ale bazelor de 
date distribuite. De exemplu, autonomia locală, şi 
tehnologii sincrone şi asincrone ale bazelor de date 
distrbuite. Aceste implementări ale tehnologiilor poate, 
şi în mod sigur, depinde de nevoile beneficiarului şi 
sensibilitatea/confidenŃialitatea datelor care vor fi 
stocate în baza de date. 
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