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Algebra
BROKREGNING

DEFINITION Brek

a _ Teeller

—= aog b er tal
b Neaevner

a=8 b

1
(o]

EKSEMPEL: 9

SETNING  Fortegnsregler

Hvis man ganger eller dividerer to tal med forskelligt fortegn
bliver resultatet negativt. Hvis fortegnene er ens bliver resul-
tatet positivt.

_4_

=2
-2

EKSEMPLER: 40-2)=-8

s£TNING  Forlaenge eller forkorte en brek

Bragken aendrer ikke veerdi, hvis man ganger eller dividerer
med det samme tal i teeller og naevner.

a_alc a_a:c

b blc B_b:c
EKSEMPEL: §_£_£
S ' 5 [2 10
EKSEMPEL: EZEZE
8 8:2 4



Algebra

SETNING  Gange en bregk med et tal

Man ganger en brgk med et tal, ved at gange teelleren med
tallet og beholde naevneren.

Em: :a_[c
b b

5
EKSEMPEL: 5 F=—=—

SETNING  Gange en brek med en brok

Man ganger en brgk med en brgk, ved at gange teeller med
teeller og naevner med naevner.

ag _ale
b d bld

m_r

EKSEMPEL: ZB]’-
6 4 o604 24

SETNING Addition og subtraktion af broker

Brgker med samme naevner kan lsegges sammen, ved at
addere brgkernes teeller og beholde naevneren.
En lignende regel geelder for subtraktion.

a,b_a+b a b_a-b

nn n n n n

o112 3 2_1
EKSEMPLER:  —*- =2 4 4 2

Dg 2 9 12_4+9-12_1
EKSEMPEL: A '1=g

12 12 12 12



Algebra

s£TNING  Dividere en brek med en bregk

Man dividerer en brgk med en brgk, ved at "gange med den
omvendte”.

a
a.c_ald . b _al
b'd blc kan ogsa skrives c bl

d

BEVIS
a ag ald aldy
ac_b _b _ b _ Db _ ald
b d ¢ C C c b c b
d d
g.e.d.”

*) g.e.d.: (Latin) "quod erat demonstrandum”, hvilket betyder
"Som skulle vises”

2212219
EKSEMPEL:  — g =~

@ Kurt, hvorfor var du her ikke i sidste matematiktime?
- Hvis jeg havde vidst, at det var den sidste, sa ville jeg have veeret her.



Algebra
REDUKTION

DEFINITION Reduktion

Reduktion betyder i matematik at skrive noget simplere.

68 _2(34 _2
238 7034 7

EKSEMPEL:

SATNING: Regneoperationernes hierarki

Regneoperationerne udfares i flg. reekkefalge:
1. Multiplikation (') og division (:)
2. Addition (+) og subtraktion (-)

EKSEMPEL: 2m—g+7=8—2+7:13

SATNING  Addition af tal
Nar man leegger tal sammen, er reekkefglgen ligegyldig.

at+b=b+a

EKSEMPEL: 4+3=3+4

s£TNING  Multiplikation af tal
Nar man ganger tal, er reekkefglgen ligegyldig.
alb=Dbla

EKSEMPEL: 5[6=6I[5




Algebra

SATNING Parenteser

Indholdet i en parentes skal opfattes som ét element.

EKSEMPEL: 5[(3+2)=5[5=25

DEFINITION Led

Led er adskilt af plus (+) eller minus (-).

6
EKSEMPEL: 204 "3 +7 indeholder 3 led

SATNING  Et tal gange en parentes

Man ganger et tal med en parentes ved at gange tallet med
hvert led i parentesen.

allb+c-d)=alb+alc-ald

EKSEMPEL: 6[(3+2)=6[3+612

BEM/ERK: -(a+b)=-1l(a+b)=-a-b

SEATNING  En parentes gange en parentes

Man ganger en parentes med en parentes ved at gange hvert
led i den fgrste parentes, med hvert led i den anden parentes.

(@+b)i(c+d)=alc+ald+blc+bld

EKSEMPEL: (6+5)[(3+2)=6[3+6[2+5[3+5(2



Algebra

DEFINITION Potens-skrivemade

Ganges flere ens tal sammen, kan det skrives nemt ved brug
af potens.

alalala=a*

EKSEMPEL: 2I[2[2[2[2=2°

S£TNING: Kvadratet pa en to-leddet sum

Kvadratet pa en to-leddet sum giver: Kvadratet pa farste led,
plus kvadratet pa andet led, plus det dobbelte produkt.

(a+b)f =a?+b?+2[& M

BEVIS
a b
(a+b) =(a+b)da+b) .
—am+alb+bm+b i
=a2+b%+2lalb al & | aib
g.e.d. |
|
__________ A
|
|
b alb | b?
|
|
|
|
|
|
|
|

EKSEMPEL: (6+5)° =62+5%+2[B b

EKSEMPEL: x> +20k+1=(x +1)°




Algebra

s£TNING  Kvadratet pa en to-leddet differens

Kvadratet pa en to-leddet differens giver: Kvadratet pa farste
led, plus kvadratet p& andet led, minus det dobbelte produkt.

(a-b)y =a?+b* -2

EKSEMPEL: (4-7)*=42+7%2-2m@0O0

EKSEMPEL: 40k?-16[k +16=(2k - 4)?

SETNING  To tals sum gange de to tals differens

To tals sum gange de samme to tals differens giver:
Kvadratet pa farste led, minus kvadratet pa andet led.

(a+b)Ha-b)=a®-b?

EKSEMPEL: (8+9)[{8-9)=8%-9?

EKSEMPEL: 9k*-16=(30k +4){3x - 4)




Algebra
LIGNINGER

DEFINITION: Lighedstegn

Et lighedstegn (=) bruges til at angive, at veerdien af to
matematiske udtryk er ens.

EKSEMPEL: 2+2=4

DEFINITION:  Lighing

En ligning er to matematiske udtryk forbundet med et
lighedstegn.

2a+3@=5[a

1
EKSEMPLER: "‘g =

Wk
N |

DEFINITION Ubekendt storrelse

Som symbol for en ubekendt starrelse bruges normalt
bogstavet x, som opfattes som et vilkarligt tal.

DEFINITION:  En ligning med en ubekendt

Ligning, hvor der indgar netop én ubekendt starrelse.

EKSEMPLER: —+2=x2+3 4(X-2=2
X
EKSEMPLER: b og Bo er tilsammen 34 ar, Ib er 2 ar eeldre

end Bo. Hvor gammel er Bo (x)?
X +(x +2)=34

10



Algebra

DEFINITION  Grundmaengde

Grundmaengden (G) er de tal, den ubekendte starrelse (x)
skal findes iblandt.

EKSEMPEL: Hvis x angiver alderen, malt i ar, pa en person
geelder:
» X kan ikke veere negativ
* Xxer hgjst 122, da dette er alders-rekorden.

Alts& geelder: G ={x OR |0 < x <122}

Dette laeses: Grundmaengden er maengden af x der tilhgrer de
relle tal (alle tal), hvorom det gaelder at x er stgrre end eller lig O
og mindre end eller lig 122.

DEFINITION  Ligningens grad

En lignings grad er den hgjeste forekommende potens af den
ubekendte (x)

EKSEMPLER: 1.grads-ligning:  2[x+3=x-4
2. grads-ligning: 2[x+3=x%-4
3. grads-ligning:  2[x+3=x°-4

| 1824 viste den 22-arige nord-
manden N.H. Abel, at der ikke

findes en generel formel til 1gs-
ning af 5. gradsligninger. Andre
havde arbejdet pa det i 300 ar.

THHY MIMNHH STHIN

11



Algebra

DEFINITION 1. gradsligning med én ubekendt

En ligning med netop én ubekendt og denne kun forekommer
med graden (potensen) 1:

BEMZERK: Ligningen vil altid kunne skrives pa formen:

alx+b =0

EKSEMPEL: -7-3[x=8[x-4

DEFINITION Lese en ligning

At lgse en ligning med en ubekendt (x) vil sige at finde de
veerdier af x, som gar ligningen sand.

Lasningsmaengden kaldes L. Hvis der ingen lgsning er,
skriver man L =@, som laeses: Igsningsmaengden er tom.

3(x-6=0
EKSEMPEL: | ={xOR|x = 2}

— Ligning
BEMARK: 3I[x =6 =

L ={x OR}|x =2}

Grundmeengde Lasning

DEFINITION Isolere x

Nar man lgser en ligning med én ubekendt (x), forsgger man
at fa x til at st alene pa den ene side af ligheds-tegnet, og
tallet der er lgsning til at sta pa den anden side. Det kaldes
"at isolere x”.

12



Algebra

s£TNING  Regler for lgsning af ligninger

Man ma:
1: Laegge samme tal til pa hver side af lighedstegnet.
2: Traekke samme tal fra pa hver side af lighedstegnet.

3: Gange med samme tal pa hver side af lighedstegnet
— dog ikke nul .

4: Dividere med samme tal pa hver side af lighedstegnet

— dog ikke nul .
EKSEMPEL:
2+é|3( -6=0 Ligningen
2+%D<—6+6=O+6 Regel 1
1
2+§D(_2=6_2 Regel 2
5 Elé [k =54 Regel 3
x =20 X er isoleret
L ={x OR | x =20} Lgsnings - mangden

13




Algebra
POTENS-REGNING

DEFINITION  Den p'te potens af a

Den p'te potens af a skrives: a”

a kaldes grundtallet, p kaldes eksponenten (eller potensen).

EKSEMPEL: Den 4. potens af 2 skrives 2*

SATNING  Potens-regneregler (positivt grundtal)

Folgende regneregler geelder for potensberegninger
Forudseetning: a og b er positive tal: a,b R,

n og p kan veere alle tal: n,p R

A) a""=(am) D) a"@’ =a""’
B n - n(p E a_n= E)n

) (@) =a ) =
C) Z—p =a""? F) in =a™"

BEMZERK: Under visse forudsaetninger kan det ogsa tillades
at a og b er negative tal eller nul.

EKSEMPLER:
A) 0,257%°B9° =273 D) 56,2%* [66,2*° =56,2°

12,4
B) (75%°)"'=752 gy 0177 _ggp2e

7 712,4
330,91 0.2 1 56
C) e =337 F) 153255 =123,47>°

14



Algebra

SETNING  Potens-regneregel (grundtal lig 1)
Uanset eksponentens (n) veerdi, geelder

1" =1 nUOR

EKSEMPEL: 12" =1

SATNING  Potens-regneregel (grundtal lig nul)
Hvis eksponenten (n) er et positivt tal, geelder:

0" =0 nUR,,

EKSEMPEL: 0%*?=0

SZTNING  Potens-regneregel (eksponent lig nul)
Uanset grundtallets (a) veerdi, geelder:
a®=1 alR

EKSEMPLER: (-12)° =1 0°=1

15




Algebra
ROD-UDDRAGNING

DEFINITION Den n'te rod af a

Tallet b kaldes den n'te rod af tallet a, hvis flg. er opfyldt:
b har samme fortegn som a
« Denn’te potens af b erlig a

Dette kan ogsa skrives:

a
b=%Y Huvis pOR+ og b"=a

a. Radikanden b: Roden
n: Rod-eksponenten \f:Rodtegn.

SPECIELT GALDER: + =%

EKSEMPEL: Den 3.rod af -125: 3/-125=-5

Kuglerammen blev opfundet i Asien for ca.
2500 ar siden. | 1889 byggede den franske
ingenigr Leon Bollée en mekanisk maskine,
der kunne beregne kvadratroden af et 18
cifret tal pa 30 sekunder.

SETNING  Rod-uddragning (lige rod-eksponent)

Hvis rod-eksponenten (n) er et lige tal forskelligt fra nul, skal
radikanden (a) veere positiv.

* n er et lige tal forskelligt fra O:
nO{.-4-224,..1}

« a eret positivt tal: aUR,

EKSEMPEL: Den 4. rod af 160 %16 =2
EKSEMPEL: #%-16 = Eksisterer ikke.

16



Algebra

SETNING  Rod-uddragning (ulige rod-eksponent)

Hvis rod-eksponenten (n) er et ulige tal kan radikanden (a)
veere et vilkarligt tal forskelligt fra nul.

+ neretuligetal: N0{..-5-3-113,5,.}
« a er et tal forskelligt fra nul: a OR\{0}

EKSEMPLER: /125 =5 3/-125 = -5

SATNING  Rod og potens sammenhaeng

p
nap =an

2
EKSEMPEL: 372 =73

BEMAERK: Hvis man laver et rod-udtryk om til et potens-
udtryk, kan reglerne for potensregning bruges.

19

— 94 —4[o19

4+

Nlw

3
EKSEMPEL: 24[%2% =24 (24 =2

17




Algebra
NUMERISK VARDI

DEFINITION  Ulighedstegn

Et ulighedstegn bruges til at angive, hvordan veerdien af to
matematiske forholder sig til hinanden. Der findes fire for-
skellige ulighedstegn:

< Mindre end

>  Stgrre end
< Mindre end eller lig
>  Starre end eller lig
1. 1
EKSEMPLER: 2<3 5<2+3 E>g

DEFINITION  Numerisk veerdi (absolut veerdi)

Den numeriske veerdi af et positivt tal er lig tallet selv. Den
numeriske veerdi af et negativt tal er lig tallet uden negativt
fortegn.
Symbolet for numerisk veerdi er to lodrette streget omkring
tallet.
a,hvisa=0
=

-a, hvisa<0

EKSEMPLER: [5/=5 |-7|=7 [-3+2-4/=|-5/=5

SATNING  Trekantsuligheden

a+b|<a +|

EKSEMPEL: [4-7|=3<[4/+|-7/=11

18



Figurer

ENHEDSCIRKLEN

DEFINITION Enhedscirklen

Enhedscirklen har radius 1 og
centrum i origo (O).

4

an
N

DEFINITION  Vinkel fy \I_
Vinkler regnes i enhedscirklen / v
fra x-aksen og til liniestykket. >
O 1 x
Positiv omlgbsretning er mod uret. /
En hel omgang svarer til 360°
EKSEMPLER:
2y Y
\ ‘ 4050 |
O[X -45°/ X |/ X
A y A y
3150 /
R IR X
./ X

N

19

\6




Figurer

SINUS, COSINUS OG TANGENS

DEFINITION Sinus

Indtegnet i en enhedscirkel
er sin(v) lig y-veerdien.
sin(v) leeses: Sinus til v

BEMARK: -1<sin(v)<1

DEFINITION Cosinus

BEM/ERK: -1<cos(v)<1

!
1_
Indtegnet i en enhedscirkel
er cos(v) lig x-veerdien.
cos(v) leeses: Cosinus til v
!

~~
< 4

DEFINITION Tangens

Indtegnet i en enhedscirkel
er tan(v) lig y-veerdien nar
x-veerdien er 1.

tan(v) leeses: Tangens til v

!
BEMARK: - o < tan(v)< oo

EKSEMPLER: Se neeste side.

20




Figurer

N
17 1
0,36
l _» ( -

O] X -45°1 X

- 520°
—0,71} -2
sin (- 45°)=0,71 tan (- 520°) = 0,36
Y
1-
240°
-0,5/1 ™ ,
- /1 X

cos (240°)=-05

Den tyrkiske astronom Hipparchus
(190 -127 f.v.t.) var den farste der
lavede en tabel over sinus. Dermed
kunne han bl.a. forudsige solformgark-
elser.

21



Figurer

RETVINKLET TREKANT

DEFINITION  Retvinklet trekant Hypotenuse

| en retvinklet trekant er
en af vinklerne 90°. /

Katete
BEM/ZLRK: Summen af de 3 vinkler i en trekant er altid 180°.

SATNING Sinus

C
Sin(A) _a_ modstaende katete a
C hypotenusen A
BEVIS R
Definitionen pa sinus og for-
holdet mellem de to trekanters fl’_\\
sideleengder giver: c
N\, a
- 1 [sin(A)
snfA)_a L gh(a)=2 £t A7
1 C C 0 1 >
g.e.d g
EKSEMPEL.:
sin(A)=2 = c
C 27
c=_ 2 -2l _g {30°
sin(A) sin(30°) =

DEFINITION Arcussinus

A= Arcsin(gj
C

BEMARK: Ofte betegnes Arcussinus : sin™ eller asin.

22



Figurer

SATNING Cosinus

_ hosliggende katete

cos(A) = g

hypotenusen A

DEFINITION Arcuscosinus

A= Arccos(gj
C

BEMARK: Ofte betegnes Arcuscosinus: cos™ eller acos.

SETNING  Tangens

modstaende katete

tan(A) = % =

hosliggende katete A

DEFINITION ~ Arcustangens

A= Arctan(gj
b

BEM/ARK: Ofte betegnes Arcustangens: tan™ eller atan.

EKSEMPEL:
tan(A) = g = A = Arc tan(g) = Arc tan[42—7j = A=30°

cos(A) = b, C
b i 46,8 27
= = ! =54
© " cos (A) cos(30°) — A O
46,8

23



Figurer

SETNING  Pythagoras' setning

For en retvinklet trekant geelder: C rI a
a2 +b2 — CZ
. b A
BEMARK: Specielt geelder der 3° +4° =5° "

BEVIS

Ved arealberegning fas:

(a+b)2=cz+4li(%[a[b):>

a?+b?+2@mb=c’+2@Hm D>

a’ +b? =c?

g.e.d
EKSEMPEL:
a=30 b=47 <c*=30°+47*> 55,8 20
c =+/30°+47° =558

-

EKSEMPEL: 47
b=64 c¢c=70 a’=70°>-64°= 70
a=+70°-64" = 28,4 28,4

64

Pythagoras (ca. 570-500 f.v.t.) var naturviden-
skabsmand, filosof og preedikant. Han blev fgdt
pa Samos (graesk @ naer Tyrkiet). Efter en del
rejsen stiftede han et religigst/videnskabeligt
broderskab i Kroton (Syd-italien). Han er bl.a.
ogsa kendt som grundleeggeren af akustikken.

24



Figurer

VILKARLIG TREKANT

periNITioN  Vilkarlig trekant

En trekant er givet ved sideleengderne
a, b og c samt vinklerne A, B og C.

SATNING Sinusrelationen

a b C

sin(A) sin(B) sin(C)

BEVIS

sin(A) =2 og sin(C)=
h=cBin(A)=aBin(C) -

a C

sin(A)  sin(C)

P4 tilsvarende made kan sidste del vises qg.e.d

EKSEMPEL: ¢ =46 a=25 C=80° 25

46
25 b 46

sin(A) sin(B) " sin (80°)

80°

sin(A) = 2—2 [$in(80°) =0,5352 = A = Arcsin(0,5352) = 32,4°

A+B+C=180°= B =180°-80°-32,4°=67,6°

46 .
b=——— _[&in(67,6°)=43.22
sin (80°) in ) —=

25



Figurer

SETNING  Cosinusrelationen
a?=b?+c?-2 & Tos(A)
BEVIS

Pythagoras’ seetning giver:
x2+h?=c? og (b-x)+h?=a?

h? isoleres i den 1. ligning og udtrykket
indseettes i den anden ligning:

h? = c2 — x2
(b-x)+c?-x*=a’=
a’=b?+c?*-2I[blx

Venstre trekant giver:

cos(A)=§ - x = c [Bos (A)

A
v

Herved fas:
a’=b?+c®-2[b [t [kos(A) g.e.d

SATNING Alternative cosinusrelationer

b2=a’+c? -2 Tos(B)
c?’=a’+b? -2 kos(C)

EKSEMPEL: a

25 b=432 c=46

a’=b?2+c’ -2 kos(A)=
a®-b®-c® _25°-43,2° -46°

-2  -2M3,2046
A = Arccos (0,8447)= A =324°

cos (A) = =0,8447 =

26




Figurer

AREAL-BEREGNING

DEFINITION Flade

En flade er et sammenhaengende
2-dimensionalt omrade (d.v.s. det
har ingen tykkelse)

DEFINITION Areal

Arealet angiver den 2-dimensionale
"udstraekning” af en flade.

EKSEMPEL.: Arealet af en cylinderflade er omkreds gange
hgjde.

METODE  Udfoldning

D
Hvis fladen kun krummer i en
retning, kan man finde area-

let ved udfoldning af fladen.

Udfoldning af en cylinder

Et landkort er et forsgg pa
at vise Jordkloden
udfoldet. Men da Jorden
(en kugle) krummer i to
retninger, kan den ikke
udfoldes korrekt.
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UDFOLDNING:

WA

dn

CYLINDER h[

KEGLE _180°(d

e/, A’Q
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AREALET AF PLANE FLADER:

SEATNING  Arealet af et rektangel L

A
v

Arealet (Arekiangel ) af et rektangel med
lzengden (L) og bredden (B) er:

A =LI[B

rektangel

S/ETNING Arealet af en trekant

Arealet (Ayekant ) af en trekant med hgjden (h)
og grundlinien (g) er:

1

Atrekant = E Ch @

SETNING  Arealet af en trapez

Arealet (Ayapez) af en trapez med to paral- o —
lelle sider (a, b) samt hgjden (h) er: |
Avspez = I l{a+b)
BEVIS b
1 1
A —alh+=[b-a)lh==0a+b)h
e =200+ b ~2)h = > fa+b) ted

SATNING Arealet af en cirkel

Arealet (Acikel ) af en cirkel med diameter (d) er:

A

cirkel

=1Edztn
4
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AREALET AF RUMLIGE FLADER:

S£ZTNING  Overflade-arealet af en cylinder

Overfladearealet (Aqyinger ) af en cylin- d
der med diameter (d) og hgjde (h) er:

A =nldI[h

>

h

cylinder

SETNING  Overflade-arealet af en kegle

Overfladearealet (Axege) af en kegle med grundflade-diameter
(d) og sideleengde (s) er:

1

kegle

BEVIS

Ved at "klistre” en masse trekanter
sammen, far man en mere eller
mindre kantet kegle. Trekanternes
hgjde kaldes s og deres grundlinier
kaldes b1, b2,...

Overflade-arealet af denne "kegle” er:

1 1 1
A =—[h+-EDb,+.+-D,
2 2 2

kegle
1
=§DS b, +b, +...+b,)

Summen af trekanternes grundlinier er cirka lige sa stor som
cirklens omkreds:
b,+b,+..+b, =dI[n

Hvis vi bruger uendelig mange trekanter, vil vi derfor fa:

1
Aege =, b [l OO q.ed
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S£TNING  Overflade-arealet af en keglestub

Overfladearealet (Akeglestub ) af en keglestub d
med top-diameter (d), bund-diameter (D) og
sideleengde (s) er: S

A =%DTESE(D+d)

keglestub

SATNING  Overflade-arealet af en kugle

Overfladearealet (Axygie) af en kugle med
diameter (D) er: D

A = 1t [D?

A
v

kugle

S£ZTNING  Overflade-arealet af en kuglekalot

Overfladearealet (Akuglekalot ) af en kugleka- - _k : h
lot med hgjden (h) og grundflade-diameter o
(d) skaret af en kugle med diameter (D) er: d “

" D

1
Akuglekalot =D [h = T[[(Zujz +h2)

SETNING  Overflade-arealet af et kuglebaelte

Overfladearealet (Axugiebzite ) af et

kuglebaelte med hgjden (h) skaret ‘I h
af en kugle med diameter (D) er: D

A =n[DI[h

kuglebeelte
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RUMFANGS-BEREGNING

DEFINITION  Et legeme

Et legeme er en lukket flade i det 3-
dimensionale rum og dennes indre.

DEFINITION  Rumfang (volumen)

Rumfanget angiver hvor meget et legeme fylder i det 3-

dimensionale rum.

METODER ~ Bestemmelse af rumfang

Metode 1: Mal legemet op med en skydeleere el.
lign. og beregn rumfanget.

Metode 2: Seenk legemet ned i et maleglas med
vand og aflees rumfangs-
aendringen*.

Metode 3: Gas kan opsamles i et male-
glas nedsaenket i vaeske.

*) Aflees ved veeskeoverfladens bund, den reelle
vaeskemaengde over dette niveau er minimal.

gas
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RUMFANGET AF UDVALGTE LEGEMER:

SETNING  Rumfanget af en kasse

Rumfanget (Viasse) af en kasse med hgjden
(H), leengden (L) og bredden (B):

V =LI[BIH

kasse

S£ZTNING  Rumfanget af en cylinder

Rumfanget (Veyinger ) &f €n cylinder med
diameter (d) og hgjde (h):

V =%DTI]JIZI]1

cylinder

s£TNING  Rumfanget af en kegle
Rumfanget (Viegie) af en kegle med
grundflade-diameter (d) og hgjde (h):

\V/ . Ol Oh

kegle = E

P
<«

s£ZTNING  Rumfanget af en keglestub

Rumfanget (Vkegeswub ) &f en keglestub med
top-diameter (d), bund-diameter (D) og
hgjde (h):

V

keglestub

:éDTEIh[(DZ+d2+Dm
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S£ZTNING  Rumfanget af en pyramide

Rumfanget (Vpyramide ) &f €n pyramide med

grundflade-areal (G) og hgjde (h) er: h
1
prramide = g [G [h

SZTNING  Rumfanget af en pyramidestub

4

Rumfanget (Vpyramidestuo ) &f €n pyramidestub
med bundflade-areal (G), topflade-areal (g)
og hgjde (h) er: Y

Vv

pyramidest ub =%Eh E(G +g+.G Eg)

SETNING  Rumfanget af en kugle

Rumfanget (Viygie) af en kugle med diameter D
(D) er:

A
v

SZTNING  Rumfanget af et kugleafsnit %t h

Rumfanget (Viugleatsnit ) af et kugleafsnit med {; =
hgjden (h) og grundflade-diameter (d) skaret * D /
af en kugle med diameter (D) er:

Vkugleafsni t — EDTI]] EEZ nk _hzj — % DTDhZ E(3 D-2 Dh)

SETNING  Rumfanget af et kugleudsnit

Rumfanget (Viugleudsnit) @f et kugleudsnit , I h
med hgjden (h) skaret af en kugle med
diameter (D) er: <

V. - =éTIED2|:h

kugleudsni t
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LINIE

SATNING  Liniens ligning
Ligningen for en ret linie kan skrives pa formen:
alx+Bly+c=0

o, B og c er konstanter.

s£ETNING  Afstand mellem et punkt og en ret linie

Afstanden (d) mellem en linie a[x + B[y + ¢ =0 og et punkt
P =(xp,Y,) er givet ved:

a [xp +BLyp +f

d=

BEVIS
Et punkt pa linien: R = (XR;yR)

a
En normalvektor til linien: n = {B}

d er leengden af vektoren RP's projektion p& n:

h.l::

RP °n RPen 5
PR T
31 N d
{X -f) N
Ye B . |1 RI"I s . X
H 24| 1 4567
R

a0k, +B T, +dl 2
= <1
Ja? +[32 g.e.d. /

EKSEMPEL: —-2[(x+3[y+7=0, P =(3,4)
d:\—2[3+3[4+7\:3’61
CERE
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TREKANT

Trekanten er en simpel; men meget
stabil konstruktion. "Iglooen” er bygget A
af trekanter. i

DEFINITION Trekantens medianer

Liniestykket, som gar fra midten af en
side til modstaende vinkelspids, kaldes
en median.

SETNING  Medianernes delingsforhold

De tre medianers feelles skaeringspunkt
deler medianerne i forholdet 1:2

BEVIS e
Vektorerne ¢ og d repraesenterer to medianer.
og a:%@+5

cCza+ b
2

Af figuren ses (p og q er to tal):

Da a og b ikke er nul-vektorer betyder det, at:
1 1 1 2
-——---g=00_-0p-9g=0= p=_
P 5 9 Lo 2 p-q P 3 g.e.d

Hermed er vist, at ‘ﬁ‘ udger % af medianens leengde (‘E‘).

36



Figurer

SATNING  Trekantens (areal)tyngdepunkt

Medianerne skeerer hinanden i tre- C
kantens tyngdepunkt (T), som har
koordinaterne: T

T:(XA tXg TXe Ya'tYs +YCj
3 ’ 3 A

B

EKSEMPEL: Vinkelspids-koordinater: A(-2,0),B(6,-1),C(5,4)
T=(—2+6+5 o+(—1)+4)=(3’1)

3 3

DEFINITION  Midt-normal

Liniestykket som star vinkelret pa en linie og =
gar gennem liniens midtpunkt.

Mohr (1640-97) er kendt for, at
B han kunne tegne (naesten) alle
A geometriske figurer v.h.a. passer

Konstruktion af midtnormal  og lineal.

%? r\(\ Den danske matematiker Georg

DEFINITION  Vinkel-halveringslinie

Liniestykket der halverer en vinkel.

/% ’\(\ Vinkel-halvering
A B
Linie-halvering
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DEFINITION  Omskreven cirkel

En cirkel der gar gennem alle tre vinkelspid-
ser i en trekant, kaldes den omskrevne cirkel.

SAETNING Omskreven cirkel

Trekantens midtnormaler skaerer hinanden i den omskrevne
cirkels centrum.

BEVIS

« Afstanden fra et punkt pa en
midt-normal til liniens ende-
punkter er ens.

* Fra skeeringspunktet (O)
mellem to
midtnormaler er der lige langt (R)
til alle tre vinkelspidser.

* Der kan tegnes en cirkel med radius (R) og centrum (O).

g.e.d

Appollonius fra Perga (ca. 262-190 f.v.t.)
havde fglgende (utraditionelle) defi-
nition af en cirkel: En cirkel bestar af
punkter, der har et konstant lsengde-
forhold til to faste punkter: )

L1~ Konstant
L2
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DEFINITION Indskreven cirkel

En cirkel, der tangerer alle tre sider i en
trekant, kaldes den indskrevne cirkel.

SAETNING Indskreven cirkel ;

Vinkelhalveringslinierne skeerer hinan-
den i den indskrevne cirkels centrum.

BEVIS

« Afstanden (r) fra et punkt pa en vinkel- !
halveringslinie til de to sider er ens.

» Der findes et punkt (M), hvor afstan-
den til den tredje side har
samme veerdi (r).

» Da dette punkt (M) har samme
afstand til alle tre sider gar T
alle tre vinkelhalveringslinier =
gennem det

« Da tangenten til en cirkel star vinkelret pa en radius er
seetningen bevist.

g.e.d
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CIRKEL

s£TNING  Cirklens parameterfremstilling

En cirkel med centrumi (x.,y.) og Y
radius (r) kan beskrives ved:

{i} - E{E?ns(s,v))} * {ii} v 0[0;360°[

v

s£TNING  Cirklens ligning

En cirkel med centrum i (x .,y ) og radius (r) kan beskrives
ved:

(x=xP+(y-yc)f=r> r>0
BEVIS

{X}—rE{COS(V)}+{XC} {x—xc}_r E{cos(v)}
y sin(v) ] lyc Y=Y sin (v)
Vektoren pa hgjre og venstre side af lighedstegnet, har
samme laengde.

2

JooxeF+ly=yef =r = (x=xc)+ly-yc)* =r

EKSEMPEL.:

(Xoyc):(&?’) r=3 y
Cirklens parameterfremstilling: LTI

/ \

| _gdeosil [0:360°] "

y sin (v) \ /J
Cirklens ligning: L N LA - >
(x-6)" +(y -3 =9 9
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s£TNING  Cirklens ligning

X°+y?+AX+BI+C=0 ’

Fremstiller afhaengigt af konstanten (C):

Ligningen:

 En cirkel
« Et punkt
* Intet

S£TNING  Omformning af cirklens ligning

Ligningen:
X +y*+AX+BI+C=0

kan ogsa skrives pa formen:

(2] (3 ) -

EKSEMPEL: Cirkel
x> +y? -4k +8Y+11=0 = (x-2f +(y+4) =22 +4? -11
o (x-2P+(y+4) =9

EKSEMPEL: Punkt
x? -2k +y?+1=0 o (x-1P+y*+1-1*=0
- (x-7P+y*=0+~ (x,y)=(0)

EKSEMPEL: Intet
x?2+y?+10k -16 0y +100=0= (x +5)° +(y -8)* = -11

Venstresiden er altid positiv og hgjresiden negativ, altsa kan
lighedstegnet ikke geelde — ligningen er noget sludder.
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FUNKTION OG GRAF

DEFINITION  Tal-maengde

En talmaengde er en maengde af tal. Fglgende talmaengder
bliver brugt sa ofte, at de har faet et symbol:

R: Relle tal (alle tal)

R.: Positive relle tal (alle positive tal)

N: Naturlige tal (alle positive hele tal)
Z. Hele tal

Q: Rationale tal (alle braker)

EKSEMPEL: {2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29}
Hvilket er de fgrste 10 primtal

DEFINITION  Funktion Dm

En funktion (f) angiver et entydigt f
sammenhaeng mellem tallene (x og y) i to
talmaengder. D.v.s. til hver x-veerdi findes
der kun en y-veerdi. Ofte bruges skrivemaden y = f(x).

Maengden med x-veerdier kaldes for funktionens definitions-
maengde Dm(f) og maengden med y-veerdier kaldes
veerdimaengden Vm(f).

DEFINITION Regne-forskrift (funktionsforskrift)

En regneforskrift f(x) er et matematisk udtryk der angiver,
hvordan man finder y-veerdien (ogsa kaldet funktionsveerdi-
en), nar man kender x-veerdien.

EKSEMPEL: f(x)=2[x+3 Huvis x veelges til 4, fdsy = 11
da f(4)=2[4+3=11
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DEFINITION  Koordinatsystem

Et (cartesisk) koordinatsystem har en
vandret tallinie kaldet abscisse-aksen
og en lodret tallinie kaldet ordinataksen. 1

N

A (4

Et punkt i koordinatsystemet kaldes et ol 1 2
koordinat. Skaeringen mellem akserne
kaldes origo, og har koordinatet (0;0)

Akserne deler planen i fire kvadranter (I-1V).

. René Descartes (1596-1650) var en fransk
‘& filosof og matematiker. Han rejste meget og
¥ boede bl.a 20 ar i Holland. | 1637 udgav han
" bogen "La géométrie”, hvor han blandt andet
indfarte koordinatsystemet.

DEFINITION Graf

En graf viser en funktion grafisk i et koordinatsystem. Hvis
abscisse-aksen kaldes x-aksen og ordinat-aksen kaldes y-
aksen kan sammenhgrende x- og y-veerdier plottes som
koordinater (x ;).

EKSEMPEL: i
3.
3
flx) ==k -1 A
(X) SD( | /'/x

Punktets koordinat: 7654321 1234567

(;y)=(5:2)

g b odo
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LINEARE FUNKTIONER

DEFINITION  (Ligefrem) Proportional

En tal-maengde y er proportional med tal-maengden x, hvis

der geelder at:
y =alx

Hvor a er en konstant forskellig fra O.

EKSEMPEL: Cirklens omkreds (O, ) €r proportional med
diameteren (D): O =n(D

cirkel

Kraft

Den engelske videnskabsmand
Robert Hooke (1635-1703) under-
sggte, hvordan materialer defor-
meres. Hooks lov fral676 lyder: "ut
tensio sic vis” som betyder:
Forleengelsen er proportional med
kraften. Som det ses pa grafen

(for stal), er det kun korrekt for sma

—A\Ar i

deformationer. 0,2% Forlaengelse 40%

DEFINITION  Lineaer funktion (Liniens ligning)

Regneforskriften for en ret linie i et cartesisk koordinat-system
kan skrives pa formen:

f(x)=alx +b

Hvor a og b er konstante tal. a kaldes stigningstallet eller
haeldningskoefficienten og b kaldes konstant-leddet.

EKSEMPEL:  f(x)= % X -1
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DEFINITION ~ Stigningstal (haeldningskoefficient)

Stigningstallet (a) angiver hvor meget y-veerdien vokser nar
x-veerdien vokser med 1.

EKSEMPEL: 134

Pa grafen ses at a = g
3 f

- MW da th

Altsd nar x stiger med 1 stiger y med %

x
2141 | 12345686 7

Det svarer ogsa til, at nar x stiger med /
3, stiger y med 2. 2

SETNING  Stigningstal (heeldningskoefficient)

Kendes koordinaterne til to punkter (x;y,) og (x,;y,) pa

grafen for en lineaer funktion eller vinklen v mellem grafen
(linien) og x-aksen, er stigningstallet (a) givet ved:

BEVISER

De to trekanter pa figuren er
retvinklede og ensvinklede.

Fra trigonometri haves:

tan(v) = % = a=tan(v)

P
Sideforholdene i ensvinklede 1 X
trekanter er ens:
a — —
a_y; Y1:> a=y2 Y1 qe.d
1 X,=X, X, =X,

EKSEMPEL: (x.;y,)=(0;-21)  (x,;v,)=(5;2) v =31,0°

<

eller alternativt  a =tan(31,0°)=0,6

alw
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sA£TNING  Konstant-leddet (b)

Grafen for den linezere funktion f(x)=alx +b skeerer y-
aksen i punktet(0;b).

s£TNING  Konstant-leddet (b)

Hvis man kender stigningstallet (a) samt koordinatet (x;y,)

til et punkt pa grafen for en lineaer funktion, kan konstant-
leddet (b) findes ved:
b=y, —alx,

SAETNING Parallelle linier

Hvis stigningstallene (a, og a,) er ens, er linierne parallelle.

a, =4,

SETNING  Linie star vinkelret pa linie

Nar to linier star vinkelret pa hinanden, er produktet af deres
stigningstal lig -1.
a,la, =-1

BEVIS
Stigningstallet a, er et negativt tal.

Da leengder er positive tal, er side-
leengden - a,. Der geelder:

tan(v)=% O tan(v) = a
B
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2. GRADS-POLYNOMIER

DEFINITION 2. grads-polynomium

Et 2. grads-polynomium kan skrives pa formen:
f(x)=AX*>+BX +C

A, B og C er konstanter. A #0

EKSEMPLER: f,(x)=2x?+1 A=2,B
f,(x)=(3x -1 A=9,B=-2,C=1
f.(x)=-x+4+x> A=1B

DEFINITION Parabel

2. grads-polynomiets graf kaldes for en parabel.

Vi er 'omgivet’ af parabler:

» Kastes en sten, fglger den (naesten)
en parabel-formet banekurve.
« Etsnitien kegle kan give en parabel.

e Tveersnittet af en TV-parabol eller spejleti en
lygte er en parabel.

250
200

Desuden bruges parabler ofte til at fitte

100

maledata og kurver eller dele af disse. 2

268 5 74 10 125 15 175

DEFINITION  Diskriminanten

Diskriminanten er en nyttig hjeelpe-starrelse, som er givet
ved:

D=B?-4[AIC
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DEFINITION Parablens “anatomi”

Toppunkt
Symmetri-akse

Ben

(o

REGLER Parablens placering

1. PositivA: Benene peger opad ©
Negativ A: Benene peger nedad ®

2. Huvis |A| er stor er parablen smal.
Hvis |A] er lille er parablen bred.

3. A og B ens fortegn: Toppunkt til venstre for y-aksen.

A og B forskelligt fortegn: Toppunkt til hgjre for y-aksen.

B = 0: Toppunkt ligger pa y-aksen.
4. Parablen skeerer y-aksen i punktet (0;C)

5. Positiv D: Parablen skeerer x-aksen 2 gange
D =0: Parablen rgrer x-aksen i 1 punkt
Negativ D: Parablen rgrer ikke x-aksen

EKSEMPEL: f(x)=4Xx?-2x+1 A=4,B=-2,C=1

1
3:
4.
5

A >0: Benene vender opad.
A og B forskelligt fortegn: Toppunkt til hgjre for y-aksen.
Parablen skeerer y-aksen i punktet (0;1)

D=(-2)-4M0=-12: Parablen rgrer ikke x-aksen
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SETNING  Symmetri-aksen

Parablens symmetriakse er bestemt ved:

_ B
Xsym -akse — _Z[—A

EKSEMPEL: f(x)=4x?-2k+1 A=4,B=-2,C=1

-3 3

Symmetri-aksen er altsa givet ved: Xy e = “ol4" 8

SETNING  Toppunktet

Parablens toppunkt har koordinaterne:

B D
(e ;ytp)z(_ 2EA;_4EA)
BEVIS

Toppunktet ligger pa symmetriaksen sa: X, = X _axse
y-koordinaten er:

Yip = f(xtp ) = f(— %)

2
=A —i) +BEE—i)+C
2 [A 2[A

_AB* B +C_BZ—2m2+4EA[C_ D

T A4[A%Y 21A ALA ALA
g.e.d.

EKSEMPEL: f(x)=x?-2Xk-3 A=1,B=-2,C=-3
D=(-2f -400-3)=16

(ti:ytp)=( _2'-16)=(1:—4)

20 40
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SETNING  Omskrivning af regne-forskriften

Regneforskriften f(x) = A x? +B [x + C er identisk med:

f(X) =A I:(X ~ Xip )2 Y

A

A E(X _ti)2 Y

v

METODE “Omskrivnings-fidus"”

Formlen x* -2 O, Ok + Xt2p = (x — Xy )2 d.v.s. kvadratet pa
en to-leddet differens, ggr omskrivningen nem.

FORKLARENDE EKSEMPEL:
x?=-8k+9=(x-4)+9-4>=(x-4)*-7

TRIN 1: Foran x star —-2[x,, altsa =8 =-2[x,, sa x,, =4

TRIN 2: (x -x,, ? giver leddet xZ for meget, som derfor m&
traekkes fra.

EKSEMPLER:

X2 +6k-4=x*+2BK-4=(x+3)"-4-32=(x +3)* -13

x2-20k=x?-20 =(x-1)° -1 =(x -1)* -1
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TRIGONOMETRISKE FUNKTIONER

DEFINITION ~ 6rader og radianer

En vinkel males ofte i grader (Vgrag ): Men i matematik er det
lige sa almindeligt at male vinkler i enheden radian (v,4):

* En cirkel er opdelti 360°. 5 90° 1
 En cirkel er opdelti 2n = 6,28 radian dh
- hvilket er enhedscirklens omkreds. 180° 0=0°
n 6
Viad =Vgrad D@ 270°

BEMZERK: Hvis en vinkel er angivet uden enhed er det
underforstaet, at enheden er radian.

EKSEMPEL:
%80°
Vg =1rad =1 = v 4 =1 = 57,3°
T

Tt
vV =1°= v =1°0——=0,0175
grad rad 180°

DEFINITION ~ Tangens-funktionen

Funktionen tangens tan(x) er defineret i forhold til en en-
hedscirkel. Tegnes tan(x) i et koordinatsystem svarer x-
veerdien til vinklen.

’

[y
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DEFINITION  Cosinus-funktionen

Funktionen cosinus cos (x) er defineret i forhold til en en-
hedscirkel. Tegnes cos (x) i et koordinatsystem svarer x-
veerdien til vinklen.

4y 2 Y
1
|
|
s X 1,
o) 5 X o) cos (x)

DEFINITION  Sinus-funktionen

Funktionen Sinus sin(x) er defineret i forhold til en enheds-
cirkel. Tegnes sin(x) i et koordinatsystem svarer x-veerdien
til vinklen.

[RAWAY
0 \5 \x
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HARMONISK SVINGNING

DEFINITION  Harmonisk svingning

En harmonisk svingning kan beskrives ved regneforskriften:

h(t)=a|35in($lj+¢)+k

Hvor:
. Den uafhaengige variabel (tiden)
Amplituden (den halve bglgehgjde)

. Perioden eller svingningstiden (tiden for en hel svingning)
Konstant-leddet (forskydning i 2. aksens retning)

. Fasevinklen.

QIT

—2—[“: Faseforskydningen (forskydning i 1. aksens retning)

—t

BEMARK: f =% kaldes frekvens og w= 2_|_ﬂ vinkelfrekvens

EKSEMPLER:
y A

P
<

a4

h,(t) =14 E:Bin(glj + 2)+o,7

h,(t) = sin (t)

1
]
I
1
]
’
£
1
]
r
1
[
»
L »
v
v X
4

Ved afleesning pa figuren ses at:
h,: a, =1 T,=2[n ¢,=0 k, =0

h,, a,=14 T,=4 ¢,=2 k, =07 og —4’22—[”2:—127
n
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OMSKRIVNING AF SINUS OG COSINUS

SETNING  Omskrivnings-formler

a) tan(v)= :(')2(( ))

b) sin(v)=sin(n-v)=sin(180°-v)=-sin(-v)

c) cos(v)=-cos(n-v)=-cos(180°-v)=cos (- V)

d) sin(v)=cos (2 - vj = cos (90° - v)

e) cos(v)=sin (g . (90° - v)

J

f) sin(vzu)=sin(v)lcos(u)+cos(v)Isin(u)

g) cos(v+u)=cos(v)icos(u)Fsin(v)isin(u)

h) sin2(v) = [sin (v)]?

i) sin(20v)=2Isin(v)lcos(v)

j) cos(2¥)=cos?(v)-sin?(v)

k) sin?(v)+cos?(v)=1 Populeert kaldet Idiot-formlen

) Alsin(v)+Blcos(v)=ClIsin(v+u) , {Q ) gl[:‘;cljls(lg))
EKSEMPLER:
b) sin(30°) = sin (180° - 30°) = sin (150°)

f)
)

Da ligningssystemet giver:{

sin (60° + 45°) = sin (60°) [ cos (45°) + cos (60°) [ sin (45°)
3[sin(1) - cos (1) = 3,162 [sin (0,6782)

3=Clcos(u) C = 3,162
~1=Cin(u)~ |u=-03218
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BEVIS for regel a

Sideforholdene i ensvinklede
trekanter er ens: sin (x)

tan(v) _ sin(v) _sin(v)
1 cos(v) tan(v)= cos (v)

g.e.d. O| co

BEVIS for regel g (minus)

Enhedsvektorerne a og b er givet ved:

G- G-

Skalarproduktet er givet ved: O jl
asb=|alb|os(v-u) og ae<b=x,X,+y,d,
Seettes de to udtryk for skalarproduktet lig hinanden fas:

cos (v —u) =cos(v)icos (u)+sin(v)sin(u) g.e.d.

BEVIS for regel g (plus)

R_esultatet fra minus-tilfeeldet ovenover samt regel b) og c)
giver:

cos (v +u) =cos (v - (-u))

=cos (v)Eos (—u) +sin(v) in (-u)

=cos (v)Eos (u) - sin (v) Gin (u) ged.

BEVIS for regel k - —4

Da enhedscirklens radius er 1, giver
Pythagoras saetning:

cos ?(v)+sin?(v) =1 Vo
g.e.d. @) coSs (V) }1
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EKSPONENTIAL-FUNKTIONER

DEFINITION ~ Eksponentialfunktioner

Eksponentialfunktionens regneforskriften, hvor a kaldes
grundtallet:

f(x)=a*  hvor a>0

BEMARK: Dm(f)=R og Vm(f)=R,

DEFINITION ~ Eksponentiel udvikling

Regneforskriften for en eksponentiel udvikling er givet ved:

f(x)=b@&* hvor aOR,\{1} og bOR,

SETNING  Monotoniforhold

For en eksponentiel udvikling f(x) =b [&* geelder fglgende:

O<a<1 : f(x) eraftagende

« Ja=1 . f(x)=Db (konstant, ikke en eksp. udvik.)
a>1 . f(x) er voksende

« f(0)=b

SATNING  Enkelt-logaritmisk koordinatsystem

1.-aksen i et enkelt-logaritmisk koordinatsystem er inddelt i
lige store enheder. 2.-aksen er derimod inddelt, sa grafen for
en eksponentiel udvikling bliver en ret linie.

EKSEMPLER: Almindeligt og enkeltlogaritmisk koordinatsystem

200} Y 1000 } Y 10"
10* <300y
ol ]
00 2) 107
1 X : : : >
50[{—) -1, 1 2 x
2 011 .
> (0;2)
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SATNING  Bestemmelse af a og b

Hvis man kender koordinaterne til to punkter (x;;y,;) o9

(x,;y,) pa grafen for en eksponentiel udvikling f(x) =b &*,
kan grundtallet (a) og tallet b findes ved:

1

a:(hjxrxz og b=
Y2 a™

BEVIS
Y= b &* Y1 _ b @A™ — a* = gX17%2
y, =b @™ y, b@? a
! 1 X17X>
(hj 17%2 _ (axl—x2 )><1-X2 — g4 2 =gl =g g.e.d.
Y2

EKSEMPEL: (x.;y,)=(-15;100),  (x,;vy,,)=(2;1)

1

2 N y
a= (?)“’5'2 =100 7 = 0,2683 1007
10 T
= 19 _1389
0,2683™ . : s
-2 -1 1 2 X
D.v.s. f(x)=13,89 D,2683* 01+

METODE Reference-veerdi

Hvis x-veerdierne er store, skal man bruge en referenceveerdi
(X, ), S& regneforskriften skrives pa formen:

f(x)=b &"

) U=X =X

Se forklarende eksempel pa neaeste side...
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FORKLARENDE EKSEMPEL: Antal malkekger i Danmark:
Givet: (x;y,)=(1962;1,463mill.) (x,;y,)=(2004;0,563mill .)

X, =1962 s& (u;y,)=(0;1,463mill.) (u,;y,)=(42;0,563mill .)

_ 1463 00°
0,9775°

6
a= (1463 10 =1463 10°

1
0-42
0563 [10° =09775 , b

D.v.s.: f(x)=1463[10° (D,9775 1%

Indfares x,., ikke fas samme grundtal (a). Men b vil i teorien

svarer til antallet af malkekger ved Jesus fadsel (ar 0) og derfor
veere et enormt stort tal. Vaerdien af b vil ikke kunne beregnes
ngjagtig, fordi en lille fejl (for fa decimaler) pa a vil medfare en
stor fejl pa b.

DEFINITION  Halverings- og fordoblingskonstant

Hvis O<a<1: Nar x gges med T,,, halveres funktionsvaerdien.

T, = —M Halverings-konstanten

In(a)

Hvis a>1: Nar x gges med T,, fordobles funktionsvaerdien.

_In(2)
T, = n(a)

Fordoblings-konstanten

BEVIS
X X+T b Ija-x+T2 T
20(x)=f(x +T,) = 2@  =b @' - 2= =a'"
b @&*
In(2)
= T2 = < = —
=~ In(2)=In(a™) =T, On(a) T, in(a) Ged.
EKSEMPEL: Landbrug: (1960;196 10°), (2004;44 10°)
1
o= (%)1960—2004 - 0.9666 | T, =- log (2) ~ 20 &r
44 log (0,9666)
3
| 1980 var der altsa @ =98 [10° landbrug i Danmark.
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LOGARITME-FUNKTIONER

BEMARKNING Navngivning af Logaritmefunktioner

En logaritmefunktion med grundtallet a kaldes: log , (x)

Logaritme og eksponential-funktioner er teet knyttet sammen.

DEFINITION  Logaritmefunktion
For en logaritmefunktion med grundtallet a:
y=log,(x) hvor aOR,\{1}

Geelder: a’ =x

BEMARK: Dm(y)=R, og Vm(y)=R

EKSEMPLER:
log ,(0,01)=-2 da 107 =0,01, log,(8)=3 da 2% =8

SETNING  Monotoni-forhold

For en logaritmefunktion f(x) =log . (x) geelder falgende:

O<a<1l : f{(x)er aftagende
c ja=1 . Ikke defineret
a>1 . f(x) er voksende

« f(1)=0 og f(a)=1

EKSEMPLER:
A y
y In(x)
1 ;/// log(x)
0 1 M "
X
O_ 1& l0g,,(x)
|Ogo,5(X)
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DEFINITION  Naturlig og seedvanlig logaritmefunktion
To ofte benyttede logaritmefunktioner er:
Den naturlige:  In(x) som har grundtallet a = e = 2,718

Den saedvanlige: log (x) som har grundtallet a =10

| 1614 udgav den skotske matematiker, fysiker
og astronom John Napier bogen ” Mirifici
Logarith-morum Canonis Descriptio”, hvori han
beskrev logaritme-tabeller.

Det er lettere at addere end at multiplicere. Da
funktionalligningen netop laver et gange-stykke
om til et plus-stykke, var logaritme-regning me-
get populeert fgr lommeregnerens opfindelse.

SETNING  Logaritme regneregler
a) log,(1)=0

b) log,(a)=1

c) log, (aX ) =X

d) a™:k)=x

e) log,(x)= in(a)
f) log,(x,[x,)=log,(x,)+log.(x,) Funktionalligningen
9) Ioga(ﬁ] =log,(x,)-log , (x)

(

h) log,(x")=nog, (x)
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BEVIS for regel f

Fra definitionen har vi: x =a” hvor y =log , (x)
Fra definition en Potens regneregel
log . (x, CX,) = Iog(,ﬂ(ayl anz) =

Regel ¢

log a(ay1+y2 ) = y,+y, =log,(x,) +log , (x,) qed.

BEVIS for regel g

Brok —regneregel X Regel f
— 1
Ioga(xl) = log a(x D(ZJ e

2

Isolerer

Ioga(xl)=|Oga[:_1J+loga(D(2) <

2

X
log a(i] =log a(Xl) —log a(D(z) g.e.d.

BEVIS for regel h

Fra definition en n Potensregn eregel 3
n — - n
log a(x ) = log, ay] = log a(a )

Regel c

= n@:n[[bga(x) g.e.d.

BEVIS for regel e

Fra definitionen har vi: x =a’* hvor vy, =log,(x)
x=e¥> hvor vy, =In(x)

a’*=e’? o In(ayl) = In(ey2 )Re«fl hy1 On(a) =y, On(e)

Regel b Isolerer
o - o - y2 - | - |n(X)
Y1 D]n(a) Y, Y1 In(a) 0og a(X) In(a

) —

g.e.d.
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POTENS-FUNKTIONER

DEFINITION Potensfunktion

Potensfunktioners regneforskrift er givet ved:

f(x)=bx® hvor aldR og bOR,

BEMARK: Dm(f)=R, og Vm(f)=R,
| visse tilfaelde kan tal-maengderne dog udvides.

EKSEMPLER:

f(x)=blx ., a=1 Ligefrem proportionalitet
g(x)=bx* , a=2 Grafen kaldes en parabel
h(x)=bx™ , a=-1 Grafen kaldes en hyperbel

DEFINITION  Dobbelt-logaritmisk koordinatsystem

Hvis bade 1.-aksen og 2.-aksen har logaritmisk inddeling
kaldes koordinatsystemet for dobbelt-logaritmisk.

s£TNING  Potensfunktionens graf

| et dobbelt-logaritmisk koordinatsystem bliver grafen for en
potens-funktion en ret linie.

EKSEMPLER: Alm. og dobbeltlogaritmisk koordinatsystem ,
ty 10“ X
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SETNING  Monotoni-forhold

Hvis x>0 geelder for en potensfunktionf(x) =b x? at:

a<0 : f(x)eraftagende
« da=0 : f(x)=b (konstant)
a>0 : f(x)ervoksende
« f(1)=b

Pa det sakaldte Rhind papyrus

kan man bl.a. leese, hvordan - X
aegypterne for ca. 4000 ar siden X2 =X
regnede med kvadratrgdder

SATNING Bestemmelse af a og b

Kendes koordinaterne til to punkter (x;;y,) 0og (x2;y2) pa
grafen for en potensfunktion, kan tallene a og b findes ved:

=|n(Y1)_|n(Y2) og b=£
in(x,) - In(xc) w
BEVIS
a In p& begge sider
Yy, = b D(]‘"il Y, b D(il _ (XlJ log —regneregel h
y, =b X5 y. bx; (X,

Isolerer a

() un(s) T o)
n{x

EKSEMPEL: Effekttab pga. luftmodstand pa en personbil
(x5 y,)=(60km/t;5kW) (x,;y,)=(110km/t;23kW)

o= n(6)-In(23) _ 223 . b=_> =54500"
In(60) - In(110)

- 602,229
f(x)=5,4500"* x??
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SAMMENSAT FUNKTION

DEFINITION Sammensat funktion (funktion af funktion)

Hvis man i funktionen f(x) erstatter x med en funktiong(x),

har man en sakaldt g f
sammensat funktion, — —
hvilket skrives:

f(g(x)) eller fog(x)

EKSEMPEL:

f(x)=2x?+1 og g(x)=x -2 giver:
fog(x)=20x -2 +1=2X?-8k +9

EKSEMPEL:

En maratonlgbers gennemsnitsfart (f) afhaenger af
konditallet (k). Konditallet afhaenger af traenings-
meengden (t). Gennemsnitsfarten afhaenger altsa af
treeningsmaengden:

f(k(t))

64



Funktioner

OMVENDT FUNKTION

DEFINITION  Omvendt funktion (Invers-funktion)

Er en funktion f(x) enten voksende eller

aftagende i hele definitionsmaengden

(d.v.s. injektiv), har den en omvendt

funktion f*(y). Der geelder: )
1(y)

y=f(x) = x=f"

BEMARK: -1 er et symbol for omvendt funkt. ikke en potens.

SEATNING  Regneregel
For funktionen f og dens omvendte funktion f ™ geelder:
k=fof™(k)=1"0f(k)
BEVIS
y=i0 _ [y=tk)=t{~()
X = f_l(y) X =f" ( ) (f( )) g.e.d.

SETNING Bestemmelse af den omvendte funktion

Den omvendte funktion f ™ findes ved at isolere x i: y = f(x)

$EKSEMPEL: v,
f(x)=2K o y=2k = x =2 = fy)=

SEAETNING  6Grafen

Grafen for f*(x) f&s ved at spejle grafen

for f(x) i linien y = x 2 ,/' f(x)

EKSEMPEL:  f(x)=+X , x 20 © 2

y =X = x=y’= fHy)=y’=> f*(x)=x
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2. GRADS-LIGNING

DEFINITION 2. grads-ligning

En 2. grads-ligning kan skrives pa formen:
Alx*+BI[x+C=0

A, B og C er konstanter. A #0

I
o

EKSEMPEL: x? =9 kan omskrives til x> —9
A=1,B=00g C=-9

Du skal nu leere at Igse anden-
grads-ligninger. Allerede for
3000 ar siden havde babyloner-
ne (i Irak) en made til dette, der
ligner den lgsningsformel, du
skal leere.

DEFINITION Lese en ligning

At lgse en ligning med en ubekendt (x) vil sige at finde de
veerdier af x, som gar ligningen sand.

EKSEMPEL: x* =9 o x=30x=-3
Det sidste kan ogsa skrives x = +3

EKSEMPEL: x° +2x =0
x seettes uden for parentes x(x +2) =0

Man ser umiddelbar, at venstre siden er nul hvis:
X=0L x=-2
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SATNING  Antal lgsninger
Antallet af lasninger afhaenger af diskriminanten (D)

D=B?-4[AI[C

D <0: Ingen lgsninger
D=0: 1lgsning
D >0: 2lgsninger

EKSEMPEL: 2[x?-1=0 A=2,B=00ogC=-1
D=0?-420-1)=8 d.v.s.2lgsninger.

EKSEMPEL: -3[x*+4[x-5=0 A=-3,B=40gC=-5
D=42-4-3)0-5)=-44 d.v.s. 0 Igsninger.

EKSEMPEL: -x*=0 A=-1,B=00g C=0
D=0°-4{-1)DM=0 d.v.s. 1 lgsninger.

Va AVAR (VAN

D<O0

D>0

v

v
@)
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s£TNING  Den generelle lgsnings-formel

2. grads-ligningen A [x? +B [x + C = 0, har Igsningerne:

X:—BiJﬁ
2[A
BEVIS

Alx*+BIx+C=0 -

treek C fra pa begge sider

Alx*+Bix=-C o

Gang med 4A pa begge sider

AIA® [x*+4[A[BIx=-4[AIC -

Leeg B? til pA begge sider — s er hgjresiden lig diskrimi-
nanten (D)

A[A®[x*+B*+4[AIBIx=B*-4[AIC -

Omskriv venstresiden

2AX) +B?+2[2IAX)B =D -

Brug formlen (a+b)® = a® +b* +2ab

2AX+B)’ =D -

Venstresiden er altid starre end eller lig nul, det skal
hgjresiden ogsa veere, ellers er der ingen lgsning.

DET FORUDSATTES AT D=0

Tag kvadratroden pa begge sider — Der er to lgsninger (i)
2[AIx+B=+/D =

Treek B fra pa begge sider
2[AIx=-B+/D =

Divider med 2A pa begge sider
X:—BiJﬁ

.e.d.
2[A k

EKSEMPEL: 2x*-1=0 A=2,B=00ogC=-1
_-0++8 _ 42
X = =+ 5

= +0,7071
2[2
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DEFINITION  Kamufleret 2.gradsligning
En kamufleret 2. gradsligning kan skrives pa formen:

Alx? +BIx"+C=0 hvorA#0,nON

EKSEMPEL: 2[x® +3[x*+8=0 A=2,B=3,C=8,n=3

SETNING  Lesning af en kamufleret 2. gradsligning
Den kamuflerede 2. gradsligning
Alx*"+BIx"+C=0
Kan omskrives til
Alu?+Blu+C=0 hvor u=x"

Denne ligning lgses (pa almindeligvis) m.h.t. den ukendte u.
Derefter kan de endelige Igsninger (x-veerdierne) findes da:

u=x\

EKSEMPEL: x° -5[x*+4=0 A=1B=-5C=4
omskrives til: u?> -5u+4=0 hvor u = x>
Diskriminantener: D=(-5)°-40#4 =9
Lagsning m.h.t. u:
J = -B++D _-(-5)%3
2[A 211
Lasning m.h.t. x:
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LINEZART LIGNINGSSYSTEM

DEFINITION  To lineeere ligninger med to ubekendte

Et ligningssystem med 2 linegere ligninger med 2 ubekendte
(x og y) kan skrives pa formen:

a,[x+b,ly=c,
a, Xx+b, ¥y =c,

ai, az, by, by, c1, 0g c, er konstanter.

(X +6[y = a,=3,b,=6,c, =9
31X 6y9hvorl 1 1

EKSEMPEL:
{4D<+5[y:6 a,=4,b,=5c,=6

DEFINITION Lese et ligningssystem

At lgse et ligningssystem vil sige at finde veerdien af de ube-
kendte sa alle ligninger i systemet er opfyldt pa samme tid.

METODE Indseettelses-metoden (substitutionsmetoden)

Trin 1. Isoler x i ligning 1
Trin 2: Indseet udtrykket for x i ligning 2 og find y.

Trin 3: Indseet den fundne y-veerdi i udtrykket for x og find x.

FORKLARENDE EKSEMPEL:
3lx+6ly=9 TRIN1 fx =3 -2[y TRIN2 [x =3-2[y
AX+50y =6 AX+50Y =6 A{3-20y)+5y =6

X =3-2[yTRNS (x =3-2[P x =-1
y=2 y=2
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METODE Den grafiske metode
Trin 1. Isolery i ligning 1 og tegn grafen.
Trin 2. Isoler y i ligning 2 og tegn grafen.

Trin 3: Skeeringspunktet (x,y) mellem graferne er lgsningen.

FORKLARENDE EKSEMPEL:

g

4TX+50) =6 y =-080X +12

{B[X +6(y=9 TRIN 1+2 {y:—O,S[X +15

TRIN 3

BEMAERKNING:

Nar man arbejder med ligningssystemer med mere end 2-3
ubekendte, vil regnearbejdet hurtigt blive meget omfattende.
Derfor kan man med fordel bruge et computerprogram eller
en avanceret lommeregner til bereg- /\ ¥ /, ;
ningerne. v
Inden for fysikken, f.eks. aerodynamik, ﬂ
har man ofte ligningssystemer, hvor
der er mange tusinde ligninger med Fﬁ i;h
lige s& mange ubekendte.
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DEFINITION ~ Tre lineeere ligninger med tre ubekendte
Et ligningssystem med 3 lineaere ligninger med 3 ubekendte
(X, y og z) kan skrives pa formen:

a,[x+b,ly+c,[z=d,

a, Xx+b,y+c,[z=d,

a; X+b,y+c, [z =d,

ai, ap, as, by, by, bs, c1, €2, C3, d1, d,2 0g d 3 er konstanter.

EKSEMPEL:
3Ix-6ly+9[z=12 a, =3,b,=-6,c,=9,d, =12
4k -12y +8xk =4 a,=4,b,=-12,c,=8,d,=4

5k+100/-20x =25 a,=5b, =10, c, =-20,d, =25

METODE Store ligningssystemer (eks. 3 lign. med 3 ubek.)

Trin 1. Isoler x i lign. 1 og indsaet udtrykket for x i lign. 2 og 3
Trin 2: Isolery ilign. 2 og indsaet udtrykket for y i lign. 3

Trin 3: Find farst z, dernaest y og til sidst x

BEMARK: Metoden kan udbygges til stgrre ligningssystemer

EKSEMPEL:

3[x-6[y+9[z=12 TRIN T x=2ly-3[z+4
AX-120y+8x =4 o {423 -3 +4)-12+8Fx =4

5 +100 -20x =25 520 -3 +4)+100/ -20F =25
TRIN 2 X=2|3/—3|1+4 TRIN 3 X=5
o y=3—z PN y:2

20{3-2)-35x =5 z=1
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TRIGONOMETRISKE GRUNDLIGNINGER

DEFINITION  Trigonometriske grundligninger

De trigonometriske grundligninger kan skrives pa formen:

sin(x)=k, , -1<k,<1
cos(x)=k, , -1sk,<1
tan(x)=k, , —w<k,<o
EKSEMPEL: 4[cos(x)=2 < cos(x)=05 , k=05

Her vises tre metoder til lgsning af en trigonometrisk ligning.

METODE Graf-metoden

Tegn grafen for den trigonometriske funktion, indtegn linien
y =k og aflees x-veerdierne.

EKSEMPEL.:
Ligning: tan(x)=5
Tegn:  f(x)=tan(x)

Afles: x nary=5

Det giver v 7 7 5 05 7 55,/ /X

L = {X OR|x=nln+ 1,3734} ,ndZ (NB: x er angivet i radian)

METODE CAS-metoden (Computer Algebra System)

Veer opmaerksom pa, at mange computerprogrammer og lom-
meregnere kun giver én Igsning til en trigonometrisk ligning,
selvom der i virkeligheden er uendelig mange Igsninger.

EKSEMPEL:

Ved at bruge lommeregner-tasten [TAN ] (alts& arcustangens)
kan man finde én lgsning til ligningen tan(x) = 0,63, nemlig

X = 32°.

De andre lgsninger findes lettest ved Enhedscirkel-metoden....
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Ligninger

METODE Enhedscirkel-metoden

Indtegn de to Igsninger, til den trigonometriske grundligning,
der ligger mellem 0° og 360°. Opskriv derefter alle lgsninger.

EKSEMPEL: Y
Ligning: tan(x)=0,63
o 0,63
Tegn: Tangentlinien x =1,
linien y = 0,63 og 212°
Lasningsliniestykket f >
O

Aflees:  De to lgsninger:
X, =32° og x, =212°

Det giver:

L={x OR|x=32°+360°[n C x =212°+360°[n},n0Z

Hvorfor hedder 50 halv-treds? Du ved sikkert, at 1,5 hedder
halv-anden. Faktisk hedder 2,5 halv-tredje, 3,5 halv-fjerde,...
Men det bruges ikke rigtigt mere. Men deraf stammer vores

g,

=

udtale:

50: Halv-treds = halv-tredje [20 =2,5120
60: Treds =tre [20=3120

70: Halv-fierds = halv-fierde [20 =3,5[20
80: Firs =fire [20=4120

90: Halv-fems = halv-femte [20 =4,5[20

‘y'..
)-.
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Ligninger

SPECIELLE LIGNINGER

s£TNING  Eksponentialligning

Ligningen a* =k har lgsningen x =—:Eg3 =log,(k), a,k OR,
BEVIS
a’ =k = |n(ax)=|n(k) - x0On(a)=In(k) « x _In(k)

EKSEMPEL: 45 =6 = X = In(6) =11913

En (klog) mand tilbgd kejseren et smukt skakbreaet.
| bytte bad han om 1 riskorn for det farste felt pa
breettet, 2 for det andet, 4 for det tredje osv.
Kejseren syntes om tilbudet og ... P& det sidste
felt skulle ligge flere ris, end der var i hele verden.

SETNING  Logaritmisk ligning

Ligningen log ,(x) =k har lgsningen x =a*, aOR,\{1}, kOR

EKSEMPEL: log,(x)=64 = x=2%=18400"

SETNING  Potensligning

1
Ligningen x® =k har Igsningen x =k?, aOR\{0}, k,x OR,

1

EKSEMPEL: x*?=73= x =737 =01908
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Ligninger

ULIGHED

DEFINITION  Ulighed

En ulighed er to matematiske udtryk forbundet med et af de
fire ulighedstegn (<,>,< eller ).

EKSEMPLER: 3[4°*>6 , 3[x-1<6, sin(x)+2<x?-1

SATNING Regler for losning af en ulighed

Man ma:

1: Laegge samme tal til pa hver side af lighedstegnet.
2: Treekke samme tal fra pa hver side af lighedstegnet.

3: Gange med samme positive tal pa hver side af uligheds-
tegnet.

4: Gange med samme negative tal pa hver side af uligheds-
tegn, HVIS man samtidig vender ulighedstegnet.

5: Dividere med samme positive tal pa hver side af uligheds-
tegnet.

6: Dividere med samme negative tal pa hver side af ulig-
hedstegn, HVIS man samtidig vender ulighedstegnet.

EKSEMPEL:

-3[x-6>-x+4 Uligheden
-3[X-6+6>-Xx+4+6 Regel 1
—3[X+X>-X+10+X Regel 1

- 2;( < 102 Regel 6 (bemaerk > vendes til <)
X <=5 Lasningen
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Ligninger

BROK-ULIGHED

DEFINITION  Brek-ulighed

En brak-ulighed kan skrives pa formen
M<O,M>O MsO eIIerLX))ZO
X

g(x) “ax) 7 alx) g(

+
EKSEMPEL.: Uligheden 1+21x < 3 kan omskrives via

2—-X
1+2 1+2[x -3[(2 - . -
[X—3sOog [x =31 >Qsoul5u 5.0
2 =X 2—-X 2—X

METODE Lesning af en brek-ulighed
1. Lws ligningerne f(x) = 0 og g(x) = 0.
2. Find f(x) og g(x)’s fortegn afhaengig af x-veerdien.

3. Brug fortegnsreglerne til at bestemme brgkens fortegn.
Husk: Division med nul er ikke tilladt.

4. Sammenlign brgkens fortegn med brgk-ulighedens krav.

EKSEMPEL:

5;(_;5 <0 Brgk-uligheden

Trinl: 5[x-5=0 = x=1 Teelleren lig nul
Trinl: 2-x=0 = X=2 Neaevneren lig nul
Trin 2: Teeller: ------- O+++++++++++++++

Trin2: Neevner: ++++++++++++0-----------

Trin3: Brgk:  ------- O++++++id-----------
| N

| i
1 2 ikke defineret X

Trin4: L={x0OR|x<1LC x>2}
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Ligninger

TRIGONOMETRISK ULIGHED

DEFINITION ~ Trigonometrisk ulighed

En trigonometrisk ulighed kan skrives pa formen: En trigono-
metrisk funktion, et ulighedstegn (<,>,< eller=) og en kon-

stant (k).

EKSEMPLER: tan(x)<27 cos(x)=0,47 sin(x)<0,81

Her vises to metoder til lgsning af en trigonometrisk ulighed.

METODE Graf-metoden

Tegn grafen for den trigonometriske funktion, indtegn linien
y =k og aflees de x-intervaller, hvor uligheden er sand.

'8

EKSEMPEL:

Ulighed:
cos(x)<-0,6 ,G={xOR|0sx<2In}
Tegn:  f(x)=cos(x)

1

Tegn: y =-0,6

Ved afleesning fas lgsningen: -0,6

x O [2,21; 4,07] (NB: x er angivet i radian)

Den graeske videnskabsmand og ingenigr
Archimedes (287 — 212 f.v.t.) fandt at n= 2

ved at se pa omkredsen (O) af et indskrevet og
et omskrevet polygon og derudfra opstille
(dobbelt) uligheden:

@) <2[nlr<O

indsk .polygon omsk .polygon
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METODE Enhedscirkel-metoden

Find lgsningerne til den trigonometriske ligning. Aflees de
vinkel-intervaller der gar uligheden sand.

FORKLARENDE EKSEMPEL:

BEMAERK: x angiver her vinklen; altsa ikke abscisse aksen.

Ulighed: tan(x)>0,63

Grundmeengde:
G ={xOR|0° < x <360°

Ligning: tan(x)=0,63

Lasninger til ligningen:
x=32° L[ x=212°

Det ses, at lgsningen er:
L ={xOR|32°<x <90° [ 212°<x <270°%

FORKLARENDE EKSEMPEL:

BEMZERK: x angiver her vinklen; altsa ikke abscisse aksen.

A

Ulighed: sin(x)=0,553

Grundmeengde:
G={xOR|0°< x <360°

Ligning: sin(x)=0,53

v

Lasninger til ligningen:
x=32° [ x=148°

Det ses, at lgsningen er:
L ={x OR|32° < x <148°}
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Ligninger

DOBBELT-ULIGHED

DEFINITION  Dobbelt-ulighed

Hvis man ved, at veerdien af et matematisk udtryk ligger
mellem veerdien af to andre matematiske udtryk, kan dette
skrives som en dobbelt-ulighed.

- To uligheder skrives altsa "sammen”.

EKSEMPEL.:
3+x>-2[x-1 0g 3+x<x?-1

kan skrives: -2[x-1<3+x<x°?-1

METODE Lesning af dobbelt-ulighed

En dobbeltulighed lgses ved at dele den op i to uligheder og
lgse disse hver for sig. Derefter findes blandt de to Igsninger,
de x-veerdier der gar begge uligheder sande.

EKSEMPEL: -2[x-1<3+x<7I[Xx
Opdelesito uligheder: —2[x-1<3+x C 3+x<7Ix

Forste ulighed lgses: =2k -1<3+X « -3k <4 = xz—%
Anden ulighed Igses: 3+X<7X « 3<6[X = x>%

Det er ofte en god idé at tegne en tal-linie for at fa overblik over
de to lgsninger:

4 1
.3 2 :
| o X
°
Lasning: o

L={X|:|R|X>E}
2
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Vektorer

VEKTORBESKRIVELSE

DEFINITION  Vektor

Med en vektor kan man angive en talstgrrelse og
en retning pa samme tid.

En vektor repraesenteres derfor ofte som en pil:
Leengden angiver talstarrelsen og
retningen angives ved pilens retning.

EKSEMPLER: En vektor kan f.eks. bruges til at repreesentere
en kraft, en hastighed, en forskydning eller meget andet.

DEFINITION  Begyndelses- og endepunkt

En vektor har et begyndelsespunkt (A) og A
et endepunkt (B), som er pilespidsen. B

DEFINITION  Navngivning

En vektor navngives som hovedregel (i matematik) med sma
bogstaver. Desuden tegnes der en lille pil eller streg over

bogstavet for at vise, at det er en vektor.
a /

Alternativt kan vektoren fa navn efter dens begyndelses- og

endepunkt:
—p

AB

81



Vektorer

DEFINITION Vinklen mellem to vektorer

Nar vinklen (v) mellem to vektorer males,
skal de have samme begyndelsespunkt.

EKSEMPEL:

_______________________________________

' Vektorerne flyttes til :
. samme begyndelsespunkt :

DEFINITION Vektor-beskrivelse

En vektor kan beskrives pa to mader:

* Ved leengden ‘5‘ og vinklen v til x-aksen
- regnet positiv mod uret.

X
* Ved vektorkoordinaterne {ya}

EKSEMPEL:

82
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Vektorer

SATNING Vektor mellem punkter

Er der givet to punkter:
A=(xa;¥n) 09 B =(xg;yg)

Har vektoren AB vektorkoordinaterne:

(Xai¥a)

(X5:ys)

o

N

AB ={XB ‘XA}
Y = Ya
EKSEMPEL:

cle = bl

SATNING Leengde

En vektors (a) leengde kan findes ved:

a =x2+y2

EKSEMPEL: a= {4—11} = |a|=y4?+(-1) =412

SATNING  Vinkel

/
(Ya
\Xa)

Arc tan

a

+180° hvis X. <0

Vinklen (v) mellem en vektor (a) og x-aksen er: Y4

( (y \ v
Arc tan| 22 hvis X, 20 \
\Xa )
V=

O

.
X

_ (4 —
EKSEMPEL: a ={ 1} = V=Arc tan(jl) = =14°
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Vektorer

SATNING Vektor-beskrivelse

Er en vektor (a) beskrevet ved laengden (‘5‘) og vinklen (v)
til x-aksen kan vektor-koordinaterne findes ved:

A
BEVIS

Figuren viser en vektor (a) i enhedscirklen

Den lille trekant:

A

L7 sin(v)
1_
_ cos (v)
a
Den store trekant:
. - a
O 1 Ya

De to trekanter er ensvinklede derfor er sideforholdene ens:
X, _ Y. _f H a|os (v)

cos(v) sin(v) 1 Ya a Gin (v)

EKSEMPEL: 4

e N
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Vektorer

VEKTOR-ALGEBRA

DEFINITION Modsatte vektorer

QD |

To vektorer (aog b) kaldes modsatte, hvis de
er lige lange, parallelle og peger hver sin vej. b

Den modsatte vektor af a betegnes —a.

EKSEMPLER:

7SS

SATNING Laengde-ceendring

Man aendre en vektors (a) laengde ved at gange vektoren
med et tal (n), hvilket svarer til at gange vektorkoordinaterne

med tallet:
- {n[xa}
nth=
nby,
EKSEMPEL:

=lof 22+ {of"1d



Vektorer

DEFINITION Enhedsvektor

En enhedsvektor (e) er en vektor, der har laengden 1: ‘5‘ =1

SATNING Enhedsvektor

En enhedsvektor (es) med samme retning som en given
vektor (a) har vektor-koordinaterne:

=)
€a = —
EIA

D

EKSEMPEL: a= 3 e. = ! 31106
' |5 @ 32442 |4] |08

DEFINITION  Tveer-vektor (hat-vektor)

En vektors (a) tveervektor (2) har sammen
laengde; men er drejet +90° (mod uret).

SATNING Tveer-vektor (hat-vektor)

Tveervektoren () til en vektor (a) er givet ved:
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Vektorer

SATNING Vektor-addition

Summen af to vektorer (a og b) giver

en ny vektor (c¢) kaldet sumvektoren
eller resultanten:

a+b=c

b
c fremkommer ved at tegne b i forleengelse af a og derefter

forbinde a’s begyndelsespunkt med b’s endepunkt.

Sumvektoren (c) for vektorer (a, b) kan findes ved at leegge
x-koordinaterne sammen og lsegge y-koordinaterne sammen:

i
c=a+b=
ya+yb

— [-3) - _[9] - - - [-3+9] (6
EKSEMPEL: a = b= =a+b = =
DR R

SATNING Vektor-subtraktion

Treekker man en vektor (b) fra en anden

Q |

vektor (a), f&r man en ny vektor (d) kaldet _
differensvektoren: d

a-b=d
d fremkommer ved at tegne b’s modsatte K—B

vektor i forlaengelse af a og derefter forbinde a’s
begyndelsespunkt med endepunktet af b’s modsatte vektor.

Differensvektoren (d) for to vektorer (a, b) kan findes ved at
treekke x-koordinaterne fra hinanden og y-koordinaterne fra

hinanden:
N Xa =Xy
d=a-b =
ya_yb

o= o= f] -5 (523



Vektorer

SATNING Ligeveegt

Vektorene a, b, ¢ og d eriligevaegt, hvis de "ophaever”
hinanden, d.v.s.:

a+b+c+d=0

Hvilket med vektorkoordinater svarer til:

{xa +X, + X, +xd} _{0}
YatYptYe+Ya] (O

BEMZERK: 0 kaldes nul-vektoren; men er egentligt bare et
punkt (leengden 0 og ingen retning).

EKSEMPEL: En bjergbestiger sté_r stille. De kreefter der
pavirker ham er: Tyngdekraften (T), normalkraften (N) og
friktionskraften (F) fra bjerget samt kraften fra rebet (R).

T+N+F+R =0

R
=
f
N
EKSEMPEL:
— (3 — (-4 — _ .=
={ 2} , b= {6 } c holder ligeveegt, hvis c ={ }

88



Vektorer

HIJALPE-STORRELSER

Det kan nogle gange veere fordelagtigt at oplgse eén vektor i to
vektorer, der peger i bestemte gnskede retninger.

DEFINITION Komposanter

Vektoren a kan oplgses i de to vektorer —

am 0g ax, der er parallelle med linierne
m og K.

a=am +ax

am 0g ax kaldes vektor-komposanter.

EKSEMPEL: En mand flytter en stor sten. Manden traekker
med kraften (a).

Pa et tidspunkt far manden hjeelp af en anden mand. De
traekker i hver sin retning parallel med linierne m og k.

For at stenen bliver trukket fremad med a /m
den "oprindelige” kraft (a), skal de to
maend treekke med kreefterne am 0g ax. ax 3
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Vektorer

SATNING Komposanter

En vektor (a) oplgses i to komposanter (a»,ac), der er paral-

lelle med to vektorer (b, c). Komposanterne (as,ac) kan
findes ved at Igse ligningssystemet:

{Xa :p [Xb +q [Xc

ya = p B’b +q Eyc o o

. . . =p

Hvorved tallene p og q findes og indseettes i:.  _— _

a, =qLle

— 6] — (4] — (1
EKSEMPEL: a = b = C =
8 1 -3 L c
6=pl4+qll p=2 a

8=pO+q0-3) q=-2

weedlof) weot (] £

SATNING Basis-vektorer

Oplgses en vektor (a) i komposanter, der peger i koordinat-
aksernes retning fas:

R 5, Do 0, o

Enhedsvektorerne e, 0og Ey er parallelle med koordinat-
akserne og kaldes basisvektorer.

~ 11 - (o
BEMARK: e, =1 _tog ey =
fof 2= =4

EKSEMPEL: y

S

Q |

A\ 4
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Vektorer

Man kan ikke gange to vektorer. Derimod kan man 'prikke’ to
vektorer, dette kaldes ogsa at finde prikproduktet eller skalar-
produktet.

DEFINITION  Skalarprodukt (prikprodukt)

Skalarproduktet af to vektorer er lig
laengden (‘a‘) af den ene vektor gange

5

Q |

leengden (‘5‘) af den anden vektor

gange cosinus til vinklen (v) mellem
vektorerne:

asb :H qﬁ‘ [cos (v)

BEMARK: Skalarproduktet er et tal ikke en vektor.

EKSEMPEL: En legetgjs-and traekkes med en kraft (F) et

stykke (x) hen ad et gulv. Fra fysikken har vi flg. definition:
"Arbejdet er lig kraften i beveegelsesretningen ganget med
vejstreekningen”, eller med andre 'ord’:

A =Fex = |F Ox| kos (v)
Hvis vi maler pa tegningen
Far vi:
Fl=9N,
D.v.s.
A =|F Ox| &os (v)
= 9N [2,7m [tos (50°) = 15,6J

i\ =2,7m, v =50°

Im IN
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Vektorer

SATNING  Skalarprodukt (prikprodukt)

Skalarproduktet af to vektorer (a) og (b) kan findes ved:
asb=x, X, +y, ¥,
BEVIS

Cosinus-relationen giver /
of = af" +[5f -2 qb\ cos(c

o) T /
‘a‘ Qb‘ [tos (C >

Fra definitionen har vi: ‘5‘ ‘C‘

5-5:‘5‘ EIB‘ [¢os (C) C

O |
I
QJI

D.v.s. ‘a‘
—2 =2 =2
b= Blos(0)= 7"
_ (2 y2)+ (2 +y2) = [xa = %o ¥ + v ~ v}
2 g.e.d.
=X, Lk +y, Oy

SZATNING Vinklen mellem to vektorer

Vinklen (v) mellem to vektorer (a) og (b) kan findes ved:

EKSEMPLER
a:{‘jg} 5:{22}: a+b=60(-7)+(-3){-4)=-30
cos 6[(_7)+(_3)[(_4) = Vv =123,7

e Aoy =
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Vektorer

DEFINITION  Projektion

Q |

Vektoren a’s projektion pé linien k
kaldes ax . ax findes ved at fgre a’s
begyndelsespunkt og endepunkt 5 _

vinkelret ind pé linien k. [] : Ak :D K

Projektionen (ax ) er den del af
vektoren (a) der er parallel med linien (k).

EKSEMPEL: B
Hesten pa billedet traekker en flodpram. Den kraft (a) hesten
treekker med er parallel med rebet. Det er kun ’projektions-

kraften’ (a_lk) der flytter prammen fremad i vandet.

BEMZERK: Kraften fra roret bevirker, at prammen ikke sejler ind
| flodbredden.

Tyskeren Hermann Grassmann (1809-1877)
var lige som sin far lzerer pa et gymnasium.
Han underviste i en lang reekke fag inden for
bade naturvidenskab og humaniora. | 1844
udgav han bogen " Die lineale Ausdehnungs-
lehre ein neuer Zweig der Mathematik”, hvori
han grundlagde vektorregning.

93



Vektorer

SAETNING Projektion

En vektorens (a) projektion (i) pa
en anden vektor (b) kan findes ved:

dp = —
bl
BEVIS

Projektionens leengde:

cos(v) = ‘TTb‘
a

‘a‘[lb‘l]:os _ 5. b
b b

‘ab‘ ‘a‘ [tos (v

Projektionens retning — enhedsvektor i b's retning:

b — - |-— _asb - \5\
= D.V.sS. = (&, =—— [
ey ‘b‘ V.S dp ‘ab‘ b ‘6‘2
g-e.d. |
EKSEMPLER:
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Vektorer

SATNING Sted-vektor

En vektor hvis begyndelsespunkt ligger i koordinatsystemets

origo, kaldes en sted-vektor.
Vektor-koordinaterne er altsa lig punkt-koordinaterne til

vektorens endepunkt.

EKSEMPEL.: Y a
3
Vektor-koordinater: {2} (3,2)

Endepunkts-koordinater: (3,2)

O
Xy

DEFINITION  Normal-vektor N

En vektor, der er ortogonal (star vinkelret) pa
en linie eller en plan kaldes en normalvektor.

EKSEMPEL:
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Infinitesemal-regning

GRAENSEVARDI

DEFINITION Graense-veerdi

N&r x naermer sig tallet x,, neermer funktionen f(x) sig
greenseveerdien y,. Dette skrives (greense hedder pa latin
limes):

lim f(x) =y, eller f(x) >y, narx - x,

BEMARK:
- Tallet x, behaver ikke at tilhgre Dm(f).
- Det behgver ikke at geelde at: y, = f(x,)

EKSEMPEL: sinc(x)
1 X =0
sin ¢(x) = %(X) x OR/{0}

... Husk man ma ikke dividere med O.

DEFINITION  6raenseveerdi fra hgjre eller venstre

Hvis x neermer sig tallet x, fra hgjre skrives:

lim (x)

X > Xg+

Hvis x naermer sig tallet x,fra venstre:

lim f(x)
Yy

EKSEMPEL: o)

lim m =1

X-0+ X 5 -

[im m =-1 Q

~
X-0- X
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Infinitesemal-regning

Uendelig () er ikke et tal; men en taenkt star-
relse hvis veerdi er stgrre end ethvert tal.
Grundlaeggeren af maengdelaeren den tyske
matematiker Georg F. L. P. Cantor (1845-1918)
interesserede sig for uendelige maengder. Han
viste bl.a., at 0,99999... =1

DEFINITION  Uendelig graenseveerdi

En funktion f(x) har "greenseveerdien uendelig i tallet x,”,

hvis funktionsveerdien er stgrre end et vilkarligt tal, nar blot
x er tilstreekkelig teet pa x,:

lim f(x) = oo ‘
f(x) har "graenseveerdien minus uendelig i tal-
let x,”, hvis f(x) er mindre end et vilk&rligt tal,

nar blot x er tilstraekkelig teet pa x,:

lim f(x) = —oo 1
X = Xg —'—D
EKSEMPEL: Hyperbel
.1 .1
lim — =00 im = =-
X—>0+X X—»O_X l

BEMAERKNING  Graenseveerdi i uendelig

En funktion kan ogsa have en greensevaerdi, nar x gar mod
uendelig eller minus uendelig.

()
imi=0 lim <=0 N

X—»OOX X—>_°°X

EKSEMPEL: Fordelingsfunktion 1

R
EKSEMPEL: Hyperbel 1 &
HEEEEN o =
y
m

lim ¢(x)=1 lim ¢(x)=0 /

0 1 X
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DEFINITION Kontinuitet

En funktion er kontinuert, hvis grafen er sammenhaengende
— kan tegnes uden at lgfte blyanten fra papiret.
D.v.s. hvis:

Dm(f) =[x x,]: lim f(x)=f(x,)

Ox, ODm(f)

BEM/ZERK: Huvis funktionen ikke er kontinuert, kaldes den
diskontinuert.

EKSEMPLER
ty Y A g(x)
f(x)
D\ / )
. R ' =S
X4 X5 %o

g(x) er kontinuert i R\{x .}
- altsa diskontinuert i x = x|,

k(x)

Y

o

h(x) er kontinuert i [ x;; x, [U]x,;00]|
- altsa diskontinuert i x = x,
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Infinitesemal-regning

DIFFERENTIALKVOTIENT

Sekant
DEFINITION Sekant
En sekant er en linie, der skaerer en graf i
to punkter.
I
DEFINITION Tangent Tangent

Ligger en sekants skaeringspunkter uen-
delig teet pa hinanden, kaldes linien en
tangent, forudsat grafen ikke har et knaek
| punktet.

DEFINITION Differentialkvotient (den afledede)

Differentialkvotienten i et punkt er lig tangentens stigningstal.
De mest almindelige symboler for differentialkvotienten er:

df (x)
dx

f'(x) og

De (naesten) jeevnaldrende
videnskabsmaend engleen-
deren Isaac Newton (1643—
1727) og tyskeren Gottfried
W. von Leibniz (1646-1716)
opfandt uafhaengigt af hin-
anden differentialregningen
omkring 1666.

Isaac Newton G.W. v. Leibniz
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Infinitesemal-regning

s£TNING  Differentialkvotient (den afledede)

Differentialkvotienten for en funktion (f(x)) er givet ved:

df (x) _ i f(x +Ax)—f(x)
dx  &x-0 AX

BEVIS

Sekantens stigningstal er:
_ Ay f(x +Ax)-f(x)
AX AX

a

Tangenten fremkommer nar Ax " X+ DX
bliver uendelig lille, d.v.s.
tangentens stigningstal er:

df (x)

= lim f(x +AX)_f(X) Hvilket pr. definition er ——*
AX -0 AX dx
g.e.d.

Aian gent

EKSEMPEL: f(x)=x?
df (x)

—2 = |im
dx Ax -0

(x + Ax)? = x? .
AX Ox -0 AX

DEFINITION  Differentiabilitet

Hvis grafen har en tangent, er funktionen (f(x)) differentiabel i
den pageeldende x-veerdi (x,). D.v.s. der eksisterer én ikke
uendelig differentialkvotient:

df (x,)

2 \%o) Y
‘ ax | | F(x)
EKSEMPEL: J//f”w
L
f(x) er differentiabel i
[Xl;XZ[U]XZ;X3[U]X3;X4[ )21 xl2 xl3 xI:




Infinitesemal-regning

s£TNING  Differentiabel / Kontinuert

Hvis en funktion er differentiabel, er den ogsa kontinuert
— det omvendte er ikke ngdvendigvis sandt.

SATNING  Tangentens ligning

Ligningen for en tangent til en funktion f(x) for x = x, er:

= o) oy V()

dx
BEVIS

Tangentens stigningstal kan findes pa flg. to mader:

_y —f(x,) a _ df(x,)

a = =
tan gent ' tan gent
? X =X, ? dx

Dvs. y-f@o)zdﬂxdzj y=C”( )dx Xo)+f(X,)

X7 a dx g.e.d.
EKSEMPEL: f(x)=x* , x,=-1 y 4
df(x) _ df (- 1)
ZD( :2 —1 :—2
dx dx E( ) 1
y=-2(x-(-1)+(-2 - y=-20x-1
ol 1
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FUNKTIONS-OVERSIGT (f’)

. df (x)
a, k og n er konstanter f(x) j (X) " dx
Konstant k 0
Potensfunktion x" nix"?
Eksponentialfunktion a” In(a) &*
Logaritmefunktion log , (x) :
e In(a)
Sinus sin (x) cos (x)
Cosinus cos (x) —sin (x)
1
1+tan?(x) =
Tangens tan(x) (x) cos 2 (x
EKSEMPLER:
f(x)=-2 = f'(x)=0
f(x)=x° = f'(x)=5*
f(x) = e = f'(x)=In(e)®* = ¢
1 1
fix) =1 f' = =—
ORONEESEIO TS S
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REGNEREGLER (f")

Eiﬁfvt T e fx) i) d;ix)
Tal gange funktion k [u(x) k [u'(x)

S d)euls) || el
Differens u(x)-v(x) u'(x)-v'(x)
Produkt o5 || o)l s
Bk % u (X)[V():/)(;)UZ(X)[V (x)
Sammensat funktion u(v(x)) e

EKSEMPLER  Givet: k =3, u(x) = sin(x) og v(x) = x?

f(x) =3Isin(x) = f'(x)=3Icos(x)
f(x)=sin(x)+x*> = f'(x)=cos(x)+2x
f(x)=sin(x)x® = f'(x)=cos(x)X?* +sin(x)R X
f(x) = si)rzgx) o fr(x)= S (x)D<2X—4sin(x)D2 X
f(x):sin(xz) = f'(x):cos(xz)D?D<
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BEVIS Funktions-oversigt (Potensfunktion)

Definitionen pa differentialkvotienten f' (x) 0g regnereglen
for f(x) =u(x)rv(x) giver:

(()=x = f(x)= lim XX = lim A _q
AX 50 AX OAX
f,(x)=x’=x&k = f'(x)=1D<+xEL—ZD<

f.(x)=x3=xx?=f'(x) =1x* +x R X = 3[X?

f(x)=x"=x&x"'= f(x)=1&""+x{n-)X"* =nX""*
g.e.d

BEVIS Regneregler (Produkt)

Definitionen pé differentialkvotienten ' (x) giver:

f(x)=ux)(x) = f(x)= lim [u(x + ) tv(x + &x)] - [u(x) Lv(x)]
-0 AX
_im [u(x +Ax) v(x +Ax)] - (X)B/(X+Ax)+u( V(% +Ax) = [u(x) v(x)]
Ax -0 AX

_ iy 0+ %) ~u(x)] DV (x + Ax) +[v(x + Ax) - v{x)] m(x)
AX -0 X
= fim L0 &) —ul)] v(x + %)+ lim [wlx + ) - vix)] u(x)

Ax -0 AX Ax -0 Ax -0 AX Ax -0

=u' (x) (x) +v" (x) m(x)

g.ed
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EKSTREMUMSPUNKTER

DEFINITION Ekstremum

Ekstremum betyder ekstremveerdi

- stgrste eller mindste funktionsveerdi.

EKSEMPEL: max f(x)=f(b)

f(b)

a b

min f(x) eksisterer ikke da a 0Dm(f).

En funktion f(x) er voksende eller

aftagende, hvis der om differential-
kvotienten f'(x) geelder:

Voksende: f'(x)>0
Aftagende: f'(x)<0

DEFINITION  Voksende el. aftagende funktion

yn

Aftagende
funktion

SETNING  Stationeere punkter

| et punkt P (kaldet et stationaert punkt), hvor en funktion f
har vandret tangent (f'=0) geelder, at f har:

Lokalt el. globalt maksimum hvis ' gar fra + til — omk. P.

Lokalt el. globalt minimum hvis f' gar fra — til + omk. P.

Vandret vendetangent hvis f' ikke skifter fortegn omk. P.

EKSEMPEL:

Lokalt minimum--""" \/
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Infinitesemal-regning

SATNING  Ekstremumspunkt

En funktions ekstremumspunkter findes enten i et:
« Stationaert punkt

» |kke-differentiabelt punkt
 Interval-endepunkt

EKSEMPEL: Maksimum i stationaert punkt

1 AY
f(x)=-=x%+x 0
x)=-3 1T
2 ’
f'\Xx)=—=x+1
(x)=-2
2 3 B
—-—x+1=0 X =—
3 = 2 o . 2 X
EKSEMPEL: Minimum i ikke-differentiabelt punkt
AY
f(x)=|x| 2
\/ >
-2 O X
EKSEMPEL: Minimum i interval-endepunkt
AY P
f(x)=+x
1
>
O 1 2 X
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Infinitesemal-regning

ASYMPTOTER

DEFINITION ~ Asymptote

En asymptote er en ret linie, som naermer sig grafen for en
funktion f(x) uden at ramme den - En "tangent” i det uende-

lige. Langt fra alle funktioner har asymptoter.

SEATNING  Vandret asymptote
f(x) har den vandrette asymptote y =b hvis:

lim f(x)=b eller lim f(x)=b

X — 00 X - —00

SETNING  Lodret asymptote

f(x) har den lodrette asymptote x = x, hvis:

lim f(x)

X - Xg+

lim f(x)

X—»XO_

— oo eller = 0

SETNING  Skra asymptote

f(x) har en skrd asymptote med stigningstal a hvis:

f(x) f(x)

lim —==a eller Ilim =a
X -0 ¥ X—>-00 ¥
EKSEMPLER YR § -
f(x)=e ™ +3=limf(x)=3 TS L
X o0 e /
2 o /
A ‘
o 1 / 2 3 4 X

2 _ 2 _
g(x)=M:> lim M:nrnuznm(g_ﬁjzz
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G. F. A. Marquis de I'H6pital (1661-1704) var
oprindeligt officer i den franske haer; men
p.g.a. neersynethed skiftede han karriere og
blev matematiker. Hans bog "Analyse des
infiniment petits pour l'intelli-gence des lignes
courbes” som udkom i 1696 var den fgrste
bog om differentialregning.

s£TNING  I'Hopitals regel (I'Hospitals regel)

Hvis funktionerne f(x) og g(x) er differentiable med
differentialkvotienterne f'(x) og g'(x) og

lim f(x) = lim g(x)=0 eller |lim f(x) =|lim g(x) =
Da er:

EKSEMPEL: lim l
x-2 x2 -4 x-22[Xx 4

EKSEMPEL:
1
. o In(x) Y . _
fig b )] = fimg, =570 = Jim, 5~ = Jim, ~x =0
X X 2
EKSEMPEL:
O X%4+x+1 . 2x+1 .. 2 1
Im —— =1Iim =|lm ===
xoo 2[x% -1 x-= 4[x  x-=4 2

BEMZERK: I'HOpitals regel er brugt to gange.

108



Infinitesemal-regning

FUNKTIONS-UNDERSYGELSE

Computere og lommeregnere (CAS-veerktgjer) er gode; men de
viser ikke altid hele sandheden. Derfor kan man have brug for
at lave en funktionsundersggelse.

DEFINITION ~ Funktionsundersegelse

En funktionsundersggelse skal bruges til at lave en skitse af
grafen for en funktion f(x). Derfor bestemmes:

a) Funktionens definitionsmaengde: Dm(f)
b) Grafens skeering med x-aksen: f(x)=0
c) Grafens skeering med y-aksen: f(0)

d) Stationgere punkter: f'(x)=0
o0 Maksimumspunkter
0 Minimumspunkter
o Vandret vendetangent

e) Asymptoter:

o Vandret lim f(x)=b

o Lodret lim f(x) = oo

o Skra lim f—X):a
Xoto X

f) Monotoni-intervaller

o Kurven er voksende: f'(x)>0
o Kurven er aftagende: f'(x)<o0
g) Funktionens veerdimeengde: vm(f)

Se eksempel pa naeste side...
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Infinitesemal-regning
EKSEMPEL.:

2 —
Funktionen: f(x) =2 2bc+d
X

a) Definitionsmaengden:
Dm(f) =R \{0} (Husk division med 0 er forbudt!)

b) Skeering med x-aksen:

f(x)=0=>  x?*-2x+1=0=> (x-1’=0= x=1

Bemeerk at formlen for "Produktet af en to-leddet differens
kunne bruges her.

c) Skeering med y-aksen:
Grafen skeaerer ikke y-aksen, da der iflg. definitionsmaeng-
den geelder, at x #0

d) Stationaere punkter:

f,(x)=(213<—2)13<—(x2—2|3<+1)IZL=x2—1

X2 X2

x?=-1=0= x’=1= x=#1

f(1):12 —21E1+1=0 D)= (-1 —35(—1)+1=_4

Alts& de stationaere punkter (1;0) og (-1;-4)
e) Vandrette asymptoter:

I'HOpitals regel giver:

L X%P=2k+1 . 2 -2
For x — o0 harvi: Ilim =|lim = o0
X — 00 X X —» 00
. O X2-2x+1 .. 2X-2
For x — —o har vi: lim = |lim = —00
X — =00 X X — —00

Der er ingen vandrette asymptoter (Husk oo er ikke et tal).
Fortseetter pa naeste side...
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f)

g)

Infinitesemal-regning
Lodrette asymptoter:

Funktionen er ikke defineret for x =0, derfor er x =0 mulig-
vis en lodret asymptote.

. o oxP-2x+1_
X - 0+ giver: lim =lim | x
X -0+ X X -0+

X - 0 - giver:
X -0- X

D.v.s. x =0 er en lodret asymptote.

Skra asymptoter:

2—
im T i X ZD“’1=|im(1—3+ij=1
X

X — 00 X
2—
jim 1) = jim X 225‘+1=|im(1—3+i2j=1
X X

D.v.s. f(x) har en skrd asymptote med stigningstal 1.

Resultaterne fra punkt a) til ) kan samles i en tabel:

X — 00 -1 0- 0 0+ 1 00
f(X) — 00 -4 — 00 I.d. 00 0 00
frix)| + 0 - | id. |- 0 +

Tabellen viser bl.a., at der er (lokalt) maksimum for x = -1
og (lokalt) minimum for x =1. y 4

Desuden viser tabellen at:

vm(f) = |- 00;—-4] O [0; oo

lok.min.

’
’
’
’
7
’

! ’

! »

| »

i X

1

1

Grafen er skitseret til hgijre.
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INTEGRALREGNING

Som du skal se, er integralregning yderst nyttigt. Det kan f.eks.
bruges til at bestemme arealer (og rumfang).

DEFINITION  Stamfunktion (ubestemt integral)

Har man en funktion f(x), er en stamfunktion F(x) givet ved:

F(x)=1(x)

D.v.s. differentieres stamfunktionen F(x) fas funktionen f(x).

BEMARK: Stamfunktion symboliseres med et stort bogstav.

EKSEMPEL: Hvis f(x)=2[x er F(x)=x*daF'(x)=21[x

s£ZTNING  Samtlige stamfunktioner

Hvis F(x) er en stamfunktion til funktionen f(x), er F(x)+k
ogsa en stamfunktion til f(x), hvis k er en konstant.

BEVIS
Da F(x) er en stamfunktion til f(x) er F'(x) = f(x)
d(F(x)+k) _ dF(x) , dk _

F'(x)+0=F(x)=f(x)

dx dx  dx
Differentieres F(x) +k fas f(x), alts& er F(x)+k en
stamfunktion til f(x). g.e.d.

EKSEMPEL: G(x)=x?+3 er en stamfunktion til f(x)=2[x da
G'(x)=2Ix

Pa engelsk hedder stamfunktion "primitive
function”. Et andet ord for stamfunktion
er “ubestemt integral”.
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FUNKTIONSOVERSIGT (F)

a, K og n er konstanter f(x) F(x) | J.f(x)dx
Konstant K K [X
Xn+1
Potensfunktion x"
n+1
. . . a”
Eksponentialfunktion a n (a)
e” e”
Logaritmefunktion In(x) x [In(x) - x
Sinus sin(x) ~ cos (x)
Cosinus cos (x) sin (x)
Tangens tan(x) —In[cos (x)

HUSK samtlige stamfunktioner fas ved at addere en konstant.

EKSEMPLER:

f(x)=-7 = F(x)=-7Ix

f(x) = x° > =%

f(x)=e* = F(x)=¢"
f(x)=20n(x) = F(x)=2X0On(x)-2x
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DEFINITION  Ubestemt integral (Stamfunktion)

En stamfunktion kan ogsa defineres som et ubestemt integral:
F(x) = j F(x)dx

...Men hvad er et integral?

Ordet integral stammer fra det latinske ord integralis, som
betyder "danner en helhed”.

DEFINITION  Integral
Et integral skrives pa formen: jf(x)dx

j Er integral-tegnet og kan opfattes som et "sum-tegn”.

f(x) Er en funktion, som her kaldes for integranden.

dx Er et (uendeligt) lille x-interval.

DEFINITION  Integrations-elementet

Stgrrelsen f(x)dx kaldes integrations-elementet, og kan op-
fattes som et areal (AA) med fortegn: [f(x) er hgjden, dx er

bredden og fortegnet er lig fortegnet af f(x).

A A

dx |

f(x)+ p o)
| 8a>0 | aa<o

v
—h
—
X
~—
|
T
[
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DEFINITION

Bestemt integral

Hvis funktionen f(x) er kontinuert i intervallet [x,; x,], er det
bestemte integral givet ved:

Leeses: Integralet fra x,

Det bestemte integral er taet knyttet til

areal-begrebet og kan o

arealet mellem grafen og x-aksen regnet

med fortegn.

til x, af f(x) dx.

pfattes som

™ Negativ

REGNEREGLER (F)

Tal gange funktion

Ik 0(x)dx =k D_[f(x)dx

Sum eller differens af
to funktioner

Opdeling af integral

X, <X, < X4 . f(x)dx = J‘f(x)dx + jf(x)dx
EKSEMPLER:

5 5 5 5 5

IXZ -3 Xdx = szdx —IB xdx = szdx -3 I]jxdx
-2 ) e s, s

180° 360°

jsin (x)dx + jsin (x)dx

0° 180°

360°

Isin (x)dx

00
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SETNING  Bestemt integral

Et bestemt integral kan beregnes ved brug af stamfunktionen:

[1()ax =[F()bz =Flx,) -F(x,)

INDIKATION

Dette er ikke et bevis; men en beregning som sandsynliggar,
at seetningen er korrekt. Ved at opfatte det bestemte integral
som arealet (A) under grafen og bruge, at f(x) =F'(x) fas:

A=jf(x)dx = f, DX +f, X +... + f, [I\X

X4 Y
=(f, +f, +... + 1) DX /
= (F,'+F,'+... + ') [\ fn: 7
~ F, F1+F3_F2 + FN_FN-lij /
AX AX AX //
= (Fz - Fl) + (Fs Fz) to.ot (FN - FN—l) //
=K -F = F(Xz) F(Xl) f; /
f /
1/
@) ‘A—x' X

lT;os (x)dx = [sin (x)J="" = sin (180°) -sin(0°) =0

OO

116



Infinitesemal-regning

DEFINITION ~ Arealberegning - Positiv funktion

Hvis en funktion f(x) er kontinuert i intervallet [x,; x,] og
positiv for alle x [ [xl; xz], er arealet (A ) mellem funktionens
graf og x-aksen i intervallet givet ved:

EKSEMPEL: Y

X
A\ — |
O 1 2
DEFINITION ~ Arealet mellem to funktioner
Hvis funktionerne f(x) og g(x) er kontinuerte i intervallet
[X,;x,] og f(x)=g(x) for alle x O[x,;x,], s& er arealet (A)
mellem funktionernes grafer i intervallet givet ved:
A = | f(x)-g(x)dx
EKSEMPEL.:
2y
f(x)=3[x , g(x)=2Ix , 4
x 0[0;1]
2 f
. AN
A = [30x-20xdx 3 g
: 2t 2 2 *
1 —>
:jxdx:x_ :1_—O_=E 0 1
0 2 0 2 2 2



Matematiske symboler

= Ligheds-tegn 2=1+1
7 Forskellig fra 2#3
< Mindre end 2<3
s Mindre end eller lig 2<1+1
> Starre end 3>2
2 | Starre end eller lig 2>1+1
+ | Additions-tegn (plustegn) 2+3=5
. Subtraktions-tegn (minustegn) | 2-3=-1
l (I\éllglr:ig(!f:gtlir%ns-tegn 2[(3=6
Divisions-tegn 2:3=0,6 =0,6666...
— | Brakstreg 2/3=0,6 =0,6666...
| | | Numerisk-tegn ~2=|2|=2
J  |Rod-tegn Y8 =2
( Parentes (a+b)’ =a’?+b*+2@&lb
| Klamme-parentes 2[|(b-a)+(a-b)|=0
{ Tuborg-parentes 20(b-a)+(a-b)f +1=2
= | Medfarer (sa gaelder der, at...) | x=1 = x’=1
ind Ensbetydende med x?=1 -  X=%1
R | Reelle tal (alle tal) 2,718281828459...
N | De naturlige tal (positive heltal) | 5648984638
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Matematiske symboler

Z Alle heltal — 7645383624

Q Rationale tal (brgker) -355/113

{ } |Meengde P ={3,4,56,7,...100}

00 Uendeligheds-tegn Er et begreb - ikke et tal

U Forenings-maengden P={34,5,..891U{7.8,9.....100}
N Feelles-maengden P={123,..100}N{3,4,5,...111
L Tilhgrer x [P

| For hvilket det geelder, at M={xOR|2<x <5}

%) Den tomme maengde L= L={}

Dm Definitionsmaengde Dm(f)={xOR|0<x <7}

vm | Veerdimaengde vm(f)={f(x)|0 <x < 7}

L Og P={xON|x<100 C x=>3}

L Eller S={x0OR|x<22 [ x=33}

Lukket interval

M=]2;5]

Halvabent interval

S = |- ;22]|U[33; %]

Abent interval

Dm(f)=10;7|
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2. grads-polynomie 47
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Areal 27,117
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Differentiabilitet 100,101
Differentialkvotient 99,100
Diskriminanten 47,67
Dobbelt-logaritmisk 62
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Funktionsoversigt (f') 102
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Grad 11
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Grundtal 14,56,59
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Halveringskonstant 58
Harmonisk svingning 53

Hat-vektor 86
Hierarki 6
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Omvendt funktion 65 Stamfunktion 112
Ordinat-akse 43 Stationaert punkt 105
Parabel 47 Sted-vektor 95
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Tangens 20,23 Udfoldning 27,28

Tangens-funktion 51 Ulighed 76
Tangent 99 Ulighedstegn 18
Tangentens ligning 101 Vandret asymptote 107
Toppunkt 49 Vektor 81
Trapez 29 Vektor-addition 87
Trekant 29,35,37 Vektor-koordinaterne 84
Trekantsuligheden 18 Vektor-subtraktion 87
Trigonometrisk funk. 51 Vilkarlig trekant 25
Trigonom. Grundlign. 73 Vinkel 19
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Ubestemt integral 114 Voksende funktion 105
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Som gymnasielaerer ledte jeg efter en matematikbog, der
opfyldte fglgende krav:

o Let leeselig.

» Overskuelig og logisk opbygning.

* Faglig preecis og solid.

» Fleksibel i brug.
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