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Ανάλυση Διακύμανσης 
Η Ανάλυση Διακύμανσης είναι μία τεχνική που μας 
επιτρέπει να συγκρίνουμε δύο ή περισσότερους 
πληθυσμούς.   

 

Η Ανάλυση Διακύμανσης είναι:  

• μία διαδικασία που καθορίζει εάν υπάρχουν διαφορές 
μεταξύ των μέσων των πληθυσμών.   

•μία διαδικασία η οποία δουλεύει με βάση την ύπαρξη 
δειγματοληπτικής διακύμανσης 



Ανάλυση Διακύμανσης 



Ανάλυση Διακύμανσης 
 

Κάτω από το πλαίσιο αυτό μπορούμε να θεωρήσουμε την 
ANOVA σαν προέκταση της δοκιμασίας t για την σύγκριση 
των μέσων τιμών δύο πληθυσμών.  

 

Πλεονεκτήματα 

1. συντομότερη διαδικασίας ανάλυσης 

2. ακρίβεια της διάγνωσης. 



Ανάλυση Διακύμανσης 
αναφερθήκαμε σε στατιστικούς ελέγχους υποθέσεων για 

την  τιμή  της  μέσης  τιμής,  μ,  ή  της  διασποράς, 

σ2 ,  ενός  πληθυσμού  καθώς και σε στατιστικούς ελέγχους 

υποθέσεων για τη σύγκριση των  μέσων τιμών, μ1 και μ2, ή 

των διασπορών σ1
2 και σ2

2, δύο πληθυσμών, αντίστοιχα. 

Πως μπορούμε να συγκρίνουμε περισσότερες μέσες τιμές για 

πληθυσμούς πάνω από δύο, δηλ 

 

          Η0: μ1 = μ2 =……= μk με κ>2 ? 

   

 

 

 



Ανάλυση Διακύμανσης 
σύγκριση των k μέσων τιμών ανά  δύο. 
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Είναι  η  εκτίµηση  κατά  πόσο  η  

διασπορά  οφείλεται  σε 

παράγοντες εντός των οµάδων ή 

µεταξύ των οµάδων. 



Ανάλυση Διακύμανσης 
Είναι φανερό, ότι μια τέτοια διαδικασία είναι χρονοβόρα 

ακόμη και όταν το k είναι μικρό 

αν υποθέσουμε ότι έχουμε να συγκρίνουμε τις μέσες τιμές 
για 5 πληθυσμούς, τότε θα πρέπει να κάνουμε 

 

 

διαφορετικές ζευγαρωτές δοκιμασίες . 

Ο έλεγχος υποθέσεων των μέσων  

          Η0:δεν υπάρχουν διαφορές μεταξύ των 5 μέσων 
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Ανάλυση Διακύμανσης 
θα πρέπει να αποδεχθούμε και τις 10 ζευγαρωτές δοκιμασίες 

t.  

Αν το επίπεδο σημαντικότητας κάθε ζευγαρωτής δοκιμασίας 
είναι              , τότε η πιθανότητα να αποδεχθούμε και τις 
10 δοκιμασίες είναι                         . Συνεπώς η πιθανότητα 
να απορρίψουμε τουλάχιστον μία ζευγαρωτή δοκιμασία 
θα είναι                                 που σημαίνει ότι με τις 10 
δοκιμασίες  υποπίπτουμε σε σφάλμα τύπου Ι στις 40.13% 
των περιπτώσεων. 

0.05 
10(0.95) 0.5987

1 0.5987 0.4013 



Ανάλυση Διακύμανσης 
Αν  ενδιαφερόμαστε  να  κάνουμε  c  ανεξάρτητους  ελέγχους,  

σε  επίπεδο σημαντικότητας αpc (πιθανότητα σφάλματος 

τύπου Ι κατά σύγκριση/per comparison error rate), τότε η 

πιθανότητα λανθασμένης απόρριψης της μηδενικής 

υπόθεσης σε έναν τουλάχιστον από αυτούς, δηλαδή, η 

πιθανότητα, στους c ελέγχους, να συμβεί τουλάχιστον μια 

φορά σφάλμα Τύπου Ι (πιθανότητα σφάλματος τύπου Ι 

κατά πείραμα/per experiment error rate),  είναι: 



Ανάλυση Διακύμανσης 
αν κάνουμε  c= 6, 10, 15, 45   ανεξάρτητους ελέγχους σε 

επίπεδο σημαντικότητας αPC=0.05, τότε, η πιθανότητα, αPE 

δίνεται από: 

 

 

 

          αPE αυξάνει τον αριθμό των ελέγχων c  

  

 

πρόβλημα  πολλαπλών συγκρίσεων (multiple comparisons 

problem), 



Ανάλυση Διακύμανσης 
Ελέγχουμε την ισότητα των μέσων μιας μεταβλητής με 

διαφορετικούς παράγοντες για k>2 πληθυσμούς. 

Άρα σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 

                     Η0: μ1 = μ2 =……= μk με κ>2 

                     Η1: μi ≠ μj για τουλάχιστον ένα ζεύγος (i,j) 

 

Έλεγχος μηδενικής υπόθεσης: ο λόγος F που ορίσαμε για τον 

έλεγχο της ισότητας δύο διασπορών μπορεί να 

χρησιμεύσει για τον έλεγχο της παραπάνω μηδενικής 

υπόθεσης. 



Ανάλυση Διακύμανσης 
Η ανάλυση διακύµανσης ενός παράγοντα χρησιµοποιείται για 

τον έλεγχο υποθέσεων  σε µελέτες  ανεξάρτητων  

δειγµάτων.  Ο  ερευνητής  επιλέγει  ένα δείγµα για κάθε 

διαφορετική τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής, και 

ελέγχει υποθέσεις που συγκρίνουν τις µέσες τιµές των 

δειγµάτων αυτών. Η µηδενική υπόθεση δηλώνει ότι δεν 

υφίσταται καµία διαφορά ανάµεσα σε όλες τις µέσες τιµές  

των  δειγµάτων.   

 

 

 

 

 



Ανάλυση Διακύμανσης 

Είναι  εµφανές  λοιπόν,  ότι  στην  περίπτωση  που  ο 

ερευνητής απορρίψει τελικά τη µηδενική υπόθεση, το 

µόνο που µπορεί να ισχυριστεί είναι ότι τα δείγµατα 

διαφέρουν µεταξύ τους, αλλά δεν είναι σε θέση να 

γνωρίζει ποια συγκεκριµένα δείγµατα διαφέρουν. Αν θέλει 

να εξακριβώσει τέτοιου  είδους  πληροφορίες µπορεί  να  

χρησιµοποιήσειµετά  την  ανάλυση διακύµανσης ειδικά 

στατιστικά τεστ, τα οποία ονοµάζονται post hoc tests, 

 

 

 

 

 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Οι προϋποθέσεις που πρέπει να ισχύουν για να 

χρησιµοποιηθεί η ανάλυση διακύµανσης ενός παράγοντα 

είναι:  

• τα  δείγµατα  είναι  αντιπροσωπευτικά  και  οι  τιµές  που  

τα  απαρτίζουν οφείλονται σε ανεξάρτητες παρατηρήσεις,  

• η κατανοµή των τιµών των δειγµάτων είναι κανονική, και 

• οι πληθυσµοί από τους οποίους έχουν επιλεγεί τα δείγµατα 

έχουν την ίδια διακύµανση 

 

 

 

     



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Εντελώς Τυχαιοποιημένο Σχέδιο (Completely Randomized 
Design) 

• το πιο απλό πειραματικό σχέδιο 

• εργαζόμαστε με k ανεξάρτητα τυχαία δείγματα, ένα από 
κάθε πληθυσμό 

• αποτελεί ευθεία γενίκευση του σχεδίου για τον έλεγχο των 
μέσων, δύο κανονικών πληθυσμών με δύο ανεξάρτητα 
τυχαία δείγματα. 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Ας θεωρήσουμε, ότι από καθέναν από  k(>2 ) κανονικούς 
πληθυσμούς με κοινή διασπορά, σ2 ,  και  μέσες  τιμές,  
αντίστοιχα, μ1 , μ2 ,……, μk  παίρνουμε  ένα  τυχαίο δείγμα  
μεγέθους,  αντίστοιχα, , n1 , n2 ,……, nk  για  να  κάνουμε,  
με  βάση  τα  k δείγματα, τον έλεγχο, της μηδενικής 
υπόθεσης,  

    Η0: μ1 = μ2 =……= μk  

     

   Η1: μi ≠ μj για τουλάχιστον ένα ζεύγος (i,j) 

 2,N

Αληθής Η0 

k  ...21

κ=2έλεγχο δύο 

μέσων με δύο 

ανεξάρτητα τυχαία 

δείγματα 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Εντελώς Τυχαιοποιημένο Σχέδιο (Completely Randomized 
Design) 

 

Πειραματικό σχέδιο 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Υποθέτουμε ότι 

 

 

 Εάν  κατατάξουμε  τους  πληθυσμούς  ανάλογα  με  την 

"επίδραση" (κάθε"επίδραση"  αντιστοιχει  σε  ένα  
πληθυσμό)  θα μπορούμε να λέμε ότι οι k "επιδράσεις" 
μπορεί να αναφέρονται σε k  διαφορετικά χαρακτηριστικά 

Εστω ότι παίρνουμε k τυχαία δείγματα (ανεξάρτητα) 
μεγέθους n1,..., nκ αντίστοιχα, ένα από κάθε επίδραση.  
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Υλοποίηση 

Εκτιμάμε την κοινή διασπορά, σ2 , των k κανονικών 
πληθυσμών (είναι άγνωστη συνήθως), με δύο τρόπους:  

10ς τρόπος 

Με το σταθμισμένο μέσο        των k – δειγματικών διασπορών 

 

δηλ: με το σταθμισμένο μέσο των διασπορών εντός των 
δειγμάτων (ίδια με τον έλεγχο δύο μέσων με δύο 
ανεξάρτητα τυχαία δείγματα): 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

20ς τρόπος 

Με την δειγματική διασπορά  
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Μέσος όρος του j διανύσματος                        

                          
σχέση σύνδεσης της διασπορά του πληθυσμού,  

σ2 , με τη διασπορά του δειγματικού μέσου,  
2

y


Διασπορά μεταξύ των δειγμάτων 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Υποθέτουμε ότι 

 

 

 Εάν  κατατάξουμε  τους  πληθυσμούς  ανάλογα  με  την 

"επίδραση" (κάθε"επίδραση"  αντιστοιχει  σε  ένα  
πληθυσμό)  θα μπορούμε να λέμε ότι οι k "επιδράσεις" 
μπορεί να αναφέρονται σε k  διαφορετικά χαρακτηριστικά 

Εστω ότι παίρνουμε k τυχαία δείγματα (ανεξάρτητα) 
μεγέθους n1,..., nκ αντίστοιχα, ένα από κάθε επίδραση.  
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Η διαδικασία Ανάλυση Διακύμανσης περιλαμβάνει τα 
ακόλουθα στάδια:  

• Βρίσκουμε τη διασπορά των μέσων τιμών των δειγμάτων 
για να εκτιμήσουμε τη διασπορά του πληθυσμού  

διακύμανση κατά παράγοντες (between-groups variance)  

• Εκτιμούμε τη διασπορά του πληθυσμού με βάση τις 
διασπορές στο εσωτερικό κάθε δείγματος διακύμανση 
σφάλματος (within groups variance, error variance)  

• Συγκρίνουμε την πρώτη διασπορά με τη δεύτερη: αν η 
πρώτη είναι μικρή σε σχέση με τη δεύτερη, επαληθεύεται 
η μηδενική υπόθεση αλλιώς διαψεύδεται. 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Αν η μηδενική υπόθεση είναι αληθής, τότε ο λόγος 

 

 

Αν η μηδενική υπόθεση δεν είναι αληθής (ψευδείς), τότε ο 
λόγος 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Επομένως με βάση την σχέση  

 

 

 

μπορούμε να την εκφράσουμε ως:    

 

δειγμάτων εντός ηταμεταβλητότ

δειγμάτων μεταξύ ηταμεταβλητότ
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Το Μέσο άθροισμα των τετραγώνων των επεμβάσεων MSTr 
εξαρτάται από το άθροισμα των τετραγώνων των 
επεμβάσεων SSTr όπου δίνεται από την σχέση  

 

 

 

 

 

Η μεταβλητότητα μεταξύ των δειγματοληπτικών μέσων 
μετράτε ως το άθροισμα των τετραγώνων των 
αποστάσεων κάθε μέσου με τον συνολικό μέσο.    
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με κ-1 βαθμούς ελευθερίας 



Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

 

 

 

 

 

 

• Όταν οι δειγματικοί μέσοι είναι κοντά, οι αποστάσεις τους από 

τον συνολικό μέσο είναι μικρές, καταλήγοντας με ένα μικρό SST. 

Έτσι, μεγάλο SST υποδεικνύει μεγάλη διασπορά μεταξύ των 
δειγματικών μέσων, που υποστηρίζει H1. 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Το Μέσο άθροισμα των τετραγώνων των σφαλμάτων MSΕ 
εξαρτάται από το άθροισμα των τετραγώνων των 
σφαλμάτων SSΕ όπου δίνεται από την σχέση  

 

 

 

Η μεταβλητότητα εντός του δείγματος μετράτε ως το 
άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεων κάθε 
παρατήρησης από τους επιμέρους μέσους .    
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Επομένως τα σφάλματα εντός και εκτός δειγμάτων δίνονται 
από τις σχέσεις: 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Αποδεικνύεται ότι:  
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Ολικό άθροισμα τετραγώνων 

      n-1 βαθμοί ελευθερίας 

εκφράζει την ολική  μεταβλητότητα  των  παρατηρήσεων,  ή  αλλιώς,  τη  

μεταβλητότητα  όλων  των παρατηρήσεων γύρω από το γενικό δειγματικό μέσο.  
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Αποδεικνύεται ότι όταν η υπόθεση Η0: μ1 = μ2 =……= μk 

είναι αληθής, η τ.μ. F* ακολουθεί την F-κατανομή με (κ-1) 

και (n-k) βαθμούς ελευθερίας δηλ: 

 

 

Άρα η υπόθεση απορρίπτεται σε επίπεδο σημαντικότητας 

α=5% όταν ισχύει για την κρίσιμη περιοχή ελέγχου 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Διευκολύνσεις υπολογισμών: 
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Ανάλυση Διακύμανσης με ένα 
παράγοντα 

Πίνακας Ανάλυσης Διασποράς 



Παραδείγματα 



Απάντηση 

75.453
4

479085
121225

1960
20

2356225

4

479085

2

.2

2

1

2

.










i i

i

ij

ij

ij

ij

i

k

j

i

r

n

y
ySSE

n

y

n

y

SST



Απάντηση 



Παραδείγματα 



Απάντηση 
το πείραμα σχεδιάσθηκε με  βάση  το  εντελώς  

τυχαιοποιημένο  σχέδιο.  

 Έχουμε  στη  διάθεσή  μας k= 4 , ανεξάρτητα  τυχαία  
δείγματα  με παραδοχή  ότι  καθένα  από  αυτά προέρχεται 
από κανονικό πληθυσμό με κοινή διασπορά, σ2 , και για 
τους τέσσερις πληθυσμούς,  

Θα ελέγξουμε αν τα τέσσερα ανεξάρτητα τυχαία δείγματα 
υποστηρίζουν ή όχι, ότι η αύξηση του βάρους νεογέννητων 
χοίρων κατά τους τρεις πρώτους μήνες από τη γέννησή 
τους, επηρεάζεται από το είδος πρόσθετης ύλης (αν 
διαφοροποιείται από είδος σε είδος πρόσθετης ύλης). 



Απάντηση 

Τα  τέσσερα  δείγματα  έχουν  ίδιο  μέγεθος, k=5, με 
συνολικό μέγεθος n=20 



Απάντηση 



Απάντηση 


