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Prefécio

‘Duas atitudes em face da Ciéncia

4 Citncio pode ser encarada sob dois aspectos diferentes.
Ou se olha para ela tal como vem exposta nog livros de ensino,
como coisa criada, e o aspecto é o de um todo harmonioso, onde
08 capitulos se encadeiam em ordem, sem contradigies. Ou se
procure acompanhi-la no seu desenvolvimenio progressivo, assis-
téir & maneira como foi sendo elaborada, ¢ o aspecto é iotalmenie
diferente — descobrem-se hesttacies, dividas, contradigbes, que 56
um longo trabalho de reflexdo e apuramento consegue eliminar,
pare que logo surjam outras hesitocdes, outras dividas, outras
contradiyies. '

Descobre-se ainda qualquer colse mais importante e mais
interessante : —no primeiro aspecto, @ Ciéncia parece bastar-se
a &1 propria, a formagdo dos conceitos e das teorias parece obe-
decer 36 a necessidades interiores; no sequndo, pelo contrdrie,
té-se toda a influtncia que o ambiente da vida social exerce sobre
a eriagdo da Ciéncia.

A Cigncia, encarada assim, aparece-nos como um Organismo
vivo, impregnado de condicio humana, com as suas forcas e as
suas fraguezas e subordinado &s grandes necessidades do homem
nd sua {uia pelo eniendiinenio e pela liberiagho; aparece-nos,
enfim, como um grande capitulo da vida humana social.

A atitude que serd aqui adoptada

Sera esta a atitude que tomaremos aqui. A Matemditica ¢
geralmente considerada como uma ciéncia a parte, desligada da
realidade, vivendo na penumbra do gabinete, um gabinete fechado,
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onde nilo entram os ruwdos do mundo exterior, nem o sol, nem os
clamores dos homens. Iste, 3¢ em parte é verdadeiro,

Sem divida, a Matematica possui problemas prprios, que
ndo tém ligagdo imediata com os outros problemas da vida social,
Mas ndo hé divida lambém de que o8 spus fundamenios mergu-
[kam tanto como os de outre qualguer ramo da Ciéncia, na -vada
real ; uns e outros enlroacam ne meswmo madre.

"Mesmo quanto aos seus problemas proprios, raramente acon-
tece, se eles sdo de facto dagueles grandes problemas que pdem
em jogo o sua esséncia ¢ 0 seu dezenvolvimento, que elex ndo
tnteressem também, e profundamente, a rorrente geral das ideias.

O leitor encontrard a justificagdo destes pontos de visla noz
capitulos que se seguem. Neste primeiro volume[!] esido agru-
gados aqueles concetios bdsicos que dizem respeifo & nogdo de
quantidade; nos sequinies[2] serdo estudados os que tém por
tema as nogbes de loi, de evolugio ¢ de classificagiio.

Lisboa, Junho de 1941,

(1] Bafere-se & 1. Parte desta obra, entdo pulicada isoladamente.
[¢] Refere-gse & 2.2 ¢ 89 Partes desta obra propectadas enldo como volu-
mes, dos quais ge publicou o relative & 2.° Parle,
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Capitulo I. O problema da contagem.

1.°— Ndmeros naturais.

. A contagem, operagdo elementsr da vida individuval e
socisl,

Toda a gente sabe como as necessidades da vida corrente
exigem que, a cada momeato, se facam contagens — o pastor
para saber se nio perden algnma caheca do sem rebanho, o
operario para saber se recsbeu todo o salirio que lhe € devido, a
dona de casa ao regular as sunas degpesas pelo dinheire de que
dispde, 0 homem de laboratério ao determinar o pimero exacto de
segundos que deve durar uma experidncia — a {odos se impde
constanfemente, nas mais variadas circunstincias, a realizagio
de contagens.

Se 0 homem vivesse isolado, sem vida de relacio com os
ontros homens, a pecessidade da contagem diminuiriz, mas
n&o desapareceria de todo; a sucessio dos dias, a determinagiio
aproximada das quantidades de alimentos com que se sustentar
© a0s seus, pir-lhe-iam problemas que exigiriam contagens mais
on menos rudimentares.

Mas, & medida que a vida social vai ammentando de
intengidade, isto &, que se tornam maiz desenvolvidas as relagBes
dos homens uns com og outros, a contagem impde-se como uma
necessidade cada vez mais importante e mais urgente. Como
pode, por exemplo, supor-se a realizagho do uma transacedo
comercial sem que um nio saiba contar og géneros que compra,
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o outro o dinheiro que recebe? Como pode, com mais forte
razio, pensar-se num mercado, numa feira onde ninguém sou-
besse contar ?

Sempre que 208 homens se pde um problema do qual
depende 2 sua vida, individeal ou social, eles acabam por
resolvéd-lo, melhor ou pior.

Pergunta-se portanto:— Como resolveram os homens o
problema da necessidade da contagem ?

2. NOmeros nalurais.

A resposta a esta pergunta é a seguinte : — pela criagfio dos
ntmeros naturais

1) 1,2,3,4,5,6,.-.

_ Por quantos séculos so arrastou a criacio destes ndmeros 7
E impossivel dizé-lo; mas pode afirmar-se com seguranga que
o homem primitivo de ha 20.000 ou mais anos néo tinha destes
nimeros ¢ mesmo conrhecimento gue tamos hoje.

Itimamente, tém sido esiudados com cuidado certos
agrupamentos de povos existentes una Africa e na Australia.
Essos povos, em estadeo muito atrasade de civilizaciio, permi-
tem-nos fazer uma idein da maneira como os primitives que
viveram hi alguns milhares de anos se achavam em relagio
a esta questdo. Os resultados gerais desse ostudo podem resu-
mir-s6 da seguinte maneira:

1.°— A ideia de nimero nataral nio é um produto puro
do pensamento, independentemente da exporiéucia; os homens
nio adquiriram primeire ¢s nimercs natarais para depois
contarem; pelo contririo, os nimeros naturais foram-se for-
mando lentamente pela pritica didria de contagens. A imagem
do homem, criando duma maneira completa a ideia de ndmero,
para depois a aplicar & pritica da contagem, 6 comoda mas falsa.

2.2 _ Esta afirmagio é comprovada pelo que se passa
ainda hoje em alguns povos, Ha tribos da Africa Central que
ndo conhecem os nimeros além de b ou 6(%); hé outras que vio

() Estde, agsim, préximas das criangas nos primeiros anos de vida;
para clas tudo quanto paese além de 8 & — maudlos.
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até 10.000. Ora, facto essencial — o maior on menor conhecimento
dos nimeros estd ligado com as condigdes da vida econdmica
desses poves; quanto mais intensa 6 a vida de relagio, quanto
mais frequentes e aciivas sdo as {rocas comerciais dentro e fora
da tribo, maior é o conhecimento dos nimeros.

3. Factore; humanos.

Nio s#io apenas as condigdes da vida social que inflnem no
conhecimento dos pameros natorais; actuam neles também
condicies humanas individuais.

Em primeiro lngar, a maneira como a contagem se faz;
para pequenas colecgdos de objectos, é habitnal contar-se pelos
dedos, o este facto teve grande influéneia no aparecimento dos
ndmeros ; nio é verdade que o nome digifs, que designa os
nfimeros naturais de 1 a 9, vem do latim digitus que significa
dedo ? Mas ha mais: — a base do nosso sistema de numeracio é
10, nimero de dedos das duas maos(*), Nos povos primitives
de hoje, essa infludneia é tio grande que, em certos nomes de
mimeros, fizuram partes do corpo humano — alguns dizem duas
méos em vez de 10, wm homem completo em vez de 20 (signi-
ficando que, depois de esgotar os dedos das mios, se conta
com os dos pés), etc. Noutros, ainda, nem sequer existem
nomes de ndmeros — quando se qrer exprimir uma quantidade,
fazem-se gostos ¢com as mios.

4. P3e a vida primitiva outres problemas?

Os povos primitivos mais atrasados que hoje se conhecom
tém uma vida social tio pouco desenvolvida que, para os pro-
hlemas que se lhes ptem, bastam os nimeros naturais.

s6 gquando o nivel da eciviliza¢do se vai elevando e, em
particular, quando o regime de propriedade se vai estabelecendo,
que aparscem novos problemas — determinacdes de comprimen-

() Tém sido usadas outras bases, mas, quase sempre, ndmeros milti-

plos de 10. E, no entauto, a base ideal seria 12, porque se presta melhor

ue 10 a pubdivisdes; 10 tem apenas doiz divisores diferentes dele {além
a unidade): 2 e 5; 12 fem quatro: 2, 3, 4, 6.
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tos, Areas, etc.,—o0s quais exigem a introdu¢io de novos
niumeros, Trataremos disso no capitulo seguinte,

5. O simbolo zero,

O homem ecivilizado de hoje, mesmo com conhecimentos
matematicos que ndo viio além da Instrugio primaria, comegaria
a sucessic 1) (pdg. 4) nRe pelo wm mas por zero, © escrevé-
-la-ia assim :

9) 0,1,2,8,4,....

Ao primitivo, de hoje ou dos tempos pré-histéricos, nio
ocolTe, porém, o considerar o zero como um nidimero; por isso,
ndo chamaremos ao zero um namero natural e & sucessio 2)
chamaremos sucessdo dos nitmeras inteiros.

A eriagiio de um simbolo para representar o nads constituin
wum dos actos mais audazes do pensamento, uma das maiores
aventuras da raziio»(*). Essa criacdo é relativamente recente
(talvez pelos primeiros séculos da era eristi) e foi devida as
oxigéncias da numeragio eserita. Todos conhecem o principio
ém que ©ssa numeracic se baseix e qual é o papel que nela
desempenha o gimbolo z¢re. Uma coisa em que nem toda a gente
repara ¢ que essa numeragiio constitui uma auténtica maravilha
que permite, nio sé escrever muito simplesmente og ndmeros,
como efectuar as operagdes — o leitor ji experimentou, por
exemplo, fazer uma multiplicagdo, ou uma divisio, em numeracio
romana ? E, no entanto, ja antes dos romanos tinha florescido
a civilizagio grega, onde viveram alguns dos espiritos matemé-
ticos mais penetrantes de todos os tempos; e a nossa actual
nameragiio & muito pesterior a todos eles.

4. A ideia de correspondéncia.

Suponhamos que uma pessoa, de posse do conhecimento dos
nimeros naturais, quers contar uma colec¢iio de objectos: como
procede ?

(1) J. Pelsencer, Esquisse du progres de la pensde mathématique.
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Aponta para um dos objectos e diz: uwm; aponia outro o
diz: dois, e vai procedendo assim até esgotar os objectos da
colecgiio ; se o wltimo nimero pronunciado for oito, dizemos que
a colecgio tem oéfo objectos
a2, e 99999999

Por outras palavras, f g I 4 5 6 7 8
podemos dizer que a confa- Fio 1
gem se realiza fazendo cor- g
responder sucesstvamente, ¢ cada objecto de colecgdo, wm ndmero
da sucessdo natural 1). Encontramo-nos assim em face da opera-
¢cllo de «fazer corresponders, uma das operagdes mentais mals im-
portantes o que na vida de todos os dias utilizames constantemente.

Fsta operagiio de «fazer corresponder» baseia-se na ideia
de correspondéncia que é, som ddvida, uma das ideias basilares
da Matematica.

A correspondéncia ou associagdo mental de dois entes — 1o
oxemplo dado, os objectos & os numeros (fig. 1) —exige que
haja um antecedente (no nosso exemplo, o objecio) & um con-
sequente (no nosso exemplo, o nimero); a maneira pela qual
o pensar no antecedents desperta o pensar no consequente
chama-se lef da correspondéncia.

7. Classificacdo das correspondéncias.

A ideia de correspondénein & tio importante que nos vamos
demerar um pouco no seu estudo; ele facilitar-nos-4 enorme-
mente a compreensio de certas questdes gne aparecerio adiante,
como seja a questio dos irracionais, o conceito de funcao, ete.

Numa sala encontram-se seis pessoas — trés Anténios, dois
Josés, um Joio. ¥ elaro que o pensar em cada uma dessas
pessoas desperta-nos imediatamente o pensar no seu nome pré-
prio; temos, por eonsequéneia, aqui uma correspondéncia:

homem (antecedente) — nome-préprio (consequente}.

Por outro lado, o pensar num determinado nome-proprio
desperta o pensar na pesson ou pessoas COm esse nome, e temos
a ecorrespondéncia ;

nome-préprio (antecedente) — komem (consequente),
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Fm que diferem estas duas correspondéncias? Em terem
trocado os papeis de antocedente e consequents; sempre gue
duas correspondéncias estdo nestas condigles, dizem-se recé-
procas ums da ouira.

Consideremos a correspondéncia homem — nome-préprio ;
todo o antecodents tem consequente (a nfio ser que pa sala se
encontrasse alguma crianga ainda nio registada); uma cor-
respondéncia em que isto se d& chama-se completa,

Quantos consaquentes correspondem & cada antecedente ?
Um 863 toda a correspondéncia completa nestas condigdes diz-ge
univoca ou um-a-um.

Cousideremos agora a correspondéncia reeiproca nome-pro-
pria — homem, Bsta correspondaneia é completa (se considerar-
mos & mesma colecgdo acima mencionada) mas nio é univoca
— hé antscedentos (Anténio, Josd) aos quais correzponde mais
de um counsequents; toda » correspondéncia completa em que
isto se d8 chama-se um-a-vdrios, :

8. As correspondéncias biunivocas; equivaléncie.

Pode acontecer que uma correspondéncia seja univoca e a
sta reciproca também; ze isse se der, a corresponddncia cha-
ma-se biuntvoca, Exemplo:
3 4 numa sala encontram-se
T seis homens com as res-
pectivan esposaa; a cor-
O respondéncia marido — es-
posa 6 completa o univocs,
I a correspondéneia reci-
proca esposa <« marido ¢
o também completa o uni-
voca — a correspondéneia

l é btunivoca.
4 Sempre que duas co-
P lecgles de entidades se po-
dem por em correspon-

déncia biunivoca, elas dizem-se equivalentes,

Vejamos como a equivaléneia intervem directamente na con-
tagem. Suponhamos duas colecgdes de objectos 4) e B) e procure-

4)

=

ne-Qe—Q— o

1
|
O
J
@
J
/

Ne—De—as O
FwenrQe—o0
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mos estahelecer entre slas uma correspondéncia. Se elas se encon-
tram no caso representado na fig. 2, ha equivaléncia, o isso quere
dizer que, se se tivesse feito separadamente a contagem de cada
uma delas, so obfinha o mesmo nhmero. Isto é — a equivaiéncia
de duas colecgBes de objecios significa igualdade de quantidade,
methor, igualdade de nimero de ebjectos.

Q. Prevaléncia.

Suponhamos agors que se dava o caso representado na fig, 3.

N#o hi equivaléncia entre as colecoles A) e B); a corres-
pondéncia 4) — 8) nio ¢ completa — o nlimero de objectos de A)
& maior que o de B).

Por outro lado, verifica- ? g ? ;
mos que 5} se pode por em
correspondéncia biunivoea 0 O O O
com uma parte de A), isto é: I l j l

B) ¢ equivalonte 2 uma parte » O
de 4), sem que A) seja equi- |
valente a nenhuma parte de H
B); a colecgio A4), neste Fin 3
caso, diz-se prévalente s B). K4

Assim enquanto a equivaldncia se traduz pela {gualdade, a
prévaléneia traduz-se pela desigualdade — o namero de objectos
de A) é maior que o de B)— e esto estudo pode resumir-ge
aguim: o todo ndo ¢ equivalente & parte, o toda é prévalents &
Dparte; na linguagem valgar, estas afirmacdes enunciam-se agsim :
o todo ¢ maior que a parte; mas, devido a razdes que s adiante
podemos esclarecer, é melhor conservar o primeiro enunciado.

11 d
O 0 O
I 1]
0 0 O
$old
2 ¥ 4

10. Principio de extens3o.

Viu-8e atras como a operacio da contagem, repetida por
muites milhares de anos, acabou por levar A eriacio dos nitmeros
naturais, e viu-se gue & extensio do sem conhecimento depende
do grau de civilizacio e da intensidade da vida social do homem.

Assim, a idein que tem do nimero natural o homem eivi-
lizade de hoje é mais completa, mais geral, do que aquela
que tem o homem primitivo; é mesmo diferente da gue tinha
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o filozofo da Grécia antiga, a mais elevada e bela civilizachio da
Antignidade, separads de nés por pouco mais de 20 séculos.

Para o primitivo, e mesmo para o filésofo antigo, os nume-
ros estavam impregnados de Natureza —a Natureza em cuja la-
buta o homem adquiriu todos os seus conhecimentos — os name-
ros estavam ligados is coisas de que elos se serviam para contar.

Para o homem civilizado de hoje o nimero natural é um
ser puramente aritmético, desligado das coisas reais o inde-
pendente delas — & uma pura conquista do sen pensamento, Com
esta atitnde, o homem de hoje, esquecido da humilde origem
histérica do nimero, e elevando-se {ou julgando elevar-ge) acima
da realidade imediata, concentra-se nas suas possibilidades de
pensamenfo e procura tirar delas o maior rendimento. Nio é
aqui o lugar de diseutir o fundamento filoséfico de tal atitude.
Verifiquemos, no entanto, como um dade real que niio pode
ser posto de lado, que o komem tem fendéncia a generalizar e
estender todas as aquisicies do sew pensamento, seju qual for o
caminho pelo qual essas ayuisiches se obtém, e a procurar o maior
rendimento posstvel dessas generalizacies, pela exploragdo metd-
dica de todas as suns consequinclas.

Todo o trabalbo intelectual do homem $é, no fundoe, orien-
tado por certas normas, certos principios. Aquele principio em
virtude do qual se manifesta a tendéncia que acabames de men-
cionar, daremos o nome de principio de extensio.

No estudo que nes estl ocupando, encontraremos outros
principios ; por agora, vamos ver ji uma aplicagio importantis-
sima do principio de extensiio a uma das questdes mais dizcutidas
de toda a histdriz de Ciéncia,

11. O primeire contacto com a nogio de infinito,

Voltemos A sucegsiio dos nimeros inteiros
2) 0,1,2,3,4,-.-.

Q que querem dizer, nesta sucessio, os trés pontos colo-
cados depois da Wltima virgula? Esses trés pontos — sinal de
reticdneie matemdtica — querem dizer que nio estio la escritos
todos os nimeros inteiros; faltam ndmeros inteiros. Quantos ?
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Pér esta pergunta é o mesmo que pir esta: onde acaba a
sucessZo dos nimeros inteires ? ou ainda: qual & o maior nimero
inteiro, o nimero inteiro além do qual ndo pods pensar-se que
exista mais algum ?

A resposta depende, evidentemente, da pessoa a quem for
feita & pergunta, Se for a uma crianga de tres anos, ou a um
primitivo dos mais atrasados que hoje existem, o maior nitmero
nio ira além de D ou 6; se for a um primitivo dos menos atra-
sados, }4 andard por ans milhares. B se for & um homem civi-
lizado, a um representante da cultura média de hoje ? Eis como
esse homem, afsstade da origem histérica do nimero, pensara:
«naguela sucessiio, eu passo dum ndmero pars ¢ seguinte jun-
tando-the uma unidade; por meio desta operacin mental elemen-
tar — junfar uma unidade — eu passo do 1 para o 2, do 2 para
o 3 o vou tio longe quanto quiser; 86 me derem um pdmero »,
por maior gue seja, eu posso semprs efectuar sobre ele a mesma
operagio mental e obter um nimero maior — n+1 — logo, para
min, nic ha um mimero inteiro major que todos os outros. Impor-
ta-me pouco que a eerta altura esteja ji construindo, com a
minha operagiio mental elementar, niimeros 130 grandes que nio
tenha possibilidade pratica de considerar colecgbes que esses
nfneros sirvam para contar; importa-me pounco; en, da reali-
dade pritica, tirei a idefa dos primeiros nimeros e a da opera-
¢do elementar de passagem de nm ao seguinte; agora, vou tirar
todas as consequéncias dessa ideia e dessa operagio; o meu
pensamenio niio vé barreira para aplicacio da operacio ele-
mentar ; por outras palavras, aceita, ndo pode deixar de aesitar,
8 possibilidade de repetigito dlimitada do acto mental — juntar
uma unidader.

Eis como raciocina o homem do hoje ; para els, de pesse do
conceito geral de nimero inteiro, nio ha ndmero maior que os
outros. Hste facto exprime-se por qualquer dos seguintes enun-
ciados, equivalentes: a) a sucessdo dos mimeros inteiros é
himttada ; b) dado um mimere inteiro, por maior que seja, existe
gempre Gulro maior cg kit uma infinidade de nwdmeras tnteiros.
Para dar bem a ideia de gue a sucessio dos nfimeros inteires é
ilimitada, ela escrever-se-& daqui por diante assim:

8) O 0,1,2,8,-m, .
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' Estamos & porta do dominio do infindto; preparemo-nos
para o salto no desconkecido.

12. Definigdo de conjunto,

A palavra conjunio ha-de ser empregada variag vezes nesta
exposicio e vamos, por isso, dar, desde ji, o seu significado.
Num certo momento olhamos para uma sala, por exemplo, uma
sala do especticulo, onde estd um agrupamento de pessoag; é
elaro que essas pessoas s&0, ums a uma, entidades determinadas
e pozam em comum da propriedade de, no momento de que
falamos, estarem nessa sale ; qualquer pessoa que nesse momento
passe na rua, ndo goza dessa propriedade.

Portanto, se falarmos no conjunio de pessoas que estdo dentro
da sala, referimo-nos a qualquer coisa de bem determinado e
tal que, dada uma pessoa qualquer, podemos averiguar com
rigor se ela pertence ou ndo ao conjunto de que se falou.

Definigdo. Em geral, dizemos que ¢ dade wmn conjunio de
certos elemenfos quando: a) eles sio, de si, entidades determi-
nadas; ) além disso, ha a possibilidade de averignar se um
elemento qualguer, dado ao acaso, pertence ou nio ao conjunto.

Por exemplo: temos o direito de falar no conjunto dos
ndmeros Inteiros o, pelo que vimos acima, esse confunio ¢ infinito
on, por outiras palavras, tem wma infinidade de elementos.

13. Existem oulros conjuntos infinitos $

Em face da definicio que acabamos de dar de conjunto terd
existdneia a entidade conjunto de pontos de uma recto?

Seja (fig. 4) no plane P a

recta definida pelos dois pontos

Ty 4 e B, Sabe-se que a geometria

//,z-f/ considera a recta como figura

A 86 com uma dimensiio — compri-

Fig. 4 mento—o o ponta como nio teado

’ exlensio, portanto com dimen-

sbos nulas; sabe-se ainda mais, que dois pontos 4 ¢ B deter-

minam uma recta o s6 ums — qualquer outro pouto da recta
estd alinkado com os dois pontos 4 e B,

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA 13

Pois hem; admitindo tudo isto, tem significade real o
falar-se no conjunte dos pontos de recta, visto que, dado um
ponto gqualquer, podemos averiguar sempre se ele estd cu nio
alinbado com A4 e I3 — se estiver, pertence ao conjunto: & 0 caso
do ponto N da fig. 4; se niio estiver, nfio pertence: é o caso do
ponto M.

Ponhamos agora a seguinte questio — quanfos pontos tem
a recta ? Consideremos dois pontos 4 e I, quaisquer, que deter-
minam sobre a recta um segmento AB (fig. 3); dividamos esse
segmento ao meio — obtem se o ponto 4, ; dividamos 4, B av
meio — obtem-se 4,; dividamos 4, B a0 meio — obtem-se A, ete.,
uté onde ? onde para a possi-
bilidade de prosseguir na di- . —
visio ao mé}io? SE encarar- A 4, 4, 4,8
mos a questio do ponto de Fig. 5
vista pritico, a divisio para
na altura em que obtemos gegmentos the pequenos que ji nio
hA instrumentos com precisiio suficiente para a levar mais lenge.

Mas ponhamos a questio do panto de vista teérico, a luz do
prineipio de sxtensdo; 36 é possivel uma de duas coisas —ou o
ponto geométrico 6 um pequeno corpisculo com dimensdes, em-
bera muito pequenas, e a operagho de divisio ac meio ter-
mina guando se obtiver um segmento de comprimento igual ao
comprimento do corpisculo ; ou o pento geométrico tem compri-
mento zero o entllo, PoT mais pequenc que seja o segmento
A, B obtido numa divisio ao meio, 6 sempre possivel pensar
uma nova divisio ao meio. Neste ¢aso, o acto mental de divisio
40 meio pode repetir-se ilimitadamente, e teremos sobre o se-
gmento A8 uma nfinidade de pontos 4, 4,,.-- A,, .« — tere-
mos UM Nnovo conjunto infinilo.

Qual das doas coisas devemos aceitar? Por agora, nio
odemos dar as razdies que nos levam a nma escolha, mas o
eitor pode ficar sabendo desde jA que & primeira hipétese so
choca com dificnldades de tal ordem que tem que ser abando-
nada (1); resta a segunda—o conjunto dos pontos da recta éinfinito.

. (&) Ver a justificagdo no capitulo 4.0; (parigrafe 13 e seguintes). Ld
serd vista a grande importincia filoséfica ¢ histirica que esta questio tem.
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Mais: se olharmos para a fig. D verificamos que, sobre
o sogmento AB, alem da infinidade de pontos A,, 4,,--- A,, -
ht mais infinidades de pontos — entre A e A, podemos fazer o
mesmo raciocinio que fizemos entre 4 e I entre 4, 8 4y 0
mesmo, etc. Encontramo-nos, por consequéncia, em face de um
infinito de natareza diferente do infinito da sucessio 3) (pag. 11).

Sera possivel comparar estes diferentes tipos de infinito? A
questio ¢ delicada, mas podemos ver alguma coisa dela; vamos
dar os primeiros passos no dominio encantado do infinito.

14. Correspandéncia no infinito.

A nossa operaciio da confagem vai ainda forpecer-nos o
modelo (mas agora s6 o modelo} do que ha a fazer para com-
parar os varios tipos de infinito. Vimos que se realiza nma con-
tagem fazendo corresponder objectos a nimeros; vejamos se
sera possivel estender a ideia de correspondéucia aos conjuntos
intinitos. Nada mais facil; pela correspond@ncia, a cada elemento
vem associado outro pelo pensamente; nio hi mais que supor
que esta operagiio — fazer corresponder @ — se pode repstir inde-
finidamente. Ora, se ji aceitamos, duas vezes, a possibidade de
repetico ilimitada dum acto mental porque nio a admitir agora ?

Assentemos, portanto, em que se estende a conjuntos infi-
uitos a nogdo do correspondéncia e vamos transportar para eles,
tanto quanto possivel, as coisas ji adquiridas, em especial a
nocio de equivaléncia, tho importante, como vimos, na contagem
das colecgdes finitas — se, enire o8 elemenios de dois conjuntos
infinttos, puder estabelecer-se wina correspondéncia biunivoca, esses
dois conjuntos dizem-se equivalentes.

15. Primeiras consequéncias do salto no desconhecido.

As defini¢des que acabamos de dar s30 as mais naturais pos-
sivel porque sfo as que sairam directaments de coisa tBo simples
e tio ligada & vida real didria do homem como a operagio da
contagem. Vamos ver, no entanto, que, no deminio do infinife,
elas nos vio trazer surpresas.

1.° Exemplo : — Consideremos o conjuato dos niimeros naturais
N)1,2,---n,... & 0 conjunto dos nameros pares ) 2, 4,
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6,---2n, ... Sio ambes conjuntos infinitos, e entre eles pode
estabelecer-se uma correspondéncia binnivoea, como mostra a
fig. 6 —a cada ndmero de N) corresponde um de F) e um
86— o0 seu dobro; a cada

ndmero de P) corresponde N 1, 2, 3 ... n, e

um némero de V), & um 86 I I I I
— a sua metade. P2 A 6 -

Quer isto dizer que P) g . ’ an e
o N) sdo equivalenies: mas Fig. 6

P) ¢é wma parte de N} logo,
em conjuntos infinitos o tode e a parle podem ser equivalenles,
o que ndo se dava no finito (pag. 9).

2. Exemplo: —Seja (fig. 7) o tridngulo rectingulo BAC e
tiremos a meio de 4B uma paralela AC a AC; sabe-ss, da
geometria, que o segmento A’ C tem comprimento igual a metade
do do segmentn AC. L

Pois, apesar disso, o conjunto, infinito, de pontos de A'C”

é equivalente ao conjunto, infinito, de pontos de A C. Para o
verificar, basta estabelscer, enfre

8 esses dois conjuntos, uma corres-
RN pondéncia biunivoca, do modo se-
LAY guinte: a cada ponto P de A'C’

\ faz-se corresponder v ponto M (lni-

¢o) de AC em que AC & encon-

trado pela recta BP; a cada ponto

N de AC faz-se corresponder ¢

ponte @ (énico) em que A°C" é

encontrado pela reeta NB.

- € Os dois conjuntes siio, portan-
to, equivalentes; mas A'C' tem
comprimento ignal a metade do de

AC — o todo pode ser equivalente & parte,

Verificamos, portanto, e isto tem a maior importdneia, que
a simples aceitacio da possibilidade de repeti¢io ilimitads de um
acto mental—base do conceito de infinito —exige o abandono ds
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certas verdades fundamentais cuja evidéncia a vida de todos os
dias impde.

Quo o bomen, deslumbrado pelas possibilidades do sen pen-
samento, se afaste da realidade imediata, aceita-e; qua ele pre-
tenda fazer jogar, em cheio, o principio de extensio, Optimo;
mas que esteja sempre atento &8 consequéncias, 4s vezes as mais
surpreendentes e chocantes, que esses v{os frazem consigo. E
tado & de aceitar, de bragos abertos, se conduzir, como é © caso
aqui (serd visto isso mais tarde), a uma methor compreensio da
realidade.

16. Pode [szer-se uma anstomia do infinito ?

Voltemos & questio posta atris — a comparagio dos varios
tipos de infinito, em especial o tipo do conjunto dos nimeros
inteiros, a que chamaremos tipo do numerdvel, & o do conjunto
dos poutos de recta, a que chamaremos fipo do continuo.

A questio, posta em termos de rigor, sera naturalmente
esta1--08 dois tipos serilo realmente distintos do ponto de vista
da equivaléncia, ou ndo? Por outras palavras, existirs, on nio,
uma correspondéncia biunivoea entre oz dois conjuntos ? Se
existir, o tipo do continuo serid equivalents ao tipo do nume-
ravel ; se nlo existir, iratar-se-d, de facto, de doig tipos dis-
tintos de infinito,

Aptes do mais, a quesifio pode, de facto, resolver-se ¥ &
possivel fazer uma anatomia do infinito ? Até aqui fizemos com-
paragdes dentro de cada um dos dois tipos, mas ainda ndo entre
um tipo e ontro, e serd naturalmente este o objective mais im-
portante de tal snatomia, A psta questio prévia responide-se—
pode—e o instrumento é-ainda a mesma nogio de correspondéncia.

Mas, quanto aos resultados, deizxamos agora a questio em
aberto; no cap. 5.° diremos mais alguma coisa sobre ela.

2.2 — QOperagoes.

17. As operagdes da Aritmélica.

‘Todos conhecem, desde os elementos de Aritmética estu-
dados na instrugdo priméria, as quatro operacdes, chamadas ope-
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ragdes ju-nc{amentqz‘s: adigRo, subtracgio, multiplicagio, divisio.
A estas Ela que juntar mais trés que se lhes ligam imediata-
mente; sio a potenciagio, a radiciagio e a logaritmagio.
Es_tas sefe operagdes podem agrupar-se no seguinte quadro
que adiante serd explicado: ,

GRAUS ; DIRECTAS | INVERSAS

1e Adigio Subtracgio

20 Multiplicagio Divis3o

Radiciagle
3.0 Potenciacio
Logaritmacfo

18, A operagBo da sdiggo.

Q

E a operagie mais simples e da qual todas as ontras
dependem. A ideia de adicionar ou somar esth ja incluida na
propria no¢io de ndmero natural— o que é a operagiio elementar
de passagem de um ndmero ao seguinte, seniio a operagio de
somar uma unidade a um nimero? Pois bem, somar a um
nimero @, dado, outro nimere b, ¢é efectuar a partir de a, b
passagens sucessivas pela operacio elementar. ’

] Noa§e§.~—A0 nimere a di-se o nome de adicionando; a &,
o de adicionador ; aos dois, em conjunto, o de parcelas.

Simbolo,— A soma do a com & representa-se por at-5.

Papéis—Na soma, o adicionando represents nm papel
passivo ; o adicionador, um papel active.
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Propriedades.
1.° grupo:
1.2 — unicidade . a=da,b=0,+a+b=0d+¥
2.2 — monoténica b>b —at+b>a b
3.2 —modular .. at0=a
4.2 —redugio ... at+c=bte—a="b.

2.° grupo:

5.2 — comutativa, at+b=5b+a
6.% — associativa. at@Bde)y=(a+b6)+c()

Define-se soma de mais do duas parcelas, assim:

at+hte=(at+b)te
atbtect+d=(a+d+c)+d

o andlogamente para gualquer nimero = de parcelas.
19. A operagdo da multiplicagdo,

Stmbolo — <) ou a-b.

. Definigdo — A multiplicagio define-se come uma soma de
parcelas iguais

(b)
4) g-b=atat+--4a.

No caso em quo H=1 pde-se, por definigio, ¢- 1 —a.

Nomes. — Ao nimero a, parcela que se repete, chama-se
multéiplicando ; a0 nlimero 52>1, namerc de vezes gue a aparece
como parcela, chama-so multiplicador; aos dois, em conjunto,
da-se 0 nome de factores; ao resultado, o de produfo.

Papéis. — O multiplicando desempenha um papel passiwo;
o multiplicador, um papel activo.

() A colocagio do paréntesis significa que se considera a soma efec-
tuada.
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Propriedades.
1.0 grupo:
1.2 — unicidade . a=a,b=b0-+a-b=4qg . ¥
2.2 _ monotdnica b b sag-b>a-l
3.* — anulamento 0.a=0; reciprocaments, se o produ-

to é nulo, deve anular-se,
pelo menos, um dos factores.

4.2 — modular . . a-l=aja-b=a-5b=1

5.2 — redugdo .. ce£0,0.¢e=86.¢c wa=25.
2.7 grupo:

6.4 — comutativa. a-b="%.a

1.? —associativa. Ab-e)=(a -b) ¢
8.4 —distributiva a-b+ey=a b+a- ¢

Define-se, como no caso da soma, produto de mais de dois
factores,

a

20. A operagido da polenciaco,
Simbolo - a* .

Definigao. — A poténeia ot define-se como um produto de
factores iguais :
()

A e —it
9) a=a-a---a, ad=a.

Nomes. — Ao némero a, factor que se repete, chama-se base ;
a0 Dumere =, numero de vezes que a figura come factor,
chama-se expoente; ao resultado chama-se poténcia.

Papéis. — A base desompenha um papel passivo, o expoente
um papel activo.

LPropriedades.
1.° grupo:
1.2 — unicidade . . a=b,n=m-—>a*=1p"
2.2 — monoténica, {n >m,a>1 > an
a>bh - at s b
3:— 1=1,0"= 0.

(1) Sobre o papel dos paréntesis, vidé a nota do fundo da pdg. 18.
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2.° grupo:
4.% — multiplicativa ar - at =gt
5.2 — distributiva. . a- b =an. b
B — ... am)yr = aht,

21. As operagBes inversas,

Em relagio a cada uma das operagdes anferiores, pode
por-se o seguinte problema:— dado o resultado da operagio
o um dos dados, determinar o outro dado,

Par este problema 6 por o problema da dnversdo das ope-
racles, e aquelas novas operagdes que resolvem o problema,
para cada cuaso, chamam-Se operacfes tnversas das primeiras.

Vamos ver o que se passa com cada uma delas.

Adigdo, — A inversiio consiste em — dada @ soma ¢ wina das
parcelas, determinar a outra. Deveria haver duas operacbes
inversas, conforme se pedisse o adicionande ou o adicionador,
mas, em virtude do propriedade comutativa da adigio, os papéis
das dnas parcelas podem trocar-se, ¢ as duas inversas fundem-se
numa sé, que se chama subiracgdo.

Multiplicagdo. — A inverslio consiste em —dado o produto
e um dos factores, determiner o outro. Deveria tamhém haver
duas inversas, mas que se fundem numa 86 — divisdo — em vir-
tude da propriedade comntativa do prodato.

Potenciagdo. — A inversic consiste em — dada a peténcic
¢ um dos dados, base ou expoente, determinar o outro. Agora ha,
de facto, duas inversas, porque nio existe comuiatividade na
potenciagio ; por exemplo : '

J

2

D
.2.2=33,

ot

1

L2 oA

5.
9.

na
05

]
&

L
I

Aquela inversa pela qual, dada a potéancia e o expoente, se
determina a base chama-se radiciagdo; aquela pela qual, dada
a poténeia ¢ a base, se determina o expoente chama-se logarii-
macdo.

CONCEITOS FUNDAMENTAI® DA MATEMATICA 21

Vamos estndar ripidamente cada uma das inversas.

22. A operagio do sublraccBo,

Stmbolo - a— b,

Definigdo. — Em virtude dadefinicio dada acima, a subtrac-
¢lo é a operagio pela qual se defermina um niimero ¢ que, somado
com b, d& a:

6) a—b=c—ct+b=a.

Nomes, — Ao nimero a da-se o nome de diminuendo on adi-
tivo; a b o de dimenuidor ou sublractivo; a ¢ o de resto ou
diferenga.

. Posmibilicdade. — Para que a operagio seja possivel, é neces-
sario que o aditwo seja maior que o subtractivo ou, pelo
menos, igual a ele: ax b,

Propriedades.
1.2 grupo:
1.* — unicidade . a=da,b=bra—b=qg—5
a>a —a—b>a-—5

2.2 — monoténica {b > b sa—b<a—¥
3.* — modular .. a—U=a;a—b=a->0=0.

2.° grupo
4_1.“— ......... a—;—Eb—c):(a-]—b)—c
i a—b+e)=(a—8—¢
6. — ...l a-(b—c):(a-[—c%—b
12—, (zfc)~(Pt+e)=0a—8
BA— .l (a—e)—(b—¢)=a —5b.

..A_ Jjustificagio de cada uma destas propriedades estd na
defini¢io dada de subtraceiio e nas propriedades da adigdo ; mas
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podem também dar-se ilustragdes geométricas simples; por exem-

plo: para a 6.7 propriedade, tem-se a fig. 8 na qual se v&

N que o rectingulo (de altura

. 1) sombreado mede simults-

neamente: {¢4c¢)—b o a—
—{b—c).

Com a operacio da sub-

] tracgiio, completa-se agora a

propriedade 8.° da multiplica-

Sy, ’
T LA I LT L TSI,

—_ ¢do, juntando-lhe a seguinte:
a
Fig. 8 a-(b—¢)=a-b—a-.c.

23. A operagio da divisdo.

Simbolo — a:b  ou %-
Definigdo — Pela definigho dada em 21, tem-se
) a:b=¢c+ b.c=a,

A definigdo exige que seju &+0; caso contrario, qualquer
que seja ¢, ter-se-i sempre b.c=0 (mult. prop. 3.°) e a igual-
dado do condiciio nio & matisfeita,

Nomes. — Ao némero a chama-se dividendo; ao nimero b,
divisor; ac ndmero e, coclents; a divisho ¢, portanto, a ope-
ragio pela qual, dados o dividendo e o divisor, se determina

um terceiro ntimero, cocienfe, que maltiplicado pelo divisor da
o dividendo.

Possibilidade. — Para que a operaglio seja possivel, deve o
dividendo ser muiltiplo do divisor; caso econtrario, nio existe
niimero inteiro ¢ que satisfaca a ¢-b=a; é o caso, por exem-
plo, de 7:3 —n#o ha inteiro cujo produto por 3 dé 7.

Naste caso, existe entdo um guarto namero r < b — resto
—tal que é verificada a ignaldade

8) a=b.c+r
(no exemplo dado, é r=1 - 7=2.341).
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Propriedades.

1.° grupo:
1.2 — unicidade . a=0o,b=0wab=0a'¥
o4 . fa>e saib>aib
2.1 — wmonotdnica 16> 8 Saih< ah
3.8 — modular. .. a:l=a
.t — b0 0:6=0.

2.7 grupo:

{(a—i—ﬁ}:c:a:c—[—b:c

B.* — distributiva (@ —b):c—aic—bie

. (@:b)-c=a:(bic)=(c:d)-a
B — {%afggf(:a:)(-b”-)c))z(a:c):b
1o = {(a'bz(a:c]:(b:c)

BA—. (a e):(b - dy=(a:h) - (c:d).

Todas estas divistes se supdem possziveis no sentido da
definigio 7).

Com a introdugio da operacdc de divisio, completam-se
agore as propriedades da potenciacdio, juntando :

a propriedade 4.* ........... av gt = g
i propriedade 5.* ........... (@:d)r=a*:bn.

24. A operacio de radiciagio,

Stmbolo — ¥ a (que se 18: raiz de indice n de a).

Definigdo. — Pela  definicio dada em 21, tem-se gque a

radiciacio 6 a operagio pela qual, dado um nimero 2 e um
n

nfmero #, se determina um nove nimero 5 —{ a, tal que
seja a = b*:

n
9 a=b - b=Va (determinagio da base).
Nomes, — Ao namero @ chama-se radicando ; ao sinal ¢/
chama-se sinal de radical; ao numero » chama-se indice do ra-
dical ; a0 nimero & chama-se raiz.
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Poswhilidade. — A operagiio 30 & possivel gquando ¢ seja
uma poténeia de expoente n de outre nimerc. Por exemplo,

6 possivel V4 mas ndo ¥D. Reparando em quais s0 agueles

nimeros que sio gquadrades—1, 4, 9, 16, 25,... — aqueles
que siio cubos— 1, B, 37, 64,...-— quartas poténecias, ete.,
v&-88 qué o caso maws geral é o da impossibilidade da radiciagdo.
Propriedades.
1.* grupo:
1.2 — unicidade . .. a=EJ,n=m—>|/E=-t/?;
2.0 — monoténica. . Ia >0 - fa > t: b
Rn =M - \/'a_ < Vl a
3 e yI =1, y0=0

N_ b ﬂ_-
R Va) =Va

n R arg
6.8 — .. Var =vVard —yard

25, A operagio de logaritmagzo.
Stmbolo — log, a (que se 18 logaritmo de a na base b).

Dqﬁm‘gdo. — Pelo qua se disse em 21, & logaritmagio é a
operacho por meio da qual, dado wmn ndmerc e um namero
b>1 36 determina mm terceirec nimero n=Ilog,a tal que
geja a=h*,
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10) a="5 -+ n=loga
{determinagdo do expoente; comparar com 9).

Possibilidade. — A operacio s6 ¢ possivel quando o é uma
poténcia de base &; por exemplo, & possivel log74%, visto que
49-=7*, mas nio 10 3201 o caso mais geral é o da impossibi-
lidade.

Propriedades.

1.2 grupo:
1.2 — waicidade . a=ea, b="5 - log,o =log.d
2.2 — monotdnica > d - logsa > log, @
30— i log.a =1,

2.° grupo
45— . log,{a - ¢} =log,a + log ¢
BA— .l loga(a:c)=logsa —logue
G — e log, (&} ==n.logia.

26. Propriedades formais.

Em todas as operagdes, as proprisdades que clagsificAmos
no 2.° grupo desempenham um papel muito diferente das do
1.° grupo. Enquante estas dizem reapeito & maneira como os
resultados variam quando os dados variam, as do 2.° grupe
mostram s variaz formas pelas anais os "dados podem st
combinados sem alterar os resultados. Por isso, as proprie-
dades do 2.° grupo se chama propriedader formais,

No cilenlo aritmético e algébrico elas sio duma aplicagiio
constante ¢ guem as conhecer bem, principalments as da soma
¢ produto, tem a chave do calculo algébrico. Por exempls, em
obediéncia a propriedade distributiva da multiplicagio, escreve-
-se & igualdade 2(2’+pP—de+1)=22"1-2¢—82+ 2,

Duma mansira geral, pode afirmar-se que ag propriedades
formais das sete operagdes constituem o conjunto das leds ope-
ratérias do chleulo,



26 BENTO DE JESUS CARACA

27. O zero como dado coperatério,

A introdugio do zero como dado-provoca por vezes pertur-
bagles nas operagles, tais como atras foram dofinidas e estu-
dadas. Essas perturbactes podem ser de duas naturezas—ou,
em face da definigiio, a eolocagio do zero num dos dados con-
duz a uma tmpossibilidade ; ou eatio esta-se em face duma ope-
ragio possivel, mas que o definiciio dada ndo abrange.

Kstd no primeiro caso, por exemplo, a divisdo a:0—ha
dmpossibifidade, visto que o coclente, se existisse, seria um
niwero ¢ tal que ¢ - O=a; ora ¢- 0=0, como se sabe [19 prop.
3.2, pag. 19].

Esth no segundo caso o produto «-0; efectivamente,

{u}
sabemos que U.a=0+0U+-..- +U; mas que significado ferm,
em face da defini¢io de produto [19,4)], uma multiplicagiio em
que zero seja multiplicador, isto é uma soma de zero parcelas,
cada nma delas igual a ¢ ? Nenhnm!

Encontra-se no mesmeoe caso a potéocia a®; em face da defi-
nigie [20,0), pag, 19 «® ndo tem significado — niio ha produtos
com nerkum factor.

No entanto, reparemos bem, nio sio casos de impossibili-
dade; sho apenas casos que as definicdes dadas nio abrangem.
Coavira deixi-los assim e nio atribuir significado a -0 s a a®?
De modo nenhum — ¢ priucipiv de extensdo leva-nos a procurar
uma definigiio ; no decorrer dum calculo algébrico pode anular-se
um expoente, pode anular-se um factor multiplicador; como
gerd incomodo ter de renunciar a continuar o calculo para se
nio estar a operar estérilmente sobre simbolos sem signifi-
cado! Mas, eomo dar as defini¢des novas ?

28. Principio de economia.

X claro que as novas definicdes, uma vez que nio estamos
obrigados pelas aniigas (que nio sio apliciveis), podem ser
dadas como quisermos. Mas nfic ¢ menos claro que convém que
essas novas defini¢des saiam, o menos possivel, dos moldes das
antigas, para que a introdugiio delas no calenlo se faga com o
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menor dispéndio possivel de energia mental, niio s0 no dar da
defini¢fio, como nas suag consequéncias.

Esta directriz corresponde a um principio geral de economin
do pensamento que nos lova, seja nos actos elementares da labuta
diaria, seja nas construgdes mentais mais eloevadas, a preferir
sempre, de dois caminhos que levam ao mesmo fim, o mais
simples e mais curto.

No caso que nos estd ocupando, o que & que devemos eco-
nomizar ? NGs possuimos um conjunto de leis operatdrias, formado
pelag propriedades formais dus operacdes — ¢ a goneralidade
da aplicagio desse conjunto que devemos conservar. (Quer
dizer, convém gue av wovas definigdes sejam dadas de modo tal
que as leis formais das operaciies lhes sejam ainda aplicaveds.

Este principio é eonhecido pelo nome de principio da per-
manéncia das letg formais, on principio de Hankel, ¢ nfio é mais,
como vimos, que a aplicagio particular, na Matematica, do
principio geral de economia do pensamentu.

29, Duas aplicagdes do principio de economis.

Vamos ver, 4 luz do que acabamos de dizer, que definigdes
devemos dar de «-0 e a%,

Comecemos por a-0. Sabemos, por um lJado, que a ope-
ragio da maltiplicacio ¢ comutativa e, por outro lado, que
0.a=0; logo, se queremos conservar esta lei formal — comuta-
tividade — a definigio a dar deve ser tal que a-0=0.4=0;
tomamos, portanto, como nova definigio

11) a-0=0,

Vejamos agora a poténceia @, Sabemos que s potenciagho
goza da propriedade multiplicativa a™ a®=amt*; s¢ queremos
manter esia lei formal, o entidade a definir, X==4a®, deve vir a ser
tal que o produto X-a* se efoctue segundo ela; isto &, deve vir
a ser tal que a? . gt =a"t?; mas 0+n =n, logo deve ser a®- P =a?
e esta igualdade exige [19, prop. 4.2] que seja a’=1. A manu-
tengéo da lei exige, portanto, que seja

12) a’=1
@ & esta a definigho que tomamos,
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O leitor verifica ficilmente que, com as definigdes 11) e
12), s3o mantidas as resiantes leis formais da multiplicacio o da
potenciagio.

30. As operagBes inversas e o principio de extens3o.

Vimos que todas as operagles inversas spresentam casos
de impossibilidade, por vezes mesmo mais frequentes que os de
possibilidade.

AplicacBes sucessivas do principio de exfensdo levario a
reduzir todas essas impossibilidades; para Isso ¢ preciso criar
noves campos numéricos s é o que faremos nos capitulos seguin-
tes, ponde em ovidéncia as necessidades de ordem pritica ou
tedrica que, de cada vez, obrigaram a uma nova extensio.

Capilulo ll. O problema da medida.

1.° — Construgdo do Campo Racional.

1. A operagio da medigao,

Medir e contar sio as operactes cuja realizacio a vida de
tedos 0s diag exige com maior frequéncia.

A dona de casa ao fazer as suas provisdes de roupa, o
engonheiro ao fazer o projecto duma ponte, o operario ac ajustar
um instrumento de precisio, o agricultor ao calcular a quantis
dade de semente a lancar & terra de que dispde, toda a gente,
nas mais variadas circunstdncias, qualquer que seja a sua pro-
fissdo, tem necessidade do medir. Mas 0 que ¢ — medir? Todos
sabem em gus consiste o comparar duas grandezas da mesma
espécie — dois comprimentos, dois peses, dois volumes, ete.

Para comparar, por exemplo, ¢8 comprimentos dos seg-

mentos de recta AB e CD (fig. 9),

aplicam-se um sobre o outro, fazendo 4; # 8
coincidir dois exiremos —no caso da i

figura, os extremos 4 ¢ C; feita ¢ssa

operagiio, vé-se que o ponto I cai Fig. 9

entre 4 e B o o resvltado da compa-

raclio exprime-se dizendo que o comprimento de AB ¢ maior que
o de CD ou que o comprimento de CD & menor que o de AB .
Bste simples resultado — comprimento maior ou menor que —
nidlo chegs, porém, na maioria dos casos. Pede-se, em geral,




30 BENTO DE JESUS CARAQA

ums resposta a esta pergunta — quantas vezes cabe um compri-
mento noutre? Mas isto nfic é tude ainda; se nio houver um
termo de comparacio finico para todas as grandezas de uma
mesma especie, tornam-se, se ndo impossiveis, pelo menos
extremamente complicadas as operagdes de troca que a vida
social de hoje exige.

, portanto, necessério:

1.° — Estabelecer um esteldo tnico de comparagfio para todas
as grandezas da mesmz espdcie; esse estalio chama-se
unidade de medida da grandeza de que se trata — ¢, por
exemplo, o centimetro para 0s comprimentos, o ¢raind-peso
para os pesos, 0 segundoe para os fempos, ete.

2.° — Responder a pergunta — quantas vezes ? — acima posta, o
que se faz dando mm ndwmero qus exprima ¢ resultade da
comparacko com a unidade.

Rsto nfimero chama-se a medida da grandeza em relagio a
essa unidade.

Por exemplo, na fig. 10, o resultado da eomparagio expri-
¢ p me-se dizendo gue no segmento Ch
4 e cabe trés vezes a unidade A5, ou
Ar—8 que a medida de CD tomando AB

Fig. 10 como unidade, ¢ trés,

. X Ha, portanto, no problema da
medida, trds fases e trés aspectos distintos — escolka da unidade ;
comparagdo com a unidade; expressdo do resultado dessa com-
paragiio por um nimero.

2. Interdependéncis dos aspectos.

O primeiro e o tercsiro aspectos do problema estiio intima-
ments ligades e cada um deles condiciona o outro, Essa inter-
dependéncia ¢ bem visivel se os considerarmos pela ordem
acima posta — escolha — expressiio numérica ; mas ela joga tam-
bém na ordem inversa.

A escolba da wnidade faz-se sempre em obedidneia a con-
sideractes de cardeter pritico, do comodidade, do economia.
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Seria tio incémodo tomar como unidade de cemprimento
de tecidos para vestudrio a légua, como tomar para a unidade
de distincias geograficas o milimetro, E como se traduz essa
exigancia de comodidade ? nisto — que a expressiic numérica da
medigio n3o d nimeros maus de enuneiar e des quais se nido
faga, portanto, uma ideia clara (1).

Podemos, portanto, afirmar:

1.° — Em principio, 2 unidade pode escolher-se como se quiser,
mas, na pritica, o nimero gue hi de vir a obter-se como
resultado da medigiio condiciona a escolha da unidade.
Isso depende da natursza das medigdes que hajam de
fazer-se. Para medictes de dimenstes nas c¢élelas toma-se
o micron — milésima parte do milimetro; para as necessi-
dades correntes da vida toma-se o mefro; para as distdn-
clas entre os astros toma-se o ano-fuz ou seja J6D,<24><
3. 600><300.000 quildmetros, ste., ete.

2. — Uma mesma grandeza tem, portanto, tantas smedidas quan-
tas as unidades com que a medicio se faga. Se, com a uni-
dade %, uma grandeza tem medida =, com outra unidade
w'=u:k a mesma grandeza tem medida m'=m k.

3. A operagdo da medigdo, a propriedade privada
e o Estado.

A primeira vista pode parecer que o aspecto de que estamos
tratando —- o namero gue se obtém como resultado da medigho—6
de somenos importdneia. Mas é um grande érro sups-lo. Um
homem possue um bocado de terra; vejamos a quantidade de
circunstincias em que esse agpecto interveém :

a) Em todas es relagdes, de base econdmica, existentes
entre o possuidor e a terra—para caleular a (uantidade de se-
meunte a semear, o tempo que a terra leva a lavrar, etfc., &
necessario saber a sua 4rea.

. {1 BEsti-se vendo, por exemplo, 0 que seria uma pessoa pedir ouma
loja a décima milésima parte de nma légua de fazenda?
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5) Em relagdes de individuo para individus, com base na
terra possuida—todo o contrato de venda de que a terra seja
objecto exige, entre oufras coisas, uma determinagho tdo apro-
ximada quanto possivel da sua Area.

¢) Em relacdes do individuo para com o Estado, com base
na terra possuida—o imposto depende, como se sabe, da area
da propriedade, além de outros elementos.

Em todas estas relagdes, gue abrangem, por assim dizer, toda
a actividade economica do possuidor da terra, é necessdria a
determinacio cuidadosa de areas, as quais dependem, segundo
regras que a Geometria ensina, da medida de certas dimensdes.

4, E assim nasceu a Geomeiria. ..

Herddoto — o pai da Ilisidrie—historiador grego gue viven
no século V antes de Cristo, ao fazer a histérin dos Egipcios
no livro I (Euterpe) das suas Hisidivias, refere-se deste modo as
origens da Geometria:

Digseram-me que este rei (Sesdsiris) tinha repartido todo o -

Egipto entre os egipeios, e que tinka dade a cada win uma porgdo
igual e rectangular de terra, com a obrigagde de pagar por ano
wm certo tributo. Que se a porello de algum fosse diminuida pelo
rio (Nilo), ele fosse procurar o ref e lhe expusesse o que finka
acontecido & sua terra. Que ao mesmo fempo o red enviava medi-
dores ao local e fazia medir a terra, u fim de saber de guanto ela
estava diminuide e de 50 fazer pagar o tributo conforme o que
tivesse ficado de terra. Eu creio que foi dai que nascen a Geo-
meiria ¢ que depois ela passou aos gregosy,

Como se v&, as relaghes do individuo para com o Estado,
com base na propriedade, impuseram cedo (Ses6stris viveu pro-
vivelmente ha perto de 4.000 anos) & necossidade da expressio
numérica da medicio...

5. Subdivisdo da unidade.

Ha, por vezes, vantagem em subdividir a unidade de medida
num certo nimero de partes igmais; vejamos o que acontece
4 expressio numérica da medicio.
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Suponhemos o caso da fig. 11. O segmento AB, medido
com a unidade €D — u, mede 4. Se dividirmos a unidade CD
em 3 partes ignais e tomarmos para nova unidade o segmento
= CF, tomos a considerar os

soguintes dois aspectos do problema:  * 3
1.°—A medida do 45 tomando F 0
como unidade u'= C& 6 12, o que Fig. 11

estd de acordo com o que dissemos
no final do paragrafo 2 deste capitnle (pag. 31).

2. — Quanto & medida de AB com a unidade » = D, tanto
monta dizer que AB vale gquatro unidades u, como dizer que
AB vale 12 das tergas partes «' = C'E de u. Portanto, o resul-
tado da medi¢io com « unidade u tanto pode ser expresso pelo
nimero 4 como pela razio (') dos dois nimeros 12 ¢ 3, isto &,

pelo cociente 12: 3, on 3

Em geral, se uma grandeza, medida com a unidade ,
mede sm, ¢ subdividirmos u em » partes iguais, a medida da
mesma grandeza, com a mesma unidade u, exprime-se pela
razio dos dois nimeros M e n, onde M=m.n é ¢ nimero
de vezes que a nova unidade cabe nz grandeza a medir. Aritmé-
ticamente, este facto tradnz-se pela igualdade

men
m=(m-njtn ou m=

6. Um caso, frequente, em que é necesséria a subdivisao.

86 por acaso a unidade se contém wm néimero inteiro de
vezes na grandeza a medir. O caso da fig. 11 & um caso de
excepgiio; o mais frequente 6 o caso da fig. 12 — aplicada
unidade sobre A8, sobeja uma por¢io, PB, de segmento, infe-
rior 4 unidade. Como fazer para exprimir ainda numéricamente
o medigdo de AL ecom a mesma unidade CD?

_(3) Bazda de dois ndmeros tomar-se-4 aqui sempre como sinénimo de
quaciente desses doie nimeros,
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Dividamos CD num nfimerc de partes iguais suficients para
que cada uma delas caiba um niimero inteiro de vezes em A8 — no
caso da figura, dividimos CD em trés

A =g partes iguais & a nova unidade coube
{—p onze vezos em AB. Entao:
o___ : AR .
Fig. 12 1.°—A medida de A8 em relagdo

& nove unidade 6 11,
2° — Que pode dizer-se da medida de AR en relagdo &
antige unidade CD? Se quisermos seguir o caminho anterior
— principto de economia — dizemos que essa medida ¢ dada pela
razdo dos dois nimeros 11 e 3. Mas essa razdo ndo exXisis em
mimeros inteiros, visto que 11 nio é divisivel por 3.

7. O ditema.

Estanios em face de um dilema. Uma de duas:
@) Ou renenciamos a exprimir numéricamente a medigio

de 4B com a unidade €D, o que, além de incémodo, levanta
novas questdes — se podemos exprimir a medida em relagio i
nova unidade e niio em relagio 4 antiga, serd porque aquela
terd algum privilégio especial ? Qual ? Porqud ?

b) Ou desejames poder exprimir sempre a medida por nm
namero — principio de extensdo — ¢ entho temos que reconhecer
que o instrumento numérico até aqui conhecido — o conjunto
dos nimeros inteiros — & insuficients para tal e hd que com-
pletd-lo, aperfeicoa-lo nesse sentido. Como ?

8. O aspecto aritmélico da dificuldade.

Uma vez que se trata de ndmeros o de relagbes entre
némeros, vejamos onde reside a dificuldade, do ponto de vista
aritmético. Examinando os casos da fig. 11 e da fig. 12, verifi-
ca-se imediatamente que a dificuldade estd apenas, om que no
segundoe, o nimero 11 nio & divisivel por 3 — existia a razio

12:3 ou 3 ° nio existe a razio 11:3 ou 3 Em geral, sem-

pre que, feita a subdivisio da unidade em » partes iguais, uma
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dessag partes caiba m vezes na grandeza a medir, a dificaldade
surge sempre que, e sé6 quando, m nao seja divisivel por n,
isto é, no caso da impossibilidade da divisdo (cap. 1.°, 23, pag. 22).
8Se queremos resolver a dificuldade, devemos criar um novo
campo numérico, ¢e modo a reduzir essa impossibilidade.

9. Os moldes da criagdo do novo campo numérico.

 Podemos resumir, do modo seguinte, as consideraces
acima feitas:
1.°— O principio de ewtensio leva-nos a criar novos nume-

ros por meio dos queis s possa exprimir 2 medida dos segmentos
nos casos da fig. 12,

2.°— A analise da questio mostra que a dificuldade reside
na impossibilidade da divisio (exacta) em ntmeros inteiros,
quando o dividendo n&e & multiplo do divisor.

A estes dois pontos juntemos o

3.°— Be queremos obedecer ao principio de economia,
devemos fazer a construgio de modo tal que:

@) com 08 novos niweros sejam abrangidas todas as hipé-
teses de medigio, quer estgjam nos casos da fig. 11, quer dafig. 12;

b} os novos nimeros se reduzam 20s nimeros inteiros
sempre que o caso da medigio & fazer seja analogo ao da fig. 11.

10. O nove campo numérico,

Satisfaz-se a estes requesitos dando a seguinte definigda .

Sejam, fig. 13, os dois segmentos dé recta AB e CD, em
cada um dos quais se contém um

ndmero inteiro de vezes o seg- R g
ek Y Sy . 8

mento u— AB contém m vezes ’

8 CD contém n vozes o segmen-

10 u. Diz-se, por definicdo, que a _

medida do segmento 4B, to- Fig. 13

T * 2 L n]‘
mando CD como unidade, 6 o nimero 1 © escreve-se

1) AB-".¢D
n
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quaisquer que sejam os numeros inteiros m e » (n udo nulo);
i « .

so m for divisivel por n (caso da fig. 11), o nimero —- coincide

com o namero inteire que é cociente da divisiio ; se m nio for

m . . ) »
divisivel por  (caso da fig. 12), o mbmero — diz-se fracciondrio.

m . .
O ndmero — diz-se, em qualquer hipotese, racional—ao

nhmero m chama-ge numerador  ac niimero » denoménador. Em
particnlar, da igualdade 1) resulta que

) E‘;:n

visto que, se AB — . CD, é também AB =313- CD, e que

3) 2o

kil

porgue as igualdades AB — AB o AB = -E . 4B sio equiva-
lentes.

1. O campo racional.

Antes de passar adiante, detenhamo-nos um pouco a reflectir
sobre a natureza dos novos nimeros o sobre & operacio mental
gue levou & soa definigllo. )

Encontramo-nos com um nove conjente numérico-—o con-
junto dos nameros racionais, ou campo racional — que com-
preende o conjunto dos némeros infedros € mais o formado
peles nimeros fracciondrios; estes sio, de facto, os mimeros
novos.

As vantagens obtidas pela sua criagio aparecem desde ja
como sendo as seguintes:

1.2 — & possivel exprimir sempre a medida dum segmento
tomando ouiro como unidade; se, por exemplo, dividida a uni-
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dade em D partes iguais, cabem 2 dessas paries na grandeza a
raedir, diz-se que a medida é o nimero —.

2.2 — A divisdo de némeros inteiros m e n pode agora
sempre exprimir-se simbolicamente pelo nimero racional 3’;

I+
— ¢ cociente de 2 por ) é o nimero racional fracciondrio —, o

L
13

1

cociente de 10 por 5 ¢ o numero racional Tnieiro lrg =2,
5
As propriedades deste novo campo namérico serdo vistas
nes paragrafos seguintes. Por agora, insistamos em que ele
constitui umn generalizacilo do conjuniv dos numeros inteiros.
Vejamos qual ¢ & operagio mental por meio da gual esea
generalizacio foi conseguida.

12. A nega¢io da negag3o.

Fixemos a nossa atenciio sobre o aspecto aritmético que
osta questie nos spresentou desde o infeio.

Temos doizs nfimercs inteiros m e n (n=£0); estes dois
ntimeros estic entre si na seguinte relagiio aritmética — ou m &
divistvel por », ou nio ¢é; exprimiremos este facto dizendo que
entre m © n exisie a4 gualidade de m ser ou ndo divisivel por n.

‘a) Se a qualidade 6 do m wser divisivel por =, os dois
nimeros definem, por meio da operagio de divisio, um terceiro
nimero - o seu cociente.

b) Se o qualidade & de m nio ser divisivel por », a operagio
da divisio, combinada com ela, nega a oxisténcia do ndmero
cociente.

Pois muito bem : & esséneia da nossa definigdo (parigrafo
10, ver!) consiste precisamente em negar essa negacdo e, desse
modo, construir 0 novo nimero — ¢ nimero fraccionario — que
veio constituir a parte nova do campo generalizado.

Encontramo-nos, assim, de posse duma operagio mental
— negagiio da negagdo — crindora de generalizacdes. Havemos
de encontrar mais vezes & aplicacBo desta poderosa operacio
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mental. Como agora, o caminko da generalizaciio compreendera
sempre as seguintes etapas:

1.® — reconhscimento da existéncia duma dificuldade;

2.* — determinagio do ponto nevrilgico onde essa difienldade
. reside — uma negacio;

3.* - negacio dessa negacio.

Uma generalizagio passa sempre, por conseqaéneia, pelo
ponio fraco duma construgdo, e o modo de passagem é a nega-
¢lo da negagdo ; tudo estd em determinar e isolar, com cuidado,
esse ponfo fraco.

O campo desta operagiio niio se limita s ciéncias mate-
maticas ; ele abrange niio 86 as denominadas cidncias da naturezs
como as ciéncias socicldgicas; dama maneira geral, pode
dizer-se que — onde hé evolugdo para um estado superior, ¢ rea-
lizada o negagdo dwma negacdo. :

2.°— Propriedades do campo racional.

13. O métedo de estudo.

A definicdo de nimero racional, dada nos paragrafos ante-
cedentes, segue-se o estudo das suas propriedader — igualdade,
desigualdade, operagdes; s6 depois disso ficard completo o
conhecimento do campo racional. :

Para dar as defini¢des necessarias, seremos uiados por
dois fios condutares de raciacinio, dois critérios.

1> — A4 origem concreta dos nimeros racionais, isto 6,
o seu significado como expressio numérica de medicio de
segmentos.

2.9 — O principio de economia [cap. 1.° pig. 26] que se
traduz em dois aspectos—analogie do definigbes com as dadas em
nfimeros inteiros; manutengdo das leis formais das operagdes.

Os dois critérios completam-se, recorrendo-se ao segundo
quando o primeiro forne¢a um caminho demasiade longo ou néo
fornega caminho nenhum para a defini¢io a dar.
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14, Ordenacéo.

A ordenacio do campo racional estabelece-se dandv as
definicdes de igualdade o desigualdade.

O primeiro eritério do pardgrafo 13 da imediatamente as
defini¢ies neceseirias.

15. lgualdade.
Definicdo. Dois nimeros rucionais » — % e §— £ dizem-se

iguais quando exprimem a medida do mesmo segmento, com a
mesma nnidade inieial.

. r -
Consequéncias. O mimero s = 7 pode ndo ter os mesmos

m

numerador e denominador que » — 7 visto que cada uma das

n partes iguais em que a unidade 6 dividida (v. fig. 13, pag. 35}
pode, por sua vez, ser subdividida em % partes, sendo & qualquer.
Feita essa nova subdivisio, C'D e AB ficarfio contendo respec-
tivamente »n- % @ m % das novas partes, de modo que a medida

. . . m-k .
s expressa pelo ndmero racional S due, em virtude da

v . . m
defini¢éio, deve ser considerado como igual a .

. . , m
Conclui-se daqui que — dado wm nimero racional T = 7

lode o nimere racional 8 — -E— onde p=m -k, q=n-k (k in-
teiro qualquer ndo nulo), € igual a r.

agamos o8 prodntos mq e pn; tem-se mg—mnk e pn—=mnk,
donde mg = pn; a definicho de igualdade pode por-se, por-
tanto, agsim :

4) m P
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devendo entender-se com o sinal -+ que as relagdes de depen-
déncia entre as duas igualdades se devem considerar nos dois

m
sentidos ; isto &, a igualdade m.g=p.n arrasta == %, @ recl-

nwop
procamente, = —é- arrasta m-¢ = p n

Este facto pode traduzir-se ainda pelo seguinte enunciado
—ndo se aliera wm nimero racional quando se multiplica (on
divide) o seu numerador ¢ o sen denominador pelo mesmo wimero
natural.

Redugdo ao mesmo denominador, Esta propriedade permite
electnar sempre a reducio de dois nimeros racionais a0 mesmo

) m P
denominador. Dados r-=— e s=—, podemos escraver
i3 .

16. Desigualdade.

Definigdo. — De dois némeros racionais r e ¢, diz-se maior
aquele que, com o mesmo segmento unidade, medo um segmento
maior. :

Consequéncias. 1.°—Se os dois nimeres tém o wesmo
denominador, é maior (menor) o que tiver maior {menor) nume-
rador (2).

2.2 — Se o# dois nimeros tdm o mesmo numerador, § maior
(menor) o que tiver menor {maior) denominador (3}.

O leitor verifica fAcilmente estas duas propriedades, fazendo
as figuras convenientes, com base na fig. 13 da pag. 3b.

() Na pritica, efectua-se a redugio ao menor denominador comum
que é o menor multiple comum dos dois denominadores. Isso faz parte da
téenico operacional cujo estudo ndo & o objectivo deste livro.

) Estlie aqui dois enunciados —um com as palavras maior, malor,
outro com as palavras menor, menor.

(3) Anui estlio também deis enunciades — um com as palavras mator,
menor, outro com a8 palavras senor, mafor.
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3.2 - Se os dois nimeres nfo tSm nem o MeSMO nUMEra-
dor, nem 0 mesmo denominador, reduzem-se a0 mesmo deno-
minador & comparam-se em seguida : dados

e 2
r=—, § o —y
n q
iem-se
w g it-p
P n-q’ - -n__-_g
donde
_ ) ¥4 _ _
3) _;1..>.{[ e Mg R
17. A adigao,

Definicdo. A definigho é dada ainda segundo o primeiro
critério do paragrafo 13 — dados dois nimeros racionais T e s
medindo, com ¢ mesma unidade, dois segmentos, chama-se soma
T + 8 ao nitmero racional que mede, ainda com a mesma unidade,
o segmento soma dos dois. '

Para esta definigiio ficar completa, tem gue definir-se soma
de dois segmentos. Sgjam
itig. 14) os dois segmentos de ) .
recta AB e CD; chama-se A -t
some deles ao segmente AD
que se obtém transportando
CD para a recta sobre a gqual Fig. M4
exigte AB, e fazendo 1la

coincidir a origem € de OO com a exiremidade B de 453 .
Consequéncias. 1.* — Se os dois nimeros dados t8m o mes-

m P )
mo denominador, 7 -= o 8= mestra a fig. 14 que o
— . ) m-+p
segmente AL 4 medido pelo mimero g’ logo
m P w4-p
&) I S .
T T t
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- 2,2 —Se 08 dois nimeros nio tdm 0 mesmo denominador,
podem reduzir-se préviamente ac mesmo denominador {pari-
grafo 15); tem-se entdo, dados

m il
?"‘";;:l £E’:
gue
g ;)
?:m, 8=ﬁj
donde
Mmeg+n-p
r8 = 1'9
logo .
m ., p_m-ogtu-p
7) . T - wg

3.2 — Verifica-se que se mantém todas as propriedades d=
adicio de ndmeros inteiros feap. 1.9, pardg. 18].

18. A subtracgdo.

Definicdto. Da-se conforme o segundo critério de 13 (pag. 38)
—analogia. Dados doig niimeros raciongis v —= %, § -—.%—, chama-se
diferenga T—s déles a um tercefvo mimero racional d tal que
g+ d=r.

Consequéncias. 1.%— Satisfaz 4 definiche o nimero
m-g—n-p

d ; ofectivamente, em virtude de 17,0) e de pro-
#-q
wmeg—mn- -
priedades jA conhecidas, tem-se d-ts= —i—;ﬂ + ?p=
 Meg—nep R-p o Meg—R-PRN-P m-g
T a-g g n-q =n-g£?'

Pode, portanto, escrever-se

m P m.qg—n-p
X LT
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2.2 . Verificam-se fodas as propriedades da subtracciio de
nimeros inteiros [cap. 1.°, pardgrafo 22, pag. 21].

3.*— A operagdo, como em nimeros inteiros, tem nm caso
de impossibilidade — aquele em que o aditive 6 menor gue o
sabtractivo.

19. A multiplicacéo.

Defimicdo. a) Multiplicador inteiro — segundo critério do
paragrafo 13 — analogia :
(n)

2 ) == 2 +§+ cee o -g- [cap. 1.%, pardgrafo 19, 4)], donde,
por 17, 6), pag. 41.

i n ,p
9 —en=— <

4
b) Maultiplicador fraceiondrio, multiplicando inteiro — se-
gundo eritério de 13 : manulen¢do da comutatividade do produto :

r P B-n

10) IO P LY
q q q
¢) Caso geral — extensio de 10):
¥ per
F _2_9_;?_ &
1 ¢ s 0y

Consequéncias. Mantém-se todas as propriedades da ope-
ragio em mumeros inteiros [cap. 1.° parag. 19, pags. 18 e 19

20, A divisao.

~ Defimicdo. a) Divisor inteiro — segundo critério do para-
grafo 13 — analogia : '

12) ~§-:n =X « N-X= —j: [cap. 1.°, pardg, 23, T) pag. 221
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A igualdade de condigio, n -~ —;i, satisfaz o ntiimero
r . r pn p .
&= 7 visto gue [9)] W n= q—-—n = e este namero &
1nico, pela unicidade do produato.
Tem-se portanto
13) PP
q g-n

togo para dividir win nimero racional por wm inteiro (ndo nulo!;
muliiplica-se o denominador por esse inteiro.
De 13) concloo-se, om particular, que, dados os inteiros «

e b, se tom a:h = —;‘;:b = %—, portanto tem valor, em toda a

sua generalidade, a igualdade
14 aib— L
) b

excluindo apenas 6 — 0, pois nesse caso a operagio de divisio
nio tem significado. Em vista disto, consideraremos, dagui em
diants, como eguivalantes og sinais do divisio (:) o de fraccio {(—).

Destas considera¢des resulta imediataments que o segundo
membro de 11) (pig. 48) pode escraver-ge

per
8 _p =P"'
g v 1T
donde
15) FL_ET
g 5 g¢-8

ignaldade que se traduz habitualmente dizendo que se efectua o
produto de dois n¥meros racionais fazendo, termo a termo, v
produlo dos numeradores e denominadores.

b} Divisor fracciondrio — segundo critério do paragrafo
13 — analogia: :

16) P

r
?:—3—=a:' — ;- — == — -
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; . , p-s
A igualdade de condigho satisfaz o nimero z = P visto
-8 r -g-7 .
que L ——--P = £ e tal namero ¢ dnico, em virtnde
g-¥ 8 q-r-9
da unicidade do produto; tem-se porfanto

3
17) e e

Consequéncias. 1.* —— A operacio da divisio 6 sempre pos-
sivel, exclaindo, como sempre, o caso do divisor ser nulo.
2% — Mantém-se todas as propriedades da divisio de ndmeros

inteiros [cap. 1.°, paragrafo 23].
21. A potencisgdo de expoente inteiro.
Definiciio — segundo critério do pardgrafo 13 —analogio :
L]

I Y ¥ oy .
18 Z)y=2—. ... .= [eap. 15 20, ), pig. 19].
) ( ) 7 ¢ g [cop 15 20,9)
Consequéncias. 1.* —Da definicio e de 20, 15) (pig. 44)
resnlta imediatamente

P 1*® Pﬂ-
19 ) ==
) 3 -7

2.2 — Mantém-se todas as propriedades da potenciagio em
nameros inteiros [cap. 1.°, 20, & final de 23}.

22. A radiciagdo.
Definigao. — Segundo critério do paragrafo 13 — analogia

20y \/._‘Z_ o~ A= % feap. 1.° 24, 9) pag. 23].
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Consequéncias: 1.*—Da definiciio o de 19), pig. 45 resulta

que, quando existem Vp e Vg, é 2= ﬂ_p
Vg
2.% — O caso mais geral 6 o da impossibilidade da operagio,

comoe em nhmeros inteiros.
3.2—Mantém-se ainda as propriedades [cap. 1.°, 24, pig. 24);

& propriedade monoténiea amplia-se: se r = %—} 1, é verdade

n

"
que de n > mresulta V' r <V 7 , mas seo r<1 passa-ss o con-
trario ; por exemplo, tem-ge '

LA
\/E i \/E__g 2 4
si—9 Va3 ®° 3579

23. A potencisgdo de expoente fraccionario.

Qqﬁm’gﬁo — segundo critério de 13 — manutengdo das leis
formais,
L
Seja a opera¢io r¢ a definir. Qualquer que seja o valor que
2

@ =re venha a ter, queremos qup sobre este simbolo 5o opers
com as leis formais habituais ; deve ser, portanto, em particular,

77 »
r — .1
x1 =(“ ) = [cap. 1.%, 20, prop. 6.% pag. 20); ora %’ =

p-g
= o " 2. logo a7 =r? donde, por definigio de raiz [cap. 1.°

g
24,9)pig. 23], x=V/r"; anova operagio devo ser, portanto,
definida do modo segninte :

21 ”? 7
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Consequéncias, Ag propriedades desta operagiio deduzem-se
imediatamente das da radiciacho.

24. A logaritmagao.

Tratamento anilogo ao dado em nimeros inteiros {pags.
24 o 25) com as mesmas propriedades e andlogos casos de
impossibilidade.

25. Os dois conjuntos, dos nimeros inteiros e dos racio-
nais, lém as mesmas propriedades §

No estndo de todas as propriedades anteriores, foi dito
sistematicamente—mantém-se as propriedades. Ocorre, portanto,
perguntar ~— os dois conjuntos numerices {om exactamente as
mosmas propriedades ? Nio é assim. Quando se diz—mantém-se
as propriedades — niio se exclue o caso de aparecerem proprie-
dades novas gue, ndo contrariando as anteriores, as ampliem.

0 que na realidade se di. Por exemplo, em ndmeros inteiros,
tode o nimero nio nulo ou & igual a 1 ou maior que 1, de modo
que, 38 7 nio é nulo, se pode afirmar que ¢ - nx a.

Mas no campo racional hé ndmeros menores que 1 e ndo

nalos — todos o8 fZ— com p < ¢ — logo, se n ¢ racional, podé

acontecer que #8ja &-n < ¢. A propriedade anterior, que se

traduzia pela relagio a.nXx @, ¢ agora ampliada do modo

seguinte : .
= -~ 1.

23 anZza «~ ng

No capitulo seguinte temos que fazer, com demora e cuidade,
o estudo de algumas propriedades do campo racional, estudo
esse que nio fazemos ja porque nenhuma das consideracdes até
agora feitas impde a sua necessidade. Por agora, limiteme-nos
a spresentar, sem justificacho por ser um pouco longa, os
resultados da variagdo da poténeis, o caso mais geral que até
agora conhecemos — base e expoente racionais: r®.

a) Variagdo em relagiio & base —a poténeia cresce com a base.

&) Variagde em relagdo ao expoenic—a poténeia cresce com
0 expoente 38 a base é maior que 1, o decresce gquando o
expoente anmenta se a base 6 menor que 1.



Capitulo lil. Crilice do problema
da medids.

1.° — Crilica.

1. Posi¢§o do problema,
No parigrafo 10 do cap. 2.° fez-50 u construgio do campo

numérico racional com base na igualdade AB== —:i .CD a qual

exprime que » medida do segmento AB, tomando como uni-

AR 4 , . mn
dade o segmento ), é o nimero racional e

Essa construgiio assenta, como l4 se vig, na seguinte ope-
racdo : divide-se a unidade (D em tantas partes iguais quantas
as necessiriag para que cada uma delas — parte aliquota de CD

— caiba um nimero inteiro de vezes em AR, isto é, seja tam-

bém parte aliquota de AB.
O problema da critica poe-se deste modo — ewisle sempre

uma parte aliquota de CD que seja parte aliguota de AB?
2. Os dois pontos de visla.

O problema pode ser encarade do ponto de vista pratico
e do ponto de vista tedrico.
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Do pouto de vista prético, a resposia é imediata—sim. De
facto, quando se anmenta o ndmero de partes em que se divide
€L, o comprimento de cada uma delas diminue e chega uma
altura em que a precisio limitada dos instrumentos de divisio
¢ de medida nio nos permite ir além de um certo comprimento
minimo—a parte aliquota de €D com esse comprimento minimo
sera também, evidentements, parte aliquota de AB. A parte
aliguota comum existe, portanto, sempre; se nio tiver sido
encontrada antes, é o segmenio de comprimento minimo que
praticamente se pode obter. Assim, este resultado impde-se &
nossa intnicio, Impor-se-3 ele com a mesma forga A nossa razio?

3. Um ceso embaragoso.

Consideremos o seguminte caso de medicio de segmentos.
Seja (fig. 10) o tridngulo recingulo BOA isdsceles, isto 8,
em que OA=0R, e procuremos, para este fridngulo, resolver
o seguinte problema--achar a medida da hipotenusa AB iomando

como unidade o cafeto OA .
Se, como a intuicho manda, 8
essa medida existe, h4 um nimero

. m . ,
racional r= - irredutivel (se o

nio fosso, torndvamo-lo irredutivel
dividindo ambos os termos pelo
maior divisor comum) fal gue[cap.
2.°, parig. 10, 1) pag. 3]
1) 48=2.04. 0 A
n Fig, 15
Ora, nés vamos ver que esta

ignaldade & incompativel com outra igualdade matematica.
Sabe-se, com efeito, desde os prinecipios da Geometria, que em

todo o triangulo rectingulo (458 de lados CB=a (hipotenusa)
e AC=b6, AB=c (catetos) se verifica a relacdo (Teorema de
Pitdgoras):

2) a® = b% 4 ¢
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a qual exprime geomdiricamente (fig. 16), que a drea do qua-
drado construido sobre a hipotenusa é ignal i soma das areas
dos quadrados construidos sobre os catetos (*). )

Apliguemos esta proprie-

RN dade ao nosso tridngule da
o N fig. 15; temos
1 \\ L L _
R —-¢ 2 '-\3 AB? = 04 - 082
5 i or hipétase
Ly /. & como, p__ p_‘ )
i e 04 =08,
A " vd vem L
P, AP — 04° + O
booet
o : ou seja
Fig. 16 3) AB =202,
Por outro lado, elevando ao quadrado ambos o8 membros
- 2
da igualdade 1), vem AB?— 2N 042 o comparando esta

n
igualdade com 3) tem-se, em virtude da unicidede do produto,

4) (i:g)g =2.

Assim, 2 existéncia da medida de 4B, tomando OA como
unidade, e 2 aceitaciio do teorema de Pitdgoras conduzem 32
ignaldade 4). Ora nés vames ver, e este 6 um facto fundamental
roconhacido hi mais de 25 séculos, que a igualdade 4) & wm

monstra aritmético. ,

. m .
Com efeito, dela conclue-se que -5 = 2 ou geja m*=2n4

isto 6, qua m?® & um ndimero par; mas se o quadrado de um

() A demonstraglio deste teorema célebre encontra-ge em gualquer
compéudio de Geometria. O leitor pode ver um apanhado histdrico das
vérigs demonstragdes em E. Fourrey, Curiositds géoméiriques, cap. 2.
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ulimero & par, esse niimero tem que ser par, come ¢ leitor ime-
diatamente verifica, notando que ¢ quadrado de todo o nimers
impar é impar. Deve ser, portanto, m par, logo » deve ser impar,

visto termos suposto a fracgio % irredutivel, Chamando & &

metade de m, podemos escrever m=24, onde % & um nénero
inteiro, o introduzindo este valor de m na igualdade m®=2u?
vem (2kF¢=2n% donde 44*=2n" isto é, n*=24%% Mas daqui
conclui-se que n® & par, logo, pela mesma razio invocada acima,
que 7 é par. Portanto, » deve ser stmultdneamentie par e impar
a isto 6 uma monstruocsidade aritmética.

4, A encruzilhada.

Estamos chegados a uma encruzilhada onde ba, aparente-
mente, apenas os seguintes caminhos de safda:
1.° — Abandonar a ignaldade 1), isto é, abandonar a possi-
bilidade de exprimir numéricamente, sempre, a medida
dum segmento.
2.° — Abandonar o teorema de Pitigoras.

8. — Conservar s igualdade 1) e o teorema de Pitagoras,
mag abandonar a exigéneia da sna compatibilidade
Logica.

4, — Conservar tude, mas admitir que um wesmo nimero

possa ser, simultineamente, par ¢ impar,

Degtes caminhos, o tdltimo deve ser rejeitado imediata-
mente. A paridade de um nimero é uma propriedade gque agsenta
unicamente sobre o facto de ele ser on nio divisivel por 2;
aceitar quo wm nbmero posss ser, ao mesmo tempo, par @
impar, obrigaria a pdr de parte as bases da Aritmética.

Os caminhos primeiro e segundo vio contra o principio de
extensiio [cap. 1.%, parag. 10, pag. 9]. A tendéncia em Mate-
mética é adguirir, completar, estender, generalizar ; em Matema-
tica 36 se abandona quando se reconhece um vicio de racioci-
nio. Ora, a igualdade 1) deu as suas provag na criagio do campo
racional e seria, portanto, penoso renunciar & sua generalidade ;
o teorema de Pitagoras é uma verdade geométrica quo se pods
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estabelecer independentemente do facte de dois segmentos terem
ou nio medida comum.
Resta ¢ terceiro caminho ...

5. Principio de compalibilidade légica.

Esse, porém, 6 o iltimo que nos resolveriamos a seguir.
Nio é evidente gque a razio humana exige, nas suas construgdes,
harmonia, acordo ?

Como poderemos resignar-nos a admitir 4 coexisténcia, no
nosso racioeinio, de duas aquisicdes que ge contradizem ?

Toda a teoria matematica é uma construcio progressiva
feita & custa de coneceitos — os seres de que trata a feoria — e
de afirmactes feitas sobre esses conceites. Em estado nenhum
da construgio se pode tolerar desacordo. — Ela é dominada
por, entre outros, um principio geral de compaiibitidade ldgica
dos sores e das afirmacgdes, principio 8sse que &, na Matemadtica,
a expressio de am outro mais geral que domina toda & cons-
trugho cientifica — o principio do acorde da razdo consigo
pripria.

4. Um nove caminho.

Rejeitados todos os caminhos indicados por insuficientes,
impde-se um novo esforgo criador, nm arranco para um sestado
mais elevado do conhecimento — conservar tudo: & igualdade 1),
o teorema de Pitigoras e a exigéneia de compatibilidade l6gica,
&, para couseguir essa conservaciio universal erdar noves nime-
ros, maig geraig que os racionais, nlimeros esses que confiram
4 ignaldads 1) uma generalidade gue a faga abragar os casos
do cap. II, o mais 08 casos anadlogos iquele que considerimos
agora no paragrafo 3 deste capitulo.

Encontramo-nos aqui numa gituacio aniloga Aquela em que
nos encontramos quande, verificada a insuficiéneia dos nimeros
inteiros para exprimir a medida, fomos forcados & criaglio dos
Lumeros racionais.

Repare-se, no entanto, hem: a situacido 6 aniloga, mas o
agoilhfio que nos leva & criacio nova é diferente: — I¢, era a
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Sempre que dois segmertos de recta estio nesse caso, diz-se
que eles sio incomensurdvess {0 que quer dizer que ndo 12m
medida comum), A afirmagdo feita equivale portanto a esta: —
na medida de segmentos, o easo mais geral é o da frcomensu-
rabilidade.

Trata-se, como se vé, duma nsuficiéncia geral do campo
numérico racional para traduzir as relacdes geoméirieas, o se
vamos meter ombros i eliminagio dessa insuficiéneia, temos que
comegar por estudar cuidadosamente as propriedades do campo
racional e as da rects, comparando-as.

9. Os conjuntos (R) e (P).

O campo numérico racional, ou geja o conjunte dos nimeros
racionais, serd, daqui por diante, designado assim— conjunte (R).
O conjunto dos pontos da recta sera designado por conjunto (Pg

Una vez que vamos estnder as propriedades comparadas
destes dois conjunios, vamos comegar por ver de gque mansira
podem eles por-se em correspondéncia e de que natureza & essa
correspondéncia.

10. A correspondéncia (R}~ (P).

Seja (fig, 17) uma recta (F) sobre a qual se tomou um
ponto G, arbitririo, como origem, © um segmente OA, como
unidade.

Seja ¢ nimero raeignal r=— dividamos 04 em =

partes iguais, e a partir de O, para a direita, marquemos m
dessas partes — obtemos um
R ponto B3 o nimero r 6 a
medida do segmento OB
tomando OA como unidade
[cap. II, pardg, 10, pag. 35].
Esta operagho pode efectuar-se sempre, qualquer que seja.

0 4 a I
Fig 17

T = 3:;-, e o ponto B & Unico, logo a correspondéncia (E) -+ (P)

é completa e univoca [cap. I, pardgrafo 7, pig. 7],
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Vejamos agora a correspondéncia reciproca — eomo pode
ola estabelecer-ze ? Seja P um ponto qualquer da recta; procure-
mos a medida de OF com a unidade OA; so essa medida

- . P P
existir o for o ndmero racional & = —, o gual é entdo tnico,

fagamos corresponder a P o nimero s. Mas o mimero s pode
n#o existir; basta, para isso, que OF seja incomensuravel

com OA [paragrafo 8, deste capitalo]; logo, & correspondéncis
(P) — (&) ndo é completa.

Em  resumo, podemos afirmar que a eorrespondéncia
(R) «—{P) ndo é biunivoca [cap. I, paragrafos 7 e 8], e neste
enonciado simplicissimo se traduz a insuficiéncia do instramento
numérico, revelada na existéncia das incomensurabilidades.

Que hi a fazer agora? Aprofundar o esiudo da gquestio,
procurando determinar qual é o facto que nega a biunivocidade ;
a criacio do nove campo estard na negagdo desse facto.

1. Em demanda da negagso.

Vamos passar em revista, uma a uma, as propriedades
caracteristicas do conjunto (P), isto é, da recta.

Essas propriedades caracteristicas sio: infinidade, ordena-
¢fo, densidade, conitnuidade. De cada vez, definiremos a pro-
priedade correspondents no econjunto (%) e procuraremos se ela
se verifica nele ou ndo. Onde honver uma que se ndo verifique,
al estard a negacio da bisnivocidade.

12, Infinidade.

O conjunto (P) 6 infinito como sabemos {cap. I, paragrafo
13). O conjunto (&) é também infinito, pois que ahrange o
conjunto dos ndmeros naturais que ja o é.

13. Ordenacio.

Entre og pontos da reets pode estabelecer-se, com toda a
simplicidade, um eritéric de ordenacdo — dados dois pontos 4
e b, diz-se que A precede B se estiver & sua esquerde.
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Este critério de ordenacio ¢ transitivo, querendo com isto
dizer-se que se A precede B ¢ B precede P, o ponto 4 pre-
cede P (fig. 17).

Todo o conjunto em que haja um critério de ordenardo,
transitivo, diz-se um conjunio ordenado — 0 conjunto (P) &, por
conssaquéncia, ocrdenado.

Ora, o mesmo se pode dizer do conjunto (R); como eritério
de ordenaciio podemos tomar este: de dois nimeros racionais r
e &, digo que r precede s se for r<(s. E, como sabemos [ver a
definicio dada em cap. II, paragrafo 16, pag. 40], se r<(s e
s<t, & r<t.

14. Densidade.

No paragrafo 13 do capitulo I, ao proenrar resposta 2
pergunta — existem conjuntos infinitos além do dos nimeros
inteiros ? — vimos que a suposicio de que o ponto geométrico
nio tem dimensdes leva imediatamente a admitir que, entre dois
pontos quaisquer A e B da recta, existe sempre uma infinidade
de pontos, e isto por mais préximos que A e B estejam um do
outro (). :

Todo o conjunto em que isto se dé, isto é, tal que entre
dois dos seus elementos guaisquer exizta nma infinidade de ele-
mentos do mesmo conjunto, diz-se um conjunite denso; logo, o
conjunto (P) é denso.

Nao é denso o conjunto dos ntimeros inteiros, como o leitor
imediatamente reconhece, mas é-0, eomo vamos ver, o con-
junto (&).

Sejam, com efeito, r e s dois nimerocs racionais quaisquer,
arbitrariamente proximos mm do outro, e suponhamos r < g;
seja d=s—r. Se somarmos & r um nimero d < d, obtemos um
nimero ' maior que » mas menor que s; portanto, a existéneia
de ntimeros racionais ' entrs r e s esta dependente apenas da
existincia do ndmeros racionais 4’ menores que <, e os ¥ serdo
tantos quantos forem os d'.

(1) Nos pardigrafos 12 a 15 do cap. IV, veremos que a suposigho
contrdria, isto &, de que o ponto geométrico & uma figura com espessura,
feva a dificuldades tals que nfo pode manter-se.
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Ora, nés vamos ver que kd uma tnfinidade de ndmeros
racionais d'<d. Com efeito, &, por ser a diferenqa) do dois
nimeros racionais, & [{cap. II, paragrafo 18, pag. 42)]

um nimero racicnal, logo é d=? com m & n inteiros; por

outro lado, todo o nimero racional da forma com p
inteire é [cap. 11, pardgrafo 16] menor que d.
q g T m m sio
g s nimeros .- 88
Logo, iodos o w 1738 wip

niimeros d'<-d., E quantos sfio estes ? uma infinidade! uma vez
que admitimos [eap, I, pardgrafo 11] que a sucessio dos nimeros
inteiros 6 iémitada, Conclusiio : o conjunto (R) ¢ denso e osta
propriedads depende apenas do caricter infinilo do conjunto
dos niimeros inteiros.

Amda nio encontrimos a negaciio da biunivoecidade!

15. Continuidade.

O problema da continnidade é dos mais importantes da
Cigncia e dos que mais t8m sido estudados & debatidos em todos
08 tempos.

Todos n6s temos a nogio intaitiva da continuidade como a
de uma variagdo que se faz por gradacdes insensiveis. Quer seja
o movimento de um automédvel sobre uma esirada, oposto ao
movimento que teria sedre a estrade um canguru; quer seja a
variaciio de comprimento de uma barra metalica com a tempe-
ratara, oposta & variagho que se obteria cortando ou soldando
bocados # barra, em qualquer fendémeno a respeito do qual
falemos de continuidade, entendemos sempre variagio por graus
insensivais.

Mas, na econtinuidade, hd mais alguma eoisa que isso:
naguilo que parg nés é a imagem tdeal da continuidade— o linha
recta—hat mats do que stmples variagiio por gradacdes tnsensiveis.
A recta ultrapassa, em riqueza interior de estrutura, esse
simples variar gradualmente, sem saltos, sem, como habitnal-
mente se diz, solugdes de continuidade.
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Se fosse sO isso, a recia seria apenas um conjunto denso
de pontos, visto que, pelo facto de o conjunto (I7) ser denso, de
am ponto a ouiro se passa sempre por uma infinidade de pontos,
portanto por gradugies insensiveds.

Ora, como vamos ver, hd na recte mais do gue a simples
densidade. Por falta do conhecimento desse facto, surgiram na
historia. da Ciéncia problemas gque durante séculos se conside-
raram insoliveis.

Nio procuremos construgdes complicadas para explicar a
continuidade ; alguns Hldsofos, e dos maiores, falaram e escre-
veram inutilmente sobre explicagtes da continuidade (*). Fixemo-
-nos nesta ideia — pare nds, @ imagem weal da coptinuidade ¢ a
linha recta ; contentemo-nos, para perceber a continuidade, com
o grau de elareza que fivermes da nocdio de linha recta; pro-
curemos antes nm eritério distintivo, t&o simples quanto possivel,
que nog permita, em face de um conjunto qualquer, verificar se
cle tem ou nio a mesma estrutara da recta e, portanto, se se
pode também atribnir-lhe on ndo contineidads. O gque vamos
procurar ¢ uma espécie de reagenic que nos mosire se, um
dado conjunto, existe ou nfio essa propriedade, assim como o
quimico determina se, num dado soluto, existe ou nio certo
elemento. O reagente pode nfio dar uma explicacdo do elemento
pracurado, mas newm por isso ele serd menss 1til ao quimico no
estudo do soluto que tiver entre maos.

E exactaments a situacho em que mos encontramos aqui.
Tedo esth na procura dum bom reagente.

Nio se julgue que tal procura foi facil. Discute-se conti-
nuidade hi mais de vinte e cineo séculos e o bom reagente tem
pouco mais de setenta anos!

14. QO conceito de corte.

Seja (fig. 18) uma recta e um ponto F sobre ela; é evidente
que, om relagiio a0 ponto P, iodos os pontos da recta se Tepar-
tem em duas classes: a classe { 1), dos pontos que estio a
esquerda de 72, e a classe (B), dos pontos que estio a direita

(1} Na 3.» parto veremes alguma ceisa sobre a impertdncia histirica e
filogofiea deste problema.
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de P. O proprio ponto P, que produz a repartigio, pode ser
colocado indiferentemente na classe (A) ou na classe (B).
Sempre que, numa recta, 86 tem uma reparticio dos seus
pontos em duas classes {4) e (B)
satisfazendo 48 duas condigtes: S (8)
— 1.* nenhum ponto escapa a \/—
reparticiio; 2.2 todo o ponto da :
classe () estd & esquerda de to- g
do o ponto da classe (B)-—diz-se Fig. 18
que se tem um ¢orte, do gual (4)
e {B) slo as classes constitutivas; o corte constitnido pelas duas
clagses (A) e (B) representa-se abrevindamente por (4, 7).
Pelo que vimoes acima, podemos afirmar que todo o pouto
P da recta produz nela um corie.
¥ a afirmacfio reciproca seréd também verdadeira ? Por outras
palavras, sempre que se considere na recta um corte — repar-
ticko em duas classes nas condigdes enunciadas —havers semprs
um ponto P qgue produza o corte, isto é, ue gepare as duas
classes ?
Eis onde estd, como vamos ver, o n6é da questio da conti-
nuidade.

*17. Ricardo Dedekind.

Em 1872, o matemitico alemio Ricardo Dedelind publicon
uma obra intitulada Continuidade ¢ nimeres trracionass, dedicada
ao estado deste problema. Nessa obra encontra-se, pela primeira
vez, um fratamento rigoroso do conceito de continuidade e a
resposta h pergunia que formulamos. Vejamos ecomo Dedelind
pde a questio: «... nds atribuimos @ vecta a qualidade de ser
complefa, sem lacunas, ouw seja, continua. Mas este continuidade,
em que consiste? A resposta a esta pergunta deve compreender em
st tudo, e somente ela permitira desenvolver em bages clentificas o
estudo de todos o8 campos continuas., Naturalmente, ndo se con-
seque nada quando, para explicar a conlinuidade, se fala, dum
modo vago, de uma concwdo ininferruple nas suas portes mais
pequenas; o gue se procura é formular uma propriedade caracte-
ristica ¢ precisa da continurdade gue possa servir de base a dedu-
¢bes verdadeiras ¢ priprias.
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Pensei nisso sem resultado por muito tempo mas, finalmente,
achel 0 que procurava. O meu resultado serd falvez julgado, por
varias pessoas, de vdrios modos mas a maior parte, creio, serd
concorde em considerd-la bastante banal. Consiste ele na censide-
racdo seguinte

Verificou-se que todo o ponfo da recta defermina uma decon-
posicdo da mesma em duas paries, de fal natureza que todo o
ponto de uma delas estd ¢ esquerda de fode o ponie da outra.
Ora, eu vejo a esséncia da continuidade npa inversio desta
propriedade, e, portanio, no principio seguinfe: «se wma repor-
tigdo de todos 0s pontos da recte em duas classes ¢ de tal natu-
reza gue todo o ponto de uma duas classes estd & esquerda de todo
o ponto da oulra, entdo existe wm e um 86 ponto pelo qual é
produzida esta reparticdo de todos os pontos em duas olasses, ou
esta decomposic@io da recta em duas partes.

Como ja disse, creio ndo ervar admitindo gue toda u gente
reconhacerd imediatamente a exactiddo do principio enunciado.
A maior parte dos wmeus lettores terd uma grande desilusio ao
aprender que ¢é esta banalidade que deve revelar o misiério da
continuidade, A este proposito observo o que seque. Que cada
wm gche o principio enunctado tdo evidente e tdo concordante com
@ sun propria representagdo da recta, isso satisjaz-me ao mdwimo
groy, porgue nmem a wim nem @ ninguém ¢ possivel dar deste
principio uma demonsirac@o qualquer. A propriedade da recia
expressa por esle principio ndo ¢ mais que wm axiomd, e € sob @
Jorma deste apioms que nés peasamos o conlinuidade da recta,
que reconhecemos & recta a sua continuidader.

18. O bom resagente da continuidade.

Em resumo, Rrcarde Dedelind caracteriza a continnidade
da recta por esta afirmaciio, que daqui em diante designaremos
por axioma ou postulado du continuidade de Dedekind — fodo o
corte da recta é produzido por um ponlo dela, isto é, qualquer
que seja o corte (A, B} exisle sempre um ponto da recte que separa
as duas classes (A) e (BY(1).

{f) Quasc pela mesma altura, o matemitico alemie G. Cantor formulon
o earacterizagfio da continwidade por wma maneira semelhante; por Isgo, o
este enunciado se chama, com maior propriedade, axioma da continuidade
de Dedekind-Cantor.
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Este 6, de facto, como a experiéneia demonstrou, o hom
reagenie da continuidade. Para o vermos, vamos aplick-lo ao
conjunto (&).

Pde-se uma questio prévia — serd possivel definir, no con-
junto (&), o conceito de corfe? E; basta que a—estar & esquerda
de — em pontos, se faga corresponder — ser menor que —em
nimeros.

Assim, fem-se um corts no conjanto (&) guando existirem
duas classes {A) e (H) de nimeros racionais tais que: 1.° todo
o numero racional esta classificado, ou em (A) ou em (B); 2.°
todo o niimero de (4) é menor que tode o nmimero de (5).

Temos, por exemplo, um corte quando pomos numa classe
(4) todos os niimeros menores que O e o préprio 9, e numa
classe () todos os nameros maiores que D; neste caso, D 6 o
elemento que separa as duas classes.

Ponhamos agora a questio fundamental da comparagio,
que nos trouxe até aqui: do ponto de vista da contfinuidade, os
conjuntoz (R) e (P} t8m a mesma estrutura, como a tém do
ponto de vista da infinidade, ordenaghio e densidade? on nic?

Responde-se 4 gquestiic investigando se o conjunto (&)
satizfaz também ao axioma da continuidade de Dedekind- Canior,
isto &, se tado o corte no conjunto (X) tem um ndmero de (X)
& separar as duas classes,

Vamos ver, num exemplo muito simples, que n&o ¢ assim
—no conpunto (R) hd cortes (A, B) que ndo tém elemento de
separacdo.

Efectuemos uma reparticio dos nimercs racionais em duas
classes (A) e (B) do modo seguinte: — pomos numa classe ()
todo o nimero racional » cujo qmadrado seja menor que
2-+72<C2; pomos numa classe (B) todo o nimero racional s
cnjo quadrade seja maior que 2—-s*2>2. Constitui esta repar-
tigio um corte (A, B)? Em primeiro lugar, o critério de repar-
ticho 6 um critério definido, sem ambiguidade; die-nos, por
exemplo, o nimero 0,7: — onde o devemos por ? eomo 0,7%—
=0,49<2, o nimero vai para & clasge (4); dio-nos o nimero
1,5 —tem-se 1,52=-2,25>2, o nhmero vai para a classe (B).
Va-ge, por consequéneia, que ¢ critéria de repartigio abrange
todos os nfimeros racionais ; s6 lhe escaps um mimero—agnele
cujo quadrado sejs igual a 2; mas esse, como vimos no pari-
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grafo 3 deste capitulo (pig. 49), ado existe no campo racional ;
portanto, podemos afirmar que todo o nimero racional esti
elassificado {1.* condi¢do). Quanto i segunda, 6 evidente também
que ¢ verificada, em virfude de maneira como varia s poidneia
(cap. II, pardgrafo 25, pag. 47) de ¢*>2>>7° resulta s>r.

Temos entio efectivamente definido assim um corte; qual
é o elemento de separacho das snas duas classes 7—ndo existe!
ele seria o nimero de guadrado igual a 2, nimere cuja nio
existéncia nos levou ao contacio com o problema da incomen-
surahilidade.

linpbe-se porianto uma conclusio —o conjunto (R) ndo
satisfaz ao amioma da continuidade de Dedekind-Cantor; o con-
Junto (R) ndo é continuo; finalmente, enconlrdmos @ razdo da
ndo-biunivocidade da correspondéncia (R)«—(P); topimes o
wmotive intime da negagdo!

19. A nova definigdo.

Temos o preblema resolvido ; uma vez determinado o fun-
damento da negacdo, aplicamos o método que ja nos levon &
criscio dos nimeros racionais — negar a negagdo. Que go passa ?
Ha cortes no conjunto (R) que ndo 1#m um elemento de sepa-
racio em (f2)? Sio esses mesmos que nos vio criar 08 novos
elementos de separagko. Basia, para isso, dar a segninte defi-
nigho : —chomo nimero real ao elemente de separagdo das duas
classes dwm corte qualquer no conjunto dos nimerps racionais ;
se existe um nimero racional a separar as duas classes, o nimero
real coincidird com esse ndmere racional ; se ndo exizte ial ndmero,
o nimero real dir-se-d irracional,

O leitor, recordando aqui a definicic de nimero racional,
dada no pardgrafo 10 do cap. II, pag. 35, notard a absolata
identidade do método nums e noutra; no que elas diferem, ¢
apenas na natureza daquilo que tem que ser negado: 14, a
impossibilidade geral da divisio; aqui, a nio existdncia geral
dum elemento de separaciio de duas classes.

A prépria natureza do problema obrige, no entanto, a que
08 NOvos nimeros agora introduzidos —os mimeros irracionais —
nio sejam de carieter tic elementar como os racionais ; a razio
fundamental disso ostd no seguinte: enquanto, para definir um
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ndmero racional, bastam dois niimeros naturais—o seu nume-
rador e o seu denominador—para definir um nimero real sdo
necessarias duns infinidades de nimeros racionais, visto que o0s
elementos constitutivos da defini¢iio sfio as duas classes (4) e (B)
do corte ® estas classes t2m, cada uma delas, uma infinidade
de numeros. Por exemplo, enquanto na definicio do ndmero

. 1 \ .
racional — entram apenas os ndmerog 7 e 5, combinades pels
5

operagio da divisio, o nimero real irracional 2 ¢ definido como
0 numero que separa a classe dos numeros racionais » tais que
72«2 da clagse dos nameros racionais ¢ tais que 822> 2, isto &, como
¢ namero quo é maior que toda
a infinidade dos r o menor que % g2y o 2
toda a infinidade dos s (fig. 19). R /_

E claro que, pela definigio —  —Z<2 - 22
que acima demos, o8 nlimeras ¢ v
racionais sio numeros reais e, Fig. 19
portanto, t8m também uma defi-
nigdo em que figuram duas infinidades de niimeros (por exemplo,

1 é o nimero real que separa a clagse dos numeros racionais
m , . .,
~, o que m<(n da classe dos mimeros racionais — em que

m>n). Mas eomo os nimeros racionais podem ser definides
apenas com dois nidmercs inteiros, nfo é preciso recorrer ao
infinito quando eles tdm que ser estudados em gi. Ksse recurso
36 8¢ impde quando eles sdo estudados como elementos duma cate-
goria mais geral, a dos nidmeros reqis.

Ente facto—necessidade de recorrer an conceito de infinito
—explica que, sendo o fenémeno da incomensurabhilidade econhe-
cido ha mais de 2D séculos, 36 ha muito pouco tempo, com a
obra de Dedekind, exista uma teoria satisfatdria dos mimeros
irracionais. Os problemas de caracter cientifico e filosdfico que
se prendem com esta questio sio mnitos e duma importincia
oxtrema. Por 1380, e de modo a conseguir uma visio suficiente
da grandeza do desbate, vamos abrir um paréntesis na nossa
eXposigiio, qus retomaremos no capitule V.



Capitulo IV. Um pouco de histéria.

1. A inteligibilidade do universo.

A actividade do homem, quer cousiderada do ponte de
vista individual, quer do ponto de vista soecial, exige um conbe-
cimento, tio completo quanto possivel, do mundo que o rodeia.

Nio basta conhecer os fendmenos; imperta compreender
o8 fentmenos, determinar as razdes da sua producio, descortinar
as ligggbes de uns com ontros,

Nisto, na investigachio do «como #» do aporqué ?» se distingue
fandamentalmente a actividade do homem da dos outros animais.

Quanto mais alto for o grau de compreensdo dos fenémenos
naturais e sociais, tfanto melhor o homem se poderi defender
dos perigos gue o rodsiam, tanto maior serd o seu dominio sobre
a Natureze e as soas forcas hostis, tanto mais ficilmente els
podera realizar aguele conjunto de actos que concorrem para a
sua seguranca € para o desenvolvimento da sna personalidade,
tanto maior sera, enfim, a sua lberdade,

A inteligibilidade do universo, considerado o termo untverso
no sen significado mais geral — mundo céamico ¢ mundo social —
é, por consequéncia, uma condigio necessaria da vida humana.
Compreende-se portanto que, desde ha muitos aéculos, tenham
sido realizados notiveis esforcos no sentido de atingir uma
parcela de verdade sobre a realidade. o

Onde, como e por quem foi langada pela primeira vez para
0 espago a pergunta — porqué ? — impossivel de o dizer. O que
j& 6 mais facil 6 fixar datas aproximadas ao primeiro eonjunto
coerente de respostas a essa pergunta, ac primeiro eshogo, pode
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dizer-se, da teoria da ciéncia; mas, quantos séculos vio de um
momento ao oatre ?

2. Condigdes socisis,

Nio 6 em qumalguer local e sob guaisquer condigoes que
pode esperar-se o aparecimento de tais esbogos cientificos. A
sua organizacio exige uma atitude de cuidada observacio da
Natureza e nm esfor¢o de reflexio que niio sfio compativeis com
a vida do homem primitivo, para o qual a luta diaria pelo sus-
tento e abrigo imediato absorve todo o tempo e atencio.

A ciéncia 86 desponta em estado relativamente adiantado da
civilizaglo, estado que, como diz 5. Taylor, permita «a fodos
viver e a alguns pensary.

Essas condigbes parecem ter sido realizadas pela primeira
vez, no que diz respeito a0 mundo ocidental, nas colénias grogas
do litoral da Asia Menor, ne dobrar do século VII para o
século VI antes de Cristo. O coméreio, principalmente de vinho,
azeite e téxteis, produzira ai um florescimento econémico
sensivel,

Por outre lado, ligado A civilizagio comercial, encontra-so
um conjunto de condigdes de vida — facilidade o necessidade de
viajar, cqntacto com povos diferentes, etc. —que a tornam
muito maig proépria para o desenvolvimento cientifico do que a
;;cvﬁx?qio agraria, a qual é, de sua natureza, pesada, opressiva,

ada.

3. As preocupaces fundamentais.

}’ensando no Universo e procurando, como acima dissemos,
(pal:ag. 1) compreender os fenémenos, descobrir as snas razdes
o ligagbes, os primeiros pensadores foram levados a por as
segmintes questdes fundamentats,

1.*—A natureza apresenta-nos diversidade, pluralidade:
de aspectos, formas, propriedades, etec. Existe, no entanto, para
além dessa diversidade aparente wm principio <mico, ao qual tudo
se reduza ?

2.5—Qual ¢ @ estrutura do Universo? Como foi criado?
Como ge movem os astros e porque ?
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Destas duas questdes interessa-nos principalmente aqui, por
go ligar mais directamente com o nosso assunto, a primeira.

4. As resposlas jonicas,

As primeiras respostas 4 primeira pergunta foram dadas
pelos filésofos das eolomias jomicas da Asia Menor—Aileto,
principalmente—e foram afirmativas, diferindo apenas na natu-
reza do principio ou elemento inico a0 qual tudo devia reduzir-se.

Para Thales de Mileto (0 mais antigo desses filésofos jénicos
e que viveu, aproximadamente, de 624 a 048 a. C.} é a dgua
esse olemento tunico. Tudo é dgua! afirma¢io de que hoje
gorrimos, mag que, aos olhos de um observador de ha 20 géculos,
apresentava razdes fortes de verdade ao notar, nio 86 quanto
a Agna é indispensavel & gorminagio das plantas Q,_duma Mansirs
geral, & existéneia da vida, mas ainda a facilidade de pas-
gagem da agua pelos trés estados fisicos habituais-—sdlido (gela),
liquide & gasoso (vapor de agua). A

Para Anaximandro de Mileto, contemporanee de Thales (),
oxiste também uma substincia primordial mas gue nio 4, eomo
a de Thales, conbecida de todos; essa substincia é i?yfinita e
indeterminade ; as coisas materiais formam-se por determinagdes
parciais desse olemento fundamental —o indeterminado.

O indeterminado—em grego apeiros—é&, para Anaximandro,
«sem morte e sem corrupgios, seomece e origem do existente»..

Anaxtmenes de Mileto, contomporinee de Thales e Anawxi-
mandro, admite também a existéncia de uma substincia primor-
dial que nio ¢, porém, indeterminada, se bem que infinita:—é
o ar. Anarimenes dizia que wquando o ar se dilata de maneira
a ser raro, torna-se fogo, enquanto que, por outro lado, os
vontos sio ar condensado. As nuvens formam-se do ar amas§d0,
e quando se condensam ainda mais, tornam-se 4gua. A dgna
continnando a condensar-se, torna-se terra; e quando se con-
densa o mais que pode ser, torna-se pedra». )

Assim, por um processo de }-argfacqao o condensacio, era
percorrido o ciclo do que os primeiros filésofos chamavam os
guatros elementos—terra, dgua, ar, fogo.

{1} Anaximandro viven, aproximadamente, de 611 a 545 a. C.
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5. A resposta de Heraclito,

A cidede de Efeso era também uma colénia gréco-jonica
do litoral da Asia Menor. Li nasceu, pelo ano de 530 a. C., o
filosofo Heraclito. A pergunta que nos esta ccupando, deu ele
uma resposta profundamente original, muito diferents da dos
filésofos que o precederam e o segairam.

Eunquanto, para os filosofos jonicos, a explicagdo se baseia
na existéneia duma substincia primordial, permanents, para
Heraclito o aspecto essencial da realidade é a transformagdo
quo as coisas estio permaneniemenie sofrendo pela acgiio do fogo.

O mundo dos filésofos de Mileto era um mundo de perma-
néneia, da matéria ; o mundo de Heraclito era o mundo dindmico
da transformagdoe incessante, do devir. Vejamos, a lnz dos poncos
fragmentos que se conhecem da sua obra, quais eram as ideias
principais de Heraclito.

8. O devir do mundo.

O aspecto fundamental que a realidade nos apresenta e
aquele, portanto, ao qual se deve prender a razio ao proeurar
uma eaplicagdo racional do munde, é o estarem constantemente
a8 coisas iransformando-se umas nas outras. Morte a vida
unem-gse, formando um processo tnico de evolu¢iio—«o fogo
vive @ morte do ar e o ar vive a morte do fogo; a dgua vive a
morie da terra e @ terra vive a morte da dgua», Assim a morte
nio significa destrui¢io, ruina, mas fonte de uma nova vida: a
todo o momento a morte actua e a vida surge. Dagui resulta
quo & impossivel, num dado instante, atingir a permanéncia, s
estabilidade seja do que for; tudo flud, tudo devém, & todo o
momento, uma coisa nova—«tu ndo podes descer duas vezes ao
mesmo Tio, Porque novas dguas correm sempre sobre i,

Mas, se assim 4, ag coisas, ao mesmo tempo, sio e ndo sdo
olas propriag, e o mesmo processo de evoluglo nos atinge a nés
— 8005 ¢ ndo somos» —iransformamo-nos constantemente,

7. Hsrmonia dos contrérios.

Donde resulta o devir ? e porgué as coisas se transformam
constantemente ? Porque hd um principio universal de luta, de
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tensio de contrarios, que a todo o momento rompe o equilibrio
para eriar nm equilibrio novo—«a luta ¢ o pai de todas as coisas
¢ o rei de todas as coisas ; de alguns fez deuses, de alguns, homens ;
de alguns, escravos; de outros, homens livress. Noutro passo,
Heracelito afirma:—so0s homens nilo sabem como 0 gue varis £
concorde consigo proprio; hd uma harmonia das fensdes oposias
comn & do arco e da lire»,

Para Heraclito, portanto, a harmonia ndo resulta da juncie
de coisas semelhantes, mas da lata dos contririos: nisto é ele
consequente com a sua ideia fundamental do devir— como poderia

a unifo dos semelhantes gerar vida nova ? Nio & precisamente.

o contririo que a Natureza nos mosira pela ac¢do conjunta do
masculino e do feminino ? :

Em resemo, mundo da énergie, do fogo como prineipio
actuante—«o fogo, no sew progresso, julgard e condenard todas
ag coisnss—da lula dos contrarios, da fluéneia, do devtr, tal é,
nos seus tracos fundamentais, o quadro que ¢ filésofo de Efeso
nos oferece da realidade universal.

8. A resposla pitagérica.

Pitagoras de Samos (1) é um filésofo que parece ter vivide
entre os anos D80 e H04 a. C.. Da sua vida pouco se sabe ao
certo, a despeito das toneladaz de tinta que, com maior ou
menor fantasia, tém corrido acerca da sua vida ¢ da sua acglo.

E no entanto segnro gue, a partir de século VI a. C,,
existiu @ exercen larga influéncia na Grécia uma seita, de
objectivos misticos e cientificos, denominada escola piiagérica ;
dela parece ter sido Pitdgoras o fundador. Serid sempre ao
conjunte de ideias que caracterizavam essa seita que nos referi-
remos quando empregarmos o nome de Pitdgoras.

0 que distingnia, em relagie & questdo que estamos estu-
dando, a escola pitagérica® A resposta dada por ela, profun-
damente original também, distinguia-se de todas as anteriores
por esta caracteristica fandamental : o motivo essencial da expli-

(1) Samos 6 o nome de uma ilha de Mar Egen, junto ao litoral da Asia
Mernor; Pitigoras parece ter sido origindrio desss ilha.
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caglio racional das coisas, via-o Pitdgoras nas diferengas de
quantidade o de arranjo de forma,; no ndmere e na harmonia.

Um dos mais destacados representantes da escola, Filofao,
afirma: «fodas a8 coisas tém um nimero e nada se pode com-
preender gem o nimero.

9. Uma ideia grandiosa.

No fundo duma afirmagio destas palpita uma das ideias
mais grandiosas e mais belas que até hoje t6m sido emitidas na
histéria da Ciéncia—a do que a compreensio do Universo con-
siste no estabelecimento de rela¢des entre numeros, isto ¢, de
leis matemdticas; estamos, portanto, em face do aparecimento
da ideia luminosa duma ordenacdo matemdtica do Cogmos.

Ongamos o que, dois séeculos mais tarde, a2 este respeito
diz Aristételes (*), na sua Metafisica :

«...aqueles @ quem se chama pitagéricos foram os primeiros
a consagrar-se a3 Matemdticas e fizeram-nas progredir. Pene-
trados desta discipling, pensaram que os principios das Mate-
maticas eram o0& principios de todos os seres. Como, desses
principios, os nimeros sdo, pela sua natureza, 08 primeiros,
¢ como, nos ndmeros, os pitagbrices pensavam aperceber uma
multidilo de analogias com as coisas que existem ¢ se trans-
formam, mais que no Fogo, na Terra ¢ na Agua (tal deter-
minagdo dos nimeres sendo a justica, tal outra o alma
e a inteligéneia, tal outra o tempo critico, e do mesmo modo
para cada uma das oulras delerminagBes); como eles viam,
além disso, que 08 niineros exprimiam as propriedades e as
proporgies musicais; como, enfim, todas as coisas lhes pare-
ctam, na sua inleira natureza, ser formadas & semelhanga
dos mimeros e que 02 nimeros pareciam ser as realidades
primordiais do Universo, consideraram que os principios dos
ndmeros eram 03 clementos de todos os seres e que o Céu
inlgiro é harmonia ¢ ntmero» (%).

(1) O ensino na escela pitagdrica fazia-se por transmisslo oral; dai
resulta uma ausdneia de textes originais aobre que ge possa fazer um estude
directo ; b4 que fazer reconstitui¢des pelas referéncias posteriores.

) Motafisica. A. 57
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10. Verificag3es.

. Desta ideia grandiosa—que as leis matematicas traduzem
a harmonia universal-—os pitagéricos apresentavam uma mul-
tidio de justificagies. Vamos refo-
rir-nes a algmmas no campo da Geo-

metria € & uma noe da Misica.
o, Na figora 20 esti indieado como,
. pela adjungio sacessiva de pontos
/ """\ num determinado arranjo geomsétrico,
A ) se vio obtendo tridngulos equiliteros
\ a partir uns dos outros; este facto
geométrico — geragho de tridngulos
Z \ & partir ung dos ouiros — & regidoe
pela lai mateméitica simples 1 +2=3,
Fig. 20 1+24-3=6,14+24+8+4—10,...

em geral

1) 1+2+3+“.+ﬂ=?!(3?2+1)

que da o nimero total de pontos empregadns; por isso, aos

nimeros da forma

o8 pita- v

goricos chamavam ndmeros triun-
gulares.

Na fig. 21 estdi um esquema
andlogo para a formagio de qua-
drados a partir uns dos outros.

Aqui a lei matematica é 1+3—
=4=22 1+4+384+5=9=32...

n(n4-1) )
2 |

- P,

em geral

2) 143454+ -+@n~-1)=n? Fig. 21

o daqui vem o nome, ainda hoje usado, de quadrado de um
mimero,

Mas a verificagho mais simples o maig bela, era, sem dévida,
a fornecida pelo célebre teorema que para sempre ficon conhe-
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cido com o nome de feorema de Pitdgoras (cap. IT1, parag. 3,
fig. 16, pig. 50): nnm tridngulo rectingulo de hipotenusa a e
catetos b o ¢ vale a relacho

3) a® =0+ ¢*

Que loi matomatica tho simples a repular a estrutura duma
figura geométrica! Por isso, este teorema foi sempre conside-
rado como a maig brilhanta aquisicio da escola pitagérica.

No dominio da misica, Pitagoras registou triunfos nio menos
notaveis. Por experiéncias feitas no menocérdio (*), ele verificou
que os comprimentos das cordss gue, com igual tensio, dio
notas em intervalo de oieva, estio entre si na razéio de 2 para
1; em intervalo de guinfa, na raziio de 3 para 2; em intarvalo
de quarta, na razio de 4 para 3. Como Pitdgoras deve ter
vibrado de entusiasmo ao verificar como até as relagbes de coisa
tho subtil e incorpérea como o som — a matéria, por exceléneia,
da harmonia—se traduziam em relagbes naméricas simples! E
ndo & dificll meter puma inica relagdo matemitica estas har-
monias musicais.

. ., . . alb
Sejam @ e & dois nimeros quaisquer, 6 seja m = e a sua

média aritmética; chama-se média harmdnica dos mesmos dois
ndmeros iquele mimero % que forma com «, m ¢ b uma pro-
porg¢iio nas seguintes eondigBes

4) a:mizhib.

Daqﬁi tira-se imediatamente () & = q?b e, substitnindo m

pelo seu valor,

[l
o

.a.

ot

5) h=

=)

() Instrumento com uma corda 8¢ e um cavaleie mével que permite,
deslocando-e, dividir a corda em dois segmentns na razieo gue se guiser.

() Numa propor¢do qualquer, o produte dos meios ¢ ignal as produto
dos extremos.
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A proporgio 4) toma, portanto, o aspecto

2a-
B) a:m:::—f—b:b.
2 a+b
Pois bem: fagamos, por exemplo, a =12 ¢ 5—=0; vem
2 9.12.
m=1‘+6=9,k=m=8;apropurc50é12:9::8:6.
12+6

Ora estes quatro nimeros d#o, precisamente, as razbes dos

comprimentos das cordaz do

monocérdio que fornecem os

intervalos musicais de oitava,

2 9 8 6 Yuinia e guaria, como resuita do
T W esquema da ﬁg. 22.

E como isto se da sempre

. que geja a=2.h, como o leitor

ofavg facilmente reconhece, na relagio

Fig. 92 numérica 6) estd, afinal, con-

densada & harmonia musicall

Que mais seria preciso para enebriar uma mente avida de

encontrar o porqed da harmonia universal ?

Quinta quinty

11. Grandezas ¢ mesquinhez duma ideia.

O préprio brilhantismo dos triunfos pareee tor sido preju-
dieinl ao equilibric da escola pitagérica como conjunte de doun-
trina. Da afirmagiio, bela e fecunda, da existéncia duma orde-

nagdo matemdatica do Cosmos — todas as coisas t8m um mimero’

— fez-ge esta outra afirmacio, bem mais grave e dificil de veri-
ficar — a3 coisas sdo nidmerps.

Para a apoiar, houve que, fora da experimentacio ¢ da
verificagiie, procurar ema estentura da matéria idéutica 4 eséru-
tura numérica. Tal procura parece ter cristalizado na afirmagiio
seguinte : que a matéria era formada por corpiscules cismicos,
de extensio nic nula, embora peguena, us quais, rennidos em
certa quantidade e ordem, produziam os corpos; cada um de
tais corpisculos — ménada — era assimilado & unidade numériea
e, assim, 08 corpos se formavam por guantidade ¢ arranjo de
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mdnadas como 08 niimeros se formavam par quantidade ¢ arranjo
de unidades (v. figs. 20 e 21).

Uma consequéneia imediata de tal pensamento era o atri-
buirem-se virtudes especiais aos ndmeros, uma vez quse eles eram
o principio de tudo; por isso, na passagem de Aristéicles que
transcrevemos #6 fala em que «tal determinagio dos nimeros
era a jusiica, tal ouira a alma e a inteligéncia, otc.».

Uma vez neste pendor, foi-se até ao ponto de fazer as
entorses necessarias & realidade quando ela se nio mostrava de
acordo com as propriedades misticas dos nimeros ; Aristéieles den
um exemplo célebre disso.

Em resumo, podemos dizer que a escola pitagdrica nos
apresenta um lado positivo e um lado negativo.

Coustitui 0 ladoe positivo a sua aspiragio para a inteligi-
bilidade, emitindo a ideia grandiosa da ordenagdo matematica do
(Cosmos e dando uma primeira realizagio dela por algumas leis
matematicas notaveis.

Forma o seu lado negative tudo aquilo que aocs nimeros
se atribui fora da sua propriedade fundamental de traduzir rela-
cdes de quantidade.

O lado positivo leva as mais Inminosas realizagbes da cidneia
e mais duma vez tem orientado o progresso cientifico; o lado
negativo leva ao misticismo confngo que hoje se refugia nas
alfurjaz onde se deitam cartas o se léem sinas,

12. Asas quebradas.

A escola pitagdrica devia receber em breve um desmentido
brutal & afirmagdo que counstituia o seu lado positivo e a sua
aspiracho mais nobre.—a ordenacdo matematica do Cosmos. A
natureza das coisas quiz que fosse precisamente através da mais
bela das suas conguistas — o ieorema de Piidgoras — que esse
desmentide houvesse de ser pronunciade.

Seja o tridngulo rectingnlo istsceles BOA (fig. 23) e pro-
curemos medir a hipotenusa AB tomando como unidade o lado

O4. Resulta do estudo que fizemos no paragrafo 3 do cap. II,
que tal medida n#o existe, isto 6, que ndo existem dois nimeros
inteiros m e » que traduzam a razio dos comprimentos dos dois

segmentos 0.4 o AB. Mas que é feito, entio, da afirmaciio de
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que «os principios dos nimeros sdo 0s olementos de todos os
seres», que «o Cén inteiro é harmonia e ndmero» ? Que valor tem
ela, se o8 ndmeros nio podem dar conta, sequer, desta coisa sim-
ples e elementar que é a raziio dos

B comprimentos de dois segmentos de
recta ? Onde estd o alcance aniversal
dessa afirmagiio ? No dia em que foi
descoberto o fendémeno da incomen-
surabilidade de segmentos, a ascola
pitagérica estava ferida de morte.
Para ver quanto era fundo o
golpe e grave a ameaca ds ruina
total, basta recordar o que atris
0 4  dissemos sobre a teoria das ménadas.
Fig, 23 A ser ela verdadeira, a recta, como

toda a figura geométrica, seria for-

mada de mdnadas postas ao lado wmas das outras e, entiio, ao
procurar a parte aliquota comum a dois segmentos, ela ancon-
trar-se-ia sempre, quanto mais ndo fosse quande se chegasse, por
subdivisbes sucessivas, &s dimensiies da ménada -— se nm segmento
tivesse m, oufro n vezes o comprimento da mdnada, a razio dos

. .m . -
comprimentos seria - -. A descoberta da incomensurabilidade

fazia estalar, como se v&, a teoria das ménadas o a consequente
apsimilagio delas 48 unidades numéricas, e punha assim, em
termos agudos, o problema da inteligibilidade do universo.

Era tudo, até aos mais intimos fundamentos da teoria, &
ameacar uma ruina estrondosal Como sair deste passo dificil ?
Como conciliar a teoria com o fendémeno da incomensarabilidade,
imposto por counsideractes de compatibilidade légica ?

O lestor, que seguin a constracfio feita nos paragrafos 8 a 19
do cap. III, conhece o camirho de saida; mas, que fez o fild-
sofo pitagérico ha 25 séenlos ? Como reagiu ele ?

13. Tenlalives de fuga.

Varios indicios posteriores mostram que a primeira reacgiio
foi a de esconder o caso. Citaremos, como um dos mais precisos
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desses indicios, a segninte passagem de Plutarco (1), na vida de
Numa Pompilins, XXXV

«...diz-3¢ que 08 pitagbrices ndo queriam por as suas obras por
escrifo, mem ds suas invencdes, mas imprimiam « ciéneia no
memdria daqueles que eles reconheciam dignos disso.

E como algumas vezes comunicaram alguns dos sens mais intimos
seqredos e das mais escondidas subitlezas da geometria a
algum peréonagem que o ndoe merecia, eles diziam que 08
deuses por pressigios evidentes, gmeagavam vingar esie
sacrildgio e esta impledade, com alguma grawde e publica
calamidaden.

Do resto, o caracter de seita da escola pitigérica, em que
03 aspectos mistico e poliiico, este fechado e aristocritico (%),
ombreavam com o aspecto cientifico, prestava-se a essa tentafiva
de segredo & volta de quesifio de tal maneira embaracosa. ‘Onda
s6 havia a Zanhar com o debats piblico e extenso, os pitagd-
ricos instituiram como norma, pelo contririe, o segredo, o
siléncio.

Uma outra tentativa de fuga parece ter residido numa vaga
esperanca de que, considersado como infinito -— um infinito
grosseiro, mal identificado, que era mais um musto grande, do
que o infinito moderno — o nimero de ménadas que formam uwm
segmento de recta, talvez & dificnldade desaparecesse. Efectiva-
mente, a demonsiragio mais antiga da incomensurabilidade
(aquela que era conhecida neosse tempo e que reprodazimos no
paragrafo 3 do eap. III) baseava-se, no fundo, em que o nimero
pio pode ter ao mesmo iempo as duas paridades. Mas se esse
néimero fosse infinito, 0 argumento teria a mesma forga? Nao
estaria af uma escapatdria de recurso?

Isto n%ic 6 uma simples conjectura; o desenvolvimento

{1} Eseritor grego, naseido na cidade, heje desaparecida, de Cheronea,
por aitura do ano 50 da nossa era. Tornou-se célebre pela sua notdvel
colecclo de Vidas dos Homens {lusires,

() O que foi origem de uma revolta popular gue estalou em Crolong
contra a Eseola e originou a sua destrai¢fo; nela parece ter perdido a vida
o proprio Piidgoras. '
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posterior do movimento filoséfico e a polémica viva que aparece,
logo a seguir, sobre o tema do infinito combinado com as afir-
mac¢des dos pitagéricos, mostram bem claramente ¢ caminho
geral que as coisas seguiram,

Essa polémica foi conduzida principalmente por uma nova
escola filosdfica — a escola de Klea.

14, A critice eledtica.

Elea, em latim Velia, era uma cidade da costa ocidental da
Itdlia do Sul que conatitufa, pelos meados do séeulo VI a. C.,
uma das muitas colénias gregas na Itdlia, coldnias essas cujo
conjunto era designado por Grande Grécia.

Em Elea nascen, nio se sabe ao certo quando, mas pro-
vavelmente entre 530 e 520 a. C., um filésofo -— Parménides —
que, primeiramente ligado A eseola pitagérics, se havia em breve
de separar dela, procedendo a um exame critico de todas as
nog¢bes e concepgdes filosdficas que até ai tinbam sido emitidas.
Nio podemos dar aqui wm apanhado sequer, da construgdo de
Parménides de Elea; a sua critica levantou alguns dos problemas
mais importantes de que a lhistéria da filosofia e da cidneia d4
conta, em todos os tempos.

A sua preocupacio fundamental era idéntica & dos filésofos
que o precederam : — qual & a natureza intima do exisfente ? Dos
pequenos fragmentos que hoje se conhecem da sua obra (o
célebre Poema) e das referéncias posteriorss, depreende-se que
Larménides distinguia aquilo que era objecto puramente da razde
-0 que ele chamava a verdade — e o quo era dado pola obser-
tagdo, pelos sentidos — o que ele denominava a opinido,

Opondo assim a razdo A opini@o, Parménides, abrin um
debate, duma importincia e aleance excepeicnais, que até hoje
tem trabalhado intimamente todo o movimento eientifico — as
relagles entre a razdo e a experitucia, entre a feoria o a prdtica,
o debate do idealismo e materialismo.

Ao existente olo reconhece, na parte do Poema dedicada &
verdade, as caracteristicas seguintes — unidade, homogeneidade,
continuidade, imobilidade, eternidade, relegando para o vulgo da
opinido todos aqueles atributos que porventara contrariem ostew,

Grande parte desta construgdo, que tem o seu qué de
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haver um espago — go estivessem unidos, em que se distingniam
um do ontro ? — o ess¢ espago deve ser maior que as dimensdes
de um corpisculo, visto que estas siio as menores concebiveis ;
logo, entre os dois posso intercalar um corpisculo, 3, o fico
com dois espagos: um entre 1 e 3, e outro entre 3 o 2, nas
mesmas condigdes. Posso repetir

O OO O o raciocinio indefinidamente e fieo,
§ 3 n 2 pertanto, com a possibilidade de
I meter entre 1 e 2 quantos corpis-

Mg, 24 . - ,
culos guiser, — QJual é entho o ni-

mero que perience ao segmento que vaide 1 a 27

Comoe se v8, 6 a propria afirmacio fundamental da escola
pitagorica que est batida em cheio pela argumentagio de Zendo.
Mas esta argumentagio vai mais longe, devastando progressiva-
mente a construgio e levantando, de cada vez, novos problemas,

A escola eleatica fora duramente atacada por estabelecer a
tmobilidade como uma das caracteristicas do existente — ha coisa
mais real e segura do que o movimento no mundo ?

Zendo responde: — n%o se trata de saber se hi ou nio ha
movimento no mundo, mas de saber se ele & compreensive/, isto
&, compativel com 4 explicagiio racional que demos do Universo.
Nos, oleatas, ndo o compreendemos, ndo consequimos po-lo de
acordo com o resto da explicagdo racionul, mas vés, pitagoricos,
julgais compreender e nadais apenas em contradi¢bes. Uma de
duas; num segmenta de recta ou ha win nhmero finito de ménadas
ou h4 ama infinidade. Vejamos o primeiro caso ; considersi uma
flecha em movimento percorrendo eosse segmento de recta; em
cada instante, a ponta da flecha oecupa um logar: a localizacio
duma ménada. — O que se passa entre um lugar e o seguinte ?
Nada! Porque, nio havendo nada entre dumas moénadas conse-
cutivas, nio podeis dizer-me coisa alguma sobre um movimento
que 80 realize onde nada existe; counclusio: — o movimento da
flecha ¢ uma sucessic de imobilidades! Porcebois ?

Consideremos agora o segundo caso: hi uma infinidade de
mdnadas ; entdo, o movimento & igualmente inconcebivel. Supo-
nhamos que dois méveis — A (Aquiles) o T (Tartaruga) — partem
a0 mesmo tempo, um da posigio 4, ocutro da posigio T (a
Tartaruga tem o avango 4; 7). Por mais pequenc que seja o
avango da Tartaruge e por maior que seja a velocidade de
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Aguiles, comparada com a da Tartaruga, aquele nunca apanha
estal Suponhamos, pura fixar ideias, que a velocidade de
Aguiles ¢ dupla da da Tariaruga. Quando A4 atinge a posi-
¢io As; (onde 7' estava inicialmente), T esta em 7% com
¢ avango Ti Te igonal a meotade de A;7y. Quando 4 aleanga
Te (posicho Ag), T esti ji

em T com o avanco 75 73. A
O raciocinio prossegue inde- I T2 Bh
finidamente (porque estamos Fig. 25

supondo infinito o nimero de
ménadas) e hé sempre um avanco de 7' sohre 4. Como se per-
cebe entio que A possa alcancar T'?

Como o leitor vé, a concepgao corpuscnlar da escola pita-
gbrica esta batida por todos os lados, sem possibilidade de porta
de ssida. _

Os argumentos de Zendo nio fazem mais que tornar pal-
pivel a incompatibilidade dessa concepgio com a estrutura da
rocta. Mas essa incompatibilidade fora revelada ji, com forga
indestrutivel, pela existéncia das incomensurabilidades. Desse
dia em diante, a escola podia, quando muito, apresentar uma
fachada brilhante a encobrir ruinas interiores.

Zendo 6 o homem que aparece, de picareta na mio, &
arrazar a fachada.

16. Balango.

Esta o leitor vendo a quantidade e importincia das questdes,
de caricter filosdfico e cientifico, que surgiram i volta da eritica
do problema da medida, pelo aparecimento dag incomensurabi-
lidades e consequente necessidade de nova ampliagio do campo
pumérico. Ligado com essa necessidade, encontra-se todo o
vasto problema da inteligibilidade do Universo.

A maneira pela qual essa ampliacio se foz foi vista nos
pardgrafos 8 a 1% do cap. ITI. Agora, ap6s esta ligeira excarsio
histérica, resta-nos ver qual o caminho imediato que as coisas
seguiram e, antes de mais, fazer um balango: das concepgien
que descrevemos, 0 que ficon e 0 que se perdeu?

1.°—Vimos como surgin a ideia heracliteana do devir, em que
consiste, & como mais tarde apareceu s concepgho oleitica
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da imobilidade elerna, em coutraposicio com ela; neste
momento nada podemos dizer, a ndo ser que elas se encon-
tram frente a frente, disputando primazia para a inteligi-
bilidade do Universo. R -

9.°_Vimos como a oscola pitagorica emitiu a ideia grandiosa da
ordenagdo matemdtica do Cosmoz e como tal ideia foi
arrastada no ruir estrondoso dessa escola.

3.°—Mas os wltimos golpes de picareta, os argumentos de Zendo
de Elea, dio, pela sua prépria esséncia, um fio condutor
para se encontrar um caminho de safda. Desses argumentos
resulta : ]

a)—que as dificuldades levantadas pelo fenémeno da incomen
surabilidade 54 podem ser resolvidas depois de um cuidadoso
estudo dos problemas do infinito e do movimento. A estru-
tara da recta, da quzl depende a mcomeqsu:ablhdade,
aparece, 1.0s seus argnmentos, ligada a esses doig problemas;

b)— que, em qualquer hipbtese, a recta nio pode ser pensg.da
como uma simples justaposigio de pontos, mpnadas ou nio;
hé nela qualquer coisa que ultrapassa uma simples colecco
de pontos; essa qualquer coisa—a sua continutdade —
pecessita dum estudo aprofundado, ligado com o aspecto
numérico, quantitativo, da medida.

4° _Vimos como a concepgio eleatica levantou mm problema
teérico, dominando todos estes — o problema do conceito
da rerdade e melo de a adguirir. Feito o balango, pergun-
tara o leitor : — que aconteceu a segair ?

17. As novas preocupagdes e os dois horrores.

Todos estes problemas continuaram a ser intensamente
debatidos mas, ao lado deles, surgiram outros cujo interesse
imediato os nltrapassou, ou deformon o seu cam}nho de res{)ll_mao.

Estamos no meade do gécalo V a. C.. A intensa actividade
politica e militar em que nessa altura a Grécia gstﬁ mergulhada,
traz a cidade de .Afenas A primeira plana da vida da peninsula.
Ela torna-se () a grande metrépole da arte, da filosofia & da

(1) Como o leitor deve ter notado, todas as escolas filoséficas a que
noe referimos viveram fora da metrdpole grega.
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- ciénein grogas, que passam a constitnir a eorte brilhante dum

personagem oculto e perigoso — o imperialismo ateniense. Os
seus desejos de hegemonia sobre toda a peninsula comecam a
tomar o primeiro plano das preceupagdes dos homens, e o
préprio tipo do filésofo grego — o homem que proeurava viver
na demanda da virtude eivica e do conhecimento da Natureza —
altera-se a pouco o pouco. Surge um conjunto de preccupacdes,
dizendo respeito mais directamente ao Aemem, o qual tende a
tornar-se o cenfro do mundoe; surge, mais tarde, a razde de
Estado, que estabelece uma nova hierarquia de valores e exige
vma subordinagio geral aos interesses do imperialismo de
Atenas. A vida borbulhante, talvez um pouce desordenada, das
cidades livres dos séculos VII e VI a. C. vira o aparecer das
grandes hipdteses, as grandes discussdes, as grandes aspiracBes
a inteligibilidade; a vida de Atenas, sem divida mais hrilhante,
mas dominada por umin pensamento politicc de expansio e
absorglio, vé a decadéncia lenta desses grandes motives, dessas
grandes concepgdes. Contra o0 que & habitualmente afirmado,
temos que concluir que o clima de Atenas foi mortal para o
desenvolvimento da eciéneia classica.

Daqui resulta que nenhum dos problemas postos pela
critica de Zendo foi resolvido na antiguidade.

Concluin-se pela incapacidade numérica para resolver o
probloma das incomensurabilidades; portanto, pela degradacdo
do nimero em relaglio & Geometria. Consequéncia ; abandonon-se
© que a escola pitagérica afirmara de positivo—a crenga numa
ordenacdo matemdatica do Cosmos e retomou-sa, a breve trecho,
em termos cada vez menos nobres, o lade negativo das suag
concepges,

Concluiu-se pela exclusito do conceito quantitativo de infinito
dos raciocinios matemAticos — a matematica grega toma uma foi-
¢ao do cada vez mais finitista: invade-a o horror do infinito.

Coneluiu-se pelo abandono das concepgdes dindmicas, sempre
que tal fosse possivel —a matemitica grega ¢ invadida pelo
korror do movimento.

Estes tragos — degradagdo do nimero, horror do infinito,
horror do movimento — constituem a trincheira c6moda da hiber-
nagdo, formam o biombo prudente que o filosofo grego coloca
enire si e a realidade. Mais tarde, havia de levantar-se um

6
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vento portador de forc¢as movas, que, rasgando o biombo em
farrapos, coloearia movamente os homens em contacto com a
realidade, estuante de vida, Mais tarde. .. vinte séculos depois,
j4 Renascimento em fora, _ )

O resto da histéria serd contado adiante, a propoésito das
matériaz que seriio estndadas nos eapitulos seguintes (2.° e

3. Partes).

Capitulo V. O campo real.

1. Recordendo uma definiggo.

No parigrafo 19 do cap. 1II foi dada, nos seguintes termos,
& dofinicio geral de widmero real: — chama-se nimero real ao
elemento de geparacio das duas classes dum corte gunalquer, no
conjunto dos nimeros racionais; se existe um nimero racional
a separar as duas classes, o nimero real coincide com esse
nimero ractonal; se nio existe tal ndmero, o numero real
diz-se trracional.

Por este definicia 6 criada uma classe de ndmeros— os
nimeros regis— que, como nela se diz, engloba 0s nimercs
racionais e contém, além deles, outros nameros, denominados
irracionats. :

Ao conjunto de todos os nimeros reais chamaremos campo
real ; designi-lo-emos por conjunito (R), ou campe (1)

Vamos fazer um estado sumirio deste campo, de modo a
poder responder a algumas perguntas que atras foram feitas.

2. Classificegcdo dos ndmeros reais.

Do que esth dito na definiclo e do que se viu no capitalo IT,
conclui-se que os niimeros reais podem ser classificados no
seguints esquema :

o inteirgs
raclonals R
Nimeros reais < , 7 |fraecionarios
irracionais
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O leitor que tenha seguido com atengio todo o desenrolar
desta epopeia vin como determinadas necessidades, nmas de
ordem pratica, outras de ordem tedrica, levaram a percorrer
este longo caminho: desde o nimero natural, nascido na repe-
$igho de contagens, mal identificado ainda, mas ja esbogado na
monta do homem primitivo, até ao conceito de mimero real,
para cuja criagio ha que recorrer a duas infinidades de nimeros;
oriaciio esta tio laboriosa que, & sua passagem, ruem sistomas
filoséficos o alteram-se as matrizes do pensamento. E no entanto
— o aqui reside a beleza maxima do progresso cientifico — desde
que & questio foi posta, correspondende a um problema basico,
aqui de caricter iedrico, ela acabon por ser resolvida, apesar
das enormes dificaldades que essa resolugdo topou e a que alu-
dimos nos paragrafos anteriores. E este, sem dévida, o ensina-
mento mais notivel que o estudo desta questio nos fornece.

Vejamos agors quais sio, do ponto de vista propriamente
matemalico, as consequéncias mals importantes da introdaegio
dos novos nimeros.

3. A impossibilidede da radiciagéo.

Temos, em primeiro lagar, uma importantissima conse-
quéncia de cahcter aritmético. Vin-se, no parag. 22 do cap. II
(pag. 45), que a operacic da radiciagio é, em geral, impossivel
no eampo racional. .

Ag coisas passam-se agora diferentemente. Seja a um

R

nimero racional qualquer; por defini¢iio de raiz, V @ ser aquele
nimero b tal que b*==a. No campo racional, a questio pde-se
assim — o namero b em geral nio existe, No campo real a
questio toma outro aspecto, mais geral. Fagamos, no conjunto
(&), uma reparticio em duas classes, do mo'do segainte : pomos
numa classe (4) todos os nameros racionals r tals que r*<a,
e numa classe (B) todos os niimeros racionais & {als que 3" >a.
Katas duas classes constituem um corte {4, 5), como facilmente
8o verifica, e definem portanto um nimero real {. Uma de duas:
ou a8 duas classes tém um n#mero racional a separi-las, o qual
serd o mimere racional [, tal que [*=a, ou nio; se nio tiverem,
o niimere I, entio i{rracional, definido pelo corte, ¢ a raiz
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R
Va. Em qualquer dos dois easos, existe a raiz, logo, no campo
real desaparece a tmpoesibilidade da radictagdo.
A conclusfio mantém-se se a for um nimero real qualquer,
de modo gue pode afirmar-se — no campo real existem todos os
n

nitmeros da forma V' a onde a é um nimero real qualquer, ¢ esses
nitmeros sdo, em geral, irracionaiz, O nimero a pode, por sua
vez, ser ja o resultado de uma radiciagho, ou mais de uma;
¢ raciocinio mantém-se com a mesma forga : por exemplo, tem

existdneia, no campo real, o nimerc \/ 2+V3+v5.

A
4. Os nomeros irracionais sdo todos da forma Va2

O resultado a que acabamos de chegar chama = nossa
atengdo para o problema seguinte: se, partindo dos nimeros
inteiros, operarmos sobre eles com as guatro primeiras opera-
¢0es (as operagbes racionais : somar, subtrair, multiplicar e divi-
dir}, obtemos sempre niimeros do campo racional; se introda-
zirmos maig a operacio da radiciaclio, saimos do campo racional.
Serd entio verdade gue os nimeros irracionais s6 possam
obter-se a partir da radiciaciio ? Ou, por outras palavras, sera

B

verdade, que todos os nimeros irracionais sio da forma y'a?

Nada do que foi até agora dito nos autoriza a dar resposta
afirmativa ; a definicio que demos de nimero real & independente
da radiciagio. S6 depois da teoria feita, mostramos que as
rafzes existem sempre como némeros em geral irracionais, dei-
xando aberts a possibilidade da existéncia de niimeros irracionais
que nio sejam raizes. Ora existem de facto, tais nimeros: um
deles é 0 nimero 7, talvez o nimero mais eélebre da Matematica.

5. O ndmero T,

Consideremos uma circunferéncia de raio qualquer
(fig. 26); demonstra-se que o comprimento P da circunferéncia
(do qual o leitor pode ter uma imagem considerando esticado o
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fio AB que, dobrado, formasse a circunferéncia) ¢ dado pela
formula

1) P=8r.r
ou
) Pe=d.z

sendo d o didmetro circunferéncia. Se escrevermos a ignaldade
2) sob a forma

IJ
2 a) T = Fl
teremos que — = ¢ & razdo do perimetro de qualguer circunfe-

yéncia para o sew didmetro.
Pois bem, demonstra-se que o namero 7 ¢ irracional (') & que
nfio € exprimivel por wma roi:

X ow combinagdo finita de raizes
s actuando sobre nimeros inteiros.
i I'ste namero, pela sma im-

portdncia enorme, tem side
objecto de muitos estudos (¥);
estd calentado actmalmente com
707(!) casas decimais. Vamos

Fig. 258
di-lo com as primeiras 20:
3) 3,141569 26535 89793 23846. ..

Nio julgne o leitor que nas aplicacdes praticag seja preciso
conhecer tantas casas decimais; na pratica, a nio ser em deter-
minaghes ds um extremo rigor, foma-ge:

4 = = 3,1416

1} O leitor que olhe para a igualdade 2a) sem afender bem ao sem
gignificado, pode ser levado a supor, erradamente, que = ¢ um nviaero

. - it - . -
racional, visto que ¢ S & expressio geral dos nimeres racionais ; mas, para

que assim seja, ¢ preciso que m e n sejamn niimeras inteires, o que nio acon-
tece em 2a).

(3) Veja-se a cste propdsite, por excmple, o artigo O ndmero x, do
autor, na (Fazeta de Mitemddicn, n.° 22,
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® mesmo, frequentements, apenas
5) = =3,14,

Por exemplo: se um homem, aop abrir um pogo, pde este
problema — o pogo tem dois metros de didmetro, quanto fem de
circunferéneia? — a resposta é imediata: P=2.3,14=6,28 m.
So tomissemos o valor dado por 4), terfamos P=2 . 3,1416=
=6,2832 m., resposta euja precisic j& nio interessa, porque
ninguém vai entrar com décimos de milimeiro em medidas
de pogos!

O leitor poderd perguatar nesta altura:—ha problemas de
medida cujo grau de precisio exija o conhecimento das TU{
decimais eom que esti calculado #? Nio! muito longe, extre-
maipents longe disso!

J4 no séealo XVIII, houve quem calculagse © com mais de
100 decimais; pois hem, a respeito desse caleulo diz Jacques

Hadamard, um dos melhores matemaéticos do nosso tempao:

«fornece j& uma precisiio tal que, sobre uma circunferéneia com
um raio de mil milhdes de vezes maior que a distineia da Terra
a0 Sol, o erro seria mil milhdes de vezes menor que a espessura
dum cabolo» !

Por aqui se v& que grau de precisiio, absolutamente fora
das nocessidades, mesmo do laboratério mais exigente, fornece
o valor actualmente conhecido.

Para gqusd, entio? Por cansa dos problemas de caracter
fedrico que se levaatam 4 volta deste nidmero e dos outros que,
como ele, sio irracionais e nfo exprimiveis por meio de radicais.

6. A correspondéncia (R) < (P). Os dois conlinuos.

Deizemos o nimero w, que tem dado, durante mais de
trinta séculos, agua pela barba aos melhores mateméaticos
© retomemos o tio das nossas consideragdes — estudo do
campo real.

No parigrafo 10 do capitulo III verificAmos que a cor-
respondéucia nimera racional «— ponto da recta nio é biunivoca,
@ nessa caréncia de himnivocidade fundamentamos toda & cons-
truciio que nos levon ao campo real. K a 2ltura de perguntarmos
50 a caréncia desapareceu, isto &, se a correspondéncia
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ntimero real - ponio da recia

é binnivoca. Tudo foi feito para que assim seja. A correspon-
déncia 4, de facto, bivnivoca: a todo o nimero real corresponde
um ponto da recta, a todo o ponto da recta corresponde um ni-
mero real. Por outras palavras, e recorrende ao conceito de equi-
valéncia dado no paragrafo 8 do eap. I (pag. B)—o conjunto
dos pontos da recia é equivalente ao conjunto dos nimeros reais.

Atras [cap. I parag. 16, (pag. 16)] designimos por tipo do
continuo o tipo do conjunto dos pontos da recta. Agora encon-
tramos outro conjunto infinito — conjento (&) — que lhe é equi-
valente. £ por consequéncia natural dizer que o conjunto dos
niimeros reais é tamhém do #po do conténuo. Temos assim dois
continuos, equivalentes: o continuo geométrico, conjunto {F) dos
pontos da recta, e o coniinuo aritméiico, coujunto (&) dos
nimeros reais.

Este resultado nio deve surpreender o leitor que tenha
visto, a partic do parigrafo 10 do cap. II, toda a construgio
orientada no sentido do desaparecimento da negacido da biani-
vocidade enire os niimeros e os pontos da recta.

7. Os conijuntos {N), (R); (R) e os dois tipos de infinito,
Consideremos 08 quatro conjuntos:

(¥) — dos ndmeros inteiros

(B} — dos nimeros racionais
- (R) — dos niimeros reais

() — dos pontos da recta.

No parigrafo 16 do cap. I (pag. 16), tomimos og conjuntos
(N) e (P) e, estudando a possivel comparagfio deles, pusemos o
seguinte problema: os dois tipos — do numerdvel, conjunto {N),
e do confinuo, conjunto (P)—serio de facto distintos, do ponto
de vista da equivaléncia? ou ndo?

Vamos agora responder a esta pergunta, que la foi deixada
em aberto.

Antes porém de o fazer, notemos que no caminho encon-
trimos mais dois conjuntos infinitos—(ZX) o (£)—em relagio aos
quais sera interessante por também o problema da comparagio:
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constiteem o3 conjuntos (R) e (&) #ipos novos, ou ligam-se a
algum dos dois jA considerados: numerdvel o continue? A
questio esta resolvida para o conjunto (&) que, como vimos no
paragrafo anterior, tem o tipe do continne.

Mas o conjunto (R), que tipo tem? o do numerdvel, o do
conlinuo, om um tipo novo ?

A resposta mais natural parece ger a seguinte: o conjunto
(R) nio tem o tipo do continuo, porque toda a critica e construgio
foitas no capitulo III resultam precisamente da caréncia de
biunivocidade de (R) em relagio a (P); mas (£) também nio
deve ter o tipo do numeravel, porque a distingiio destes dois
conjuntos 6 ovidente — (&) é denso e (N) nio é. HA mesmo uma
diferenga muito maior entre (&) e (¥} do que entre (®) e (K):
enquanto (N') tem apenas pon-
tos isolados da recta de modo 4 ) 8
que, entre dois pontos quais- 0 4 I TR
quer da recta, hid um nimero Fia 27
finito ou nenhum pontode(y) __  __ ¥
(v. na fig. 27 os segmentos 4B e P{), pelo contrario, em
qualquer segmento de recta, por mais pequeno que seja, ha
sempre uma infinidade de pontos de (&). A diferenga entre (N)
e (R) é palpdvel, visual, intuitiva; o diferenga entre (E) o (R)
néo 6 intuitiva, s6 pode aprecnder-ge pelo racioctnio, pela critica,
pela exigéncia de compatihilidade légica. O tipo de (&), que é
diferente do de (&), deve ser também diferente do tipo do
numeravel, deve ser um tipo novo.

Este é o raciocinio maiz natursl, aquele que a natureza
imperiosa das coisas parece oxigir. E, no entanto, este raciocinio
ndlo estd certo — (F) ndo tem um tipo novo, (R} tem o tipo do
numerdvel.

Esta afirmagiio constitui, & primeira vista pelo menos, um
auténiico desafioc ao bom semso, A intui¢io; ela ndo é, por isso,
menos verdadeira. O leitor j4 esti prevenido de que é perigoso
enirar no dominio do infinito inicamente armado da sua intuigioe,
do seu bom senso... a limina aguda da razio nio pode aqui
descansar um instante.

A que se chama conjuntos equivalentes ? Aqueles entre os
quais se pode estabelecer uma correspondéncia binnivoca [cap. I,
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parigrafos & e 14]; se se provar que ¢ possivel estabelocer entre
(F) e (N)_ uma correspondéncia dessas, ficara provada a sua
equivaléncia. Para o demonstrar, procedamos da seguinte ma-
neira: vamos agrupar todos os ndmeros raciovais de modo tal
que, em cada grapo, a soma dos dois termos de cada fraceio

8Oj4 4 mesma; todo o nimero que j4 figure num grupo anterior
sera suprimido. Teremos assim ;

1.° grupo: soma 2 - ;—: 1
2.° grupe: soma 3 ! 2—2
po TR )
1 9
3.° grupo: soma 4 — (é—,?=1,—?-=3)
<y
4. grapo: soma 3 — (T},—;-,%,i=4)
ete. =1

. Cologuemos agora estes 8¥upos a seguir was aos outros e
agamos corresponder a eada nimero deles um nfimero inteiro :

Soma 2 Somsa 3 Soma 4 Soema § Boma &
1 1 i 2 3 1 .
1, (_—2-’2>! (-?T;?J)s (-4—:?;-5:4)3 (—{)—10)1"'
} Loy Loy oLy L
1? 233! 4501 6: ?J 8 9: 10?1)"3"'

.. M , . .
Seja — 4m namerc racional irredutivel gqualquer; este

nimero figura no grupo da soma m -+ 2, dentro desse grupo,
ocupa um lugar determinado e corresponde-lhe, portanto,
uin determinado nimero inteiro & um 86; raciprocaments, na
corresponddncia acima estabelecida, a cada nimero inteiro cor-
responde um nimero racional & um s6. Que coneluir daqui ?
que o0s dois conjuntoes sio equivalentes! logo, (R) tem o ¥po do
numerdvel,

O nosso problema esti portanto notivelmente simplificado :
o8 quatro conjuntos econsiderados, s encontramos dois tipos —
— 0 tpo do numerdvel, a que pertencem (N) e (B), o o tipo
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do continuo, a que pertencem (/) e (P). Resta portanto, ape-
nas, comparar estes @ tipos, para o que bastara, por exem-
plo, comparar (¥) e (). Que se passa? O leitor, posto de so-
breaviso pelo resultado surpreendente do tipo de (), hesitari
agors certamente em responder o que a intuiglio lhe ditn: que
os dois tipos sio distintos — néio serd pessivel, por qualquer ar-
tificio subtil, no género do usado na demonstracio anterior,
estabelecor uma biunivoecidade entre (N) e {R)? Demonstra-se
que tal nio ¢, de modo nenhum, possivel, mas a demonstragiio
¢ um pouco delicada e nio a faremos agui.

Aceite este resultado, teremos finalmente reduzido os quatro
conjuntos que até aqui nos apareceram — os {rés eonjuntos
numéricos e a recta — a dois tipos de infinito — numerivel e
continuo — distintos wim do outro.

Resumindo os caracteres deles, temos o quadro zegninte,
onde o sinal + representa o caricter afirmativo e o sinal — o
negativo :

Coajuato Grderado Infinito Denso nffuorad‘?a ;I;i g fin'fl:
Ny + “* - + -
() 1+ + + + -
EIT) + -+ + - +
® + * i = i

8. S&o o lipo do numerdvel e o do continuo os Gnicos
existentes ¢

Os resultades do pardgrafo anterior sugerem esta pergunta
— 08 tipos do numeravel e do continno esgotam os tipes pos-
siveis de conjuntos infinitos ? ou, por cutras palavras, todo o
conjunto infinito tem gque ser, necessiriamente, numeravel ou
equivalente a {£)?

No iltimo quartel do sécule passsado, Geory Canfor,
mateméatice alemio, criou, quase sdzinho, um capitulo das Cién-
cias Matematicas, denominado Teorim dos Conjunioz. A essa
teoria pertencem os resultados da comparagio de tipos que
acabamos de apresentar @ muitos outros em que aqui niio falamos.



92 BENTO DE JESUS CARAQA

Um dos factos fundamentais estabelecidos na Teoria dos
Conjuntos (1) é a existéncia de uma infnidade de tipos de infinito
ordenando-se numa hierarquia em que o tipo do numersvel con 5
titut o primeiro elemento, e o tipo do continuo o segundo
conhecido (*).

Qual é o instrumento de que & Tooria dos Conjuntos se
8erve para construir essa hierarquia duma infinidade de tipos 2—
Sempre 0 mesmo intrumento, aquels maravilhosa nogdo de corres-
_pondéncm,. nascide humildemente nas contagens rudimentares do
homem primitivo e que, transportada ao dominio do infinito, se
transforma num instrumento poderoso de classificagio, no prodi-
gloso escalpelo da mais extraordiniria anatomia até hoje feita
pelo homem —a anatomia do énfinito!

9. Anatomia e Fisiclogia.

Mas, assim como o corpo humano, no complexe das suas
proprteda.d.es © reacgbes, nio fiea inteiramente conhecido mesmo
cOMm a mais minuciosa anatomia possivel, porque a ela escapa
tudo o que diz respeito is leis orgénicas que a esse corpo
pertencem como ser vivo, assim a nogio de correspondéncia
nio di conta do tudo o que o infinito contém de proprie-
dades e possibilidades—a nogdo de correspondsncia, 86 por st
dd-nos a gnatomia, ndo a fsiologia do infintto. ’ ’

Esta ideia, que nos da uma limitagio do valor da nocio de
correspond@ncia para a compreensio do dominio do infinito,
hi-de ser desenvolvida mais adiante (3.° parte}; por agora
lemhralpos a0 leitor o seguinte, que ja a justifica: no qu:dro
510 paragrafo 7, verifica-se que a nogdo de correspandéncia é
insenstvel ao denso, visto que ela confere o mesma tipo (nnme-
rax:el) a0 conjunto (E) que é denso e a0 conjunto (N) que nio
o é. Qra, para a estrutura intima de um conjunto infinito, o ser
on ndo denso é duma importdncia enorme, como a l;répria
visualizagdo geométrica o mostra.

% - gelnhgpré rio (antor em 1897,
N — Conheci orque a questdo da existéncia de ti i
nac estd ainda bem e?sli:,la:'iecidafl xisineia ce tipos intermedidrios
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10. As operagdes,

Em cada um dos conjuntos numéricos até agora estudados,
inteiro e racional, procedeu-se, apds a construgio do conjunto,
a0 estudo das operacles. Aqui seguir-se-ia 0 mesmo trabalho;
ndo o vamos fazer, no entanto, limitando-nos As seguintes indi-
cagbes gorais:

1.2—0 instrumento de defini¢io o estudo das operagies &,
nataralmente, aguele mesmo conceito de corte que servin para
a criagio do campo real. O estudo e determinacio das proprie-
dades das operagdes, em toda a sua miniecia, sdo porém as
vezes bastante arduos; mas esse trabalho pode simplificar-se
por meio de um outro instremento, tirado do conceito de corte ().

2,2_(Clomo resultado geral, pode afirmar-se que se mantém
as propriedades do campo raeional; surgem, no entanto,
algumas cirennstincias novas:

a) desaparece a impossibilidade da radicia¢do, como vimos
no parag. 3 deste capitulo;

b) a operagio de potenciagiio aparece com uma possibi-
lidade nova, que exige uma definicio nova: figurar
um nimero irracional no expoente da poténecia, por

exemplo uma potdncia da forma 2", Que signifi-
cado se pode atribuir-lhe? Nio temos por agora
elementos para responder a esia pergunta.

™~ 8.—As operagtes sio sempre definidas de maneira tal que,
quando os nimeros reais que nelas entram se reduzem a némeros
racionais, elas coincidem com as operagbes do mesmo noms, ji
anteriormente estudadas no campo racional.

4.2—Como j4 se fez notar a propésito do campo racional
(cap. II, parig. 25), a identidade de propriedades niio deve
entender-se nam sentido rigido; as propriedades anteriores sio

{1) — O leitor gue desejo ver como esta teoria se faz duma maneira
completa pede consnltar, por exemple, Ligies de Algebra e Anélise, Vol. 1.,
2.* edigfio, cap. V, do Autor.
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maptidas, mas certas rela¢gdes que ndo tinham significado no
campo anterior passam 4 té-lo no campo mais geral. Por exemplo,

R 3 h) mn n
ne campo racional, as igualdades (Va)=a, Va-vVo=ya. b
86 tém significado para um ndmero restrito de valores de a, b,
e n; no campo real, elas tém existéncia universal, quaisquer
que sejam os valores que essas letras tomem.
5. —Mantém-se a impossibilidade da subtraccio—no caso
em que o aditivo é menor que o subtractivo.

Capitulo VI. Ndmeros relativos.

1. As grandezas que podem ser tomadas em dois sentidos.

Certas grandezas, e daquelas que com maior frequéncia
aparecem na vida corrente, siio susceptivels de ser tomadas
em dois sentidos opostos.

Quando se quer, por exemplo, construir uma escala dos
iempos, por meio da qual se possam fixar numdricamente os
acontecimentos histéricos — & isso que faz um calendario — to-
ma-se um acontscimento para origem — no nosgo calendaric o
nascimento de Cristo — e, a partir dessa origem, contam-se 0s
tempos para ld e pare ed. Assim, cada acontecimento vem
marcado com Um wimero @ uma frdicagdo correspondente & po-
sicio que esse acontecimento ocnpa em relacio 4 origem; por
exemplo, se dissermeos: Séerates morren em 399 a. C., Galileo
nasceu em 1564 d. C., referimo-nos a doiz acontecimentos per-
feitamento localizados no decorrer dos tempos, dois aconteci-
mentos que distam um do ontro 1962 anos.

Analogamente, quando consideramos o movimento de um
ponto, saido duma eerta posi¢lo inicial € realizando-se ao longo
duma trajectéria rectilinea, precisamos, para indicar a posicio
do ponto num determinado instante, de saber, entre outras
coisas, em qual dos dois sentidos opostos, sobre a recta, o mo-
vimento se realiza,

Seja (fig. 28} a recta R) e o ponto O, tomado nela como
origem. Se o pontoe mével tem uma velocidade tal que, em
cada segundo, perecrre nma unidade de comprimento, sabemos
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que ao fim, por exemplo, de D segundos, ele percorreu 5 uni-

dades, mas essa simples indicagio ndo nos permite saber se o

mével esta em P ou em &.

Se porém ao namero 5 jun-

tarmos um sinal indicativo do

Fig. 28 sentido do movimento, a di-

vida dosapareco. Esse sinal

pode ser qualquer, mas hi a necessidade de tomar um sobre
o qual nos entendamos de uma vez para sempre.

a s —— 5 P
§ 3

32 101 23 4 3

2. Aspeclo aritmélico ds questio.

Isto, 86 por si, nio chega. Se o mdvel, partindo de O,
estd no ponto P ao fim de b segundos, isso equivale a afirmar
que nesse tempo ele percorreu o segmento OF, de medida D,
Seponhamos agora que ele muda o sentido do movimento e
coniinua com a mesma velocidade durante mais trés segundos.
Ao fim desses trés segundos, sle estari no ponto & (fig. 28), a
uma distdncia 2 da origem.

Como obter esse resultado final, a partir dos dois resul-
tados parciais nas duas fases que consideramos no movimento ?
Muito simplesmente: — &4 medida, 5, do segmento percorrido
na primeira fase, subiraimos a medida, 3, do segmento percor-
rido na segunda; o resultado traduz-se pela operacio H—35=2.

Assim, o resnltado final obtém-se por meio de uma sub-
fracgdo. Mas 6 isso sempre possivel ?

3. Dificuldades; como sair delas,

E facil ver que n&o. Suponhamos que o mével, partindo
de O, sempre com a velocidade de wmma unidade por segundo,
segue para s direita durante D segundos, para e retrocede com
a mesma velocidade durante oito segundos. Ao fim desse tempo,
o exame da fig. 28 mostra que ele esti em S', trés unidades &
esquerda de O; mas este resultado ¢ tmpossivel de obter por uma
subtracgdlo, visto que nesta o aditivo, 5, seria menor que o
subtrative, 8.
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Quer dizer — so dosejamos obter, sempre, resultados do
problemas como os pestos acima, femos que nos libertar da tm-
possibilidade da subtracgdo.

. Mais yma vOz nos aparece uma impossibilidade operacional
a hn.nt;a.r as condigdes de resolugio de um problema, a negar o,
possibilidade de dar, em tados os casos, um resnltado mumérico.

Que fazer ? Como dag outras vezes, impde-se a criscio de
Ul NOVe eampo numérico.

A foute da criagio vai ser precisamente a dificuldade en-
contrz_tda; o método da criagiio vai ser o método, ja duas vezes
experimentado com sucesso, da negagdo da negacdo.

4. O conceito de nGmero relalivo,

Em obediéncia a0 que acabamos de dizer, damos a seguinte
definiciio :

Segjam a e b dois nitmeros reais quaisquer: & diferenga
a — b chamaremos nimero relativo, que diremos positivo, nulo ou
negativo, conforme for a>h, a=Dh, a < b.

Se for @ > b o nimero relativo (positive) coincidirs com o
resultado que, nos campos numéricos anteriores, aprendemos a
dete,rmma.r;' ge for a </, o mimero relativo (negativo) tomar-
-86-2 como igual & diferenca & — a, precedida do sinal — {(menos)
Por. exemplo, a difsren¢a 8—5 & o ntmero relative positive 3
a diferenca 5—8 é o nimero relativo regative — 3.

Como se v8, os clementos novos que aparecem no campo
relativo sdo 08 NUmeres negativos ; 0 NUMOTOs Positivos sio o0s
nGmeros reais anteriormente conhecidos, encorporados agora
R0 novo campo com uma gualificagio nova. O mesmo acontece
nag construgdes anteriores: quando se criow o campa racional,
08 numeros naturzis entraram nels com todas as snas proprie-
dadeg de ndmeros naturais o adquiriram propriedades novas de
113]:3.9&0E resultantes da sua nova qualificacio como nrimeros
racionais. Por exemplo, o nimero naturel 2 segue imediata-
mente o nimere natural 1 e precede imediatamente o nimero
nofural 3; mas o nimero racional 2 ndo segue imediatamente
0 mhmero racionel 1, nem precede imediataments o nimero
racional 3; entre 2 @ 1, como entre 2 e 3, ha umsa infinidade
de niimeros racionats,

.
L
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O mesmo acontece quando o8 nimeros racionais 840 eNCOr-
porados no campo real —adguirem propriedades novas de re-
i)

lagio. Por exemplo, o mimere racional g eo namero racional

3, combinados pela operagio de radiciagie, condnzem & impos-
sibilidade ne eampo racional & a possibilidade no campo real.

Na vida social, as coisas nio se passam de medo diferente.
Um homem tem propriedades diferentes conforme o eampo,
o agregado, em gque se considera. O homem como membro da
sua familia, da sua fregaesia, do sen pais, on da humanidade,
é bioldgicamente o mesmo, mas socialmente diferente. As suas
propriedades variam conforme o agregado que se considere.

Por exemplo, uma dessas propriedades —a elegibilidade
para certos cargos piiblicos —nio tem existéncia guande o
homem é considerado como membro da sua familia, e surge
apenas quando ¢ tomado como membro duma nacionalidade.

5. Quslidades de um ser. Nomeros relativos e absolutos.

Ao conjunto de relacdes em que um determinado ser se
encontra com og outros seres dum agregade chamaremos as
qualidades desse ser.

Pelo que acabamos de ver, as qualidades dum ger depen-
dem de meio em que ole 8o considera imerse — & agragade novo,
qualidades novas dos seres que o compdem, O nimero 2 tem umas
qualidades como membro do campo racional e outras como
membro do campo real; tem agora outras como membro do
campo relativo.

Pode haver necessidade de espacificar gue um nimero real
a & considerado independentemente das suas gqualidades no
campo relativo — o numero « serd dito, entio, um ndmero
absoluic.

Para distingnir o nimero absolato ¢ do mimere pesitive
gue, no campo relativo, dele resulia pela nova gualificagfo,
representa-se este por + «; a diz-se, entio, o valor absoluto ou
o médulo do + a; andlogamente, o nimero absolute o diz-se o
médulo ou o valor absolufo do nimero negativo — e; para in-

COXCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA 99

dicar o valor absoluto de um ntmero, encerra-se esse nimero
entre dois tracos verticais, de mode que se tem sempre

1) [+al=|—a]=q.

4. O conjunto dos nimeros relslivos e o conjunto dos
pontos ds rects,

Vamos por, em relagio ao campo real relativo, 0 mesmo
problema que pusemos em relacio ao campo real absoluto — na-
tureza da correspondéncia entre os seus elementos o 08 pontos
da recta. Que se passa? A definicio dada no parigrafo 4 e o
exame da fig. 28 mostram-nos imediatamente o seguints: dada
a recta orientada, isto 6, a recta em que se tomon um ponto
O para origem e dois sentidos opostos — de G para a direita,
ou sentido positivo, e de O para a esquerda, ou sentido negativo
—hé uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos sens
pontos e o conjunto dos nimeros relativos —a todo o ponto &
direita de O corresponde um ntimero real positivo, e recipro-
camente ; a fodo o ponto & esquerda de O, um nimere real ne-
gativo, o reciprocamente; ao préprio O corresponde o nlimero
ZeTr0.

D.esta modo, todo o segmento OF tem, gualguer que seJa
a posigdo de P om relagio a O, uma medida; essa medida 6
bositiva so P estd & direita, e negativa se esth & esquerda de O,
A ignaldade
2) OP=a-u
passa, assim, a ter significado wniversal, qualquer que seja a
posigio de P na recta orientada; ao nimero a chama-ge, em

qualquer hipatese, medida algébrica do segmento OP.

7. Ordenacgio.

Uma vez definide o campo relativo, é preciso proceder ao
estudo das suas propriedades estruturais. Comecemos pela
ordenacdo,

Dados dois nimeros reais relativos a e , aos quais cor-
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respondem biunivocamente os pontos P e @, diz-se que é a > b,
a=>0 on a<b conforme P esti & direita de @, P coincide com
Q, ou P esti 3 esquerda de

Peas Poaso Feaso (. Na fig. 29 estio indicados
ranin S i Y SR trés casos de posicdo relativa
P @ P 04 0 P com dois nameros relativos a

fig. 29 e b em que |a}>|b|; mostra-

-nos ela que:
1.°—de dois nimeros positivos, é maior o que tiver maior
valor abscluto;
2.° — qualgquer nimero positivo é maior que qualguer nimero
negativo ;
3.°— de dois ndmeros negativos, & maior o que tiver menor
valor absoluto,

Quanto A igualdade, da defini¢io dada acima resulta que
dois nimeros relativos sfio iguais sempre que tém ¢ mesmo
valor absolnto o o mesmo sinal; um mesmo ntmero relative
pode, portanto, ser definide por uma infinidade de diferencas
P — g de niimeros reais — exige-se apenas gue niio varie o sinal
nem o valor absoluto da diferenca, Por exemplo, o namero
— 3 pode ser definido pelas diferencgas 20 —23, 15--18, 14,
0—3 efe., em geral pels diferenca a— (a4 3) onde a é um
nhmero real qualquer (zero inclusive).

Isto tem importincia porque, dade um namero negativo
p—¢, qualquer, se pode escrever, chamando » 4 diferenga g—p:

3) p—q=0—r=—r
portanto, fodo o ntimero negatlivo pode ser considerado como uma

diferencga em que o aditivo é zero ¢ o subtractivo é o numero real
tgual ac seu modulo.

8. Operacées.

As operacdes sobro numeros relativos definem-se por ox-
tencio imediata das operagdes com o mesmo nome estudadas
1n¢ eampo real. Procurara manter-se, tanto quanto possivel, o
conjunto de leis operatérias e atender-se-a, nos resultados, i
definicio dada no pardg. 4 deste eapitulo. Os resultados novos,
quando aparecerem, serio sempre consequdneias destes critérios.
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Por exemplo, quanto & adicdo e subtracgdo, sera [cap. 1,
parig. 18 e 22, pags. 17 e 21]:

(P~ +(r—8)=p—q+r—s=p+r—q—s=(p+r)—{g+9)
(P—9)—(—9)=p—g—r+e=pte—g—r=(p+s—(¢1+7)
donde facilmente se tiram as regras praticas de calculo, utili-
zando, quando algum dos dados seja negativo, a observacio
feita no final do paragrafo anterior.

Em particular, tem-se a+(—b)=a+g0—b)=a+0—b=a-—
—bja—(—d)=a—(0-b)=a+b—-0=a+b, isto é, somar um ni-
mero negative equivale a subtrair o nimero positivo com o mesmo
médulo ; subtratr um nitmero negativo equivale o somar o ndmero
positive com o mesmo midulo.

No campo relative, as duas operagbes aparecem-nos assim
unificadas numa sb, que se chama adigio algébrica.

Quanto i multiplicacdo, tem-se [cap. 1, parig. 18, 19 & 22,
pags. 17, 18 o 21]:

(p—9) r—8)=p-(r—8)—q-(r—s8)=pr— ps—(gr— g3)
=€r—ps—-gr+qs=pr+qs—ps—qr
= (pr + g8) —(ps + gqr).

Em particular, tem-se

(fo (+h=a-0B-Q=rtas
9 T ;5:23:%:26:0 2o
(—a)-(—2)=(0—a -(O—b%r_—-i-a-b

igualdades que contém a conhecida regra dos sinais.

A diviso define-se como habitualmente — inversa da mul-
tiplicaglio — o para ela valo uma regra dos sinais semelhante i
da multiplicagio.

A potenciacdo (que, para expoentes fracciondrios, abrange
a radiciagiio) exige um estudo um powco mais demorado. Se o
expoente é um nimero real absoluto, ou, no novo campo, um
nmere positivo, servem as mesmas definigdes com os resultados
agora ampliados : por exemplo, da regra dos sinais resulta que,
fe o expoente ¢ inteire e a base positiva, a poténeia é positiva,
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masg que, 3¢ a base ¢ negativa, ha que atender & paridade do
expoente — §6 0 expoents & par, a potdncia é positiva, se 0 ex-
poente & {mpar, a poténcia é negativa — o que se resumse nas
ignaldades

3) (daf=+ar,(—a)=-+a%, (—altl= — g1,
Em particalar, é
6) (+1):;=+1’(_1)2k=+1’(_1)23:4.1:_1.

Se o expoente é negativo, hi que dar uma definicio nova;
o critério §, como sempre, a manutengiio das leis formais [cap.
1.% pardg. 28 pag. 26]. Faz-se 0 seguinte raciocinio : seja qual
for o valor que a-" venha a ter, queremos que sobre esta potdneia
88 Opere COMmMO 8¢ 0pora ho campo real; em particular, deve ser
portante @ a7 =a" (-0 =a7-7=q® . Mas [cap. 1.° parag. 29,
pag. 27] a esta poténcia foraos ja levados 2 atribuir o significado
a®=1, logo deve ser a” - a~"=1, donde

7) & = 1

ai‘

@ 6 esta a definigio que adoptamos : por exemplo, serd

3
1 Y 1 1 1
2 ., (—4 = —
T (=4

¢ Vg Vou

9. Desopareceram todas as impossibilidades operatdrias$

Verifichmos no 1.° capitelo que, em nimsros naturais, sio
em geral impossiveis as operagdes inversas —subtracgdo, divisio
e radiciagio (). Nos capitulos seguintes vimos cair, uma a uma,

() E logaritmagio. Poremos de parte, por enquanto, o estude desta
operacio.
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eszas impossibilidades—a da divisio no campo racional, a da
radiciagio no campo real, a da subtraccio agora no campo rela-
tivo. Parece-nos por consequéncia que eliminimos todas as impos-
sibilidades e, deste ponto de vista, o trabalho do generalizagdes
progressivas a que temos procedido adquire uma alta significagéio.
Estamos, porém, na situaciio do caminheiro que, apés longa
jornada, vé gibitamente alongar-s¢ o caminho com uma volta
inesperada, escondida numa dobra do terreno. As impossibili-
dades cairam ums & ama, mas, com a introdu¢ie do campo
rolativo, surgin uma nova! Procaremes, com efeits, levar
a0 fim a determina¢io da paténcia que sacima definimos
3

(—4) " =

= A que ¢ igual ¥ — 64 ? Por definiglio, serd
¢ ndmero x tal que x? == —64 ; ora, da regra dos sinais, deduzida
no pardgrafo anterior, resulta que o guadrado de gqualquer
nimeio real relativo é sempre positivo ; logo, nilo existe a raiz
procurada.

Da.se o mesmo sempre que, o indice do radical sendo par,
o radicande é negativo ; com efeito, ™y — ¢ seria aquele nimero
@ tal que 2?*=—¢, o nio existe namero & qus satiefaga a esta
igualdade-—quer x s¢ja positivo, quer sgja negalive, a polincia
x°c ¢ sempre positiva [parag. 8, formula 5, pig. 102].

Estamos, portanto, em face duma nova impossibilidade.

O estudo completo da radiciagdo, que o leitor fard sem
dificuldade, & loz das definicdes dadas, leva aos resultados
segnintes :

indice par —duas raizes, uma positiva oulra negaliva
Radicandp pogitivo

indice {mpar — wama raiz, positive

indice par— nenhuma rofs
Radicande negative

A

{ndice impar—uma raiz, negativa.

A parts o aspecto pouco harmonicso que este quadro tem,
ele apresenta-nos uma negaciio de existéncia, que possivelmente
caugara embaracos,
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O leitor, familiarizado com o processo de generalizagio
que até aqui tem visto operar, pensars imediatamente que essa
dificuldade pode dar origem a wm novo campe numeérico que e
obterd por negacdo dessa negacito. Isto é evidentemente reali-
zavel mas, antes de o fazer, ponhamos a pergunta:— vale a
pena ? haverd porventura problemas cuja plena resolucio exija
a ultrapassagem da negac¢do mencionada ?

Nio estamos, por enguanto, em condigdes de responder
devidamente a esta pergunta: fi-lo-emos na segunda parte desta
obra. La veremos que existem tais problemas e que eles exigem,
de facto, a passagem a wm campo numérico mais geral.

2.° PARTE. FUNCOES



Capitulo |. Estudo matemético das leis
nalurais.

1.°—Ciéncia e lei natural.

1. Objecto da Ciéncia.

No capitulo IV da 1.? parte (pag. 64 e seg.) vimos como o
homem, na soa necessidade de luter contra a Natureza e no sen
desejo de a dominar, foi levado, naturalmente, & observagiio ¢
estudo dos fendmenos, procurande descobrir as suas causas e o
seu encadeamento.

Os resultados désse estudo, lentamente adqniridos e acumu-
lados, vio constituindo o que, no decarso dos séculos da vida
consciente da Humanidade, se pode designar pelo nome de
Ciéncia. O conhecimento cientifico distingue-se, portanto, do
conhecimento vulgar ou primdrio, no facto essencial seguinte :
este satisfaz-se com o resultado imediato do fendmeno —uma
pedra abandonada no ar, cai; uma leve pena de ave, aban-
donada no ar, paira ou sobe—; aquele faz a pergunta porqus?
8 procura uma resposta que d6 uma explicacio aceitivel pelo
10880 entendimento.

O objectivo final da Ciéneia ¢, portanto, a formagio de um
quadre ordenado e explicative dos fenémenos naturais (*),—
fenémenos do mundo figico e do mundo hmmano, individual
© social.

(1) No pardg. %, pdg. 119, se enconira a nogio de fendmeno naiural,
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2. Exigéncias.

Duas sdo as exigéncine fundamentais a gue esse guadro
explicativo deve satisfazer :

1.*— Exigéncie de compalibilidade. As razdes sio as que
demos no parag. 5 do cap. III (1.* parte, pag. 48)— obediéncia
ao principio de acordo da razdo consigo prépria.

22— Exigéncia de acordo com a realidade. Os homens
pedem & Ciéneia que lhes forneca um meio, nie 86 de conhecer,
mas de prever fenémenos—quanto maior for a possibilidade de
previsic, maior serd o dominio déles sobre a Natureza; quem
sabe prever sabe melhor defender-se e, além disso, pode
provocar a repetigiio, para seu uso, dos fendmenos natarais. A
Cigncia deve ser considerada, acimsz de tudo, como um ‘nstry-
mento forjado peloe homens, instramento active de penetragdo no
desconhecido.

E evidente que, se as previsdes fornecidas pelo quadro
explicativo ndo forem confirmadas pela realidade, &sse quadro
pode satisfazer altaments a primeira exigéneia, mas nunca
podera ser o instrumente de que 0s homens necessitam.

Entendamo-nos bem. A Ciéneia nio tem, nem pode ter,
como ohjectivo descrever a realidade fal como ela . Aquilo &
que ela aspira é a construir quadros racionais de interpretagdo
e previsdo ; a logitimidade do tais quadros dura enquanto durar
o seu acérdo com os resultados da observacio e da experi-
mentagio.

Em penhum momento, o homem de ciéncia pode dizer que
atengin a esséncia uliima da realidade; o mais que pode desejar
é dar uwma descrigio, uma imagem, que satisfaga as duas exi-
génciag fundamentais,

A Histéria da Ciéneia esta choia de exemplos de renovacio
& substituicio de quadros explicativos, tornados insuficientes por
deixarem de satisiazer & segunda exigéncia; a todo o momento,
a actividade te¢rica {(construgiic de quadros) e a actividade
priatica (observagio e experimentagio) estio, néo 56 colabo-
rando, mas em acgdo-reciproca, que faz que nenhum esquema
interpretativo esteja isento da substfncia real que o alimenta,
que nenhuma experiéncia esteja desacompanhada da actividade
racional que a inspira e orienta.
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E é esta acclo-reciproca, tantas vezes desconhecida on
desdenhada por certos homens de ciéncia e certos filsofos, que
vai a todo o momento tecendo a Cigneia, fazendo dela esse
maravilkoso instramento humano, instrumento de luta, sempre
incompleto, constantemente aperfeigoado.

3. As duas caracteristicas fundamentais.

A Realidade que a inteligénecia dos homens se esforga por
compreender, o Mundo, no sea sentido mais largo, apresenta-se
com duas caracteristicas essenciais :

1.* — Interdependéncia. Todas as coisas estdo relacio-
nadas amas com as outras; o Mundo, toda esta Kealidade
em que estamos mergulhados, é um organismo vive, uno, eajos
compartimentos comunicam & participam, todos, da vida uns
dos outros.

Olhemos, por exemplo, coisa tio simpleg como o cresci-
mento duma pequena ervs hum campo, € examinemos, com
cnidado, as coisas de que depende: temos, em primeire lngar,
a constitnigio geologica do solo, & quantidade de calor recebida
do Sol, ete., coisas que nio podem perceber-se desligadas da
gitoagio da Terra no sistema solar, e déste no Universo; 6 por
consequéncia, todo o problema cosmolégico. Em segundo lugar,
sobre o crescimenio da pequena planta influem as condigbes
climatéricas da regido, e estas dependem de toda a complexi-
dade de fenémenos atmosféricos e marinhos, actividade das
manchas solares, etc.. Temos, ainda, a accdo exercida pelos
outros organismos vegetais e animais—ha, préximo da pequena
erva, outras plantas? quais? e animais? de que natureza?
concorrendo para a sua destruigio ou para a sua conservagio ?
é a regiio habitada pelo homem? se 6, que interesse tem ele
pela pequenina planta ? que animais cria ele que & possam preja-
diear ou favorecer ? porqué? que condicdes de fertilidade pro-
porciona ele ao solo? gue regime de cultura exeree? porqué ?
quais 830 as condigbes de trabalho da regifio ?

Como se vé, uma vez oxaminada a questio com mm pouco
de cuidado, comegam a aparecer as dependéncias, a ligar-se os
problemas ; —problema cosmoldgico, problema fisico, problema
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econdmico, problema social, tocam-se e entrelagam-se no mais
intime detalhe do organismo universal.

2%~ Flugneia. O Mundo esti em permanente evolucho;
todas as coisas, & todo o momento, se transformam, tudo flue,
tndo devém. Isto, que ¢ a afirmac¢io fundamental do filésofo Hera-
clite do Efeso {1.* parte, pig. 67 e seg.) foi, posteriormente,
reconhecido por grandes pensadores e pode ser verificado por
qualquer de nés, seja qual for aguele objecto em que fixemos a
nossa atenciio. Pois ndo é verdade que tado estd sugeito a uma
mesma lei de nascimento, vida & morte, que, por sua vez, vai
originar outros nascimentos ?

Isio & evidente para os séres do mundo animal; é-0 ainda
para os do mundo vegetal, mas parece falso para os objectos
do mundo mineral.

No entanto, basta observar com atencio, tomando o recuo
convenisnte; notar como atd as coisas mails estiveis se alteram
com 0 tempo: como o ferro envelhece com a ferrugem, como a
rocha se desagrega e se torna areia, como as préprias montanhas
madam de forms pels erosio, como o¢ rios mudam do leifo, as
margens dos continentes ganham e perdem em luta com o mar.
Tudo esth numa permanents agifagiio e, por graus insensiveis,
evolucionando de forma que a Terra n#o 6, neste instante, a
mesma que era ha momentos, e sera daqui a uns momentos
diferente da que é agora. De tal modo que nem a propria frase
<0 que 6 sgorar tem significado real; — durante o tempo que
ela levou a pronunciar, ou & eserever, o processo de evolucio
actuou ¢ a Terra transformou-se. E evolucionando assim,
ela participa ainda doutra evoluciio mais larga; girando em
torno do Sol, ela entra na vida de outre organismo—o sistema
solar——com a sua evolugio prépria qua condiciona a de cada
um dos seus componsntes. I assim, do mesmo modo, de gran
em grau de complexidade e de extensiio; do sistema solar 3
Via Lactea, desta ao Universo, considerade come conjunto de
ilhas galacticas.

Do modo que, do extremo superior ao inferior da escala, do
movimento prodigioso de expansdo do Universo, ao movimento,
nio menes prodigioso, das particulas constituintes do Atomo,—
tndo flue, tado devém, tudo é, a todo o momento, uma
cotsa nova.
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Este principio do permanente rejuvenescimento tem preo-
cupado os pensadores de todos os tempos e provocado as atitudes
mais contraditdrias.

Uns, aceifando-o como um dado real, uma caracteristica
fundamental da Natureza, fazem dele a base de partida do seu
esforco na compreensdc do real. Outros, aterrorizados pelo
sentimento de instabilidade que ele provoca, instabilidade gue
nada poupa, do mundo fisico ao mundo social, reagem, pro-
curando substituir 0 mundo real do devir, por wm mundo artifieial
de permanéncia.

A Historia do Pensamento estd cheia desia luta gigantesca,
luta de que traghmos, no cap. IV da 1.2 Parte, um dos primeiros
episddios.

Niio é objecto doste livrinho a descrigfio completa das fases
posteriores dessa luta, mas a ela teremos que nos referir ainda
para esclarecimenio de certos problemas.

Por agora, vamos segnir o fio dos raciocines que se ligam
a0 objecto directo deste capitulo:—o estndo matemitico das
leis natarais.

4. Dificuldades.

Comecemos por observar que as duas caracteristicas fon-
damentais que aponidmos—:interdgpendencia o fluéncia—nos
colocam em sérios embaragos ao pretendermos empreender o
estudo de qualquer facto natoral.

Se tudo depende de tudo, como fixar a nossa atengio num
objecto particnlar de estudo ? temos que estudar tudo ao mesmo
tempo ? mas qual € o cérebro que o pode fazer?

. Por ontro lado, se taudo devém, como encontrar, no mundo
movente da fludneia, os factos, os seres, os proprios objectos
do nosso estudo ?

Veremos, no decorrer deste trabalho, como os homens de
cidneia conseguiram enconirar of métodos de investigagio que
permitem fazer o estudo da realidade fluente.

Agora, vamos ocupar-nos do primeiro grupo de perguntas :
—auas referentes 4 interdependéncia,
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5. Nogdo de isolado.

Na impossibilidade de abragar, num unico golpe, a totali-
dade do Universo, o ohservador (') recorta, destaca, dessa
totalidade, um conjunto de séres e factos, abstraindo de todos
0s oufros que com eles estio relacionados.

A um tal conjunte daremos o nome de ¢solado; wn esoladoe
8, portanto, uma secgdo da realidade, nela recortada arbitraria-
mente. £ claro que o préprio facto de tomar um isolado com-
ports um érro inicial— afastamento de todo o resto da realidade
ambiente,—#8rro que necessiriamente se vai reflectir nos resul-
tados do estudo. Mas ¢ do bom-senso do observador recortar o
seu d2olado de estudo, de modo a compreender nele todos os
factores dominantes, isto 6, todos aqueles cuja acgéio de inter-
dependéncia influi sensivelmente no fenémeno a estudar. Da que
nem sempre isso se consegue, a histéria da Cidncia e a vida de
todos os dias oferecem miiltiplos exemplos. Quantas vezes, na
observacio de um corto fendémeno ou no decurso duma dada
acgiio, surge um facto inesperado. Que quere dizer —inesperado?
Que o isolado nio fora convenientemente determinado, gue um
factor dominante estava ignorado e se revela agora. Seri pre-
ciso acrogeentar que no aparecimento do tnesperado reside um
dos motivos principais do progresso no conhecimento da rea-
lidade, porque, obrigando a uma melhor determinagiio do isolado,
exige um mais cuidadoso exame das condi¢Bes iniciais ?

Muitas vezes, o estudo encaminha-se do modo que ha
necessidade de tomar um isolado como elemento constitutivo de
um ouire mais largo.

Por exemplo, apos ter tomado como isolado cada um dos
orgios duma arvore e estudado a sua fisiologia particular, cons-
titni-se um Zsolado superior-—-arvore e terreno—no qual se
estudara a vida fisioldgica da arvore. Por sua vez, a arvore
pode ser tomada como uma unidade dum novo solado mais largo
—uma floresta,— a flora duma certa regido, ete. Quers dizer,

(1) Entendsremos aqui o térmo observador num sentido mmite Jargo:
todo agmele — homem de cidneia, agrienltor, literato — que, owm dado
momento, empreende um esfudo qualquer.
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para a recomposicio dum certo compartimento da Realidade, é
necessario eonstantemente construir cadeias, e a cada elo da
cadeia corresponde um nivel de isolado.

6> Nocgdo de qualidade,

No cap. VI da 1.* Parte (pig. 98) tivemos jao ocasido de
definir o counceito de qualidade, 0 que fizemos da maneira
seguinte : cao conjunto de relagdes em que um determinado ser
ge encontra com o0s outros séres dum agregado, chamaremos as
qualidades desse sers.

Temos agora que dar maior precisiiv a esse conceito,
porque ele importa grandemente para o que vai seguir-se.

Sejam A e B dois componentes dum isolado ; entre eles
existom relacdes de interdependéneia. Consideremos uma dessas
relacdes; nela podemos distinguir dois sentidos: um de A4 para
B, o outro de B para A; diremos, do primeiro sentido, que tem
antecedente A e consequente B, do segundo, que tem aniecedente
B e consequente A; distingui-los-emos respectivamente pelas
notacgbes : sentido de relacdo A—DB e sentido de relacdo B~ A.

Por exemplo, suponhamos gue A e B siio duas espécies
animaig, das quais B se alimenta de A. Nesta relacio, o sentido
A— B implica para o consequente B uma fonte de conservagdo,
e o sontido B-+4 implica para o consequenie A uma fonte de
destruigdo,

A relaglio é uma, simplesmente os seus dois sentidos tém
significados distintos para os respectives consequentes.

Pode acontecer que os dois sentidos duma mesma relagéo
tenham o mesmo significado ; diremos entlio que se trata duma
relagdo stmétrica.

Por exemplo: de acordo com a loi de gravitacko de Newton,
entre dois corpos c e ¢, de maseas m e m', desenvolve-se uma
forga atractiva cuja intensidade é proporcional ao prodato
m . m'; aqui, 08 dois sentidos ¢—»¢' @ ¢'-+¢ tém 0 mesmo signi-
ficado-—desenvolvimento duma acedio atractiva.

Definicdo de qualidade:— Sejam A, B,..-L componentes dum
fsolado ; ao coniundo de todus as relages A-B,...A-L
da-se 0 nome de qualidades de A em relagiio a B,-. L,
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Desta definigiic resultam algumas consequéncias impor-
jantes :

1.2~ Dados dais objectos 4 e B, entre eles existem sempre
relagdes de interdependéncia; a cada uma delas corresponde uma
qualidade de A em relagie a B, ¢ uma qualidade de B em
relacio a A; so a relagio f6r simétrica, cada uma das duas
qualidades que dela resultam diz-se também simétrica. Por
exemplo, a qualidade atractiva existente entre duas massas
quaisquer m & m' é simétrica; & também simétrica a qualidade
de equivaléncia enire dois eonjuntos (1.* Parte, cap. I, parig.
8 e l4).

2.)°—Nio se pode falar de qualidades intrinsecas dum ser
ou obhjecto, de qualidades que residam no objecio-em-si. As
quelidades sio relagies orientadas; se o5 consequentes mudam,
mundam as relagdes. Por exemplo, uma falha de amoreira tem,
para a arvore, a gualidade de ser um érgio de respiragio, para
o bicho de seda, a de ser um meio de nutrigio, para o homsm,
a de ser verde, de poder servir de meio econémico, etc.

3.°— I indispensivel que o leitor se familiarize com a ideia
de plasticidade o fluéncia da nogio de qualidade, que se compe-
netre bem desta verdade fundamental—a dsolade nove, quali-
dades novas. b preciso sempre, quando se consideram as quali-
dades dum ser, pensar no isolade a que ele pertence, pensar no
sew contexio; 86 em relagiio ao contexto é que as qualidades
tém significado.

Assim como ha niveis de isolado (parig. 5), assim hi
também niveis de qualidade ; o leitor tem algans exemplos no cap.
VI, 1.2 Parte (pag. 97), e com facilidade encontra muitos outros.

7. Nog¢sdo de quantidade.

Ha qualidades que nio sio suseeptiveis de admitir grans
diferentes de intensidade, isto 6, qualidades a respeito daa quais
se nio podem fazer juizos de mais que, maior, menos que, menor.

Por exemplo, uma circunferéncia nio € mais nem menos
cireular que outra ; duas rectas dum plano, em geomsetria eueli-
deana, n%o podem ser mais ou menos paralelas —ou sio paralelas
ou sio concorrentes.

Do mesmo moedo, dados dois movimentos gue, em relagio
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a um sistema de referéncia, siio rectilineos e uniformes, nio se
pode dizer de um deles que & mais ou menos rectilineo e
uniforme que ¢ Outro. .

Para outras qualidades, porém, o caso passa-se de maneira
diferente ; vejamos doig exemPlos: o

Exemple a) Joio, Anténio e Manuel sio trés individuos a
respeito dos gquais, pelo conhecimento que temos do seu com-
portamento em situagdes gemelhantes{, conmderm_noa J ollo como
mais corajose que Anténio e Antdnio eomo mais corajoso que
Manuel. A qualidade coragem, que Jodo, Antduio e Manuel tom
em relacio & nés, observadores, admite graduagdes de intensidade,
as quais Tespeilam a tramsitividade, —se temos Joio como mais
corajoso que Antonio e Antonio como mais corajoso que Manuel,
temos evidentemente Jodo como mais corajoso que Manugl.

Exemplo b) Consideremos um corpo ¢ em movimento e seja
v a sua velocidade em cada ponto da trajectéria (*). Esta gaali-
dade—velocidade do mével c—é susceptivel de intensificaglo,
de aumentar ou diminuir, como toda a gente sabe.

Pois bem,—daquelas qualidades, como as dos exemplos o) e
b), a respeito das quais se podem fazer os jufzos de mais que,
MENO8 Gque, MATOr que, menor que, diremos que admitem variagdo
sequndo a quantidade. _ ‘

A quantidade apareco-nog, assim, como wm afribuic da
qualidade e é sempre neste sentido que usaremos o térmo neste
livrinho. Na linguagem corrente sle é por vezes tomado como
gindnimo de nimere;—quando se diz: uma grando quaniidade
de pessoas, quer significar-se: um grande nimero de pessoas.

Na linguagem ecientifica e filosofica, o térmo quantidade é
empregado, muitas vezes, com sentidos diferentes. Arisidieles
definiu quantidade eomo «aquilo que é divisivel em dois ou mais
elementos integrantes, dos quaig cada um &, por natureza, uma
coisa unza e determinada» (%), ]

Frequentemente, {oma-se guantidade como «aguilo que &

{1} 86 na 3.* Parte serd definido com rigor o que se entende por velo-
cidade num ponto; para a compreensio de que se diz aqui, basta, porem, a
nogie intuitiva que toda a gente tem do slgmfm:;dc) duma frase como esta:
—90 combdio passou pela gare de X a 70 km. 4 hora.

(%) Metafisica a 18, 1020 a.
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objecto de medida» ou, pelo menos, aquilo que, por natureza,
admite ser medido, ainda que se pic possa representi-lo efec-
tivamente por um nimero ().

O sentido que usaremos aqui e que acima estabelecemos 6,
come o leitor v&, difereunte.

Consideramos a quantidade como um aéribuio da qualidade
e nio como um objecio ; nem sequer exigimos que haja possibi-
lidade de medir para falarmos em quantidade. No exemplo 5), &
quantidade (da velocidade) pode ser medida; tem sentido o
falar-se duma velocidade dupla, tripla, de cutra; mas no exemplo
@) ndo se di isso—a qualidade coragem admite nma variacio
segundo & gquantidade, mas essa variagio niio é traduzivel em
numeros ; tem sentido o dizer-se que Jodo é mais corajoso que
Anténio mas nio que a coragem de Jodo é dupla da de Anténic.

De resto, o poder ou nio traduzir-se em nimeros uma
variagiio de quantidade 6 uma questio que depende, acima de
tado, do grau de conhecimento momentineo dos homsens; nio
¢, de modo nenhum, uma questdo que possa pér-se em absoluto.
Q progresso das ci@ncias de observagio permite em certa altara
medir 0 que antes se sabia apenas que variava segundo a
gquantidade.

O que & necessario para que se possa medir wuma variacdo
de quantidade ? ({)—Que cada estado possa ser obtido, por
adigio, a partir de outros estados, & que essa adigio seja
comutativa e associativa(?). Tomando entio um desses estados,
convenientemente escolhido, para unidade, a medichio faz-se
comparando cada estado com aquéle que se tomou como wni-
dade; veja o leitor o que dissemos a pag. 29 e seg. (1.* Parte)
a propdsito da wmedicho de segmentos e interprete-o dentro
destes elementos tedricos gorais que estamos agora apre-
sentando.

Como imediatamente se verifice, a possihilidade de medi¢io
existe, no estado actnal do nosse conhecimento, no caszo do
exemplo b} o nfio existe no do exemplo a).

Em resumo, a quantidade ¢ um atributo da qualidade e,

(1} Vocabuldrie filosdfice de 4. Lalande, artige Quantitd.
{*} V. Pierre Duhem, La Théorie Physigue, pag. 163.
¥} 1.2 Parte, cap. 1, pag. 17-18,
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como tal, 26 em relacdo a ela pode ser considerada. A questio
de saber se a variagho de quantidade 6 ou nio susceptivel de
medida nfio tem significado absoluto mas apepas significado
higtérico ;—num dade momento, em determinado estado de
avanco das ciéncias da Natureza, pode aprender-se a medir o
que até ai era impossivel.

8. Transformagao da quantidade em qualidade.

Aos homens interessa, como atris dissemos, {parig. 1),
constroir um gquadro explicativo dos fendmenos naturais. Em
que consiste ?

Tomemos um certo isolado de estudo ; arrastado na fludn-
cia do todas as coisas, ele transforma-se — eada um dos seus
componentes devém a todo o instante uma coisa nova. Alteran-
do-se constantemente os elementos constitutivos, alteram-se as
suas relacdes, isto &, as suas qualidades, e o iselado aparecs a
todo o momento com qualidades novas.

Rigorosamente, deveriamos dizer que a cada momento
temos um ¢solado nove, mas, pelo mesmo acto arbitrario gque
nos levon jA a recortd-lo do seio da Realidade (acto justificado
pela necessidade o comodidade de estado), diremos que o iso-
lado evoluciona e que os diferentes estados observados corres-
pondem, nio a isolados novos, mas a diferentes fases de evolugio
do isolado inicial. Este modo de ver é, naturalmente, condicio-
nado e limitado pela prépria natureza da evolugio — pode chegar
uma certa altura em que o isclado apresente qualidades de tal
modo diferentes que nfio haja vantagem ou possibilidade de o
considerar o mesmo, Vai aqui muito de bom-senso do ubser-
vador & das convenidncias do sen estudo.

O aparecimento de qualidades novas no decurso da evolugio
de um isolado, ou swa transformagio noutro com estrutura
qualitativa diferents, pte em evidéncia a ligagio intima,
JA acima assinalada, entre os conceitos de qualidade e guan-
tidade.

Consideremos um corpo em queda livre no ar: por exemplo,
uma pedra abandonada sem velocidade inicial no alto duma
torre. Mostra a observagio que o movimento da pedra é, a
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principio, uniformemente acelerado(!) mas que a resisténcia do
ar exerce sGbre ela uma acgdo de freio cada vez mais intensa,
de medo que, a certa altura, o movimento se torna uniforme,
isto é, a velocidade nio aumenta mais, eonserva-se constante,
(Seja dito de passagem que é devido a isto que se torna pos-
sivel 0 uso de paraquedistas na guerra moderna).

Analisemos este facto & luz dos principios que temos
vindo a expor.

Temos um igsolado — Terra-pedra —no gnal existem, enire
outras, estas duas qualidades: a) movimento acelerado da pedra
em relacio A Terra, por virtnde da accio da gravidade; b) resis-
téncia do ar opoudo-se & queda, A gquantidade do cada uma
destas qualidades varia durante a queda, o essas qualidades sio
tais que o anmentar da quantidade de resisténcia do ar provoca
a diminuicdo da quantidade de velocidade de queda; pode, por-
tanto, dizer-se que a intensificacio da quantidade da resisténcia
do ar contraria a qualidade movimenio acelerado. Chega um mao-
mento — é a experiéncia que ¢ mostra — em que s intensificaghio
da quantidade de resisténcia do ar atinge um gran tal que o
movimento deixa de ser acelerado para passar a ser uniforme;
dai em diante, a velocidads, que vinha a aumentar cada vez
menvs, passa & ser constante. Nesse momento, a qualidade
movimento acelerado desapareceu e surgia outra - movimento
uniforme.

Vé-se, portantn, como s intensificaqio duma quantidade,
que contraria uma qualidade estrutural dum isolado, pode chegar
a destruir essa qualidade e a fazer surgir uma qualidade nova.
E’ com esse significado que e fala na transformagdo da quan-
tidade em gualidade. O ponto (empregando aqui o térmo ponto
como indicativo dum conjunto de condiglies) em gue essa trans-
formagdo se da, chama-se ponto critico da evolugdo do isolado.

A vida quotidiana oferace-nos a todo o momento exemplos
de transformagBes destas. A ebulicho da aguoa, o rompimento
duma membrana ou chapa a que se faz suportar um péso eres-
cente, para nio falar j& da multidic de fenémenos que a historia

(} Movimento em que a velocidade ¢ erescente o proporcional ao
tempo; se a queda sa realizasse no viceuo, a ralagdo entre a velocidade e o
tempo seria v=9.81.7, (¢ medido em segundos, » em metros).
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nos apresenta — formacgho o dissolugic de agregados politicos,
ete., — sio fendémenos nos quais em dado momento foi atingido
o ponlo critico em que a quantidade se transformou numa
qualidade nova. :

9. No¢do de lei.

A ovolugio dum isolado, chamaremos dagui em diants um
fendmeno natural.

Fendmenos naturais sko, portanto, o movimento dos corpos,
a vaporizagio da dgua sob a acgio do calor, a passagem duma
corrente eléetrica num condutor, s germinacko duma semente,
o exercicio de direitos politicos pelos cidadios, ate.

Em viritnde desta definigiio, explicar wm fendmeno 6 explicar
a evolugio dum isolado.

Essa evoluciio manifesta-se pela alteragiio das qualidades
dos componentes do isolado; logo, explicar um fendmeno é dar
o porqué da alteragdo das qualidades. Mas, esse porquéd como
atingi-lo? Pode o0 homem estar certo de nalgum instante ter
alcangado a esséncie intéma das coisas (para empregar, por um
momento, a linguagem da metafisica)? Tarefa va! Ag coisas
revelam-se-nos pelas suas relagbes connosco —nada mais po-
demos atingir que isso!

O trabalho do cientista 6, portanto, o de observar e des-
crever o8 fendmenos e ordenar os resultados da sua observacio
num gquadre explicativo — construgio intelectual — coerente, o
cujas consequéncias e previsdes sejam confirmadag pela obser-
vagio e experimentacgiio.

A observagio mostra que hi certos fendmenos que apre-
sentam reqularidades, isto é, comportamento idéntico, desde que
as condigdes inicials sejam as mesmas.

A existéncia de regularidades ¢ extremamente importante
porque permite a repeticdo e previsdo, desde que se criem as
condiedes iniciais convenientes; ora, repeiir e prever & fun-
damental para o homem na sua tarefa essencial de dominar a
Naturoza. Toda a téenica se baseia nisso, 8 o leitor que pense
um momento na possibilidade e utilidade dessa téenica na vida
corrento — do um extremo ao outro da aparelbapem téenica,
da enxada ao ciclotrio — verificara sem trabalho gque tal possi-
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bilidade e utilidade se baseiam nestas duas coisas essenciais :
repotir os fondmenos tantas vozes quantas sejam precisas, praver
o8 seus resultados.

Daqui resulta que uma das tarefas mais importantes no
trabalho de investigagio da Natureza & a procura de regulari-
dades dos fendmenos naturais.

Definigdo : — Chamaremos let natural a toda a reguiaridade de
evolucdo dum isolado.

Com esta defini¢gho, e do que anteriormente se disse, fica
estabelecido que o quadro explicativo que os homens procuram
constrair deve assentar sébre leis naturais, e que na sua procura
e ordenacio deve consistir o objectivo essencial da Cibncia,

0. Diferentes tipos de lei.

Estamos de posse do conceito de lei; percebe-se gue, con-
forme a natureza do isolado e da sua evolugio, possa haver
dois tipos fundamentais de lei:

lei qualitativa — aquela que diz respeito a variagio de

qualidade;

lei quantitativa —aquela que diz respeito a variagio de

quantidade,

Que estes dois tipos nio podem ser rigidamente separados
¢ evidente om virtude do que foi dito nos paragrafos 7 e 8; a
utilidade da distingdo estd em que a lot acentua, por vezes, um
on outro aspecto da Realidade. Freguentemente, mesmo, a lei
pte em evidéncia a lizagio intima da qualidade e quantidade,
de modo tal que so ndo pode ciagsifici-Ia em nenhum dos dots
tipos ; diremos entio que se trata duma lei qualitativa-quantita-
tiva {em rigor, todas o sdo).

Vejamos alguns exemplos de leis:

I. — Cada planeta descreve em térno do Sol wma elipse, da
qual o Sol ocupa um dos focos (1.* ler de Kepler)(%).
II. — Para todo o gAs existo uma temperatura, chamada
temperatura critica, acima da gual ele nio pode ser

() Jode Kepler, astrénomo que pode ser considerado como um dos
precurgeres da Astronomis mederna (1571-1630).
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liquefsito ; logo que a temperaturs desga abaixo da tem-
peratara critica, o gas pode liquefazer-se, submetendoe-o
a ama pressic convenients,

III. — Entre dois corpos de massas m e m' desenvolve-se uma
forca atractiva que ¢ directamente proporcional ao pro-
doto das doas massas e inversamente proporcional zo
quadrado da distincia dos dois corpos (lei da gravitagdo
de Newtor)(%).

IV. — Toda a necessidade tende a provocar as reaccdes proprias
a dar-lhe satisfagio (1. ler da psicologia funcional de
Claparéde). '

V. —Para todo o corpo, em queda livre no vicuno, as altaras
de queda sio directamente proporcionais zos quadrados
dos tempos de queda (led da queda dos graves).

Destas cinco leis naturais, a primeira e quarta podem ser
eonsideradas como leis qualitativas, a terceira e quinta como
leis quantitativas, com as restriches que acima pusemos & classi-
ficagio. Quanto & segunda, ela fornece ¢ tipo gque chamémos
lei qualitativa-quantitativa — a manutencio da qualidade estado
gasose estd dependents do variagdes quantitativas de pressio e
temperatara, ® o objectivo da lel é, precisamente, acentuar essa
ligachio, determinando as condigBes sob as quais a quantidade
{de pressio) se pode transformar em qualidade nova (estado
liquido).

11, Primado ds qualidade ou da quantidade 2

A Realidade existe, independente da nessa vontade. Mer-
gulhados na flugncia universal e tendo necessidade, para fins
humanos, de a explicar, lancamos, sébre ela, toda uma teia de
leis — regularidades dos fendmenos tais como se nos revelam.

A toneslidade geral dessas leis, o tipo dominante delas, é
qualitativo ou quantitativo? A qual dos dois damos o primado
para a explicag@o? A historia da Ciéneia d4 a esta pergunta
uma resposta nitida — & medida que a Realidade se vai conhe-
cendo melhor, o primado tende a periencer ao tipv quantitativo.

() Isaac Newton (1642-1727), fisico e matematico, uma das figuras
deminantes da Ciéneia moderna.
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Nio ¢ que a Cignela, no sen avango, tenda a por de parte
a qualidade, e isso seria, mesmo, absurdo, uma vez que as qua-
lidades traduzem as relacdes de interdependéncia dos séres uns
com 08 outros (pardg. 6), e a interdependincia é, precisamente,
uma das caracteristicas essenciais da Realidade {pardg. 3). Mas a
Ciéncia Dio se ocupz apenas de descrever, empreende a tarefs
de explicar e, nesta, hé um facto que se impte com forga cada
vez Malor — para ebier a explicaglto das variagdes de qualidade
ki que aprofundar o estudo das variacdes de quantidade.

A segunda lei que demos como exemplo no paragrafo 10
oferece-nos uma ilustraciio flagrante disto. Durante muito tempo,
as ﬁmcgs Ddo encontravam explicagiio para o facto seguinte:
— & maioria dos gases podia liquefazer-se por um aumento con-
veniente de pressio, mas outros, denominados entio gases refrac-
tirios ou permanentes (oxigénio, hidrogénio, azoto e alguns
oniros), suportuvam as majores pressdes sem se liguefazerem.
S6 em 1863, Andrews mostrou a existdncia, para cada gis, de uma
temperatura critica, acima da qual nido se podia obter a lique-
facgﬁlq. Ora, dava-se a circunstincia de que, para o3 gases de
que ja se obtivera a liquefacciio, essa temperatura era relativa-
mente alta (157° para o anidrido sulfureso, por exemplo), 8, por
@sse motivo, 4s temperaturas a que normalmente se operava
estav'atp criadas as condigbes de liquefacgio. Para os gases re-
fractirios, porém, a temperatura critica 6 extremaments bajxa
(— 119° para oxigénio, — 147° para o azoto, — 240° para o hidro-
gémo) e, portanto, 86 abaixo dessas temperaturas eles podem ser
liquefeitos por aumento de pressio. V8 o leitor como 86 uma va-
riagio de guantidade (temperatura) permitin dar uma explicagdo
do fenémeno — alteragio de qualidade — até af misterioso ?

Exemplos como este oferece-nos a histéria da Ciéneia em
abundancia.

Mas ha mais. ..

12. O perigo do verbalismo.

E tio ficil por um nome a uma coisa! arranjar um rétulo,
para encobrir a nossa ignorincia! E tio generalizada a ten-
déncia, em eertas épocas histdricas, para elevar os rétulos a
categoria de explicacio!
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O fisico francés Pierre Duhem, referindo-se, no seu belo
livro 4 teoria fisica, 4 querela entre os cientistas de espirito
moderno do Eenascimento e os¢ fildsofos tradicionais da Esco-
lastica, diz: «Aquilo de que os fildsofos do Kenascimento acusavam,
acima de tudo, os fildsofos escoldsticos era de inventarem wma
qualidade nove cada vez gue um fenbmeno novo lhes chamava a
atengdo ; de atridbutrem a uma virtude particular cada efeito que
nde itmham nem estudado nem analisade; de imaginarem que
tinham dado uma explicagdo onde se tinham limitado a por wm
nome e de transformarem assim a Ciéncia num caldo pretensioso
e initidy.

E d& um exemplo célebre de explicagdo... verbalista:
w4 luz, ou antes, a fluminacdo é um movimento luminar de raios
compastos de corpos luminosos que enclzem 0& corpos transparentes
e que 8do movidos luminarmente por oulros carpos luminasosy (1).

Esta o leitor vendo 7 Mas ha mais. ..

13. Um exemplo célebre,

O fendémeno do movimente dos corpos foi daqueles que pri-
meiro atrairam as atengdes dos pensadores, como dissemos no
cap. IV da 1. Parte; 14 mostrimos como &sse problema esteve
Intimamente ligado 4 evolugiio da Matemitica o da Filosofia na
Grécia classica. Apontamos também, embora ao de lave, como
circunstineias determinadas, principalmente de caracter politico
e social, indnziram na cidneia groga posterior ae séoulo 1v a. (.
¢ horror do movimento ().

Quer isto dizer que ele foi posto totalmente de parte? De
maodo nenhum! Procurou-se dar dele uma explicagio que o re-
logasse para o musen das mimias 8 o tornasse conseqnentemente
inofensivo, embora existente. E como ha sempre num filésofo para
cada tarefa, por mais retorsa e macabra, esse filosofo surgiu,
na pessoa de Arisidieles.

Aristételes, que aliAs conseguiu realizagbes interessantes
em alguns dominios do pensamento, dea do movimento uma de-

1) Duma carta dirigida a Paseal pelo jesnita Padre Noil, antigo pro-
fessor de Descartes no colégio de la Fléche.
) V. o cap. IV desta Parte.
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fini¢do e uma teoria qualitativa tilo subtis (1) que conseguin tor-
na-las totalmente incompreensiveis a este pobre ente — o homem
de-todos-os-dias e de-todos-os-lugares — que, com trabalbo e
sangue, muito sofrimento e algumas alegrias, um pouco de ca-
pacidade de entendimento e grande dose de ilusio, vai encon-
trando, s apalpadelas, o seu caminho nesta maravilhosa Reali-
dade de trevas e luz em que esta mergulhado.

S6 duma coisa parece ter-se esquecido Aristsicles — de
observar o movimento! O que foi origem dum perealgo do valto
— afirmar (Fisica, livio IV 216 a) que «a experiéncia mosira
que 08 corpos, cyja forga ¢ maior, seja em péso, seja em ligeireza,
todt'zs as outras condigles iguais quanio ds figuras, atravessam
mais depressa um espago igual e na proporgdo que as grandezas
(p2eo ou ligeireza) tem entre s, afirmagio que equivale a esta
— 08 corpos cagim com velocidades proporcionnis aos pesos — e
que a Fisica experimental mais tarde havia de desmentir
totalmente (?).

14. Primado de explicagso quanlitativa,

O leitor pode ver, pelos exemplos que apresentamos, como
¢ grande o perigo de deslisar no abuso da explicacio qualitativa.
Os construtores da Cidncia moderna, do Renascimento em di-
ante, apercebendo-se désse perigo, deram rumo novo i barca
da Ciéneia, dedicando-se i observagdo e experimentagdo, pro-
curando medir, tentando explicar por variagdes de quantidade,
tecendo uma tein de leis quantitativas,

( novo rumo da barca da Ciéncia esta cheio de triunfos. No
cap.IV desta Parte trataremos mais demoradamente deste assunto,
mas queremaos dar, desde j4, um exemplo frisante. A 1. let de Ke-
pler (parig. 10) é uma lei qualitativa ; pois muito bem : essa loi o ag
outrag duas leis de Kepler (estas quantitativas) estio englobadas,
como se demonstra sem grande dificnldade, na lei da gravitacio de
Newton (parag. 10, IIT), que é o tipo perfeito da lei quantitativa (%),

Ei) YVidé Figica de Aristdteles, livro II1.
) Por obra de Galifeo (1564-1642), o fandader da Fisica moderna ¢
¢ verdadeiro injciader do método experimental em Cidncia.

() Essa demonstragiio ¢ uma parte da obra de Newion, Principios
moteniticos do filosofia natural, um dos maiores monumentos cientificos de
todog o8 tempos.
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Por toda a parte, em todos os ramos do conhecimento, hi
esta tendéncia para o quantitativo, para a medida(!), de modo
tal que pode afirmar-se que o estado propriamente cientifico do
eada ramo g6 comeca quando nele se introduz a medida e o es-
tado da varjagio quantitativa como explicagio da evolugio
qualitativa. & o quo estd acontecendo nos nossos dias a uma
cidncia em formagio — a Psicologia — e a uma ontra que des-
ponta—sa Sociologia; ambas se estho emancipando da descrigiio
verbal e procurando atingir, lentamente, a idade da adolescéneia
cientifica.

Com o significado e as restricdes referidos no comego do
parag. 10, podemos portanto falar, plenamente, no primado da
lei quantitativa no seio da Ciéncia Moderna.

2.°— Conceito de fungdo.

15. Intervencio da Matematica.

Na 1.2 Parte viu-se, em varios exemplos, como os coneeitos
matométicos surgem, uma vez que sejam postos problemas de
interésse capital, pratico ou tedrico: —é o ndmero natural,
surgindo da necessidade da contagem, o nimero racional, da
da medida, o nimero real, para assegurar a compatibilidade 16gica
de aquisicdes diferentes.

natural, portanto, esperar que, de coisa tio importante para
o entendimento e explicagio da Realidade como 6 a lei quanti-
lativa, surja também o conceito matematico proprio para o seu
estado ; esperar aqui, ainda, que a necessidade crie o instrumento.
Asgim acontece de facto.

O leitor, instruido pelos exemplos anteriores, nio esperara,
decerto, que esse instrumento tenha saido dum jacto, pronto
e acabado; quo aos cientistas se tenha apresentado a questio
asaim : — temos aqui uma multidio de leis guantitativas, vamos
eriar o instrumento préprio de estudo. Muito longe disso ! Deu-se
uma gestagio lenta em que necessidade e instramento inter-actu-

(1} Inclusivé na Geometria, é1:15\1.-5\. ex\ylicar as formas das figoras (coisa
essencialmente qualitativa). Vidé eap. IV.
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aram, ajudando-se e esclarecendo-se mitzamente. No cap. IV
veremos alguma coisa sobre as condigdes histéricas dessa ges-
tacio e evolugio; as paginas que seguem contém apenas nm
esquema de como a questio pode ser vista hoje,

16. Surge o instrumento matemalico,

Suponhameos que temos que estudar uma variagio de quan-
tidade ; seja, para fixar idéias, a variaghio quantitativa de espago
@ tempo no fendmeno da queds dos graves no vicuo. Suponha-
mos realizadas as condigdes fisicas necessarias — o isolado
conveniente — o procuremos a regularidade do fendémeno: a lef
quanititativa. Que fazemos ? Medimos as alturas de queds em in-
tervalos de tempo iguais, ¢ estndamos depois a variagio dessas
alturas de queda : é claro que, quanto mais pequenos forem os in-
tervalos de tempo em que fazemos as medigdes, melhor se conhe-
cord a variagio. Suponhamos que se fizeram as medigdes de
segundo em segundo e gue se encontraram o0s valores seguintes :

tempos (em segundos) 0O 1 2 3 4 5 ...
espagos(em metros) C 49 196 44,1 784 1225 ...

Nio 4, evidentemente, nesta simples tabela que se encontra
toda a regularidade, a lef quantifaiiva ; mas ela di uma primeira
idéia dessa lei. Em que consiste, no fundo, esta tabela ? Em duas
sucessdes, dois conjuntos, de nimeres — o dos fempos, que re-
presentaremos por conjunto ¢, e os dos espagos, que represen-
taremos por cenjunto ¢ — postos em correspondéncia wm com
o outro, corresponddncia essa da qual podemos afirmar que é
untvoea (') no sentido de t para e, visto que nio podemos, evi-
dentemente, conceber um movimento de queda em que, a0 fim
dum certo tempo, 0 masmo eorpo tenha percorride dois espagos
diferentes. Onde estA a lei quantitativa de que aquela tabela
nos 44 apenas uma primeira aproximagio? — A lei esti na
forma como essa correspondéncia do conjunto ! ao conjunto e
se realiza; se a correspondéncia mudar, mudario os conse-
quentes — aqul 08 @spacos — mudari, por consequéncia, a va-
riagho, mudara a lei. '

(1) V. 1.2 Parte, cap. I, pdgs. Te 8.
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Lntio em que consiste, afinal, a lei? — Na forma de cor-
respondéneia dos dois conjuntos. Se, por conseqnéncia, queremos
estndar leiz quantitativas, temos que criar um instrumento mate-
mdtico cuja esséncin seja a correspondéncia de dois conjuntos.

Esta o leitor notando gue novamente nos aparece, no seio
desta questfio vitsl para a Ciéncia, aquele maravilhoso instru-
mento da correspondéncia que nos surgin logo no conceifo de
nimero nateral ¢ nio mais nos abandonou ao longo de toda a
1.* Parte? Como tudo isto, afinal, 6 simples!

17. Nocao de variavel.

Fstamos de posse da idéia fundamental do iostrumenio a
criar; de que se trata agora & de, com o0s materiais colbidos,
fazer a montagem do instrumento e aperfeigoa-lo.

O instrumento consiste na correspondéncia de dois con-
juntog de niimeros; a primeira coisa a fazer, para o tornar
facilmente manejavel, é arranjar uma representacfio simbodlica
para os conjuntos; de contrrio, teriamos sempre que estar
pegados a tabelas de resumltados particulares e ndo obteriamos
a generalidade conveniente.

Essa representacio simbdlica consegue-se introduzindo o
conceito de varidvel, o que se faz da forma seguninte: Seja (E)
um conjunto gualquer de ndmeros, conjunto finito ou infinito,
couvencionemos representar qualquer dos seus elementes por
um simbolo, por ex.: w. A este simbolo, representative de qual-
quer dos elementos do conjunto (B), chamamos varidvel.

Qoando dizemos, por exemplo: seja (E) o conjunto dos
nameros reais do intervalo ((,1), e seja & a sua varidvel, que
qreremos significar ? Que o simbolo 2, sem coincidir ndividual-
mente com nenhum dos nidmeres reaiz desse intervalo, é sus-
coptivel de os representar a todes; é, afinal, o simbolo da vida
colectiva do conjunto, vida essa que se nutre da vida individual
de cada um dos seus membros, mas ndo se reduz o ela.

A varidvel é, portanto, uma eutidade que, dizendo respeite
a um nivel (') de isolado — o conjunto — saperior ao de nimero,
¢, ela propria, de uma natareza superior. Isto é perfeitamente

(Y V. parig. 5, pag. 112.
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compreensivel dentro do quadro geral de ideias que esbogimos
nos primeiros pardgrafos deste capitulo; no entanto, o caricter
contraditério do conceito —a variivel é e ndo ¢ cada um dos
elementos do conjunto — deu origem a que a sua introdugiio na
Ciéncia seja relativamente recente. Pelo seu earacter essencial
~-gintese do ser ¢ ndo ser —ela sai fora daquele quadro de
ideias que quer ver na Realidade uma permanéncia o irrompe
ligada 4 corrento de pensamento que, expressa ou tacitamente,
vé na fluéncia a primeira das suas caracteristicas.

Uma varidvel é o gque for determinado pelo conjunto numé-
rica que ela representa — a sua substdneia, 0 seu domindo, como
dagui em diante diremos.

Dois casos particularmente importantes s30 agueles em que:

a) O dominio é o conjunto dos nimeros reais compreendidos
entre dois niimeros reais a ¢ b dados, ou, como correntemente
86 diz: o conjunto dos mimeros reais do intervalo (a, b); a va-
riavel o diz-se entfio varidvel real continua ('), on simplesmente
varidvel real,

8) O dominio é o conjunto infinito dos nimeros naturais
1, 2, 3,...; utilizaremos, neste caso, o simbolo » e designaremos
& variavel por varidvel inieira.

De um outro caso muito importante falaremos adiante
(cap. III, parag. 22).

18. Nog¢do de funcdo.

Veltemos ao exemplo do paragrafo 18; a lei da queda dos
graves consiste na correspondéncia do comjunto dos tempos
(antecedentss) ao conjunto dos espagos ; estamos agora em con-
di¢des de criar o instramento mateméitico cuja essdncia seja essa
correspondéneia. Seja ¢ a varidvel do conjunto dos tempos e ¢
a varidvel do conjunto dos espagos; a lei consiste na existéncia
duma dada correspondéncia entre ¢ e ¢, correspondéncia de que
sabemos que é univoca no sentido t - e. Diremos gue a wvari-
dvel ¢ 6 fung¢lo da varidvel t, e escreveremos simbdlicamente
e=f(1); & varidvel f, antecedente da correspondéncia, chama-

(1) Porque o conjante dos nimeror raais € ¢ equivalente aritmético do
continue geométirico. Vidé 1.2 Parte, pdg. 87 e seg.
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remos varidvel independente; & varidvel ¢ chamaremos varuvel
dependente.

Asgim, o conceito de fungdo apsrece-nos, no campo mate-
mitico, como o instrmmento préprio para o estudo de leis.

Repare bem o leitor em que, quande nés dizemos que
¢ = f(t), dizemos mais qualquer coisa do gue o que esti na
tabela ‘do paragrafo 16; nesta, estio apenas indicados alguns
pares de valores da correspondéncia, ao passo que na afirmagio
e=Ff gt) ests implicado que a qualquer valor de ¢ corresponde
um valor (e um sd) de e. Por aqui pode comegar a ver-se ja a
férea latente quo este novo instrumento traz em el .

Vamos resumir e fixar o que esta dito numa definigho,
que nos reportaremos dagui em diante.

Definigo : — Sejam x ¢ y duas varidveis representativas de con-
juntos de mimeros; diz-se que ¥ ¢ fungdo de X e escreve-se

1) y=1{(x)

a8 entre as duas varidvels exisle uma correspondéncia univoca
no sentide x — y. A x chama-se varidvel independente, a
y varidvel dependente.

Para indicar que y 6 fun¢do de x, usaremos tamhém escre-
ver simplesmente y(x); para representar aquele valor 6 de ¥
que corresponde a nm valor particular a de x, escreve-se b=
= f (a) ou b=y (a), conforme se usou a representacio ¥ ==

~F (@) ou y (@)
19. Modos de definig3o.

Encarando agors o conceito de fungio do ponto de viste
propriamente matemitico, pondo de parte a origem concreta do
conceito, pbe-se a questio seguinte: como se estabolece a cor-
respondéncia da varidvel independente para a dependente ¥ por
que maneira podemos determinar qual o valor & de ¥ que corres-
ponde ao valor a de «? por cutras palavras, como se define

9
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cada fungido particular y (x)? como se di, em cada caso, a lei
da correspondéncia (1.2 Parte, cap. I, pardg 6, pig. 7)? Vamos
ver quo ha varias maneiras de o fazer,

20. Definigdo analitica.

Consiste este modo de definigiic em dar um conjunto de
operagles de modo tal que, por meio delas, se possa fazer cor-
rosponder a cada valor a de # um valor & de y. Demos, por
exemplo, a igualdade '

2) y=4,9.2%

Efectuando as operacdes indicadas no segnndo membro,
vemos que esta igualdade faz efectivamente corresponder a cada
valor de @ um valor de y; por exemplo, a 2=1-+y=4,9, a

2=0-ry=19,6, 8 w=3y=44,1, a w=%-y=1,225, otc.

Portanto, a expressio analitica do segundo membro de
2) define uma fungio ¥ ().

Como o leitor ficilmente verifica, essa expressiio analitica
permite construir a tabela do parigrafo 16 e, além disso, dé
a possibilidade de obter o valor de y correspondente a qualquer
outro valor real de .

Dado, por exemplo, & & o valor a=%y ela d4-nos paray o

2
valor 4=4,9- (g) =11,025; pois muito bem, deniro do grau
de aproximagio que as medidas comportam, é 11,025 m. a

altura ds queda de um grave no vacuo, durante —Z— segundoa.

E como isto se da para quaisquer valores de x (representando
tempos) ¢ o8 correspondentes valores de y (representando espa-
gos), diremos que a igualdade 2) é a traducdo anclitica ou a lef
matemdtica do fendmeno da queda dos grares no vdcuo.

Temos assim uma cadeia: lei gnantitativa—func¢io—sua
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defini¢dio analitica, cadeia em que esth sintetizada a conexfo da
Matematica com as ciéncias da Natnreza.

Repare bem o leitor: o coneeito de fungdo niio se confunde
com o de expressdo analitica ;—esta é apenas um modo de
estabelecer a correspondéncia das duas varidveis. Por outras
palavras, pode dizer-se que uma igualdade como 2), em que
figura y igualado a uma expressdo analitica em 2, contém uma
lei matematwca ligando as duas variaveis; essa lei matemitica
define a corresponddncia que existe entre zr e y o faz, portanto,
que y seja fuugiio de @, A lei matematica constitui, portanto, o
terreno de que a funcio se vai nutrir, Mas, na definicho que
demos {parig. 18), nido estd dito que sejs éste o knico terrenc
em que a fungio possa enraizar, & ji vamos ver que hi outro
nio menos proprie. Tudo iste nes leva a concluir que nido
devemos confundir fungdo com expressdo analitica; e, no
entanto, estas duas ideias andam constantemente confunrdidas
na linguagem e na escrita dos matematicos! O leitor 86 muito
raramente encontrara, na pena dum matematico, uma frase como
esta—seja a funglio y (), cuja defini¢io analitiea é y=4,9 x*;
o matemitico escreverd mais simplesmente — seja a funciio
y=4,9 22

Erro! dira o leitor. Sim, érro; mas seja o leitor indulgente
para com o matemitico. 0 matemético é um ser humano, com
os mesmos defeitos ¢ as mesmas limitagdes dos outros séres
hamanos., Um désses defeitos & a indoléncia que o faz sacrificar
& rotina; houve wm tempo—vai para século e meio on dois
séculos —em que a nogio de fungio, ainda nHo suficientements
depnrada, se assimilava inteiramente & do expressio analitica;
de entdo para ci, ficou a maneira de dizer, que nio corres-
ponde hoje ao estado de evolugio do conceito.

Yamos agora mostrar como se pode eatisfazer 4 definigio
do pardgrafo 18 sem falar em expressdes analiticas.

21. Sistemas de referéncia,

No que vai seguir-se, tratar-se-i de inferprelaclo geowmé-
trica de conjuntos de nitmeros. Eista ideia pdo 6 nova para o leitor;
na 1.* Parte idémos demoradaments com ela e foi até désse
lidar que sale & construcio do conjunto de nimeros reais.
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Que fizemos ? Tomamos um sistema de referéncia, muito
simples, constituide {fiz. 30) por uma recta em gque, a partir
dum ponto O, arbitrario, denominado origem, se tomam dois
gentidog : um eonvencionado positivo, de () para a direita, outro
negative de O pars a esquerda; a rocta assim orientade chama-se

eizo. Tomado ainda, arbi-

— = . trariamente, um segmento
A A OF como unidade, o con-
Fig. 50 junto dos nimercs reais

relatives pode poér-se em
correspondéncia binnivoca com o conjunto dos pontos da recta,
para 0 que basta fazer corresponder a cada wimero real a
aquéle ponto finico A, para a direita de O se a é positivo, para
a esquerda se & negative, tal que o comprimento do segmento

04 seja |a|. Abreviadamente pode dizer-se—faz-se corresponder

a a aqudle ponto tnico A tal que a medida algébrica de QA
seja a. Reciprocamente, a todo o ponto 4 faz-se corresponder
aguele mimero relativo que, com a mesma unidade OFP, é igual
i medida algébrica de OA; assim se assegura, como sabemos,
a biunivocidade da correspondédncia.

Agora, porém, o problema é um pouco mais complicado—
temos nio $6 que interpretar simultdneamente dois conjuntos
do mimeros mas, ainda, arranjar maneira de, nessa interpretacio,
podermos representar também a correspondéncia das suas
varidveis respectivas. Isse consegne-se, duma maneira sim-
ples ('}, com um sistema de referéncin denominado cariesinno
por ter sido usado pela primeira vez por René Descartes (¥)
(em latim Cartesius) na primeira metade do sée. XVIL.

22. O sistema cartesiano de referéncia.

Consiste ele no seguinte. Sejam no plano, (fig. 31) duas
rectas concorrentes que, por comodidade, se tomam perpendi-
culares entre si, e orientadas como a figura indica— uma vez

1) Entre outras, porque b4 putres sistemsas de referéncia.

‘8 Matemdtice e, principalmente, filosdfe (1596-1850). A sua obra
filosdfica mareas uma era na historia da Tilosofia. Da sua importincia na
Matemdtica falaremos adiante.
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orientado o e¢dro Ox como na fig. 30, toms-se para sentido positivo
do outro eixo aquele sentide tal que o semi-eixo positivo O
g8 pode levar i coincidéneia com o semi-eixo positive Oy por
gma rotacdo de 90° feita no aen-
tido déireete ou positéve (contrario
a0 sentido do movimento dog pon-
teiros dum relégio).

Pasto isto, nés podemos tomar v\iou
cada am dos eixos para cada uma
das varidveis — sobre o5 eixo Owx -
interpretamos geomotricamente
aqudle conjunte de nimeros reais
que é o dominio da varidvel a,
sobre o eixo Oy aquele conjunto
de nfimeros reais que é o dominio
de ». As duas variiveis aparecem-nos Fig. 31
asgim representadas, ou interpreta-
das, independentemente uma da outra, s nés podemos, além
disso, utilizar o plano definido pelos dois eixos para fazer
construgdes geométricas que definam correspondéncias entre
as daas variaveis, iste &, construgdes que definam fungdes
¥ (). Como ?

rip

23. Defini¢ao geométrica duma fungdo.

Seja (fig. 32) nm sistema de referBacia cartesiano e uma
curva () que ndo sgja cortada om mais de um ponto por uma
paralela ao eixo Oy.

Essa curva permite definir ama funcio y{(x), para o que
basta fazer o segninte:

Seja P um ponto qualquer da curva o tiremos, por ele,
perpendiculares aos eixos, as quais og encontram nos pontos A
o B; sejam a o b o8 nimeros reais (relativos) iguais, respecti-
vamente, 45 medidas algébricas de 04 e OB. Suponbhamos feita
uma constragio aniloga para cada ponto da curva e fagcamos
corresponder a cada nimero @ o nimerc b obtido pela cons-
truciio indicada. Fica assim definida uma correspondéncia do
conjunto dos aa—variivel x—ao conjunto dos bb—variavel y—
fica, portanto, definida wma fungio ¥ ().
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Trata-se, de facto, dama fongio no sentide da definicao do
paradgrafo 18, visto que, como impusemos & curva a condigio
de 86 ser cortada num ponto por
cada paralela ao eixo Uy, a cor-
respondéncia é unfvoea no sentido
z-—y: a cada a corresponde ape-
nag mm b,

V6 o leitor que, assim, defi-
nimos uma fungio ¥ (x) tao bem
como no pardg. 20; 13, o ins-
trumento de definigio era uma
expressdo analitice; aqui, é uma
curva. Em cada um dos casos, a
fan¢io nfiio se confunde com o
instrumento que servia para a
definir.

Fig. 32 Esta mesma questdo pode ser

encarada, como vames ver, de nm

outro ponto de vista. Para isso, vamos dar uma naciio prévia,
muite importante—a de coordenadas.

y 4

[ e el T e

Lt 3

24, Caordenadas cartesianas,

Voltemos ao sistema cartesiano do referéncia, definide no
parigrafo 22, o sejam a e b dois nimeros reais, um pertencente
a0 dominio da variivel x, outro ao deminto da variavel y. Mar-
guemos, sobre os eixos respectivos, (fig. 33) os pontos 4 e B
que lhes correspondem, isto é, os pontos A e B 1ais que 53.=a,
0B=5) (medidas algébriras).

Tiremos por A e B perpendiculares aos eixos ¢ seja M o
seu ponto de encontro; ao par (a,d) fagamos corresponder o
ponto M. Como imediataments se verifica pela propria construgio,
esla correspendéncia 6 umivoca no sentido (@, d)—M, isto 4, a
cada par (e, b) corresponde um ponto M e um s6.

Reciprocamente, a cada ponto 3 do plano podemos fazer
corresponder um par (', d') e um 86 ; basta tirar por M per-
pendiculares aos eixos (fig. 83), determinar as medidas algé-
bricaa a' @ &' dos segmentos 04’ e OB, respectivaments, e fazer
corresponder a M’ o par de ndmeros reais (a',d'),
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Temos assim, por uma construgio geomdtrica simples, a
ossibilidade de estabelecer uma correspondéncia bualvoca
&,‘ Parte, pigs. 8-0) entre par de ndmeros reais e ponfo do
plano. Esta correspondéncia generaliza imediatamente aquela
que na 1.* Parte, (phg. 99) foi estabelecida entre a vecta ©
o conjunto dos nimeros reais p
{relativos), L4, mosiros-se -
que @ cada ponto da recta e SR O
corresponde wm nimero real, lll
¢ reciprocamente; agora vé-88 : B\ e o mm o M0D)
que @ cada ponto do plaro | N
corresponde wmn par de nime- ) !
rog reais, & reciprocamenie. H X
Daqui em diante, chamare- A q Al
mos 808 numeros (&, b) Fig. 33
as coordenadus cariesianas ; o
do ponto M, a abscissa e b ordenada ; ao conjunto dos dois eixos
(sintema cartosiano de reforér cia), eiwos coordenados; 20 0IX0 Oc,
vixo das abscissas; ao eixa Oy, eixo das ofdenm'laa.; 20 ponte O,
origem das coordenadas. Sempre que quisermos indicar gue o
ponto M tem coordenadas (a, b)—abscissa a @ ordenada b—
ascreveremos, como fizemos na fig. 83, M (a , b). '
Pois bem, a construgio que acabamos de fazer permite
encarar sob outro aspecto o problema das relagfes do conceito

de fungdo com o de curva. De que maneira ?

25. Imagem geométrica duma fungado.

Seja y=F () uma fun¢io definida ndo geométricamente —
definida por uma expressio analitica ou pelo pnunciado directo
da correspondéncia entre & @ ¥. func

Seja como for, pelo simples facto de se tratar de uma ungdo
y (x), sabemos que a cada valor @ da varidvel & corresponde
wm valor b de y. O gque dissemos no pardgrafo anterior per-
mite-nos construir {fig. 34) o ponto M (a, ). Feita uma cons-
trugio aniloga para cada par de valores das duas variaveis,
obtemos no plano um conjunto de pontos, ’

A esse copjanto de pontos chs;maremos imagem geomélrica
ou representagio geométrica da fungio y (@).
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Assim, de toda a funcdio, seja qual for 0 modo como é defi-
nida, nés podemos sempre construir nma imagem geométrica, o
essa imagem & um conjunto de pontos do plano.

—Uma curva, dird o leitor apressado.

—Mais devagar. O conceito de curva tem uma largs his-

téria que vale a pena ser contada porque ela foea alguns dos
motives majs intimos da histéria da Ciénein. Contaremos resu-
midamente esga histéria no cap. IV,
&) mas podemos dizer desde ji ao lei-
tor que houve uma altara em que
curva @ imagem geomeétrica duma
funglio se consideraram come sind-
nimos; melbor, em que se tomou
como ideia mais geral de curva o
conjunto de pontos da imagem geo-
x métrica de uma funcio y (x).
Cedo apareceram, porém, as
Fig. 34 dificuldades. Consideremon, por
exemplo, a funcéo assim definida:

L0 py=—1, 2=0-gy=0, 2>0 > py=+1.

Trata-se, de facto, de uma fangho no sentide da definigic dada
no parigrafo 18—o deminio da variivel x é o conjunto de todos
0s nimeros reais; o dominio da variavel ¥ é o conjunto dos
trés nimeros—1, 0,+1, e a correspondéncia z—~y ¢ univoca
(030 o § a sua reciproea,
mas isgo ndo & exigido I
na definigdo). A imagem
geométrica desta funciio . +4
6 constitnida (fig, 35)
pelas duas semi-rectas 0
paralelas ae eixo Ox,
menos os pontos —1 e 4
+1, e pelo ponto O.

Uma semi-recta gque Fig. 35
ndo acaba, outra que nio
comeoca e um ponto entre as duas! I esta figura uma curva no
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sentido intuitive do termo—figura obtida pelo movimento con-

tinuo (') dum ponto ? Néo!

O leitor podera pensar que casos como este s%o de excepeiio
b que, em geral, a imagem geométrica duma fungie coincide com
uma curva, no sentido corrente do t&rmo. Nio & assim, porém.

O que ¢ geral é darem-so casos como o apontado; aguelas
fungdes eujas imagens sio eurvas no gentido corrente, formam,
entre a multidio de todas as fungdes
¥ (x), um agrupamento infimo—s&o elas,
portanto, que constituem a ewcepgdo !

Pois maito bem, é entre estas que
so encontiram as fungdes mais impor-
tantes, pelo menos do ponto de vista
das aplicacdes. E, por exemplo, uma
delas a fungio (j4 nossa conhecida,
parag. 20) de definiciio analitica y—
=49 2, :

Se a representarmos geométrica-
mente, encontraremos a curva da fig, 36,
cnja parte para a direita de Oy pode __
ser considerada como 2 tradugio geo-
métrica da lei da queda dos graves
0o vacuo,

ainda nesse agrupamento {nfimo que se encontram muitas
ontras fungdes cujas definicdes analiticas sio leis mateméticas
de importantes fendmenos natarais.

¥

26. O importante e o excepcional.

Esta ideia—que o mportante se encontra entre o excepeional
—aparece, 4 primeira vista, como um pouco desconcertante. A
visio de um Universo em que o fundamental pare o seu enten-
dimento se ache entre o eweepeional, entre o particular, nio
pode deizar de causar mm profundo sentimento de decepcdo.

Repare, porém, o leitor no seguinte. Dissemos atras que ¢a

(1} Para o entendimento desta frase apela-se apenas para o significado
correnta ds emovimento continuor. A noglie de contionidada hi-de ser estu-
dada mais tarde (3.* Parte).
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Ciéncia ndo tem, nem pode fer, como ohjectivo, descrever a
Realidado tal como ela é» (parag. 2), mas apenas «construir
guadros racionais do interpretaglio e previsior (pardg. 2),
«lancar sobre a Realidade fluente uma teis de leis, regulari-
dades, como elas se nos rovelam, dos fenémenos naturaiss
(parag. 11).

Que guer dizer, dentro deste modo de ver, que o impor-
tanto se enconira entre o excepeional?

Apenas isto:—que o8 instrnmentos que nds criamos (aqui
o conceito de funciio) para a interpretagic da Realidade, vltra-
passam, por vezes, em possibilidades raciorais (nido quer dizer
em adaptagdo & realidade), as necessidades que originaram o
seu aparecimento. A Natureza mosira-nos um sen aspecto, deter-
minado peles qualidades das coisas em relagiio a nds. Forjamos

o instrumento e as malhaz do quadro interpretativo para o
estudo desse aspecto, © a nossa actividade racional ¢ levada em
seguida, pelo principio de extensdo (1. Parte, pag. 9), a tirar
dele todas as consequdncias racionais, todas as possibilidades
16gicas. Que admira que a certa altura desapare¢a o acordo
que oxistia junto da fonte da criagio, e que aquilo que 6 possivel,
para a nossa légica, ndo eucontre a contra-partida de existéncia?
O leitor deve ter sompre presents, a este respeito, estas palavras
de Jean Perrin:

" Toda a noclo acaba por perder a sua utididade, a sua pré-
pria significacdo, & medida que noe afastamos das condigdes
experimentass em que ela teve a sua origem {1).

Adiante teremos nocessidade de voltar a esta ideia. Por
agora, vamos ainda chamar a atencéio do leitor para em aspecto
extremamente interessante dos problemas qne estamos estudando.

27. Leis analiticas e leis geométricas.

Esta adquirido que de toda a funcdo y (x) se pode construir
uma imagem geométrica. Suponhamos que a fun¢iio fora definida
por uma expressic analitica—a imagem geométrica da funcéo &

() Espace el Temps— Actualités Scientifiques et Industrielles, Her-
mann, 1940.
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& tradugiio, no campo geométrico, daquela lei analitica que a
expresedo analitica implica.

Por exemplo, o fenémeno da queda dos graves no vicuo é
regulado, no campo analitico, pelz lei matematica 20, 2) y—4,9 223
é igualmente regulado, no campo geomsétrice, pela curva da fig.
86, visto que, tanto a expressio analitica como & curva definem,
afinal, a mesma funcio y ().

Quer dizer, o conceito de fungio permite estabelecer uma
corresponddncia entre as leis matemiticas e as leis geamétrieas,
entre as expressdes analiticas e os lngares geométricus (conjuntos
de todos os pontos que gozam de uma mesma propriedade).
Para estabolocer essa correspondéncia nfio ha mais que, a cada
ewpressdo analitica, fazer corresponder aquels lugar que define
& mesma fungfio que ela. A expressdo analitica, ou, melhor, &
igualdade y=expressdo analitica chama-se equacdo do lugar que
lho corresponde ; assim: y=4,9-2® é a equaciio da curva da fig. 36.

28. A grande unificagio.

~ Veja bem o leitor o que hi de importante nests nova relagiio
—tradugdo de leis analiticas em leis geométricas.

Em primeiro lugar, o facte de se obter assim uma unificagio
dos dois campos— geométrico ¢ analitico—qus, durante perto de
vinte séculos, se tinham considerado separados em comparti-
mentor estangues.

_ Nesta unificagiio, realizada de ha trés séculos para cé,
reside um dos factos mais draméticos, mais importantes e mais
profundos da histéria do Conhecimento; ne ecapitulo IV nos
oceparemos déle com um pouco mais de vagar.

Em segundo lugar, o facto de ser o prépric conceito de
fungdo, mstramento de estudo das correspondéncias, que vai
agora servir de elemento definidor dessa nova correspondéncia,
de motfive de unificacita dos dois campos.

Estd o leitor vendo a potencialidade extraordiniria deste
conceito ? Neste livrinbo niio podemos mais que levantar uma
ponta do véu sobre o dominio encantado das possibilidades que
ele nos oferece.

0 que faremos nos capitulos seguintes, em duas ligeiras
excursdes—uma pelo dominio da Téeniea, outra pelo da Histéria.



Capitulo Il. Pequena digressdo técnica.

1.~ Observagdes preliminares.

1. Ums questdo prévia.

Neste capitnlo, encontraremos algnmas fungbes definidas
por igualdades em que figuram oxpressdes analiticas que envol-
vem ag variaveis. O leitor deve recordar-se do que dissemos no
paragrafo 20 do cap. I sobre a distinglo entre os conceitos de
funciio e expressic analitica. Para quem tenha sempre presente
essa distinglo, nfio ha inconveniente em usar a linguagem abre-
viada a que l1a se faz referéncia. Fica, portanto, entendido,
duma vez para sempre, que todas as vozes que dissermos, por
exemplo: «seja a fungio y=2°4-1» entendemos: «seja a funcio
¥ () cuja definigdo analitica & y==a341>».

2. DefinicBes explicita e implicita,

Acontece is vezes que a expressio analitica gue define a
func¢io ndo envolve apenas a varidvel independente, comoe no
exemplo acima, mas sim as dmas, mam certo conjunto de
operacgded. -

Seja, por exemplo, a igualdade

1) 2y —1=0.

Pola primeira propriedade da adigdo {1.* Parte, pig. 18),
pode escrever-se 2ey—1+1=0+1 ou seja 2wy=1. Dagui, pela
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primeira propriedade da muliiplicag@e (1. Parte, pag. 19),

obtém-se, muitiplicando ambes os membros por —> 2y - 2—-=
T a

1 . . .
==’ 01 seja {pelas propriedades comutativa e associativa da
xr

rl

i 2 -

maltiplicacio), ».{2x. —}—-> = 1. E como 2. Qi =1e
# - 1=y, tem-ge finalmente y=—2}-—‘
Hi

Esta nova igualdade estabelece uma correspondéncia entre
as duas variiveis, univoca no sentido 2-»y; ela define, portanto,
y como fancio de .

Todas as vezes que uma fungio y (=) seja definida como
neste exemplo [ignaldade 1)], diremos que ela & definida Zmpli-
citamente on que ¢ uma funcdo implicita; por contraposicio,
diremos que uma fungiio é explicita guando for definida como
no exemplo do paragrafo 1. '

O que distingue, portanto, as duas formas de definiciio é ¢
facto de o conjunto “niciul de operacBes recair ab sobre a
varidvel independente (defini¢io explicita) ou sobre as duas
(definicdo implicita). Quando se consegue fazer (o que nem
sempre ¢ possivel? ('} o que fizemos neste exemplo, isto &, tirar
da primeira jgualdade outra em que as operagles recaem sé
sobre a variavel independente, diz-se que se explicitou a funcio.

3. O conjunto das leis operaidrias,

Neste exemplo e no anterior, fizemos certas operactes
sobre as variaveis ; pode perguntar-se: que operacdes sdo legi-
timas? Qual é a aparelbagem operatéria de gue podemos dispor ?

A esto respeito observemos o seguinte. As varidveis com
que temos de trabalhar sio simbolos representativos de conjuntos
de nimeros ; por consequéncia, elas hiio-de possuir aquelas pro-
priedades operatérias que os seug domirnios lhes determinarem.

() A definicio émplicita duma fungdo ¢ wais delicada do que a empli-
nita e levanta problemas que nio podem ser tratades aqui.
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Suponhamos, por oxemplo, gue x, y, 2, sio trés variavels reais
{cap. I, parag. 17}; que significado tom a operacio 21 y? Este:
—que a qualguer nimero do dominio de & se adicionon qualquer
nimero do dominio de y; ora, a adigio de dois nimeros goza
da propriedade comutativa (1. Parte, pig. 18), portanto, em
geral, 6 x+y=y+=2. Por um raciocinio analogo, verificamos
que x+(y+z)=(x +p)+= o(y+z)=xy+az, otc., lsto é, as ope-
ragles sobre as varidvels gozam do conjunto de leis operatdm'as
que na 1. Parte esiabelecemos para o2 nimeros.

Esta observagio tem uma importincia enorms porque nos
coloca, de um golpe, numa sitnagio vantajosa—transporta, para
¢ limiar do estudo das fungdes, uma bagagem de instrumentos
de valor inapreciivel, e com a qnal ji estamos familiarizados.

2.°— Algumas fungBes importantes.

4. Polinémios inteiros.

Chama-se polindmio inteiro em = a toda a expressdo ana-
litica da forma

2) PE)=axt ot a2+ 0

onde ap,as, - &, denominados coeficientes do polindmio, sho
nimeros reais (*) quaisquer, o n, chamade grau do polinémio, &
um niimero infetro e pusitiva. Sie, por consequéncia, polinomios

LI 1
=il — —1
1/ 3
o primeiro de grau 4, o segundo de gran 3; mas jAnio o é a
expressao y=a"2+x*+ 1, visto aparecer nela o expoente nega-
tivo —2.

Como se v8, 0 que caracteriza o polinémio § o facto de as
operagdes gue ineidem sobre a varidvel & serem apenas —adigéo
algébrica, multiplicagio, potenciagio de expoente inteiro e posi-
tive (que é um produto).

inteiros as expressdes y=—2z*4+5x*—1,y=y2 .84+ —=

() Vide generalizacfio, no parig. 22 do cap. IIL
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Mas iato niio basta; é preciso acrescentar que essas operages
sgjam em nitmero finito, o que estd implicito na igualdade 2). 86
mais tarde (') poderemos dizer qual a necessidade e importéncia
desta observacio.

O nome polmdmzo tnieiro usa-se Iindistintamente para
designar a expressio analitica 2) e a func¢3o definida pela
igualdade

3} y= P(2).
A toda a igualdade da forma
4) P(m)=aom"+ala:““+---+aﬁ_1;r:+a,,=0,

obtida igualando um polinémio inteiro a zero, chama-se uma
equagio algébrica; o gran do polindémio diz-se greu da equagio.
- Por exemplo:

5) 02+ 11z —6=0

é uma equagio algébrica de grau 3.
A todo o numero a que, posto em lugar de a, transforma a
equacio numa identidade, isto é, tal que

8) Pla)=0

chama-se uma raiz da equagio 4) ou um zero do polinémio 2).
A eqoagiio D) tem as raizes 1, 2, 3, visto que 1— ﬁ-f-ll—
—6 02“62"4—1126824—]—2.‘260.?)s 3+
+11.3-6=27-54+83—6=0.
Adiante, no cap. III, nos ccuparemoe de algnmas das pro-
priedades das equacdes algébricas.

5. Fungdes racionais.

Déa-se este nome a toda a fang¢io cuja definicio analitica
pode reduzir-se ao cociente de dois polinémios inteiros em

7) R(m)=g_8-

(1) Vide, na 3. Parts, o capitulo referente 4 nogBo de serie.
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1 a1
Sio fungdes racionais, por ex.: 3;=;r‘=;, y=‘m= ete.

Da definicio resulta que as operagies que incidem sobre a
varidvel independente sdo : adi¢io algébrica, ‘multlpllcagﬁo-, divi-
s%0—as chamadas operages racionais—aplicadas um ndmero
finito de vezes.

6. Fungdes algébricas.

A toda a fungdo {x) que possa ser dgﬁnida. emplicitamente
(parig. 2) como Taiz duma equacho algébrica da forma

8) Po(a) g+ Pi@) 9" + - + Paa @)y + Pu(@) =0

onde Pyz),--- P} 30 polinémios inteiros em &, chama-se uma

nedo algébrica de x. L
F ‘SEO,gem particalar, algébricas todas as fungdes racionals,

P . .
visto que a funclo [7)] y:_(m-;) se pode definir como raiz da

squagio Q) - y— P(a)=0 que é da forma 8)—basta fazer nela

=1, Pfx)=Qx), Pix)=—P=). . L
" Asg ?'(mgqﬁe%( a}]gjéb;ica}is pio racionais dizem.ge trrocionais.

3
. x—1 .
E irracional, por exemplo, esta fungio : y= \/ =TT Com efeito,

raiz (veia o leitor porqué) da equagdo, (z-++1).*—(z—
eialjé:(), a.( qgal 50 obté?n de 23) fazendo n=3, Pofx)=x+1,
Py(z)== Py(x)=0, Py(zr)=—(x—1). Ela &, portanto, algébrica, e
como nio 6 racional, visto que sobre z incide uma operagao nao
racional—a radiciacio—é uma fungde irracional.

7. Fungdes circulares.

Seja (fig. 37) uma E:_h-_c.unferénei_a de centiro O e_de Taio
OA=r o sejam A'd e BB dois didmetros perpendnt;ula;?s.
Tomemos o ponto .4 como origem de arcos sobre a circunfe-
réncia, e convencionemos tomar como pOSILIVOE 08 Arcos uo
sentido da seta (seniide directo) e como negativos 08 arcos no
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sentido contrario gsentido retrogrado)—o arco ABA'M & posi-
tivo, 0 arco AB'M' & negativo.

A cada arco corresponde uwm dngulo ao centro, isto é,
aquele angulo cajo vértico esti no centro da cireunfersneia o
cujos lados passam pela exiremidades do areo—ao arco AWM
eorresponde o dngulo a. Diz-se,
entdo, que o #ngulo a subtende o
arco AM; um dngnlo ao centro sera
considerado positivo on negativo
conforme fr positivo ou negativo o
arco que ele subtende.

tilizaremos, no que vai se-
guir-se, a medida dos dngulos ao
centro em radianos. Chama-se ra-
diano aquele dngulo ao centro tal
que o arco que lhe corresponde (qua
ele subtende) tem um comprimento
igual ao raio » da circunferéncia.
Como o perfmetro da circanferéncia Fig. 37
é C'=2rr (1.° Parte, pig. 86), isto
6, vale 2r raios, o 4ngalo ao centro tofal vale 2% radiancs,
visto que a cada raio (em arco) eorresponde wn radizno (em
angulo). Por outro lado, esse dngulo fofal vale qitatro rectos, ou
sgja 360°; logo, tem-se, entre a medida em grauns e a medida
em radianos, a seguinte correspondéncia :

=

£raus 0 45 90 135 180 270 380
radianos 0 r = 3—1: ™ rt 2z,
4 2 4 9

Seja entio, com as convencies estabelecidas, o ingulo ao
centro @ e o sen arco correspondente 4M e tiremos por M uma
perpendicular ao didmetro 4'A.

Chama-se seno do ingulo @, e representa-ge por sex «, ao

cociente do segmento P (orientado, sempre com origem em P,
qualquer que seja a posicio de M) pelo raio r:

M

r

9) #&n a =

10
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Chama-se co-seno do mesmo fngulo, e representa-se por
cos @, 4o cociente do segmento OP (orientado, sempre com ori-
gem em O) pelo raio »:

OP
10) co8 &= — .

i claro que, conforme o quadrante em gue a extremidade
do arco se onconira, assim O seno © co-26no sio positivos ou
negativos.

Para o dngulo a', por exemplo, tem-se

P OP

sen ¢l =—"—, co8 & =-—
r T

O leitor obtém, sem dificuldade, os resultados que vio no
guadro seguinte

b 3w
() 1.* quad. —2.° quad. 77 3.% quad. ry 49 quad. 3x
2

e

S6n0 0 pos.+1 pos. O meg. —1 meg. O
co-senc -1 pos, O neg.—1 mneg. O pos. +1

Com base nas construgdes feitaa e nas igualdades 9) e 10),
podemos agora definir as fangdes sen x o cos &, do modo
seguinte: soja & a varidvel real representativa do conjunto dos
valores dos dngulos (medidos em radianos, por exemplo}; a cada
valor de @ facamos correspender o nimero real que a ignaldade
9) determina; seja y a varidvel desse conjunto de ndmeros reais
—y é (cap. I, pardg. 18) fungdo de & que representamos pela
notagho y=sen 2. Do mesmo modo definimos & fungio y=cos .

Na figura junta (fig. 88) estiio as imagens geométricas das
duas funces éen 2 o cos x—eom abscissas puseram-se as medidas
dos dngulos em radianos; a parte para a esquerda do eixo OY
diz respeito a Angulos negativos—as definicbes dio-se da mesma
maneira, atendendo a que os ingulos negativos t8m origem em
em A (fig. 37) e sdo contados no sentido retrégrado: assim, o
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-~ ﬁ | L] ]
;ng;:lo — E}-colresponde a0 arco AL (tig. 87), o ingulo—=x a0

arco AB'A’, o dngulo — -Ei«:-— a0 arco AR AR,

Ag imagens geométricas das duas funcdes nio se limitam ac
que esta reprefentado na fig. 88; elas prolongam-se indefinida-
mente para a di-
reita & para a €s-
querda, reprodu-
zinde periddica-
mente o tréco do
intervalo (0,25).
Com efeito, das
definigdes resalta
que, sendo @ um dogulo compreendide entre 0 e 2x, s tem

Piy. 38

1) sen (a--2r)=sen a, cos (a + 2x) = cos a(Y)
donde, para = inteiro qualguer,
12)  sen (a4 2am)=sen a, cos (a+ 2n%)=cos a.

_ Exprime-se este facto dizendo que as fungdes sen 2 e cos =
sio peribdicas e t8m o perfodo 2x.

Entre as funglies sen a2 e cos x existom relagdes importantes.
Vamos referir-nos a duas,

___Das dofinigdes, 9) e 10), reselta que sen?a + cosa =
PM  OP* PIR4 0P
& T = = ; mas da fig. 37 tem-se que
[Teorema de Pitdgoras (1." Parte, pags. 49-50), aplicado ao
trifingalo rectingulo OPM] P22 + OP:—=OM:=1+* logo &

13} genfatcosfa=1,

(? Basta notac que, sé a0 ingulo a da figara 87 somarmos 2
o doguloe (correspondents ae arco ABA'R' 4 ¢ a-+2x S meaa D!Jtem
4 e a mesma extremidade M que o ingnlo a).u) ' 60T & Mesma origem
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A segundu relaciio diz respeito a Angulos complementares,

isto ¢, Angulos cuja soma é'—'radianos (um recte). Seja (fig. 39)

o angulo a=A03 e 0 seu complementar b== MOB, Por definiciio
esen EI“"_!_)E, co8 &= ______ OP
r r
Marquemos, sobre 04, o segmento O =PM e sobre OB

o segmento 0P =0P; construamos

_ 2 : sobre estes seﬂ'mentos o8 rectin-
il gulos OQMP' 6 OPMQ.  evidente
N que eles sio igunais e que M estd
Ob-f-t—--AM  sobre a circuuferéncia, de modo que
by, | o tridnguloe (2) OQ'M §é rectingulo
5 % A e igual ao trigngulo (1) OQM (sio
\ metades de rectangulos iguais). Dos
: elemenios da Greometria sabe-se que,
em tridngulos £guaz's a lados iguais

K se oplem @ngulos iguais; logo, o
g sngulo QOM M' que no tridngulo (2)

ig. 3t

se opde & QM é lgual ao &ngulo
MOQ MOB—b que, no tridngulo (1), se opde a QM — Q’M’

Tem-se, portanto, para seno e co-seno do dngulo b=MOB
que, como acabamos de ver, é igual 2 AOM’

g o oP

sen b= = = = c08 &
7 P .
oQ 0qQ P
c08 b == Q = Q: =sen «
r P r

isto ¢, o seno dum dngulo ¢ igual ao co-seno do sew complementar.
Xsto pode exprimir-se pelas igualdades (ama vez que, se x o y

sio complementares, é & + y = “:“;" donde y = % —x)

- i

b3 A %
14)  sen (7 — ;c) =cos X, CO& <-9~ — m) = gen & .
-
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8. Uma splicagao imporianie.
Consideremos o tridngulo rectangulo BAC (fig. 40) de
angulos A=% (radianos), B e C, ¢ lados a (hipotenusa), b e ¢

(catetos). Supondo tragada uma circunfergncia de centro (' o
raio CB=a, as definicoes 9) e 10) do pardg. 7 dao sen O'=

4B ¢ ., CA b
e — 5 008 (= e =
B «a OB
15) v g gen €, b=acos C.

Notando agora que os ingulos I3 e € silo complementares (1)
e tendo em conta as relagtes 14) do
parag. 7, tem-se 8

16) c=aeos 5 b=asen B, \

isto 8, nwm fridugulo rectangule, qual- \
quer cateto é iqual ao produio da iipo- \
tenusa pelo seno do dngulo oposto ou 1
pelo co-seno do angulo adjacente. ¢ b4
S#o indmeras as aplicagdes que, Fig, 0
na vida correcte, se fazem destas rela- )
¢des e de outras mais gerais que se referem a tridngulos nie
rectingulos-—determinacdes de distincias de lugares inacessivais,
levantamento de cartas topogrificas, etc. .
Vamos dar, como exemplo, uma das aplicagtes mais antigas
e mais interessantes.

9. Um problema célebre.

Aristarco de Samos foi um astrénomo e matemitico que
viven no sdéemlo III a. C.. Grande foi o seu engenho ¢ pene-
tragio em coisas tocando a Geometria e o sistema do mundo.

(1) Porque a soma dos trés Aogulos de tridngalo é 2 rectes (= radianos)

e ¢ dngulo 4 é igual a1 recto, loge B+ (=1 recto (3;— radianon)
R ' s
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Aristarco foi, que se saiba, ¢ primeiro homew gue langou a
hipotese andaciosa de que era o Sol, e ndo a Terra, que ocupava
¢ centro do mundo, hip6tese hoje ultrapassada, mas que desem-
penhou um papel de Primeira plana na histéria da Ciéncia. Teve
pouca sorié a anfecipagho genial de dristarco; confra ela se
ligaram, em ¢6ro quisi uninime, gedmetras e astrénomos. Uns
& oniros se agarravam b ideia de gue a Terra, habitacio do
homem, devia, por necessidade racional e por determinagiio dos
deuses, ocupar o lugar central do Universo. O caso complicoun-se
de maneira tal, sobre uma questio i primeira vista de natureza
puramente cientifica, inseriram-se com tal for¢a os preconceitos
marais e psicologicos dos homens que, alguns séculos mais tarde,
se declarou digno de maldi¢gio todo aquele gue pretendesse
«mover a Terra e por o céu em repouso». E, deste modo,
tudo entrou pa ordem: a Astronomia atrazou-se 18 sécclos e a
Aristarco ficon reservada a gloria péstuma do Copérnico da
antiguidade.

. Um doe problemas a que Aristerce dedicou maior atenciio
foi 0 da determinacio da distaneia da Terra ao Sol. A solucio,
um prodigio de engenho para o seu tempo, é, em linhas gerais,
a seguinte:

Notou que, guande u Lua estd em quarto crescente, o
tridngulo 7LS da fig. 41 (observador na Terra, centros da

Lua e Sol) é rectingulo em L;

L nestas condigdes, =6 se conhe-
\\ s cer a distincia 7L {da Terra
N/ : 4 Lua) e o dngulo em 8, deter-

minar-se-4 a distincia 78 (da
Terra ao Sol}; com efeito, da
férmula 15) do parag. B resulta
TL=TS.sen § donde TS=
1 = .
'v'g- it aen 8 .

Aristarco calculen que TS

esti compreendido entre 18 vezes o 20 vezes 7L, o que equivale

+ Pois muito hem,

a dar para um valor pumérico entre 18 e 20. Efectiva.

h

Ren
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meonte, Aristarco tomou para 8, complementar do &ngulo em 7,
3% ¢ 6 de facto =19,11.

gen 8°

O raciocinio é perfeito o espanta como ele determinou certas
outras relagdes que correspondem a verdadeiros cilculos de
BEROS.

Numa coisa, porém, o seu trabalho falhou—na delerminaciio
do éngulo §; o seu valor efectivo 6 aproximadamente 10', muito
diferente dos 3° que tomou ; a imperfeicio dos instrumentos do
sen tempo jusiifica sohejamente este erro de observagdio, que

n&o de raciocinio. Para §=10' tem-se ~=3483,715, donde

3eh
TR—343,775. TL.

10. Fun¢des transcendentes.

No parag. 6 deste capitulo detinimos fun¢io algébrica e
vimos algens exemplos.

A todas as fangdes da variavel real & que nio sejam alge-
bricas d4-se 0 nome de funcdes transcendentes. Sho transcendentes,
por exemplo, as funcdes circulares, que acabamos de estudar.

Existom muifas outras funcbes transcendentes; de algumas
nos ocuparemos mais tarde (3.* Parte).

1. SucessBes numeréveis.

Todas as funcdes consideradas alé aqui, tém por variavel
independente a varidvel real 2. Vamos agora considerar as fun-
¢des da varidvel inteira n (cap. I, pardg. 17).

Numa fangio dessas, o dominio (conjunto dos valores da
varidvel independente) é a sucessBo dos nimeros naturais =}
1,2,3,...; 0 conjunto des valores da varidvel dependente é,
portanto, numerdvel (1.> Parte, pig. 16 e seg.). A correspon-
déncia de um a outro pode ser indicada do modo seguinte

) 1, 2, 3, o ay,
; 1)

A
B iz, s, - [
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onde os indices apostos & letra o indicam precisamente qual o
valor da funciiv que corresponde a um dado valor da variavel.
Ao conjunto dos valores da fungio .

17) @, Bz, --- Qay

da-s0 0 nome de sucessdo numerdvel, o a a, o de térmo geral da
sucessdio. Com esta definigdo, tanto monta falar em sucessdo
numerdvel como em fungdo de varidvel inieira, e para indicar esse
facto escreveremos

18} @, = f{n).

Nas sucessdes numeraveis mais simples (e mais importantes)
¢ dada a lei analitica da correspond8ncia, isto é, é dada wma
expressio analitica que define o termo geral da sucessdo; para
obter os térmos, individualments, nio hi mais que dar a n os
valores 1, 2, ..., Seja, por exemplo, dada a sucessio de termo

9 :
geral aﬂ,zf;t-& tem-ga alﬂl—:i;-l=1,09=f-:)‘§lf.:2!ag=
811 1 i i
e T T

Capitulo Ill. Equagdes algébricas e
nimeros complexos.

1.° — Equagdes algébricas.

1. O problema fundamental.

Definimos ja equagdo algébrica; & {cap. II, parag. 4) toda
a igualdade da forma

1) Goe* +aat @ ® +a =0

1, nimerc nfeire e positivo, chama-se grae da equacio; a
variavel @ chama-se incéguife e aoz nimeros oy, G, --- &,
coeficientes da equaciio. Sabewmos ja tambén o que se entende por
raiz da equaciio: é todo o ntimero « tal (une

. L L
2) @t 4 @y 4 e g2+, =0,

Pois bem, o problema fundamental da teoria das equagbes
algébricas ¢ a determinacdo das suas raizes, ou seja, a resolugdo
da equagio. Este problema, que estd louge de ser simples, tho
pouco simples que até hiv pouco mais de cem anos permanecen
envolto em denso mistério, divide-se em dois: 1.°—a equagfo 1)
tem raizes ? quanias? 2.—se tem, como determina-ias ¥

Vamos ver alguma coisa destes problemas, comegando pelas
equagoes algdbricas mais simples —as do 1.° grau.
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2. Equagdes do 1.° grau.

Uma equacio algébrica de grau 1 é da forma
3) ax$b=0, a£0

e resolve-se facilmente. Com efeito, da 1.° propriedade da
adigdo (1.* Parte, pag. 18, depois generalizada) resulta que, se
somarmos a ambos os membros da igualdade o nimero —b, ela
nio se altera; a equagho dada equivale, portanto, & esta
ax+b—b=0—5, on seja, aplicando propriedades bem conhe-
cidas, ax=—b. Da 1.? propriedade da multiplicagiio (1.* Parte,
pag. 19, generalizada depois) resalta agora que, sem alterar =

ignaldade, se podem multiplicar amhos os membros por % ),

1 1 1
1 . e h.— ’ L
0go tem-se e ] o 0 seja, por ser a- —~ 1,

4) B =——-

Das operagties feitas resulta que esie namero _L 1 posto
@

em lugar de x na equacio 3), a fransforma numa identidade,
logo ele é raiz da equacho; e nio héa mais nenhuma, visto que
as operagdes eofectuadas estabelecom a equivaléncia entre as
igualdades 3) o 4).

Ficamos assim sabendo que toda « equacdo do 1.° grau,
ax+b=0, tem uma ¢ uma sé raiz,

{1} Visto que se supds expressamente a==0; caso contrdrie, a operacio

nfio servia permitida, porque n nio € nenhiin wiunero,
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3. Al-jebr w'al mbgabalah,

O leitor reparon de certo em que as duas passagens funda-
mentais, na resolugio que acabamos de fazer, sdo as seguintes :

1.2de aw+b=0 para ax = —h

. b
22de ax= -5 para @ = — —
L4

e em ¢ue elas sio consequéncias directas das leis elementares
da Aritmética.

Estas duas operagdos—passagem de um termo de um
membro para oniro e divisio de ambos os membros por um
mesmo namere (diferente de zero)—sfio de um emprego cor-
repte na teoria e pratica de equacbes e tio corrente que uma
delas acabou por dar o nome a um capitulo importante da
Matematica. Vamos ver como.

- No século VII da nossa era, levantou-se, em face de uma
REuropa desorganizads e inconsistente, wma poténcia aguerrida ©
ameagadora, o mundo arabe, que a revolugio religiosa e social
de Mahomet organizava e atirava para um destino mundial. Em
poucas dezenas de anos, constituin-se um império que abrangis
todo o norte de Africa, a Peninsula Ibérica, a Siria, a Arabia,
a Pérsia e parte do Tarquestdo ; limitado a Ocidente pelo Atldn-
tico, as suas fronteiras iam, a Oriente, atéd para la do Iado.

Nio cabe aqui a descrigio da vida deste império que, alguns
séeulos depois, se afundava por ndo ter construidoe armadura
interna que aguentasse tio grande eorpo. Interessa-nos, porém,
em alto gram, o papel que esse império desempenhou na histéria
da Civilizacgio. EFque, estendendo-se no Oriente pelas terras que
séculos antes haviam feito parte de outro grande império efémero
—--o0 império de Alexandre o Girande-—ele foi ali beber os restos
sobreviventes da cuoltura grega e trouxe-os a Furopa, com a
qual manteve estreito contacto durante muito tempa.

Aventura estranha e maravilhoss foi esta, que a cultara
grega, ot o que dela restava passado o séeulo lII a. C., para
s¢ transmitir 4 Europa, niic tivesse seguide o caminho normal
—o Impéric Romano-—e tivesse antes dado esta grande volta
pela India, pela Pérsia e pelo norte de Africa. Estranha aven-
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tara essa que necessiton o concurso de grandes deslocacbes de
povos——de milhares de quilémetros de extensiio—em husca de
uma ilusio do gléria para alguns, de bem estar para a maioria,
deslocaglios conduzidas, a mil anos de distincia, por dois grandes
agitadores de povos— Alexandre ¢ Mahomet,

Mas ¢ sempre assim; a Cultura 8 a Ciéneia, produtos
humanos, acompanham oz homens e forjam-se nas suas lutas,
nas suas marchas inguiotas para fugir ao sofrimente o buscar
uma vida melhor.

No comeco do século 1X, um arabe, Mohammed ibn Masd
al- Khowarizmi, hibliotacirie do Califa, segundo parece, e homem
viajado dentro do Império, escreveu um tratado a gqne chamou
Aljebr w'al magadalah, gue foi o inspirador de todos os tratados
posteriores até aos primeires tempos do Renascimento. Esse
tratado, que é ¢ anidntico {raco de ligagdo entre a matematica
hinda (e, através dels, dos resios de matemitica grega que
tinham chegado & India) & a Europa, de que se ocupava? Da
resolugio de equages do 1.° e 2.° graus e das regras a que
obedecia essa resolugiio ; da maneira de fazer certas operacdes;
e das resolugio de alguns problemas.

Poiz muito bem; uma dessas regras de resclugiio, a mais
importante decerto, por dar nome ao tratato — dl-jebr—que se
pode talvez traduzir por —restituicdo—corregponde exactamente
# primeira operagio que acima mencionamos—passagem de um
termo de um membro para outro, eom troca de sinal.

Tio grande foi a influéncia do tratado e tio frequente a
aplicaglio da regra, gue 0 seu nome — al-jebr—acabou por designar
tudo quanto diz respeito a equagies; esse nome passou as lin-
guas europeias com pequepas modificacles —dlgebra, algibre,
efc. .. . E aqui tem o Jeitor como ums siraples operaciio pode vir a
designar todo um ramo duma ciéncia e se prende, pela sua ori-
gem, a um dos capitulos mais importantes da Historia das Retli-
gives o da Qivilizagio.

4. Equagdes do 2.° grau.
Uma eguacio algébrica do 2.° grau é da forma geral

b) ar® + bx 4 ¢ =0, a0,

CONCEITOS FUNDAMENTATS DA MATEMATICA 157

J4 sabemos resolver esta equagao num caso muito particalar
—aquele em que a equacio se reduz a

G) at —m=10)

ou {al-jebr!) a?=m. Neste caso, por definicio de radiciagio
(1.2 Parte, pags. 23 ¢ 103), tem-ge x =1V m, e 530 portanto estas :
2,—+Vm 0 xg=—V m, as raizes da equagio.

Se a equagiio nio ests neste caso particular, todo o traballio
de resolugiv consiste em transformi-la de modo a conseguir a
forma 6). Vejamos como. _ . ’

Substituamos, em 5), a variavel x pela varidvel g, ligada
com ela pela relagio

y—h — b4y

R e 2 - 2

E claro que vamos obter outra equacio, cujas raizes, se
existirem, estariio ligadas com as de D) pela relacdo T); substi-

— b\ 2 —b
tuindo, temous a-(y b) er‘y +e=0, donde [1.7

. 2 2a
. G-, a=b .o
Parte, pag. 45, formula 19)] [+ 40 {2&;)‘3 =+ '——é—‘;**"rc-~ '

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por (Za)*
(2.2 operacdo do paragrafo 3) obtém-se

a-(y—BR+b.(y—b)-2a-+c- (B =0;
efectnando as operacgdes e notando Gue
(y—bp=ly—b)-(g—By=g (g —b) —b -y~ by =y —by—
' Py Lo by
e yue
(2a) = 2a . 20 = 4a?,

yem

oy — by 4-1%) + 2ab - (y— B) + date =0
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ou, dividinde por «,
=20+ 5+ 26 (y—b)+dac =0,
ou seja
=2y + 0% 4 By — 20 - dae =0.
Daqui resulta, por ser —2iy--26y=0 e 452 —2p*= p*,
P—04-4ac =10,

ou seja (al-jebr ) y*=0-—4ac. Esta é uma equaciio do 2.° grau
em y, da forma 8) com m=24—4ac ; tem, portanto, duas raizes
=4V _dac o e=—Vb—dac,

Entrando agora com estes valores de y na relagho T)

tém-se as duas raizes da equacio ), = = '“f’)+3h | s —b+y

)
2a 2

isto €,

8) ml:——b-{—v'bgwtlac L —b— Vb —4ac
2a > = Za
que 28 podem escrever conjuntamente sob a forma
— b+ VB —dac
2a '

9) 2 —

S. Um pequeno embarago.

E 8e a expressio que figura debaixo do radical (o chamado
descriminanie)

10) m = b% — dac

for negativa? Nesse ¢aso a radiciaciio niio 6 possivel (1.2 Parte,
pag. 103) e, por consequéncia, a oxpressio das rafzes 9) nio
tem significado, '

Aos nlgebristas antigos, gregos, hindus e arabes, niio tinha
passado despercebido este caso embaragoso.

Maa_i, sempre que ele se dava, o problema concreto que tinha
dado origem i equagllo via-se que era um problema sem solugio ;
o algebrista interpretava o descriminante negativo como que-
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rendo dizer que o problema nfio tinka soluglo; arrumava o
caso dizendo que a equaciico nfo tinha, nesse case, raizes, o
dormia sossegado porgque essa interpretagio sstava de acordo
com a realidade e as necessidades da prética.

4. Equagtes do 3.° grau.

Passaram, sobre a resolugho das equagbes do 2.° grau,
muitos séculos sem que se soubesse como resolver as do B.°

11} a0w5+a1w9+ag:c+a3=0, ao#o.

Foi ja em pleno Renascimento, no primeiro quartel do
século XVI, que os algebristas italianos, herdeiros directos da
cultnra que os arabes ticham reeolhido ne Oriente (), ¢cbtiveram,
com exito, & sua resolucfo.

Eis, a tragcos muito largos, os resultados gerais desse
estudo (que, a principio, se fez apenas em casos particulares),
empregando a lingmagem ¢ a forma de escrita de hoje.
¥y—m

dao

Por meio da transformacio o= reduz-se a equacio
11) a forma
12) Pray+bo=0

o esta, apbés um artificio conveniente, mais longe e mais traba-
lhoso do que para as equagbes do 2.° grau, prova-se que &
resolvida pela férmula

{1} As cidades maritimas italianas, Veneza principalmente, mantive-
ram desde muito cedo relagBes comerciais com o Orients (Império hizantino}
e o norte da Africa; essas relagBes intensificaram-se progressivameunte a
partir do sde. XI.
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Como o leitor vé, a questiio complica-se, porgue as férmulas
de resolugdo se tornam, 2 medida que o grau anmenta, cada
vez menos manejaveis.

Esta complicagdo atinge porém, em graus diferentes, o
matematico tebrico e o pratico--o primeiro procura, antes de
tudo, as possibilidades e, dentro delas, por um critério de esiétice,
ama a simplicidade; o segundo, por um critério de economic de
trabalho, procura processos expeditos de calculo. Em face da
formula 13), 4, por consequéneia, o pratico o mais stingido.

Mas em breve havia de sargir um facto mais importante e
mais grave que atingiria ignalimente um e outro.

7. Um grande embarago.

Ponhamos o seguinte problema: seja v o volume dum cubo
de aresta @, @ ¢’ o de um paralelipipedo rectingulo cuja 4rea da
base é 3 e caja altura é igual & avesta do cubo; deferminar

de modo tal que seja v=t'-+1.
Como v=—a® e v =3z, o problema leva imediatamente S

seguinte equa¢io z’=3x+1, ou seja a3—3aw—1==0, que & da
forma 12). Temos, neste caso, a=—3, b=—1, —
2 3

I, —=—=—=—1, b——'rf—-_—l——l—_—n—i e, portanto, a
4+ 4 20 27 4 27 4 £l

a formula de resclugio 13) da para raiz da equacdo,

’ 3 ’ 1 3
1 f
o= \/§ +\/* T \/*T ‘\/‘ T
A resolucio do problema depende, como se vé, do calenlo
da F.%; mas esta 1aiz nio existe, COMO vimos na 1.* Parte,
pag. 108,
Estamos no mesmo ca
as equagbes do 3.° gran, dirda o leitor; a nd

\/ _%‘:_ guer apenas dizer gque 0 D050 problema é impossivel.

==
a

s0 que o apontado no parag. 5 para
o existéncia de
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Maiz de vagar! O 1
Ma . 0850 problemsa n#o é im ivel;
; 2::10; A qu;r}do a aresta # do cubo ¢ muito pequggzmgexlrt;lu(g:
= AMhem pPequenc € menor que a soma S.r—{-,l :
ehl 4 que r aumenta, v vai-se aproximando de v"—f~1—’-."]valli’Ia
2 -;,;! igf mfsmo a ultrapass-lo ; por exemplo, para 2=1 émq:L 1
=4, mas para =2 8 jA v=2%=8 p o' 1=3.241-
Eor:lcl_m-se ldeste Taciocinio que deve haver umt. aItur; tni =: -
d:r cgsrvg u:ines se 1g§ualgm e o valor de # para o qual issoqsg
aiz da equa¢io do probl ;@ '
portanto, ter uma raiz ?. probloma: #1=3z+1. Eata deve
fond deep(;(:.g;lug I;]ﬁa(.}qgij. Que ? piosiqio cémoda agsinalada no
: . a possivel ; as necessidades do cs
glp'apa:aﬁ;ga ;ngonols:so msﬁrumento de célculo—acanjuntajccl;i(;
itmero — chega; hj i i i
cu]é—g; b gue & Ele;n 4 uma raiz e ele nio permite cal-
ue essa necessidade imperiosa tenha sid
; @ 0 posta em rel
ge}:: tgq&]:qiilﬁl?;oti:ig:;dgrgu, e nlziw pelas do 2.° (na.I; guais, porg::lo
sibilidade analitica j4 aparecer i :
antes), mostra bem que o ; fiicn 55 nhe vou
. que o progresso da Matematica se nio rea-
irllzta er;a;np;e a:m Izh;ati;en‘féaea nm Iflano logico de desenvolvim:::o
o, s _ vezes, pelas pressles exieri
obrigam a procurar, 3s apalpadelas, o sen ca\.):ninhl(’)l.0 o5 e a

2—Ndmeros complexos.

8. Posicéio do problema.

En - Hoaca
nos achﬁi&ﬁ) IIOaB t;)a mesma situagdio em que por varias vezes
trumento aaalitiog & faﬂe—pe_l'a.lltﬁ uma incapacidade do ins-
cidadon fammi €0 m face duma operag#io. Semelhantes incapa-
negagdo’ i ) ?z é aﬁ?m, resolvidas com reeurso ao método de
plsto da tg(‘l?g 0. I esse método que vamos aqui ainda usar
q rata? Em que consiste agora & negagdo ¢ No seguinte:

. {1) Podemos afirmar que espa ral
visto ‘e mos afio o raiz estd compreendida entre 18 e 1
e Bora L8 4 0=580 < 1164 o para 5= 19 6 i oL

11
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seja @ um nimero real, qualquer; nio existe ¥ —a?, isto 6, nio
existe nenhum nfmero real o tal que B=—a?

Como negar osta negagio ? Criando am simbolo novo
que satisfaca, se possivel, as leis habitaais do caleulo, e por
meio do qual se possa exprimir  —a* ou, 0 queé é o mesmo,
gue torne possivel a ignaldade 2*=—a’ Isto & o que diz o
método: trata.se agora de Ihe dar a realizagio, que vamos
procurar que seja tio gimples gquanto possivel.

9. A unidade imaginéris.

Conseguae-se isso criando o simbolo i—unidade imagindria

_ obedecendo is condigdes seguinies: )
1.2—O simbolo 7 satisfaz a0 maior nimero possivel das leis

operatorias habituais.
9 a_ Qatisfaz ainda i seguinte lei

15) #=—1

Verifiquemos 8o © TNO8SO objective imediato foi de facto
congeguido. Temos —a?=at . (—1)=a*@ (22 condigio) logo,
ge fizormos z—ai temos (1.* condigio) 2=(aip=a . P=—0,
da igualdade z*==—a® tiramos portanto r=ai=y —a.

(Conseguimos, por consequéncia, 0 que pretendiamos : negar
a ndo existéneia da raiz, obter uma expressio simbélica dela—
@ ==az — expressio simbolica que se conseguin pela introdugdo da
nova ontidade — unidade imaginria, €.

B claro que i ndo é nenhum nimero real, nem pode ser ;
se houvesse algum nimero real que satisfizesse & igualdade 19)
nio se teria verificado a impossibilidade da radiciacao, n3o teria
sido, por consequéneia, necosSATIO CriaT Am NOVO campo Rumérico.

10. O campo complexo e 8 sud base.

Aos ndmeros da forma b — produto de um nimero real b
pela unidade imaginéria i costuma dar-se o nome de imagt-
ndrios pures. Aos nUmeros mais gerais, da forma

16) at+ b
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onde a ¢ b sio nimeros reais, chamaremos nimeros complexos ;
3 a chama-se erts real & a b coeficiente de ¢. Ao conjunto dé
o todos o8 numeros complexos dé-se o nome d
complexo. o canpe
O campo complexo contém
{ o campo real porque =
08 niimeros comp]exos reduzem-se & sua partg regl c; par =0,
Agsim, a suny%es eriacio da unidade ¢ dem origem a um
novo cam]i'oEnumerlco—o campo complexo—que generaliza o
campo real. Este nove campo pode considerar-se como obtide a
partir de duas nnidades :
1.5 —a unidads real : i ici
pela divisio e mais tarcie; ;élgaoqglﬂ’ 'Pm;imew s
: - iodec i
D maros reats perag orte, se tiram todos
‘) a_ I - » - -
plica,“éo @ umdade'tmagmdraa sy -da qual resultam por multi-
¢ Qd- _por um nimero real, o8 imaginarios puros e depois
por adicdo com um nimero real, os complexos. ’

A i .
compie;o t‘:onjunto das duas unidades (1, 7) chama-se base do campo

. Construgdo.

‘Definir namero com i
I : plexo ndo basta. E preciso pro :
::;rl;lﬁt::;f;aod efetét;}ri?l do campo, examinar COII)H cuida?io t;esdgznsf
L g das igdes ja dadas, procarar se
sera preciso introduzir outras nova; d i rooriodades
s, deduzir as propriedades ;
em suma, fomar posse do novo i I oirit oo
om s{ﬂ}gﬂ e ol instrumento & adguirir 0 mansjo
ma observacio domina todo este i
| o d trabalho —impusemos
g%agﬂ.or‘?),ﬁcomo primeira condig¢ho, ao simbolo 7 o sgtisfazer
o m numero possivel das leis operatorias habitnais : vamos
g uonfleql;encla, tratd-lo como a qualquer nimero, ou variével
A’g élimansg Grdprecmo, recorrer & segunda condigio: ¢¥#=—1.
comploze, podem estudar todas as propriedades do campo
Para a adigio teremos
_ T : os, por exemplo, (2+3i)+(1—5i)=
24+8i+1—5i=241+3{—bi=34+(3—-5){=3—2¢; gm g{;)ral

1 (@48 +(c+d)=atbi+ec+di
={at+e)+ &+ )i
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Para o produto vird (2430 (1—5{)=8(1—5¢)+3¢
(1—5i)=2 — 10i + 3/ —152=2--17—156=2—-Ti—15 . (—1)=
=17—-7¢, o, em geral, (a1-4i)- (c-+di)=a(cd-dD)-+bi{e+d))=
=ac+ adi+bei+bdi*=ac+{(ad+be)i+bd - (—1), logo

18) (a 4 bz} - (¢ + di) = (ac — bd) - (ad + be) .

Para calecular uma poténcia, por-se-i, por definicho, se o
expoents for inteiro e positivo,

19) (a6 +bip =(a+bi)-(a+ b ... (atbe)

e, g for inteiro e negativo,

1

20 a+b)yr=——

) R e

defini¢des inteiramente analogas 4s que foram dadas no campo
real (1.* Parte, pags. 19 e 102).

Ora, facio capital, prova-se sem grande dificuldade que
todas estas operacles gozam das mesmas propriedades jormais
(1.* Parte, pag. 20) que as operacdes dos mesmos nomes do
campo real.

E quanto 4s outras propriedades ? s que dizem respeito &
variagdes de valor? Essas dependerio, naturazlmente, dos
critérios que se estabelecerem para maior gue o menor que,

Ora, da-se a circunstincia de que em nenkuwm problema em
que intervém o8 nimeros complexos honve até hoje necessidade
de considerar tais critérios, Onde nde hd necessidade nilo ha
eriagde o, portanto, anio ha que falar, no campo complexo,
naquelas propriedades que dizem respeito a maior gque o
menor que,

Quanto is operagdes tnversas, definem-se, ainda, da mesma
maneira o o8 cilculos nio sdo dificeis, excepto para a radiciagio.
Esta continua a dar-nos que fazer. Se quisearmos, por exemplo,

3
determinar  1--2¢ poremos, por definigio, v 14-2{—x+ i, com
(#+5P=1+2{ (1.2 Parte, pag. 24),
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Mas, como determinar -5 ? Se o leitor se der ao trabalho
de calcular (@ y¢)°, encontirara (x4 yP=at—Bayr4(Baty 45
e, como este complexo tem de ser igual a 142i, devera ser

a —Jxyt =1
Jaty — o = 2;

quer dizer, z determinacfio da raiz x+y¢ estd dependente da
resolugso conjunta destas duas equacdes, déste sistema de equa-
¢des, como se diz em lingnagem matemética. Ora essa resolucio,
sem ser unpossivel, ¢, no entanto, muity trabalhosa e nio 6, por
eonsequéncia, propria para o caleulo efectivo da raiz.
a8, desde que o indice da raiz aumente, as coisas pioram
—em_geral a resolugiio ¢ impossivel e a raiz niio pode calcular-se.
Mais uma vez encontramos a rediciagdo a impedir-nos o
caminho; a radiciagho —ultimo reduto da impossibilidade !

12. Resisléncias,

Deizemos, por agora, esta diticuldade e retomemos o fio
das consideragBes feitas nos parags. 8 a 10,

A generalizagio a que neles procedemos osta de tal modo
na linha das generalizagbes anteriores feitas no campo real—
tanto do ponto de vista da origem, como do método—que, ao
homem de hoje, nada ha nela que provaque repugnineia ou
dlﬁcul(.lade de aceitagho. Niio se deu, porém, o mesmo com os
algebristas do século XVI. Sugestionados pelo aspecto, que
consideravam artificioso e fora das possibilidades numéricas, da
1guald'ada 15), consideraram os novos nfimeros como mero
expediente de caleulo, sem lhes eonferirem dignidade numdrica.
Es_te modo de ver arreigou-se de tal modo no espirito dos alge-
bristas que, j4 no século XVII, Descartes nsou, para designar
08 nOvos nimercs, o nome de ‘magindrios.

Para bem perceber este modo de encarar as coisay, basta
lombrar que, nessa altura, ainda os nimeros negativos, e muito
menos os irracionais, nio tinham adquirido a dignidade numérica.
Na sua Geometria, livro cuja data de publicagho—1637— marca
o1ufeio duma época na histiria da Matemética, Descartes chama, is
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raizes negativas das equaches, rafzes fulsus o aos némeros
irracionais nidmeros surdos, ().

De todas as surpresas que a histéria das Matematicas nos
apresenta, & menor ndo ¢ certamente esta—que, antes de os
nGmeros negativos serem considerados como verdadeiros nitme-
ros, i& eram conhecidas e praticadas quase todas as regras
operatdrias sobre os nimeros complexos, coisa que parece sim-
plesmente absurda, uma vez que os nimeros complexos resultam
de raizes quadradas de mimeros negativos.

A razio é esta—que o8 matematicos se resignavam ao for-
malismo, consentindo em criar e usar aquelas regras convenientes
para efsctuar um cilculo que fornecesse um resultado desejado;
mas dal a considerarem todos os simbolos sobre que operavam
coméG wamerss, la umma grande distincia, aquela distineia que
separa um simples expediente do manipulagdo, do cuidado, mais
profundo, de eompreensdo.

Distincia que, no entanto, acabou por ser percorrida, logo
(éue aeqconseguin uma realizacio visual dos mimeros complexos.

omo ?

13. Representagdo geométrica dos complexos.

Ja no declinar do sée. XVIII, em 1797, um topdgrafo
noruegués, Caspar Wessel, entregou & Academia Dinamarquesa
de Ciéncias e Letras nma Memoéria, publicada em 1799, Sobre o
representacdo analitica da Direcgdo onde, pela primeira vez, foi
apresentada uma representa¢iio geométrica dos mimeres com-
plexos. Em que consiste uma tal representacio ? Seja (fig. 42)
Oxy um sistems de eixos, orientade como o sistema cartesiano
de referéncia (cap. 1.° parig. 22); seja a4 am complexo
qualquer e M o ponto do plano de coordenadas (a, &) (cap. 1.°
pag. 134); facamos corresponder ao complexo a-+%4i o ponto M.
Seja agora, reeiprocamento, M am ponto qualquer do plano de
coordenadas (a', "); fagamos corresponder ao ponto A o
complexo a'+b4'i. KEstabelecomos, assim, uma correspondéncia
biunivoca entre nimero complexo o ponto do plano, correspon-

3 Ainda heje, na pena de alguns autores angio-saxdnicos, 86 encontra
4 designagBo ndmeros surdgs, por ndmeros irracionais.
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déncia esta que generaliza, duma maneira elegante, aquela corres-
pondéncia estudada na 1.* Parte, entre nimero real e ponto da recta.

Mas, dira o leitor, nido hi aquinada de novo, além da ideia
de coordenadas cartesianas; esta
representagio ests implicita na cons- ¥
trucdo de 1637!

Ha; ha gqualquer coisa de novo
e de arrojado; na representacio de
Wessel, que acabamos de descrever,
6 tomado expressamente um eixo '
para lugar de imaginarios—todos os H
complexos da forma 0437, isto 6, !
todos o8 émagindrios puros t8m repre- ;
sentagio sobre o eixo Oy e, por 4
conseqaéncia, este eixo aparece aqui Fig. 42
como lugar doz imaginirios puros.
A representacio de Wessel vai, portanto, muito além, neste
ponto de vista, da simples representa¢do cartesiana.

Compreende-se agors gue, uma vez conseguida uma real:-
zagdo visual que, ainda por cima, é uma generalizagio directa
da dos niimeros reais, o8 simboles a5 nio tardassem z adquirir
direitos de cidadania no campo matemitico. Foi o que realmente
acontecon, mesmo assim com algumag peripécias, das quais &
mais importante foi o csquecimento total, dorante nm século, a
que foi votado o trabalho de Wessel. Mas, alguns anos depois,
em 1806, Jean Robert Argand criava, por si, a mesma repre-
sentacio, cuja gléria, indevida, ficou ligada ao seu nome durante
muitag dezenaz de anos,

Erbp -~ _ii"ffﬂ'r{ﬁf}
I
i
1

1) Arg)

14. Uma relagdo inesperada.

Consideremos ainda a representagdo geométrica de Wessel
{fig. 43):

No trifingulo rectingulo OAM tem-se [cap. II, parag. §,
formulas 15) 0 16)] OA=a=r - cost, AM—=b=r . send, onde r—
=O0M=Va® +5%; tira-se daqui a+bi—r. cosb+r-3send .7 logo,
todo o complexo se pode escrever sob a forma

21) a -+ bi = r(cosd 4 - senb).
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Mostra esta relaciio que o complexo a+ 67 pode ser definido

pelo numeru r, gue se chama o sen mddulo, e pelo dngulo 6,
-que se chama argumenio. Em particular, todo o nimero real ¢
representado sobre o eixo Ux @ 6, portante, um complexo com
argumento zero (n.° veal positive) ou « (n.° real negative) ; todo
o nimero imaginario puro # é representado sobre o eixo Oy e
tem, por consequéncia, argu-

T mento % {(se b é positivo) ou

E;- (se & mnegativo) (fig. 43).

E assim nos surgem, ines-
peradamente, as fungdes cir-
culares a estabelecer uma
conexiio entre a essdncia ana-

Fig. &3 litica dum complexo o a sua
representaciic geométrica.

Para o estudo das propriedades do campo complexo, que
deixdmos esbogado no parag. 11, dispomos agora, além dos
instromentos que 13 nsamos, ainda da sua representagio geoms.
trica o da relagho 21), Com tanios instrumentos o estudo ndo
deve ser dificil! Nio o & de facto, mas nio valeria a pena
fazé-lo se nada viéssemos a obter de novo. Felizmente, nio
so da isso; o nso da relagio 21) permite-nos abordar, desta vez
com sucesso, o estude duma operagio que até agora se tem
furtado a am tratamento geral que a torne sempre possivel.

13 ke *
%n |0 A X

15. O ultimo reduto da impossibilidade.

Seja a+bi=r(cos0+7-senf) um complexo qualquer e »
um namero inteiro e positivo; por definigho, a raiz de indice »
do complexo sera cutro complexo z(cosy-i-seny) tal que
[@(cosy+i-seny)P=r(cos8+7.2en0). Um raciocinio simples

mogtra que a raiz Va+ bi=xz(cosy+1- seny) so determina pela
igualdade, dita, talvez impropriamente, férmule de Moivre.

r— + 2= 942
22) Va +bi=Vr-(cositn—kl-+£-ssvej?;:)
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onde & & um inteiro qualquer. Mas esta férmula diz-nos ainda
mais, apdés uma discussdo cuidada—que o segundo membro tem
% (nunca menos, nem mais de n) determinagdes, que se obtém
dando a %, n valores inieiros consecutivos, por exemplo os
valores 0, 1, 2, ...2—1.

Quer isto dizer, afinal, que tode o numero, real ou complexo,
tem n ratzes de indice n—catu o wltimo reduto da impossidilidade !
Compare o leitor este resultado, belo na sua simplicidade, com
0 quadro da pag. 103 da 1.2 Parte. Que diferenga!

De acordo com o resuliado que acabamos de enunciar, o
nimero 1, por exemplo, tem trés raizes cibicas, quatro ralzes
quartas, ete.. O cileulo, feito com & ajuda da férmula 22), for-
nece 08 seguintes resultados:

AT T
raizes cibicas de 1: 1, 1:‘;” d, 1 .,H/d

- -

razes quartas de 1 : 1, 7, —1, —2.

O leitor pode facilmente verificar estes resultados, fazendo
as elovacdes convenientes a poténcias; para as raizes quartas,
tem-se imediatamente 1*=1, ##—3* . #=(—1) . (—1)=1,{—~1)}=

=1, (—)t=e¢"=1.

16. Novas perspeclivas.

De cada vez que se faz uma criagio, abrem-se naturaimente
perspectivas ; desta vez 8%0 elas duma vastidio enorme. Os
nimeros complexos vém tormar possivel a unificagao de cortos
resuliados que, sem eles, ficariam sempre reduzidos a restos

-dispersos no campo real. Ponhamos, por exemplo, ssta questiio

que o leitor porventura se feri posto ji a si mesmo e que
resulta do quadro da pag. 103 da 1.* Parte—que razio profanda
baverid para que ¢ nnmero 16 possua o privilégio de ter duas
raizes quarias, 2 e —2, e 0 nimero —16 nenhuma? A tnica
resposta que podiamos dar no campo real (e que niio 6 expli-
cacio nenhuma)—ha dois nimeros cuja guarta poténeia 6 +16
@ nenhum cuja quaria poténeia seja —16 — podemos agora subs-
tituir osta: ndo ba privilégio venhum ; ambhos t8m quatro raizes
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quartas; para o ndmero 16, duas sdo reais e duas complexas,
para o niimero — 16 sio todas complexas.

Factos como este (ha muitos cutros que niio podemos apre-
sentar aqui) tornam inteiraments justa esta sfirmachio de um
matematico—o caminho entre duas verdades do campo real passa,
muttas vezes, pelo campo complexo.

E como a tarefa essencial da Ciéneia é, nio apenas registar
os factos, mas, principalmente, descobrir os caminhos que vio
de uns a outros, isto bastaria para que a criacio do campo
complexo fosse hem vinda na Matematica !

3 — Interaccio.

17. O teorema fundamental de Algebrs.

Os niimeros complexos sairam, como vimos nos parigrafos
8 a 10, da teoria das equagdes algébricas. Veja-so agora como
eles reagem sobre essa teoria, isto 6, quais sio as consequéneias
que, para as equacdes, restltam da criacio do campo complexo.

Voltemos ao exemplo do parag. 7. Viu-se 4 que a equagio
=321 1 tom a raiz

3 T——— 3 v —
1 3 1 3
=VztV1tVz V-7

Mas, como — T:i- = (—1}. % =(-1)- (l{;)g:iz (@21

tem-se \/—%zi‘%a , logo a raiz pode escrever-se sob a forma
3 7‘/_ 3 _—“"—v,:

Efectuados os caleulos com a ajuda da férmula 22) do
parag. 15, notando que essa formula dé, como 1A se disse, trés
valores para cada radical cdbico, e combinando &sses valores
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eonvenientemente (1), chega-se & conclusio de que satisfazem &
equaclio o8 irés seguintes valores de @: xy=2.co0s 20°=1,88,
2o=—2 . cos 40°= —1,532, ay=—2 . cos 80°=— (0,348,

A equaglio tem wma raiz verdadeira e duas falsas diria, i
Descartes, um algebrista do sée. XVII; a equaciio tem f#rés
raizes reais, uma positiva © duas negativas, diz, mais avisado, o
algebrista moderno que adquiriu o conceito geral de ndmero.

Deparamos assim com este resultado notdvel —os complexos
foram criados para se conseguir obter uma raiz que se sabia
que existia ; eles ndo 86 permitiram determina-la, como revelaram
a exiatdncia de mais duas! Simplesmente, essas, por serem
negativas, nio convém ao problema concreto— determinagio do
comprimento duma aresta—e, por isso, estavam escondidas na
equagio.

Uma discussio da férmula de resolugio 18) do parig. 6
leva & seguinte conclusio—toda a equagdo do 3.° grau tem
trés ratzes.

Este resultado, junto aos anteriormente conhecidos—as
equagdes do 1.° grau tém uma raiz; as do 2.° duas—sngers esta
questio : quantas raizes tem uma equagdo algébrica de gran = 2
. A resposta estd num dos resultados mais importanies da
Algebra—todu a equagdo algébrica de graw n tem n raizes.

Esta resposta fol pressentida por alguns matemiticos do
coméco do séenlo XVII — entre eles Giirard o Descarfes—e voio
a ser estabelecida com rigor pelo final do XVIII, como conse-
quéncia dama outra propriedade, o chamado feorema fundamental
da Algebra—toda a equagdo algébrica tem wma raiz, real ou
complexa.

Do aparecimento dos complexos ac estabelecimento destes
resultados vio mais de dois séculos—dois séculos de trabalbo
duro, em que alguns resaltados pressentidos pela intui¢io foram
confirmados, e outros nio. .

Vamos falar, a tracos muito larges, de um destes Wltimos,
que constitni um auténtico drama da histéria da Matemética,
drama até pela vida das pessoas que nele desempenharam os
primeiros papéis.

() Isso exige uma diseusslo um pouco extensa gue niio pode ser
feita agui.
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18. O problema da resoiugdo algébrica.

Repare o leitor nas formulas de resolugio de equagdes
;ﬁg(-‘fbncas quo até aqui encontrimos [parag. 2, 4); parg. 4, 9);
parig. 6, 13)]. A complicagéio das férmulas crosce com o grau:
do primeire grau para o segundo surgem radicais; o indice dos
radicais & o nimero de radiciagbes a efectnar sumentam do 2.°
para o 3.° grau; no entanto, olas apresentam uma caracteristica
comum—é que a3 raizes vém expressas analiticamente nos coefi-
cientes com @ ajuda das operagbes de adigito algébrica, multipli-
cacdo, divisdo ¢ radiciagdo, aplicadas um nimero Jinito de vezes.

Manter-se-4 esta caracteristica para as equacgdes de grau =,
qualquer ? Por esta questdo é por o problema da resolubilidade
algébrica, ou melhor, da resolubilidade por meio de radicais.

A wnteigdo diz que a resposta deve ser afirmativa e o facto
de, logo na primeira metade do século XVI, se ter conseguido
a resolucio das equagdes do 4.° grau e ela obedecer aos moldes
apontados, mais aferrou os algebristas a esta conviccio. Todo
o periodo que decorre daf até ao fim do séeulo XVIII 6 um
longo periodo de tentativas e de insucessos para estender As
equagdes de grau superior a 4 a resolucio por meio de radicais.
A equagiio do 5.° grau resiste como nm baluarte inexpugnével.

Tanto fracasso junto acaba por despertar osta ideia—
estaremos porventura correndo atrds duma quimera ? Mesmo ao
morrer do século XVIII, um matemitico italiano~ Paolo Ruffini
—anunciou a demonatragio de que aequacio do 5.° grau nio pode
resolver-se por moio de radicais; a validade da demonstragio
sugcitou porém duvidas.

Poucog anos mais tarde, no primeiro quartel do século XIX,
um matematico norueguds, um dos mais puros génios matema-
ticos de todos os tempos, tocado igualmente pela garra da inte-
ligéncia o da desgraca—morre obscuramente &. beira da glériat)
aos 27 anos numa aldeiz da Noruega— Niels 4bel, deu & demons-
tracio efectiva de que a equaglo do 5.° grau se nio pode resolver
por meio de radicais.

Resolvida, dema maneira inesperada, esta questio, restava
achar resposta para esta outra—quais as razdes por que até ao
grau 4 ha resolubilidade por meio de radicais e no 5.° n#o ha?
e do grau 5 em diante ? Era, em snma, o problema do engua-
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dramento destes resultados parcelares num gquadro geral ; sempre
a mesma preocupacio do cientista—enquadrar materiais dentro
de esquemas explicativos, cada vez mais gerais.

Foi outro jovem, contemporineo de Abel, igual a ele em
precocidade, em génio e em desgraga, se bem que o seu oposto
em estructura sentimental, Evariste Galois, quem respondeu
completamente a esta questio. Deu um critério geral para ave-
rigaar, dada uma eqnacéo algébrica, se ela admite, ou nio, reso-
lugio por meio de radicais, Ora, desse critério resulta que até ao
graw 4 a equacio é, e dat para cima em geral ndo é (1), resoliivel
por meio de radicais.

Estava conseguido o objectivo. Mas, daqui resulta agora
uma questio alarmante: ndo se podem, entdo, Tesolver equagdes
de grau superior a 47 Nfo hid mansira de calcalar as sunas
raizes ¥ N#o & assim; hi processes para calcular as raizes de
qualguer equagio algébrica com a aproximacgio que se quiser.
Esses processos aplicam-se mesmo as equagdes de graus 3 ¢ 4
porque sio muito mais cémodos do que o emprego das férmulas
de resolugio.

0= métodos da reselagiio aproximada—de resolugdo numé-
rica, como 86 lhes chama— aplicam-se também com sucesso &
equagles transcendentes, isto 4, a squnacBes obtidas igualando a
2eT0 wma expressdo analitica em que figuram fancdes transcen-
dentes, por exemplo a equacio sen r=2.

19. Resuvltados novos sobre um problema antigo.

Consideremos uma equagiic de gran maior que 4 ¢ de
coeficientes inteiros, por exemplo 2" —af—1=0,

Prova-se que esta equagio tem ume raiz real, positiva, e G
raizes complexas. Essa raiz real, & irracional, como vamos ver.

Suponhamos que ndo era: haveria uma fracgiio a’rredutivel-%
: 7 [ T &

tal que (£> — (.f.) --1==0 ou seja p_T — p_s —1=0, donde,
g 7 4 g

() A ndo scr pars cerlas equagbes cujoz coefivientes satisfazem a
relagBes particulares; por exemplo, a eqeacdio do 6.° grau 2°—1=0 é reso-
hivel por radicais.
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maltiplicando amhos 08 membros por ¢7, p'—p® - g—¢'=0, ou
P?EPG . g.+g1"
Esta igualdade pode ainda escrever-ze

=9+ ¢

e mestra que ¢ ¢ divisor de p7, (o cociente da divistio 6 p*+g%).

Mas, por uma propriedade que o leitor encontra em qualquer

livro de Aritmética, o inteiro g, primo com p, nio pode ser

divisor de p*, logo a igualdade ¢ impossivel e nio existe,
P

portanto, raiz =,

Daqui tiram-ge duas consequéncias importantes.

1.8—4 equactto dada ndo tem ratzes fracciondrias, logo, a
sua raiz real s6 pode ser inteira ou irracional.

Ora inteira nio é, porque para x=1 obtém-se no primeiro
meml?ro—l » @ substituindo ® por qualgner outro nimero inteire
© positive, ¢ primeiro membro vem sempre positivo. A raiz real
¢, portanto, irracional. '

Generalizando o raciocinio que fizemos sobre esta equagio,
prova-se ficilmente que, dada wma equagdo algébrica de cosfi-
cienles infeiros e com coeficiente do 1.° térmo unidade: x"-+
+ay 2* -+ a, =0, as suas raizes racionais, se existirem, sdo
necessricunente tnteiras,

Daqui resulta uma maneira muito simples de estabelecer a
irracionalidade de certos miimeros; tomemos, por esemplo, o

-]

nimero a=V 5; eate ntiimero & raiz da equagdo x°—b5=0, como
imediatamente resulta da propria definigio de radiciacio. Ora
esta equacio esti no caso anterior e nfio tem, portanto, ralzes
fracciondrias ; raizes inteiras também n3o tem, como se verifica
facilmente, logo as raizes reais que houver (*) s6 podem ser
irracionais.

2.2—Vimos que a raiz real da equacio x*—af—-1=0 &
irracional ; mas, como o grau é superior a 4, essa raiz nio pode
exprimir-se {(a nio ser que o8 coeficientes satisfizessem a qualquer

3
(1) Hi apenas uma, precisamente \/3; as outras duas sfo complexas,
como resulta da aplicagio da férmula 22) do pardg. 15.
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relagho particular) em combinaglio finita de operagdes racionals
e radiciaghes sobre os coeficientes. Quere dizer, aquele nimero
g j——

4
irracional n&ko & como os ndmerosy 2, Y 1-+V'D por exemplo;
é um nimero ndo exprimivel por meio de radicais sobre nameros
inteiros, & isto vem langar uma luz nova e imprevista sobre a
natureza dos nameros irracionais. Efectivamente, como o leitor
viu na 1.2 Parte (cap. III), as irracionalidades surgiram por
virtudo da impossibilidade da radiciacio e até ao séeulo XIX
uma coisa considerou-se sempre como sinonimo da outra. Pois
muito bem, da teoria das equacdes surge este facto fundamental
—as possibiligades da irracionalidade ultrapassam de largo as da
radiciagdo! £ um novo dominio do desconhecido que se abre!

20. Classificando a irracionstidade.

Ag coisas vio mais longe ainda. Um estudo completo do
campo real (que nio podemos fazer agui) leva aos resultades
seguintes:

1.°—H34 uma primeira classe de nitmeros reais — os chamados
nimeros algébricos—que sio aqueles que podem ser definidos
como Taizes duma equagio algébrica de coeficientes inteiros.
Pertencem a esta classe:

@) o8 nimeros racionais, visto que m:!;— é raiz da equacgio

qe—p=0; , .
#) os nfimeros que sio combinacdes finitas de operagdes
racionais ¢ radiciaglies sobre ndmeros inteiros, tais

8 5 4
como v 2,V 5,V 2+Vl+t/ 1, etc. ;
¢) 08 nimeros irracionais que, por serem raizes de equagdes
{gerais) de grau superior a 4 o de coeficientes inteiros,
nfo pertencem & categoria a) ou b).

2. H4 uma segunda classe de numeros reais—aqueles que
sio irracionais e nio algdbricos; siio chamados ndmeros trans-
cendentes. B transcendente, por exemplo, 0 nimero ® com que
travimos conhecimento na 1. Parte (pig. 85 ¢ segs.).

8.9~ Tanto a primeira classe como a segunda sio infinitas,
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a primeira do tipo do wumerdvel e a segunda do tipo do continuo
(1.* Parte, pag. 83 o segs.).

2. Q que cabe no intervalo (0,1},

Estes resultados chamam de nove a nossa atencio para as
relacdes entre o denso o o confinno, abordadas na 1.* Parte.
Olhemos para o intervalo (0,1), conjunto dos nimeros reais
0LxL1; os nimeros racionais (r) desse intervalo formam um
conjunto denso, o a simples intuigio diz-nos que eles preenchem
todo o intervale.

No entanto, o8 desenvolvimentos a gue acabamos de refe-
rir-nos permitem afirmar que nesse intervalo cabe, além de

1.°—A infinidade {numeravel) dos numeros (r), ainda :

2.—A infinidade (numeravel) das raizes quadradas dos
mesmos ndmeros (r}, porque elas sfio nimeros reais,
em geral irracionais, compreendidos entre zero e um.

3.°— A infinidade (numerivel) das raizes ctibicas dos mesmos
niimeros.

4,°—A infinidade (numerivel) das raizes quartas o a das
taizes quintas... a das raizes de indice n, qualquer,
dos mesmos nimeros (r).

5.°— A miltipla infinidade (numeravel) de todas as combi-
nagdes racionuis de nimeros das alineas anteriores e
que conduzam a nimeros menores que 1, por exemplo

1, %/1
Vitys
6.°—A infinidade (numerivel) de todos os numeros algé-
bricos menores que 1 e ndo compreendidos nas alineas
anteriores. _
7.°—FE, depois de tudo isto, ndo passimos sequer do nume-
rével! No intervalo (0, 1) cabe ainda uma outra infi-
nidade, doutro tipo, de niimeros—a infinidade (continna)
dos nimeros transcendentes, positivos e menores que 1,

Que possibilidades racionais nos oferecem os conceitos com
que temos vindo a {rabalhar! Que caminho andado desde a
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- des nos tem a8

barmonia do Universo, acabou por ser metida nos quadros

gerais do campo numeérico, classificada. Foram necessarios,
para 1880, nio menos de 2D séculos; mas a prépria demors
testemunha da grandeza da obra, Para 2 conseguir fol necessirio

- - ?
entre outras coisas, o desenvolviments que u teoria das oqua-
¢des algébricas tomou 2 partir do sdculo XVI e este s6 foi
possivel eom a criagio dos nimeros complexos, Mais uma
prova daquels grande verdade que atris eitimos—o caminho
para o real passa muitas vezes, pelo complexo !

22. Conlinua a abertura de perspeclivas.

 N2o se faz ideia, & primeira vista, da (juantidads e impor-
tincia de dominios novos que a criagio dos complexos permite
ah'nr.‘ A nogito de complexo ¢ a nogio de infinito sio dois dos
principais instrumentos da Matemética moderna, e, no emprego
generalizado desses instrumentos, reside talvez a zma mai?)r
diferenga em rolagio & Matemiticn antiga. Tendo trazido o
leitor, através duma curta digressio técnica, até as fronteiras
dpsta construgio grandiosa, detemo-nos aqui, O servir-lhe de
cicerona em tais dominios 6 missio de outros que nio dests
livrinbo de vulgarizaciio, Antes, porém, de retomarmos a nossa
excurs30, por outras regides, queremos dizer-lhe que as no¢des
de varidvel e fungdo (cap. I, pardg, 17, ‘

e 18) se estendem imediatamente ao 1{
campo complexo, como é Gbvio; a |
variavel complexa pode representar-se y

pelo simbolo z=x+{y onde x e .“-27 7//‘5}7/-/;_
representam conjuntos de nﬁmerog ‘L_{?///;Zf}% cewee
I

reais. 8o x @ y forem variiveis reads

|
continuas, entlio z=a--iy chamar-se-4 i ;e
varidvel complexa continma on sim- I P
plesmente varidvel complexa. O seu Fig. 44

dominio é, geomdtricamente, o con-
Junto de todos os pontos de uma ceria regifo do plano, como
por exemplo, no caso da fig, 44, : ’

12
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O conceito de fungiio de varidvel complexa permite gene-
ralizar a definigio de polinémio inteiro dada no parag. 4 {}0
cap. II. Chamaremos, em geral, polindémio inteiro & expressio
analitica

24) Pe)= o2 + a2 o 4 Bu 2 4+ a,

onde n é inteiro e positivo, z=a--4y ¢ a variavel complexa e
@9, & - @, Dlmeros quaisquer, reaid ou cmnplemog. A toda_ a
equagiio 7(z)=0 continua a chamar-se equacdo algébrica; coisa
curiosa, os Tesultados gerais dos pardg. 17 e 18 deste capitulo
sobre a teoria das equaciies algébricaz mantdm-se intactos.

Capitulo IV. Excursdo histérica
e filoséfica.

1. Retomando o fio..

Xeo eap, IV da 1.* Parte (pag. 84 e segs.) fizemos um estudo
rapide de alguns problemas que, na Gréeia antiga, se levan-
taram em relacio com o conceito de nimero,

Vimos entio como surgiram algumas grandes concepgbes
filogoficas — 0 dewir heracliteano, a ordenacito matemdtica dos
pitagoricos, a dnobiidade eterna dos eleatas — ¢ como elas se
chocaram,

Aludimos ainda, ao de leve, s condigdes psicoldgicas e
sociais que acompanharam essa evolugdo (pigs. 79-82). Nio
vamos agora enirar em largas explanagdes sobre a mesmu
questio, mas temos que a retomar. O assunto que ao longo de
toda esta Parte nos tem ocupado —o conceito de fungio —
exige-o para inteira clarificaciio do seu significado na histéria
da eivilizagho ocidental.

2. Problemas.

Pelos meados do século V a. €., a Gréecia encontrava-se a
bragos com wm conjunto de problemas duma impartincia
enorme, Acabara de sair vitoriosamente da prova de dfogo que
para ela representara a ameaga de congnista persa e dai resnl-
tara esta consequéncia de grande aleance — as cidades gregas,
até ai isoladas, constituindo estados inteiramente autémomos,
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haviam sido obrigadas, em face dessa ameaga, a aproximarem-
-8¢, & concertarem-se numa politica de defesa comum. Estava,
por este motivo, posta as cidades gregas o seguinte problema
politico: iria continuar a politica de aproximaglio? iria essa
politica levar a constituicio de um Estado tinico, atingindo-se
uma unidade que superasse a multiddo das antonomias parce-
lares?

A este problema, que, para cada cidade, era um problema

externo, juntava-se o problema inferne de cada uma: tinha cada -

uma das cidades de per si atingido uma situagio de estabilidade?
on, pelo menos, tinha em alguma, ou algumas, sido atingido o
equilibrio doa diferentes factores econdmicos e sceiais interiores,
squilibrio esse que permitisse o langar-se no empreendimento
exterior de impulsionar a uaificacio ?

Tais problemag, euja importdncia o seu préprio enunciado
revela, eram dominados por este outro: existia na Gréeia o
alemento necessario de aglutinagio das parcelas politicas ? exis-
tia alguma classe de intercsses cosmopolitas que servisse de
elemento actuante para a soldagem dessas parcelas e passagem
s uma unidade politica mais vasta, isolado social superior?

3. insuficiéncias.

A esta dltima perganta a Histéria responde — niio; n#io
existia uma tal classe. Houve, é certo, elementos importantes
para a sua formagéio nas cidades em comunicacio directa com
0 mar e que tiraram, portanto, do comércio e artesanato uma
das suas fontes de riqueza; mas, mesmo nessas cidades— Atenas
A frente de todas —se desenvolvia por essa altura uma luta
agitada entre a ferra o 0 mar: a ferra, o elomento tradicional,
fachado, dominado por ama aristocracia limitada nos seus inte-
resses e nos seus horizontes, e o mar, o elemento de comuni-
cacho de povos, o elemento easmopolita o renovador por exce-
léneia.

De modo que temos, em linhas gerais, a sitnaclio seguinte:
na Gréeia continental interior, uma aristocracia da terra im-
pondo pela fér¢a uma estratificagho social rigida mas constan-
tements ameacada de se subverter, e consumindo nessa tarefa
todas as suag energias; na Grécia maritima, umsa aristocracia
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da terra com esse problema e mais o da luta de todos os dias
com a clagse comercial e dos artesios.

Em resumo - augéncia de classe social de unificagio poli-
tica, auséneia de equilibrio interior em qualquer das cidades;
insnficiéneias que condenaram a Grécia ao fraccionamento
politico, a que 86 uma firga exterior havia de pér termo:
¢ imperialismo maceddénico primeiro, o imperialismo romano
mais tarde.

Todo o periode que vai do fim da ameaca persa & conguista
macedénica — pouce mais dum século —é gasto em Intas das
cidades umas com as ontras, Cada uma das mais importantes—
Atenas, Esparta, Tebas — pretends realizar a aificagio politica
em sen beneficio; o imperialismo militar aparece a pretender
impor o qud uma insuficidncia orgéniea nio permite— o resul-
tado é um afundamento geral.

4. Consequéncias intelectuais.

E neste ambiente, neste contexto, que vai desenrolar-se a
evolucio da Ciéncia e da Cultura gregas, Em que termos ?

As grandes escolas filoaéficas a que nos referimos na 1.
Parto nascem, todas, fora do continenfe grego, nas colénias da

sia-Menor ou da Itilia, colénias de civilizagho comercial. Pelos
meados do séenlo V, Atenas, por virtude do papel que repre-
sentara na luta conira o invasor, torna-se a metropole da enl-
tura grega; esta vai 13 evolncionar, condicionada pela luta in-
terna o externa a que acabamos do fazer referéncia, luta domi-
nada pelo antagonismo terrg-mar.

A sitnacgiio apresentava-se em Atenas nitidamente favoravel
a0 mar; a classe dos comerciantes e artesfios adquire péso
econdmico e andécia creseentes o é tomada de uma encrme febre
de saber — as concepgdes das grandes escolas descem a0 povo
que tende a apropriar-se delas; aparecem ¢ multiplicam-se homens
duma feigiio nova — o8 sofistas — homens que tomawm a profissio
de ensinar e democratizar a Cultora.

" Mas, a breve trecho se desenha uma reaccio contra este
eatado de coisas, reacgiio que vai atingir ndo 86 0 romo da evo-
lagio da Ciéneia como também a extensdo da sma expansio
popular.
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5. A mudsngs de navegacao.

Sdcrates (*) e, principalmente, [Jlaido(?), sio os filésofos
desse rumo novo. KEm que consiste ele? Numa aristoeratizaciio
do saber; no desviar a atencio das coisas externas ao homem
para o centrar nas internas, morais e psicologicas ; no tema da
virtude em plano superior ao do fem-esiar terreno; na intro-
ducfio sistematica dum principio espiritual na explicagho cienti-
fica, em substitnicio das tentativas de explicagio materialista ;
em suma, ns tendéncia para o abandono da realidads sensivel,
da realidade fluente, e para o refugio no seio do espiritealismo,
onde se pode construir, & vontade, uma permanéncia que abrigue
dos vendavals da transformacio...

I’ o proprio Plaide que nos d4 conta dessa wmudanga de
rumo ao mostrar-nos, no didlogo Fedon, ¢ sen mestre Sderafes
discorrendo dcérea da desilusiio que a leitura de draxdgoras(®)
lbe provocara. Ougamo-lo (*):

«Eis que um diag ouv! a leitura dum livro que era, dizia-se,
de Anazxdgoras e onde se falava assim: «é em ultima andlise o
LEspirito que tudo ordenou, é ele que ¢ a causa de todas as coisasy.
Uma tal coisa alegrou-me; parecen-me que havia vantagem en
Jazer do Espirito umea cansa universal; se assim é, pensei eu,
esse Bapirito ordenador que justemenie realiza o ovdem unvversal,
deve também dispor cada coisa em pariiewlar da melhor maneira
posstrel...

Ndo havia mais que revelur-mo-lo e estava pronfo a ndo
desejar outra espéeie de cansalidade!

Cone que ardor me agarrel & leitura ! Lig-o o mals depressa
que podia, afim de me instruiv, o mais ripidamente possivel, do
melhor e do pior.

1) Ateniense (470-309 5. C.).

{(*} Ateniense (428-347 a. (.); de wwa das mais nobres familias de
Atenas. Pelo lado do pai a sna ascendéncia ia, dizia-se, até a0 dems Poseidon.

{*) Natural de Clazomine, no itoral da Asia-Menor (500-428). Exercen
grande influéncia intelectual em Atenas.

("} Fedon, 97 h) ¢ seg.
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Pots bewm! adeus ok! maravilhosa esperanga! Quanto mais
lia mais wme afastava dela. Com efedio, ao arancar na leftura,
vejo win homem que ndo faz nada do Kspivite, que lhe néio dis-
tribue nenhum papel nas causas particulares da ordem das coisas,
que, pelo contrdrio, alega a esse propésito, accies do ar, do bter,
da dgua e muitas onfras explicagies desconcertantes ('),

Visto que a causa me tinha fugido, visto que ndo pudera
nem descobri-la por mim nem aprendg-la com outro, para me pir
@ sua procura tinha que wmidar de navegacdon.

Ao longo do Fedon e em passagens de outrag obras suas,
Platdo explica o fundamento e a esséncin do romo novo, Tra-
ta-se de adquirir a verdade. Como ? analisando a realidads ex-
terior sensivel, e tirando dela critérios de verdade? Nio!

Receal-me de me tornar completamente cego da alma divi-
gqindo 0s meus olhos paru as coisas ¢ esforgando-me por entrar
em contacto com elas por cada vm dos imeus sentidos. Pargeeu-me
indispensdvel vefugiar-me do lado das idetas ¢ procurar ver nefas
@ verdade das cotsas (*).

&. As Formas ou |deias,

Para dar realizaciio a esta atitude mental, Plaido constrain
um sistema filosOtico — a teoria das Formas ou Keias — ds que
da no Iedon os tragos fundamentais.

Sderates expdo e Simmias fornece-the as respostus e pansas
necessirias (*}: «Quando é que, portanto, refomou Sécrales, o
alme atinge a verdade? Ndo hi duvida que quando ela procure
encarar qualquer quesido com a gjuda do corpo, ele a engana
rudicalmente.,

— Dzes @ verdade,

— Nao ¢, por consequéncia, verdade que ¢ no acto de racio-
cénar que a alma, se alyuma ve: o consegue, vé manifestar-se
plenamente a realidade dum ser?

— S,

(1) Na filosotia de Awardgoras, com eteito, a acydo do Espirite limita-
-5¢ 20 impulse inicial; ne resto procuram-se explicacdes meeinicas. »

() Fedon, 99 e.

() Fedon, 00 b ¢ seg.
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—E sem duvida, ela raciocina nas condigbes 6ptimas preci-
samente quando nenhuma perturbagdo the advém de lado nenhum,
nem do ouvido, nem da vista, wem dumae dor, nem dum prazer,
mas quando, pelo contrario, ela estd o mais possivel isolada em
st propria, mandando passear o corpo, e quando, quebrando ido
radicalmente quanto puder, toda a relacdo, todo o contacto com
ele, ela aspira ao veal.

—F exactamente assim !

Ndo ¢ verdade que é nesse estado que a alma do filésofo faz
ao mdarimo abstraccde do corpo ¢ lhe foge, enguanto procura
isolar-se em g3 propria?

— Manifestamente !

Mas que dizer disto agora, Simnias? Afirmamos 163 a exis-
téncia de qualquer coise que sefa cjustor em s ou negamo-la?

— Afirmamo-la, evidentemente, por Zeus!

~F também, nito é verdade, de qualquer coisa que seja
«belos ¢ cbom» ?

— Como ndo ?

— Mas, evidenteinente, nunca viste com os teus olhos nenhuma
coise desse Género?

—Claro que ndo.

— Mas entdo, é porque a aprendeste por qualquer outro sentido
diferente daqueles de que o corpo & ¢ instrumento? Ora, aguilo
de que falei é para tudo, assim para sgrandezar, «saides, <forear
e para o resto também, ¢, nwma palavra e sem excepgio, o sua
realidade : 0 que, precisamente, cada uma dessas coisas é, Portanto
€ por meto de corpo que se observa v que ha nelas de mais verda-
deiro? Qu, pelo contrdrio, o que se passa ndo &, antes, que aquele
de entre nds que melhor e maiz exaclamente se tiver preparado a
Pensar en s{ mesma cada wma das coisas que encara e toma como
objecto, é esse que deve aproximar-se mais daguilo que é conhecer
cada uma delas?

—E absolutamente certo.

—E, portanto, esse resullado, guem o vealizard na sua mator
pureza sendlo aquele que no mais alto grav. possivel usnr, para se
aproximor de cada cofsa, s6 do pensamento, sem recorrer, no acto
de pensar, nem & vista nem a qualquer outro sentido, sem arrastar
consign nenhum em companhia do raciocinio? Aquele que, por
meio do pensamentc em st mesmo e por & Mesmo, e sem mistura,
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se atirar & caga das realidades, de cada wna em i mesma também
e por s mesma ¢ sem mistura? E isso depois de se ter, o mais
possivel, desembaragado dos olkos, dos ouvidos, e, para bem dizer,
do corpo inteiro, pois que é ele que perturba a alma e a impede
de adquirir verdade e pensamento, todas as vezes que ela se pie
em relagdo com ele ? Nao é verdade, Simmias, que & esse, se alguém
o pode fazer no mundo, que atingird o real ¥

—Impossivel, Séerates, de falar com mator verdade!»

Fizemos esta longa citagiio para pér o leitor em contacto
com a raiz do pepsamento de Platdo—a realidade nio esti nas
coisas sensivels, estd nas Ideiws ou Formas: bom, belo, justo,
grandeza, forca, otc.; as coisas sensiveis nio sio mais que
imageneg on ebpias das Formas; a verdade nho pode, portanto,
adguirir-se pelo exame, por meio dos sentidos, do universo
exterior sensivel, mas apenas pelo pensamento puro, pela acti-
vidade da alma isolada do corpo; este nfo faz mais do que
perturbi-la, impedi-la de pensar.

7. A [luéncia e a permanéncia.

(lomo estd bem de ver-se, um tal sistema deve eacontrar,
no seu choque com a roalidade de todos o8 dias, dificuldades
grandes. O préprio Plat@o as reconheceu e deixou na sus obra
tragos dossa preocupacio, No Parmémdes, um didlogo gue deve
pertencer 4 maturidade de Platdo, ele discate precisamente o
problema da existéncia das Formas sgparadas, pondo om cena,
desta vez, o velho filézofo Parménides de Elea, o seu diselpulo
Zendo, @ Sderates, um Sécrates jovem que apanas ensgia 08
primeiros passos na Filosofia. Apéds uma longa discussiio & volfa
das dificuldades citadas, discussiio onde, coisa curiosa e instru-
tiva, olas se nio resolvem, Parménides declara (): Imagina,
pelo contrario, Sécrates, que se persisic em negar a existéncia das
Formas dos seres, atendendo a todas as dificuldades expostas por
nés ou @ oufras semelhantes, e em recusar gue haja, para cada
realidade, uma Forma precisa. Ndo kaverd mais para onde dirigir
o pensamento, pois que se ndo quiz que a forma especifica de cada

(1} Parménides, 135 5 ¢ o
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ser guarde identidade perimanente ; e 1350 serd aniyailar a propria
virtude de dialética. Eis aquio de que tu pareces ter-te aperce-
bido acima de¢ tudo. '

— Dizes a verdade—teria concordado Sderates,

- - Que fards tu entde da filosafla ? Para onde te his-de voltar
s¢ ndo tens resposte pare estus questies?

—N&o tenko nenhuma em viste, que saiba, pelo menos de
HOMeIo.,

Esta passagem tem wwa importincia enorme porgue nos
poe em face da grande preccupacio de Platdo, o objectivo final
da sua filosofia— obter yualquer coisa que guarde identidade per-
manente © & (qual o pensamento se possa prender ; se a realidade
sensivel ¢ fluente o, portanto, o contririo do permanentemente
idéntico, voltemos-lhe as costas e refugiemo-nos, como acima
vimos, (parag. 5) «do ludo das Idéiass.

Dilema implacivel em que Plaido se debate!—ou as /déias,
com fodas as dificuldades e as consequdncias que delas resultam
(entre as (uais esta, uecessiria: que s0 se pode bem filosofar,
sO se atinge plenamente a verdade depois de morto), ou isso, ou
o vendaval da flutnciu, da {ransformayie, com todas as suas
consequéncias, implacaveis também. , .

De que este era, de facto, o seu grande objeciivo, abundam
os testemsunlios. Vamos dar ao leitor mais deis. O primeiro, ainda
do préprio Platdo (*): «Ndo diziamos nds ainda isto hd pouco ?
(ue a alma por rezes emprega o corpo para o exame d8 wma o
vildra questdo, por tnlermédio da visia, do ouvido ou de outro
sentido; porque quando o erane se fuz por intermédio dim sentido
é o corpo que é um ingtrumento. Eutdo diziamos nis, a alma ¢
arrasiada pelo corpo na direcedo daguilo gue jamais guarda o sua
identidade ; ela propria se perde, se perturba, a cabeca anda-lhe
it roda como sc estivesse hobeda (*): ¢ porque estd em contacto
com coisas dessa espécie,

— Absolutainente !

— Quando, pelo contrdrio ela esta & &i mesma neste exame,
vla voa na direcede do que & puro, que possui sempre a existéneia,

(1) Fedon, 19 ¢ d.
(3 O termo figura cow toda a sua crueza. no texto: methyousa, de
wcdhysko —embeledar-se.
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Jue ndo norre, que se comporte sempre da mesme maneira; por
virtude do seu pareniesco com ele (1), & sempre junto dele que ele
vem fomar ¢ {ugar ao qual lhe dé dirveito tode a realizacdo da see
exdsténcia em 8l mesma e por 8 mesma ; deiza de vagabundear e.
na vizinhanca dos seres descritos, conserva, el também, sempre ¢
sua identidade e ¢ sua mesma maneira de ser. E porque estd ew
contacto com coisas dessa espéeien.

O outro testemmunho é de Aristételes. Mo passar, na Iefu-
fisica, em revista ag teorias dos filésofos anteriores, refere-se
assim ao seu mestre Platdo de cuja doutring filosélica mais tarde
se separou, nalguns poutos importantes (°): «Desde a sua juren-
tude, Platio, tendo sido amiyo de Critilo e familiar com a3
opinides de Heraclito, sequndo as quais lodas as coisas sensivers
estdo num fluxo perpdtuc e nde podem ser objecto de conkeci-
mento (%) conservou-se fiel a esta opinido, Por ontro lade, Séerates,
cujas liches incidivam exclusivamente sobre as coisas morais ¢ ndo
sobre o Natureza inteiva, tinhia contudo, neste doménio, procurado
o unwersal ¢ sido o primeiro a firar o pensamento sobre as defi-
nigdes. Platho sequin o sew ensino mas foi levado a pensar que
esse universal devia existir em realidades duma ordem diferente
da dos seres sensiveis; udo pode existir, com efeiio, julgava ele.
uma definigdo comum dos objectos sensivels individuals, dagueles
pelo menos que estde em perpétua transformagdo. . tais realidades
dew entdo o nome de Fdias. . .» (1)

Como 86 vE, o testemunho do discipule e eontemporinec
concorda com ¢ dos textos citados—a doutrina de Flatdo sai da
de Heraclito por oposiciio a ela; o seu objectivo essencial ¢
criar uma permanéncia racional, mansio artificial duma purezs
¢ doma verdade artificiais.

() Aguilo gque € pure, clerno v idinticn,

(2) Metafisica, A 6, 987 b. ‘ ) -

(3) N&o conhego nerbam fragmeuto de Heraclito onde vssa Linpossibi-
tidade seja afirmada. _ o _

{4) Aristdleles insiste, noutra passagewn (Metafisice, M4): s doutriva
das Iddias foi, nos sews fundadores, a consequéncia dos argumentos de
Heraelits sobre a verdade das coisas, ... »
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8. Quiras caracteristicas.

Nio & aqui o lugar, evidentemente, de fazer uma exposicio
e uma critica minuciosas do sistema filosético de Plaido. Mas
ele importa-nos grandements pelas snas consequéncias ; vamos,
por isso, fixar a nossa atenglio sobre duas das suas caracteris.
ticas, além daquela que acabamos de acentnar.

A primeira é a natureza wdealista desse sistema. Recorde o
leitor o que dissemos a pag. 76 da 1.* Parte sobre o debato enire
idealismo & materialisme e verd que Platde enfileira ao lado dos
idealistas, ao lado do seu mestre espiritual Parménides. Mais,
pode afirmar-se que 6 Platdo o pai do idealismo, por ser o
construtor do primeiro sistema desta natureza. Parménides nio
fizera mais que pdr o problema, pelo menos nagueles textos
que hoje se conhecem dele.

A segunda ¢ o caricter de élite do sistema de Platdo.

A apreensio da verdads, tal como ele a entends, exige um
esforgo, uma elevagho espiritual (em sua opinidv) que estd fora
do alcance do homem vulgar, Isto, que paira como mm véu
sobre toda a sua criagio, é afirmado expressamente numa
passagem do Timeo, uma das smas tltimas obras e onde,
portanto, se pode encontrar o resultado mais elaborado do seu
pensamento (T): Se & inteleccdo ¢ o opinido verdadeira sdo dois
géneros distintas (%), esses objectos invisiveis existem em 8¢} sdo as
Ideias que nllo podemos perceber pelos sentidos, mas sbmente pelo
tntelecto.

v Ora devemos afirmar que a tntelecedo ¢ @ opinido sdo duas
coisas distintas porque tém origens distintoz e comportam-se de
maneiras diferentes.

... J preciso dizer, ainda, que na opinido todo o homem
participa, e que na intelecodo, pelo contrdrie, 08 deuses témn parte,
mas, dos homens, uma peguena categoria somenie.»

¥ suficientemente claro, nfio é verdade ?

{1) Timeo, 51 4 e sag.
?) Repare o lsitor na semelhanga com o pepsamento de Parmsnides
{1.* Parte, pg. 76).
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9. Consequéncias.

Se temos demorado o leifor com todas estas citacles 6
porque o sistema filoséfico de Platdo tem uwma importincia
enorme na histéria do pensamento e é preeiso, portanto, conhecer
20 menos a sua base. Nascido num momento de crise da civili-
zagho grega, como mostramos atras, ele imprimin & sua supers-
tratura numa orientacio que havia de ter as maig largas reper-
cussdes sobre o movimento histdrico seguinte., B uma grande
vaga nascida dos problemas duma crise social e cujo movimento
alteroso se prolonga até nos.

Nio & que o sistema filosofico de Platdo seja aceite na sua
inteireza por todos os filésofos posteriores ; muito longe disso.
Alguns digcutern-no, rejeitam a sua teoria das Jdélas; entre
estes conta-se logo o seu discipulo mais célebre, Aristéieles, quo
na Metafisica critica duramente a teoria das Idéias, Mas hd no
pensamento de Plat@e qualquer coisa de mais importante, de
msais fundo, qualquer coisa de que a teoria das Idéias 6 um
instromento—a defosa contra a fluéneia o o caricter aristocratico
do sistema—e isso fica.

O pensamemento grego dominante aparece invadido pelo
horror da transformacdo, e daf resulta o horror do movimento,
do material, do senstvel, do manual. O homem de élite, rejeita o
manual, o mecdnico, e exalta o bem e a virtude, do cuja procura
faz o fim maximo do homem,

- Nisto, gque é fundamental, concordam Platdo o Aristételes,
noutras coisas to dividides e opostos...

Sio de Aristdteles estas afirmagbes que provam o que
acabamos de dizer (): )

¢E preciso, portanio, ensinar aos jovens apenas os co-n?zepz-
mentos wuleis que lhes nflo venham a vmpor wm género de vide
sérdido e mec@nico. Ora, deve considerar-se como mec@nice toda
a arte, toda a ciéncia que torna incapaz dos exercicios ¢ dos actos
da virtude os corpes dos homens [ivres ou & sud alma ou & Sud
inteligéncia, Eis porque chamamos mec@nicas todas as artes que
alteram as disposigdes naturais do corpe ¢ todos os frabalhos que

(1) Politica, V, 11, 1,
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ad0 mercentrios; povque ndo deivam ans pensamentos wem liber-
datde nem elevagion.

Noutra passagem da mesma obra (V), Aristételes diz:

«Ndo ¢, portanto, bom que o homem de bem, nem o homem
de Estado, nem o bom cidaddo aprendam estas espéoies de trabalhos
(03 trabalhos das artes mecanicas) que s6 convém avs que estiio
destinados a obedecer; a menos que se sirvan apenas algumas
vezes para suq propria witlidade. Doutra maneira, uns deizam de
ser senhores ¢ outros perdem a condigio de eseravosy.

Ainda uma outra passagem para vincar bem o que afir-
mamos (%):

« ... visto que estamos examinando qual € a constituicio poli-
lica mais perfeita ¢ que esta constiluicdo é a que contribui melhor
para a felicdade da cidade; e, por outro lado, pois que se disse
anteriormente que o felicidade ndo poderia existir sem a virtude,
¢ vistvel que mum Estado perfeitamente governado e compoate de
cidaddos que sfio homens justos no sentido absoluto da palavra, ¢
ndo relativamente @ wm sistema dado, oz eidaddos ndo devem
exercer nem as artes mecdnicas wem as profissdes mercaniis
porque este génere de vida tem qualquer cofsa de vil ¢ é contrdrio
it virtude.

Também ndo devem, para serem verdudelvamente cidaddos,
dedicar-se & agricultura, porque tom necessidade de deies, para
Jozerem naseer a virtude na alma e para preencherem os deveres
civign,

Nio ¢ so dos escritos deste ou daquele filsofo que trans-
pira o horror do mec@nico ¢ do manual. Esta concepeiio invadiu
de tal maneira a vida grega, que na pena de Plutarco (cuja
opinido merece o crédito que lhe conferem, por um Jade o seu
senso critico, e, por outro, o recuo de alguns séenlos que ¢
deixa julgar sem a paixio do momento e, portanto, separar o
essencial do acessério) encontramos a seguinte passagem (entre
outras), para nés hoje um pouco surpreendente (3):

¢, uitas vezes, ao aprectar uma obra, desprezamos o
obreiro, como nas composigies de perfumes ¢ nas tinturas de

F Potitiea, 11, 11, 9,
3} Politiea, 1V, VIIL, 2,
(%) Vida de Périvies, 1.
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PUrpura : porque nog dekitqmos Com wmas e com out{-as e, con!?do,
temos 08 perfumistas e 08 linfureiros como pessoas vis e mecamcqs.
Respondeu musto bem Antistenes a um que the dizia que Isménias
era um excelenle tocador de flauta: ctambém acho, mas apesar
disgo, homem que ndo vale nedo, porque, se assgim ndo fosse, ndo
seriq um tdo excelente tocador de flautar. Vem a propésito dizer
gue Filipe, vel da Maceddnia, disse ume ver ¢ seu _ﬁﬁ?.:o Alexan
dre-o-Grande gue tmha cantado muito bew nuwin festim, e como
homem que entendia wuite de misica: .«Ndo tens tergonha de
cantar ido bem? Porque basta que wm vei empregue por vezes ox
seug deios a outir cantar os canufadores e ji faz muita honra s
Musas em querer algumes vezes ouvir ox obreiros de tal arte
guando eles se despicam a quem cantard melhors. .

Maz quem ewerce de facto alguma arte baiva e vil, produz
ein lestemunho contra si préprio o trabalho gue rmpregou em coisas
inndeis, para provar gue foi pregquicoso em aprender as honestas
¢ uteis. It ndo houve jamaris jovem de bom coragdo e gentd natureza
que, ao olhar a imagem de Jupiter, que estd na cidade de Pisa,
desejasse ser Iidias, new Policlelo ao ver « de Juno que estd e
Argos, nem que desejasse ser Anacreonte, ou Filémon, oy Arqui-
loguio por ter alguma vez sentido prazer em ler as swas obras...»

Estd o leitor vendo ? Nem Fidias!

10. Consequéncias matematicas.

Julgamos indispensivel fuzer esta exposigio, um pouco
longa, para que o leitor esteja em condicdes de bem aprender
o porqué de alguns aspectos do pensamento matemitico na
antiguidade.

A Ciéneia e Filosotia gregas, lendo pela cartilha de Platdo,
impuseram-se, a partir do dobrar do século V paraco IV a. C.,
duas limitagdes : —rejeicio do dersr como base duma explicagio
racional do mundo rejeicio do mannal e do mecinico para fora
do dominio da Cultura.

Estas duag limitagdes vio pesar duramente sobre as pos-
sibilidades de construcio matemética, obrigando o pensamento
helénico a uma queda vertical, nama altura em que pareciam
estar crindas as condigdes para uma ascensiio vertiginosa. Elas
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representam uma auténtica auto-condenacio & esterilidade, como
VAIos ver.

Esti o leitor recordado do gue dissemos no parag. 17 do
1.° cap. sobre a essdncia do conceito de variivel? Da sua
natoreza countraditéria, do sintese do ser ¢ ndo ser? Como
poderia um tal conceito surgir na Gréeia post-socratica, domi-
nada por uma doutrina filoséfica que, como mostramos airas,
rejeitava a coniradicdo, o devir @ procurava, em tado, agquilo
que guarda permaneniemente o sua tdentidade ? Naol A varidvel,
porque o é, ndo guarda a sua tdentidade, ultrapassa o lago tran-
quilo mas estéril da permanéncia.

Daqui resulta imediatamente a incapacidade da cidncia grega
para construir o conceito de funcio (eap. 1.° parag. 18) e, por
consaquéncia, para ahordar o estudo quantitativo dos fenémenos
naturais. O mais que poderia fazer era um sstudo meramente
qualitativo com todos os. son8 perigos, de certos aspectos da
Realidade.

L aqui tem o leitor ume exemplo, possivelmente o mais
importante de todos, de como a Matomatice, do mesmo modo
que toda a construgio bumana, depende do conjunto de
condigles sociais em gue o8 seus insirumentos tém de actnar.
Subordinagio que a nio humilha, antes a engrandece.

11. O ideal de ordenagdo matemaétrica,

Chegados a esta altura da exposi¢fio, perguntar-se-a : Perde-
ram-s¢ entio todas as esperangas numa ordenagdo matemdtica do
Cosmos ? Essa maravilhosa aventura, nascida ingénnamente nog
primeiros pitagéricos—«todas as coisas tdm um nimero e nada se
pode compreender sem o nimere» (1)—e logo batida duramente
pela critica eledtica, pode considerar-se, pelo menos provisd-
riamente, terminada? Nio é assim. A despeito de tudo, das
contradigdes nio resolvidas da incomensurabilidade, o ideal da
ordena¢lic mafematice nio desapareee © brilha ainda com forga
em Platdo o depols dele. Simplesments, essa ordenaglo mate-
mdtice tom, necessariamente, que perder a feicio quantitativa e
refugiar-se nos dominios do qualitativo.

{t) Vide 1.* Parle, pag. 69.
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E o que, do facto, acontece. A matemitica grega, no sen
periodo Aureo, 6 uma matematica essencialmente qualitativa, em
que ¢ ngmero cede o passo d figurda, a forma. Como ndo devia
ser assim? Niao é n figurs, a forma—o trifingalo, a circonfe-
réncia, a elipse—eminentemente apta a guardar sempre a sua
tdentidade ¢

Nisto—no primade de figura e consequente degradacdo do
nimero —veside um dos aspectos principais da matematica grega.

E, a este respeiio, altamente instrutiva a lsitura do Témes,
um dos ultimos didlogoes de Flatdo, como atras dissemos, e no
qual ele pretendeu dar um sistema do Mundo. Ora que vemos
n6s no Timeo? Uma tentativa para explicar os elementos e as
suas fransformagdes por meio de figurag geométricas. Platdo
comega por afirmar que () «todos os tritagulos tiram o seu prin-
cipto de dois tipos de tridngulosy rectingunlos, um isésceles e
outro escaleno.

Destes altimos, procura o mais belo o afirma que é aquele
trifngalo rectingulo entre cujos cate-

tos b e ¢ oxiste a relacho ¥ =3¢ com A
dois destes tridngulos pode formar-se ,’
um tridngulo equilatero, como se vé / o
na fig. 4D. ," - A
Quanto as razdes pelas quals & 7 \"g\
este tridngulo o mais belo, o nosso PAN
filésofo limita-se a dizer que seria ¢ i
muito trabalhoso dewoustré-lo...(?), ¢ =

opiniio com a qual ndo vejo inconve- N
niante em concordar,
Em seguida di-nos a chave de Fig. 45

todo o mistério (*): « Bscolkamos por-

tante doir tridngulos com 08 quais sdo constituidoes og corpos do
Jogo e de todos os outros elemenios: um ¢ dsésceles, o outro tem
sempre o quadrado do seu lado (cateto) maior, triplo do guadrado
do mais pequens. E agora, precisemos o que fot dito acima. Oz
quatro elementos (terra, dgua, ar ¢ foge) tinkam-nos parecido

E‘) Timeo 53 d.
¥} Timeo 54 &.
() Timeo 54 b o .
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nascer sempre reciprocamente uns dos oufros, mas era wma falsa
aparéncia. Com efeito, 08 quairo géneros nascem mas ¢ dos tridn-
gulos de que acabamos de falars.

Ora af esta... o nosso filssofo consegnin o seu objectivo!
Escamotear a transformaciio, o devir (falsa aparéncia!), pondo,
entro ndés o sle, a fizura geométrica—o ser que gnarda a iden-
tidade! Esta suficiontemente claro ?

A segnir descreve os poliedros regulares e mostra como
eles podem ser gerados a partir de tridnguloes; depois—e@imulo
da fantasia! — atribui a cada elemento um poliedro regular:
«Ad terra atribuamos a figura ctbica. Porque a terra é a mais
dificil de mover das quatro espécies ¢ é de fodos vs corpos o mais
tenaz. B é muito necessdrio que o gue tem tais propriedades tenha
recebido, ao nascer, bases mais sdlidus... (1)» ; & agua atribui o
tcosaedro, 80 ar o octaedro 8 ao fogo o tetraedro.

Feitas estas atribuigdes, Plaido declara (%): todas esfas
Jiguras convém concebé-las tiio pequenas que em cada género
nenhuma possa ser vista individualmente. Pelo contrério, quando
se agrupam, as wassas que formam sdo vistveis. E, pelo que toca
a3 relagbes numéricas que dizem respeito ao seu nitmero, aos seus
movumentos e outras propriedades, deve considerar-se sempre que
o Deus, na medida em que o ser da necessidade se deizava espon-
tdneamente persuadir, as realizou por ioda o parte de manetra
exactn e assim harmonizou matematicamente o3 elementosn.

Vé.se portanto que o ideal da ordenagio matemética nio
desaparecen, ele continua a palpitar; simplesmente, além do
slemento mistico que vemos nesta nltima passagem, a ordenagiio
matemitica estd subordinada is relagtes de figuras geométricas
—a Aritmética cedeu o passo i Geometria, a fizura ascendeu ao
primeiro plane.

Nos Elementos de Euclides, um dos monumentos matemi-
ticos mais importantes de todos os tempos, hé tracos pronun-
ciados desta mesma influncia.

(1} Timeo 55 e.
(?) Timeo 56 c.
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12. Geometria e Mecanica.

Todas estas consideracdes chamam 2 nossa atengdo para o
problema seguinte :—que ¢, pura o gedmetra antigo, uma curra ?
E’ intuitivo o considerar-se nma enrva como gerada pelo movi-
mento de um pouto, e ji fizemos (parag, 25, cap. 1.°) referdncia
a is80. Mas, para o geGmetra grego, seria porventura o processo
dindmico de deserigio suficientements digno para gerar figuras
geométricas—aqueles seres que guardam a swa identidade P Todo
quanto dissemos atrds nos leva a suspeitar que assim ndo deve
Ber. Movimento e transformaciio sio eoisas t&0 Intimamente
ligadas, que uma atitude mental que rejeita wma, deve logica-
mente, banir também a ontra.

_ Be a figura aparece como um hiombo que nos defende da
fluéncia (v. o parig. anterior) como pode a figura admitir em

. 8i, ha sua geracio, o0 movimento ?

. Podera o lsitor julgar gue isto & uma simples conjectura
feita hoje, sobre o que pensariam os geémetras gregos formados
na escola de Platdo, mas abundam as provag de que assim era
de facto,

Vamos apresentar duas.

Plutarco, a cujo testemnnbo temos recorride mais de uma
ves, dlZ-II.OS. ra Vida de Marcelo, XX1: «..,essa arte de fnventar
€ construir instrumentos e maquinas, que se chama ¢ Mecanica, ou
Organ.eca o amada e apreciada por toda a espéeie de gentes, foi
primewramente posta em relevo por Arquitas e por Euddaio, em
parte para tornar agradivel ¢ embelezar um pouco a ciencia da
Geome_frm por esta coisa graciose, e em parte também para alicercar
e fortificar, por exemwplos de instrumentos materiais e sensiveis
algumas proposighes geométricas, de que se nao podem achar as
demonsiracdes intelectivas por razdes indubitdveis ¢ necessdrias,
como & a proposicdo gue ensina a achar duas linhas médias pro-
porcionars, a qual ndo se pode ackar por razdo demonstrative ¢
contudo, ¢ um principio e fundamenio necessirio muttas coisas
que dizem respeito & pintura. Um e outro reduziram-na & manu-
factura de algung instrumentos que se chamam mesoldbivs e mesd-
grafos que servem pave ackar estus linhas médias proporeionais
twan::lo certas linkas curvas e seccies secantes e obliquas. Mas
depods, tendo-se Platdo encolerizado conira eles, fazendo-thes ver
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que eles corrompiam a dignidade do que havia de cxcelente na
Geometria, fuzendo-a descer das cofsas intelectivas e incorporais
&s coisas senstveis e materinis ao fazer-lhe usar de matéria cor-
poral em que é preciso vilmente e bairamente empregar obra de
mdo ; dasde esse tempo, digo, a Meednica, cu arte dos engenkheiros,
velo a ser separada da (feomelria e, sendo longamente tida em
desprezo pelos filésofos, tornou-se uma das artes militares»,

O segundo testemunho esta separado deste por 18 séculos
e encontra-se no comeco do livro 2.2 da Geometria de Descartes
(1637): «Os antigos nofaram muito justamente que entre os pro-
blemas de Geometria uns sdo planos, outros solidos, outros ltneares,
isto 6, que uns podem ser consiruidos usando apenus reclas e
cireulos, engquanto outros ndo o podem ser sendo empregando, pelo
menos, alguma secedo cdndca ; nem enfim os outros, a ndo ser que
se empregue al guma outra linka mais composta. Mas espanto-me de
gue eles ndo tenkam distinguido diversos graus entre estas linhas
mais compostas € ndo compreendo a razio pela qual Thes chamaram
meclnicas e ndo geométricas. Porgue se se diz que € por causa
de ser necessdrio usar maguinas pare as descrever, entdo dever-se-ia
rejeitar pela mesma razdo o3 circulos e as rectos, visto que sé se
podem tragar ne papel com uwm compasso e uma régua, que se
podem também chamar maquinasy.

Como o leitor v8, estes dois textos completam-se e confir-
mam inteiramente o que atras dissemos s6bre a exclusio do
movimento dos domiuios da Geometria. Mas encontram-se com
facilidade outras confirmagdes; por exemplo, no caracter esid-
tico das definicdes dadas pos Elementos de Euclides. Ele ndo
define recte como ¢ caminho mais curto entre dois pontos, mas
sim como a figura que repousu igualmente em relagdo aos seus
pontos (definigio 4). Nio define a circunfer@ncia ecomo a linha
descrita por um ponte que 8¢ move num plano conservando-se
& uma distincia fixa dum ponto desse plano, mas como a figura
plana formada por wma 6 linka tal que todos os segmenios de
recta iirados para ela de um ponto situade dentro sdo tguais
entre si (def. 15).
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13. Resumo.

Podemos concluir, brevemente, as consideragdes até aqui
feitas do modo seguinte.

Vimos como determinada situacio e evolucio social da
Gréein, do sécule V para ci, imp6s, na seperstrutura intelec-
tnal dessa sociedads, a adopeiio de uma corrente de ideias da
qual resultaram no dominio da Matematica as consequéncias
principais seguintes :

a) incapacidade de conceber o conceito de variivel e, por-
tanto, ¢ de fungado; daif:

5} abandonc do estudo guantitativo dos fenémenos natarais
e refigio nas concepedes qualitativas; paralelamente :

¢) primado da figara sébre o nimero o consequente degra-
dagio deste; logo:

d) separaciio da Geometria e da Aritmética, o qus fard dizer
wais tarde a Descartes: «...0 escrdpulo que faziam os antigos
em usar dos térmos da Aritmélica na Geomeiria, que nio podia
proceder sendo de que eles ndo viam claramente as suas relagbes,
causava muita obscuridade e embarago na maneira pela qual éles
8¢ exprimiams ;

¢) exclusio, do eein da Geomsetria, de tude quanto lem-
brasse o movimento, 0 mecAnico o manual; donde:

J) um conceito estreito de curva, limitado a reeta, circun-
feréncia e ednicas

g) tendéncia para fugir de tudo aquilo que viesse ligado as
concepgties quantitativas e dinfmicas; em particalar, do con-
ceito de infinito, nio porque se banisse da Filosofia tal conceito
mas porque se renunciow a abordar um estudo quantitativo dele
o se passou & elimind-lo sistemiticamente dos raciocinios mate-
miticos ; da Matematica grega veio-nos um método de racioctnio
— 0 método de exaustdo — que ndo tem outro objectivo.

Estas caracteristicas viio manter-se durante quasi doas de-
zenas de séeulos na Ewnropa. O seu reinado sé devia terminar
quando uma sociedade nova, dominada por uma elasse nova, por-
tadora de interesses e problemas novos, impusesse a Filosofia e &
Ciéncia wm rumo diferente.
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14. As cidsdes da Europa medieval.

A partir do séeulo XI, ecomegam a aparscer na Europa
sintomas doma transformacio profunda. O facto fondamental
que da origem a essa transformacfio, e sem o qual nada se pode
perceber da historia subsequente da Europa, é o aparecimento,
fizagio e desenvolvimento das primeiras cidades.

Limitadas primeiro 48 regides costeiras mediterranicas e
bilticas, de onde mais facilmente se podia fazer o comércio com
o Oriente, comegaram pouco a pouco a espalhar-se pelo Conti-
nente, primeiro estabelecendo a ligagio das duas regites citadas,
depois alastrando, numa réde de malbas cada vez mais apertadas.

As cidades vieram trazer um elemento novo i economia
europeia, até ai confinada nos limites estreitos duma economia
agriria de pequenss unidades — os dominios — bastando-se a si
préprias. Elas passaram a eonstituir nicleos de atracchio e aglu-
tinagio onde as necessidades crescentes do coméreio de longo
trinsito impuseram a fixagio, em escala cada vez maior, de
populagiio tirada aos duminios rorais — peqnenos comerciantes
@ pequenos artesios, necessarios para prover ¢ aglomerado ur-
bane de produtos alimentares e manufactarados.

Uma vez posto em marcha este processo de deslocagio da
gociedade existente, ele nio pira mais. A cidade adquire cada
vez maior peso como unidade econdmica e politica s seguem-se
alguns séculos duma luta crna e herdica em que as cidades
afrontam es poderes constitufdos — senhores feudais, reis on
imperadores — e procuram a cria¢gio duma ordem politica que
BIrva 08 seus Interesses.

Ligado ao dparecimento das cidades esté o aparecimento
na Earopa de nm tipo nove de homem, o comerciante, muito
diferente do tipo até af existente — os seus horizontes sio mais
rasgados, 0s seus interesses enconfram-se espalbados por. In-
gares muito afastadoy do Continente, as suas condi¢des psicolé-
gicas endarecem o ganham em audéicia no exercicio duma pro-
fissio em que os fracos ou os amantes da vida tranquile e
sedentaria nio tém lugar.

O desenvolvimento das cidades leva, portanto, i criagio
duma classe de individuos gue, pelas suas condighes individnais
© sociais, em tudo se opBe s classes até entdo dominantes.
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Di-se, na Europa medieval, um econflito anilogo ao que se
dera na Grécia antiga — o conflito entre a terra e ¢ mar-—-e
em que uma das partes estd representada também pelas cidades
comerciais e indnstriais. Mas a sitnagiio é agora muito diferente
— essas cidades de tipo comereial e industrial penetram pelo
Continente, vio enraizar no proprio seio da sociedade agraria,
enquapto na Grécla se haviam limitado as regides da costa.
Como consequéncia, desenvolve-se e ganha péso crescente na
Eurepa uma classe social — a classe burguesa —que nio s
hi-de conquistar a autonomia das suas cidades, como deve mais
tarde, porque os seus interssses cosmopolitas o exigem, pro-
mover a fusfio delas em anidades politicas mais largas — as
novas unidades nacionais.

Existe agora, por comsequéneia, o que faltara i sociedade
antiga (parag. 3).

15. Nova mudanga de navegagdo,

Todo este complicado processo a que acabamos de fazer
slosfio e de que referimos apenas o agente fandamental, leva os
homens a uma atitnde mental nova. As necessidades do Comér-
cio e da Indistria exigem um estudo do mundo exterior tal como
elo se nos apresenta, com a3 suas propriedades ¢ 0s seus pro-
cossos de transformacio.

Um filésofo que disfruta tranquilamente uma sitnagio privi-
legiada pode discorrer subtilmente sobre a natureza metafisica
dos elementos e procurar explicd-los por poliedros regulares; o
artifice que forja as armas com que a sua cidade se ha-de
defender do poder tirdnico do imperador nfio tem tempo para
tal — tem que procerar a melhor témpera do seu a¢o & pura isso
tem que estndar as ligas de metais, ohservar como elas se com-
portam na sua forja, procurar os materiais com que obtenha
nela as temperataras necessarias.

Os problemas da navegaglo, por exemplo, levam a uma
investigacfo cada vez mais cuidadosa dos movimentos dos astros
¢, duma maneira geral, exigem um estude mais rigoroso do
movimento. um estude guantifaiito, que permita medir o prever,

Para cada exigéncia nova gue aparece, é uma insuficiéneia
antiga que se descobre, é uma barreira que tem de se derrubar.
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E ao filésofo antigo, cantonado detras do desprezo altivo pelo
manunal e pelo mecédnico, recpouds o cientista novo, construtor
dos seus préprios instrumentos de trabalko, instrumentos que,
por vezes, na sua humildade aparente—tal a luneta de Ga?e'feo
—-sio, na realidade, as alavancas poderosas a cujo impalso
derrnem dnas dezenas de séculos de filosofia estéril.

Nio se julgne que esta nova wmudange de navegacic se
realiza com facilidade. Fazendo paralelo 4 luta entre a cidade
e a sociedade agraria, desenvolve-se no dominie intelectual
a luta enfre o filésofo tradicional, sibdito do reinado espiritual
platdnico-aristotélico, para quem a verdade estd no pensamento
e nos seus quadros 16gicos, e o filésofo novo para o qual ela
hi-de ser primeiro descoberta na Natureza, pela observacio o
experimentacio, e depois, mas 86 depois, elaborada pelo pensa-
mento. Pde-se, portanto, novamente a questico do primado—
para onde deve ele ir? Para a Raziio ou para a Experiéncia ?

Questio escaldants, 4 qual os fildsafos e cientistas da
Europa do Renascimento héio-de dar uma resposta que ultrapassa
de largo os quadros anteriores de problema.

16. A caminho do conceito de fungéo.

Razdo e Experiéncie opdem-se a principio como doie cami-
nhos contrdrios para atingir wmn fim—o conliecemenio verdadedro.
O primeiro, tendo a defendd-lo toda a imensa corte da filosofia
tradicional platdnico-aristotélica que, com cambiuntes varias,
domina ag Kaeolas de entio}; o segundo, acompanhando as
necessidades econdmicas dum mundo que lentamente vai ganhando
forma. Surge aqui ou além um pensador que a pouco e poueco
interpreta essas necessidades e vai firmando o tracado. O mais
ilustre de entre estes pioneires & o monge franciscano Rogério
Bacon que, j& na segunda metade do sée. XIII, combatia
contra a ignorincia dos doutores de Paris (), afirmando
que «a Razdo ndo pode distinguir o sofisme da demounsiragdo a

(!} Centro de uma das mais antizas universidades europeias. Um dos
capltulos mais interessantes da histéria da civilizagfo ocidental é precisa-
meate a criscio e desenvolvimento das Universidades, scompanhando a
formagio da Eurepa nova. Essa histéria nio pode ser contada aqui.
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menos que seja controlada nas suas conclusdes pelas obras certifi-
cadoras da Fxperigncia». Se a Experiéncin a que Rogério Bacon
alude ndo é a Kxperiéncia tal como a entends o cientista moderno,
se ele se debate numa multidio de contradicBes inerenies i
epuca em que vive, nho deixa de ter direito, no entanto, a
ocupar nm legar na primeira fila daqueles que combateram pelo
primado da experimentagio.

No dobrar do sée, XV para o XVI, eneontramos, porém,
o problema ji formulade em termos que lke dio uma feicio
nova. :

Foi um homem extraordinario, & quem parece nada ter sido
alheio das preocapagdes dominantes no sea tempo, do dominio
da Técnica ao da Ciéncia, da Filosofia e das Artes— Leonardo da
Viner — quem deu essa formulaciio precisa. Encontramos nele,
em termos vigorosos, a rehabilitagio dos sentidos, @ consequen-
temente, a condenaclio da atitude platénica sobre a degradagdo
do corpo em face da aquisi¢io da verdade.

a Dizem ser mecdnico aquele conhecimento que sat da Ezpe-
rignein, e clentifico o que nasce ¢ acaba na Razdlo, ¢ semi-mecd-
aico o que nasce na (éncia ¢ acaba nas operagies manuais, Mas a
mim me parece que 8do vas e cheias de erro aguelas ciéncias que ndo
nascem na Ezperiéncia, mai de toda a cerieza, ou que ndo termi-
nam na Experiéncia, isto é, tais que a sua origem, meio ou fim
ndo pagsa por nenhum dog cinco sentidos. E se ndz duvidamos da
certeza de cada coisa que passa pelos sentides, quito mormemente
devemos duvidar daguelas coisas que sio rebeldes aos sentidos,
como a esséneia de Deus e da alma e semelhantes, dotrea das
quars ~empre se disputa e contender (V).

Mas Leonardo nio se limita a um simples empirismo como
método de aquisicho da verdade; a simples experimentagio
niio chega:

¢ Nenkuma investigacdo merece o nome de Citncia se ndo
passa pela demonstragdo matemdticar ; smenhuma certeza existe
onde ndo se pode aplicar um ramo das ciéncias matemdticas ou
ae nto pode ligar com essus ciénciasy (%)

() Tratedo de Pinlura.
() Traiade de Pintura,
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Destas citagdes o de muitas outras que poderfamos fazer
aqui, ressalta nitidamente o pensamento de Leonardo da Vined
—observar, investigar a Natureza, o mundo sensivel, e submeter
o3 dados dessus observagdes aos processos matemiticos.

O método 4, como se v&, oposto ao que estd implicito na
filosofla de Platdo,; a sua aplicaciio leva dentro em pouco a
esta cousequsncia—o aparecimento da lef guantitativa como
entidade fundamental da filosofia da Natureza.

17. Uma ideia grandiosa que renasce,

Repare bem o leitor no que este método de aquisiglio da
vordade implica, recorde o que dissemos no capitulo I desta
2.2 Parte sobre o estudo das leis gnantitativas o a necessidade
consequenté do conceito de funclo e fica de posse deste facto
fundamental —o rumo novo da Ciéneia, que a nova sociedade
dotormina e vemos formulado nos escritos de da Vinei, é o
romo duma ordenagde matemativa do Universo. Mais tarde, na
pena de Newion, ésse ideal de ordenacio serd formulado em
termos lapidares: «...Os modernos, rejeitadas as formas suds-
tanciais e as qualidades ocultas, ocupam-se de referir a leds
matemdticas os fendmenos naturaisy (1).

Veja portanto o leitor come, ao cabo de 20 séculos, renasce
das cinzas, onde parecia enterrado para sempre, aquele ideal de
ordenrucdo matemalica quantitaliva que viramos despontar com
os pitagdricos. Que caminho andado e que diferenga! Quantas
ilustes ingénuas desfeitas) E veja também como 86 wma trans-
formagho organica total da sociedade veio a exigir a criagio do
cencetto que havia de fazer renascer ésse ideal.

Da poténcia desse conceito como instrumento mateméitico,
vimos alguma coisa nos caps. II e IIl. Agora vamos terminar
com algamas indicagdes breves sobre o seu significado geral e
a sua evolucio.

() Principios matematicos da filosofia natural.
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18. De novo a fluéncia...

A introdu¢io do conceito de fungio como insirumento
necessario para o estudo da nova realidade da Cidneia—a nocio
de lei nataral--traz consigo, como nio pode deixar de ser, um
conjnnto de ideias e concepc¢des que lhe estio inerentes.

Recorda-se o leitor do que dissemos, no pardgrafo 17 do
capitulo I, sobre a natureza do ¢ouceito de variivel e a sua
ligagio & filosofia da fluéncia? E de esperar, portanto, nos
construtores novos, da Cidneia, nma atitnde de concordincia
com essa filosofia, E o que, de facto, se da: «Olha para a chama
e considera a sua beleza. Fecha os olhos e torna a othar: o que
vés ndo estava ld e o que ld estava j& o ndo encontras» nos diz
Leonardo da Vinei (1) numa férmula elegante que Heraclito
poderia subscrever.

Dois sécmlos mais tarde, Newfon pde nitidamente a con-
cepcio da fludneia: « Considero agui as quantidades matemdiicas,
nde formadas pele adjuncdo de partes minimas, mas descritas
por um movimento continuo. As {inhas descritas, ¢ portanto
geradas, ndo por aposicdo de partes, mas pelo movimento continno
de pontos; as superficies pelo movimento de linkas; os sdlios
pelo movimento de superficies: o3 angulos pela rotaglo de lados;
o tempo por um fluro continuo, e asstm para as ouiras. Estas
geragbes tem verdadetramente lugar na natureza das coisas e reve-
lam-se todos o2 dins no movimento dos corpos» (%)

Nio se pode ser mais nitido, nio & verdade ? De resto, o
préprio nome que Newton da is fung¢Bes revela bem a sua atitude
mental — chama-lhes fluentes; 0 uso do nome funglo 86 mais
tarde se generaliza.

19. Primado do némero.

A mudanca de atitude ¢, como se v&, total em relacio ao
problema da fluéncia. E como este é o problema fundamental,
a mala real que val tocar todas as outras questdes, perecbe-se
sem dificuldade que vamos encontrar, nestes séculos da eria¢iio

) Codice F; citado de Leonardo, Omo senaq leifere; por . Fumagalli.
(?) Isaae Newton. Tratadoe da Quadratura das curvas. Introdugde.
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da Europa o da Ciéneia modernz, a inversio daquelas caracte-
risticas que no parag. 13 apontimos como resumindo os resul-
tados da evolegio antiga. A algumas delas, nomeadamente a}
© b), nos referimos ji; vamos referir-nos brevemente as ¢j, dje f).

O namero 6, em ltima analise, o gue constitui a substdneia
do conceito de variivel e, portanto, de func#o ; o papel primacial
gue esta passa a representar na Ciéncia traz. como consequéncia,
o nimero para a primeira plana da explicagio cientifica ; daqui
rosulia o primade do nimere sobre a figura e, consequentemente,
o fim da separaciio da Aritmética  da Geometria em comparti-
mentos estangues (veja-se a citagiu de Descartes na alinea d)
do parig, 13).

O leitor que estaja recordado do qne dissemos nos parags.
21 a 28 do cap. L.° sobre as relagdes do campo analitico e do
campo geométrico, dos conceitoz de fungiio e de curva, de lei
analitica o do lei geométrica, estd de posse dos elementos essen-
ciais que o habilitam a julgar esta questio. Lembremos-lhe
apenas que é na chra de Descartes ja citada—a Geometra—que
se encontra a formulacio do méindo das coordenadas que permite
astabelecer essas relagdes e lavar i construcio dum dos ramos
mais importantes da Matematica—a Geometria Analitica—de
que demos a base nos mesmos paragrafos.

Mas h& um ponto que gueremos esclarecer ainda: falamos em
primado do nitmero ; portanto, ele deve, nio dizemos sobrepor-se
a figura, mas permitir uma explica¢iio daquile que Ihe 6 essencial
—a sua forma (e nio apenas as dimensdes), Se tal primade
existo, tratar-se-4 entiio do uma emplicacio quentitativa da forma,
precisamente o contrario do gme queria o sistema de Plaido,
como vimos pelas citagbes do Timeo. Ora é de facto isso o que
a (Feometria Analitice permite fazer.

Que 6 a equacio duma eurva (cap. I, parig. 27)?—uma
loi matemdtica a que satisfazem ag coordenadss dos sens pontos.
Na equacio estd tndo, forma e dimensdes.

Saja, por exemplo, a circunferéneia da fig. 46, com centro
na origem das coordenadas e seja OB =r o seu raio e P(x,y)
o ponto geral da curva. A que condigio analitica satisfaz
ele? Por definicho de circunferéncia, deve ser OP=r qual-
quer que seja & posicio de P(x,y) sobre a carva, logo,
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devemos ter sempre Od:+ APi=r%; mas Od =a, APy,
eoordenadas de P, logo ¢ necessariaments

1) . x4y =rt

a equac¢io da circunferéncia. )

Reciprocamente, se nos derem a equacio 1) raciocinamos
agsim: sei que, para todo o
pouto M(xa,ze) do plano, é
d:Va:ng-yﬁ a sua distdneia &
origem (como resulta da aplica-
cho do teorema de Pitagoras ao
tridingulo OQ M da fig, 46) ; por-
ianto, os poates P{a,p} que
satisfazem 4 equaciio 1) sdo
todos os pontes do plano tais
que o guadrade da sua distdn-
cia & origem, x*+ g%, € cons-
tante (') o igual a r% portanto
sio todos os pentos enja dis- Fig. 45
tdpcia & origem & constante
e igual a r, Mas o conjunto desses pontos & a circunferéncia de
centro na origem e raio r, logo 6 essa a curva que tem 1) como
equaghio,

Por um raciocinic andlogo, apenas um pouce mais compli-
cado, conclui-s8 que a curva correspondente & equagio

22 2

é a elipse de semi-eixos Od=a o O8=b, b a (fig. 47).

V& o leitor como o niimero (que forma a base da equagdo)
permite explicar a figura na sua forma e dimensdes ?

Mas hi mais. Suponhamos que na equacgio 2) b cresce & se
aproxima de a. A cada valor 5; de b corresponde uma elipse
com os semi-eizos a @ b;, A medida que b; se aproxima de a, a
elipse vai sendo cada vez menos diferente duma circunferéneia

(1) O que se ndo daria se a cquacdo fosse, por exemplo, o y?aa?,
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de centro O e raio 04 mas ¢ sempre uma elipse. Se, no entanto,
b atingir, na sua variaciio, o valor a, para esse valor ter-se-a

T 2
b %+‘?;—2=1 donde &%+ yt=0a?,

jy
isto &, ndc se tem ja uma
elipse mas a circunferdneia,
curva essencialmente diferente

b} bea na sua forma.

3 Estd o laitor vendo como

) wma variagho de qualidade
—a forma duma figura —se
explica por uma variagio de
quantidade ? K como este facto
entra naguela lei geral de
passagem da quantidade & qua-
Fig. 47 lidade—a que nos referimos
no eap. 1.0%7

O primado do nimero atinge aqui toda a profundidade

do seu significado

20. Que é& uma curva?

No parig. 25 do cap. 1.°, ao tratarmos da imagem geomé-
trica duma fungdo, encontrimo-nos diante desta questio—que é
uma curva?

Ko presente capitulo torndmos a encontri-la em duas épocas
histéricas diferentes e vimos como lhe foram dadas respostas
diferentes (parig. 12). De facto, os geémetras gregos, na sua

prevcupaciic de excluir dan Geometria tndo o que tocasse o

mecdnico, congideravam como curvas geoméiricas apenas a eir-
cunferéncia e as cénicas. Contra este ponto de vista insurgin-se,
como vimos, Descartes, que, desse modo, alargou o conceito de
curva, admitindo na Geometria, senfio todas as enrvas descritas
mecdnicamente, pelo menos algumas delas. Para ele, com efeito,
«a espiral, a quadratriz e outras semelhantes s6 pertencem ver-
dadeiraniente s mec@nicas e ndo sdo do nimwero das que penso
que devem ser recebidas aqui (), porque as imaginamos descritas

1) La Géometrie, livre 22,
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por dois movimentos separados e que ndlo iém enire s relagdn que
se possa medir exactaimentes,

Com a criaclio da Geometria analitica, a sorte das curvas
passou a estar ligada, como é natural, & das funcdes que servem
para as definir apaliticamente, de modo que, a breve trecho, foi
tomado, como conceito mais geral de curva, a éinagem geométrica
duma fungao real de variivel real y(x). :

A definicio de curva, dificil no campo prbpriaments geo-
métrico, passou assim para ¢ campo analitico, onde parecia
mais simples. O conceito de curva alargou-se desse modo extraor-
diniriamenie e, em particular, as curvas rejeitadas por Descartes
receberam direitos de cidadania na Geometria.

Mas esta nova comcepglo, & primeira vista satisfatéris por
dar um conceito geral e simples, revelou-se embaragosa. Nio
porque pecasse ainda por estreiteza, como as anteriores, mas,
pelo contrario, porque se mostrou larga de mais,

Ji& nos referimos a isso no parag, 25 do cap. 1.% onde
apresentimos & imagem duma funcdo y(x) (fig. 30, pag. 136) que
se afasta muito da noglo intuitiva,

Mas o desacordo pode ser mais completo ainda. Conside-
remos a seguinte funedo y(a) assim definida (Dirichelet) no inter-
valo (0,1): para « racional-y=0, para @ irracional-g=1,

, ovidentemente, uma fun¢iic, no sentido da definicio do parag.
18 do cap. 1.°, wma vez gue a todo o valor de & corresponde um
86 valor de y. Procuremos a sua imagem geométrica. Que pode
dizer-se a respeito dela?

. 1
Se x & racional, por exemplo — > U § zero, portante o

ponto correspondente estd sobre o eixo Ox, no segmento 04 ;
se @ & irracional. por exemplo ¥0,5, y 6 wm, logo o ponto
correspondente estd sobre o segmento BC (fig. 48). E como
ba no intervale (0, 1) (em que a fungdio é definida) uma infini-
dade de nimeros irracionais & outra de racionais, coneluimos
que a imagem da nessa fun¢io 6 constituida por uma infinidade
de pontos do segmonto 04, mas ndo iodo o segmento O 4, e uma
infinidade de pontos do segmento BC, mas nao fodo o segmento
B(C. Se unirmos dois pontos quaisquer P e @ da imagem, no
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sogmento PQ figura, em qualquer hipétese, uma infinidade de
de pontos que nfo pertencem & imagem da fungio — todos
aqueles que tiverem abscissa irracional se £ e @ estiio sobre OA
(porque a esses correspondem, como a V1/10, imagens em ZC);
todos aqueles que tiverem abscissa racional se P e @ estiverem

. 1 .,
sobre BC (porque a esses correspondem, como a 5 imagens

em OA}; todos os pontos entre P o Q se um pertencea 04,0
outro a BC (porque y 86 toma os valores zer¢ © um @ nio
valores intermediarios). ‘

Em resamo, a imagem da fungdo é constituida por duas
infinidades de pontos desligadas uma da outra e sem nenhum

segmento—¢é, portanie, uma

N imagem nioc materializavel &

% vista, niio visivel! Pode uma

fA8_ . F Q_ tal imagem ser considerada
' como uma curva ?

As dificuldades ndio param
aqui. Se alguma coisa estd
inerente A mnossa nocio intui-
itva de curva geométrica é o
facto de ela constituir umsg
figura com uma &6 dimensio,
Pois bem, pelo principio deste
sécalo, houve quem desse a
defini¢io analitica duma curva
que passa por todos ¢s pontos

Fig. 48 dum quadrado — dema curva
preenchendo uma area!

Ha pouco & imagem ndo se via, agora vé-se de mais!

Todas estas dificuldades mostram, afinal, uma eoisa— é que,
para o objectivo geométrico da defini¢cio de curva, o conceito
de funcgio, na sua maior gensralidade, é um guadro largo de
maie. Ha que o restringir, que 0 apertar um pouco, para que as
imagens obtidas estejam de acordo com a nossa nogle
intuitiva. )

Nio temos, por enquanto, os olementos suficientes para

w4y
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poder dizer em que consiste essa restriegdo do quadro analitico
sd 0 poderemos fazer na 3.* Parte,

Mas repare o leitor nisto, gue é importante -— na necessidade
que temos de caminhar, tateands, entre o que a intuicdo nos dd
a partir da Realidade © o que a raziio nos permite com os ins-
trumentos que forja.

21. Fung¢do, lei & aceso.

Uma faceta importante dessa necessidade é posta em evi-
déncia por um aspecto da evolugio do coneeito de funcio. Esse
conceito nio teve sempre a generalidade que lhe damos hoje.
Surgido, lentaments, da necessidade de estudar leis naturais, ele
achou-se, a breve trecho, identificado com a relaciio analitica
que define a correspondéncia das duas variiveis. No principio
do século XVIII, um matematico ilustre, Jodo Bernoulli, definin
funglo assim: «chama-se agui funcio duma grandeza varidvel a
uma quantidade composta de qualquer maneira dessa grandeza
varidvel ¢ de constanies». Para ele, portanto, a funcho era a
expressio analitica, e esse ponto de vista prevaleceu durante
muito tempo e impregna ainda a linguagem de hoje (7).

Reconheceu-se porém que, devido & circunstincias que niio
podemos desenvolver aqui, esse ponto de vista ers insuficiente
e que havia vantagem em depurar o conceito de fungio pondo
e ovidéncia o que nele havia de essencial —a corres-
pondéncia das dmas varidveis. Chegou-se desse modo, pelo
final do séenlo XIX, & definicio moderna de Riemmany-Diri-
chelet que demos no parag. 18 do cap. 1.0

O conceito ganhou assim em generalidade porque se libertou
da, eventual forma de estabelecer a correspondéncia das varié-
vels, mas essa mesma generalidade o obrigou a afastar-se das
condigdes de que nasceu.

Ponhamos a seguinte questio: qual é a funclio mais geral
% (®)? O que equivale a perguntar qual é a correspondéncia mais
geral possivel entre duas veridveis? Se escolhemos uma lei
determinzda para a correspondéncia, imediatamente a particula-
rizamos, de forma que chegamos A conclusio seguinte—a cor-

(1} Vide o que Jissemos no pardg. 20 do cap. I a este raspeito.

14
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respondéncia a2~y mais geral é aguela em que os valores de 7,
correspondentes aos de x, sio quaisquer, Mas, quem diz guaisquer
diz: sem led nenmhuma, diz: ac gcaso; portanto, a funcdo y(x)
mais geral é aquela em que os valores da variavel dependente
sio dados 20 acaso. ‘
Estranha conclusfio! O conceito de funciio nasceu do de led
natural ; a0 procurar depura-lo, gemeraliza-lo, encontramo-nos
com o acase, nogdo precisamente oposta & de lei! Condenagéio
dos nossos instrumentos de trabalho gue, assim, flatuam entre
duas nogdes opostas ? Nio! Reconhecimento desta verdade fan-
damental, enunciada por Gonseth: «lef e acaso sio noghes conju-
gadas que s6 adquirem todo o seu sentido quando tomadas uma
em relagio ¢ outra. Nem wma nem oulra iém existéncia auténoma
—a sua contradicio miulue faz wma parte do sew sentidoy (1)

Verdade gque é uma consequéncia desta outra—fodas as
coisas devem ser estudadas em relagdo com o sew contexto. E nesse
tribunal que devem ser julgados os resultados que os instrumentos
analiticos, na gua forma mals geral, permitem adguirir,

(2) Science et lof, pdg. 21,

3.° PARTE. CONTINUIDADE



Capitulc . O método dos limites.
1.°— Conceito de infinitésimo.

1. Dificuldades antigas.

O leitor que tenha acompankado a exposigdo feita nos
capitulos anteriores (Partes 1.% & 2.?), deve estar recordado do
que representou, na historia da Filosofia e da Cidneia, a critica
desenvolvida no sée. V a. C. pela Escola de Elea contra as pro-
posigdes fundamentais da Escola Pitagorica. A ruina desta Escola
representou a primeira grande crise da Histéria da Matemdtica,
crise cujas caracteristicas essenciais procurimas tragar no cap.
IV da 1.2 Parte o que o leitor deve ter agora bem presentes
para a compreensio do que vai seguir-se.
O principal objectivo da critica eleitica — objectivo, diga-se
de passagem, realizado plenamente — foi mostrar que a teoria
pitagérica das ménadas, que aspirava a ser a matriz duma inter-
pretagio geral do Universe, era inadequada a tal fim e era uma
fonte de incapacidade e contradictes. Zendo de Elea, numa cri-
tica impiedosa de que nos foram conservados por Aristdteles os
sous célebres guatro argumenios, verdadeiros modelos de vigor
@ de clareza na argumentagio, provara com efeito :
1.°—Qus a afirmaciio da Escola Pitagérica de que fodas as
cotsas {ém wm nimero era inconsistente em face da
teoria das mdnadas.

+2,°~Que a mesma teoria nio fornecia base suficients para
a compreensio do movimento.

Estes sio os dois aspectos fundamentais da crise. Do pri-
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meiro, adicionado & verificagho, ja anterior, do fenémeno da
incomensurabilidade, resultou o eclipse, durante sécnlos, daqeela
grandiosa aspiracio duma ordenagiic matemdtica do Cosmos, de
que a Escola Pitagérica nos fornecera uma primeira realizagio.
Dele nos ocupimos, com algum pormencr, na 1.* o 2. Partes,
mostrando come foram forjados, embora sé muite tarde,
dois instrumentos necessarios i solugdo da crise — uma teoria
satisfatoria dos nimeros irracionads e o conceito de fungdo.

O segundo aspecto vai ser agora objecte do nosso estudo.
Vamos recordar em que consiste a dificaldade, ver os desenvol-
vimentos a que den origem a solucdo encontrada, e langar uma
vift:‘:t de olhos sobre as perspectivas que sssa sclugio permitiu
aprir.

2. A srgumentagdo de Zen3ao de Elea.

Expuzemos na 1.2 Parte (1), com algums mintcia, o3 argu-
mentos de Zen#o tradicionalmente designados por argumentos
contre o movimento mas que melhor sera designar por argumentos
contra a compreensdo do moevimento. Deles resulta que, em face
da teoria pitagirica das monadas e, por consequéncia, considerado
o movimento como uma sucessdo de estados dum mével (3), elo &
igualmente incompreensivel quer essa sucessio seja finita (argu-
mente da flecha —nio se percebe o que se passa entre um
estado e o senx sucessivo) quer seja infinita (argumentoe de
Aquiles e a Tartaruga — nio se percebe como aguele alcanga
esta desde que ela parta com um avango por minimo que seja).

3. A esséncia da dificuldade.

Qualquer que tenha gido o objectivo efeetivo e inieial de
Zendo, (ndés ndo possuimos mais do gue v breve testemunho de

) A pdgs. 77-T9, cuja leitura é neste momento recomendada para o
entendimente do que se segue. .

() Efectivamente, 3 teoria das ménadas, oposta 4 da eontinuidade
eledtica, implica que 0 movimento dum mdvel 4 pma sucessio de estados —
de passagens de ménadas a mdénadas sucessivas.
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Avisioteles que & de quasi dois séculos posterior) a sua argumenta-
¢&o ficou na Histdria da Ciéncia com este valor inestimavel —maos-
trar-nos que o movimento nio pode ser compreendido como uma
sucessiio de estados particulares; cousidera-lo assim, equivale
a abordar o seu estudo por um mélode estdtico que traz consigo
o germen da infecundidade e da incompresnséio—nio &, ja de si,
o abordar o estudo do movimento por um método estdfico qual-
yuer coisa de paradoxal ?

Na verdade, a esséneia do movimento é tal que, quando
vamos a fuerer fixar a posigio dum moével, em determinado
ingtante, num ponte da sua trajectéria, ji ele af se niio encontra
—entre dois instantes, por mais aproximados que sejam um do
outre, o mdvel percorren um gegmento, com uma infinidade de
pontos. Déste fendmeno se pode dizer, como Leorardo da Viner
disse da chama—olka para a chama e considera a sua beleza ;
Jecha o3 olkos e torna a olhar: o gue vés ndo estave Id e o que
la estave jd o ndo encontras.

Reconhecemos al um permanente compromisse entre o ser
e o ndo-ger —a cada instante, o0 movel estd o ndo esic em deter-
minade ponto; e entrs ponto e ponto, por mais préximos, ha
uma infinidade de pontos! Tudo isto 6 inabordavel, pelo méiodo
estatico que considera o movimento como umsa smcessio de
estados (posigdes) do movel.

4, Novos tempos, novos problemas, novas atitudes.

E eis o dilema posto em toda a sua crueza simples—on
renunciamos a compreender o movimento, & integra-lo num
quadro racional interpretativo dos fenémenos naturais, ou temos
que Ir para o0 sea estado numa atitude de espirito diferente,

Entendamo-nos bem sobre ¢ que queremos dizer quando
escrevemos—ir para o seu estudo, Com isto queremos significar :
procurar obler uma teoria guantitativa, da qual resultem métodos
de cileulo que nos permitam fazer previsdes, sujeitas ao test da
Ewxperitncin e da Observacdo,

Se o objective é diferente, por exemplo, especular de feigiio
metafisica, sobre a quinta esséneia do movimento, a atitude de
espirito pode ser diferente, pode mesmo ser qualquer: dai nio
resultard provivelmente grande mal para o mundo, mas tambem,
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decerto, nio um muito grande bem. — A Misica de Arisidteles
oferece-nos disso o primeiro grande exemplo,

Mas cada époeca, com a sua particular compleicio social,
tem os seus problemas dominzutes. E a partir do séeulo XVI,
& Téenica pds problemas para cuja resolucio se tornou indispen-
sivel a criachio duma teoria quantitative. Um desses problemas,
sem divida um dos mais importantes, foi o do estudo dos movi-
mentos dos astros, tornado indispensavel pelas necessidades da
navegaciio de alto mar. Foi preciso para esse efeito efectuar
um duplo trabalho — realizar uma grande massa de observacses;
procarar integrar egses dados num quadro interpretativo racio-
nal, um conjunto de leis.

Sabe-se como a primeira parte dessa tarefa fol realizada
per Tycho-Brahe o s segnnda iniciada por Kepler e terminada
na ¢obra magistral de Newton,

A obra de Kepler representa um grande marco na Histéria
da Ciéncia e pode dizer-se que marca o inicio, palpavel, duma
grande viragem na atitude dos pensadores, e que interessa neste
momento registar. Como vimos no cap. IV da 1.* Parte, poste-
riormente & grande crise a que ji acima fizemos referéncia, a
mentalidade grega encerrou-se nums atituds finitista de que
enconiramos uma das manifestagtes mais acentuadas na cosmo-
gonia que ficou sendo geralmente aceite (*) — um mundo finito,
geocénirico, formado por uma sucessio de esferas centradas
na Terra, esferas mas quais todos os astros se deslocavam
em movimentos eirculares. O céreulo era a figura que convinha
s uma tal concepglo finitista—com efeito o0 movimente cirenlar
fecha-se sobre si mesmo, completa-se, o plano em que ele se
di pode rodar de gualquer ingule sobre si mesmo sem que a
trajectéria circular se altere; era, por isso considerado como o
movimento perfeito, o movimento natural.

Hepler, estabelecende em 1609 a sua primeira lei — as
orbitas planetdarias sdo elipses das quats o Sol ocupa um doz
Jocos—dou o primeira machadada nesta supremacia de cirewlo (%)

{1} Apesar das vozes discordanteg; pela menos, quante 20 geocentrismo,
a de Aristareo de Samos.

{2) Que a revelu¢io copernicana, com toda a sua importineia, deixara,
no entanto, intacta.
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que assim se vin demitido da situacio proeminente de lugar do
movimento natural (1), Uma das consequéncias imediatas desse
facto foi que se po6s naturalmente ao espirito dos pensadores
esta pergunta — qual é a forga responsivel por que os planstas
se movam em Orbitas elipticas? (tal pergunta nfio se punha
enquanto os planetas eram considerados como meovendo-se de
movimento natural). Assim se instalon no primeiro plano das
preocupacgtes dos pensadores este problema da ceusa fisica
do movimento ().

Para abordar o estudo deste problema em condigBes que
permitam @éxito, é preciso tomar esta atitude de espirito —o
movimento ¢ um dade o nio uma coisa a explicar, um fendémenc
que se trata de estudar nas suas manifestacies ohservadas, fisi-
camente e nao metaflsicamente; ¢ objectivo é encontrar uma
lei ou conjunto de leis que, englobando os dados ohservados,
permita prever resultados a confirmar, ou nio, pela experiéncia,
Nenhum preconceite devemos portanto levar que nos incline, por
pouco que seja, a pretender explicar a natureza intima do fend-
meno dentro de gnadros racionais pre-estabelacidos; tal atitnde
seria mortal para o &éxito da ompresa.

5. Necessidade de um novo conceito.

Vamos entio para o estudo do problema do movimento
nesta nova atitude de espirito, livres de preconceitos, dispostos
a aceitar todas as consequéncias e a tomar todas as audicias,
que a emergéncia requerer.

O que ¢ que se passa? Que a natureza (%) do fenomeno ¢
tal que, como dissémos acima, equando vamos a querer fixar a
posicio de um mével, em determinado instante, nam ponto da
sua trajectéria, jA ele ai se nio encontra—entre dois instantes,
por mais aproximados que sejam um do outre, o movel percorreu

(1) A segunda machadada foi dada por Galilew com o principio de iner-
cig—o lugar do movimento natural passou & ser a veefa. Serd preciso acen-
tmar ¢ que este facto representa na passagem duma atitude finitista para
uma infinitista ? i . ]

(%) Sobre este problema ¢ 2 suz importincia na eriagio duma deterrmi-
nada atitude eientifica, uos cientistas {Jost-ﬂenasclmento, ver H. T. Pirdge,
Science since 1.500; The Philosopbical Library, 1947,

(1 Natureza que, repetimos, ndo é nosso objective expiirar.
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um segmento, com uma infinidade de pontos»; ca cada instante,
o movel estd ¢ ndo esi¢ em determinada ponto».

Jue quer isto dizer ¥ Que niio poderemos odter resuitados,
em qualquer instante ou ponto, se o tormarmos em si, isolado
dos outros pontos; que 0 que se passa num instante e num
poato sé pode ser entendido integrado na sua fnlerdependéncia
com 0 que se passa em instantes e pontos que o precedem e
seguem. Mas este preceder e seyuir tem aqui o caricter subiil de
que nio ha ponto que preceda ou siga imediatamente outro—
entre 0s dois, por mais préximos, hi um infinidade de pontos,
logo ha uma infinidade de possibilidades que contam na inter-
dependéncia. De¢ modo que nio poderemos certamente ohter
resnitados no estudo do fenémenc com a ajuda simples de
nimeros a marcar posicdes de precedémeim ou sequéncia entre
instantes ou pontos—osses ndmercs, por mencr que S6ja & sua
diferenga deixam-nos sempre fugir uwma infinidade de possibili-
dades da interdependéncia — aquelas gque correspondem ao seg-
mento que eles encerram. Mas a condiclo primeira do éxito ¢
precisamente que isso nio acontega! Que fazer 7 86 um novo
coneetto.

. Os moldes do novo conceito,

O que esth dito esclarece-nos suficientoments aeorca das
condigties s que deve obedecer esse conceito. Ele deve ser de
natureza a permitic que se dé conta da infinidade de estados
pussiveis enire dois estados quaisquer; de nafureza a permi-
tir-nos trabalhar, nfo s6 com estados determinados, mas com a
infinidade das possibilidades entre duis estados.

Nio peds, por consequéneia, ser um mimere, mas ha-de
poder representar qualquer dos nimeros dum conjunte numérico
conveniente —o novo instrumento maiemdiico deve ser porianto
ume veridvel (1)

Por outro lado, como &sse instrumento vai ser aplicado ao
estudo do que se passa mum ponto em interdependéncia com
pontos arbilrariamente proximos, essa varidvel deve ter no sen
dominio nameros arbitrérinmente pequenos em mddulo.

‘ide & definigdo de varidaned, na 2. Parte, a page. 137,
1) ¥id definicio d neld, 2. Part pag. 137
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E assim nos surge, forjado no dmago da grande dificuldade,
0 conceito de infinitésimo de que adiante daremos a definigdo.

7. Definicdo de infinitésimo.

Chamaremos conforng do ponto P, a qualquer segmento
A4 do eixo Oz, de que P, seja o ponto médio. A PA =y
di-se 0o nome de amplitude do contorno AA4'.

Designaremos por vizinkanga do ponto P o conjunto dos

seus contornos. Note-se que dado um ndmero positive 4 qual-

quer, arbitrariamente pequenc ('), had sempre na vizinhanga de
P contornos de amplitude p<4.

Um conjunte de pountos diz-se pertencente a vizinhanga de
um ponto se todo e qualquer contorno deste contém pontos
daguele conjunto.

DEersiglo I, — Dd-se o nome de infinitésimo a toda a veriivel
represeniativa de um conjunto de ponios periencentes & viz-
nhange da origem quando nessa varigvel considerarmos
sucessivamente valores Xy ,X;, - X, -+ tafs que | X, | <0
pare todos os valoves de n>1ny ¢ fodoo 32>0.

Note-se bem que é condi¢do necessaria para 2 ser infini-
tésimo que haja valores de x na vizinhang¢a de zero, mas (ue
esta condiclo ndo ¢ suficiente. A varidvel & s6 sera infinitésimo
quando considerarmos sucessivamente valores meus tio pro-
ximos de zero quanto quisermos, Ao tomar, guando pos-
slvel, na variavel x uma sucessfio @, xe, - &a--- €OM &
propriedade indicada, dizemos que se faz tender para zero;
tomando dessa variavel ontra sucessio sem a proprisdade indi-
cada, j4 a mesma varidavel 2 nilo tende para zero, ndo sende,
portanto, nm infinitésimo.

Para ver como ¢ conceite dado se amolda de facto ao
estudo de problemas como o que nos esti ocupando, seja z a
variavel real, infinitésima no sentido apontado, e consideremos

(1) A frase & pleonistica; dagui por diante evitaremos sempre este
defeito; todas as vezes que de um mimero se disser que é qualguer, fica
entendido que ele pode ser tomado como arbitririamente pequeno, on arbi-
tririamenta grands. A construgBo da frase indicard, sempre, de que lado se
estabelece ¢ arbitrdrio,
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a trajectéria do um moével, e nela um ponto 0. Sejam (fig. 49),
sobre essa trajectoria, os pontos P e P' cuja distineia ao
ponto O, em valor absoluto, é 3; por mais proximo que P
seja de O, isto &, por mais pequeno

-§ of que seja 0 nimero §, no dominio do

P 0 ’ infinitésime « bi como 8o vin uma
Fig. 49 infinidade de nameros mais peque-

nos que 3. Portanto, o trabalbar

com o infinitésimo & equivale a trabalbar com a infinidade de

pontos eatre P e P, pois todos eles tém distincias a O que .

%0, em valor absoluto, menores que 3

8. Infinitésimos e vizinhangas.

Uma vizinkan¢s ndo é um segmenio, Imas sim  wma
varidvel cujo dominio é constituide por uma infinidade de
segmentos onde ha sempre segmentos de amplitude inferior a
qualquer nimero positivo.

O conceito geométrico de vizinkanga corresponde portanto
20 conceito analitico de infinitésimo e, por meio deste, podemos
estudar o que se passa na vizinkanga de pontos, isto 6, ver como
joga, no fenémenc a estudar, & interdependéncia dum ponto com
08 B8NS bizinhos; § esse cOmo Vvimos acima, 0 N08SO objectivo.

Estames portanto de posse do instrumento proprio ao fim
om vista. Resta agora afini-lo, de modo a tirar dele o maior
rendimento.

Esse instrumento hi-de aparecer-nos muitas vezes daqui em
diante ¢ sob varias formas. N3o se esqueca nunca o leitor disto
— um infindtdsimo ndo é um nimero, é uma varidvel. A falta de
compreensio deste facto foi origem durante muito tempo de
enormes discussdes e mnita confusio, a que adiante teremos de
fazer referéncia.

.. . PP 1
9. Uma reslizagdo particular. O infinitésimo X =
A tendéncia habitual em Matemética, uma vez criado um
novo conceito, 6 estabelecer as suas propriedades gerais e gene-
raliza-lo, se possivel. A despeito disso, nds vamos, durante
algum tempo, seguir um outro caminho. A delicadeza do assunto
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aconselba-nos a tomar bem posse do terreno, estudando o novo
concelto através duma realizagio particular.

'Se_]a. a varidvel inteira n, isto ¢, como sabemos, (2.2 Parts,
parag. 17, pag. 128), a variivel cujo dominio 6 o conjunte, infi-
nite, dos nimeros naturais ’

2) 'R) 1’2:354:"';
consideremos esta outra varidvel X = i
n
N DIEE
7 2 3 4

e estudemots 8 sua natureza, Podemos estabelecer sm relacio a
ela, o0 seguinto facto:

. 1
A varidvel X = Y tem no seu dominio nimeros inferiores a

todo o wimero positivo. Seja, com sfeito, ¢ um ntimero posiiivo
qualquer ; para nos certificarmos de que existem no dominio de

X = ?nﬁmeros inferiores a ¢, basta notar que, para que seja
1
o < 3, basta que = > ?; ora, por menor ¢ue seja 3, @ por-
. .1 .,
tanto por maior que seja 3 ha sempre valores do dominio de

n (uma infinidade), superiores a % 8e, por exemplo, for

2 1
3 = 0,0002 — - o L —

T 10,000~ D000 1 P 1T <000
iliasta qule seja n>D5.000; por exemplo, para n—= 5001 &
= = 500l <5000

. Estamos portante em presenga do seguinte facto que com-
pleta o anterior: qualguer que s¢ja o nimero positivo & pode
Jazer-se-lhe corresponder wm dnteiro ny tal que para lodo o

n>=n,, ¢ %<a.
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Tomemos, como outro exemplo, o =3 - 10-7; para que seja
? .

l<3-‘10*"'=—§- basta que n>—; logo, se tomarmosa
n 107 3

H
n =1 (—130-) , temos a certeza de que para foda a infinidade

dos inteiros n tais que n>n; ¢ ¥< 5.
Comparando esto facto com o estabelecido na definigio I do

parég. 7, vemos que, & varidvel X = _- possui a propriedade

que lhe confere o caracter de infindidsimo.

Que a consideracio deste infinitésimo particular tenha
ou ndo utilidade, isso dependerd do 8xito que ele facultar nas
aplicactes a que o sujeitarmos, Veremos, dentro em pouco, que
esse 8xito ¢ completo.

i0. As sucessSes numeravais.

Na 2.8 Parte, pag, 151-152, desta obra apresentamos ao leitor
umas entidades matematicas, chamadas sucessdes numerdveis, de
que niic fizemos até agora nenhum uso; é chegado o momeato
de as chamar ao primeiro plano das nossas preocupagdes.
Recordemos (ue elas sio entidades da forma

4) ai;%g"'“ﬂ)' ‘

em quo fizura uma infinidade de nimeros reais, posta em cor-
respondéncia biuntvoca com o conmjunto dos nimeros inteiros;
sio, no fundo, fungdes de varidvel wnteira (2.* Parte, pag. 151) o
que indicamos escrevendo

3) a, = f(n).
Uma dessas funcgdes de variavel inteira é a que considera-
mos no paragrafo 9, X =aqa, = ~:;— .

Vamos ver como nestas funeBes se pode verificar o caracter
infinitesimal.
Seja, por exemplo, a sucessio numeravel
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1
6) U=,
gn y
1810 6, a sucessiio cnjo conjunto de valores &
7) 1 _]__ 1 1

R M
E fécil ver que esta sucessio goza da mesma propriedade

x 1 o
que estabolecemos para a fun¢io a@,—— no parigrafo 9. Tome-
n
mos, com afeito, um nimero 3 positivo ¢ arbitririaments peqneno ;

.1
para que seja ;;{6 basta que 2"}%— e & evidente que, por

. ' , a1,
malor que seja 0 numero positive — ha sempre uma poténeia de 2
d
que o ultrapassa, ¢ niio sé wma mas fodas as seguintes; quer

isto dizer que, uma vez enconirado um inteiro #; tal que E“t}L
. 3
serd, para todo o nl>ny, 2">? isto é a,,=i<r3 .
[0

Se, por exemplo, for 3=0,003, para que se tenha ~_1'~<

3
<0,003 = 1000 basta que seja 20> 1'{;00 =333,33...; ora
para n;=9 tem-se 2°—512>.333,33 . . .| logo para todo 0 #>>9
——, lsto &, 5.<0,003 .

Podemos fixar o comportamento desta funcio de variavel

é certamente 2%

¥

. 1 ..

mteira @n=— dizendo que — & todo o nidmero positive § 8 pos-
-

stvel fazer corresponder um inteiro 1, tel que para todo o n>1n, se

1
tem a{& ou fal gue a igualdade n>n, errasta ¢ desigualdade

5{5 ; 0 que esereveremos simbolicamente assim
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8) n>m - — 0.

No fundo, este comportamento é o mesmo que o da fungdo

a, =l e por isso exprimi-lo-emos dizendo que — a fungdo
"
i . g 1

@, = 4 wm infinttésino com — ,
Bn n

O infinitésimo L recebe, em conexiio com esia linguagem, o
n
nome de infinitésimo principal.

11. Uma definigdo importante.

Muitas outras funcdes de varidvel inteira se comportam
andlogamente & fungdo que acabamos de estudar ; por exemplo,
1 n+ 2

i = — i, = — (11 =
as funcdes a, 0T , Oy "

, cujo estudo deixamos

ao leitor ().

nt2 <% basta que
n3

{1} Para 3 \ltima lembraremos que, para que s¢ja

nt
3 - "
LA % ; ora esta desigualdade ¢ certamente assegurada se o que €

n+2 ,

n3 . 1 7

menor que ——, for maior (ue Y ; basta portante que o
b n+

rﬂ:»—g— o que nos permite obler facilments valores de m, ndo certamente
S 7

1 .
>~s—,ou seja

o5 menores possiveis, nas que satisfazem. Por exemplo, para 3 = 0,0001,

teriamos assim nd>> ; — 90,000 e > 141 satisfaz; mas j§ satisfaz também

n=101 e todos os superiores. Na pritica o que interessa essenczl'almente é
encontrar wm n (embora nfo o menor! na definigdo nfo se exige que o
seja) que assegure & funglio o eardeter infinitesimal.
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.. Convém, por iseo, fixar nums definigio geral, esta possibi-
lidade do comportamento.

Derrsigio I — Dada & fungto de varidvel inteira a, — f (n),
se a todo o nimere positive 3 se pode fazer corresponder wm
inteiro n, tal que & desigualdade n > 1, arraste a desigual-

dade |a,} < d:

9) n>u a8
. . e 1
diz-s¢ que essa fungdo & wm infinitésimo com -,
n
Pomos, na definigio, |a. | para prever a hipétese, frequen-
tomente verificada, de a funglio tomar valores negatives; é evi-

dente que o sinal 86 por si, nio afecta o caricter infinitésimal
—o qoe importa é o valor absoluto,

Notemes ainda que dizer que a, 6, em valor absoluto,
menor que d, 6 0 mesmo que dizer que a, esta compreendido
entre —d o +4; & condigio 9) pode portanto por-se sob a forma

9') n>n1—>-—-6<a,.<+6
Podemos ilustrar esta situagiio no diagrama junto (fig. 50).
)

S

+d

Fig. 50

O inteire »y depende de ¥; a partir dele (regidio de » > a,), todos
o8 valores de a, estio entre —3 ¢ + 8 ; dos valores de = anteriores
a my nada se afirma. Qualguer que sefa § >0, por mais pequeno,
hd sempre um mny nas condigdes da figura.
As escalas das duas linhas (de 1 & a,) =30 diferentes.

12. Uma linguagem cémoda.

Usaremos frequentemente, no decorrer desta Parte, para
exXprimir que uma sucessio numeravel a,—f(n) ¢ infinitésima

15



226 BENTO DE JESUS CARAQA

com l-, esta maneira de dizer — @ fungdo a,= f(u) ¢ vizinka
n .

de zero quando n é vizinho de infinito.

Esta lingnagem justifica-se, uma vez que ¢ para n conveniesn-
temente grande que a, & arbitririamente pequeno. Mas, enfim,
toda a mansira de dizer é convencional e o gque nos importa
fixar 6 o que queremos significar quando smpregamos determi-
nadas frases. O sentido desta fica fixado duma vez para sempre
— dizer que @, ¢ vizinka de zero quando n € vizinko de nfinito

¢ afirmar que a, ¢ um infinitésimo com - E como o reconhe-

comos nods? Verificando se a, satisfaz ou ndo A definigio 11,
O termo vizinko neste sentide adquire uma maior generali.
dade do que a que possui na lingnagem corrente,
Seja, por exemplo, a sucessio numeravel (1)

10) 1,o,l,o,l_,o,_l_,...0,_1_,...,
10 102 108 10=

Trata-se, ou nfio, de um infinitésimo com ;? Vejamos :

. 1
geja 4 um ndmero positive; como a, é alternadamente 0 e o’

a desigualdade a,<3 reveste este dois aspectos (<¢d ,% <33

ora a primeira é evidente e a segunda é certaments verificada
para » conveniente e dependents de 4.

As condigdes da defini¢o IT siio portanto, satisfeitas, e conti-
nuamos a dizer que a, é vizirha de zero quando n ¢ vizinko de

() O leitor pede verificar, 0 que ndo & essencial para o que vai
seguir-se, que o termo geral desta sucessio se pods por sob a forma o, =

1070 % : [1 +(—1 )"'H] onde (%) significa a parée inteira

n
de —.
© g

r3

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA 227

a'nﬁ::aﬁo, apesar de haver uma infinidade de valores para os
quais a. é efectivamente zero.

A questio pods tomar um aspecto ainda mais agude. Seja
& sucessio numeravel

111

11) 11_1'_1_9
2 3 4

0,0,0,...0,...

em que todos os termos, s partir do 5.°, sio nulos. Ainda aqui
1

80 trata de um infinitésimo com —; seja § um nimero positivo
n

qualquer ; como é a,=0 para n2>4, ¢ evidents que para >4
se tem a,<'d logo, as condicdes da def. IT siio verificadas o @,
é vizinha de zero quando n ¢é vizinko de infinito.

. Isto tem importancia, por motivos que adiante gerio escla-
recidos (ver parag. 18 deste capitulo). Por agora, convém que
o leitor se nio esque¢a do que:

a} @ tntercalagio de zeros entre os lermos duma suceisio
numerdvel infinitésima ndo lhe faz perder o cardeler
tnfinttésimal ;

b} uma sucessdo numerdvel constituida sé por zeros a partir

dum certo termo (que pode ser o primeiro) é uma suces-
sdfo infinitésima,.

2°—Conceito de limite.

13. Uma sucessdo de comportamento notével.

Algumas sucessbes numeriveis, sem serem infinitésimas

com o tém no entanto um comportamento que as aproxima

delas,
Seja, por exemplo, a sucessio

3 4 1
12) 2,;,3,...”: o gy 2L
~ n
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Nio se irata, evidentements, duma sucessdo infinitésima ;
nt1
n
que tomemos 3<1, obter valores de » para os quais seja a,<(3.
E’ porém possivel, como vamos ver, construir a partir dela
uma sucessio infinitésimna; counsideremos, com efeito, a nova
sncessio numerivel

13) fry=a,—1

ntl { = 1 8 1 é, como vimos no parag. 9

noon
deste capitnlo, um infinitésimo.

A sucessiio 12) tem portanto isto de notivel — estd relacio-
nada com o numero 1 de maneira tal que a diferenga 8, —1 ¢
vizinha de zero quando n ¢ vizinko de infintlo.

basta notar que, por ser ,, = > 1, nfo é possivel, desds

tem-se f(n}=

14, Outras sucessdes de comporiamento semelhante.

Muitas outras sucessdes se comportam, em relagiio a certos
ntimeros, de maneira aniloga. Vejamos alguns exemplos.
1 — Seja a sucessdo numeravel
1 2 3 n o)
14) —ge— g J...; Ry = .
2°3 4 n+41 n+1

Nio ¢ infinitésima; basta notar que todos os seus termos

- . 1.,
slio superiores a —(1).
2

Fagameos a diferenca ¢,—1; temos f(n)=a,—1= LA
n+1

—l=— 1 1 que é um infinitésimo; efectivamente, dado J
4

(1} O leitor recordars, a este propdsito como a propdsito da sucessio
12}, a seguinte proposigio -— guando aos dots lermos duma fracpdo numéricn
se adiciona o mesmo nimero, eseq fracgdo aprozima-se da unidade.
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positivo qualquer, existe sempre um inteiro 1, a partir do qual

¢ [f(0)[=|a—1] =

< 3. Logo, ainda aqui a diferenca
nt+1

 aa—1 6 vizinka de zero quando n é vizinho de infinito.

IT — Consideremos agora a spucessic numeravel

1)  22-L2s 1 2. 1 .
10 108 10°
11
-:2-— - . —_ i
a g 1 (- 1

o estedemos a diferenca f(n)=a,—2; tem-se

1 1 1
16) 0:_'1_0:0:“15;"'03_51"'5

FO) == b L (1)

esta &, como ficilmente se verifica [ver, no parag. 12. a suces-

8o 10)], uma fungdio infinitésima com —.
2 .
Ii1 — Seja ainda, para coneluir, a racessio numerivel

17) TyTyrrr Tyere; dn=T.

A diferenga f(r)=a,—n ou seja a sucessiio numeravel
18) 0,0,.--0,---; a.=0
é, como srabemos do pardg. 12, nma sucessio infinitésima.

15, Significado comum.

O exame que acabamos de fazer pde-nos em face do
soguinte facto: hé sucessdeos nwmeriveis a. em relagio a cada
uma das quais existe um nitmero L qne esta relacionado com a
sncessio do modo tal que a diferenga a,—L ¢é infinitdsima
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1 ..
com — ou, 0 que & o mesmo, & vizinha de zero quando n & vizr-
n

nko de infinito.
Nos casos que estudimos, 6 L=1 para as sucessdes 12) o
14), L=2 para a sucessio 15) ¢ L== para a sucessio 17),

Reparemos agora um pouco no significado do facto que
acabamos de apontar.

Antes de mais, que quer dizer, do ponto de vista aritmético,

que a,— L ¢ infinitésimo com —? Quer isso dizer em face da

n
definigiio II (parag. 11), que a todo o nimero positive 3 se pode
Jazer corresponder um inteiro n, tal que

19) n>m—la,— L|<3.

Ora como a diferenga, em valor absoluto, de dois niimeros
significa a distincia dos dois pontos que tm esses niameros
como abscissas, a desigualdade | a,—L |< ¢ significa que a, esta
compreendido entre L—3J o L+3 e 19) pode portanto eacre-
ver-se sob & forma

19') ﬂ>n1—»L—5<a,,<L-{—a.
E, como J é positivo o arbitrariamente pequeno, isto signi-
o fica no fundo, que a, € wizinko
=== de L quando v é vizinho de infi-
@ [ B nito,
Fig. 51 Obtem-se outro aspecto

: deste mesmo facto raciocinando
da seguinte maneira: a fungiio f(n)=a.,—L & vizinka de zero,
logo a,=L+f(n) é vizinho de L. Por outro lado, todas as
vezes que ¢, se puder sscrever sob a forma a,=L4-f(n) com
F(n) infinitésima, evidentemente a,—ZL=f(n) é também infini-
tésima.

Vale a pena registar, porque nos sera 1til adiante, a equi-
valéncia, que ficou estabelecida, destas proposicdes:

a) A diferenga a,—L & dnfinitésima com %— ou, vizinha de
zero quando 1 ¢ vizinko de infintio.
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b} A iodo o nimero positivo § pode fazer-se corresponder
um tnteiro ny tal que

19) n>n1—+[a,—L|<6
ou
199 a>m—-L—3d<La.<L+2¢

¢) a, ¢ vizinka de L quando n ¢ vizinko de infintlo.
d) a. pode escrever-se sob @ forma a,—L--f(n) onds f{n)

& infinitésima com — .
n

16. Primeira definicao de limite.

Convém fixar, por uma lingnagem simples, o comporfa.
mento do sucessbes tais como as que acabamos de estudar.
Daremos, para esse efeito, a seguinte definigio :

DEeFigXo. III. Diz-se que @ sucessdo numerdvel a, tem por
limite o nitmero L, quando n teade para infinifo, e escreve-se

20) lima, =L ()

=% . 1
quando a diferenga a,—L é infinitésima com —.

n
Anilogamente ao gue fizemos com a definicho de infinits-
simo, podemos ilustrar a situagiio num diagrama (fig. 52).

L

.
-:a' e \\\V//C

] £ t

Fig 52
O n, depende de 3> 0 e exista sempre qualquer qne este
seja; na regifio n ~»n, todos o8 » produzem o, compreendidos
entre L—§ ¢ L+3; dos anteriores a », nada se¢ afirma.

{1} O simbolo oo 13-3¢ infinito ¢ o simbolo n—xv2 18-se n lende para
infinito.
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Na pritica ¢ conforme nos for mais conveniente, podemos
substiteir livremente a coodigho contida mna @ltima parte da
definicio por qualquer das expressves equivalentes b),¢) ou d)
do paragrafo anterior.

De acordo com esta definigio podemos agora escrever
{parég. 13 e 14]

21) lim 2Ly

Rer > 7t

22) lim-—"_ =1
a1
. 101
23 ! g-— .. e 1127} om
) lim oem 2 14 (— 1]} =2
24) limz ==,

2
E elaro que, na definicio dada, o nimero L pode ser zero;
nesse caso a definigiio diz-nos que: quando a sucessdo a, é infi-

nitdgima com i, diz-se que lima,=0,
n -

As sucessVes infinitésimas aparecem-nos agsim como um
caso particular das sucessdes com limite: ser fnfinitésimo é ter
lémite zero e reciprocamente.

Antes de prosseguir detenhamo-nes wm momento a consi-

derar o significado da definicio de limite a que acabamos de
chegar,

17. A nogéo de limile e o conceilo de interdependéncis.

Obtivemos esta definigio no decorrer de um caminho j4
longo, partindo, estd o leitor recordado, de preocupagdes acerca
do problema do movimento e dispostos nds a alcanear, nio uma
explicacde do fenémeno movimento, mas uma teoria quantitativa
da qual possamos obter, pelo cilenlo, resnltados a confirmar
pela experiéacia.

. Reconhecemaos, poucos passos andados, que era necessério
criar um novo conceito — o conceito de infinitésimo — que res-
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pondesse a esta caracteristica essencial do fenémeno — o que se
passa num pooto sé pode ser eniendido em interdependéncia
com O que se passa em pontos vizinhos. Daseado directamente
sobre esse conceifo, estabelecemos agora o de limite — dizemos
que a, lem por limite Li se 2, € vizinko de L quando n é vizinho
de fnfindio, Que significa isto? que L ¢ para a sucessdo 8,, 0
resuiiado da interdependéncia dos seus termos.

Tomar n vizinho de infinito. é ecnsiderar um conjunto de
termos da sucessio com indices arbitririamente grandes, o resul-
tado final da interdependéncia dos quais é ¢ limite 7. Hsse
resaltado da interdependéncia é tdo bem determinado que, como
& facil de demonstrar, quando exisie ¢ untco.

18. Maneiras de dizer.

Esta dltima frase levanta imediatamente nm problema —
quando existe ? entio pode nfio existir ? o jogo de interdepen-
déncia de estados vizinhos pode niic levar a mada? como um
ric que se perde nas areias dum deserto ?

Ja responderemos a estas perguntas que tdm a sua impor-
tineta, e talvez maior do que neste momento o leitor supde.
Mas antes de o fazermos, vamos fizar a nomenclatura, coisa tho
essencial em Matematica como em qualquer das Ciénciasz
Naturais,

Consideraremos como tende exactamente o mesmo signi-
ficado as irés expressies seguintes:

a) @ sucess@io numerdvel a, tem por limite L,
b} a sucessdo numerdvel a, tende pare L.,
¢) o sucessds numerdvel a, converge para Li.

A segunda desias expressSes 6 empregada frequentements
na linguagem corrente, mas eom um siguificado muito menos
preciso do que aqui. Na linguagem corrente, tender para é aprozi-
mar-ge de; agui, 6 muito mais do que isso —é aproximar-se de, mas
no sentido ‘nfinitestmal, isto 6, de modo tal que a distincia se
torne infinitésima.

E ji que estamos tratando de expressdes empregadas na
lingnagem corrente, nio seré talvez demais que corrijamos uma
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maneira de dizer e uma ideia muito espalhada a propésito da
nociio de limite. E’ frequente ouvir dizer a respeito de limite
que é aquilo de que uma varidvel se aproaima indefintdamente
sem nunca 0 alingir,

Pondo de parte o que hé de defeituoso ¢ impreciso nesta
afirmaciio, fixemos a nossa atengio na ideia contida na sua tltima
parte—sem nunca o afingir — nada mais errado! Uma sucessiio
numerivel pode atingtr o sen limite uma, duas, ema infinidade de
vezos! A sucessiio 14) do parag. 14 ndo atinge o seu limite
que é 1; mas a sucessio 10) do mesmo parigrafo atinge uma
infinidade de vezes o seu limite 2; e a sucessio 17), ainda no
mesmo parigrafo & tal que todos os seus termos sio constitnidos
pelo seu proprio limite ! '

Continuemos com a nomenclatura,

19. A operagado de passagem ac limite,

Ligada com a existdncia de limite duma sucessio, esti a
eperagdo de passagem ao limite — considerada a sucessio

@ 09 3 Qg g2y yent

fazemos tender n para infinito (isto 6, consideramos sucessiva-
mente termos com indices arbitrariamento grandes} e passamos
ao limite (isto é, determinamos o resultado da interdeperdéncia
dessa infinidade de termos).

Estas maneiras de dizer sio essencialmente dindmicas —
fazemos tender, passamos — indicativas duma atitude de espirito
muito diferente da simples considera¢iio estdtica dos termos da
sucossfio. Entre estas duas atitudes de espirito medeiam na
Histéria da Ciéncia 2.000 anoz e, ao longo desses vinte séeulos,
arrasta-g0 0 calvirio duma ideia — a ideia de infinito! Ideia
perante a qual o8 gregos recuaram e que é retomada e ntili
zada agora, como glemento activo desta nova operagiio.

20. Outro comportamento possivel.

Vamos comegar & responder is questdes postas no inicio
do parag. 18. De facto, nma sncessio pode ser tal que, quando
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fazemos tender n para infinito, ela se nio conserve vizinha de
nenhum numero.

Seja, por exemplo, a sucessio
25) 2,4,8,---2“,-..; aﬂ__—_2n'

Que notamos n6s? Que, 4 medida que » tende para infinito,
88 encontram termos da sucessdio superiores a todo o nimero
positivo A; tomemos, por exemplo, A=0.000 — o termo da
sucessiio corrpspondente a n=13 é 213=8,192>5.000 ¢ o leitor
reconhece sem dificuldade gne qualquer que seja o nimero A
tomado, é sempre possivel encontrar um expoente = tal
que 2=>A.

Mas ha mais,  isto é fundamental no comportamento da
sucessdio considerada, uma vez encontrado um indice w»; para o
qual 2*>>A (mno nosso caso ny=13), para fodss os termos
soguintes, isto 8, para todo o n>n; 6 também 2°>A, o que
resulta do facto de a potéucia 2* aumentar quando aumenta o
gen expoente,

Em lingeagem sugestiva podemos dizer que esta sucessdo é
tal que, quando » se avizinha de infinito, &, se avizinka também
de infinito.

21. Segunda definigdo de limite.

Convém fixar esia modalidade de comportamento, estabele-
cendo uma nova definigiic de limite,

DerFixigio IV. Diz-se que a sucessdo nimerdvel a, tem por
limite «mais-infinitor quando 1 tende para infinito e escreve-ge

L -

quando a todo o nitmero positive A se pode fazer corresponder
um inteiro ny tal que

27) n>ny - ds > AL
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Ainda esta situaciio se pode ilastrar num diagrama
(fig. 53). &
Da acordo com a definigio, o leitor reconhecers sem difi-

. culdade que se pode escre-
M ocgt 23 y ver, por excmplo,

%) o A \\\ 28) lim 2/ =+ co;

\\\\_’ o=k 0o
LAY 29) .lil]l naz-f-oo;
F!'g‘ 5? =4 o
O 2y depende de A ¢ existe sempre, 30) lim 10* = 4 oo
qualguer que ele seja. Na regifio nowny n

tedos 03 n produzem a, snperiores a 81)

! lim nl=-4es.
A} dos anteriores a »y nada se afirma, =+ :

1= 00
Um comportamento anilogo nos leva sem dificuldade &

definigio de limite «menos-infiniton, correspondente & qual se
pode construir um diagrama anilogo ao da fig. 53.

- Dervigio V. Diz-se que a sucessio numerdvel a, tem por
limite «menos-infinitor quando n tende para infinito e escreve-se

32) lima, ——

N R

quando a todo o nidmero negativo —A se pode fazer fazer corres-
ponder um tnteiro n; lal que

33) >0, < —A.
Assim, é por exemplo,

84) lim(— 1) =~

35) IZE(-— ) =—co,

22. Ainda cutros comportamentos.

Chamamos vivamente a atencho do leitor neste momento
para o faeto de que nZo basta que na sucessdo numerivel haja
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termos ultrapassando todo o nfimero positivo para que so diga
que ela tem limite --oo; isso énecessdrio mas ndo & suficiente,
Suponha-se, por exemplo, a sncessiio seguinte

36) —1,4,—9,16,--5; ay=(—1Fn?

cujo comportamento esta ilustrado na (fg. H4)

Que se verifica ? Que existem, de facto, na sucessio, valores
supariores a todo o nimero o r 2 s s s
positivo mas tambem valores =
inferiores a todo ¢ niimero nega- /7'&/1 \
tivo. Nio ha, e isso & essencial ™% e & 75
na definicio, uma regiic n > ng Fig. 54
correspondente & qual fodos os
a, sejam vizmhos ou dum némero finito L, ou de -+oo, ou do
—oo. Qualquer que seja o =n, tomado na regiio m >n, hd
termos @, vizinhos de + o o termos vizinhos de — =, A sucessiio
nio tem, por consegnéncia, limite nenbum — oscila enfre —oo
8 oo,

Comportamentos oscilatérios se podem tambem verificar
sem que a oscilaclo seja enire —wo 8 +oo. X 0 caso das duas
&ncessdos

1 1 1
3 1,8, —,4,—,6,..-2
) ’ 3 5 y “r2n+17

. — o 1T
LI an_n( ) }

38) 1,0,1,0,..-1,0,..; an=%[l+(_1)ﬂ+1]

ilustradas respectivamente nas fig. 5D e b6.
A primeira oscila entre zero e J-co; a segunda enire zero

2 3 4 5 & 78 ¢

0 1
0. 1214 56 W
7 4 5 [ P 4

iy

Fig. 85 Fig. 56

e um. Nenhuma tem limite, pois para nenhuma existe uma regiao
n > ny correspondete & qual fodos os @, se mantenham vizinhos
on dum némero finito, ou de +¢c on de —oo.
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23. Continua a nomencialura.

Vamosz dar mais algumas defini¢lies que nos permitam fixar,
em poucas palavras, todos os comportamentos possiveis atris
descritos.

1. — Uma sucessdo diz-s¢ limitada guando lodos os seus
termos ¢stdo encerrados entre dois nibmeros, ou, por outras pala-
vras, esido dentro dum tntervale findio,

As sucessdes 21) 22) 23) e 24) do parag. 16, a sucessdo 38)
do parigrafo anterior sido todas limitadas,

II. — Quando uma sucessdo ndo é Umitada, diz-se nilo-
-limitada. Neste caso costuma sempre fazer-se referéncia ao
lado, positivo ou negative, em que a limitagio se nio da; se sondo
faz referéncia nenhnms, entende-se que a nio-limitagio se veri-
fica dos dois lados.

As sucesstes 20) do parig. 20, 28), 20), 30) e 31) do
parag. 21 o 37% do pardg, 22 sio ndo-limitadas superiormente
{quer dizer, do lado positive); as sucesades 34) e 3D) do parig.
21 stio ndo-limitadas inferiormente (quer dizer, do lado negativo);
a sucessio 30) do pardg. 22 é ndo-limitada.

1. — Umo sucessdo diz-se convergente guando fem limite
Jinito ; divergente quando tem limite infintto (positivo ou negative);
indeterminada ou oscilante quande nde tem limite.

Classifiguemos om face desta nomenclatura, as sucessdes
apresentadas anteriormente :

1 /11 1
T B} [,y ——
) w5 (2 1’ om )

limitada, convergente, limite 0.

1 1 1
10 _ .2 11 —~D+1]; {1,0,—,0,...
gy g (1D ] (0g0)

limitada, convergents, limite 0.

1 1 1
11) @, = 0,13 4; 1,?,?,?0,0,...0,...)
limitada, convergente, Limite 0.
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1 3 4 n+1
12) Ay = pra (2:'5'3?3"' 7 J)
limitada, convergente, limite 1.

14) @y = ? : l:_g"'si?"' i :"‘)
n41 2°3 4 m1

limitada, convergente, limite 1.

1 1 1 1
15) @=2— -2l (2,222, —
) o ) [” )]< 1 )

limitada, convergente, limite 2.

17) O =T; (1'.',1':, ...-.-:,...)
limitada, convergente, limite =.

25) a,=2"; (2,4,8,..-27,-..)
ndo-limitada superiormerts, divergente, limite + oo.

29) a,=n%; (1,4,9,16,...2%,...)
nio-limitada superiormeante, divergente, limite - oo .

30) a,=10*; {10,102,10%,...10%,...)
nio-limitada superiormente, divergente, limite + oo .

31) an=m=nl; (1,2,6,24,..-n1,--)
nio-limitada superiormente, divergente, limite + oo.

34) iy = —nl; (_1’"_8’_277 _n3’ )
nio-limitada infericrmente, divergente, limits — oo.

85) ap=—mnr; (—1,—4,—27,-356, ... —at, )
nio-limitada inferiormente, divergente, limite — co.

36) a»—(— 1) n%; (—1,4,—9,16,...(—1y»*,...)
nio-limitada, nio tem limite, oscilante entre — oo @ + oo,
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3?) ' =ﬂ,(—1}"; (1,2,—13-—

1 1
34,-_—,6,-“211, PR

b 9+ 1
nio-limitada superiormente, nio tem limite, oscilante entra

O + oo,

38) a,,;-—%;[l-k(—- 1)n+l]; (1,0,1,0,-:1,0,--)
limitada, nio tem limite, oscilante entre 0 e 1.

Q leitor, +8 exemplificados, nesta tabela, os varios tipos de
comportamento atras deseritos. Notars em particular que:

a) Aquilo que distingne as sucessdes do pouto de vista do
comportamento 6 terem ou afo limite; pode fazer-se a este pro-
posito a seguinte classificagho :

limite finito — convergentes

com limite{ i nite infipito — divergentes

gucesshes
(pos. ou neg.)

39) nRmeraveis

gem limite —in determinadas

) Uma sucessio pode ser limitada o ndo ser convergente,
exemplo: a sucessio 38). Pode ser ndo-limitada ® nho ser
divergente, exemplos : as sucessves 36) e 37).

24, O principio geral de convergancia,

O leitor jh avalia decerto nesta altara, e avalariara melhor
om face dos desenvolvimentos que adiante fazemos, como pode
ger importante saber so uma sucessio numeravel 6 ou nido &
convergente. Tal averiguacio ¢ tedricamente sempre realizavel,
embora na pratica, por vezes, com extrema dificnldade.

Acontece porém que, em grapde nUmero do casos, essa
simples possibilidade tedrica tem uma importancia enorme.
Vamos, por isso, apresentar a0 leitor (sem 0 demonstrar) o cha-
mado principio geral de convergéncia de que mais tarde (eap-
11, parag. 12) faremos nma aplicagio importante:
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_ PRINGIPIO GERAL DE CONVERGENCIA. E condigdo necessdria ¢
suficiente para que wmng sucessio numerdvel

A gy - Fuy-r

sgja converjente, que & todo o nimero posiiive § se possa fazer
cm_"responder um nteiro 11 tal que a desigualdade (2 44y -— 8y | <3
sgja :ver{ﬁcada para todo ¢ m>1Dy ¢ para todo o P intetro e
posiiivo.

Nio insistimos, por agora, neste ponto delicado da teoria
dos limites. Notaremos apenas gue toda a averiguagio individual,
foita para um valor particalar de 3 ou de p, constitui uma
condigao necessiria de convergéncia. Fazendo, por exemplo,
p = 1, tem-se 0 seguinte enunciado: ' '

E condicdo mnecessiria para que WRQ Sucessdo irumerdvel

Ay, 0z, g, o

seja convergente que & todo o nitmero positive § s¢ possa fazer

cofrespo.nder am snteiro ny tal que o destqualdade |2, 1— 8] < 3
seja verificada para todo 0 M >>m .

25 As sucessdes monotonicas.

H4 sucessdes numeraveis para as quais as condicbes tedricas
de convergéneia sio mais simples que as do Principio geral de
convergincia & o quadro de classificagio do cemportamento é
smais sinples do que o quadre 39)—siio as chamadas sucessies
monotduieas.

o Denominam-se assim as sucessdes gue tém, comod ¢ NOWS
indica, um s6 fom, ou witmo de variagdo, que sio crescentes ou
decrescentes.

Uma sucessdo monoténice crescente é caracterizada pela
propriedade

40) LIRS | > iy

que nos indica gue cada termo & superior a0 anterior (\).

(1) Se se verificar a candi¢io, als fraes, &, 5 dus 8 suecessio diz-se
geralmente crescgnie OU cTesCenie nO seniido largo; muitas propriedades das

s

sucessbes crescentes se estendem is geralments crescentee.

L]
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Analogamente, uma sucessfio monofdnica decrescente é carac-
terizada pela propriedade

41) au + 1 < ‘g'n -

As sucessbes 14), 20), 29), 30), e 31) slio crescentes; as
successdes 12), 34) o 35) slo decrescentes.

Em gue consiste a simplicidade de comportamento destas
sucessdes ? — neste facto, que nunca sdo indeterminadas.

Demonstra-se com efeito, e a demonstragio 6, como vamos
ver, muito simples, o seguinte

Trorema. Toda a sucessdo monotdnica crescente tem limite, fintto
ou tnfinito (V).

Podem dar-se, com efeito, apenas dois casos — ou a suces-
sio ¢ limitada superiormente ou nfo 6.

1.° caso. A sucessio é ndo-limitada superiormente. Quer
isto dizer que, qualguer que seja o nimero positive A, exisie
sempre um termo da sucessio maior que ele, isto &, existe am
ny tal quo a,, > A. Mas como a sucessio & crescente, para todo
0> M 6 ay > ag (%), logo a; > Aj significa iste que, qualquer
que seja A, existe um 7, tal que

=Ry, > A

e isto guer dizer (V. parag. 21 def. IV e fig. 53, pag. 236) que

lim a, == 4+ co.
T
2.9 easo, 4 sucessdo é Iimitada superiormente, isto 6, existe
wm nimero & que o sens termos ndo ultrapassam: @, Z3. A
demonstragio &, neste caso, um pouco mais delicada, mas facil-
mente apreensivel pelo leitor que esteja bem recordado da nogio

() Vale um teorcma andlogo para as sucessdes monoténicas deerss-
centes; o leitor fard, sem dificuldade, a transposicio do ennnciade e da

demonstrago. . .
{*) Se a smeessfio ndo for monotinica crescents iste pode ndo se dar;

veja-se por exemplo a sucessfo 37). :

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA 243

de corte que demos na Parte 1.%, cap. 8. parag. 58
e seg.

Vamos repartir todos os nimeros do canjunto (R) dos
ndmeros racionais em duas elasses—numa classe (B) pomes
todos 08 nimeros racionais superiores a todos os termos da
sucessio {cabem l4, em particular, todos os ndmeros superiores
a 8 mas também, possivelmente, niimeros inferiores); numa classe
{4) pomos os restantes nimeros racionais (fig. 57). Verifica-se
facilmente que: ) Todo o nimero racional fica, assim classifi-
cado; o leitor pode certificar-se

disso operando, por exemplo, & a
sobre a sncessio 14) que ¢ cres- Lﬁ._\_\/—
cente—dado um némero racional "o ;- g L B

r qualquer & sempre posstvel (1)

determinar se ele pertence i Fig. 57

classe (A) ou & classe (B): 8 (g termes da sucessdo nie ultra-
existe algum termo da sucessio passam s-a, < 5; mas podem ficar
igual ou smperior a r, ele vai longe dele, de modo que em (B
pare o classo (4); caso con. S nieres ferorr 5 o A
trério, para a classe (B). b)) Todo j5mere £, < ésseqmimero 4o
o nimerc da classe (A4} é menor limite da sucessZo.

qus todo o nimero da classe (B).

Trata-ge, portanto, efectivamente dum corte, 0 qual, eomo
se sabe, define um némero real; seja L esse nimero, A respeito
de L podemos afirmar desde ji que nio hi menhum termo da
sucessio que o ulirapasse (*); vamos provar que L é limite da
sucessdo. Seja, com efeito ¢ um niimero positive, arbitrariamente
pequeno; no intervalo que vai de L —d a L (v. fig. 57) ha um
termo da sucessdic @, {®)--se nio houvesse nenhum, entdo a
classificacio estava mal feita e a classe (B) deveria estender-se
para a esquerda pelo menos até Z—dJ — e portanto uma infini-
dade : & infinidade de todos os termos com indices n superiores
a 7; e que estio todos, porque a sacessio é crescente, 3 direita
de a,,.

A distdncia de @, a L ¢ inferior a §, logo a distincia de

E} Embora, por vezes, trabalhosze.
) Resalta imediatamente da maneira como foi feito o corre.
%y Esta aqni o panto wevrdlgico da demonstragiio.
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todok 08 @, com n >n, a L é a fortiord inferior a J; verificamos
portanto que a J s¢ pode fazer corresponder um inteire m
tal gue

n >ty - {a, — L] <3
logo, pela def. 1II do parag. 16, é

lim a, = 1..
R

Assim, nos dois casos, a sucessdo tem limite e o quadro
39} do parag. 23 toma o aspecto mais simples:

sucessios limitadas — limite finito: convergentes

49 i
12) monoldnicas

ndo-limitadas —» limite infinito ; divergentes.

O comportamento, é como 8o v& mais regular : ndo ha lugar
para sucessdes oscilantes.

Para estas sucessdes, o principio geral de convergéncia
(pardg. 24) toma este aspecto

. Principio de convergénciz das sucessdes monoldnicas. —
K condig@o necessdria e suficiente para que uma sucessdo mono-
iénica crescenie sgja convergenie que ela sgja Iimitada supe-
riormente,

Repare ainda bem o leitor numa coisa ~ ¢ monotonicidade ¢
como mostramos uma condicdo apenas suficienie e nfo necegsiria
de exigiéncia de limite (finito ou infinile); por outras palavras:
toda a sucessdo monsliénica tem limite (como demonstramos) mas

e uma sucessdo nde monoldnicu ter também limite — a3 suces-
sdes 10) e 15) (parag. 23) oferecem-nos exemplos dissa.

26. Propriedades operatdrias.

Como melhor serid esclarecido adiants, o nosso objectivo
final & utilizar o conceito de limite e a operagio de passagem a¢
limite para a resolucio de certos problemas. Para isso torna-se
indispensavel conhecer as propriedades que essa operaciio
possai. Classifici-las-emos em dois grupos — propriedades ope-
ratérias © propriedades de passagem ao limile,
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As primeiras dizem respeito & combinagiio do conceito de
limite com as opseragles elomentares da Aritmética ji nossas
conbecidas, e estudadas na Parte 1.° pag. 16 e seg.. Seria demo-
rado e um pouco fatigante para o leitor fazer o estudo porme-
norizado de cada uma dessas combinagdes. Vamos dar-lhe aperas
o resultado geral desse estudo:

Sajam

48) Uy, dgy -y, -
44) By, boy o bay e

duas sucessdes nuwmerdvers com limdle, finito ou infinflo; « com-
binagde destas sucessbes por qualguer das operacbes elemen-
tares ¢é regida por este principio geral — o sinal de limite @
permutavel com o sinal operatério — com estas duas importantes
restriges :
o 1.2 — Que o resultado obtido pela permutaclio ndo leve a
uenhuma impossidilidade operatdria (1}

2.2 — Que esse resultado ndo d? lugar a nenhum dos seguintes

simbolos %,%,OXm,m—w,im,(}o,mc, conhecidos pelo

nome de simbolos de indeterminagtio,
Assim nos teremos, por exemplo,

49) lim (@, -+ &,) =1im a, 4 lim b,
Th=e 5 A=Ay A-pil
(permutabilidade do sinal de fmite com o de adigéio) excepto no
caso de serem lim @, = + oo,lim b, = — oo
48) lim (¢, b,) =1lim a,  1im &,

{permutabilidade dos sinais de limite e multiplicagdo) excepio no
caso em que um dos limites é nulo & o outro infinite ;

(t) Esta restriclio ird desaparccendo i medida que as fmposeibilidades
aperatérias se forem reduzindo,
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lim a,
- aﬂ. Th=t 0
) N = Tim b,

(permutabilidade dos sinais de limite e divisdo) excepto nos dois
casos !

lima, =0, limd,=0; lima,—c, limb,—=-co; etc

L]
=3 =0 =2 A—w3

27. Qs simbolos de indeterminagso.

Quais as razdes da resirigio 2,? Estio simplesmente nisto
— & que, no# sete casos apontados, a que correspondem o que
chamamos simbolos de indelerminacdo, o resnltado da operaciio
nfo pode ser apontado a priori.

Enquanto que o resultado da divisio do ndmero real a =0
pelo niimero real b:~0, quaisquer, pode ser sempre apontado

. , i @ -
@ priovi como o numero real #nico ¢ = > yue maltiplicade por

b ddum Eroduto igual & @; pode uma tal determinacio indicar-se
quando dividendo e divisor sio nulos? Ela seria, se existisse,
aguele nimero ¢ que multiplicado pelo divisor, zere, produzisse
o dividendo, zere ; mas existe wm nhamero ¢, unico, satisfazendo
4 igualdade ¢- 0 =07 Nio! A esta igualdade satiafaz toda a

infinidade dos nimeros reais ! Por isso, ao simbole -g- (e 86

como stmbolo e nio como resuliado operatério ele deve ser
entendido) se chama um simbolo de indeterminagdo.

Raciocinios analogos, que ¢ leitor fard hem em tentar levar
a cabo, valem nos restantes seis casos apontados.

Mas entio, perguntard o leitor, se nos sete casos de sim-
bolos de indeterminagio, as regras operatdrias niie siio aplicaveis,
quer isso dizer que renunciamos a operar, e consequentemente
a obter um resultado nesses casos? De modo nenhum! Q que se
passa é apenas isto — o resultado, em cada um desses casos, nio
pode ser designado a prieri; ha que obté-lo, ou tentar obté-lo, de
cada vez que um desses casos se apresente, hi& que procurar
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fazer de cada vez, o que em linguagem téeniea se chama —
o levaniamento da indeterminagfio.

, . Db LB 1T
Seja, por exemplo, calealar lim ew pom A T
nso ON®—Jn -+ 2
rador e denominador tendem para infinito com » de modo que
estamos em face duma indetermina¢io =-. Para a levantarmos,

Nume-

dividamos ambos o8 termos da fraccho por »® e passemos ao
limite, Vem

) 1
2n8 4 Hn?4- 7 2+;+;1}: 2
s s S )
st DNY e DN - 2 ﬂ_“eﬁ-———}—— (4]
nt nt

. D .0 Lk N

uma vez que lim — e=lim — = lim— =lim = =0,
3 3 3

nem N n—en T2 rmy e T

O leitor pode levantar deste modo a indeterminagiio = de
P(n)

€
nomios inteiros em =n, quando n.» co; para esse efeito dividira

ambos oy termos da fracgdo por »* sendo a o menor dos dois
graus de Pfn) e Q(n) e passard em seguida ao limite quando

- 00

yualgquer fracgio

, onde numerador © denominador sio poli-

28. Um caso importante de indelerminagio.

Adiante havemos de encontrar, com generalidade um pouce
maior, eate problema das indeterminagdes e do seu levan-
tamento.

Por agora, vamos ocupar-nos dum casoe importante.

Consideremos o seguinte limite

48) lim (ﬂ+1)mmlim (1+—£)".
—r n A= X n

n+1

‘Como é lim

A

= 1 [pardg. 23, 12}j e lim n = oo,
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estamos precisamente no caso de um dos simbolos de indeter-
minagio — o caso 1%. K possivel levanti-la o determinar assim
o limite 48)? E possivel e ndo dificil. Um cileulo que omitimos
aqui, mas que damos no fim do volame, na Nota I, mostra-nos que
esse limite existe e ests compreendido entre 2 e 3. K um ntmero
wrracional (Parte 1.° pag, 83 e seg.), transcendente (Parte 2.2, pag.
175 e seg.) designado habitualmente pelaletra e e que, pela enorme
importancia tedrica que possul e consequente atencio que se lhe
tem prestado como individualidade, é bom de facto — o principe
da Aritmética. Encontra-lo-emos por mais duma vez nos capi-
tulos segnintes deste livro. Como é um nimero irracional, tem
wma dizima dnfinita e ndo-periddica; vamos dar dela os vinte
primeiros decimais, como fizemos ja para o numero = (Parte 1.2
pag. 86), com o qual alids, ainda que o nfio pareqa, ele & estrei-
tamente aparentado (1):

e = 2,71828182845904523536 ...

Nao tem uma grande importincia que o leitor se lombre
destas casas decimais para alem da segunda ou terceira, mas é
importante que nfio esqueca esta igualdade :

A—ie 2

49 ¢=1Tlim (1 T %)

2%. Propriedades de passagem ao limite,

Ocupemo-nos agora do segunde grupo de propriedades a
que fizemos referéncia no parig. 26 — as propriedades de pas-
sagem ao limite. Egsas propriedades dizem respeito & seguinte
preoccupacho — sabido gue uma ceria propriedade se verifica nos
termos duma sucessdo nwmerdvel, serd verdade que essa mesma
propriedude se encontra ainda no limite da sucessdo ? Isto 6, essa
propriedade conservar-se-G na passagem ao limite ? E a reciproca?

Encaradas deste ponto de vista geral, as propriedades

{1) Por meio da férmula de Euler eiv—con © 4§ sén 2 que, para z =,
d4 ewi— 1. Para a demenstragio ver por examplo Encivlopedia delle Mate-
motiche Elementari, pdgs. 589 e segs.
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operatorias sdo propriedades de passagem ao limite e o resultado
geral do parag. 25 mostra que:

I. — A parte 0s casos de indeterminagiio, em que nada pode
dizer-se @ priovi, 08 sinais operailrics conservam-3c NG PAIIAGEM
ao limite. Vamos ver o que se pasga noutros cagos, procarando,
antes de mais, responder a esta pergunta — se todos 03 termos
duma sucessiio forem positivos, sera o limite também positivo ?
Por outras palavras — a propriedade @, > 0 conservar-se-i nu
passagem ao limite ? :

Para poder respender a esta questio, vamos comegar por
considerar a questio reciproca —s¢ lim a, >0, o que pode

Al

dizer-se a respeifo dos sinaix

de 2,7 Oy , A28
Vejamos: seja lim «, = A

L L 3
7 z
Fig, 58

=i
= L >0, Sabemos que, dado
¢ > 0 qualquer, é possivel deter-
minar ww indice n, a partir do
(ual todos os termos da sucessfo estejam compreendidos entre

L3 e L43(pardg. 15, 19); facamos entfio § — — > 0, bavera
wie indice ng tal que

1L

>

-

r
ii'>ﬂ;-—»? < Uy << B

: ) L. W e s
Mas os a,, sondo maiores que — Silo « fortior! maiores que

zero, logo:

~ XL — Se uma sucessdo numerdvel tem limite positivo, exiate

uma ordem a partir da qual todos os termos sdo positives ().

. Agora ja podemos responder i pergunta feita acima — o que

e passa no limite quando os termos sdo todos positives? 86 pode
assar-se uma de duas coisas — o limite ou é positivo on nulo.
orqnd ? Porque se fosse negativo, haveria uma ordem & partir

da qual todos os termos seriam negafivos, conira a hipétese,

(£} Evidentemente, vale nma propriedade andloga ne case de o limife
sor negativo.
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Podemos sintetizar este resultado assim:

m. — 50) a,>0-+1lima,x0 .

i~

Daqui results, duma maneira muito simples, que

Iv.— 31) a,<r—lima, =+

A=

{basta que o leitor aplique a propriedade anterior & sucessdo
by =r—a,).

Se repararmos nos dois resultados que acabamos de obter,
notamos que tém osta caracteristica comum — as propriedades
expressas por desigualdades — 2, > 0, a, > » — conservam-ge na
passagem no limite, mas enfraguecidas: a condicio ¢ 0 6, com
efeito, meuos forte, menos restritiva, mais fraca que a con-
dicio a >0.

Para terminar, ponhamos a seguinte questio — sejam

al,as,..,an,..‘ lima”m};
biybay-- by, e lim b, =1

duas sucessdes numerdveis com limites respectivamente L ¢ L';
suponhamos que 0s termos correspondentes dessas aucessdes se
avizinham de modo tal que, qualguer gque sgja 3 >0, existem
sempre termos correspondenies lais que b, — @, < 8 ~— gue pode
dizer-se @ respeito dos limites 1, ¢ L' ? Suponhamos que I e L'
sho diferentes — seja, por exemplo, L' = L + d.

Como sabemos (paridg. 25, 19') podemos encerrar todos os

. d
termos de a,, a partir duma certa ordem =, entre L — i a

d \ .
L+ 7 e analogamente, a partir dama certa ordem »;, em geral

diferente da aaterior, todos os termos de &, entre L’u%

() Ainda aqui vale uma propriedade andloga ne case em que os
termos sic negativos.
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d . . :
e L' + T daqui resnlta que, a partir da maior das ordens

‘ . . d
® ng, & diferenga b, — a, ¢ certamente malor que Y (ver a

fig. 59) o que contradiz a hipétese de essa diferencga se poder
tornar arbitrariamente pequena.
Nao podendo ser L'=-£ L é neces- o
sariamente L = L' e temos por- LRSI I e
tanto que ; e
V. — Nas condicdes acima ‘-*% L ‘*f ‘-'-f- o,
. $
enunciadas, é
52) lim @, =1lim3,. Fig. 59
A=+ H—h
Outras propriedades de passagem ao limite existem ainda,
mas estas sic a8 fundamentais para a compreensio da operagio
que estamos estudando e do método que sobre ela se baseia —
o método dos limites.

30. O métodeo dos limites.

No decorrer dos capitulos que se seguem faremos varias
aplicagdes deste método.

A sna importincia é tal qne, embors correndo o perigo de
repetir o que ja foi dito, vamos parar um momento e considerar
o seu significado. Todas a8 vezes que, no estudo dum fendémeno
de qualquer natureza — fisico, hioldgico, econdmico, geométrico,
— para & determinagho quantitativa dum seu estado nos apareca
eomo indispensavel o considerar a interdependéncia desse estado
com os estados vizinhos, essa determinaciio far-se-4 por meio
dum limite — limite que é a resultante da infinidade de possibi-
lidades dos estados vizinhos.

Serge-nos assim wma operagiio nova — a operagdo de pas-
sagem ao limite — do que estudimos as propriedades nos para-
grafos anteriores; um dos aspectos essenciais desta operagio
reside precisamente no facto de ela, construir um resultado &
custa duma ivfinidade de possibilidades, no facto, portanto, de
ela tomar o infinite como um elemento activo de construgdo.

Por mais dumwa vez no decorrer desta obra, em particular
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na 1.° Parte, cap. IV, parag. 16, e na 2.° Parte, cap. IV,
parag. 13, nos referimos a este problema da admissiio do con-
ceito de infinito como elemento construtivo na determinacio de
resuitados; vimos, em particular, como esse problema surgin,
presc ao da compresasiic do movimento e como ambos, no fundo,
estavam ligados a concepcdes diferentes do Mundo — vimos
como na Antignidade Classica, se opunham em relagio a eles,
a8 conecepcdes eledtica e heracliteana (Parte 1.°, cap. 1V,
parag. 14).

Que o conceito de limite ¢ consaquentemente o método dos
fimites, estd na linha de pensamento de Hereclito, que assim viu,
vinte séculos passados, o trinnfo da sua concepgio, 6 evidente
para quem tenha seguido a construciio feita neste capitulo. Como
exemplo do modo como esse mesmo facto & reconhecido moder-
namente, citaremos as seguintes palavras de Jacques Hadamard,
nm dos melhores matematicos franceses contemporineos : eNiio é
sdmente pela maneira de tratar os problemas que a Cifncia
Matematica moderna difere da que a precedeu: a partir do
Renascimento, esta Ciéncia foi transformada nio sdmente nos
seus métodos, mas no seu proéprio objecto. Pode dizer-se que o
papel de um precursor, a este respeito, foi desempenhado pelo fils-
sofo grego Heraclito que, no século V antes da nossa era, ensinava
gue o estudo do ser, num estado determinado, niio se basta a
si préprio e deve, de toda a necessidade, ser completado pelo
do devir ; que a considerag¢do deste & indizpensivel A compreensio
daquele. Esta irntaicio adivinhava o caminho que havia de
seguir,)precisamente, s Ciéncia Mafematica nos tempos moder-
noga» (1).

Vejamos como esta via nova, aberta pelo conceito de
limite, permite resclver dificnldades antigas. Esti o leitor cer-
tamente recordado, da argumentagiio de Zendo de Elea a respeito
da compreensio do movimento, argumentacico gue expnsemaos
na Parte 1.%, (cap. IV, parag. 15, pags. 78-19) e que relembramos
nos primeires paragrafos deste capituio. Que faz Zendo no sem
argumento Aguiles e a Tartaruga? Coustrui duas sucessdes de
posicdes sucessivas de 4. e T.:

(M Encyclopédic Frangaise, Towo [, Pacte I
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Ay, Ay, Ay, -
T, Ty Tay e

e, contomplando-as em atitude esidiica, finitista, nota que a dis-
tinecia A,7, nunca ¢ nula e diz —ndo compreendo como 4
pode alcangar 7'/

O matematico moderno de posse da operagio de passagem
a0 limite, raciocina desta maneira: no estudo do fenémeno em
questio, o estado particular — encontro dos dois mbveis, — se se
der, 86 pods mer compreendido em interdependéneia com og
estados vizinhos. Detorminemos portanto o resultado dessa inter-
dependéncia: se chamar d & distincia .4, 7 (avango iniciafl de
T. sobre A)) as distincias dos dois moveis nessas posigBes
sncessivas sio

d 4d d
d:?:"zs"‘a?"'

e, como [limite desta sucessiio nameravel, temos limi =0,
nvw 2T
— anulamento da distdncia no limite.

Agsim, Zendo de Elea, contemplando estdiicamenie ag suas
doas sucessdes, infinitas de possibilidades, nio pode fazer mais do
que verificar o desacordo entre a realidade e o esquema racional
gque queria arruinar — a concepcdo pitagdrica do Universo —
mag sem ser capaz de infegrar o movimento no sem préprio
esquema — a concepgio eoleatica, dominada pelo conceito da
continuidade na imobilidade.

O matematico moderno, adoptando em relaciio ao conceito
de infinito uma atitude dindmica, tomando-o audazmente, como
slemento de construgéio (!), obtém o resultado que a experiéncia
confirma e constrani o instrumento matematico que permitird
integrar o movimento no mundo da continuidade — o instru-
mento proprio para o estudo matemdtico do devir! — e que cons-
tituirh uma das principais alavancas de renascer daquele gran-

(1} O que ndo ¢, como veremos, isento de perigos.
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dioso ideal ~- uma vez surgido e logo arruinado — da ordena¢o
matemética de Cosmos. Encarado deste ponto de vists, 0 método dos
limttes constitut uma das mais belas vitériag da inteligéneia humana.

31. Sir Isaac Newton.

Nio julgue o leitor que este método surgiu na cabeca de
algem construtor privilegiado, com a forma légica sob que
neste capitulo o expusemos. Esta ¢ o resultado de uma longa
evolugio, entre tentativas, didvidas, vitérias e discnszdes. Refe-
rir-nos-emos & isso num outro capitulo desta obra. Para ja,
queremos mostrar ao leitor a forma com que o método aparecen
na obra de um dos soms primeiros e mais potentes realizadores
— o grande Newion.

Na sus obra magistral — Principios Matemdticos da Filo-
sofia Natural — uma das maiores que a inteligéneia do Homem
produzia em todos os tempos, ele apresenta as bases do que
chama o Método das primeiras e dltimas razfes e que niio é outro
seniio ¢ Mdtodo dos limstes. Como primeira dessas bases, enuncioun o

Luva 1 As qrantidades e as razdes de quantidades que tendem
constantemenie @ fornar-se tguais num tempo finito, e cuja dife-
renga, antes desse tempo, se forna menor que qualguer diferenga
dada, serdo enfim iguats.

Reconhece-se, sem dificuldade, neste lema a proposigie 17
do parag. 28. Que diferenga na counstrugio do método! Mas ndo
parece ao leitor que, pdr aguela afirmacic como primeira daz
liases do métoda, oferece, pelo menos, uma longa margem para
discussdes sdbre a sus legitimidade? Foi o que, precisamente,
acontecen, O Mdiodo das primeiras e dltimas razdes nascen ja
num ambiente de larga controversia a respeito dum método
anterior — o dos Jndivisiveis. Newton, pressentindo a tempes-
tade, justificou-se logo de entrada, com certa mindcia, o que
nem sempre estava nos seus habitos fazer, sobre a esséncia do sen
método, Trabalho perdido! A tempestade redobrou e os seus
ecos rolaram ao longo de todo o séemlo XVIII, até quisi ao
final do XIX. Estarfio eles hoje totalments extintos ?

Capitulo . Um novo instrumento mate-
mélico — as séries.

1. Uma soms de espécie nova.

Acabamos de ver como s operagiio de passagem ao limite
nos permite interpretar matemiticamente o euncontro dos dois
moéveis postos no argumento de Zendo de Klea. Permitira ela
também obter o ponto em que esse encontro se realiza, isto 6,
determinar o espago andado por cada um dos dois méveis até
a0 ponto de encontro? Vamos ver gue sim.

Suponhamos para simplificar (fig. 60) que a distincia que
separa as posigbes imi-
ciaisde 4. e 7. éigual &

upidade, 4;71=1; serda ¢ ! 3/:? 331?9,2

entiio (se a velocidade ! ' L i gt |

de A. é, como supose- ) ! R

ui?i | dupla da del T) 3 " N A

AOTS“—_: Aa T3=I," r; r; J:g ‘.rs
ATi=1 .. a Fig. 60

-2n—1 ?
modo gue a soma dos espagos andados por A. quando acupe
a posigho 4, é

. 1 1 1
1) b»=1+'§*+§;+“"§‘:;



256 BENTQ DE JESUS CARAGA

ou seja, por se tratar da soma dos termos duma progressio
geoméirica de razio 1/2,

) B U PY PRI TGP
D Se=mTp U T )T e

A soma dos espagos andados por .. até ao ponto de
enconiro obter-ge-4 agora (cap, 1°, paragrafo 29) pela operacio
de passagem ao limiie a partir de .S, o ter-se-a

§=1lim 8, =1lim(2—12"H=2--0=2.
A= R=r32
Assim, os dois moveis encontram-se 4 distincia 2 do ponte
de partida de A., resultado que a experiéncia confirma. Fomos,
deste modo, conduzides a considerar s entidade analitica

1 1, 1
3) 1+—é—+§—|— --‘—{—.._2_“’..{_...

e foi sobre ela que exercemos a passagem ac limite acima indicada.
Entidade analitica que é, afinal, wma some duma infinidade de
parcelas, dira o leitor.

2. Pequeno didlogo do leitor com o autor.

Autor. Um ponco mais devagar amigo. Julgas-te realmente
no direito de chamar soma A entidade 3)?

Leitgr. Porgue nio?

A. Vamos & ver. Nio é verdade que a adigdo, tal como
até aqui a temos considerado sempre, é uma operagioc que
envolve um nimero fintlo de parcelas ?

L. Sem dévida.

A. E que essa operagio & caracterizada por um conjunto
de propriedades que a individualizam, no meio da aparelhagem
operatéria de que dispomos ?

L. Tambhém § verdade.

A. Que acontecera entiio se a entidade 3}, apesar de revestir
a aparéncia duma soma, Diio POSBTT 28 suAs propriedades ? Nao
serd perigoso continuar a chamar-lhe soma?

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA 257

L. Sers, se isso . ) : ! i

. , se der. Mas, di-se? A entidade 3) nio tem
as propriedades da soma? )

b ;14 Vejamos a coisa com um pouco mais de generalidade e
ahandonemos, por um momento, a entidade 3). Consideremos
uma sueessio numeravel de nimeros reais quaisquer, positivos
on negativos,

4—) Uy yla, ey, -

e formemos, a partir dela, as duas entidades analiticas
b) Uy e o oty

6) T . R

A primeira é, sem didvida, uma soma de n parcelas e,
quaisquer que elas sejam, podemos usar as propriedades habi-
tuals — trocar a ordem dos termos (prop. comufativa), colocar
ou tirar paréntesis (prop. assoctativa), ote., sem que ela se altere.
Mas niio podemos fazer isso % entidade 6) sem correr o perigo
de nos encontrarmos em face dums monstruosidade aritmétice

L. Como assim ? .
. 5‘1! K o que vais ver, amigo. Vou «demonstrar-te» gue

= -

Considera a soma (empreguemos, provisbriamente, essa
designagiio)

b seiol l 11l

o 2 1% 1.2 1 2 1
28 —-2 14+ = - 4 - - = ..
5 2% 3 T atoTs T
2 1
IETRR

Agora di ao segundo membro o seguinte arranjo, em que

17
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n#o se omite nem repete nenbum termo, usando apenas a pro-
priedade comutativa,

1.2 1 1 2 1 1 2 1

o ofectua as operagdes dentro deles (propriedade associativa};
obtens

Ll
7

isto 6, 28 =& donde 2=1.

O resultado 6 manifestamente absurdo, nio é verdade ? Ora,
quais sio as causas de erro em todo o raciocinio que fizemos ?

L. 86 vejo trés possiveis: ou a igualdade 7) nada define de
facto ¢ S ndo existe; ou ¢ & =0 e a passagem de 25=48 para
2=1 ndo é legitima; ou entdo a aplicagio das propriedades
da adicio n#io ¢ aqui legitima. :

A. Muito bem. Das trés possibilidades que encaras, sé a
altima é, de facto, uma causa de erro no nosso easo ; havemos
de ver adiante (parag. 14 deste cap.), que & igualdade 7) nfo é
ileséria e que 6 S0 (pardg, 7 deste cap.).

L. A conclusio &, na verdade, perturbante. Como proceder
daqui em diante? Deveremos renunciar a trabalhar com somas
duma infinidade de parcelas? )

A, Toda a ja longa conversa que temos tide desde que
assistimos A criagio dos nimeros naturais & partir da operagio
elementar da contagem, to deve ter ensinado que em Matemdtica,
a regra nldo 4 renunciar.

Muito menos o devemos fazer agors, om face de tio grandes
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perspoctivas que sibitaments se rasgaram i nossa contemplagio
maravilhada !

Mas esto oxemplo (muitos outros poderia apresentar-te)
mostra bem como é facil abrirem-se algapdes aos nossos pés —
neles cairam alguns dos grandes da Histéria da Matomatica, A
ideia de iufinito pode ser de ums utilidade preciosa nas nossas
mion, mas, para que s8 nio transforme, pelo contrario, numsa
nova causa de confusiio, temos de ir para ela isentos de quais-
quer preconceitos quanto A extensio das propriedades das enti-
dades finitas. 1Y como se, de subito, nos enconirissemos, andazes
mas surpresos, em face dom gigante, portador de foreas des-
conhecidas — temos que forjar novos instrumentos de luta e
adoptar uma estratégia nova. Vai nisgo a condigio do &xito da
NOSEA SMPresa.

L, Eston pronto 2 acompanhar-te nessa nova jornada, se,
contudo, ela nio for demasiado ardua...

A. Nio!l Vai ser extremaments simples! E tndo uma questio
de se ser metddico — cientificamente metidica.

Primeira coisa — vamos banir da nossa linguagem tudo que
possa originar confusdes. Aquilo a que chamaste soma dume
infinidade de parcelas, vamos dar, desde j4, outro nome; vamos
passar a chamar-lhe uma série. Assim,

Drrixigio I. — Chamamos série & entidade analitica

8) T I P T O

em que figura uma infinidade de termos (V) wp, e, 0 Uy, oee,
ligados pelo sinal 1 ; ao termo u, chamamos termo geral da séric.

Os termos podem ser némeros quaisquer, reais ou comple-
X0s, ou mesmo entidades maie gerais; vamos supor, por
enquanto, que sio nlmeros reais.

O essencial da nossa estratégia é ver em 8) uma entidade
nova, sobre cujas propriedades nada pressupomes. Quanto i
aparelhagem de ataque, ela vai ser dominada por um conceito
novo — o conceilo de comvergéneic — dependente do de limite, e
que vamos agora estadar,

LJ

{1} Banimos também o nome parcelas.
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3. Conceitos de convergéncia e divergéncia.

Seja entio, a sdrie

a) I e

de fermo geral u,.
Construamos, a partir dela, as somas parciais

DL“‘EJL;
Sy= 1y + a2
83 = uy + ta - uy

Su =1+ - T U

e consideremos a sucessio numeravel, chamada sucessdo defini-
dore da série

10) *5’1552:"'8.'”""

Derixigio II. — Se a sucessdo 10) tiver limite finito (cap. L.°,
parag. 16 e seg.), a série diz-se convergente ¢ ao nitmero
11) S=1im S,

Tl

chama-s¢ soma da série.

Me a sucessio 10} tiver limite infinito, positivo ou negative
(cap. 1.°, parag. 20), a série diz-se dwergenle (por extensdo de
Emguagmn, diz-se ainda que ela tem soma infinita).

Finalmente, se a sucessdo 10) for indeterminada (cap. 1.°
parig. 22), a série diz-se {ambém indeterminada ov oscilante.

Em resumo :

= 8 ~+ Bérie convergente -~ Soma &
. = + oo -» Sério divergente -~ Soma T+
12) lim 8,77 verg T
e Nio existe - Série indet. ou oscilante — Soma
nio axiste,

Vejamos alguns exemplos.
A série
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1 1 1
13 1 & s
) Fyh gttt

¢, pelo que vimos no paragrafo | deste capitulo, convergente o
tem por soma & = 2.
A série

1 1
14 1 — 4 — =
: +1!+2'+3‘+ +n!+

é convergenie, COMO Veramos adiante {parig. 5) e tem por soma
um némerc compreendido entre 2 e 3. Mais precisamente,
demonstra-se que esse nimero ¢ agusle que definimos no
parag. 27 do cap. 1.° pela igualdade

15) eznm<1+lﬁﬂ

Tt n"/
I

Na Nota Il no final deste volume damos ao leitor a demons-
tragio da igualdade

16 e=]im<l+~1—u>“=1—!—l—|—i—|—---+l+v--.
e n 1T 2' 12!
A série
1 1 1
17 1l — = 4 —1” -
) 3+Ej T% aa ) +1'

é também convergente, como veremos no parag. 14 deste cap., e
" ™ .
tem per somae o mumero T (0 que sd mais tarde poderemos

mostrar).
A série

18) T4+243 4+ +nd -

¢ diveryenfe, como imediatamente mostra a sua sucessio
definidora
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8121} ‘5‘3=3"" SR‘:M T limSn:'*‘mu

2 ’ R0
A série

19) TR S DFROYE B
3 7

L]

chamada série harmdnice, porque cada termo €é média har-
ménica (') dos dois que o compreendem, ¢ divergente (demons-
tra—se}. A sua divergéncia, por niio ser tio intnitiva, como a da
série 18) por exemplo, foi motivo de perplexidade durante bastante
tempo ; no entanto, na segunda metade do sécalo XVII, ji ela
ficou estabelecida (?). ) '

A série

20) L—141—14 o f (1t

¢, evidentewente, {ndeterminada, visio que a sua sucessio defi-
nidora

21) 1,0,1,0,---

6, como sabemos (cap. 1.° parag. 22), também ¢ndeterminada.

4. Propriedades.

Voltemos agora a nossa atengiio para esta questio impor-
tante — uma vez que ag séries entram no dominio da aparslhagem
matemitica, precisamos de saber quais as suas propriedades e
quais a8 regras operat0rias a que o seu cilcule estd sujeito.
Tal estudo é longo e nio pode ser dade agui em pormenor;
vamos apenas apresentar ao leitor os seus resultados essenciais.

Logo no inicio desse estudo surge, como facto de capital
relevo, o aparecimento de uma categoria de séries de propriedades
particularmente simples.

(1% Ver Parte L%, pdg. T1; o leitor verifica sem dificuldade que a
definicio que 14 ¢ dada eonduz a que se ¢ é média arvitmética de a ¢ &, 1/¢
¢ média harmdénica de 1fa 8 1/b,

{0 Por Pietro Mengoli e 1650 ¢ Jacques Bernonf?i em 1689,
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5. As séries de lermos positivos.

Para estas séries pode estabelecor-se que

Pror. 1,2 — Uma série de termos positivos nunca é indeterminada
— ou eonverye ou diverge, ¢ « condigdo necessdria e suficiente
pare que convirje é que a sua sucessdo definidora seja limi-
lada superiormente.

Isto resultn imediatamente de que, se a série

22) Wy -ty e Ry,
tent o0s seus termos todos positivos, a sua sweessde definidora
23) Sy, 8, 8ay -

é monoidnica crescente (cap. 1.°, parag. 24) visto que de u, >0
resalta Sn = D1 T Uy > Sn—l .

O leitor nio tem mais do que reecrdar asg propriedades
destas suceasdes e transporta-las para as séries através dos
conesitos de convergéneia e divergéncia para verificar a verdade
da propriedade enunciada,

agora muito ficil mostrar que, como dissémosg no para-

grafo anterior, a série

: 1 1 1 1
924 1] — h — kL

) I TRETRE TRl
é convergente e tem por some tm namero compreendido
entre 2 o 3.

(lalenlemos S, ; tem-ze

Sy =2
_ 1
V) B
S=St o

1 1
Sy
s=o ey Ty

11 1
__ — . —
Sn—-”[“g"rg!'l u'
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Ora, em primeiro lugar 6 evidente que
25) S >2,

Por outro lado, tem-se

‘ 11 1 .., 1 1, 1
B TR T Y EE Rt - SR i
€ como
o, 1 1 T, 12 1y2e
Ctyret ot T T T
) 1
=2 212 12 = B
24212 - 1/20 =3 5o
Vel
26) 8,< 8.

A sucessio definidora & portanto Limitada superiormente
(5. inferior a 3 qualquer que seja n) logo, como se trata duma
série de termos positives, a série converge (propriedade 1.
deste parig.).

 Aplicando agora as duas desigualdades 25) e 26) as pro-
priedades de passagem ao limite (cap. 1.°, pardg. 28) temos as
duas novas designaldades

S >»>2 5 lim 8,2
H->0

S, <8 = lim 8, £ 3

N

que nos mostram que a some da série estd compreendida
entre 2 e .

Quanto & manutengiio das propriedades formais da adigho,
estas ‘séries comportam-se também. da maneira simples que 6
deserita pela seguinte propriedade:

Pror. 2.* — As séries de termos positivos gozam das propriedades
comutativa e associative — quer isto dizer gue a alteracdo
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da ordem dos fermos on a aposigdo ow supressio de parin-
tesiz ndo altera o cardcter da série nem, no caso da conver-
yéncia, a sua soma (V).

2 demonstragiio, embora facil, ¢ uwm pouco extensa pelo
que a nfiio damos aqui ao leitor.

Quer esta propriedade dizer, no fundo, que as séries de
termos positivos se podem tratar como as adigdes dum ndimero
finite de parcelas — podem trocar-se termos, associi-los ou
desassocia-los como se quizer sem que isso produza alteracgfio
na soma.

Repare o leitor num dos aspectos deste facto -- seja uma
série de termos positivos

27) (I T T R e
e construamos o sen S,
28} R T TP S Y T

K elaro que no &,, soma de n parcelas, vale sempre a
propriedade comutativa e a propriedade associativa, mas que se
passa no seu limite ? Conservar-se-fio ainda essas propriedadaes ?
A propriedade 2.* diz-nos precisaments que sim, ela pode por-
tanto enunciar-se desta maneira:

Prop. 2.% — a) Nas séries de lermos posilivos, as propriedades
comutalive ¢ assoctative conservam-se na passagem o limite.

é. As series de termos reais mas de sinais arbilrarios.

As conclastes a que acabamos de chegar sio profunda-
mente modificadas, em geral, quando se trata de séries em que
b4 uma infinidade de termos positives e outra de termos nega-
tivos, como &, por exemplo, o caso das séries ji nossas
conhecidas

() Considerando a divorgincia como no cuso de soma infinita, o final
do enunciale torna-se mais simples — «. . .g alteragdo da ordem dos termos
o% & nposiefio ou supressiie de pardnlesis nio oltera a soma da séries.
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29) 1—-14+1—140 g, =(—1p-
30) —"LlT—f“;——%-[—--‘ a"ﬁ(#l}n_l':—a
31) 1—%-1—511—3%4—---_ an:(—m.%.

A série 29) mostra-nos logo que a propriedade 1.* do para-
grafo antertor nde ¢ aqui, sm geral, vilida —uma séric de
termos reais com sinais arbitrdrios pode zer indeterminada.

E guanto a prop. 2.*7 O caso requer um exame um pouce
nuais demorado, que vamos no entante fazer com um minimo de
tecnicismo,

7. Quanlto & propriedade associativa.

Vamos encard-la sob os seus dois aspectos — aposigdo o
e supressiio de pardéntesis. Para cada um deles vale uma pro-
priedade que daremos ao leitor sem demonstragio.

Prop. 1.5 — Nume série convergente de termos reats podemn colo-
car-s¢ paréniesis como se quizer sem que a soma seja alterada,

Assim, da série que sabemos ser convergente (embora nio
tenhamos ainda dado as razdes) (!)

1 1 1 1 1
39 1 —— —_— - .
) 2+3 4+5 6+ '

obtemos, por aposicio de paréntesis, as duas séries convergentes
e fgin 4 mesma soma

4 1 1 1 1 i
33 1—= )4 (=— —— )
) 2>+<3 4)*(5 6)

{1} Vide parag, 14 deste cap.

34) 1—(2-1 _(i_i>_...

2 ¢ B
ou seja
1 1 1
38
) 1-2+3-4+5-6+
341) 1,_L_%_“.

e daqui podemos coneluir alguma coisa a respeito da soma §

da série dada.
1,1

3 [ - [ ¥ it ﬂi
Com efeito em 33') tem-se para » > 2, S, > 5 + =1
logo Shie em 34) tem-se para n>2 S <1-_].'-ﬁg
=12 ' " 6 12’

donde S £ %g . Pode, por consequéncia, afirmar-se gue para a

soma & de 32) vale a aproximacio dada pelﬁ dupla desigualdade

35) Lo5.8
12 12

OUl $eja uma aproximacio de g = 1
d] p ¢ BT

Tomando mais wm ¢ mais dois termos em cada uma das
séries 33") o 34" o leitor encontrard as limitactes

36) 31 . il aproximacio 1
60 60 6
3T 3733_4_ S Z %2% aproximacio %(‘) .

(1) Repare o leitor bem que este raciocinio, 86 por si, ndo prova que &
esista; ele esti subordinade a que a série scja conver%'ente, ¢ que ainda
nio sabemos averiguar. 36 o aprenderemos ne pardarafo [4. :
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Quanto & supresssic de paréotesis, ¢ ela regida pela
soguinte proprisdade

Prop. 2.2 — Numa série converyente de termos reais, podem supri-
mér-se paréntesis desde que a nova série obtida sgjia conver-
gente ; ¢ isso se der, entdo a supressdo faz-se sem alteragdo
da soma.

Como se vé, a legitimidade da operagiio estd aqui sujeita a
ama condigio —a de que @ nova série seja convergente - @ 6
portanto mais restrita do que s operagiio atrds considerada de
apor paréuniesis: Na adigho dum ntmero finite de parcelas a
legitimidade das doas operacies tem a mesma forga e aqui tem
o leitor um exemplo flagrante de como propriedades igualmente
fortes em ontidades finitas deixam de o ser por efeito da
operacio de passagem ao limite.

I do séenlo XIX ¢ estabelecimento, em bases rigorosas,
4o couceito de convergéncia ¢, consequentemente, da legitimidade
de aplicagfio as séries das propriedades da adicio. Mas as
séries comecaram s ser usadas muito tempo antes, sendo-o ja
correntemente na seganda metade do séenlo XVII.

O resultado foi que, duracte muito tempo, se cometeram
em caleulo de séries, os mais variados 8rros. Referiremos ao
leitor um déles, ligado com as propriedades gue neste momento
estamos estadando.

Seja a serie, convergente, e de somd zero

3) (1—+1—D+--+01-D+ - a=1-1-0.
Tiremos os paréntesiz; obiemos a série
99) 1l i—1d . a={—-1p

e agora, nesta, tornemos a pér paréntesis, maz duma maneira
diferente :
40) 1—(1—-1H—-1-1)—(t—1)—---.

Esta série & manifestamente convergents ¢ fem por soma
1, vistoque §; =1,8,=1,85=1,... 8, =1, .. mas asérie;
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donde ela resulton — apenas pela operagdo de iirar e por paren-
fesis! — tem soma zero, logo 1 = 0!

O leitor, atento s consideragdes que até aqui temos feito,
reconhece imediatamente que o raciocinio feito para ¢demonstrars
que 1 =0 n3o vale nada, visto que tirar os paréntesis na série
38) ndio ¢ legitimo por se obter assim uma série que niio é con-
vergente, Mas no gdenlo XVII esta questio estava longe de ter
gido tirada a claro como o esth hoje o alguns grandes da Mate-
matica, como Leibniz e o8 Bernoulfi, icaram impresgionados com
este resultado paradoxal. E como hi sempre gente para quem
a8 coisas mais obscuras sio a pripric claridade (1), nio faltou
quem aproveitasse a «demonstragBo matematica de que O = 1»
para base duma construgiozinha metafisica. Assim, referem os
historiadores que Guide Grand: cria que a «transformagiu» do
zero em wm por meio duma gérie era uma demonstre¢io mate-
matica de que do nade se podia criar qualquer coisa por meio
duma forca infinita !

Como se os problemas da origem do Universo fossem
coisa tio pequena que pudesse caber numa simples operagiic de
tirar um paréntesis ou por um paréntesis!

8. Quanto & propriedade comutativa.

Aqui, o facto dominante é 8ste — a propriedade comuiative
ndo é, em geral, vilida nas séries. Quer dizer, a troca dos termos
duma série convergente pode alterar profundamente a sma con-
vergéncia. ;

A «demonstragior que fizemos no paragrafo 2 deste capi-
tulo de que 1 = 2 baseia-se precisamente neste facto — com nm
arranjo conveniente dos termos, conseguimos que a série se
transformasse noutra de soma dupla.

Portanto, leitor, em séries — cuidado com a propriedade
comutativa !/

Niio quer isto dizer que nfi¢ haja séries, além, claro, das
séries de termos positivos — em que a propriedade comntafiva

d(i) O que ulo vai, evidentements, semt uma terrivel contra-
partida. .
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seja valida, Um estudo desta questie, que excede, no seu por-
menor, os quadros deste livrinho, leva-nos as seguintes con-
clusdes,

9. Convergéncia absoluta e convargéncia simples.

Consideremos as duas séries de termos reals, j& nossas
conliecidas, ambas convergentes

1 1 1 1

_—— = (— 1P —

*1) TR TRy = (1
i 1 1 1

2‘ —_—— _——— = —1 -1,
—}) 1 2+3 n ! u ( )N "

| 11 1 1
41) 1—!—5—{'-5—1“"3"!* — an“";
. i 1 1 1
42' 1 - _"—]r'_ L T T .
) tgty Tt eTy

Estas skho ambas, claro, séries de termos positivos e a sua
convergénecia é-nos ja conhecida —a séric 417} é convergente
{parag. 5 deste cap.); a série 42') é a série harménica que sabemos
sor divergente parag. 3 deste cap.).

Derivigio III. — Toda a série convergente tal que @ sévie dos
médulos dos seus termos seja convergente chama-se absolu-
tamente convergente; foda a série convergente lal que a
gérie dos médulos dos seus termos seja divergenie chama-se
simplesmente convergente ou semiconvergente.’

Assim, segondo esta definigio, a série 41) é absolutamente
convergente ou de convergéncia absoluta; a série 42) ¢ simples-
mente convergenie ou de convergéneia simples.

Pois mnito bem — o eardcter absolato ou simples da con-
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vergé_ncia tem com a propriedade comutativa — as relagles
descritas pelas seguintes propriedades

Pror. 1." —Toda a série absolutamente convergente goza da
propriedade comutativa, isto é, pode alierar-se, de qualquer
maneira, « ordem dos seus fermos fem gue o G SOME se
allere.

Uma série que goze da propriedade comutativa, isto 6,
em que so possa alterar de qualquer maneira a ordem dos
termos sem que a soma e altere chama-ze habitualmente uma
série de convergéncia incondicionade. Com esta nova definigiio,
a propriedade 1.* pode enunciar-se assim:

Propr. 1.2 a)— A convergéncia absoluta de uma série nssegura a
sua convergéncia tncondicionada.

Quanto i3 séries semiconvergentes, passa-se o seguinte;

Pror. 2.* — A convergencia simplas ndo assequra a convergéncia
tneondicionada ; pelo contrdrio, é sempre possivel dar nos
termos duma série semiconvergenie um arrgnjo lal que se
Ppasse, & nossa vontade, qualquer das trés coisas seguinies:
a) a série confinuar comvergente com oulra some, prévig-
mente designada ;

b) a série passar a ser divergenie;
c) @ série passar a ser indeterminade.

E aqui tem o leitor a razio pela qual para sdemonstrars,
no paragrafo 2, que 1 — 2, fomoes buscar, precisamente, uma
série semiconvergents.

Ni#o abandonaremos este assunto sem chiamar a atencdo do
leitor para um aspecto dele, em que talvez ji tenba reparado
— o simples concetto de convergéncia, tal como o definimos no
parigrafo 3 deste capitulo, ndo chega para assegurar que a
propriedade comutativa se conserve na passagem ao limite; para
isso foi preciso criar um Dpovo conceito, mais restrito mas
mais forte: o de convergéncia absoluta. Conjugando isto com
algumas consideragles ji feitas atris, nio vé& aqui o leitor os
primeiros sinais do despontar dum novo grande tema — averiguar
das condictes sob as qumais certas propriedades se comportam
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quando sujeitas i operaciio de passagem ao limite e modificar os
conceitos quando precisc, para que nessa passagem elas se
conservem 7

Adiante encontraremos outras, e porventura mais impor-
tantes ainds, variacies deste tema.

10. Operagdes sobre séries.

Voltemos agora a nossa aten¢lio para esta ountra guestiio —
sera possivel submeter as séries is operagdes habituais: Somé-las?
Multiplica-las ¥ E se for, de que maneira? Sob que condices?
O exame da questio, na sua generalidade, levar-nos-ia para
muito longe dos quadros deste livro — basta-nos estudar o que
se passa com a adigie e a multiplicagdo e, mesmo assim, mais
nada faremos do que apresentar os resultados; eles ser-nos-io
precizos adiante.

Quanto 4 adicdo de séries, as coisas passam-se com extrema
simplicidade.

Padas duas séries convergentes

43) wy Ay oo v, o+ soma §
44) vty ret oo vy soma T

o leitor, apoindo apenas no conceito de convergéneia, ndo tem a
mipima dificnldade em provar que a série

45) R LR R SRR M T Ak

obtida adicionando #ermo @ termo as duns dadas, é convergents
o tem por soma S+ 7.

Mas ja quanto ao produto se reqmer mm pouco mais de
cuidado.

11, Multiplicasdo de séries.

Antes de mais nada, vejamos: como fazemos nés a multi-
plicagio de dnas somas de n parcelas ¥ — Multiplicando, diz-nos
a propriedade distribativa da maltiplicacio em relacdo i adigdo,
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multiplicando cada parcela duma soma por todus as da outra e
adicionando os resultados :

46) (ﬂl-{-ag-l---'+ﬂg)'(bl+bz+"'+bn)=(albl+
Qi by 4 ve b aba) + (@b Fasds b o Fagd) 4+
4o @bt g by - +andi).

E natural que, ao tentar multiplicar duas séries
47) wf gt Ut
48} vrbvat s Fu e

procuremos fazd-lo por extensio natural deste processo e que,
assim, comecemos por multiplicar cada um dos termos duma
série por odos o8 da outra, 0 que nos leva a um quadro dupla-
mente infinito

Ty u;ﬁg/ulvg ser HE ¥y -
Uy Ha Vs UaPg -+ UpVp -
49) Us ¥y U3 Vg HgVz --- UV, ---
", V1 Uy Va2 U Vg v Uy Wy oo

e

com uma infinidade de /inkas o uma infinidade de eolunas.
Agora, seguindo sempre o caminho mais natural, hi que

procurar arranjar estes termos numa série sem omitir nem

repetir nenhum; a mansira mais simples de o comseguir & ir

tomando os produtos gue estio em cada uma das sucessivas

diagonais, como estd indicado em 49), e fazer da soma dos

prodatos em cada diagonal, um termo da série a construir.
(Ubtemos assim a série

50) Ui+ Uit Ust oe 4 Un oo
€m que

U|='-1£1151

Ug==u11}2+!£2'01

Uy =103 4+ tats - U0y

Up= 0% + #aPu-1+ -+ 4 g1t L upny

13
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Feito isto pergunta-se — que relagdes axistem entre as séries
47) e 48) e a série 50)? Essas relagbes s3o descritas pelo
seguinte teorema que nos limitaremos a enunciar:

Teorema da Multiplicagdlo de séries. — Consideradas as séries
47) o 48), ambas supustas convergentes ¢ de somas respectiva-
mente Se T

a) Se 47) e 48) sido ambas absolutamente convergentes, enido
a série DO) & tambem absolutamente convergente e lem por soma
S - T (Cauchy).

b} Se wma, pelo menos, das séries A7) e 48) é absolutamente
convergente, entdo B0) € convergente e tem por soma 8.T
(Mertens).

c) Se 47) e 48) silo convergentes e DO) tambem ¢ convergente,
entiio @ sua soma & tgual a ST (Abel).

O loitor notari a menor forga dos resultados & medida
que as condigbes da hipétese vio sendo também menos fortes.

Notara, em particnlar, gue o enanciado ¢) deixa aberta a
a possibilidade de 47) e 48) serem convergentes sem que 50} o
seja (o que se nio di em nenhum dos dois ensos anteriores);
se isso se der, entio a operagio de multiplicagio, como fol
descrita, nio tem significado. B o que se passa, por exemplo,
gnando se guer maltipliear a série

1 1 1 1 1

— e —— — | e ap, = — 1t —
ATVETVE VA =T

por si propria; obtem-se, pelo processo descrito, a série de
termo geral

51)

LA — Ll S 1 1 e
) =1 [V’T-v’?z-!-;@.;l/n—l e
1

AT Ve T Ve vl

que nio & convergenie (vide a prova mo pardg. 12 deste
capitnlo).

Em todos os casos em gue a série DO) & convergente,
tem-se no processo deserito o algoritmo de multiplicagdo de séries
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dé que adiante teremos de fazer nma aplicagio imporiante.
Como o leitor decerto ja notou, esse algoritmo representa a
exiensdo ds séries da propriedads distributiva da multiplicagdo.
E n30 deixou certamente de reparar também no papel preponde-
rante que nessa extensio — conservacdo na passagem ao limile—
representa o conceito de contergéncin absoluta.

12. Como averiguar da convergéncia duma série ¥

Esta tudo muito bem, dira o leitor. Estou, neste momento,
de posse do conceito de eonvergéneia e da sua importéncia,
conhego algumas propriedades fundamentais ligadas com esse
conceito, sei mesmo efectuar algumas operacdes sobre séries,
mas como reconhego ew se uma série é ou nio convergente ?

Temos deixado até agora, propositadaments, de lado essa
questio que faz parte mais da féenica das séries do que do
conjunto de ideias gerais gque lhes estio ligadas, Nfo ¢ sempre
facil, e 48 vezes é mesmo extremaments dificil, averiguar se
uma sério § ou n&o convergente; os matematicos possuem, para
iss0, uma complicada aparelhagem constitnida por uma multidio
daquilo & que se chama critérivs de convergénein, a respeito
dos gquais vamos dar umas indica¢des mauite ligeiras.

Em primeiro lugar, é facil estabelecer uma condigio neces-
sdria de convergéncia, isto é, uma eondigio sem a verifieacdo
da qual a série & certamente divergente. Basta, para isso,
recordar que, segundo as definigBes dadas {parig. 3 deste cap.)
uma série

53) U Up e AU e
4 convergenie s8 o for a sua sucessdo defintdora
Bd) 81,80y B

e aplicar a esta a condigdo necessiria de convergépeia que no
final do parag. 24 do cap. 1 deduzimos como consequéncia do
principia geral de convergéncia.

La so estabelecen quo & condicdo necessiria (mas ndo sufi-
ciente) para que a sucessdo numerdvel 54) seja convergente que a
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todo 0 nitmero positivo 3 se possa fazer corresponder um inteire
n; tal gue a desiqualdade o

55) lSn+1"‘Sul<a

sgfa verificada para todo o n > 14,

Ora Spq1— 8o = (11 +u . +31n+“a+1)-(1!1 + g+
+ <+ 4 #,) = up41 © & condigio enunciada equivale portanto &
que o termo geral da série wu,;i om, tanto monta, u,, seje
P 1
énfinitésimo com —.

n

Podemos portanto considerar estabelecida uma condigde
necessdria de convergéncia. ¥ condiglo necessdria de conver-
géncia duma sdrie

53) g o
que seja
56) lim %, =0.

Esta propriedade tem uma importincia pratica (e tedrica)
encrme porque pernite loge rejeitar da convergéncia todas as
séries que a ela nio satisfagam. Como aplieagio imediata, vamoy
provar que nio é convergente a série de termo geral

by oy ={(—1)*1

. 1 + 1 + et
[VT-VH V2.yn—1

1 N 1
Vn—1.V2 V(EV(T]

que encontridmos no final do paragrafo anterier. I¥ claro que
u, diminuird em valor absclato se nés snbstitwirmos todas as
raizes que figuram no 2.° membro pela maior delas ¢ ; temos
portanto

+

[un ] >

1 1
Vava T vada Y e
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mas como, por um lado V'n - Va=noe, por outro ha, no segundo
membro, » fracgbes tem-se |u.| > 1 0 que impede que u, seja
um infinitésimo; nio 6, portanto, satisfeita a condi¢io neces-
saria 56) e a série niio converge, como tinhamos anunciado.

Chamanmos vivaments a atengdo do leitor para o caricter
da propriedade que estamos estudando — & uwma condigito neces-
sdria, e ndo suficiente em geral; quer isto dizer que, sempre qus
uma série lhe ndo salisfaz, ndo-converge com certeza (cardcter
necessdrio); mas pode wma série satisfazer-lhe sem que conviyja
(cardcter ndo-suficiente).

Por exemplo, a série harménica {parag. 3 deste cap.)

. 1,1 1
58) It tgt bt
- . N

. ; . - .1
satisfaz & condiciio necessiria, porque lim — =0 e, apesar
R T

disso, ¢ divergente, como sabemos,

13. Dois critérios de uso corrente.

A condiciio a que nos acabamos de referir ¢ uma condigio
necessaria, apenas, de convergineia. Ela ¢ eompletada pela exis-
téneia de muitas eondigbes suficientes, maz nio necessirias cha-
madas critérios de convergéneia. Tém estas condietes a sua impor-
tincia porque, uma vez verificadas, asseguram o convergdnciag
mas essa importineia 6 limitada pela falta de universalidade que
lhes advem, precisamente, de niic serem condigdes necessirias.

Vamos apresentar ao leitor, sem os demonstrar, dois
desses critérios, porventura os mals importantes por serem os
de mais larga, embora limitada, aplicagiio,

Critério da Razdo. Dada uma série
59) R e . Rk

Uy 1

ge exisie lim [

n=r

=L y @ SUA com:e?'génce'a obedece e
i
» n
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L < 1 — convergéncia absoluta
60) L > 1 - ndo convergéncia
L =1 - ndo diz nada,

Como aplicagio, estademos, por meio deste critério, a
convergsncin da série (*)

] ) n
61 1+42.8 ... .2 .. _ %
) +1!+2!+ +n!+ U = —

onde @ é um niimero real qualquer, positive ou negativo.
Tem-se, neste caso,

a‘l-{—l
Ynyr | | (4 1)! artht n! Tel
ty L e e -+ 1) a+fl
1' nl
Yril

logo existe L — 1im

N

=0 e como L=0<«<1, con-

- un
cluimos que a série é absoluiamente convergente qualquer que
sgja a,
Nio deixe o leitor de registar na sua meméria este resul-
tado, de que faremos mais tarde uma aplicagiio muito importante.

Critério da Raiz. Dada uma série

62) Uyt oty o

]
ge exiwée lim ¥ |ux| = L', @ sua convergéncia obedece a :

L

L' <1 — convergéncia absoluta
63) L' > 1 — ndo convergéncia
L =1 -+ ndo diz nada.

(1) O leitor notars que a série 14) do parig. 3 que define o nimere o
¢ 0 caso particular desta que correaponde 8 ¢ == 1
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Os dois eritérios, da Razdo e da Raiz, prova-se, estao Inti-
mamerte relacionados ; mas no pormenor das suas rela¢des, que
tém sua delicadeza, nio entramos, bem como nada diremos a
respeito do ndo diz nada apesar de nesse caso, ser L=L'=1
© alguma coisa mais se poder afirmar.

14. Um caso particulermente simples: o das séries alternas.

Encerraremos estas breves indicagbes sobre o esindo da
econvergdncia com a citacdo de um caso em quo esse estudo &
particularmente simples — o das chamadas séries alternas.

Di-se este nome aquelas séries cujos termos sfio alterna-
damente positivos o negativos; sido alternas, por exemplo, a
série

1 1 1

1
o) 1—~4L_ L. (-1
) Ty Ta T emUTy

cuja convergéncia anunciamos logo no parag. 2 deste cap. sem
que até agora a tenbameos estabslecido; a série

1
2n—1

1 1 1
05 1—— —— — e n = — 1R,
) ste— Tt a=(=1

que no parag. 3 afirmimos tambem ser convergente, sem ter
entdo dadas as razdes; e tantas outras,

Pois bem, a convergéncia destas séries ¢é regida pela Regra
de Leibniz. Dada nma série alterna

66) ug— gt ug— st oo (=10 A oo

se a) o3 valores absolutos dos termos formam uma sucessdo
monotdnica decrescenle e
b) o termo geral satisfaz ¢ lim u, =0,

e
a série é convergente.

Em face desta Regra, 6 agora evidente que és séries G4)
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e G0) sfio convergentes; a convergéncia é claro, é ndo-
-absolute visto as respectivas séries dos moédulos serem
ambas divergentes.

15. Novo diadlogo do leitor com o autor.

Leitor. Uma pequena pausa, por favor; parece-me (ue
tenho direito a ela porque estas dltimas jornadas tém sido,
vamos li, um pouco dsperas. Ao mesmo tempo desejava escla-
recer umas davidas.

Autor. Ia precisamente propér-te uma paragem, pois hi
certos pontos sdhre os quais vale a pena voltar a falar. Mas,
antes de mais, vejamos guais sfo as davidas.

L. Em primeiro lugar, dois pontos de natureza historica.
A teoria das séries constitoi, pelo gua tenho visto, uma aplicagio
imediata do métedo dos limttes e este aparece, como dizes, filiado
naquelas preocupacfies que andam ligadas ds grandes discussties
entre ag escolas filoséficas da Grécia Classica. Devo eantender
que seja esse, de facto, o grande motor de todos estes desen-
volvimentos matemiticos ? :

A, O atnico, de modo nenhum; é um deles apenas. No
mundo do pensamento da Europa post-medieval desenham-se
variag correntes, das quais algumas vém a convergir, digamos
assim, no JMéfodo dos limites. Uma é a corrente que vem dos
tempos antigos, retomando certos temas postos de lado — no cay,.
IV da 2.* Parte procuramos explicar porqué — mas nile inteira-
mente esquecidos. £ nma corrente especulativa que sobretudo
se exerce sobre problemas geométricos. Outra é a corrente nas-
cida das necessidades da vida social presente — a elag aludimos no
principio do cap. I desta 3. Parte — & que levan os matematicos
a procura instante do quantitaitve e dos melhores métodos de eil-
culo; no principio do sée. XVII faz-se a esse respeito uma
invencdo maravilhosa — a dos logaritmos, — e cedo se reconheco
que as séries sfio, para o caleulo dos logaritmos, instrumento
de eleigio.

Outrz, ainda, ¢ uma corrente que resnlta da nova atitude
dos homens em relagio com a idela de infinito; os grandes
creadores da KEuropa post-medieval siio énfinifistas; o sabito
alargamento do mundo, tanto do ponte de vista geogrifico, por
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ofeito das viagens maritimag, como do pontc de vista astrond-
miceo, por virtude da obra magistral de Copérnico, Kepler, o de
Galileo, entra decerto por muito no engrossamento dessa cor-
rente tnfinitisia,

A convergéncia destas correntes ereou uma atmosfera na
qual nasceu naturalmente a teoria das séries.

L. Estd bem, mas agora surge a minha segunda divida,
ainda de natureza historica.

Aceito tudo quanto acabas de referir, mas nio me esqueco
de que ja me disseste que — & do século XIX o estabeleci-
mento em hases rigorosas do conceito de convergéncia ('), Ora
esse conceito é basico na teoria das séries, sem ele nio se pode
saber qua espécie de série se tem na mio; como se compre-
ende entio gque se ande perto de dois séculos a trabalbar
com um instramento desconhecido, afinal, na sua esséneia?

A. B, no entanto, foi precisaments o que aconteceun. 36 no
primeiro quartel do séc, XIX, pela obra de Holzano e depois
de Cauchy, se assentou em bases rigorosas o conceito de con-
verginela, subordinando-o aquele Principio Geral de Converyéncia
a que ficou feita referéncia no parag. 24 do eap. L.

A teoria das séries oferece-nos um dos mais flagrantes
exemplos de como a8 necessidades actnam como aguillides na
eringio dos conceitos, independentemente da sua ordenaciio
légica. Primeiro é preciso obter resultados e, para isso, criam-se
os instrumentos precisos; as preocupacdes de rigor e de orde-
na¢io aparecem mais tarde.

Isto 6 a Ciéneia tal como ela sz faz; por isso ela nos apre-
genta um tio maravilheso entrancado de verdade e &érro, uma
convivéncia paredes-meias dos triunfos mais Inminosos com os
fracassos mais retumbantes. JA atras te {iz refertocia a alguns
érros perigosos praticados com séries; vou apresentar-te mais
alguns, para bem ilustrar o que acabo de dizer-te.

Leonkard Euler fol um dos mais fecundos e dos mais bri-
lhantes matematicos do séenlo XVIIL, ao qual se devem algumas
das mais utels e mals belas aquisigdes do dominio da Anilige

(t) Pardg. 7 deste cap.



282 BENTO DE JESUS CARAQA

Matematica. Pois bem, esfo grande da Histéria da Matomatica
acreditava por exemplo na ignaldade (1)

1
=1 —2413—4.4 ...
" + +

o na igualdade
1—-845—~T+...=0.

L. Coisa na verdade de espantar!

A. Nio sei porqué, amigo. Verdade e &rro nio podem
tomar-s¢ em ahbsoluto, mas iém significado apenas quando
apostos contra o seu contexto. De época para época, este varia
o varia consequentemente ¢ significade da verdade e do érro.
Agnilo que hoje arrepiaria qualquer estudantinho de Matematicas
Gerais duma Universidade foi ouirora ouro de lei para os
melhores matematicos; nisso s6 vejo uma prova do caricter
histérico (no sentido acima indicado) e nio absoluto da verdade;
vma prova de que a Ciéncia ¢ feita pelos homens para os
homens, sujeitos a todas as suas limitactes, 10 assim os seus
sucossivos triunfos t8m maior valor, ndo 6 verdade ?

L. Talvez tenhas raziio. Mas esclarece-me ainda em rela-
cio a um ponto. Disseste que uma das correntes que desaguou
na teoria das aéries foi a da necessidade de obter bons processos
de céleulo. Nio eston vende bem o que as séries t8m com isso.

4. Lembras-te do modo como te apreseniei as séries,
logo no parag. | deste capitulo? Pois bem, toda & série con-
vergente pode ser utilizada para calcelar o nfimero que é a sua
soma. E esse cileulo pode realizar-se por meio da série em
melhores condigdes do gue de qualquer outra maneira.

Por exemplo, sabemor que © nimero ¢, em que vérias
vezes temos falado, é a soma da série convergente

1 1 1 1
67 ) R Tl Tt W I T B S VRN
) +11+2!+3l+ +n!+
Temos aqui, fazendo o cilculo aproximado dessa soma,
1

14T A+
desenvolvimento do Bindmio de Newton.

(1} Que deduzia escrevendoe = {1+ 1)* & aplicando
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uma boa maneira de abter e, com quantas casas décimais
quiZermos.

L, O calenlo eproximado? Mas entio aes somas das séries
convergentes nio podem obter-se exactamente ?

A. O que quer dizer exactamente? Na pritica nds gover-
hamo-nos com o3 niumeros reduzidos a dizima, ndo é verdade ?
Ora se¢ a soma da série tiver uma dizima infinita nfio peritdica
que fazer, senio procurar um valor aproximado ¥

Ha de facto casos em que se obtém ficilmente o S, da
série em fan¢éio do =; entiio passa-s0 ao limite quando = tende
para infinito e obtém-se a soma, Mas osses casos sio raros;
na sua grande maioria o que hi a fazer é o seguinte:

Considera-se a série convergente

Ut gt oottt

e a sua sucessio definidora

81,8, 8yrry lim8, = 8.

1+

Cada um destes 8;, 8z --- é um valor aproximado de §'; o pro-
blema esta portanto em tomar um &S, conveniente para qus,
com ele, tenhamos um vaeler eproximado de 8, com a aproxi-
macido que desejarmos. Do ponto de vista préitico interessa
portanto, nio apenas que a série seja convergente, mas que o
geja rapidamente, para que com um pequero » possamos obter
uma hoa aproximagio de 8. A sério 67) é rapidamente conver-
gente ; para termos o valor decimal que demos no parig. 28 de
cap. 1 com 20 decimais

3) e = 2,718281828459045235636 .. .

basta-nos tomar os primeiros 22 termos da série 67).

Mas j& para outras séries as coisas se passam muito dife-
rentemente ; para obter o valor de = com os vinte decimais
dados a pag. 86 da 1.* Parte,

69) * = 3,14159265358979323846 - ..
s partir da série



284 BESTO DE JEBUS CARAGA

1 1 1
70 F ot 2
) 4 3+5 7+

soria preciso tomar, pelo menos, nm nfimero de termos igeal a

100:000.000.000.000,000.000,

L., Tomarei o cuidado de nfio ler este nimero!

A. Ia precisamente dar-te esse conselho; mas, em todo
0 caso, vamos a ver se consigo fornecer-te uma ideia palpavel
do que ele significa. Supbe gue hi cerca de 100,000 anos,
qusndo as trevas do cérebro do Homem de Neanderthal mal se
adelgacavam para dar lugar, a espacos, a uma ténue claridade
de entendimento, 0 nosso pobre antepassado, subjugado a um
cruel castigo, tinha comecado a calenlar termos da série 70) i
razio de 1 por minuto, calculo e soma acs anteriores ineluida,

L. Para homem primitivo nfio é nada mau---

A. Bupdve ainda que nilo era wm homem primitivo, mas
tantos qoantos os habitantes acfuais do globe — 2.000 milbges
— que o trabalho de wns g8 somava, sem perda de tempo, aos
dos outros e que todos esses pobres sires estavam ha 100.000
anos a calcular sem deseanso. Estar-se-ia agora 4 beira de
obter as vinte casas decimais do =!

L. Quase tanto trabalbo perdido ecomo o que os jorna-
listas americanos gostam, neste maravilhoso sée. XX, a guardar
a sete chaves o segredo da bomba atdmica! Mas, meu amigo,
osse exemplo langa-me na perplexidade, Tudo se reduz, afinnl,
am sdéries, so calculo aproximado da suma e 4 chance de se eair
sobre uma série ripidamente on lentamente convergente ? E en
que me sentia disposto a conceder-lhes um crédito mais largo!

A. I por maior que ele seja, a realidade excedera sempre
a tua expectativa, podes estar certo disso, O trabalhe com
séries nlio se reduz, de modo nenhum, ao cilcalo aproximado
da sna soma. Elas oferecem-nos perspectivas tedricas duma
beleza e duma poténeia de realizagio de que neste momento
nio podes sequer suspeitar.

Mas, antes de mais, deixa-me dizer-te que niio nos resignamos
A chance de cair sobre uma série lentamente eonvergente, Quando
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isso acontece, (e hi sdries que convergem ainda muite mais len-
taments que & série 70) utiliza-se para o cileulo do nimero
desejado oumtra (om uma combinagfio de ouiraz) gue convirja
rapidamente. F o caso do nimero =; a partir da série

5 3 5 5 5 T b

1 1 1 1 1 1 1
(239_3 259 T 5 oam T'239=+'")

1) .E_=4 l._i-l__t_ii_l_{..*_)_

pode obter-se &= com um grande nimero de decimais e sem ter
que mobilisar os homens primitivos. ..

L. Coucedido. Podemos andar para diante. Don-me por
satisfeito, por agora.

A. Sou eu quem nio se da ainda por satisfeito.

Prolonguemos um pouco esta pausa para voltarmos a falar
nnma questioc importante que ja por varias vezes nos tem apa-
recido, e continuard a aparecer — a questio da conservacdo de
propriedades na passagem ao limite. Recordas-te ?

L. Perfeitamente, ¢ niio terho a esse respeito a minima
diivida ; ha propriedades que se conservam tal qual na passagem
ao limite ; outras que se modificam enfraguecendo-se ; outras gue
para se conservarem exigem wma modificagio de conceitos, tal
a propriedade comnutativa das séries; outras ainda a respeito
das quais nada se pode afirmar préviamente, tal a supressio
de paréntesis numa série eonvergente...

A. Muito bem! Mas sabes que esta guestio que hoje nde
oferece para ti a minima diwide (ndo sera um bocadicho arro-
jado diza-lo?) foi durante muitos séculos motivo da maior per-
plexidade o uma daquelas a respeito das quais mais dificil se
maostron obter nm esclarecimsnto completo ? Vour ver se consigo
dar-te uma ideia da sua importincia histérica. Sabes, decerto,
ingerever um poligono regular numa circunferéneia?

L. Sem a minima dificuldade: divido a circunforéneia em »
partes iguais, tantas quantos os lados do poligono a inscrever,
6 uno os pontos de divisie,

4. Meu bom amigo, a tua inexperi¢ncia conserva-te intacta
esta santa virtude da coragem de afirmar! Mais tarde, quando
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tiveres ganho mais fnformagdo, perde-la-is sem divida: te
ganharés decerto com a troca, mas os teus irm3os ndo soi, Esss
operagio que niio oferece para ti a minima dificuldade constitai,
por si 80, toda uma questio que levou mais de 2.000 anos a
esclarecer !

Mas ponhamo-la de parte, porque nio vem agora para o
nosso caso. Nio oferece de facto a minima dificuldade dividir a
circunferéncia em seis partes iguais e inscrever o hexhgono, a
a partir dai dividir em doze e inscrover o dodecigono, e assim
sucessivamente Que acontece, quando o nimero de lados
aumenta ?

L. Acontece quo o8 lados se vio cada vez distinguindo
menos dos arcos correspondentes da circunferéncia e que, no
limite. .. :

4. Nio te precipites! Seris, de facto, capaz de dar uma
resposta correcta se bem to recordares do que te disse na pri-
weira parte do cap. I. Mas isso unlo nos importa grande-
mente agora, que estamos a considerar a questio histdri-
mente,

Intuitivaments, salta & vista o que ias talvez dizer, que no
limite o poligone se confunde com a circunferdncia. . .

L. Era isso mesmo. .,

. 4. Podemos dizer hoje muito melhor. Mas foi isso o que
disseram logo os primeiros geémetras que se ocuparam do caso.
No sée. V a. C. na Grécia Classica, antes da invasio do medo
do infiniio, o circulo era assim considerado como um poligono
infinitilatero, ideia que ressurge depois em muitos geémetras do
Renascimento.

Mas ligada 2 esta ideia vinha esta outra ¢ era aqui ¢ue a
confusio se estahélecia — um poligono regular & ficilmento
guadravel com os instrumentos elementares, régua nio graduada
e compasso ('), logo o circulo, que é o limite do poligono deve
ger tambem quadravel. Estas vendo ?

L. Perfeitamente. Supunhs-se, sem demonstrar, que na
passagem ao limite se conservava a propriedade de ser quadrivel!
Reconhego que isso n#o deve ter contribuido para uma facilidade

(') Isto ¢, ¢ possivel construir, com régua njo graduada e compasso,
um quadrade de drea igual & do poligeno dade,
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do acoitacio da ideia de infinito em Matematica, dadas as difi-
culdades da quadratura do circulo.

A. Comegas a poder ver com justeza alguns dos gx;andes
temas da Hisioria da Matematica. Agora repara no seguinto —
esta suposi¢io de que toda e propriedade se conserva numa pas-
gagem ao limite era tio natural, estava tio arreigada no espirito
dos matematicos, que ainda no final do séc. XVIII encontramos
numa obra de Simon I’Huilier, Exposition élémentaire des prin-
cipes des calculs aupérieurs esta passagem:

Se uma quantidade varidvel, susceptivel de limite, goza cons-
tantemente duma certa propriedade, o seu limile goza
constaniemente da mesma propriedade.

E nota que se nio trata de um qualquer. L'Huilier ganhoa
com essa sua ohra um concarso aberto pela Academia de Berlim
em 1784 para se obter «uma teoris clara e precisa daquilo que
se chama infinitoc em Matematicay. o

Estis vendo como a questio ¢ mais funda do que & primeira
vista parece?

L. Mais funda e mais interessante! Como ¢ bom, ver a
Rainha das Ciéncias aproximar-se dos homens, a recolher
aquela dose de humanidade que ¢ inerente a todas as suas obras!

A. Agrada-me ver-te nessa disposi¢io de espirito. Porque
temos que ir a outras jornadas, e nio menos Arduas do que as
passadas, A proxima vai ser, através da velha e renovada
questio da continuidade,



Capitulo /ll. O problemes da continuidade

1. Continua o didlogo . . .

Leitor, Velha sei bem porqud; jA a enconirimos mais
duma vez, May renovada, como & por quem ?

Autor. K melhor guardarmos para mais tarde uma con-
versa sobre o assunto. Por agora recordar-te-ei apenas dois
factos referentes i posicio da questio da continuidade na
Grécia Classica. Um ¢ que a polémica eleatica contra as ingu-
ficincias o as contradigbes do sistema pitagérico levou & con-
copcio de um mundo eontinuc e mdvel onde o movimento &
apenas opinido e nio verdade — creando assim um quadro
extromamente estreito em que a continnidade & incompativel com
o devir.

Outro 6 que o pensamento grego nunca conseguiu romper
as malhas deste outro quadre racional — a grandeza geométrica
& confinua, 08 nameros sio por sua esséncia descontinwos —
donde resulta a impossibilidade de crear uma teoria quantitativa
da eontinuidade.

Pois bem, vou mostrar-ie como a noc¢do de limite permite

- romper estes dois quadros e ultrapassi-los, estabelecendo, por
um lado, uma teoria quantitativa da continnidade e, por outro,
integrando esta no mundo do devir,

2. Necessidede de vollar a varidvel real,

Convem-nos realizar esse trabalho em termos da maior
generalidade que nos seja possivel neste momento alcangar,
@ para isso temos que veltar is nogldes de <nfinitdsimo e de
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limite. Com efeito, no cap. I, depois de darmos s definigéo
geral de infiniiésiino, passdbmos imediatamente a0 estudo duma

. . . . 1
realizaciio particular — & do infinitésimo X= — — ab da

no¢io de limite das fungdes da varidvel inteira.

Mas o estado dos fendmenos naturais através das leis ana-
liticas que os traduzem, o estudo anslitico das curvas atraves
das fungdes de que elas sio imagens, necessitam do wso da
varicvel real e & portanto adaptada a esta forma que temos
de elaborar agora a no¢iio de limite.

l. Nogdo de limite das fun¢des de variével real.

3. Recordando uma defini¢ao.

N#o vamos aqui, pelo menos por enguantv ('), encoutrar
ideias novas, mas apenas aspectos diferentes das que tratdmos
no capitple I, o que vai permitir-nos andar um pouco mais
depressa. L4, tado foi conduzido de modo a possibilitar o estrdo
do comportamento das fun¢des de variavel inteira a. = jf(n)
na vizinhanga de infinito. Aqui, tratando-se de fungdes de
varidvel real, haverid que estudar o sen comportamento tanto na
vizinhanca dum ponto finito a como na de infinite (positivo om
negativo). Isso vai levar-nos ao estabelecimento de algumas
definigtes fundamentais, para o completo entendimento e assimi-
lacio das quais o leitor deve ter hem presents tudo quanto se
disge no capitulo I.

No pardg. 7 do cap. 1 mostrimos ja como o conceito
de infinitésimo se adapia ao estudo de um fenomeno natural
(por exemplo, o movimento de um movel) na vizinbanea dum
ponto, ao qual, por simplicidade, se fara corresponder a abscissa
zero.

{(}) 56 no pardg. 12 encontramos uma Ideia nova, que éa de 2imite
{aterat.

1
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4. Qs infinitésimos principais x —a e 1?

Mas, como acima dissemos, pode haver necessidade de
estudar um fendémeno natural na vizinhanga de qualquer ponto
finite a ou na vizinkanca de infinite.

Para o primeiro desses casos serve a fungiic y=a—a.
Bntie, qualquer que seja d positivo hi sempre valores de x
tais que |2 —a|<(3, sio eles todos os gue verificam
a—f<elatia,

O infinitésimo ® — u¢ — vizinko de zero quande x € vi-
zinho de ¢ ~-nas suag fungdes de instrumento gue vai permi-
tir o estudo do comporiamento de fungdes y(x), reais de
variavel rteal, na vizinhanga de a, recebe o nome de infine-
1ésimo principal,

1

Para o segundo caso mencionado serve a fungdo y = =

Logo qualquer que seja 3 positivo, hi sempre valores de =

. 1
tais que < 3 @ esses sho todos os que verificam |z >

[ty

ou uma das desigualdades =< — %, x>+ _;_ .

O infinitésimo T]v'— — vizinho de zero quando x € wvizinke

de infinito — vecebe sinda o nome de infinitéeimo principal.

No seu significado analitico ele nio difere do anterior —
gi0 duas formas do tafinitésimo principal, das quais nsamos
nma ou outra conforme o problema que tivermos a estudar,

5. Significados geométricos.

Mas ja de ponto de vista geométrico a diferenga entre os
dois aspectos 6 sensivel.
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Quanto ao primeiro, dizer que =z esti compreendido

. entre a—dJ e a+4 éafirmar (fig. 61) qus x esta dentro do

intervalo de amplitude
d que tem como ex-

tremos a—4 s a-+4. o P P
Recordemos (2. Parte, o8 O g.d
pag. 128) que se chama

intervalo (e, b) a0 con- Fig. 61

junto dos namero reais
compreendidos entre
o8 dois mimeros reais
dados, @ e &4; o inter-
valo diz-se aberfo se os extremos a o b nio fazem parte dele
® fechado se fazem. Ao intervalo centrade sobre um ponto
da-se também o nome de contdrno desse ponto (sobre a recta);

assim o intervalo (a—d,

A dupla desigualdade a—¥<Zz<2a+3 signi-
fica que = pertence ac intarvale de ampli-
tude § e centrado sabre o ponto .

X¢-8 e 1Ll 4 L5 254§ a+38) é um contorno
™, s rle s =4 R do ponto g com ampli-
-5 0 +3 tnde 4 (v. pag. 219).
Fig. 62 Quanto ao segundo

) o aspecto, dizer gue
A desigualdade jx|>>s significa que = ¢
exterior a0 intervalo (~ &, 4 3).

[m{>§ =& é 0 mesmao
que dizer que # toma s6 valores > -1 s e < —s3 o que por-
tanto (fig. 62) é ewterior ao intervale (—s, +-3) .

E claro que podemos considerar apenas a parte = > + s,
o entlo a diz-se vizinko de mais-tnfinito, on s a parte o< —s
e entio « dir-se-d wvizinko de memos-infinito. Tomaremos wma
ou outra destas possibilidades conforme a particularidads do
problema que estivermos estudando.

6. Infinitésimos com x—a e com %

Seja agora y(«) uma funcdo real de varidvel real o vejamos
8e 86 pode estender-lhe o conceito de infinitésimo com x — @

1 . .
on _, seguindo a mesma linha de pensamento que nos levon
&€
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s estabelecer o conceito de fungdo @, — f(n) infinitésima com
1
- {eap, I, parag. 17),

Consideremos, por exemplo, a fun¢do y=(x—1)* e vajamos
8e oxiste algum conjunto de valores de x dentro do qmal g
seja vizinko de zerv, isto é, como jA sabemos, inferior em valor
absoluto a 3, qualquer que seja § > 0.

Tomemos d—1710.000; para que seja |y ()| =|(@—1)F|{=

(21
-1y < oo

—~1/100 < @ — 1 <C 4 1/100 ou, ainda, 1 —1/100 <w <1+
+1/100 isto &, = pertencents ao intervalo 1—1/100, 141/100.

Para qualquer ountro valor de amplitude & >0 este facto
mantém-se — existe sempre um intervalo {1—s,1+3) em todos
os pontos do qual Ag- ()| < d. E claro que a amplitude desse
intervalo depende do valor de ¢ inicialmente tomado, isto &, s
6 fungio de ¢ (mo rosso caso, para § = 1/10.000 vem s=1/100)
o que indicaremos brevemente escrevende s(d).

Ficam assim estabelecidos estes dots factos: )

«) qualquer que seja ¢ >0 dado préviamente, eXiste sem-
pre um intervalo, (1—s,1-45) com 5(3) no qual & |y(}{<C3;

b) a desigualdade |y{(x)| < 3§ 6 verificada, ndo apenas
em pontos desse intervalo, mas em todos os seus ponios.

Fixaremos este tipo de comportamento dando a

basta que seja Jo— 1} < 1/100 on seja

Derisygio I — Diz-se gue a fungio y(x), real de varidvel real,
é infinitésima com x—n guando, dado ym nimers § > 0 qral-
quer, se¢ lhe pode fazer corresponder um nidmero também
positive s(3) tal que para todos os pontos do inlervalo
{a —-8,a+ 8) se tem

1) ly (e} 3.

A condicae fina] pode por-se sob a forma, equivalente,

|z —a} <s() ~ y(@)| <3
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O sinal — 18-se, ainda, como no eap. I, arrasta.
De acordo com esta definigdo, o leitor ndo tem dificuldade em
reconhecer que a fun¢io y = senx ¢ infinitésima com x e com

- . . . ™
® — %, que a fanc¢lo y == cos x & infinitésima com x — —-© com

-
3=
r—-—, sic.
a

ad

C o 1 .
Quante aos infinitésimos com —, razbes em tudo analogas
T

43 que desenvolvemos unog paragrafos 10 e 11 do cap. I,
levam-nos a dar a seguinte definicio

Dermxigio I1. — Diz-se que a fungdo y(x) real de varigvel real,
¢ nfindtésima com 1 quando dade um nimero ¢ >0 gual-
@

quer, se lhe pode fazer corresponder wn nitmero também positivo
8{3) tal que para todos os pontos ewteriores ao intervalo
{—8, + 8) setem

3 @ <2.

Segunde esta definicio a fungdo y==1/x% é infinitésima
com —i:; para que seja, por sxemplo, |1/2®| < 1/10° basta que
seja |a®] > 10° ou |2 > 10, isto 6, que seja x> + 100 on
x < —100, o que 6 o0 mesmo que dizer que x seja exferior ao
intervalo (— 100, + 100).

Convém mnotar desde ja que acontece frequeniemente nma

funedo ser infinitésima eom —-lw— apenas de uma das bandas do

intexrvalo (—s, +s), isto &, apenas para valores positivos ou
apenas para valores negativos de x. Quando isto acontecer

diremos que y(r) é infinitésima com %- positivo, ou com
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1 .
= - negativo, conforme o caso. K o que se passa por exem-
plo, com a fun¢ic y=10¢ gue é infinitésima com %-negaﬁvo

- 1 s . .
® mao com -—-positive como o leitor facilmente verifica.

Isto tem importéneia por causa do conceito de limite que
adiante estabeloceremos. Um facto anilogo se passa ja com a
nogio de infinitésimo com x — a; mais tarde tiraremos dele
congequéneias importantes.

7. Significados geométricos.

Deve o leitor estar recordado do que dissemos na
2.* Parte, a pag. 13D e seguintes, sobre a dmagem geo-
l métrice duma fungdo.
Y Suponhamos que a fun-
¢ho y(x) tem como
imagem uma curva, no
sentido wvulgar do
termo. Como se tradu-
zem geombdtricamente
ey X ot dois conceitos
H dados nas definictes
: I e II? Por figuras
\_ dos tipos seguintes que

imogem o leitor fard bem em
. procurar realizar em
Fig. 63 face de algumas fun-

Infinitésimo com x — a. ches Simples que

A fanollo estd ooty Se 48 a , conheca,
ungio eatd entre —3§ & quande x é S
fnferior ao intervalo (o —s,a+ ). ¥ € qual- e Estas li.iguras Jus
quer ¢ s depende de 3. Quando 3 diminui, MilCAI & linguagem
¢ em goral também diminui. habitnalmente usada —
funciio vizinka de zero
quando a ¢ tizinho de a (fig. 63, infinitésimo com x—a); funclo
vizinha de zero quando ® ¢ vizinko de dnfindto (fig. 64,

+d N——'—-' ______________________ .

..---..--_{;' (i. —
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infipitésimo com 1/x); se
y{x) fosse infinitésimo

o 1
com — -posifivo on
® x

- negativo, dir-se-ia, fun-
cio wizinha de zero
quando « & wvizinho de
maig-infinilo, — on vizinho
de menos-infinito, respec-
tivamente.

Estamos agora em
condighes de passar i Fig. 64
definicio de limite; como
o leitor val ver, a cons.

trugio sera feita exacta- A fungdo estd entre —& & 4 & guando x &
mente Nnos MOSMOs mol- L iterior a0 intervalo (—s,+ ). 3 & qual-
des da que fizemos D00 quer e s depende de 3. Quando ¥ diminui,

cap. I para sz funcdes & em geral aumenta.
de variavel inteira.

Infinitsimo coh 1fx.

8. A definicdo fundamentai de limite.

Continuemos a considerar a funcio z{), real de variavel
real, definida num certo intervalo e seja @ um ponfo desse
intervalo.

Dertigio IIL. — Diz-ge que y(x) fem por limite o nimero L
quando x tende para a, ou que ¥(x) tende para L quando

X lende para & e escreve-se

4) lim y{x) =L

guando a diferenca y{(x) — L ¢ dinfinitésima com x —a.

E claro que dizer que y(#) — L 6 infinitésima com x —~a é o
mesmo que dizer que y(x) é vizinho de L quando z ¢ vizinho
de a.
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Todas as vezes que esta condigiio nido se verifique, diz-se
qua a fonclo ndo tem limite no ponto 4, ou que ndo tende parg
nenhum limite quando x tende para a.

Desta definigiio resulta fazendo L = 0, que as afirmacdes —
#(z) é infinitdsima com x —a, o limite de y(x) é zero quando 2
tende parz a, — t6m o mesmo significado.

Como se v, tado se passa, na esséneia, do mesmo modo
que para a definigio lim a, ==L, dada no cap. I ¢ portanto valom

R
integralmente as consideragdes la feitas quanto ao significado
da operacio de passagem ao limele,

Insistimos, no entanto, sobre um ponto que é uma conse-
quéncia de tude quanto tem side dito — o Hmite duma fungdo
num ponto ndo depende do valor da fungdo nesse ponte; depende
8tm, do conjunto dos valores da fungiio nesse ponto, ¢ o resultado
da sue interdependineia. Pode muito bew acontecer que lim y{x)

Fa 4]

saja diferente de y{a); quando tal se da, isso quer dizer que o
estado da fangio no ponto nio coincide com o resultado da
interdopendéncia do conjuato das possibilidades de comporta-
mento na vizinhanga do ponte. Isto fem uma enorme impor-
téncia, come veremos, no problema da continuidade.

9. Quiras definigdes.

Ficilmente estabelecemos agora outros aspectos da defini¢iio
de limite necessirios para que a operagio de passagem ao
limite possa ser aplicada aos varios casos que a pratica apre-
senta. Assim:

Derrsigio IV. — Dizse que y(x) tem por limitz L. quando x
tende para mais-infinito, e éscreve-se

)] lim y{z) =L

= TR

1
quando @ diferenga y (x)—L é infinitésima com — - positivo.
x
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Drrvigio V.~ Dizese que y (x}) tem por fimite mais-tnfintio
quando X lenrde para o e escreve-se

6) Hm ylay= 4 o

gua?}do, a todo o wimero real n se pode fazer corresponder
m infervalo [a —s(n), a + s(n)] em fodos os ponios do qual
€ ¥(x) >m.

Em lingnagem abreviada pode dizer-se que y(z) 6 vizinho
de mais infintto guando x é vizinko de a.

O leitor nlio teri nesta altura certumente dificnldade em
dar algumas definicdes que ainda faltam: 1im y(x)=L,
lim y(@)=—oo, lim y(a)= + oo, ete.

r>tw

Ll

10. Significados geométricos.

As figuras juntas ilustram a significacic geométrica das
defini¢Bes ITI, IV, e V:

Fig. 65

1Lm y(z) =1 A funcloestd entre L—~3% e L +38 para todos os pantos

® campmc?di_dos enlre @ —4§ e a-¢ & cxcepedo, possiveimente do
Ponts e« B ¢ arbitrarie e s depende de 3. A lunglo pode nfo tomar o
valor L ne poote a.
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Fig. 66

Esta figura ilustra os trés
¢a808 1

lHmy(®) = + o,

lim y(x)=+1.
B IR 2
A ——— e
T o ; n & qualquer ¢ ¢ depende
: P 1 ds n. i
i L ) \ % ¢ qualquer ¢ » depende
T Hs 1 s Py X 1 qde 3.

1. Propriedades.

Seguir-se-ia agora o estudo das propriedades, tanto ope-
ratorias como de passagem ao limite. )

Ogs resultados desse estedu sdo, em terimos geras, o0s
mesmos dos dos parigrafos 26 e 29 do cap. L

Assim, quanto is propriedades operatorias, o reosultado
geral é esto— o sinal de limite é permutdvel com o sinal
operatirio

7) Lim {5 (z) L gz(2)] = lim g @) £1im ()

8) Hm () - gof@)) = 1im g (2) - 1im g5()

9 lim [ (@)/ge(@)] = lim pu (@) /1im y:(2)
ate.

devendo observar-se as duas restrigbes mencionadas no parag.
26 do cap. 1.

Quanto s propriedades de passagem ao limite, as coisas
passam-se ainda como l4; assim:

10} yx) >0 > lim y(z) 0
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11) gE)<r—limygx)Zr

Ainda aqui vale também uma propriedade andloga i pro-

| posicio II do parag. 29 do cap. I—se lim y(x)=L >0,

é possivel determinar um iniervalo compreendendo o ponto o em
todos os pontos do qual ¢ y(x) >0 — e que se demonstra de
modo analogo.

12, Limites laterais.

Até aqui tem-se consideradc sempre a vizinhanga dom
ponte a como bilateral (vide por ex. as fig. 61, 63, 65, 66),
isto €, constituida por pontos & esquerda e & direita de a. Mas
43 vezes convem considerar apenas vizinhancas unilaterais,
esquerda @ direita, por interessar estudar separadaments o joge
da interdependéncia das possibilidades A esquerda e a direita.
Quando assim procedemos, encontramo-nos em face do conceito
de fimite lateral.

DerFixigio VI--L, findio ou infinite serd dilo limite lateral de
Y(X) & esquerda de a se y(x) for vizinho de L. quando x é

vizinko de a & sua esquerda.

Usam-se para representar o limite lateral & esquerda os
simbolos lim y(x) e y(a—0) o, analogamente, para o limite

z—ep—0
lateral & direita, o8 simbolos lim y(x) ¢ y(a + 0).
za+40

Muitas funcdes nos mostram como, para o estudo do =eu
comportamento nsa vizinhanga dum ponto, ha de facto vantagem
na consideraciio separada dos limites laterais. Seja, por exemplo,
a fungio y=1/x — 1, cujo comportamentc na vizinhanga do
ponto 1, vamos estudar.

E claro que quando x é vizinko de 1, x — 1 é vizinko de zero e
1/x — 146 vezinko de infindto ('); mas isto nio diz todo sobre o

(1) O facto de £{x} s¢r vizinho de zero nem sempre implica que 1{f(x)
saja vizinbo de mails-infinito ou de mewog-infinio, mesmo lateralmente; a
diseussdo do caso excede o quadre deste livrinho.

Mas no caso sinples referido no texto, essa implicagiio da-se.
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comportamento da fun¢lio: se @ ¢ vizinho de 1 & sua direita,
istoé, s x=1-+3, com >0 entho x—1=3>0 e
i/ea—1=1/0 é também positivo logo o limite lateral &
mais-infinito.

12) lim — ooy

so140 g — 1

mas 56 z 6 vizinho ds 1 & sna esquerda, isto 6 se ¢ == 1 — g, com

§>0, entdo 6 @ — 1=~ 4 donde 1/w~1=—%<010g0

15 lim —— = —w.
r—ei—0 .’,\'_,‘-»-—1

Temaos entiio para esta fungiio, y(1+ 0) = + oo, (1 —0) =
= — o, 0 (U6 tem uma ympor-
v tanecia fundamental para o tra-
t + .
! 1 gado da imagem geométrica da
\ X- o4 funcho.
! Nas figaras juntas, 67,
: 68 o 69, encontram-se ilustra-
[ dos trés cascs de funcdes com
(I limites laterais diferentes em
i
t
)
i
]
i
|
!

j+1 X certos pontos.

Todas as vezes que 0%
limites laterais num ponte sio
diferentes, nio se pode, eviden-
temente, falar em Ilimite no
ponto no sentido da definiglo
do parag. 8. Usando a lingua-

Fig. 67 (lim. lat. inf.) gem gue até aqui tem sido

E y(l—0) = —n0, g{l +0)= 4 oo. eIPpreg.ada, diremos que —

Quands « tende para o infinito, posi- DA existe um resullado #énico

tivo ou negative, ¥ tende para zero. da interdependéncia das pos-

sibilidades de ecomportamento

de fungiio na vizinbanga do ponto, existem, sim, resultados
laigrais, diferentes.
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Prova-se e o leitor pode fazé-lo sem dificuldade, que — é
condagdp nécessdria ¢ suficiente para que exista fimite num ponto
que exwstam e sejom iguars
08 dois limites {aterads.

I se estes por sua vez,
nio existemn ? Entlo, por
matoria de razio, nio exisie
limite. Mas haveri realmente
fungties nessas condicbes?

Hi ¢ duma delas fala-
mos ji na 2.* Parte a pigs.
207-200 — 6 a funcdo de
Diriclelet, assim definida no
intervalo (0,1):

Fig. 68 (lim. lat. finitos)

O3 trabalhes de Sisife. J {z) quer dizer:
parte inteira de x. Assim: no intervalo
0,0y & f{x) =0—-y =2, no intervalo

an _ (1,2) € I{x)=1—=y=x—1 ele. Em
@ racional g = 0 g5, o pootos de abseissa inteira, os
z irracional ~ y = 1. litnites laterais siio diferentes

y(1—0 =1, 4{1+0}=0;
{2 - =1, y(24+0) =0, ate.

14)

Procuremos, por exem-

plo, os limites laterais no
1 .. as valores da funglo nésses pontos coin-

ponto @ = o ) B vizinhanga cidem com os seus limites 3 direita.
o direita desse ponto existe uma infinidade de pontos de abacissa
racional, nos (uais y & zero, e uma infinidade de poantos de
4 abseisga irracional, nus
quais y € wm; logo,
nessa vizinhanga, y nio
se conserva vizinho
nem de zere nem de
uwm, nem de qualgner
outro nimero — nio
existe, portanto, limite
lateral & direita e o
mesmo racioeinio vale
para o limite lateral &

7 <T-e Mo T 2 3% esquerda,
O que acabamos
Fig. 69 de dizer aplica-se evi-

{um limite lateral finite, outro infinito). dentements 2 todos os
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pountos do intervalo em que a funcio é definida, logo a fungdo
de Dirichelet nio admite limite lateral em nenhum ponio,
A impossibilidade que assinalamos na 2.* Parte, de dar dela
uma representacio geoméirica wvisi-
vel liga-so directamento a este facto.
; Uma funcéio tal que o jogo da inter-
: depondéneia das suwae possibilidades
’; de comportamento nio leva a resul-
| tado nenhum (nem sequer a resultado

Ly

flrrrvsrivrrmanriarias

lateral !} em nenhum ponto — serio
muite frequentes, no estudo dos
fordmenaos da vida real tais fungdes ?
Girerreecersesnreees—. Ni#ig, mas para 0 matematico a
3 7 ¥ questio nio se pde assim; o seu
Fig. 70 desejo de conhecer, na ultima mini-

) cia dos seus segredos, os instru-
mentos com que trabalha, leva-os a estuda-los em condi-
coes de generalidads que ultrapassam, de largo, aquelas que lhe
sfo conferidas pela sua origem concreta.

L

1. Conceilo mateméalico de continuidade.

13, As definigdes fundamentais.

Temos agora nas mios todos os elementos para fazer uma
teoria matemética, quantitativa da continuidade.
Seja y(x), como sempre uma funcho real de variivel real:

Devisigio 1, - Diz-se que y(X) é coniinua no ponto a do seu
dominio gquando forem nesse ponto, salisfeitas as seguintes
condigtes :

a) Baiste e ¢ finito o valor da funglo no ponto a;

b} Ewiste e é finito o limite da fungdo no ponio a;
¢) Esse fimite ¢ igual ao valor da fungdo no ponto a:

15) lim y{z) = y(a) fintto.
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Derrvigio 1L — Todas as vezes que ndo forem verificadas
stmuflidneamente as condigBes da definigdo I, a fungdo
diz-se descontinua no ponio a; diz-se ainda gue o ponto a é
para ela wn ponto de descontinuidade.

D dofinighio resulta imediatamente recorrendo ao significado
da nogio de limite, que — wma funcdo & continna num ponto
sempre que, ¢ 86 quando, o seu valor nesse ponto, sendo finito,
cotncide com o resullado do jogo da interdependéncia do sew com-
portamente na vizginkanca desse ponio.

A continuidade confers portanto a8 fungdes uma espscial
regularidade de comportamento.

Essa regularidade & ilustrada geoméiricamente na figura
jmta {fig. T1), que resulta da
fig. 63 (pag. 294) fazendo nela o
L = y(a). A possibilidade, que
I4 se dava de a imagem nio
passar pelo ponta Ple,l)
desaparace aqui.

Nio é demais insistir neste

ponto, gue 6 fondamental na :
compreensio das nogles de L !
limite e continuidade — o valor o-3 o “;'j,;—"'

duma fungio num ponto ndo
tem, em geral, nada que ver
com o conjunto dos valores da Continuidade duma fungio ¥ (x} no
funcio na vizinhanca do ponto ponto 4. Aimagem passa pele ponto
e, por consequdnela, com o * % ¥{®)]. Cg;‘g"’}:;gr com 3 fig. 63
limite da fungio ne ponto, que T

¢ determinado, quando existe, por esse copjunto; mas fem que
ver para efeito. da continuidade da funcio, uma vez que, pela
def. I a fungio & continna quando valor da fungdo e limite
forem igunais.

g 71

14. Qutro aspecto da definigao.

A definicio T pode dar.se um aspeeto analitico ligeiramente
diferente que é atil conhecer.
Seja (fig. 72) a funglo y(x), real de variivel real continua
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no ponto a. Se é x um ponto vizinko de a tem-se, como vVimos
na def. I,

16) lim y(x) = y(a)

o que mostra que y(x) ¢ vieinko de y(a).
Facamos

17) x=a-+ I
yiogh
e u esta novae variavel A
demos o nome de diferenca
ou incremento da variavel x
no ponte a. B claro que,

$oyim - - omme et

1
1
|
1
|
d
o e as

8 quando x € vizinho de a, 2

I3 x & vizginho de zers, & a coundi-

Fig. T2 ¢io x — @ equivale & con-
. i

digho 2 — 0.
A ignaldade 16) pode escrever-se, portanto,

18) lil(]Jl y(a + k) = yla)
Al
ou, 0 que & equivalents,

19) lim y(a + 1) —y(@)] =0

que nos indica que a diferenca y(a -+ &) — y(a), representada

Labitualmente pslo sfubole Af{(a),
20) A fa) =gla + B)— y(a)

¢ infinitésima com k. )

diferenga 20) di-se o nome diferenca ou incremenio da
fangfio no ponto a; ela & representada na fig. 72 pelo segmento
TP e significa como ¢ Obvio, o incremento que para a funcio
resulta de se tor dado & variivel o incremento /.

Pois bem, a igualdade 19) diz-nos entio gue — s¢ a funcdo
y(x) ¢é continua no ponio a, @ uwm incremenio infinitésimo de
h da variavel independente, nesse ponio corresponde para a funcdo
um incremente Ay(a) tnfinitésimo com h.
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Neste enunciado se encontra 2 formulacio matematica rigo-
rosa daquels ideia intuitiva que todos temos da continuidade —
a de mma wveriaglo por graus insensiveds. Quando dizemos, por
exemplo, que o comprimento duma vara metalica varia contl-
nuamente com a temperatnra, no fundo do nosso pensamento
esth esta ideia — que a muito peqnenss variagbes de temperatara
corregspondem muito pequenas variagdes do comprimento.

Mas o leitor, que conhece bem o significado dos fermos
infinitésimo e wizinko, estd em condigles de apreciar devida-
mente quanto o enunciado que demos ultrapassa em precisio
essa ideia intnitiva — a variaciio pode dar-se, de facto, em muito
pequenas porgdes sem que haja continnidade no sentido do nosso
enunciado: vai nizso toda a enorme diferenca de significado
matematico que existe entre o pequeno e o nfinitésimo.

Este facto parece ter sido apreendido por alguns espiritos
penetrantes da antiguidade classica; a isso nos referiremos
adiante,

15. As descontinuidades.

De acordo com a nossa segunda definicio fandamental do
pardg. 13, uma fun¢io ¢ descontinna num ponto sempre que
nio forem nesse ponto verificadas todas as condigdes de conti-
nuidade. Isso implica a existéncia de varias espécies de descon-
tinuidade, & que vamos, muito ripidamente referir-nos.

Do tudo quanto foi dito atd aqui, conclui-se que as descon-
tinuidades duma fungiio, por dependerem essencialmente do sen
comportamento na vizinhanga dum ponto, resultam da nio exis-
téncia de limite (ou de née ser finito) o da forma pela gual esse
limite ado ewiste. O facto de a funcio ser ou nic definida no
ponto e, sendo-o, ter nele um ou outro valor, nioe é tio funda-
mental, pois, se a dificuldade for sé essa, pode sempre resol-
ver-se assim: definir novamente a fun¢io no ponto eounsiderado,
tomando para y(a) precisamente o valor de lim y(w). O que &

central portanto no estudo das descontinuidades é a condigéio b)
da definigio I e a cada maneira pela qual ela pode deixar de se
verificar corresponde uma espéeie de descontinnidade.

Assim, temos, em primeiro lagar, as descontinuidades de

20
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1.% espécie — 880 aquelas em que nio exisie lim y(z) porque o8

=

dols limites laterais existem mas siic diferentes; #e sio ambos
finitos, a descontinuidade diz-se finite de 1.° espécie, se algum &

infinito diz-se infinita de 1.° espécie.
y Asg figpuras 67 e 69 oferocem-nos exem-
plos de descontinnidades infinitas de
1. espéeie, & primeira no ponto 1, a
segundo no ponto zero; a fig. 68
oxemplifica a descontinuidade finita de
1.2 espéeio — a funglo y=x—I(x) tom
descontinuidades dessas nos pontos de
ahsecigsa inteira,

Em sgegundo lugar, temos as des-
0 i x continurdade de 2.° espécie, aquelas em
que nio existem limites laterais, um
ou os dois. A fig. 70 exemplifica uma
fungio que tem descontinuidades de
2.% espécie em todos os pontos do sew
dominio de definicho. A fig. 73 mos-
Y tra-ngs uma fungdo ¢ue tem ne ponto
zero uma descontinvidade de 2.* espé-
cio; em todos os outros pontos &
continua.

E intuitivo, em face destas defini-
¢bes e das figuras gue as exemplificam, que a segunda espécie de
descontinuidade atinge muito mais profundaments a regularidade
de comportamento que a primeira espécie. Um estudo tebrico
da questio, que nio podemos fazer aqui, corrobora esta
intuicio. :

+1f¢

Fig. 73

16. Propriedades da continuidade.

Uma vez que a definicio de continuidade se apoia sobre
a nogio de limite, as propriedades das fung¢Bes continuas depen-
dem, evidentemente, das propriedades dos limites e sdo delas
conzequéncias directas.

No paragrafo 1] vimos que o resultado geral, sujeito a
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restricedes que 14 mencionimos, 6 que — o sinal de Umite ¢ per-
mutdvel com o ainal operatério.

Este resultado geral transporta-se imediatamente para a
teoria da continuidade — & continuidade ¢ permutdvel com o sinal
operatério. Assim: a soma e o produto dum nimero Jintto de
Jungdes continuas num ponlo sdo funcbes continuas mo mesmo
ponio, ete,

Deve atender-se, claro, a0s mesmos casos de restrigiio citados
no paragrafo 11. Se, por exemplo, y(x) e 2(w) siio duas fancdes
continuas ¢ nulas no ponto a, nada pode dizer-se  priori a

¥(x)

respeito do cociente -z—(;) que 8¢ apresenta indeterminado %
(cap. 1 parig. 26 e 27) no mesmo ponto.
Hi que excluir também do resultado geral que snuncidmos,

-todos aqueles casos em que a operacio leve 4 valores nao finitos.

Por exemplo, se y(x) e z(z) sho fungies continuas no ponto a,

@ 830 y(a)5~0, z(a) =0, o cociente 3%"?)) n3o é uma fungio
2{x
continua no ponto @ porque nfio 6 nele finita,

17. A continvidade num intervalo.

Até aqui referimo-nos exclusivamente & continnidade num
ponte.

Mas a nogiio pods ser estendida a todo um intervalo, para
0 que basta dar a defini¢io seguinte :

Derivigio TII. — A funcdn y(x), real de varidvel real, diz-se
continue no tntervalo (a, b) quando nesse intervale ndo existe
nenhum ponto de descontinuidade da Jungao.

Levanta-se, a este prop6sito, um problema — a continuidade
confers, como vimos, uma especial regularidade de comporta-
mento a uma fan¢do ; quais sio as propriedades pelas guais se
eZprime esse compaortamento ?

Levar-nos-ia muito para além dos quadros deste livro o
estudo completo desta questio. Vale no entanto a pena exa-

minar algmmas dessas propriedades, apresentado-as, embora,
sem demonstragiio.
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1. Limitagde. — Toda a funcdo continua nwm intervalo fechado
é limttada nesse intervalo.

Na figura junta exemplificamos esta propriedade com as
duas fungdes y — senx © ¥ = t22 no intervalo fechado (0, r);
a primeira é continua nesse intervalo, a segunda tem uma des-

continuidade infinita de 12 espéeie

T
Z 0
- ry

1 .
om m=—-2— com lim tre= 4 oo,
lim tgax= —eco.

a:—»%—i-o

Note o leitor que o faeto de
------- uma funcio ter nma descontinuidade
nom intervale ndio a obriga a ser
* nio-limitada nesse intervalo, A fun-

]
L
b
1
1
1
|
|
|
|
|
'
I

&

¢io da fig. 13 mzsen-l—- tem uma
2

i

1

1

1

)

i A x descontinuidade no ponto zero e 6
! limitada. A propriedade obriga ape-
f nag &6 fungGes continuas em inter-
,' valos fechados a ger limitadas mas
I

|

|

|

;

1

1

1

i

]

1

|

narm

néo obriga as nko coutinuas a ser
nio-limitadas: v. ainda o caso da
fig. 68, pag. 301,

Repare ainda o leitor no facto
de ser essencial para que a proprie-
dade seja verdadeira qgue ¢ inter-
valo seje fechado: se se considerar
' um intervalo aberto, a fun¢ao pode
Fig. 74 ser continna nele sem que seja limi-

tada. A fan¢do y=tga, represen-
tada na fig. 74, oferece-nos um exemplo disso-—ela é continua no

intervalo aberto (0 ,-;—) e nio ¢ nele limitada.

Yetox

11, — Valores compreendidos. — Para bem compreender esta
propriedade, demos sntecipadamente a segointe
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Dermuglo — Diz-se que uma funcglo y(x), real de varidvel
real, saligfaz num intervalo & propriedade dos valores com-
preendidos se ela ¢ tal que para ir dum valor A a um valor
B EA, quaisquer, assumidos nesse intervalo pela funcdo, ela
passa, uma vez pelo menos, por todos o8 valores compreendidos
entre A e B.

A fig. 75 ilustra esta definigio. A func¢io y = f(x) (trago
cheio) satisfaz no intervalo (a, ) & propriedade dos valores
compreendidos. Com efeito, tirando por qualguer ponto M com-
preendido entre A e
B uma paralela a Ox,
e88a pal?alela encontra ;y {'éﬂﬁ_ .
a curva num ponto, !
pelo menos, de abeigsa 8 3------c oo T oS
meé fm)=M.

Isto mesmo se Mr--------—---
passa se, em vez dopar . |
de valores A = f(a)
B =f(b) que a fanciio
toma nos extremos do
intervalo, tomarmos
gualquer outro par de
valores que a funcio
tome no intervalo.

A funcio y=o(z)
niio satisfaz & proprie- Fig, 75
dade; com efeito, ela
niio passa, no intervalo, por mnenmhum valor compreeadido
entre ¢ & B.

Esta propriedade de valores compreendidos esti relacionada
com a continuidade do modo expresse no seguinte teorema:

l

O m mmm e mmm e ————

O
q = e e = ———
-1 ST

TrorEMA — Se uma fungdo ¢ continua num intervalo ela satisfaz
nesse intervalo & propriedade dos valores compreendidos.

Do ponto de vista intaitivo, visual, é esta a propriedade
que melhor oxprime a continuidade, conforme se vé na figura
junta (fig. 76).
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Mas nio julgue o leitor que as relagdes entre a propriedade
dos valores compreendidos e a continnidade vio mais longe.
A reciproca do teorema ndo
é verdadeira — pode uma fun-
¢lo satisfazer a propriedads
dos valores compreendidos
num intervalo sem ser conti-
nna nesse intervale. A fungho

¥ =s5en 1 (fig- 73, pag. 306)
€

oferece-nos exemplo disso,
— em qualquer intervalo que
compreenda a origem, a fun-
gdo passa por todo o valer
compreendido entre -—1 6 41
(uma infinidade de vezes) e, no
entanto, a fung¢io tem nesse in-
tervalo, como sabemos, um ponte de descontinuidade de 2.* espé-
c1e — o ponto zern.

O carécter muito delicado desta questdo nio permite que
& aprofundemos mais agui.

Fig. 76

18. Algumas fun¢3es conlinuas.

Resta-nos para concluir estas rapidas referéncias ao pro-
blema da continuidade, passar em revista algumas fungdes nossas
conhecidas e ver como elas se comportam em face deste conceito.

1. — Polindmios inteiros. Os polindmios inteiros (2.* Parte,
pig. 142)

21) P(E) =apz - ara*! + -0 + tu12 + ay

nao tém nenhum ponto de descontinuidade — siio, portanto, fun-
¢0es continuas em todo o intervalo — o <2<+« em que
eio definidos.

II — FungBes racionais. Estas funcdes (2.* Parte, pag. 143)

9)  R(x) = Pla) _ ax” +aa + -+ Gty
Qx) bya™ + bia™ !+ o + bay T+ ba
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86 podem ter descontinuidades naqueles pontos que forem zeros
do denominador. Se wm ponto & for zero do denominador e nde
o for do nomerador, esse ponto & de descontinnidade; se for
simultaneamente zero do denominador e do numerador, a f.un—
¢i0 n3o 6 definida no ponto a e ha que completar convenien-
temente a definicio da fungdo.

Assim a fancio y=wﬂ_ tem no ponto = — 1 uma
descontinuidade, porqgue = —1 & um zere do denominador
gem que o seja do numerador. .

x4+ 2 .
Seja agora a fungio y — ———. O denominador tem
32 28 ¥ 2t —2
o8 dois zeros =1 ¢ x=—2 que se obtém resolvendo a

equagio x® 4+ x — 2 = 0; pode portanto escrever-se &* 4 & —

x4+ 2 w+2
—2=(@—1)(xL+2), logo y=w2+£_2=(w__1) @2

tem-se y=L1 pars x =2 e este resultado mostra-nos
"B_..

que 80 o0 ponto #=1 & um ponto de descontinuidade da fan¢do

se se puzer y(— 2) -3

O caminho a seguir para a determinacio das descontinui-
dades das fungBes racionais é sempre este. A primeira coisa a
fazer @ resolver a eguagio

23) denominador == 0

cujas raizes sdo os tnicos pontos em que pode haver desconti-
nuidade. O estudo em relagio a cada um désses pontos faz-se
como acima foi indicado.

Seja por exemplo a fun¢le y= —s-w—l Ag raizes da
rY —

—1+iV3
equacgio ¥ —1=0 sio =1, ﬁ'2=4+0%-‘/—, x5 =

=

= _-—1 _23 4 5; as dltimas duas slio émegindrias e estdo por-
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tanto fora da questiio por nos confinarmos a¢ campo real. Quanto
& primeira, como » =1 1nio & raiz do numerador, conclui-se
que é de facto um ponto de descontinuidade,

11X, — Ae
JuncgBes sen x ¢
evs x. N&o tém
nenhum ponto de

descontinuidade
(fig. 77).
Fig. 71 IV.— A4 fun-

¢io tgx. Como
sen &

cos 2
¢bes racionais. Como (v. a fig. 77} a fungdo cosx se anula nos

pontos que sio multiplos impares de %, positivos e negati-

vos, é al que devem procurar-se os pontos de deseontinuidade.
Que se passa com o numerador? Mostra a figura que a fun-
¢io sen a nioc se anula em
nenhum desses poatos, logo N
todos eles sio pontos de des- 3
continnidade para a funglo
tg x.

Duma mansira analoga se
estadam as descontinuidades -
das outraz funcies goniomd-

. co8 &
Iricas: colg o= 5 BEC o=
sen &
= s COSBC T = .
cos @ gen & Fig. 78

V.—Outras fungdes trans-
cendentes. Existem outras fung¢des transcendentes elementares,
algumas extremamente importantes como a funcio exponencial
e a fungio logariimica.

, 0 ostudo faz-se semelhantemente ac das fun-

NOTA |

a
TeoreMa. O lim (1 4 l) existe ¢ estd compreendido entre
n

o—m®
2 e 3.

DeMoxsTRAGA0. O teorsma decompbe-se em dois:

I) O lim (1 + %) existe.

1
Provemos que a sucessio de termo geral w,=={1-+ E) ,
(n=1,2,...), é de termos positivos e crescente. Para provar
que os termos s30 todos positivos basta notar que, qualgquer
»

que s8ja n inteiro e positive, 1—]—; é um poténcia de

base positiva, portanto, também pesitiva. Para demonstrar que
a sucessio 6 croscente, desenvolvamos o termo geral segundo a
férmula do binémio ou de Newron(l). Vem

1\ 1 ne—1) 1
u“"(H?)_HR PR T
n~D@-2) 1 ee—D@—2)-2-1 1
1.-2.3 nd 1-2.8...n n*
o (a+b)“=a"+na"—’b+?—(%_§-1—)a"—‘b”+
nin—1) - (n—p+1) nmp a(n—1)---2.1 .
L Pt T T P

A cua dedugle encontra-se em qualquer compéndie de Algebra ela-
mentar.
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ou, pondo 1.2...p=p! e permutando em cada parcela os
nomeradores das duas fraccdes,

" —1
u“=(1+i>=1+i.£+l.9ﬂ__}+
n 1!

o 21 nt

1 .“(n_l)(ﬂ—g)_l_'_._i_i_ p(n—1)(n—2)..-2-1
3! n 7l e
on, ainda

1y\n 1 1 1
= ) = —— 1=
1) thy, (1+ﬂ) 1+1!+2!( n)-i-
1 1 2
_1_5_!(1#_{)(1_71.).;_..,_;_
1 1 2 n—1
_;_a(]_..._{)(l_m.;)...(]_— - ).

Daqui resulta que

11 1y 1 1 2
LTI (D W TR ( [ =
t""‘>1+1:+2:(1 n-—-l)+3!( n-1)( nﬂl)T
1

it sty (=)

por s¢ ier suprimido uma parcela positiva, a dltima, e se ter
aumentade todos os subiractivos. Note-se finalmente que o
segundo membro da desigualdade 6 precisamente w,... Con-
clui-ge, pois, que w#,..1< 4, para m inteiro e positivo qualquer.
Logo, a sucessio ¢ crescente, ¢. q. d.

Demonstremos agora que a sucessio de termo geral u, =

= (1 + —?17 " 4 limitada superiormente. Da igualdade 1}, ante-

+

riormente deduzida, resulta, notando que os parentesis do se-
gundo membro sio todos menores que & unidade,

I\ 01 11 1
2) “n=(1+?){1‘r'ﬂ+a+a+“-+;—!-
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E, por ser P> 27— para px 3, inteiro e positivo(?), vem
de 2) por maioria de razie

1= 1 1
un=(1+?) <1+1+—5‘+'27+"‘+2:-_1

ou, notando que as parcelas a partir da segunda constituem

ama progressio geométrica de razio ) cuja goma é, portanto,
1—-1/2»

2
1 O
1y 1—1/9n 1
= (14 —) <14 /L2149 .2 3
( n) T Tt T ess

que prova ger J maior que qualquer termo da sucessio e,
portanto, esta é limitada superiormente.

L)

Entio a sucessio de termo geral w, = 1—}-% esta nas

condigdes do 2.° caso do teorema do parigrafo 25, do cap. 1.°,

da 3.* Parte (pag. 242), pois 6 crescente e limitada superior-
mente. Logo, existe e & finito o

lim(l-}-%-)a.

o) 0 lim (1 +%) estd compreendido entre 2 & 3.

D=l

De 2) resultow, como vimos,
1=
e = (1 +?) <8.

() Demonstraremos por induglio completa. Para p=3 tem-se evi-
dentemente 3! =6>2>1=<22=4. Buponhamos verdadeira a desigual-
dade p!>2" ¢ muliipliquemos ambes o8 membros por p +1(>4), vem
plip+L>=3"(p+1) onu (p+1}I==F. 45 9,

{3} Em qualquer compéndio se encentra a demonstragio de que a soma
dos = primeiros termos de uma progressio geométrica de razie r, pri-

. . O — T
meire termo @ e Gltimo termo u=ar! ¢ § =

11—+
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1.ogo, tem-se (Parte 3.%, cap. 1.°, paragrafo 29, pag. 250)

lim (1 +-1—>“é 3.
n

L -

De 1) decorre, com nX 2, por supressio de termos
positivos do segundo membro da igualdade,

u,=(1+i>“>1+—*]-'~=2.
n 1!

Portanto, vem (v. pag. 250)

R—wdl

lim {1 +-1_)" N2,
n
Tem-ge, por fim,

2é[im(1+%)né3

c. . d.

Uma demonsiragio desta dupla desigualdade, baseada ne
conhecimento (V. Nota II) de que

. 1\2 1 1 1
if?:(”z) =ltqotototatos
decorre facilmente do que, a respeito da série gue fizura mno
segundo membro, se estabelecen no paragrafo 5, do ecap. 2.°
da Parte 3.* (pags. 263-264).

NOTA |l

TroREMA. O ndmero e=1im<l+ -1]-1—) é igual & soma

n-—*%
1

. 1 1
da série 1+i—!+§—i+.-.+§+....

DemoNsTRAGRO. Vimos (Parte 3.%, capitulo 1.° pari-
grafo 28, phgs. 247-248) que 6, por definigiio,

e——_lim(l-k-}—)“.
R-r® n
Por outro lado, também vimos (Nota I, 2)) que ¢
/ 1\» 1 1 1
Wy = 1'}"?‘) < 1+n+a+"'+'ﬁ=8n-

Consideremos & igualdade 1) da Nota I & qual se pode
dar a forma seguinte, com #>>m, ® inteire e positivo,

1\» 1,1 1
un=(1+ ) =145+ 1__)+

(] n

1 1 2 '
A2
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=308 (251
sl (-3
s b33

Daqui, com = suficientemente grande e por serem positivos
todos os termos do segande membro, vem

Iy 1
un=(1+;'> >1 +:—l"i'+9il(1-—l-)+"-+

i

S B
m! ki n n
Tomando limites de amhos os membros desta desigmaldade
quando » tende para infinito, obtém-se (V. pag. 260)

1 1 1
25.1_!"_ - b _:Smc
= 1!+2!+ +ml

Em resmumo, tem-se, por um lado w,< S, e, por outro,

e 95 o, 0 que 6 o mesmo por ser w inteiro e positivo
qualquer, e X S,. Isto é,

g < Sp L &
ou, tomando limites (V. pag. 250),
Iimu, £1lim 8, < e

Ti-wco A=

donde
. 1)“ 1 1 1
}Lf:(l'f‘? é1+ﬁ+a+"‘+a+“'é3

o, sendo por definicio ¢-=1lim (1—]—%—) , tem-se finalmente
1

eﬂlim(1+%)usl+1!

1 1
+2——I+---+n~—!+---
c. q. d.
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9
170
23
223
232
235
238
260
260
261
276
286

Linha
2 (debaixo)
10 (debaixo)
2
6
12
10
2 (debaizo}
12 {debaixo)
14
6 {debaixo}
3
11
9
11 (debaixo)
18619

ERRATA

Onde astd:

quer e
LEPOSR +— Maride
quere
tres
de
sl
igualdade
prosseguir
>
2n
a)

&drie
oy
divergente.
histérimente.

Lola-te:

gquer
espose — maride
quer
trés
da

>
desigualdade
prosseguirmos
>
9n
)
serie,

28

divergente ou indeterminada.

histéricamente.



