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DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE GENERALE D'UNE CERTAINE
CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelle, Bd. 4, Berlin 1820.

Théordme. Soit y une fonetion de # qui satisfait & une équation quel-
conque irréductible de la forme

(1) 0=p+py+py + - +Pay " +¥"
Ot Poy Pis Poy - - - Pu sont des fonctions entitres de la variable z. Soit -
de méme

(2) O=gq+qy+e¢y+ - +0@y"

une équation semblable, ¢y, @1, s - - - gy Ctant également des fonctions

entidres de z, et supposons variables les coefficiens des diverses puissances

de z dans ces fonctions. Nous désignerons ces coefficiens par a, a’, a” ..
L

En vertu des deux équations (1) et (2) « sera une fonction de @, o', a”, .
et on en déterminera les valeurs en éliminant la quantité y. Désignons par

(3) o =20

le résultat de I'élimination, de sorte que ¢ ne contiendra que les variables
z, a, 'y @’y ... Soit u le degré de cette équation par rapport A& z, ct
désignons par

(4) Tys Ty Bgis ta & T,

6D *
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ses u racines, qui seront autant de fonctions de a, @', a”, ... Cela posé
si Pon fait
(5) yr= | /(@,y) dr,

ot f(z,y) désigne une fonction rationnelle quelconque de z et de y, je dis
que la fonction transcendante wz jouira de la propriété générale exprimée
par Péquation suivante:

(6) yx,+yz,+ - +yr,—=utklogv,+klogv,+ - - - +Fk,logw,,
Uy Vyy Vgy .. .0, étant des fonctions rationnelles de a, @/, a”, ..., et &,
ks, . . .k, des constantes.

Démonstration. Pour établir ce théordme il suffit d’exprimer la diffé-
rentielle du premier membre de I'égquation (6) en fonction de a, o', a”, .. .;
car il se réduira par 13 A une différentielle rationnelle, comme on va voir.
D’abord les deux équations (1) et (2) donneront y en fonction rationnelle de
z, a, @'y a”, ... De méme Péquation (3) p—0 donnera pour dz une ex-
pression de la forme

de—=ea.da+¢'.da'4o".da” 4 - - -,

ol @, ¢, ¢”, ... sont des fonctions rationnelles de =z, a, @/, a”, ... De
1a il suit qu'on pourra mettre la différentielle f(z,y)de sous la forme

f(xry)dz=§0x-da—l—(plx.da'—[—(p!m.da”_]_ P AR

ot ¢z, ¢z, ... sont des fonctions rationnelles de z, @, a’, a”,... En
intégrant, il viendra

yo = [(ge.datg@.da' 4 - - .)

et de 1d on tire, en remarquant que cette équation aura lien en mettant
pour z les wu valeurs de cette quantité,

(D) yotymd- - ym,
:f[(SDZ;—[—(px,—'— co g do (e 2y - - +§01x#)da’+ o ]

Dans cette équation les coefficiens des différentielles da, da/, . .. sont des

fonctions rationnelles de a, @/, a”, ... et de z,, ,, . .. z,, mais en outre

ils sont symétriques par rapport & @, z,, . .. x,; done, en vertu dun thé-
ordme connu, on powrra exprimer ces fonctions rationnellement par «, o,

”n

a”, ... et par les coefficiens de I'équation ¢=—0; mais ceux-ci sont eux-
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mémes des fonctions rationnelles des variables a, a’, ¢”, ..., donc enfin
les coefficiens de da, da’, da”, ... de D'équation (7) le seront également.
Done, en intégrant, on aura une équation de la forme (6).

Je me réserve de développer dans une autre occasion les nombreuses
applications de ce théordme, qui jetteront du jour sur la nature des fonctions
transcendantes dont il s’agit.

Christiania le 6 janvier 1829.




