IX.

RESOLUTION D’UN PROBLEME DE MECANIQUE.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelle, Bd.. 1, Berlin 1826.

Soit BDMA une courbe queleconque. Soit BC une %
droite horizontale et CA wune droite verticale. Supposons »p E
quun point sollicité par la pesanteur se meuve sur la
courbe, un point quelconque ) étant son point de départ.
Soit 7z le temps qui s'est écoulé quand le mobile est
parvenu A un point donné A4, et soit a la hauteur
EA. La quantité 7 sera une certaine fonction de a, qui dépendra de
la forme de la courbe. Réciproquement la forme de la courbe dépendra
de cette fonetion. Nous allons examiner comment, & l'aide d’une intégrale
définie, on peut trouver l'équation ‘de la courbe pour laquelle 7 est une
fonction continue donnée de a.

Soit AM=—s, AP—u, et soit ¢ le temps que le mobile emploie &

A

: : ds
parcourir 'arc DM. D’aprés les régles de la mécanique on a — ;—E::Va—:r-,

ds

done dt = — Il s'ensuit, lorsquon prend lintégrale depuis z=a

a—r

jusqu’& r== U,
fﬂ ds T rls -
¢ rip g —{ == I ' 1/—_. —— _‘v 2

8 . §
j désignant que les limites de l'intégrale sont z=ea et x=—/3. Soit main-
24

tenant
T—=qa
13



98 RESOLUTION D'UN PROBLEME DE MECANIQUE.

a_f"_ﬂ__
(P i n'l/f —'-'!-"

équation de laquelle on doit tirer s en fonction de w Au lien de cette
équation, nous allons considérer cette autre plus générale

- - 2% de
9”“"1.(?—3)%’

de laquelle nous chercherons & déduire Pexpression de s en .

la fonction donnée, on aura

Désignons par e la fonetion

ol
Ie.Tg

.’_ =171 __ \f—1 e y
jﬂ .ff (1 ,’}) dy‘_' r(u—{—ﬂ)

ot ¢ et (3 doivent étre supérieurs & zéro. Soit f=1—=u, on trouvera

fly""’dy_ Fﬂ.g'(l—ﬂ)
=~ Tt I—w’

n’—l

log 2

on a comme on sait

d’ol1 T'on tire, en faisant z=—ay,
‘20t Ta. . L(1—mn) ,
ol@a—2r I(a—]—l—n)
En multipliant par (r_—{%jﬁ' et prenant lintégrale depuis =0 jusqua

a—x, on trouve

e “2¢1dz  Ta.T(1—n) (* a**da
ol@e—ay—="J (a—2*" I(a}1—n) 3 (€ —ayp—"

En faisant a=—uxy, on aura

j"a""‘fl« B e el e l@—n+1)rn

== T =T ¢ T TeFrD

done

S z0—1 oz ; Ta .
j;(.r———a)l-“f(a—") =TI'n.I(1—n) T+
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Or d’aprés une propriété connue de la fonction 7, on a
I'e+t+1)=al«;
on aura done en substituant:
s * pu—1 3
ﬁ(ﬁ_“";)l_n O(Z__g‘i:";— rn.T(1—n).
En multipliant par «@e.de, et intégrant par rapport & «, on trouve

= " o . ez ded)dz
j (‘T_dz)l‘”j ([ga.az Jet I'n. I'(1—n) ['cpa.x“da.

0 (a—z)"

Soit
fgoa .xdo = fi,
on en tire en différentiant,
fgpa cex“do—=f"z,
done

fcpa sez*do= fz;

f:_(?, _-_dz)l_ﬁﬂﬂ(f’z__f)z“: I'n.T(1—n)fe,

par conséquent

on, puisque I'n. I'(1—n)= Si:_:w :
: . sinnw [©  da 2. d
& i =

A Taide de cette équation, il sera facile de tirer la valeur de s de

I’équation
1 v——fa_.L .
= o(a"_""")“ »

T . sin nar da .
Qu'on multiplie cette équation par —— = et qu'on prenne l'inté-

grale depuis =0 jusqua a=z, on aura

- » L . s 3
sin nsr ga.da sinnze [(*  da *  ds

T o (®@— (f)l_-" e (a: a)}—J, (a— ﬁ“ 4

done en vertu de 1'équation (1)
13%



100 RESOLUTION D'UN PROBLEME DE MECANIQUE.

__sinaz [** ga.da
. (x —a)*-—m

Soit maintenant n-=—1%, on obtient

Ly ﬁf_'fa &
P s 0 Vﬂ—.’l‘}

e —
), 'V’.?!-—a

Cette équation donne P'arc s par 'abscisse 2, et par suite la courbe est
entidrement déterminée.

et

Nous allons appliquer P'expression trouvée a quelques exemples.
I. Soit

pa= a,a" + aa" -+ - . - + a,0" = = aa,

la valeur de s sera

x x "
:if .da 2oeat— lz[a R ]
it QV.’L’—CE T 0#&'—6‘-

Si 'on fait a—u2zy, on aura

f= atda xu+} ' 1{“(!_] __‘gui-{ I‘(p-+—l)[‘(§_),

]/‘;:—a Vl—y’ F(V‘I‘%)
done

_I@) g et )
w s Tt

ou, puisque r) =y
BOCED) ey BRI i
1=V [erged e targigy e pe]

Si T'on suppose p. ex. que m=—0, u,=—=0, cest-d-dire que la courbe
cherchée soit isochrone, on trouve

@ )= "o, @ ZQOV:I-:
= '

= —=< —

“TE T Q) 7

2a ’ . =
— 0 5
r s—= -}z est 'équation connue de la ecycloide.
s T y
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égal & @,
égal & @,a

égal & @,a

, depuis z—a, jusqua r—a
o] 19

II. Soit
ga depuis a=0 jusqud a=da,,
ga depuis a=—a, jusqud a=ay,
ga depuis a=a, jusquUd a=a,,
ga depuis a=a,,_, jusqud a=a,,
on aura
9—-[ L s depuis =0 jusqud z=ay,
Va—a
q\oa .da “gpa.da
0 M
6 Vi — -z Va —
ﬂszf'"'q»ﬂa da “p,a. da Tpga -_’
a—a oVa— r oVa—=z

101

depuis z—ga, jusqud z=—a,,

.......................................

P dd

a
:.r[s:f
0

Vu—-.t

ot il faut remarquer que les fonctions @@, @@, @ . . .

telles que

qalada
1,“_3+ rit

Tm—1
P .da
O —2 V’__ J‘ +

depuis z=a,_, jusqud r=a,,

P

Polty = P1gy P10 — P30y, Psls= Psls, ete.,

car la fonction ¢a doit nécessairement étre continue.

Pt + .da

————

o l'lf’a—a

-

doivent étre



