IV.

LINTEGRALE FINIE S*ge EXPRIMEE PAR UNE INTEGRALE DEFINIE
SIMPLE.

Magazin for Naturvidenskaberne, Aargang III, Bind 2, Christiania 1825.

On peut comme on sait, au moyen du théoréme de Parseval exprimer
Pintégrale finie ="¢gax par une intégrale définie double, mais si je ne me
trompe, on n'a pas exprimé la ménfe intégrale par une intégrale définie
simple. C’est ce qui est I'objet de ce mémoire.

En désignant par @z une fonction quelconque de z, il est aisé de
voir qu'on peut toujours supposer

(1) gr= [ = fo.dv,

Iintégrale étant prise entre deux limites quelconques de v, indépendantes
de x. La fonction fr désigne une fonction de v, dont la forme dépend de
celle de ¢z. En supposant 4x=—1, on aura en prenant lintégrale finie
des deux membres de I'équation (1)

(2) ..E‘(p.-c:fe" 80'1”1 dv,

ou il faut ajouter une constante arbitraire. En prenant une seconde fois
I'intégrale finie, on obtiendra

Tg_g

= 1 )3
En général on trouvera

. ciwa )
®) e s s
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Pour compléter cette intégrale il faut ajouter aun second membre une fonc-

tion de la forme :
C4+Cixz+ Ciz* ...+ C,_jx™,

C, C,, U, ete. étant des constantes arbitraires.

Il s’agit maintenant de trouver la valeur de I'mtégrale définie f e™ (f'_”ile dv.

Pour cela je me sers d'un théoréme dit & M. Legendre (Exerc. de cale. int.
t. II, p. 189), savoir que
e'4-1 1 __f‘r‘ dt.sin vl

e ), =1

On tire de cette équation

1 dt.sin vt
(4) }t"—_ o +2f; i °

v

En substituant cette valeur de — 1 dans 'équation (2), on aura

'115'
gr— e"’fi—fdaﬁ—%fe"ﬂ.*.dz:—|—2j; %Ie”’ﬁv.silwt.dﬁ.

L'intégrale f e fo.sinvt.dv se trouve de la manidre snivante. En remplacant

, on

dans Déquation (1) = suceessivement par z4-t}-

obtiendra ;
plzt+ty—1)= /le"”e"‘ V=1 f.dp,
plx—t)—1) :fe"‘e_"“”__‘fv.dv,
d’'ott I'on tire, en retranchant et divisant par 2 ) —1,

q1(r—|—f'}/—l)—q1(1'——f'.|/——1)
2y —1

e sinvl, fo.dv —

Ainsi Pexpression de X ¢z devient

Ecpx:frpz.d.r-—\}gox—|——2‘/;"em‘?‘_ ‘T(T""V_ZI)V—_‘PI(’ —”/'—1)

Maintenant pour trouver la valeur de lintégrale générale

vz dv
zrl@i?:fe ‘ﬁf m,

posons
1 P d d2p An—15
(,,_v_l)n:(—' 1) 1‘A0‘”})~—|—A1‘,, P | 2,n (g,:;e | i_An—lu 0 ,.._}1 )

D*
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ot p est égal A ﬁ, Ay,y Ay,... étant des coefficiens numériques qui

doivent étre déterminés. Si Pon différentie 1'équation précédente, on a
nev o dp d*p drp
—(ﬂ.,_'l)T“":(— 1) [Al],n T + 1n gnd —l— + u—1,u m]

nev

E—1D)" — (e —1)» T (er—T)n+1?

done .
nev s dp dn=1lp
(f__.r.'_ 1)N+1 ==n (_ 1) y [ 0 ﬂ}j + Al n (f‘f! -I— e —i_ Aﬂ—l_ll E‘"—_]'_]

U A" 5
1 (orisp A B A )

: s ne’ . . =
En comparant ces deux expressions de =Ty on en déduit les équations

suivantes:
Aypis—440=0 o: 44,,=0,
1 1
‘A'i.ﬂ-l-l "_“‘A"l.ﬂ :?Aﬂ.n BB 'JAl,n :TAO.MI
1 1
Ayt A“:-;: A = JAS"I“;{AIN:
1 1
An—l n41 Au—l " == ?An—ﬂ,u 2 dAu-—l,n = An—2,n1
1
AN.n+1 =, 1

d’ott P'on tire

= 2 A,,,:El, Aenzz(l—zl), A3,=2[1 2(1-2" 1—” ete.
- i " ¥ n i ! _ﬂ n n
7w 1 1 {epail 1
A=y 57 ey oo BRIy

Cette dernidre équation servira A déterminer les constantes qui rentrent dans
les expressions de 4,,, 4,,, 4, etc
Ayant ainsi déterminé les coefficiens 4,,, 4,,, 4,, etc, on aura, en

v s : 1
substituant dans P'équation (3) au lien de ————. sa valeur,

=1
n n— v {i. y z" . ’
=" — (__ 1) 1fe fp L (AG‘,, y4 + Al,n ',3:_, + + 4, o ‘;iu“‘_?‘

maintenant on a
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v

dt. smrf
):_ 2 +2£ SEF,

d’ott on tire en différentiant

dp fdt cos rt
e P + esu

d*p ¢ £%dt . sin vf

P Y t,s i PP T |

d3y 2 3 S £3d¢ . cos vl

P ; = == ol
D e ok , e%—1 2

done en substituant

=rgn =[(4 o — A TEER A D A e o

‘1'2(_1)"_[.. Poinet & g fr -0 (1) fj%ﬁ';ﬂe“fu.dv,
De Téquation ¢z— f e fe.dv on tire en intégrant: |
ds
fcpx.dx:fe“fv%;
2 T
frpx.d'z:’::fe fvv—ga

fa(pm.d;z;s :fe"fvf—f ete.;

de plus on a
AN v q)(‘r+t' ) q’(m_t}/_l)
fsmbt.e Sfo.dv—= ST
gz tV—1)+ g(z—tV—1)
2 ?

fcos vt.e™ fo.dv—

done on aura en substituant

Z‘“qcz':A"_,,,,.}'nf "ga.da—A4, 3,1 (n—1) /‘n_lwa:.daz"_h{—...—{—(——l “_lfgo;n.c&c

H—1y gyt (=1 [y SRV =DZglemtV])

g et P oqQa 9’(x+ﬂV—1)+¢(r—tv”—)

efnt ___ 1

P:Ao,n _Ax,ntz‘I*A;,nt‘_---s
Q:Al'nt_-&s'“ ts—*—‘AG,n tﬁ_oot.
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En faisant p. ex. »=2, on aura

2 3 it oz A 7 A
| B

b dt - qx = a—tyY—1
ﬂgf tde gzt )':L“T(. tY—1)

SE L
58 1

Soit p. ex. gr=—e¢™, on aura
arxr 1 axr ax 1 ar
(T+fV—~1)—e“‘ *aty—1 [e d:t:::e ,‘[fe dx’:}--e 3

done, en substitnant et divisant par e™,

o)l i Bl 1 g Ydsinat o (Pdt.cosat
(ﬂn__l')‘é“—*@_”_;— ) , em—1 ~ , en—1

Le cas le plus remarquable est celui ot #=1. On a alors, comme

on 'a vu précédemment:

o dt (@ — I (gt i1
Etpw:CJrffpr-Jxﬁwm—l—eﬂ Py gl 2)]/__2.( 1)

En supposant que les deux intégrales Z¢z et f @z dr sanmulent pour

z=—a, il est clair qu'on aura:

C=-;<,oa_2fmf€__ glattyV— ;)V__q;(a_w—)

done
Zga=[gz. d"‘“%(svx—-cpa)+2f Pm‘“* 'r(d'+t1’—~‘1?)v—~_q~1(a-_”/—)
SRR G

Si l'on fait z=—oc, en supposant que ¢z et f gx.dx’ sanmulent pour

cette valeur de z, on aura:

ga+ga+1)+p(a+2)+g@at3)+...in inf.

! : a — ) —gla—t¥—1
:j; (p:r..dm—}—{yq)a——Qﬁ P""f—l 4‘_(_—|-ﬂ/—32)_]/__f}_‘1_(_ Y- 1)
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: 1
Soit p. ex. gz= 5, on aura

gpla-t 1/—:1) —qgla—t V:I) _ —2a

2Y—1 — (@)’

done
1

tdt

1 1 1 1 e r
:F+@—+r)='+‘(a—4;2)7+'-:23241‘1;-1-4“]0 E D)@ +8)’

et en faisant a—1

a
r®

1+ +d+He 1= 4 :'g'+4j:(g??ﬁ';_

L.
H{A+e)



