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1 PLANIMETRIA

1.1 Historické poznamky

Slovo geometria pochadza z gréckeho vyrazu hé gé meteon, o znamena vymeriavanie
pozemkov pomocou lan.

Geometria vznikla v davnej minulosti a GspeSne sa rozvijala najmd v Egypte, Babylone,
Indii av Cine. Avsak teoretické zaklady geometrie nachadzame az v Grécku. Starogrécki
filozofi sa vo velkej miere zaoberali aj matematikou. Zname su Skoly: Talesova,
Pytagorejska, Platonova, Apolloniova, Aristotelova, Archimedova, Euklidova.

Skola Talesova polozila cenné zéklady elementarnej geometrie. Talesa okrem geometrie
zaujimala 1 astrondmia a on prvy vypocital zatmenie Slnka, ktoré bolo presne podla jeho
vypoctov.

Skola Pytagorejska mala pre vyvoj geometrie velky vyznam a obohatila geometriu
d’al§imi poznatkami — napr. veta o sucte vnutornych uhlov trojuholnika, Pytagorova veta, atd’.

Skola Aristotelova zaGala budovat geometriu na principoch logiky a Aristoteles
vypracoval deduktivnu metddu pre potreby geometrie.

Archimedes — predstavitel Archimedovskej Skoly — zblizil teoriu s praxou a udal smer
vyvoja matematiky vobec.

V tretom storo¢i pred nasim letopoctom sa nahromadilo tol'’ko poznatkov z geometrie, Ze
bolo potrebné ich dat’ do urcitého systému na deduktivnom zaklade.

Tuto velkt pracu pri vytvarani systému vedeckého budovania geometrie urobil genialny
starogrécky vedec Euklid (3. storocCie pred nasim letopoctom). On zozbieral, doplnil a vydal
vdiele ,Zaklady*“ vSetky dovtedy zndme poznatky z elementarnej geometrie. Niekolko
storo¢i boli ,,Zaklady* jedinou ucebnicou geometrie. Po fiom sa nazyva igeometria —

euklidovska geometria.



1.2 Zakladné utvary geometrie
Zakladné geometrické utvary su :
* bod
* priamka
* rovina
Body oznacujeme velkymi pismenami 4, B, C, X, Y, Z ... Dva body mézu byt rézne

A # B, X#Y, alebo mézu splyvat’, hovorime aj, ze st totozné, M = N, P = Q.
M =M
L]

A B

™ ]
Priamky oznacujeme malymi pismenami a, b, p, q ... alebo bodmi, ktorymi je uréend, m

= 4B, p= FQ Priamka je jednozna¢ne ur¢end dvoma réznymi bodmi.

-

D AB

*
A B
Bod a priamka m6Zzu mat’ nasledovna vzajomnu polohu :
* bod patri priamke (bod lezi na priamke), napr. 4€p,
* bod nepatri priamke (bod nelezi na priamke), napr. M ¢ m.
Priamka je bodovd mnozina, teda jej prvky st body. Priamku moézeme urcit
ktorymikol'vek jej dvoma r6znymi bodmi.
Priamku mozeme rozdelit' I'ubovolnym jej bodom na dve Casti. Kazda z tychto cCasti

nazyvame polpriamka.

A
L
Na urcenie polpriamky okrem bodu A4 pouzijeme d’alsi bod, napr. X.

A A

Polpriamku budeme oznacovat’ AX . Bod 4 je zacCiatok polpriamky.

Ked’ze bod rozdeli priamku na dve polpriamky, jednu oznacime napr. AX , druhti AY .
A A

Y
Ak vezmeme polpriamku AX ako prvu, potom polpriamku AY nazyvame opacna

polpriamka AX . Plati aj, ze polpriamka AX je opacné polpriamka k polpriamke AY , teda
4



polpriamky AX, AY sa navzajom opacné polpriamky. Opacné polpriamky maji spolocny
zaciatok.
Priklad
Na priamke p su dané dva r6zne body 4, B. Aké polpriamky urcuja tieto dva body ?

Riesenie :

p Y3

-
BA
Odpoved’ : Dva r6zne body 4, B leziace na jednej priamke urcuja dve rézne polpriamky

AB, BA.

Cast’ priamky p, ktora je tvorena bodmi leZiacimi medzi bodmi 4, B, vratane bodov 4, B,

nazyvame usecka AB. Body A4, B su krajné body usecky, useCku budeme oznacovat’ 4B.

A B

P

Usetka AB a Gsetka BA je ta ista Cast’ priamky, t. zn., Ze pri oznadeni Gsedky nezalezi na
poradi krajnych bodov.
Urobme prehl’ad casti priamky

A B priamka p
P
A A X Polpriamkaﬁ
Polpriamkaw
A B
Usetka AB

Rovina je opit zékladny geometricky utvar. Rovina je jednozna¢ne urCena tromi

roznymi bodmi neleziacimi na jednej priamke. Rovinu budeme oznaCovat’ pismenami gréckej

abecedy «, f3, ¥ , ..., alebo pismenami, ktoré urcuju rovinu, napr. ABC.



Zapisujeme o = ABC

Rovina je opat bodovd mnozina, to znamena, ze body leziace v rovine su prvkami roviny.
Nech bod 4 lezi (je prvkom) v rovine a , zapiSeme 4 € a . Ak bod M nelezi (nie je prvkom)

v rovine o , zapiSeme M¢ o .
Nech je dana priamka p, ktorej vSetky body lezia v rovine a . Potom priamka p je Castou

roviny « , o zapiSeme p C .

Aep,Aea
Bep,Bea

Xep,Xea

pca

Rovinu a mézeme rozdelit’ 'ubovolnou jej priamkou p na dve Casti. Kazda z tychto casti

nazyvame polrovina.



Ak priamka p je urend bodmi 4, B a mimo priamky p lezi bod C, potom polrovinu

moézeme oznacit ABC . Polrovinu mézeme oznacit’ aj pC

Ako sme vysSie uviedli, priamka rovinu rozdeli na dve Casti, teda na dve polroviny. Jedna

je ABX adruhd ABY .

Priamka AB je pre obidve polroviny hranicou.



Polrovina ABY je opacnou polrovinou k polrovine ABX . TaktieZ polrovina ABX je

opacnou polrovinou k polrovine ABY . Hovorime, Ze polroviny ABX , ABY s navzajom

opacné polroviny.

Priklad
Nech st dané tri body 4, B, C, ktoré nelezia na jednej priamke. NapiSte vsetky
polroviny, ktoré st urc¢ené danymi tromi bodmi.

Riesenie :

polrovina ABC

hranica AB

polrovina ACB

hranica AC

polrovina BCA

hranica BC

Odpoved’: Tri body neleZiace na jednej priamke urcuju tri rézne polroviny.



1.3 Prenasanie useciek. Porovnavanie useciek
Nech je dana usecka 4B a polpriamka EX.

A B

X
Pouzime pasik papiera a oznaéme na nom dva body tak, aby splyvali s bodmi 4, B

Pomocou tohto pasika vyznacme na polpriamke EX bod F.

A B

L 4 4

E F
.
X

Usecka EF vznikla prenesenim usecky 4B pomocou pésika papiera. Usetku EF mdzeme

vytvorit aj napr. pomocou kruzidla. Use¢ka EF je zhodna s GseCkou AB, o zapisujeme
AB=EF.

V d’alSom sa budeme zaoberat’ porovnavanim dvoch useciek 4B, CD. RozliSime tri
pripady.

1. pripad

A B
o

C D
Zvol'me l'ubovolnu polpriamku EX. Na tito polpriamku prenesieme obidve useCky 4B,

CD tak, aby body 4, C sa stotoznili s bodom E. Dostaneme dva dalSie body F, G, priCom
AB=FEF, CD=EG.



® ®
. *
C D
Y
[ P ° P
E G F 4

V tomto pripade bod G padol do vnutra tsecky EF. Na zaklade toho je usecka EF vacsia
ako useCka EG. ZapiSeme
EF > EG.
Usetka EF vznikla prenesenim tsetky AB a ise¢ka EG vznikla prenesenim usecky CD.

Potom AB=EF, CD =EG. Na zaklade toho mo6Zzeme vztah EF > EG nahradit’ vztahom

.....

2. pripad
A B
» L
L L
C D

Po preneseni oboch tseciek na polpriamku EX vznikne nasledovna situacia:

A _B
C D
\
E F=0 X
EF = FG

V zmysle predchadzajiacej uvahy je AB= CD.
3. pripad
A B

C D

L]

Prenesme opét tseCky AB, CD na polpriamku EX a dostaneme:

10



O 9
O

-
L4

T @

E

Bod G padne za bod F. EF < EG. Potomaj AB < CD.

Zaver: Ak AB, CD su dve useCky, potom moéZe nastat’ jeden

pripadov:
1. AB>C(CD,
2. AB = CD
3. AB<CD

11
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1.4 Graficky sucet a graficky rozdiel useciek
Nech su dané dve l'ubovol'né tseCky AB, CD a polpriamka EX. Postupne prenesme na
polpriamku EX Gsecku 4B do Gsecky EF a usecku CD do usecky FG.

A B

'

E E

Dostali sme ase¢ku EG, ktord mozno napisat’ ako stcet use¢ick EF a FG. Usetka EF= AB
a FG=CD. Usetku EG nazyvame grafickym stuctom usetiek AB, CD.
Priklad

Dané¢ st Styri usecky AB, CD, PO, MN. Postupne scitajte dané Styri usecky.

-A =B
C D

eP eO
I I

RieSenie:
Zvolime si 'ubovol'na polpriamku EX. Postupne budeme prenaSat’ dané usecky.

E F G H K

Plati: EK =EF + FG + GH + HK
EF=A4B, FG=CD, GH=PQ, HK= MN
Odpoved: Usetka EK je grafickym saétom useéiek 4B, CD, PO, MN.

Majme opit’ dve l'ubovol'né useCky AB, CD a polpriamku EX. Prenesme opit’ usecky
AB, CD na polpriamku EX tak, ako je znazornené na obrazku.

A E

L

AB=EF, CD=GF

12



Usetku EG mdzeme zapisat: EG = EF — FG = AB — CD. Usetku EG nazyvame grafickym
rozdielom useciek AB, CD. Zrejme plati EF = EG - GF.

Cvicenia
1. Na obrazku st dané tri body 4, B, C. Kolko roznych priamok moéze byt urCenych

I'ubovol'nou dvojicou z bodov 4, B, C ?

2. Zmeni sa pocet priamok ur¢enych dvojicami z bodov 4, B, C, ak ich poloha je takato ?

A C B

3. Najmenej kol’ko useciek potrebujeme na vymodelovanie pismen L, K ) T

4. Kol’ko roznych polpriamok moZze byt ur€enych dvojicou z bodov 4, B, C?

a) b)

B

5. Kolko r6znych tseciek moze byt uréenych 'ubovol'nou dvojicou z bodov 4, B, C ?

a) b)

B

6. Znazornite (vysSrafujte) spolo¢nu Cast’ polrovin ABC a CBA.

13



B

7. Pomocou grafického sc¢itania useciek zostrojte trojndsobok usecky 4B.
8. Na priamke p st dané tri body 4, B, C. Pomocou tseciek ur¢enych danymi bodmi vyjadrite
usecku BC.
9. Dané su Styri rozne body 4, B, C, D v napisanom poradi a leziace na jednej priamke. Urcte
prienik:
a) polpriamok AB, BA
b) polpriamok BC, DA
¢) polpriamok BA, BC
d) polpriamok BA, CD
e) useciek AC, CD
f) useciek AC, BC
g) useciek AD, BC
h) useciek AB, CD
1) usecky AC a polpriamky BD
10. Na priamke 4B zvolte bod C tak, aby :
a) nelezal vnutri Gsecky 4B

b) aby ho bod B neoddel'oval od bodu A4.

14



1.5 Uhol. Konvexny uhol

Nech v rovine st dané dve réznobezné priamky a, b. Ich spolo¢ny bod nech je V, bod
A € a, B € b. Priamka a rozdel'uje rovinu na dve polroviny VAB, VBA.

Prienik polrovin VAB, VBA sa nazyva duty uhol < AVB.

X AVB = VABNVBA

Polpriamky VA,VB st ramena dutého uhla < AVB, V je vrchol tohto uhla.
Duty uhol je konvexna bodova mnoZina, pretoze usecka XY urcend ktorymikol'vek
bodmi X, Y dané¢ho uhla nepretne hranicu, t.J. polpriamky VA, VB. <« AVB sa nazyva

konvexny uhol.

W

Polpriamky VA, VB urcuju este jeden uhol, ktory budeme znacit’ =" AVB. Tento

uhol je nekonvexny a budeme ho nazyvat’ spriazneny uhol s uhlom < AVB.

15
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Ak ramena VA, VB st navzdjom opacéné polpriamky, tak vzniknuté uhly st priame.

AR

Priamy uhol splyva s polrovinou, ktorej hranica je priamka AB.

Ak ramend <« AVB splyvaju, tak << AVB sa nazyva nulovy uhol.

A=E
W

Dva konvexné uhly <« AVB, < AVB’ sa nazyvaju sty¢né uhly, ak maju spolo¢né

rameno VA aramena VB, VB’ lezia v opacnych polrovinach s hranicou VA.

Ak ramena VB, VB’ styénych uhlov << AVB, «x AVB’ tvoria opacné polpriamky, nazyvaji sa

susednymi alebo vedlajSimi uhlami.

16
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LY
¥

Zjednotenim oboch susednych uhlov vznikne priamy uhol.

Ak uhol AVB je zhodny so svojim susednym uhlom, potom tento uhol je pravy.

‘]

[

B Vi
Dve r6znobezné priamky a, b urcuju
dvojice vrcholovych uhlov. Vrcholové uhly

polpriamky.

B

Styri dvojice susednych uhlov. Z nich st dve

maju spolo¢ny vrchol, ich ramena st opacné

17



1.6 PrenaSanie uhlov a porovnavanie uhlov

Nech je dany duty uhol AVB a polrovina ur¢ena priamkou p a bodom X.

Zvol'me na priamke p bod U a bod C. Pomocou kruzidla zostrojme polpriamku VD (postup
vidiet' z obrdzka). Dostali sme uhol <t CUD, ktory vznikol prenesenim uhla < AVB do
zvolenej polroviny. Uhly << AVB, <« CUD su zhodné (po preneseni sa kryja).

Zhodnost’ uhlov mézeme definovat’ aj nasledovne :

Konvexny uhol <« AVB je zhodny s konvexnym uhlom << CUD (t). «<xAVB =
X CUD) prave vtedy, ked na polpriamkach UC, UD existuju také body A°, B’, ze plati
UA’=VA, UB'=VB, A’'B‘= AB.

W
Pozndmka 1: Zhodnost konvexnych uhlov < AVB, <« CUD nezavisi od volby bodov A, B na
ramendch X AVB.

Ak mame dva uhly << AVB a << CUD, tieto dva uhly méZeme porovnat), t.j. zistit’, ¢i st
alebo nie su zhodné. To urobime nasledovnym sposobom : Uhol <t AVB prenesieme tak, aby

sa jedno jeho rameno stotoznilo s jednym ramenom uhla < CUD. Potom zistime, ¢i sa

18



stotoznia aj zvySné ramend. Ak sa stotoznia, potom dané uhly st zhodné. Ak sa nestotoznia,

nie su zhodné. V naSom pripade nie st zhodné, ale << AVB je vacsi ako uhol <« CUD.

v A

Pozndamka 2: Pri porovndvani dvoch uhlov <« AVB, <« CUD moéze nastat jeden z troch
pripadov:

l. <xAVB = <« CUD

2. < AVB > < CUD

3. X AVB < < CUD

Uhol <« AVB mozno rozdelit’ na dva zhodné uhly. Polpriamka, ktora deli uhol na dve

zhodné Casti, sa nazyva osou uhla. Jej konstrukcia je znazornena na obrazku.

Os priameho uhla zostrojime analogicky.

—i
L ]
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Pozndamka 3: Duty uhol <« AVB mézeme chapat aj ako zjednotenie vsetkych polpriamok VY za
predpokladu, Ze bod Y je bodom usecky AB.

V d’alSom ukazeme moZnosti pri porovnavani uhlov.

Nech su dané dva uhly << AVB a <« CUD. Po preneseni <X AVB k polpriamke UC do
polroviny CUD nastane jedna z tychto troch moznosti:
1. Polpriamka UB’ lezi v uhle CUD, B’ nelezi v na polpriamke UD, hovorime, ze << AVB je
mensinez < CUD, piSeme < AVB < <« CUD.

=

B

=

20



3. Polpriamka UD lezi v uhle << CUB’, B’ nelezi na polpriamke UD, hovorime, ze <« AVB je
vicsi ako <« CUD, piSeme X AVB > < CUD

B

=

21



1.7 Graficky sucet a graficky rozdiel uhlov
Ak méame scitat’ uhly <«xAVB, < CUD, prenesieme napr. < AVB k polpriamke UD

(jednému z ramien < CUD) do polroviny opacnej k polrovine UDC, <« DUB ‘= <X AVB.
Potom uhol CUB " nazyvame grafickym siu¢tom uhlov < AVB, < CUD a piSeme
X AVB + < CUD = < CUB".

W

Poznamka:
1. Graficky sucet dvoch konvexnych uhlov vzdy existuje.
2. Sucet dvoch priamych uhlov je uhol plny (celd rovina), obrazok si citatel’ urobi sam.

Pri grafickom rozdiele uhlov postupujeme nasledovne:

Nech st dané uhly <« AVB, <« CUD. Ak chceme odc¢itat’ uhly <« AVB, <« CUD,
prenesieme X CUD k jednému z ramien X AVB do tej polroviny, v ktorej lezi <« AVB. Na

R

naSom obrazku sme preniesli <t CUD k ramenu VB do polroviny VBA, < CUD = <« BVD".
Potom uhol «x 4VD* sa nazyva graficky rozdiel uhlov <t AVB, < CUD, piSeme
XAVB - < CUD = < AVD".

Cviéenia

22



1. Je dana rovina. Zvol'te v nej tri body 4, B, C neleziace na jednej priamke. Zapiste vSetky
polroviny ur¢ené tymito bodmi.

2. Nacrtnite uhol < AVB = VAB NVBA a uréte, o je prienikom :

a) polroviny VAB a polroviny opacénej k polrovine VBA

b) polroviny VBA a polroviny opacnej k polrovine VAB

¢) polrovin opa¢nych k polrovindm VAB, VBA.

3. Dany je duty uhol < AVB. Zistite, Ci Gtvar zlozeny z vnutra dutého uhla a vnutra jedného

jeho ramena je konvexny.

4. Priamka p je hranicou dvoch opacnych polrovin p 1, p . Vnutri polroviny p ; st dané dva
rozne body X, Y a vnutri polroviny p ; dva rdézne body U, Z.

a) Na priamke XY zvol'te bod M ana priamke ZU bod N tak, aby usecka MN urcite pretala
hranicu p.

b) Akt polohu musia mat’ priamky XY a ZU vzhPadom na hranicu p, aby kazda tiseCka MN

pretala hranicu p ?

J

5. Zvolte si dva 'ubovol'né duté uhly <« AVB, <« CUD. Zostrojte uhol, ktory bude :
a) grafickym suctom danych dvoch uhlov

b) grafickym rozdielom danych dvoch uhlov

23



1.8 Mnohouholniky
Lomena diara A4;4A4344...An (n > 2) sa sklada ztseciek A;A4,, AxA3, ..., AniAn,
z ktorych kazdé dve susedné maju spolo¢ny jeden krajny bod a nelezia na jednej priamke (na

obrazku n = 6).

Body A, 4, A3, ..., A1, A, sa nazyvaji vrcholy a usecky 4,45, AxA3, ..., An-1An
strany lomenej Ciary.
Lomend Ciara, ktorej strany sa A;As, AzA3, ... , An14, AnA; sa nazyva uzavreta

lomena ¢iara (na obrazku n = 6).

g Aﬁ

Uzavretd lomena Ciara spolu s ¢ast'ou roviny ohrani¢enou touto lomenou ¢iarou sa
nazyva mnohouholnik (n-uholnik).
Uzavretd lomena Ciara, ktora ohranicuje mnohouholnik, sa nazyva hranica

mnohouholnika. Strany a vrcholy hranice su strany a vrcholy mnohouholnika.

24



Ak mnohouholnik lezi vzdy v jednej z polrovin urenych ktoroukol'vek jeho stranou,

'

nazyva sa vypukly (konvexny) mnohouholnik.

g

!
Na urcenie konvexnosti mnohouholnika méZeme pouZit' aj kritérium konvexnosti

uhla. Vyslovte toto kritérium pre mnohouholnik !

Mnohouholnik KLMN je nekonvexny.

k.

M

Uhloprie¢ka mnohouholnika je tse¢ka ur¢end dvoma nesusednymi vrcholmi.

25



D

Pocet uhloprie¢ok vypuklého n-uholnika je

P - n(n-3)
2

¢o vyplyva ztoho, ze zjedného vrcholu vychadza (n - 3) uhloprieCok akazdi pocitame
dvakrat.
Priklad
Porovnajte pocet uhlopriecok vo vypuklom Sestuholniku a desat'uholniku.
RieSenie
Pocet uhlopriecok v Sestuholniku je

_66-3) _

p
¢ 2

Pocet uhlopriecok v desat'uholniku je

_lo0-3) _,

Pio 5

Odpoved’: V desatuholniku je pocet uhlopriecok o 26 vacsi ako v Sestuholniku.
Priklad
Pocet uhlopriecok n-uholnika je o 26 mensi ako pocet uhloprieCok vypuklého (n + 4)-
uholnika. Urcte pocet stran obidvoch mnohouholnikov.
RieSenie
Pocet uhlopriecok jedného je
n(n-3)
2
Pocet uhloprie€ok vypuklého (n + 4)-uholnika je
_ (n+4)(n+1
T

P,=

Pu:

Z podmienky ulohy vyplyva
P,.s=P,+26
Po dosadeni za P, a P,++ dostaneme rovnicu
(n+4)(n+1)  n(n-3)

+ 26,
2

26



ktorej korefiom je n = 6.

Odpoved: Ulohe vyhovuje Sestuholnik a desatuholnik.

Cvicenia
1. Narysujte 'ubovolny konvexny mnohouholnik.
2. Narysujte l'ubovol'ny nekonvexny mnohouholnik, v ktorom pocet stran je vacsi ako
Styri.
3. Narysujte patuholnik a vyznacte v iom uhlopriecky.
4. Vypocitajte pocet uhlopriecok v sto-uholniku.

5. Zistite, o kol’ko viac je uhlopriecok v dvadsatpat'uholniku ako v patuholniku.
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1.9 Trojuholnik

Trojuholnik ABC tvori mnozZina vSetkych bodov, ktoré sucasne lezia v polrovinach

ABC, BCA, CAB, pricom body A4, B, C nelezia na jednej priamke.

2aABC = ABCNBCANCAB
Trojuholnik ABC mozno chéapat’ aj ako mnozinu vSetkych bodov X tsecky AY, kde
bod Y prebieha usecku BC.

Teda na obrazku je vyznacend mnozina bodov v rovine, ktorej hovorime trojuholnik

ABC.

C
4 B
A B
Pripomefime pomenovanie jednotlivych prvkov trojuholnika :
body 4, B, C vrcholy AABC
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usecky AB, BC, CA strany AABC
uhly CAB, ABC, BCA vnutorné uhly AABC
Poznamka: 1. Strany trojuholnika oznacujeme aj malymi pismenami (v stthlase s protilahlymi
vrcholmi) :
a=BC, b=CA, c=4B
2. Vnutorné uhly A4BC oznafujeme pismenami gréckej abecedy : o = X CAB , =
X ABC,y= «<BCA.

Ako zostrojime trojuholnik ?
Trojuholnik povazujeme za zostrojeny, ak st narysované vsetky tri jeho strany.
Zakladna konstrukcia trojuholnika ABC je, ak st dané vSetky tri jeho vrcholy 4, B, C.
Mo6zu to byt 'ubovolné tri body roviny, ktoré nelezia na jednej priamke.
Pripomefime si konstrukciu trojuholnika v pripade, Ze sa dané dizky troch jeho stran

(tieto strany nemozu byt dané ako tri tsecky).

L ]

A
!

L ]

Pre strany trojuholnika ABC plati tzv. trojuholnikova nerovnost’:

Sucet kazdych dvoch stran trojuholnika je vacsi ako tretia strana.

atb>cb+c>a,c+ta>b
Cvicenia
1. Zostrojte trojuholnik ABC, ak jed dané :
a) |4B|=|BC|=|C4| =7 cm
b)a=6cm,b=4cm,c=2cm

C) |AB|= 5 cm,

BC| =3,5cm,

CA| =3,5cm.

2. Dané su tri usecky m, n, p. Zistite, €1 mozno z nich zostrojit’ trojuholnik.
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I
3. Dana je tsecka AB a priamka m | | AB. Zostrojte AABC tak, aby jeho vrcholy boli body 4,

B a vrchol C lezal na priamke m. Kol'ko trojuholnikov mozno zostrojit’ ?

Ako delime trojuholniky podla dizok stran ?

trojuholniky

0 : ' rovnostranné
réznostranné rovnoramenné
Il,’\
I\
/
9
oA
' \\
f \
{ \ 4
/ \
."ll \
/ \ /
i R
vSetky tri strany st r6zne dve strany st zhodné vSetky tri strany st zhodné
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trojuholniky

tupouhle

pravouhle

Ako delime trojuholniky podla velkosti uhlov ?

ostrouhlé

prave jeden

prave jeden
vnutorny uhol

vSetky tri
vnutorné uhly vnutorny uhol
su ostré je pravy je tupy
Ako sa nazyvaju strany pravouhlého trojuholnika ?
Strany pravouhlého trojuholnika maju Specialne nazvy.
Prepona je strana, ktora lezi oproti pravému uhlu.
Odvesny su d’alsie dve strany trojuholnika.
odvesna

O

odvesna

prepona
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Ako sa nazyvaju strany rovnoramenného trojuholnika ?

[v] :
-—— hlavny vrchol

uhol pri hlavnom vrchole

ramena

-—

uhly pri zakladni

zakladia

A4 L

Zhodné strany KM, LM sa nazyvaji ramena trojuholnika, tretia strana sa nazyva zakladia.

Co je vonkajsi uhol trojuholnika ?

Na obrazku je trojuholnik ABC. Jeho strana BC je predizend za vrchol C. Uhol y; sa
nazyva vonkajsi uhol trojuholnika ABC pri vrchole C.

Pretoze uhly y a y; st susedné, ich graficky stcet je priamy uhol.

KaZdy trojuholnik ma tri vntitorné uhly a Sest’ vonkajSich uhlov (pozri obrazok).
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a za, B =B,y 27,

Sucet vnutorného a vonkajSieho uhla pri tom istom vrchole je priamy uhol.

A
Pozorujme obrazok, na ktorom st vyznacené vnutorné uhly trojuholnika ABC,

priamka p rovnobezna s priamkou AB. O vyznafenych uhloch a, a’, y, B, p plati:

P

Uhly a, a” a p, p tvoria dvojice striedavych uhlov, su zhodné :

az=a,f=p
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Sucet a + f +y sarovna suctu a’ + f° + y. Preto:

Sucet vnutornych uhlov v Pubovolnom trojuholniku je priamy uhol.

Cvicenia
1. Narysujte I'ubovolny :

a) ostrouhly trojuholnik KLM

b) pravouhly trojuholnik RST

¢) tupouhly trojuholnik XYZ

V pravouhlom a tupouhlom trojuholniku vyznacte farebne najdlhS$iu stranu a najvacsi
vnutorny uhol.

2. Pomenujte strany pravouhlého trojuholnika KLM, ak poznate ich dizky :
a) |KL| =3 cm,

LM|=5 cm,

KM|=4cm

b) |KL|=13 cm,

LM|=5 cm,

KM|=12 cm

3. Rozhodnite, ¢i existuje trojuholnik :

a) s dvoma pravymi vnatornymi uhlami

b) s dvoma tupymi vnatornymi uhlami
4. Urcte sucet ostrych vnatornych uhlov v 'ubovol'nom pravouhlom trojuholniku.
5. Zdovodnite, preco v 'ubovol'nom trojuholniku 4ABC plati :

Vonkajsi uhol pri vrchole 4 sa rovna suctu vnatornych uhlov pri vrcholoch B a C.
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1.9.1 Dolezité usecky (priamky) v trojuholniku

V d’alSom sa budeme venovat’ dolezitym tiseckdm (priamkam) v trojuholniku.

a) Co je strednd priecka trojuholnika?
Nech je opit’ dany trojuholnik ABC. Vyzname stred A; strany BC a stred B; strany AC.
Usedka A4;B; sa nazyva stredna prie¢ka trojuholnika ABC.

c

A E

Ak porovname usecku A;B; s useckou 4B, tak zistime, Ze:

Stredna priecka trojuholnika je rovnobezna s jeho tret'ou stranou

a je polovicou tejto strany.

Ak zostrojime stred C; strany AB, zistime, Ze v trojuholniku su tri stredné priecky.

Cvicenia
1. Je dana usecka 4B a s flou rovnobezna usecka A;B;. Zostrojte trojuholnik ABC, ked’

AB je jeho strana a 4;B; je jeho stredna priecka.
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2. Vysvetlite, preco k danému trojuholniku X;Y;Z; moZno zostrojit' jediny trojuholnik
ABC, ktorého stredné priecky st usecky X;Y;, Y:Z; a Z,X;. Popiste, ako trojuholnik

XYZ mozeme zostrojit’ !

3. Uréte dizky stran trojuholnika, ak pozname dizky jeho strednych priecok : 2 cm, 4 cm,
3 cm.

4. Narysujte 'ubovolny tupouhly trojuholnik. Narysujte jeho stredné priecky. Overte, Ze
trojuholnik je strednymi prieCckami rozdeleny na 4 trojuholniky, ktoré su taktieZ
tupouhlé.

5. Zistite, &i existuje trojuholnik, ktorého dve strany maji dizky 4 cm a 7 cm a stredna
priecka, ktora je rovnobezna s tretou stranou, ma dizku

a) lcm b) 2 cm c)3cm d) 4 cm
e) Scm f) 6 cm g) 7 cm h) 8 cm

a) Co je taznica trojuholnika ?
Opidt’ budeme uvazovat’ o trojuholniku ABC. VyznaCme v iiom stred A4; strany BC
a zostrojme usetku AA4;. Usetka AA; sa nazyva t'aZnica prechadzajuca vrcholom A. TaZnicu

AA; budeme oznacovat’ ,.

36



B

B

Ak presne rysujeme, zistime, zZe taznice sa pretinaja v jednom bode. Tento bod sa nazyva
t'azisko trojuholnika. TaZisko budeme oznacovat’ pismenom 7.

Kazd4 taznica je bodom T rozdelena na dve usecky réznych dizok. Dlhsia z nich obsahuje
vrchol trojuholnika, kratsia stred protilahlej strany. Dlhsia ¢ast’ ma dvojnasobna dizku nez jej

kratSia ¢ast’.

ZapiSme:
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TazZnica trojuholnika je ise¢ka uréena vrcholom a stredom protilPahlej strany.
VSetky tri taznice kazdého trojuholnika sa pretinajui v jednom bode — v taZisku
trojuholnika. TaZisko rozdeluje kaZdu taZnicu na dve use¢ky. DlhSia ¢ast’ obsahuje

vrchol a je dvakrat dlhSia neZ druha cast’.

Cviéenia

1. Dopliite chybajiice udaje v nacrtku trojuholnika s taznicami.

Ivl'_ N

2. Zostrojte T'ubovolny tupouhly trojuholnik EFG. Narysujte jeho taznice a zmerajte
dizky tychto taznic.

3. Narysujte rovnoramenny pravouhly trojuholnik, zostrojte jeho taznice a zmerajte
dizky jeho taznic.

4. Zostrojte trojuholnik ABT, ak |4B| = 8,7 cm,

BT| =5 cm,

AT| = 4 ¢m. Potom

narysujte trojuholnik ABC tak, aby bod T bol jeho taziskom.
5. Dany je trojuholnik ABC. Body A, B;, C; st stredy strdn a ABC. Zostrojte tazisko
trojuholnika ABC, aj trojuholnika 4;B,;C;. Zistite ich vzajomnl polohu.

b) Co je vyska trojuholnika?

Na obrazku je narysovany trojuholnik ABC. Zostrojme vrcholom C kolmicu na priamku

AB. Tito kolmicu nazveme vy$kou trojuholnika. Ozna¢ime ju v...

Kolmica zostrojena z vrcholu trojuholnika na priamku, na ktorej leZi protilahla

strana trojuholnika, sa nazyva vyS$ka trojuholnika.
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B
A E

PretoZe trojuholnik ma tri vrcholy, kazdy trojuholnik ma tri vysky. Budeme ich oznacovat’

Va: be VC-

e

Vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode V.

Tento bod nazyvame priese¢nik vySok alebo ortocentrum.
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Zapamitajme si:

V ostrouhlom trojuholniku je bod V vnutornym bodom trojuholnika.
V tupouhlom trojuholniku bod V leZi mimo trojuholnika.

V pravouhlom trojuholniku bod V splyva s vrcholom pravého uhla.

Pozndamka: Nazov vyska trojuholnika ma tri vyznamy, znamena:

a) priamku CD
b) usecku CD
c) dizku usecky CD

®
2\
A D B
Cvicenia
1. Narysujte ostrouhly trojuholnik ABC. Vyznacte v iom vysky a priese¢nik vysok.

2.

Narysujte 'ubovol'ny ostrouhly réznostranny trojuholnik ABC. Vyznacte v iom vysku
v, a taznicu t.. Porovnajte tieto tsecky.

Narysujte T'ubovolny rovnostranny trojuholnik MNP. Zostrojte vom vySku v,
a taznicu t,. Co plati o ich polohe a dizke ? Vyslovena vlastnost’ plati aj pre d’aliie
vysky a taznice ?

Narysujte I'ubovolny tupouhly trojuholnik MNP. Zostrojte priese¢nik vySok daného

trojuholnika.

. Aky trojuholnik ma dfzky vysok:

a) rovnaké,

b) rozne,

c) dve rovnaké, tretia je rozna.

Na obrazku vidite trojuholniky so spolo¢nou stranou 4B. Ich d’alSie vrcholy lezia na
priamke m rovnobeznej so stranou AB. Co mbdzete povedat o vyskach danych

trojuholnikov ?
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A B

7. Na obrazku st trojuholniky so spolo¢nym vrcholom C, protilahlé strany k tomuto
vrcholu leZia na jednej priamke. Aké su ich vysky ?
C
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1.9.2 Kruh, kruZnica, vzajomna poloha kruznic
KruZnica je mnozZina bodov vrovine, ktoré maji od pevného bodu S rovnaku

vzdialenost'.

|SC|=r polomer kruznice

AB - priemer kruZnice

d=2r

Vsetky body X kruznice st body, pre ktoré

plati
|SX| =r

k(S,r) - oznagenie kruznice

Pre vSetky body X kruhu plati
|SX | <r

K (S,r) - oznaCenie kruhu

r ma dva vyznamy : useCka SC,
dizka use¢ky SC
Na obradzku je narysovana kruznica k (S; r). Na kruznici st vyznacené dva rézne body

A, B. Usetka AB sa nazyva tetiva kruZnice.
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Na obrazku je narysovana kruznica k (S; r). Use¢ka 4B je jej tetivou. Os o tetivy 4B je
osou usecky AB; os o je kolma na AB a prechadza stredom P useCky AB. Body 4, B lezia na
kruznici k; plati |AS|=|BS|=r

Os tetivy prechadza stredom kruZnice.

Cviéenia

1. Prerysujte tento obrazok.

e Zn

2. Na obrazku je narysovana kruznica k (S; 4 cm). Suasne st vyznacené body M, P, X,

Z, O, N. Napiste vztahy, ktoré platia pre vzdialenosti tychto bodov od stredu S.
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3. Zostrojte kruznicu k (S; r). Vyznacte dva navzajom kolmé priemery 4B, CD kruznice
k. Zapiste vSetky pravé uhly, ktoré takto vznikli.
4. Zostrojte kruh K (S, 3 ¢cm). Vyznacte aspon dva body M;, M, pre ktoré plati:

2,5cm< |SM,| <4cm
2,5cm< |SM2| <3,5cm

5. Vo vnutri kruznice & (S; r) lezi bod P r6zny od stredu S. Zostrojte tetivu 4B kruznice
k tak, aby bod P bol stredom tetivy.

6. Dané st dve tetivy 4B, CD kruznice k. Najdite stred S kruznice k.

7. Zostrojte tetivu kruZnice k (S; 3 em), ktora prechadza stredom S. Aka je jej dizka ?

8. Dana je kruznica k (S; 4 ¢m). Narysujte niekol’ko tetiv tejto kruznice tak, aby mali
vietky dizku 4 cm. Kde budu leZat’ stredy tychto tetiv ?

9. Dana je kruznica k (S; 3 cm). Narysujte dva kolmé priemery 4B, CD tejto kruznice,
kde 4, B, C, D lezia na kruznici. Aky utvar tvoria body 4, D, B, C?

10. Dana je kruznica k (S; 3 cm). Narysujte niekol’ko priemerov XY tejto kruznice.
Zostrojte stredy P useiek SX, SY na kazdom priemere. Na akom geometrickom utvare

budu lezat’ body P ?

a) Vzajomnd poloha priamky a kruznice

Nech je dand kruznica k£ (S; r) apriamka p. Skimajme vzidjomnit polohu kruznice
k a priamky p.

1. Na obrazku je narysovana kruznica k (S, r) a priamka p, ktorej vzdialenost' v = |SP| od

stredu kruznice k je vitSia nez polomer r. Zrejme plati: — |SX| > [SP| > r
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v>r

Ak ma priamka p od stredu S kruznice k vzdialenost’ v > r,
tak priamka p kruZnicu k nepretina.

Priamka p sa nazyva nesecnicou kruznice k.

2. Na dalSom obrdzku je opdt narysovana kruznica k (S; r) apriamka p, ktorej
vzdialenost’ v od stredu kruznice sa rovna polomeru, v = r. Pédta T kolmice vedenej
stredom S na priamku p je bodom kruznice &, lebo plati:

|ST| =v=r

Kazdy iny bod X priamky p= ¢ je vonkajsi bod kruznice £.
|SX| > |ST| =1

v=r

Ak priamka ma od stredu kruznice vzdialenost’ v=r,

45



tak ma priamka s kruZnicou jediny spolo¢ny bod.
Priamka, ktord ma s kruznicou jediny spolo¢ny bod, sa nazyva dotycnica kruznice.
Spolo¢ny bod priamky a kruznice je bod dotyku.

Dotyc¢nica je vidy kolma na polomer kruZnice.

3. Na obrazku je narysovana kruznica k (S; r) a priamka p, ktorej vzdialenost’ v od stredu

S kruznice £ je menSia neZ polomer. Priamka s kruznicou ma dva spolo¢né body.

v<r

Ak ma priamka od stredu kruzZnice vzdialenost’ v <r,
tak ma priamka a kruZnica dva rézne spolo¢né body.
Priamka, ktord ma s kruznicou dva r6zne spolo¢né body, sa nazyva secnica kruznice.

Spolo¢né body priamky a kruZnice su ich priese¢niky.

Urobme prehl'adnu tabulku vzajomnej polohy priamky a kruznice. Zapamaitajme si, ze
vz4ajomna poloha priamky a kruZnice zavisi od vztahu vzdialenosti v priamky od stredu a od

polomeru kruZnice.

PrehPadna tabulka
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priamka nema s kruznicou
spolo¢ny bod

pNk=3 v>r

nesecnica kruZnice

priamka ma s kruznicou
jeden spolo¢ny bod — bod
dotyku

pNnk=T v=r

doty¢nica kruznice

priamka ma s kruZnicou dva
spolo¢né body — priese¢niky
A,B

p(‘\kz{A,B} v<r

seCnica kruznice

Cviéenia

1. Dana je priamka p a vzdialenost’ v = 3 cm. Narysujte niekol'’ko bodov v rovine, ktoré

maju od priamky p vzdialenost’ 3 cm. Aky uUtvar v rovine vytvoria vSetky body, ktoré

maju od priamky p vzdialenost’ 3 cm ?

2. Charakterizujte priamku p, ktora prechadza stredom S kruznice k. Zarad’te ju medzi tri

mozné vzajomné polohy priamky a kruznice.

3. Narysujte kruznicu k (S; r). Na kruznici zvolte bod 7. Zostrojte doty¢nicu, ktora

prechadza bodom 7.
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4. Dana je kruznica k (S, 3,5 cm) a priamka p, ktorej vzdialenost’ od stredu S kruznice k& je
4,5 cm. Zostrojte dotyCnicu ¢ kruznice k, rovnobezna s danou priamkou p.

5. Narysujte Styri navzajom rovnobezné priamky a, b, ¢, d. Vzdialenost’ medzi kazdymi
dvoma susednymi priamkami je 1 cm. Na priamke a zvol'te bod S. Narysujte kruznicu
k (S; r = 2 cm). Urcte vzajomnu polohu priamok a, b, ¢, d a kruznice k.

6. Narysujte kruznicu & (S, » =3 cm) a jej l'ubovol'nu tetivu AB, ktora nie je priemerom.
a) Zostrojte doty¢nice kruznice &, ktorych dotykové body st 4, B.

b) Aka je vzajomna poloha tychto doty€nic ?
c) Zostrojte priamku o, ktora je ur¢ena prieseCnikom zostrojenych doty¢nic a stredom
S. Je priamka o kolma na tetivu 4B ? Svoje tvrdenie zd6vodnite.

7. Dany je bod §. Narysujte I'ubovol'ni priamku ¢, ktord je od bodu S vzdialena 3 cm.
Dalej narysujte kruznicu & so stredom v bode S tak, aby sa dotykala priamky ¢.

8. Dana je priamka ¢ ana nej bod 7. Narysujte niekol’ko kruznic, ktoré sa dotykaju
priamky ¢ vbode 7. Co vyplnia stredy vSetkych kruZnic, ktoré sa dotykajii danej
priamky ¢ a maju dotykovy bod 7' ?

9. Dana je priamka 7, na nej bod 7" a bod 4, ktory nelezi na priamke ¢. Narysujte kruznicu
k, ktora sa dotyka priamky ¢ v bode T a prechadza bodom 4. Stru¢ne zapiSte postup
konstrukcie.

10.Na obrdzku si narysované dve kruZnice sréznymi stredmiarovnako dlhymi

polomermi. Narysujte aspoil jednu spolo¢nt doty¢nicu oboch kruznic.

b) Vzajomna poloha dvoch kruznic

Pri skiimani vzajomnej polohy dvoch kruznic si v§imame, ¢i kruZnice maji spolo¢né body

alebo nemaja. Sucasne ur¢ime podmienky, za ktorych jednotlivé pripady nastan.
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1. Nech su dané dve kruznice s roznymi stredmi k; (S5, r1), k2 (S2; 72). Priamka S;S> (niekedy

aj Gse¢ka S,S,) sa nazyva stredna dvoch kruznic. Dizka asecky S;Ss,

S,8,| = ¢, je dizka

strednej usecky.

|SlSz| >n+n

Kruznice k; a k; nemaju spolo¢ny bod, pricom vSetky body kazdej kruznice lezia
zvonka druhej. Hovorime, ze kruZnice lezia mimo seba.

Zrejme plati: ¢ = [S,S,| >+, kiNnk =0

AK pre dve kruZnice plati ¢ = |S]S2| > 11+,

leZi jedna kruZnica mimo druhej (kruZnice nemaju spolo¢ny bod).

2. Na dalSom obrazku kruznice k; a k; maju jediny spoloény bod 7. Kazdy bod jednej

kruznice r6zny od bodu T lezi zvonka druhej kruznice.

|S1S2|=r1 +r|, knk,=T

Hovorime, Ze tieto dve kruZnice maji vonkajsi dotyk alebo sa dotykaju zvonka.

k]ﬁngT.

AK pre dve kruZnice k; a k; plati ¢ = |S]S2| =rt+n,

kruznice maja vonkajsi dotyk (maja spolo¢ny bod).
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3. Dve kruznice k; a k; sa pretinaju v dvoch réoznych bodoch 4, B. Okrem tychto bodov

nemaju ziadny spolo¢ny bod.

Z trojuholnika §,S,4 vyplyva  |n—r, <|S\S)|<n+n|, k Nk ={4,B}, r>r.

Ak pre dve kruZnice plati r; — r; < |S]S2| <ritrn,

kruZnice sa pretinaji v dvoch bodoch.

4. Kruznice k; a k, maju jediny spolo¢ny bod 7. Body kruznice &, rozne od bodu T lezia

vnutri kruznice k;. Hovorime, Ze kruznice maju vnutorny dotyk (dotykaju sa zvnutra).

c:=|SlSz|=r1—r2 , kNk,=T

AK pre dve kruZnice plati |S]S2| =r;—I,

maju kruznice vnutorny dotyk (jeden spolo¢ny bod), kruznica k; lezi vnutri kruZnice k;.

5. Jedna kruznica lezi vnutri druhej a nemaju spolo¢ny bod.
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c:=|SlS2|<r1 -nl, knk,=0

AK pre dve kruzZnice plati

S,S,| <ri—ry, S # S,

leZi jedna vnutri druhej (nemajua spolo¢ny bod a rézne stredy).

6. Nakoniec si vSimneme pripad, ked’ kruznice maju spolo¢ny stred a r;#r,. KruZnice sa

sustredné.

S [ss)-o

Vyznaceny Utvar medzi kruznicami sa nazyva medzikruZie.
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PrehPadna tabulka

1.
Kruznice
|S,8,|> 1 +7, lezia mimo seba.
kN =D
|S,8,| =1 +7, KruZnice
kyNky=T maji
vonkajsi dotyk.

r]—r2<|SlS2|<r1 +7r

Kruznice sa pretinaju

v dvoch ré6znych

bodoch.
4.
Kruznice
|SlSz|=’”1 N maja
vnutorny dotyk.
5.
/,f’ e
/ \H
Irf \ Jedna kruZnica
II .' —I 0<|8,8,|<r—r lezi
IIl. k .'I 7 . .
x\ : /; k=D vo vnutri druhej.
M -
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Jedna kruznica lezi vo

|5,8,|=0 vnutri druhej — stredy
k Nk, =0 splyvaji — sustredné
KruZnice.

Cviéenia

I.

5.

Dana je kruznica k; (S;; 3 cm) a na nej bod 4. Zostrojte kruznicu k, s polomerom 2
cm, ktord ma s kruznicou k; vonkajsi dotyk.

Dana je kruznica m (O, 2 cm) a na nej bod M. Zostrojte kruznicu »n s polomerom 3 cm,
ktora ma s kruznicou m vnutorny dotyk.

Na obrazku je narysovanych 5 kruznic k;, k,, k3 ks ks. PopiSte vzajomni polohu

kruznic:

a) kraky, b)k;aks; c) k;aky d) ks a ky;
e) kyaks; f) ks a k3; g) ks a k.

Zistite moZnosti vzajomnej polohy dvoch kruznic s rovnakymi polomermi. Urobte
prehl'adnu tabulku.
Dana je kruznica k (S; 2,5 ¢m). Zostrojte niekol’ko kruznic s polomerom r = 2 cm tak,

aby sa dotykali zvonka kruznice k. Kde budu lezat’ stredy takto zostrojenych kruznic?

6. Dana je kruznica k (S; 4,5 cm). Zostrojte niekol’ko kruznic s polomerom r = 2 cm tak,

aby sa dotykali kruznice £ zvnutra. Kde budu lezat’ stredy takto zostrojenych

kruznic?
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1.9.3 KruZnica opisana a vpisana trojuholniku

V predoslych €astiach sme zistili, Ze os tetivy kruznice prechddza stredom kruZnice.

Nech je dany trojuholnik 4ABC a kruznica, ktord prechadza vrcholmi trojuholnika.

Takuto kruznicu budeme nazyvat’ kruZnica opisana trojuholniku.

Bude nas zaujimat’, ako zostrojime stred takejto kruznice. Strany trojuholnika st tetivy

danej kruZnice. Preto stred tejto kruZznice musi leZat’ na osiach stran (na osiach tetiv). Teda:

Priese¢nik osi stran trojuholnika je stred kruZnice opisanej trojuholniku.

Kazdému trojuholniku mozno opisat’ kruzZnicu.

V d’alSom si pripometime os uhla.
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Os uhla rozdel'uje kazdy uhol na dve zhodné cCasti. Kazdy bod osi uhla je rovnako

vzdialeny od ramien uhla.

Nech je dany trojuholnik ABC. Zostrojme osi jeho vnutornych uhlov. Dve z nich sa

pretinaji v bode O. Tymto bodom musi prechadzat’ aj tretia os. To sa 'ahko zdovodni na
zaklade vlastnosti osi uhla.
Z toho vyplyva, ze bod O bude rovnako vzdialeny od stran trojuholnika. KruZnica,

ktora sa dotyka stran trojuholnika, nazyva sa kruZnica vpisana trojuholniku.

Priese¢nik osi uhlov trojuholnika je stred kruZnice vpisanej trojuholniku.

Na obrazku je postup konstrukcie kruznice vpisanej trojuholniku.
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Cviéenia

1.

Dané su tri body 4, B, C, ktoré neleZia na jednej priamke. Zostrojte kruznicu, ktora
prechadza bodmi 4, B, C.

Dany je pravouhly trojuholnik ABC, v ktorom dizky odvesien st 3 cm a4 cm.
Zostrojte kruznicu opisant tomuto trojuholniku. Aky bude priemer tejto kruznice ?
Zostrojte kruznicu opisant a vpisant rovnostrannému trojuholniku.

Zostrojte 'ubovol'ny tupouhly trojuholnik ABC a opiste mu kruznicu. Aku polohu
ma stred tejto kruznice vzhl'adom na dany trojuholnik ?

Zostrojte 'ubovol'ny tupouhly trojuholnik ABC a vpiste mu kruznicu. Aku polohu
ma stred tejto kruznice vzhl'adom na dany trojuholnik ?

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Zostrojte kruznice, ktoré sa dotykaja:

a) strany AB a priamok AC a BC;

b) strany BC a priamok AB a AC;

c) strany AC a priamok BC a BA.

Na obrazku je dana usecka AB, bod S, ktory je rovnako vzdialeny od bodu 4, B,
d’alej je dani kruznica m (O, r). Zostrojte trojuholnik ABC, v ktorom § je stredom
kruZnice opisanej a vrchol C leZi na kruznici m.

m
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1.9.4 Oblik kruznice. Kruhovy vysek. Stredovy, obvodovy a isekovy uhol

Na obrazku je narysovana kruznica k (S; r). Body A4, B delia kruznicu k na dve cCasti,

ktoré nazyvame obliky kruznice alebo kruznicové obluky.

AXB je obluk kruznice ks krajnymi bodmi
A,B , ktory obsahuje bod X.
AYB je oblik kruznice ks krajnymi bodmi

A,B , ktory obsahuje bod Y.

Na d’alSom obrazku je kruh K (S; r) ohranieny kruznicou k (S; r). Zvolme dva
polomery S4, SB. Tieto dva polomery rozdelia kruh K na dve cCasti, ktoré nazyvame kruhové

vyseky.

Kruhovy vysek 4SB(X) - obsahuje bod X.

Kruhovy vysek 4SB(Y) - obsahuje bod Y.

b

Nech je dana kruznica k (S; r) abody A, B, ktoré rozdeluji kruznicu na dva
kruznicové obluky. Zostrojme uhol ASB. Jeden z oblikov lezi vo vnutri tohto uhla. Uhol 4SB

nazyvame stredovy uhol prisluchajici k obluku 4B.

Bodmi 4,B je urCena aj tetiva, preto niekedy
hovorime, Ze

stredovy uhol prisliucha tetive AB kruznice k.

rd ; Y
Ak na kruznici k (S; r) zvolime tri body 4, B, C, potom uhol ACB sa nazyva obvodovy
uhol prisluchajuci k obluku 4B.
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Taktiez hovorime, ze

obvodovy uhol prislucha tetive AB kruznice k.

O obvodovych a stredovych uhloch plati:

1. Obvodovy uhol je polovicou stredového uhla prislichajiceho
k tomu istému obliku.
2. VSetky obvodové uhly prislichajice k tomu istému obliku st zhodné

(s rovnako velké).

Velkost obvodového uhla nezavisi od

polohy bodu C, rozhodujuce su body 4, 5.

Sledujme nasledujuci obrazok.
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Na fiom st vyznacené obvodovy uhol o a stredovy uhol @ nad oblikom A4YB. Dalej je
vyznacena tetiva 4B a dotyCnica ¢ ku kruznici k£ v bode 4. Uhol BAX, kde bod X je vyznaceny

na dotyc¢nici ¢, nazyvame tsekovy uhol patriaci obluku 4YB.

Usekovy uhol patriaci obliiku A YB kruZnice k je zhodny

s obvodovym uhlom nad tym istym oblukom.

Ak body A4, B kruZnice k (S; r) st body priemeru, tak rozdelia kruznicu na dva zhodné

kruznicové obliky, kazdy z nich je polkruZznica.

k

B V tomto pripade stredovy uhol je priamy.

Ak zostrojime v tomto pripade obvodovy uhol ACB (kde A, B st body priemeru), potom
uhol ACB je pravy.
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Obvodovy uhol ACB je polovicou
stredového uhla 4SB, a ked’Ze stredovy uhol

ASB je priamy, potom obvodovy uhol ACB
je pravy.

Z vlastnosti obvodovych a stredovych uhlov vyplyva Talesova veta.

Talesova veta

Vrcholmi pravych uhlov AXB st body X kruZnice & s priemerom 4B (s vynimkou A, B)

a Ziadne iné.

Mnozinou vrcholov pravych uhlov v§etkych pravouhlych trojuholnikov s preponou AB

je kruznica k s priemerom AB okrem bodov 4, B.

Kruznicu k nazyvame Talesova kruZnica.

Cviéenia

1.

A I

Dana je kruznica & (S; 3 c¢m). Zvol'te na kruznici dva r6zne body A, B. Vyznalte
kruznicové obluky, na ktoré tieto body rozdelia kruznicu k.

Urcte kruznicovy obluk, ktorému prislicha stredovy uhol a ten je pravy.

Urcte kruznicovy obluk, ktory prislucha priamemu stredovému uhlu.

Urcte stredovy a obvodovy uhol, ktory prislucha Stvrt’ kruznici.

Urcte stredovy a obvodovy uhol, ktory prislucha polkruznici.
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6. Dany je kruh K (S; 4 cm). Farebne vyznacte kruhové vyseky, ktoré su uréené dvoma
na seba kolmymi polomermi.

7. Dand je Gsecka MN. Zostrojte Talesovu kruznicu, ktorej priemer je tiseCka MN.

8. Je dany hodinovy cifernik. Vypocitajte velkosti vnitornych uhlov trojuholnika,

ktorého vrcholy lezia na ciferniku v bodoch 1, 4, 8.

9. Narysujte kruznicu £ (S, 3 c¢m) avyznacte bod M, pre ktory plati |SM |= 5,5 cm.

Zostrojte dotyCnice z bodu M ku kruznici k (pouzite Téalesovu vetu).
10. Zostrojte trojuholnik ABC, ked’ je dand strana ¢ =7 cm, v, =5 cm, v, =4 cm.
11. Narysujte utvar, ktory je mnozinou bodov, z ktorych vidiet’ iseCku 4B pod uhloma

(pouzite usekovy uhol).
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1.9.5 Zhodnost’ trojuholnikov
Na obrazku su narysované trojuholniky A4,B,C; a A,B,C..

Ay

PriloZme priesvitku a narysujme na fiu napr. trojuholnik 4;B,C;.
Premiestnime priesvitku tak, aby vrchol 4; splynul s vrcholom 4. Presved¢me sa, ¢i vrchol
B; splynie s vrcholom B; a vrchol C; s vrcholom C. Splynuli.
Hovorime, Ze trojuholnik 4;B;C; je zhodny s trojuholnikom 4,B,C,, ¢o zapisujeme
AA;B,C; = AA:BC)
PretoZe pri premiestiiovani sa dizky tsediek (stran) ani vel'kosti uhlov nemenia, plati:

aj=a bi=b; C1=cC2

ar=a: Bi1=pB:2 Y27,

Dva trojuholniky st zhodné, ak st zhodné kazdé dve odpovedajtce si strany

a kazdé dva odpovedajtce si vnttorné uhly.

Niekedy méame rozhodnit’ o zhodnosti dvoch trojuholnikov a pritom vieme iba to, ze
pre ne platia niektoré z tych Sest’ rovnosti. Kedy mame zarucené, Ze tieto trojuholniky su
zhodné ?

Uvedieme, ze pri vhodne vybranej trojici rovnosti st trojuholniky zhodné. Teda

vyslovime tri vety o zhodnosti trojuholnikov.

Veta sss
AKk pre dva trojuholniky 4;B;C; a A;B,C, plati
AiB; = A:B;, B;C; =B,Cya CiA; = CrA3,
potom su tieto trojuholniky zhodné: AA;B;C; = AA;B>C,.

Vetu sss mézeme vyslovit’ aj takto:
Ak sa dva trojuholniky zhoduju vo vsetkych troch strandch, tak su zhodné.
Ukazka:
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4 5cm

38em 45mm

G0mm

38mm

Veta usu
AKk pre dva trojuholniky 4;B;C; a A;B,C, plati
AiB; = A3B;, < C1A1B1= X CA2B2 a < A1B;1C1= X A2B2Cs,
potom su tieto trojuholniky zhodné: AA;B;C; = AA;B>C>.

Tuto vetu mozeme preformulovat’ aj takto:
Ak sa dva trojuholniky zhoduju v jednej strane a v dvoch uhloch prilahlych, tak su zhodné.
Ukazka:

Veta sus
Ak pre dva trojuholniky A;B;C; a A,B,C,plati
AiB; = A;B;, BiC; =B,Ca < A1B;C1= < AB,C,,
potom su tieto trojuholniky zhodné: AA;B;C; = AA;B>C..

Tuto vetu mozeme preformulovat’ takto:

Ak sa dva trojuholniky zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi uréenom, tak su zhodné.

Ukéazka:
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Cvicenia
1. Narysujte dva zhodné trojuholniky. Oznacte ich vrcholy a zapiSte zhodnost
narysovanych trojuholnikov.

2. Kazdy z trojuholnikov na obrazku ma obvod 16 cm. Nie vSak vSetky st zhodné.

N4jdite zhodné trojuholniky a ich zhodnost’ zd6vodnite.

X
74cm

54cm

Scm .8cm 3 6cm

B 36cm C 0]
L 84cm =

3. ModzZete z uvedenych udajov o trojuholnikoch ABC a DEF na nacrtku rozhodnut, ¢i su
zhodné ?

E
4. Rozhodnite, ¢i trojuholniky ABC a EFG su zhodné. Ak ano, ich zhodnost” odovodnite
a zapiSte.
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a) |4B|=60 mm, |[«CAB|=56° |«4BC|=71°
|FG|= 60 mm, |<EFG|=56°, |<FGE|=71°
b) |AC| =9 cm, [«CAB| = 80°, |[«BCA| = 46°
|EF| =9 cm, |<XEFG| = 46°, |<FGE| = 54°

5. Kruznice k; a k, majt spoloény stred S. Usecka 4B je priemer kruznice k;, Gse¢ka CD
je priemer kruznice k,. Rozhodnite, ¢i vyfarbené trojuholniky st zhodné. Ak &no, ich

zhodnost’ zdovodnite a zapiste.
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1.10 Stvoruholnik
Mnohouholnik, ktory ma Styri vrcholy, Styri strany a Styri vnatorné uhly, sa nazyva

Stvoruholnik.
body 4, B, C, D vrcholy Stvoruholnika ABCD
usecky AB, BC, CD, DA strany Stvoruholnika ABCD
uhly DAB, ABC, BCD, CDA vnutorné uhly Stvoruholnika ABCD

Strany Stvoruholnika ABCD oznacCujeme aj malymi pismenami:
a=A4B, b=BC, ¢ =CD, d=DA.

Podl’a toho, ¢i dve strany Stvoruholnika maji spolo¢ny vrchol alebo nemaju, nazyvaja
sa susedné alebo protilahlé. Napriklad strany a, b st susedné, strany a, c¢ su protilahlé.
Krajné body strany su susedné vrcholy. Vrcholy, ktoré nie su susedné, nazyvaji sa
protilahlé.

Vnutorné uhly Stvoruholnika ABCD oznacujeme pismenami gréckej abecedy:

o =|«DAB|, B=|«4BC

, X =|«BCD

, 8 |«CD4|.

Usecky, ktoré spéjaju protilahlé vrcholy $tvoruholnika, nazyvaji sa uhlopriecky.

Stvoruholniky delime na:
1. rovnobezniky
2. lichobezniky

3. ine
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1.10.1 Rovnobezniky

Rovnobeznik je stvoruholnik, ktorého kazdé dve protil'ahlé strany st rovnobezné.

D C

L $

A B
Na obrazku je rovnobeznik ABCD. Pre jeho strany plati AB||CD, BC||AD. Z toho

vyplyva, Ze taktiez plati |AB|=|CD| a |4D|=|BC]|. Aj protil'ahlé uhly st zhodné. Teda:

Stvoruholnik, ktorého kaZdé dve protiPahlé strany st rovnobeZné,
nazyva sa rovnobeZnik.
Kazdé dve protil’ahlé strany rovnobeZnika st zhodné.

Kazdé dva protiPahlé uhly rovnobeZnika st zhodné.

Na obrdzku je rovnobeznik KLMN. Su vyznacené jeho uhlopriecky. V kazdom

rovnobezniku je priese¢nik uhloprie¢ok stredom kazdej z nich.

Uhloprie¢ky rovnobeznika sa navzajom rozpol’uju.

Co je vyska rovnobeznika ?
Vyska rovnobeznika je vzdialenost' jeho protilahlych rovnobeznych stran. Pretoze

rovnobeznik mé dve dvojice rovnobeznych stran, ma aj dve vysky.
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A = X

Na obrazku st znazornené usecky XX a Y, >, ktorych dizky sa vysky:
| X, X, | = vas

VY| = v
Ako triedime rovnobezniky ?
Vsetky rovnobezniky méZeme rozdelit’ podl'a vnutornych uhlov do dvoch skupin:

a) Ak su vSetky vnatorné uhly rovnobeznika pravé, nazyvame tento rovnobeznik

pravouholnikom.

b) Ak ani jeden vnutorny uhol nie je pravy, nazyvame tento rovnobeznik

kosouholnikom.

Kosouholnik mé dva vnatorné uhly ostré a dva tupé.

Dalej pravouholniky delime na obdiZniky a §tvorce.
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Rovnobeznik, ktorého vSetky vnutorné uhly su pravé, sa nazyva pravouholnik.
Pravouholnik, ktorého susedné strany nie st zhodné, nazyva sa obd/nik.

Pravouholnik, ktorého susedné strany su zhodné, nazyva sa stvorec.

Vlastnosti obdiZnika
Obdiznik je rovnobeznik, ktorého
e vnutorné uhly su prave,
e protilahlé strany su zhodné,
susedné strany nie su zhodné,
uhlopriecky sa navzajom rozpoluju a su zhodné,
kazda uhlopriecka rozdeluje obdlznik na dva zhodné pravouhlé trojuholniky

priesecnik S uhlopriecok je stredom opisanej kruznice

Vlastnosti Stvorca

Stvorec je pravouholnik

vSetky jeho strany su zhodné,
uhlopriecky sa navzajom rozpoluju, su zhodné a na seba kolmé,
kazda uhlopriecka ho deli na dva zhodné rovnoramenné pravouhlé trojuholniky,

priesecnik S uhlopriecok je stredom kruznice opisanej a kruznice vpisanej
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Kosouholniky triedime podla stran nasledovne:

a) Ak kosouholnik nemé susedné strany zhodné, nazyva sa kesodiznik.

b) Ak kosouholnik ma susedné strany zhodné, nazyva sa kosostvorec.

Teda:

Rovnobeznik, ktorého dva vnatorné uhly st ostré a dva tupé, nazyva sa kosouholnik.
Kosouholnik, ktorého susedné strany st zhodné, nazyva sa kesostvorec.

Kosouholnik, ktorého susedné strany nie su zhodné, nazyva sa kesodlznik.

Vlastnosti kosostvorca
e KosoStvorec je kosouholnik, ktorého vsetky strany si zhodné.
o Uhlopriecky kosostvorca sa navzajom rozpoluju, su na seba kolmé.

o Priesecnik S uhlopriecok je stredom vpisanej kruznice do kosostvorca.
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Osi sumernosti

|
|
|
1 Vs | .
S0 0 “u
B e | ~-
I _/ !
'\_\ I y 7 I:
-\I_/ e e e
___.__TK._______ (o]
09 AR 1 :
SN | T \
. L .\' | !
e | . I
: : i
Styri osi sumernosti dve osi sumernosti dve osi sumernosti

Cvicenia

1. Zostrojte rovnobeznik RSTU, ak je dané : |RS| =6 cm, RU| =3 cm, <):URS| = 60°.

2. Zostrojte rovnobeznik ABCD, ak je |4B| =5 cm, |[BC|=3,5 cm, |BD| =4 cm.

3. Zostrojte obdiznik EFGH so stranou dizky 4 cm a uhloprie¢kou dlhou 5 cm.

4. Narysujte I'ubovolny trojuholnik ABC a dopliite ho na rovnobezniky ABCD, ABEC,
CAFB. Strany trojuholnika ABC su zname usecky v trojuholniku DEF. Ako sa
nazyvaju ?

5. Nacrtnite a pomenujte rovnobeznik, ktorého uhlopriecky
a) su zhodné a navzajom kolmé,

b) st zhodné a nie st kolmé,

c¢) nie st zhodné a su navzajom kolmé.
6. Ktorym rovnobeznikom mozno opisat’ a ktorym vpisat’ kruznicu ?
7. Zostrojte Stvorec,

a) ktorého strana ma dizku 5 cm,

b) ktorého uhloprietka mé dizku 5 cm.
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1.10.2 LichobezZniky

Stvoruholnik, ktory mé prave jednu dvojicu rovnobeznych protilahlych stran,

sa nazyva lichobeZnik.

Na obrézku je nakresleny lichobeznik ABCD.

D Y %

zakladne
vySka

& — i"‘“‘*— ramena

A o B

Rovnobezné strany 4B a CD sa nazyvaju zakladne lichobeznika ABCD, strany AD
a BC su ramena lichobeznika. Vzdialenost’ zakladni je vy$ka lichobeznika. Tuto vzdialenost’
mdézeme vyznaCit nekone¢ne mnoho useCkami, na nasom obrazku je vySka vyznafena
useckou XY.

Pozname aj Specialne lichobezniky.

Lichobeznik MNPQ na obrazku ma jedno rameno MQ kolmé na zdkladne MN a PQ.

Je prikladom pravouhlého lichobeZnika.

q P

-,

V] M

Lichobeznik, ktorého ramena su zhodné, nazyva sa rovnoramenny lichobeznik.
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Uhly pri kazdej zakladni rovnoramenného lichobeZnika si zhodné.
Rovnoramenny lichobezZnik je simerny podl’a osi,
ktora prechadza stredmi zakladni.

Rovnoramennému lichobezniku mozno opisat’ kruZznicu.

Pri konStrukcii lichobeznika vyuZijeme obyc€ajne uhlopriecku, ktord lichobeZznik

rozdeli na dva trojuholniky a tieto zostrojime podl'a znamych konstrukeii.
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Napr. na obrazku je nadrtnuty lichobeznik MNOP, v ktorom pozname |[MN| = 6 cm,

|OP| =35cm,

MO| =7 cm,

<OMN| = 30°.

Naért

Gem

Uvedomime si, Ze z rovnobeznosti zdkladni MN a OP vyplyva zhodnost’ striedavych
uhlov OMN a MOP. Mdbzeme zostrojit' trojuholnik MNO. Bod P zostrojime na zaklade

rovnobeznosti priamok MN a OP a |OP| =3,5cm.

30° '.I

M

V kaZzdom lichobeZzniku moZno vyznacit’ Gsecku, ktora je urena stredmi ramien. Tuto

usecku nazyvame strednou prie¢kou lichobeznika.

D C

A B

Vlastnosti strednej priecky lichobeznika mézeme vy¢itat’ z nasledujiceho obrazka.
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A g B c
PQ je stredna priecka lichobeznika ABCD a stcasne stredna priecka trojuholnika ARD,

a+c

a preto PO||AR a [PQ| =

Stredna priecka lichobeZnika je use¢ka urcena stredmi ramien.
Stredna priecka lichobeZnika je rovnobezna so zakladnami

a+c

a jej diZka sa rovna , kde a, ¢ st dizky zakladni.

Cvicenia
1. Zostrojte l'ubovolny
a) pravouhly lichobeznik MNOP (MN|| OP)
b) rovnoramenny lichobeznik KLMN (KL || MN)
2. Narysujte l'ubovolny
a) pravouhly, b) rovnoramenny, ¢) rovnostranny
trojuholnik ABC. Najdite bod D tak, aby Stvoruholnik 4ABCD bol lichobeznik so
zékladiiami AB a CD.
3. Zostrojte l'ubovolny rovnoramenny lichobeZnik EFGH a opiSte mu kruZnicu.

4. Zostrojte lichobeznik DEFG (DE|| FG), ak je dané:

a) |DE| = 6,4 cm,

DF| =4,4 cm,

GF| =2,5 cm,

<FDE| = 40°

b) |DE| =3,7cm,

EF| =4,7 cm,

GD| =54 cm,

<DEF| =118°
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1.10.3 Iné Stvoruholniky

Na obrazku je znazorneny Stvoruholnik, ktorého kazda strana je tetivou kruznice.

Takyto Stvoruholnik nazyvame tetivovy Stvoruholnik.

Z vlastnosti obvodovych uhlov a stredovych
uhlov vyplyva

a+y=B+8=2R (priamyuhol)

Na obrazku je zndzorneny Stvoruholnik, ktorého strany st doty¢nice kruznice. Takyto

Stvoruholnik nazyvame doty¢nicovy Stvoruholnik.

D . C

Pre dotyCnicovy Stvoruholnik ABCD
plati

Dal§im $tvoruholnikom je tzv. deltoid. Je to $tvoruholnik, ktory ma dve susedné

a d’alie dve susedné strany zhodné.
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AB = BC
AD =CD

B
Uhlopriecky deltoidu su na seba kolmé, nie si zhodné, uhlopriecka BD je osou usecky

AC, uhlopriecka AC nie je osou uhlopriecky BD.
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1.10.4 Pravidelné n-uholniky

Pravidelnym n-uholnikom (n>3) nazyvame n-uholnik, ktory ma vSetky vnatorné
uhly zhodné a vSetky strany zhodné. Medzi ne patri: rovnostranny trojuholnik, Stvorec,

pravidelny patuholnik, pravidelny Sestuholnik,....

Vsetkym pravidelnym n-uholnikom moZno opisat’ a vpisat’ kruZnicu.

KonStrukcie niektorych pravidelnych n-uholnikov

1. Stvorec (pravidelny $tvoruholnik) a pravidelny osemuholnik
Vyuzijeme vlastnosti, Ze kazdy pravidelny n-uholnik mé opisant kruznicu.
Stvorec mé uhloprie¢ky na seba kolmé.

Konstrukcia:

1. Zostrojime kruznicu

2. Zostrojime dva navzajom kolmé priemery

3. Krajné body tychto priemerov su vrcholy Stvorca

Osemuholnik

1. Zostrojime Stvorec

2. Zostrojime osi stran Stvorca

3. Priesecniky osi stran Stvorca s kruznicou a vrcholy Stvorca vpisaného do kruznice,

su vrcholy pravidelného osemuholnika
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2. Pravidelny Sest’'uholnik a rovnostranny trojuholnik (pravidelny trojuholnik),
pravidelny dvanast’uholnik

Sest'uholnik

1. Zostrojime kruznicu s polomerom r

2. Usecku dizky r nanesieme Sestkrdt za sebou ako tetivu

3. Takto zostrojené body su vrcholy pravidelného Sestuholnika

Trojuholnik
1. Zostrojime vrcholy pravidelného Sestuholnika

2. Spojime tri nesusedné vrcholy pravidelného Sestuholnika
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Pravidelny dvanast'uholnik

1.

2
3.
4

3.

Zostrojime pravidelny Sestuholnik

Zostrojime osi stran pravidelného Sestuholnika

Zostrojime priesecniky tychto osi s kruznicou

Tieto priesecniky spolu s vrcholmi Sestuholnika su vrcholy pravidelného

dvanastuholnika

Pravidelny pat'uholnik a pravidelny desat’'uholnik

Pravidelny pét'uholnik

1.

2
3.
4
5

Zostrojime kruznicu

Zostrojime priemer AB
Zostrojime polomer SM 1. AB
Zostrojime stred S| polomeru SB

Zostrojime kruznicovy obluk MN so stredom S
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6. Dizka tisecky MN je dizka strany pravidelného péituholnika

i

Pravidelny desat’'uholnik

1. Zostrojime pravidelny pdtuholnik

2. Zostrojime priesecniky osi stran pravidelného pdtuholnika s kruznicou

3. Tieto priesecniky spolu s vrcholmi pravidelného pdtuholnika su vrcholy

desatuholnika.

Pozndamka: Mozeme najskor zostrojit pravidelny desatuholnik konstrukciou pomocou
trojuholnika SAB a potom pravidelny pdtuholnik ?
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Cviéenia

1.

A

Zostrojte stred narysovanej kruznice.

9,

Zostrojte pravidelny osemuholnik vpisany do kruznice s priemerom 6 cm.
Zostrojte pravidelny patuholnik vpisany do kruznice s priemerom 6 cm.
Zostrojte pravidelny dvanast'uholnik vpisany do kruznice s priemerom 6 cm.

Napiste postup konstrukcie péatcipej hviezdy narysovanej na obrazku.
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1.11 Niektoré mnoziny bodov danej vlastnosti

V geometrii sa ¢asto stretdvame s mnozinami bodov, ktoré spliaji urcité vlastnosti.

MnozZina vSetkych bodov danej vlastnosti (geometrické miesto bodov) je mnoZina
M bodov, ktoré spiiiaji tieto podmienky:
a) kazdy bod mnoZiny M ma dané vlastnosti,

b) kaZdy bod, ktory ma dané vlastnosti, patri do mnoziny M.

Mnozinami bodov danej vlastnosti mézu byt r6zne geometrické utvary, napr. priamky,
kruznice, podmnoZiny priamok alebo kruznic, mozu to byt aj Gtvary, ktoré nemaji Specidlne
pomenovanie.

V predoslych castiach tejto publikacie sme sa uz stretli s niektorymi mnozinami bodov
danej vlastnosti. Teraz niektoré mnoziny uvedieme.

1. Mnozina vSetkych bodov v rovine, ktoré maju od krajnych bodov A4, B usecky AB

rovnaké vzdialenosti, je os o tse¢ky AB.

0

:
i
|
|
,?\
|
!
A
|

y X
K by
F Bt
i *
/ L
/ Y \
s - " A
i 4 S RS
Py s ! \ N\
2 5 | T
P | N
P : S
..f;; h Q\.
A | B
i
To znamena :
a) Ak je X € p, tak pre bod X plati : |[4X|=|BX]|
b) Ak je Y € p, o ktorom plati |AY|:|BY ,potom Y € p.

2. Nech je dany <« AVB. Mnozina vSetkych bodov, ktoré maji od ramien VA,VB

rovnaké vzdialenosti a lezia v danom uhle, je os VU daného uhla.
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3. Mnozinou bodov, ktoré maju rovnaké vzdialenosti od dvoch r6znobeziek p;, p,, su dve
priamky o;, 0, na seba kolmé, na ktorych lezia osi uhlov urcenych tymito

roznobezkami.

4. MnoZinou bodov, ktoré maji od danych dvoch rovnobeziek p;, p» rovnaké

vzdialenosti, je os o pasa vytvoreného danymi rovnobezkami p;, p».
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Pa

5. Mnozinou bodov, ktoré maju od danej priamky p vzdialenost’ v, su dve priamky p;||p,
p2llp. Priamky p;, p> maji od priamky p vzdialenost’ v a lezia v navzajom opacnych
polrovinach ur¢enych priamkou p.

Py

Py

6. Mnozinou bodov, ktorych vzdialenost’ » od bodu S je konstantna, je kruznica & (S; r).

>

85



7. Mnozina stredov S vSetkych kruznic &, ktoré prechadzaju bodmi 4, B useCky 4B, je os
p useCky AB.

T
| yd ™,
' n
i
A ..-" I ‘\.l' J
. 0 - T 4
" { e TS
L A
e~ it
L . P
¥ \ —— | e I "
Il "-__ __:I' ]
] *, a )
/ ™ - !

8. MnozZina stredov S vSetkych kruZnic, ktoré sa dotykaja priamky p v bode P, je priamka
q L p, ktora prechadza danym bodom P, pricom bod P do tejto mnoziny nepatri.

9. Nech je dany uhol <t AVB. Mnozina stredov S vSetkych kruznic, ktoré lezia v danom

uhle a ktoré sa dotykaji polpriamok AV, BV, je os o uhla AVB okrem bodu V.
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10. Nech su dané dve réznobezky p;, p,. Mnozina stredov S vSetkych kruznic, ktoré sa

dotykaja priamok p;, p> je os o pasa obidvoch rovnobeziek p;, p..

Fy

T
|
I
J|
|

—
1
I
I
|
I
|

11. Nech je dana priamka p a use¢ka dizky ». Mnozina stredov S vietkych kruznic, ktoré
maju polomer 7 a ktor¢ sa dotykaju priamky p, su dve priamky p; || p, p2||p, ktoré maja
od priamky p vzdialenost r a ktoré lezia v opanych polrovindch s hrani¢nou

priamkou p.
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12. Nech je dand kruznica & (S; r) a Gsecka dizky ;. Mnozina stredov M vietkych kruznic
m (M, r;), ktoré sa dotykaju danej kruZnice £ a maji polomer r;, st dve sustredné

kruznice k; (S; r+ry), k2 (S; r-r)).

13. Mnozinou vrcholov V vSetkych pravych uhlov, ktorych ramené prechadzaju dvoma
danymi bodmi 4, B, je kruznica k zostrojend nad useCkou ur¢enou bodmi 4, B ako

priemerom s vynimkou danych bodov. (Talesova veta).
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14. Nech je dand useCka 4B, polrovina ABM a konvexny uhol @ . Mnozina vSetkych
bodov X, ktor¢ lezia v danej polrovine ABM a pre ktoré plati <t AXB= w, je isty obluk

AB bez krajnych bodov 4, B.
Obluk zostrojime takto:
V polrovine ABN, opacnej k polrovine ABM, zostrojime tisekovy uhol
X BAQ= o = . Dalej zostrojime priamku ¢ L 40, ktora prechadza bodom 4,

a oznaCime os usecky AB pismenom p. Priesecnik S = p " g je stred h'adané¢ho obluka

AB.

Cvicenia
1. Dané su dve navzdjom kolmé priamky a, b. Najdite mnozinu bodov, ktoré maju od

priamky a vzdialenost’ v; a od priamky b vzdialenost v;.
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10.

N4jdite mnoZinu bodov, ktoré leZia na osiach danych priamok m, n a od priese¢nika

priamok maju vzdialenost’ v.

. Ur¢te mnozinu bodov v rovine, ktoré maju od danej priamky a vzdialenost’ 2,5 cm

a od stredu kruznice k (S; 3 ¢cm) vzdialenost’ 4 cm.
Dané st dva body Sy, S. |S,S,| = 4 cm. Néjdite mnozinu vietkych bodov X, ktoré

maju od bodu S; vzdialenost’ 3 cm a od bodu S vzdialenost’ 3,5 cm.

N4jdite mnoZinu vSetkych bodov X v rovine, z ktorych usecku AB vidiet’ pod uhlom
o =60° |4B| =4,5 cm.

Dané¢ st dve r6znobezné priamky a, b. Najdite mnozinu vSetkych bodov X v rovine,
ktoré maju od priamky a vzdialenost’ 3 cm a od priamky b vzdialenost’ 2 cm.

Dana je kruznica & (S; 3,5 ¢m) a jej doty€nica ¢ s dotykovym bodom 7. Najdite
mnozinu bodov X, ktoré maju od doty¢nice vzdialenost’ 2 cm a od stredu

S vzdialenost’ 6 cm.

Zdbvodnite, ze mnozina bodov X, ktoré st od pevného bodu 4 vzdialené 3 cm a od

pevného bodu B vzdialené 2 cm, ked’

AB| =6 cm.

Dany je uhol <« AVB. Najdite mnoZinu bodov na osi o daného uhla, ktora je od ramena

VA vzdialena 2 cm a od ramena VB 2.5 cm.
Dana je priamka d a bod F neleZiaci na priamke d. N4jdite niekol’ko bodov, ktoré su
rovnako vzdialené od priamky d a od bodu F.
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1.12 DiZka use¢Ky. Obvod titvaru
Jeden z prvych geometrickych pojmov, s ktorymi sa stretdvame uz na prvom stupni zakladnej
skoly, je velkost’ &ize dizka use¢ky.
Dizka usegky je &islo a uréujeme ju meranim.
Ak mame zmerat’ usecku AB, zvolime urcitu tsecku CD za jednotkovu (t.]. priradime
jej €islo 1) a zostrojujeme na polpriamke AB navzajom rézne body P;, P, Ps,...tak, aby platilo
AP;= P;P,= P,P;=..=CD,
strucne povieme, zZe usecku CD nandSame postupne na polpriamku AB.
Ak niektory z bodov P;, P,, P3,...splynie s bodom B, ¢ize ak pre niektoré » je P, = B,

je dizka (velkost)) usetky 4B prirodzené &islo n.

- o o fil 2 til e {0

A P4 Py Py P4 Ps Pg P,=B
C D

e

Obycajne vSak tento pripad nenastane, potom lezi bod B medzi bodmi P, P,:;.
V tomto pripade rozdelime jednotkova tuseCku CD na urcity pocet zhodnych dielov
a postupujeme analogicky ako v predchddzajucom pripade, kde za jednotkovu tisecku zvolime

jeden z tychto dielov.

[= & - ® & & o — &
A P, P, 3 P, Ps Pg B P,
c D

— %

Ak je potrebné, tento postup znovu opakujeme.
Pre dizku asegky plati:
1. Dizka use¢Ky je kladné ¢&islo.
2. Zhodné uisetky majii rovnaké dizky.
3.  Graficky siéet dvoch tsetiek ma dizku, ktora sa rovna siuétu

dizok oboch usetiek.

Uved’'me aj nasledovné tvrdenia :
1.  Useky, ktorych dizky (pri tej istej jednotkovej uisecke) st rovnaké,
st zhodné.
2. Kazdé kladné &islo je dizkou niektorej tisecky.
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Pri merani useCiek nastani Casto také okolnosti, Ze musime zmenit jednotkova
usecku. Potom sa zmenia aj dlZky tych useciek.
Ak zmenime jednotkovu usefku, znasobia sa dlzky vSetkych tseciek tym istym

koeficientom, ktory nazyvame menitel’.

Mo6zeme vyslovit’ tvrdenie:

Ak je x dizka use¢ky AB pri jednotkovej iisetke e ay diZka tej istej tse¢ky AB pri
jednotkovej usecke f, plati : y = kx, kde k je koeficient zavisly od obidvoch jednotlivych

useciek.

Dizku tsetky 4B budeme oznagovat |AB| .

Pre meranie tseéiek pouzivame tieto jednotky dizky :
meter (m), decimeter (dm), centimeter (cm), milimeter (mm), kilometer (km)
I m=10dm
1 dm=10 cm
I cm= 10 mm
1 km= 1000 m
Pouzivaju sa aj iné jednotky dizky, napr. morska mila, ktorej dizka je 1850 m,
v nedavnej minulosti sa pouZivala aj siaha, ktorej dizka je 1,896 m.
V anglicky hovoriacich krajinach sa prevazne pouzivaji tieto jednotky dizky :
1 palec (Sirka 'udského palca je priblizne 25,4 mm)
1 yard (0,9144 m)
1 stopa (0,3048 m)
1 anglicka mil'a (1609 m)

Obvod rovinného ttvaru je priradenie (funkcia), ktoré rovinnému geometrickému
Gtvaru priradi nezaporné realne ¢islo. Pri mnohouholnikoch obvod je sucet dizok stran tohto
mnohouholnika.

Uved’'me prehl’ad vztahov pre vypocet obvodu rovinnych ttvarov.
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STVOREC
0o=4.a,

a = diZka strany $tvorca

OBDILZNIK
o =2.(a+b),

a,b — rozmery obdiznika

KOSOSTVOREC
0o=4.a,

a = diZka strany kosostvorca

KOSODLZNIK
o =2.(atbh),
a,b — dizky stran kosodiZnika



LICHOBEZNIK
d O=a+b+c+d,
a,b,c,d — dizky stran

lichobeznika

KRUZNICA, KRUH
(dizka kruznice, obvod
kruhu)

o=2mr,

r — velkost’ polomeru,
7 — Ludolfovo Cislo,

=314

C
\

a

TROJUHOLNIK
b g o=a+b+eg
a,b,c — dizky stran
trojuholnika
C

Cviéenia

1.

Zorad'te podla dizok usecky, ktorych dizky su :
40
a=13dm b=14cm, c = ?cm, d=0,1345 m.

Morska mila ma dizku 1850 m. Oznaéte y vzdialenost’ dvoch bodov v morskych
milach, x vzdialenost’ tych istych dvoch bodov v kilometroch. NapiSte zavislost’ y
pomocou x.

NapiSte vzorec pre premenu siah na metre.

Versta a sazeit boli staré morské dizkové jednotky. Versta mala 500 saziiov, ¢o je

priblizne 1067 m. Odvod'te vzorce priblizne platné pre vietky dizkové jednotky.
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5. Zostrojte vySku v rovnostrann¢ho trojuholnika so stranou a ana zaklade merania
porovnajte usecky 0,8 a, 0,9a, v. (zvol'te a = 1 dm)

6. Postacuje 60 m pletiva na ohradenie kazdého pozemku daného tvaru ?

| Bk Auar

7. Zostrojte v Stvorcovej sieti (Stvorec so stranou 1 cm) Stvoruholniky s obvodom 8 cm.
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1.13 Obsah rovinného utvaru

Obsah rovinného ttvaru je opit’ priradenie (funkcia), ktoré rovinnému utvaru priradi
nezaporné ¢islo. Pri merani obsahu utvaru porovndvame plochu tutvaru s jednotkovym
§tvorcom. Jednotkovy $tvorec je $tvorec, ktorého strana ma dizku 1 (napr. 1 cm). Obsah

utvaru je potom Cislo, ktoré udava, kol’kokrat sa jednotkovy Stvorec ,,nachddza* v utvare.

jednotkovy Stvorec

Obsah utvaru je 12 jednotkovych Stvorcov

Obsah Gtvaru ma tieto vlastnosti:
1. Obsah ttvaru je nezaporné Cislo.
2. Zhodné utvary maju rovnaké obsahy.
3. AK je utvar zloZeny z dvoch ¢asti, ktoré sa ,,neprekryvaju“, jeho obsahom je

¢islo, ktoré sa rovna suctu obsahov obidvoch ¢asti.

-

Obsah 1utvaru budeme oznacovat’

pismenom S.

\
\//

Zakladnou jednotkou na meranie obsahu utvaru je jeden meter §tvorcovy (1 m?), &o

S=8+S,

je obsah $tvorca so stranou diZky jeden meter.

Okrem zékladnej jednotky 1 m® pouzivame pri merani utvarov aj odvodené jednotky,
ktorymi su : decimeter Stvorcovy, centimeter Stvorcovy, milimeter Stvorcovy, kilometer
Stvorcovy.

Plati :
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1 m>=100 dm’
1dm? = 100 cm?
1 cm2= 100 mm°’

1 km®*=1 000 000 m*

Dal§imi  metrickymi  jednotkami, ktoré sa vieobecne pouZzivaji  najmai
v pol'nohospodarstve, st dar a hektar.

Ar (skratka a) je jednotka obsahu a predstavuje obsah $tvorca so stranou dizky 10 m,
ide teda o plochu s obsahom 100 m’.

Hektar (v skratke ha) predstavuje obsah $tvorca so stranou dizky 100 m, ide o plochu

s obsahom 10 000 m?.

la=100m’
1 ha=10000 m*>*=100 a
1 km® =1 000 000 m> = 100 ha

Pri urovani obsahu ,zlozitejSieho* Utvaru je vhodné tento utvar rozdelit na niekolko
jednoduchsich casti. UrCime obsahy tychto cCasti, ich obsahy s¢itame a dostaneme obsah
povodného utvaru.

V niektorych pripadoch je vyhodné utvar ,rozstrihnat* a vzniknuté Casti premiestnit’
a nakoniec ,zlepit* do jednoduchSiecho utvaru. Na obrazku je ,premena” jedného

rovnobeznika na Stvorec.

~_ 7

Tuto premenu pri rovnobeZzniku moZno vzdy uskutoc¢nit’ ?

Uved’'me prehl'ad vzorcov na vypocet obsahov niektorych utvarov.
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STVOREC
S=aa= az,

a — dizka strany tvorca

OBDLZNIK
S =a.b,
a,b — dizky stran obdiznika

ROVNOBEZNIK
S=av,

a — dizka strany
rovnobeznika,

v — vySka na stranu a

PRAVOUHLY
TROJUHOLNIK

S = l.a.b,
2

a,b — dizky odvesien

TROJUHOLNIK
S = l .C.V,,
2

¢ — dizka strany,

ve — dizka vysky na stranu ¢



LICHOBEZNIK

c
b
S, g la er 9) v,
51 53 ,
a,b — dlzky zékladni,
5 v —vyska
z-./ 1“'!..; - :Illr- -.""x.
- Ax"-\._ 1 ||l N
/ \ II". .l'll ,,-’/\
I.-\_h“"'w-._ “‘-LI' |'l _,--“'”"F_F'
|I —X e |
| e KRUH
f Hﬂ\ >! S=mrr=mr,
2 f ) '.,“ 4 r — dizka polomeru,
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Cvicenia
1. Pomenujte utvary A, B, C, D, E auréte ich obsahy, ak dlzka strany Stvorca
Stvorcovej siete je 1 cm.
A T
\ /i £ D
lh\ ".I f \
¢ :"f .\ { 5
LY F L] 1 P
%, i = II‘,I \\ ,_,""
A By p. b g
LY Fi ",l
LY P \
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! \_\
C \
Y

2. Zostrojte v Stvorcovej sieti (Stvorec so stranou 1 cm) trojuholniky s obsahom 6

cm2 .
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3. Na obrazku s narysované trojuholniky 7, T T3 T4 Co mozno tvrdit' o ich

obsahoch ?

5. Na pozemku obdiznikového tvaru srozmermi 20 m a 30 m je postavend dom
srozmermi 12,5 m a 9,20 m a gardz srozmermi 5,75 m a2,80 m. Aka cCast

2 AN rae , ey ;o
pozemku (v m”) moZe slazit’ na okrasnu a GZitkovu zhradu ?

100



6. Doplite chybajuce udaje do tabul’ky

ha| a |m’ | dm’
2
10
500
1
0,5

7. Narysujte l'ubovol'ny trojuholnik a rozdel'te ho na :
a) dva trojuholniky s rovnakymi obsahmi,
b) tritrojuholniky s rovnakymi obsahmi.

8. Kruznici k s polomerom » = 5 cm je vpisany Stvorec. Vypocitajte, o kol’ko je obsah
Stvorca mensi neZ obsah kruhu ohrani¢eného kruznicou £.

9. Vypocitajte obsah medzikruzia ohraniceného kruznicami, ktorych polomery maju
velkosti 6,4 dma 3,7 dm.

10. Pomocou dizky strednej priecky lichobeznika zddévodnite vzorec pre vypodet

obsahu lichobeznika.
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2 STEREOMETRIA

Stereometria je oblast geometrie, ktora sa zaoberd priestorovymi Utvarmi aich

vlastnostami (grécky stereos znaci pevny, tuhy; metrein - merat).

2.1 Hranaté telesa
Kocka je hranaté teleso majuce Sest’” zhodnych stien, ktorymi su Stvorce. Ma Sest’
stien, osem vrcholov, dvanast hran, Styri telesové uhloprieCky a dvanast’ stenovych

uhlopriecok.

vrchol kocky

g o

F - hrana kocky

stenova uhloprietka

—= stena kocky
a

~ ) S -

telesova uhlopriecka

A a B
Siet’ kocky vznikne rozloZenim stien kocky (jej plasta) do roviny tak, aby po ich
opdtovnom zlozeni vznikla kocka. Steny kocky (zhodné Stvorce) maji v sieti kocky

spolo¢né niektoré strany.

Mozné siete kocky :

i 8 &
o - o o o '
_ I w0 & = 8 A e 4 P PR
v - F s & Fo oo 4 ot R oo P
e o AT .-
2 - - r.. g = F
. . r L r

Pri rysovani obrazu kocky pouzivame volné rovnobezné premietanie. Pri zostrojovani

obrazu kocky postupujeme :
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Stenu ABFE zobrazime v skutocnej velkosti a v skutocnom tvare, teda ABFE je
Stvorec s dizkou strany a.

Usecky AD, BC, EH, FG sii rovnobezné, zhodné a kolmé na prednii stenu. Velkost
ich obrazu sa rovnd polovici prislusnej usecky, teda polovici hrany kocky, pricom
velkost uhla BAD je 45°. Obrazy useciek BC, FG, EH su rovnobezné s obrazom
usecky AD.

Hrany kocky, ktoré su viditelné, rysujeme plnou ciarou. Hrany, ktoré nie su

viditelné, rysujeme cCiarkovane.

G

1N

I ——--

I
LL
(=3
L
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Kvader je hranaté teleso majice Sest’ zhodnych stien, ktorymi st tri dvojice zhodnych

obdiznikov. M4 dvanast hran, Sest stien, Styri telesové uhloprie¢ky a dvanast stenovych

uhlopriecok.
vrchol
H V kvadra
hrana
E kvadra
telesova |
uhlopriecka
C
stena
kvadra
A / g
stenova a, b, c -rozmery kvadra
uhlopriecka
Postup pri rysovani obrazu kvadra.
H G
E F E F
c C
D C
"
2
45°
A a B A a B
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Siet’ kvadra
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Hranol je hranaté teleso, ktoré mé dve zhodné podstavy (n-uholniky) a bo¢né steny

tvori n obdiznikov.

4 - boky hranol 5 - boky hranol

Ihlan je hranaté teleso majuce n stien tvaru trojuholnika a jednu podstavu tvaru n-

uholnika. Ma n bo¢nych stien, n bo¢nych hran, n podstavovych hran, n+1 vrcholov.

v vrchol ihlana
(hlavny vrchol)

bofna hrana

stena ihlana

podstavna hrana 2= C podstava ihlana

Pravidelny n-boky ihlan ma podstavu pravidelny n-uholnik a steny st zhodné

rovnoramenné trojuholniky.
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4 - boky ihlan

3 hearinlan
Stvorsazng

5- boky ihlan

107



2.2 Rotacné telesa

Valec je rotatné teleso, ktori vznikne ota¢anim obdiZnika okolo jeho strany. Ma dve

kruhové podstavy s polomerom r, v je vyska.

[l |2 Y]

Kuzel’ je rota¢né teleso, ktoré vznikne otaCanim pravouhlého trojuholnika okolo jednej

odvesny (to je len jedna z moznosti). Ma jednu kruhova podstavu a jeden vrchol V. Polomer

podstavy je r, vyska kuzel'a v.

podstava
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Gul’a je rotacné teleso, ktoré vznikne otd€anim kruhu okolo jeho priemeru. Polomer gule

jer.

i ——

e

.-'/
o

pobdni

Cviéenia

1.

3.
6.
7.
8.

10.

11.

12.

Zostrojte obraz kvadra, ak :
a) a=3cm,b=4cm,c=5cm
b) a=2cm,b=6cm,c=3cm
Zostrojte obraz kocky s hranou velkosti 5 cm.
Narysujte jednu z moznych sieti kocky, ktora ma dizku hrany 3 cm.
Na rysovaci papier narysujte siet’ kocky s hranou velkosti 5 cm, vystrihnite ju
a vytvorte model kocky.
Narysujte obraz patbokého hranola.
Narysujte obraz 'ubovol'ného Sestbokého ihlana.
Zostrojte siet’ kvadra, ktory ma rozmerya=3 cm,b=4 cm, ¢ =6 cm.
Narysujte siet’ pravidelného Stvorbokého hranola, ktorého podstavna hrana ma vel'kost’
4 cm, vyska hranola je 6 cm.
Narysujte siet’” pravidelného Stvorbokého ihlana, ktory ma podstavni hranu 4 cm
a vyska steny je 6 cm.
Aky valec vznikne rotaciou Stvorca so stranou 5 cm, ked’ rotuje :
a) okolo strany
b) okolo priamky prechadzajucej stredmi protilahlych stran.
Aké teleso vznikne rotaciou rovnostranného trojuholnika okolo priamky
prechadzajucej jeho jednym vrcholom a stredom strany.
Aké teleso vznikne rotaciou Stvrtkruhu podla priamky o ?
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13. Aké rotacné teleso vznikne roticiou rovnostranného trojuholnika okolo priamky, na
ktorej lezi strana dan¢ho trojuholnika ?

14. Navrhnite rovinny utvar, ktorého rotaciou vznikne rotacné teleso zndzornené na

obrazku.
EE
l:z:'_ ok _':':.‘\‘
7 “,
. , y,
L d ™ "
\\;._._ o
“xx P
'\_‘ / -~
",
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2.3 Objem priestorového utvaru
Objem priestorového utvaru je priradenie (funkcia), ktora geometrickému utvaru

(telesu) priradi nezaporné redlne Cislo. Pri merani objemu utvaru porovnavame teleso
s jednotkovou kockou. Jednotkova kocka je kocka, ktord ma hranu velkosti 1 (napr. 1 dm).

Objem telesa ma tieto vlastnosti:

1. Objem telesa je nezaporné realne Cislo.

2. Zhodné telesa maju rovnaké objemy.

3. Ak sa teleso 7 sklada z dvoch telies 7}, T, ktoré sa navzajom neprenikaju, potom

objem telesa T rovna sa suctu objemov oboch telies 7; a 7.

Pri ur€ovani objemu kvadra, ktorého rozmery s prirodzené ¢isla, mdéZzeme postupovat
nasledovne.

1. Poukladdme jednotkové kocky na podstavu tak, aby vyplnili cela podstavu. Tychto je
a.b (obsah obdiznika). Tak vznikla jedna vrstva kociek.

2. Potom ur¢ime, kol'ko takych vrstiev mozno do kvadra ulozit. Tychto vrstiev je ¢ (treti
rozmer kvadra).

3. Pocet vSetkych kociek je a.b.c. Toto Cislo je objemom kvadra

V=a.b.c

Na obrazkujea=5cm,b=2cm, c =6 cm.

/

§
5
V=0
4
3
2 5 -
1 jednotkova
5 4 3 2 1 / kocka

VSseobecne :
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V=Sp-v

Objem daného telesa sa rovna sucinu obsahu podstavy a vysky.

Zakladnou jednotkou na meranie objemu telies je jeden kubicky meter (1 m’), o je
kocka s hranou 1 meter.
Okrem tejto jednotky pouZivame pri merani objemu aj odvodené jednotky, ktorymi su:
decimeter kubicky (dm’)
centimeter kubicky (cm’)
milimeter kubicky (mm?)
kilometer kubicky (km?)
Uved’'me prevody jednotiek :
1 m’ =1000dm’ = 1 000 000 cm’ = 1 000 000 000 mm”
1 dm’ =1 000 cm’
1 cm’ = 1 000 mm’

1 km® =1 000 000 000 m’

Dal$ou pouzivanou jednotkou je jeden liter ( 117 ). Je to objem valca, ktory sa rovna

kubickému decimetru.

1/=1dm’

1dm

VicsSou jednotkou ako liter je jeden hektoliter (hl).
1 h1=1001

Povrch P telesa je obsah plochy 7, ktora ohranicuje teleso 7.
Povrch hranatych telies je sucet obsahov vSetkych jeho stien (podstdv). Zjednotenie

bocnych stien sa nazyva plast’ Q telesa.
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Prehl’ad vzorcov na vypocet objemu a povrchu zakladnych telies

Néazov Teleso Objem a povrch
KOCKA ,
E V=a-a-a=ada
; P=6-a°
s R
KVADER
i V=ab-c
| P:2-(ab+ac+bc)
|
|
|
|
|
|
i
HRANOL
1
1
1
1
1
1
. V=S§,-v
1
i P:2Sp +Q
“%.
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[HLAN

1
V = ESP vV
P=S,+0
VALEC //f——-——x\\
\ / V=nr'y
—_—
P= 2.Sp + 0 =
U = 2mr? + 2nry
KUZEL
V=—nrv
3
P= Sp +0=
\ =r’ +27rs
GULA J——
d AN
i - ' V=—nr
' e 3
h , P =4nr’
'.," — e "_."
s
AN e
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Cviéenia

I.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

Vypocitajte objem kocky s hranou dizky 25,5 cm.

Vypocitajte vysku kvadra, ktorého objem je 192 cm’, ked’ rozmery podstavy si 6 cm
a4cm.

Ako sa zmeni objem kocky, ked’ dizku zvi¢sime dvakrat ?

Ako sa zmeni objem kvadra, ked’ dfzku kazdej hrany zvacsime o dve jednotky ?
Vypotitajte dizku hrany kocky, ktorej objem sa rovna dvojnasobku objemu kocky
s hranou dizky a.

Ako sa zmeni objem valca, ak :

a) jeho polomer nadsobime Cislom h (h > 0)

b) jeho vySku ndsobime Cislom h

c) polomer nasobime ¢islom h a sucasne vysku k (k > 0).

Urcte objem rotacného kuzela s polomerom r a vySkou v. Vypocet urobte pre tieto
hodnoty :

a) r=65cm,v=12cm

b) r=5dm, v=4dm.

Vypocitajte vysku rotaéného kuzela, ak V=1 000 cn’, r = 10 cm.

Ako sa zmeni objem gule, ak vynasobime jej polomer r ¢islom k (k > 0) ?

Nadoba tvaru rotacného valca, ktorej polomer je 10 cm, vySka 20 cm, je naplnena do
polovice vodou. Do akej vySky vystupi hladina, ked” ponorime do vody gulu
s polomerom 4 cm ?

Pravidelny $tvorboky hranol ma podstavnii hranu a = 5 dm apovrch P = 1 m’
Vypocitajte jeho vysku.

Ako sa zmeni povrch kvadra, ak jeho rozmery postupne nasobime kladnymi ¢islami h,
k,1?

Ako sa zmeni povrch gule, ked’ jej polomer r ndsobime kladnym ¢islom k ?

Priemer Marsu sa rovnd (priblizne) polovici priemeru Zeme. Kolkokrat je jeho povrch

a objem mensi nez povrch a objem Zeme ?
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2.4 Vziajomna poloha priamok a rovin
Priamka je ur¢ena dvoma réznymi bodmi. Priamku budeme oznacovat’ AB, ak urcujuce
body si 4, B. Ak priamku ozna¢ime napr. p a stcasne je tato ur¢ena bodmi 4, B, zapiSeme
p= 1B
Ak bod M lezi na priamke p, zapisujeme M € p.
Ak bod N nelezi na priamke p, zapisujeme N ¢ p.
Rovina je jednoznacne uréena
a) tromi bodmi neleZiacimi na jednej priamke,
b) priamkou a bodom, ktory na nej nelezi,
¢) dvoma r6znobeznymi priamkami,

d) dvoma rovnobeZznymi navzajom réznymi priamkami.

——

Ak je rovina ur¢ena tromi bodmi A, B, C, zapisujeme a = ABC.

Ak priamka p = AB lezi v rovine o = ABC, zapisujeme pc ABC.

2.4.1 Vzajomna poloha dvoch priamok v priestore
Pre vzajomnu polohu dvoch priamok je rozhodujtice, ¢1 maji alebo nemaji spolocny bod,
a C1 lezia alebo nelezia v jednej rovine.
a) Priamky p,q st totozné alebo splyvajuce, ak vSetky body jednej priamky st bodmi aj
druhej priamky, p = g.
b) Priamky p,q st réoznobezné, ak maji spolo¢ny jeden bod, png = {P} Spolo¢ny bod

P nazyvame priese¢nik. R6znobezky lezia v jednej rovine.

¢) Priamky p,q su rovnobezné, ak lezia v jednej rovine a nemaju spolo¢ny bod.

png=1{06},pllq
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d) Priamky p,q su mimobeZné, ak nelezia v jednej rovine a nemaji spolo¢ny bod.

Mimobezné priamky mdéZeme znazornit’ takto:

H/ G
|
2 |
i F
|
|
p : q
DI ___ _| o
Fa
Fa
&
A E

2.4.2 Vzajomna poloha dvoch rovin
a) Roviny a, 8 su totozné (splyvajice), ak maju spolo¢né vsetky body,a = f3.

b) Roviny «, 8 s réznobezné, ak maju spolo¢nu prave jednu priamku.
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c) Roviny a, st rovnobezné, ak nemaju spolo¢ny bod.

2.4.3 Vzajomna poloha priamky a roviny

Nech je dana priamka p a rovina o .

a) Priamka p leZi v rovine « , ak kazdy bod priamky p je aj bodom roviny o« .

/’p—’/,

b) Priamka p je roznobeZna s rovinou « , ak priamka p a rovina a maju spolo¢ny

prave jeden bod P.




c) Priamka p je rovnobeZna s rovinou o, ak priamka p arovina a nemajl

spolo¢ny bod.

Poznamka: V mnohych pripadoch je tazko rozhodnit’ o tom, ¢i priamka a rovina alebo dve
roviny maja spolocny bod alebo nemaju. Existuji tzv. kritéria rovnobeznosti priamky

a roviny a kritérium rovnobeZnosti dvoch rovin.

Kritérium rovnobeZnosti priamky a roviny
Ak je priamka p rovnobezna s niektorou priamkou ¢ roviny o , potom je

priamka p rovnobeZna s rovinou o .

1l
LLI

AK pllg,gca,potom p|la

Kritérium rovnobeznosti dvoch rovin
Ak rovina o obsahuje dve réznobezné priamky p,q,

z ktorych kazda je rovnobeZna s rovinou [, potom st roviny o , 3 rovnobezné.
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Ak p,gca také, ze png={P} a p| B.qll B,potom a | f.

2.4.4 Vzajomna poloha troch rovin

Uvazujeme o troch rovinach o, B, x .

Pre vzajomnu polohu troch rovin plati:

a) tri roviny su navzdjom rovnobeiné

£ A
I i
/
S 4
E il
I /
; ;
Fa s
Sp ¢
.'l. .I'
£ !
£ !
; .
SN £

|
[

rllq
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¢) tri roviny maju spoloc¢nu priamku o

d) tri roviny maju spolocny jediny bod

e) kazdé dve roviny st roznobezné, ich priesecnice st rovnobezné

allblle
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Cviéenia

I.

Narysujte obraz kocky ABCDEFGH. Kazdymi dvoma vrcholmi kocky su urcené
priamky. Vyznacte a zapiSte aspoinl dve dvojice priamok :

a) rovnobeznych,

b) rdznobeznych,

¢) mimobeZnych.

Narysujte obraz kvadra ABCDEFGH. Kazdou stenou kvadra je uréend rovina.
Vyznacte a zapiste aspon dve dvojice rovin :

a) rovnobeznych,

b) rdznobeznych.

. Narysujte obraz kocky ABCDEFGH. Vyznalte a zapiSte asponn dve dvojice

priamok a roviny, ak :

a) priamka lezi v rovine,

b) priamka je s rovinou ro6znobezna,

¢) priamka je s rovinou rovnobezna.

Na obraze kocky ABCDEFGH vyznacte priamku EF arovinu podstavy ABCD.

Zddvodnite tvrdenie : Priamka EF je rovnobezna s rovinou ABCD.

. Na obraze kvadra ABCDEFGH vyznacte roviny BCGF a ADHE. Zdbdvodnite

tvrdenie : Rovina BCGF je rovnobezna s rovinou ADHE.
Na obraze kocky vyznacte tri roviny nasledovne :

a) dve roviny rovnobezné pret’até tretou rovinou,

b) triroviny so spolo¢nou priamkou,

¢) triroviny so spolo¢nym bodom,

d) triroviny, z ktorych kazdé dve st r6znobezné a ich priesecnice st rovnobezné.
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