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QUELQUES CONJECTURES DE FINITUDE 

EN GÉOMÉTRIE DIOPHANTIENNE 

par A. N. PARSlN 

Suivant une tradition établie, j'aimerais examiner une série de conjectures relatives 
à l'arithmétique des courbes et des variétés abéliennes. Dans ce domaine, Chafare-
vitch a formulé au Congrès de Stockholm [13], il y a huit ans, deux conjectures fonda
mentales. Elles concernent la situation suivante. 

Soit K un corps de nombres de degré fini sur Q ou un corps de fonctions algébriques 
d'une variable ; dans ce dernier cas, nous désignerons par k le corps des constantes. 
Nous étudierons les schémas projectifs lisses X géométriquement irréductibles sur K. 
Si v est une place du corps K9 alors X a bonne réduction en v si v n'est pas archimé-
dienne et s'il existe sur Spec Ov (Ov est l'anneau local de la place v) un schéma lisse 
propre de fibre générique X9 et a mauvaise réduction dans le cas contraire. Nous 
désignerons par S l'ensemble fini des places du corps K ou X a mauvaise réduction 
et ces notations seront utilisées dans toute la suite. Enfin, soit k(v) le corps résiduel de 
l'anneau local Ov. 

CONJECTURE Cl. — Il existe seulement un nombre fini, à K isomorphismes près, 
de courbes sur K de genre g ^ 1 donné et d'ensemble S donné (si g = 1, on suppose 
qu'il y a une X-place sur les courbes et si K est un corps de fonctions il est nécessaire 
de se limiter à des courbes non constantes). 

La courbe X est dite constante si elle est de la forme Y ® L sur une extension finie L 
du corps K, ou Y, est définie sur le corps des constantes du corps L. 

CONJECTURE C2. — Soit K = Q ou k(x). Toute courbe sur K de genre g ^ 1 dont 
l'ensemble S est vide est constante. 

En particulier, dans le cas arithmétique K = Q, il n'existe pas de telle courbe. Cette 
conjecture est donc analogue aux classiques théorèmes de Hermite et Minkowski 
en théorie des nombres. 

La conjecture Cl est en liaison avec la conjecture suivante de Mordell. 

CONJECTURE M ([5], [7]). — Si X est une courbe non constante de genre g > 1 sur K, 
alors l'ensemble X(K) est fini. 

Si K est un corps de fonctions dont le corps des constantes est fini, il existe des cour
bes constantes sur K pour lesquelles la conjecture M est en défaut. 

THéORèME 1. — La conjecture Cl entraine la conjecture M. 

La démonstration repose sur l'argument suivant : si X/K est une courbe de genre 
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g ^ 1 et P e X(K), alors on peut construire des courbes XP, définies sur des corps KP, 
dont le degré et le genre sur K ne dépendent pas de P. Ces courbes sont des revêtements 
de la courbe X ramifiés seulement en P et les corps KP sont ramifiés sur K seulement 
sur l'ensemble S relatif à la courbe X. Enfin, les courbes XP possèdent la propriété 
suivante : si n est la projection canonique de l'ensemble des places du corps KP dans 
l'ensemble des places du corps K, alors XP a une bonne réduction en dehors de 7U-1(S). 

Cette construction généralise un résultat connu de Kodaira [4]. L'étude des cour
bes XP,PE X(K), montre, en utilisant Cl, qu'il n'y a, à isomorphisme près sur le corps 
de définition, qu'un nombre fini de telles courbes (et aussi un nombre fini de corps KP). 
Pour g > 1, on en déduit la finitude de l'ensemble X(K) puisque, pour une courbe, 
il n'y a qu'un nombre fini de morphismes sur une courbe de genre g > 1. 

La conjecture M a été démontrée pour un corps de fonctions par Yu. V. Manin [6] 
et H. Grauert [2]. Nous donnons une autre démonstration dans [9], en utilisant le fait 
que si XP est le modèle minimal de la courbe XP, alors la hauteur du point P e X(K) 
relativement au faisceau Qx est bornée par l'indice de self-intersection d'une classe 
canonique sur la surface XP. De considérations topologiques faciles il résulte que cet 
indice est borné explicitement en fonction du genre du corps KP9 du genre de la 
courbe XP et du nombre de ses points où la courbe a mauvaise réduction ; par suite, 
ce nombre est borné uniformément par rapport à P. 

Quant à la conjecture Cl, elle a été démontrée récemment ([13]) pour les courbes 
hyperelliptiques (dans le cas d'un corps de fonctions, il faut supposer k fini) et pour 
les courbes sur un corps de fonctions de caractéristique nulle avec un ensemble S 
vide ([9]). Dans le cas fonctionnel, on montre aussi dans [9] que l'ensemble des courbes 
étudiées a une « hauteur bornée ». 

Enonçons maintenant l'analogue de Cl pour les variétés abéliennes. 

CONJECTURE 51. — Soient N et d des entiers et soit S un ensemble fini de places du 
corps K. Alors, il existe seulement un nombre fini de variétés abéliennes X sur K 
telles que 

1) dim X = N et il existe sur X une polarisation de degré d ; 
2) X a une bonne réduction en dehors de S. 

Cette conjecture a été énoncée par J.-P. Serre ([10]) dans le cas N = 2, d = 1. J'ignore 
le lien entre Cl et SI dans le cas d'un corps de nombres, sauf pour la situation triviale 
N = d = 1. Les tentatives en vue d'utiliser le théorème de Torelli pour déduire Cl 
de SI se heurtent au fait que, pour une variété abélienne sur un corps de nombres, il 
peut exister une infinité de polarisations de degré donné définies sur K non équi
valentes à automorphisme près. Il est possible que, dans cette conjecture, il faille tenir 
compte des « points de dégénérescence » de la polarisation, définis de façon conve
nable. Noter aussi qu'une courbe sur K peut avoir en une certaine place v mauvaise 
réduction alors que sa variété jacobienne a bonne réduction. La conjecture 51 a été 
démontrée dans [13] pour les courbes elliptiques. On peut formuler la conjecture sui
vante, plus accessible. 

CONJECTURE 52. — Il existe seulement un nombre fini de variétés abéliennes X sur K 
de dimension N donnée ayant une polarisation de degré d donné et de conducteur A 
donné. 
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On se reportera à [12] pour la définition du conducteur. Remarquons seulement 
que X a une mauvaise réduction seulement aux places v divisant A ; donc 51 implique 52. 
Réciproquement 52 entraine 51 pour les ensembles 5 tels que 

VVES, car k(v) = 0 ou > 2N + 1. 

De 51, et aussi de 52, résulte que : 

CONJECTURE T [15]. — Soit X une variété abélienne sur K et soit d un entier ^ 1, 
Il existe seulement un nombre fini, à X-isomorphisme près, de variétés abéliennes Y/K 
telles que 

1) Y est isogène à X; 
2) il existe sur Y une polarisation de degré d donné. 

J. Tate a considéré un énoncé un peu plus faible. La conjecture T est liée à la conjec
ture de Tate sur les homomorphismes des variétés abéliennes (cf. [15], [16]). L'implica
tion 51 => T résulte de ce que les ensembles 5 coincident pour des variétés abéliennes 
isogènes (cf. [12]). Introduisons maintenant la nouvelle définition suivante : soit X et Y 
des variétés abéliennes (ou des schémas) avec des polarisations k et œ respectivement ; 
une isogénie f: X -> Y s'appelle une isogénie de Tate si deg / = X8, g = dim X 
et f*œ = Cfk (de telles isogénies ont été considérées par Tate dans [15]). 

THéORèME 2. — Soient K un corps de nombres, X/K une variété abélienne ayant 
potentiellement une bonne réduction (cf. [12]) et k une polarisation de X de degré 1. 
Alors, il n'existe qu'un nombre fini de variétés abéliennes Y avec une polarisation œ 
telles qu'il existe une isogénie de Tate / : X -> Y satisfaisant à la condition suivante: 
si v est une place non archimédienne du corps K et car k(v) | deg /, alors X a en v une 
bonne réduction et / définit une isogénie étale des modèles minimaux de Néron des 
variétés X et Y sur Spec Ov. 

THéORèME 3. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini k, d un entier ^ 1, 
X une variété abélienne sur K ayant potentiellement bonne réduction. Désignons 
par M(K, X, d) l'ensemble des couples (Y, k) — ou Y est une variété abélienne et k 
sa polarisation de degré d — tels qu'il existe une isogénie f\ Y -* X degré premier 
à p = car k. Alors, pour tout p n'appartenant pas à un ensemble fini I(d, N), qui ne 
dépend que de d et dim X = N, les ensembles M(K, X, d) sont finis modulo les K-iso-
morphismes conservant la polarisation. 

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème, 51 entraine Cl pour presque 
tout p. 

Comme l'a remarqué J.-P. Serre [10], on peut, en utilisant la méthode de Tate [15] 
et une considération additionnelle, déduire du théorème 3 le résultat suivant. 

THéORèME 4. — Soient X et Y des courbes elliptiques sur un corps de fonctions K, 
de corps des constantes k fini avec car k £ 1(1, 2), et soient Tt(X) et Tt(Y) leurs modules 
de Tate. Alors, la représentation naturelle 

UomK(X, Y)®Qt - Hom(7;(X), Tt(Y)) 

est bijective. 
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COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème, les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

1) il existe J tels que les modules Tt(X) et 7](Y) soient isomorphes ; 
2) les courbes X et Y sont isogènes. 

Probablement, les théorèmes 3 et 4 sont vrais quelle que soit la caractéristique du 
corps k. On peut montrer qu'il en est ainsi si le théorème d'irréductibilité de Mumford 
et Deligne [1] est vrai pour les schémas de modules des variétés abéliennes, et si le groupe 
de Picard de l'espace modulaire de Siegel module la torsion est égal à Z (*). 

Terminons en disant maintenant quelques mots de la conjecture C2. Elle a été démon
trée pour g = 1 (cf, [13]) et pour g = 2 (B. V. Martinov, non publié). Si K = k(x), car 
k = 0, alors C2 est vraie pour tout g > 1, cf. [14], [3] (dans ce cas, il n'y a pas de variété 
abélienne non constante). Dans le cas d'un corps de fonctions, C2 est aussi vérifiée 
si K est un corps de genre 1 et car K = 0, cf. [9]. 

Bien que, dans le cas ou g = 1 et où K est un corps de nombres, les conjectures 52 
et C2 aient été démontrées, on peut dire qu'elles résultent aussi de la conjecture sur 
l'équation fonctionnelle des fonctions zêta, de la conjecture de Tate, et du travail de 
Weil [17]. Pour C2, cela a été remarqué par A. Ogg [8]. Il est possible que cela soit encore 
vrai en dimension supérieure. Ce point doit être lié à la forme la plus précise, due à 
Serre [11], de la conjecture sur l'équation fonctionnelle. 
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