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L'IDFAL, SCIENTIFIQUE
DES MATIEMATICIENS

INTRODUCTION

L’HISTOIRE DES SCIENCES
ET LES GRANDS COURANTS DE LA
PENSEE MATHEMATIQUE

Il est, en mati¢re de science, un principe qui
parait admis, sinon par tous les philosophes, du
moins par la grande majorité des savants: c'ust
qu'il ne faut pas conlondre la science déja faite
avec la science qui se fait. Ep d’autres termes, on
ne peut pas espérer détermirer les caractéres essens
tiels de la connaissance scientifique si I'on ignore
comment cette connaissance est ac.juise; on ne
peut pas juger les théories des savants si 'on ne
s’est pas préalablement initié & |'inspiration qui les
a suggérées,au mouvement e pensée qui a permis
de les réaliser. Si ce principe est vrai de toutes les
sciences, sans doute l'est-il surtout des Mathéma-
thigues pures: car celles-ci, n'étant, ni guidées par
I'expérience, ni suscitées par les événements de la
vie, dépendent plus que toute autre discipline de
Pinvention et des conceptions de leurs auteurs,
Kt c’est pourquoil’onsouhaiteraitpouvoeir répondre
avec une parfaite précision aux questions sui-
vantes : Quelle idée les mathématiciens se font-ils
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L'IDRAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

de leur science, quel dessein poursuivent-ils, quels
sont les principes dirccteurs de leur activité, quel
est le phare qui oriente leurs recherches ?

Mais ici se présente une premiére difficulté. Les
questions que nous posons sont des questions de
fait, concernant exclusivement la genése et le déve-
loppement de la science et qui doivent étre résolues
en dehors de tout systéme philosophique. Ce n'est
donc ni chez les méwaphysiciens de profession, ni
dans les écrits métaphysiques des mathématiciens
philosophes, que nous devons chercher lesdonnées
qui nous permettront d'y répondre. Seuls les
ouvriers spécialistes de la science, les techniciens
purs, pourront nous fournir des indications qui
soient sQrement indépendantes de toute idée pré-
congue, Or il se trouve que, sur les points qui nous
préoccupent, les techniciens ont été, de tous temps,
particuli¢rement sobres de renseignements. S'eflor-
¢ant de nous présenter des théories complétement
achevées, ils ont le plus souvent omis de retracer
dans leurs écrits la marche de leur pensée;ils se
sont contentés de présenter les conclusions de leurs
recherches avec les démonstrations justificatives,
C'est pourquoi, parmi les savants les plus illus-
tres, parmi ceux dont les travaux ont exercé le
plus d’influence, nombreux sont ceux dont les
conceptions et les principes de recherche sont restés
impénétrables & leurs successeurs; on dirait que,
comme les géometres de certaines écoles antiques,
ces grands créateurs ont voulu déroberau vulgaire
le secret de leur pouvoir.
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LA PENSEE MATHEMATIQUE

Le mystére, il est vrai, devrait se dissiper,
lorsque, laissant de ¢oté la science du passé, nous
tournons notre attention vers nos contemporaing,
Nous les voyons, én cllet, travailler, sous nos yeux,
et nous avons la ressource de les interroger dirce-
tement, Qu'on ne s'imagine pas, cependant, que
nous sommes, pour cela, beaucoup plus avancés,
Les questions indiquées plus haut ne sontpas, en
effet, de celles auxquelles le mathématicien méme
le plus qualifi¢ puisse répondre d’emblée. 11 lui
faut un grand cffort d'abstraction et de réflexion
pour les traiter d’unc manicreobjective et pour les
dégager de la masse des observations banales, ou
au contraire trop spéciales, trop accidentelles, qui
se présententen foule & son esprit lorsqu'il cherche
& analyser sa propre activité. D'ailleurs le véritable
savant s’est & ce point fondu avec son ceuvre qu'il
ui est devenu impossible de s'en abstraire; et
c¢’est pourquoi, lorsque nous voulons connaitre ses
vues sur la science, souvent il repousse notre pré-
tention comme une sorte d'intrusion dans sa vie
privée ; ou bien, s'1l consent 3 nous faire des confis
dences, celles~ci relévent parfois de ['autobio-
graphic et de la psychologic intime plutot qu'elles
ne nous instruisent sur la direction et le déve-
loppement des théories scientifiques.

Cettedifficulté que nous éprouvons & nous ren-
seigner sur la pensée profonde des hommes de
science a souveut éié remarquée et elle a, certes,
quelque chose d'un peu troublant. Pourquoi les
mathiématicicns, en particulicr, hésitent-ils tant &
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L'IDEAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

traduire eux-mémes en formules générales leurs
idées directrices? Serait-ce qu'ils se méfient de ces
idées ? Les regarderaient-ils comme une faiblesse,
dont ils n'ont pas lieu de faire étalage? Ainsi que
I'afort justement fait remarquer M. Emile Picard(: ,
la plupart des savants de métier sont portés & re-
douter les dangers des vues philosophiques plutdt
qu’a en reconnaitre les avantages, A leurs yeux le
philosophe est « 'homme qui excelle 4 voir les
difficultés », et ils veulent & tout prix se préserver
des doutes auxquels faisait allusion Jules ‘Tannery
lorsqu’il parlait unjour « de ces inquidtudes que
nous cultivons sous le nom de philosophic » {3),
Mais, si rien n’empéche en effet 'homine de science
d’écarter de son champ d'études les discussions
concernant lorigine et la nature des notions aux-
quelles il a atfaire, 8’il lui est permis de n'avoir pas
d’opinion sur les controverses métaphysiques tou-
chant lc probléme de la connaissance, on ne saurait
conclure de la qu'il puisse se passer de tout prin-
cipe, non pas précisément philosophique, et encore
moins extra-scientifigue mais, en tout cas, extra-
technique.

Non seulement, ¢n effet, comme nous ledisions §
plus haut, il faut au savant — au mathématicien §
surtout — un dessein et des vues d’ordre général f
pour guider ses recherches. Mais il est clair que %
I'existence méme du savantou du moins son acti- £

(v) Emile Picard, La science moderne ¢t son {lut actuel, po 31-32, 4
(2) E. Picard, loc, cil.
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LA PEXSEE MATHEMATIQUE

vité intellectuelle — cet effort désintéressé de
toute une vie concentré sur les objets les plus
immatériels, les plus éloignés des préoccupations
courantes de i"humanité —exige un point d’appui,
suppose un stimulant, qui ne peut étre fourni que
par les conceptions dont nous parlons. Comme le
remarque encore M. Emile Picard, Phomme qui
pratique lessciences a besoin, pour sé soutenir, de
certaines convictions : il doit avoir, il a certaine-
ment, un credo scientifique (1),

Sans doute. Mais apparemment, le credo du
savant est souvent un peu simpliste et il n’est pas
aisé d’en dérerminer exactement les fondements.
Loorsquel'on cherche & 'analyser, on al'impression
que ce credo repose en définitive sur une sorte de
foi mystique dans le progrés et les destindes de la
science. Comme le grand conquérant, 'homme de
science est tenté de croire & son étoile, —influence
mystérieuse qui oriente vers un but commun la
série épatse de ses recherches, I'ensemble en appa-
rence désordonné de ses travaux. Sentans, d’autre
part, micux qu'aucun autre, qu’il est impossible de
faire des travaux de valeur & moins d'ére dowé, il
idéalise plus ou moins consciemment cette obscure
notion de don jusqu'h en faire une sorte d’inspira-
tion. Et voild pourquoi il n'a que faire de régles
objectives, de conceptions systématiques pour con.
duire et pour justifier son travail. Il se dirige d’ins-
tinet, en homme inspiré ; les découvertes surgissent

(1) Emile Picard, loc. cit., p. 33 et suiv.
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LIDRAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

sousses pas sans qu'il sache cominent ni pourquoi;
car ¢'est souvent, dit-il, au moment ot il 8’y attend
le moins, lorsqu'il a beaucoup peiné, erré, et qu'il
se croit définitivement égaré, que brusquement la
vérité se révéle & ses yeux, A ce compte, les progrés
de la science ne pourraient s'expliquer que par un
miracle perpéruellement renouvelé,

Sans doute les mathématiciens n’exprimeront.ils
que rarement leur pensée par des affirmations
aussi extrémes. Ces croyances instinctives que
nous cherchons & metire en formules nexistent
chezeux qu'a I'état de tendances ou desentiments.
Mais ne sont-ce pas souvent de tels sentiments,
imparfaitement analysés, qui inciient {’homme 2
agir et qui entretiennent son cffort ?

Quoi qu'il cn soit, et quelque peu d’importance
que Pon veuille attribuer & ces recoins de I'dme
scientifique que nous avons présentds sous des
traits un peu gros afin de les rendre pius appa-
rents, un fait demeure acquis: c'est que, comme
nous le disions tout 4 'heure, il est presqueimpos-
sible de déterminer par des enquétes individuelles
les conceptions qui président aux recherches scien-
tifiques; ces conceptions, devenues chez ceux qui
s'en inspirent des principes d’action et de vie, sont
mélangées de trop d'éléments personnels pour
pouroir &ure étudiées objectivement. Incidemment
cette remarque nous explique une apparente con-
tradiction que I'on peut relever dans 'attitude de
certains savants. D'une part, ils se déclarent
indifférents & toute théorie de la science, estimant
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que les vues philosophiques ne sauraient avoir
aucune répercussion sur les travaux des techniciens.
Et, d'autre part, ils se montrent si attachés a leurs
propres idées sur la science qu'ils supportent avec
peine de les voir mises en cause, Clest qu'en effet
ces iddes, auzquelles ils n'attribuent aucune valeur
absolue, sont cependant les conditions indispen-
sables de leur activité scientifique. Et ils ont peur
qu’en les ébranlant on ne porte atteinte aux ressorts
de leur énergie. Sentiment fort naturel et fort
respectable, mais qui nous montre combien il est
nécessaire d’étre prudent lorsquon cherche &
interpréter certains témoignages.

Qu’on se garde, cependant, d’attribuer aux ob-
servations qui précédent un sens qu’elles ne com-
portent pas. Du fait qu'il est malaisé & Iauteur
d’une ceuvre scientifique d'analyser lui-méme la
genese de ses idées, il serait absurde de conclure
que le jugement du savant doit &re récusé dans les
discussions relatives aux principes de la science.
I faut reconnaitre, au contraire, que la complexité
et la- subtilité mémes des questions débattues
exigent qu'elles soient traitées par les hommes qui
ont étudiéla science & fond et quisonta méme dela
pratiquer personnellement, Mais le spécialiste,
quand il entre dans le débat, doit soigneusement
éviter d'étre 4 la fois juge et partie,etiln’y parvient
qu’a la condition de sortir momentanément de lui-
méme, 1l scra suspect de partialité s’il se borne &
décrire sa propre expérience ; il apportera, au con-
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traire, un enseigrement précieux si, 4 la lumiére
decette expérience, il interpréte les idées d’autres
spécialistes, représentant divers aspects ou diffé-
rentes phases de la pensde scientifique.

En d'avtres termes, qu'il s'agisse de I'époque
présente ou qu’il s'agisse du passé, il n'est, pour
Pétude des problémes que nous avons énoncés
plus hant, qu'une seule méthode applicable, et
cette méthode est Ja méthode historique. Puisque,
sur les questions en litige, les témoign: ges indivie
duels des savants sont presque toujours trop sub-
jectifs, et en outre trop rares pour la période passée,
il ne nous reste qu'a essayer de grouper ces témoi.
gnages, de maniére & suppléer a I'insuffisance de
chacun d'eux par la considération de I'ensemble et
par lacomparaison des uns et des autres. Ainsi cest
dans 'histoire des sciences, convenablement étu.
diée, que nous avons le plus dechances de décou-
vrir les fondements et la direction de la pensée
scientifique.

L'histoire des sciences ainsi entendue est &
égale distance de I'observation psychologique indi-
viduelie et de la systématisation philosophique.
Elle est donc la préface naturelle de Ja philosophie
des sciences. Mais, restant placée dans le domaine
objectif de I'ceuvre scientifique, elle sera, croyons-
nous, également instructive pour le pur homme de
science et principalement pour celui qui cultive les
sciences abstraifes. En eflet, si les créateurs de génie
peuventse fier, pour guider leurs recherches, & leur
Hair et & Pinspiration instinctive dont nous par-
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lions tout & I'heure, il n'en est pas de méme, 1ant
s'en faut, de tous les modestes ouvriers qui ap-
portent leur pierre & I'édifice scientifique, A ceux-la,
— lorsque, dans leurs heures de répit, ils souhai-
teront savoir ot ils vont, se rendre compte du
chemin déji parcouru, s'expliquer le pourquoi du
mouvement dans lequel ils sont entrainés, — I’his-
toire fournira peut-étre les enseignements et les
encouragements nécessaires.

11 convient cependant d’exeminer d’un peu plus
prés quels devront étre les préoccupations et les
sujets d’étude de I’bistorien lorsqu'il se proposera
de retracer Vévolution des sciences — et spécia-
lement celle des mathématiques — dans le desseirn
que nous avons tenté de définir "1).

Sous le nom d’histoire des sciences on confond
plusieurs groupes de recherches qui ont des carac-
ttres bien différents.

Ainsi l'on regarde comme des historiens les éru-
dits qui interprétent les fragments des textes
anciens susceptibles de nous renseigner sur les
méthodes mathématiques des peuples orientaux
ou des premiers géométres grecs, Du point de vue
auquel nous nous plagons, cepandant, les travaux
de ces érudits sont en réalifé préliminaires & la

(1) Dans une remarquable éwude intitulée La méthode dans la phi-
losophic des mataématiques (F. Alean, 1911 ), M. Maximitien Winter
préconise L'emploi d'une méthode, appelée parlui « méthode histo-
rico-critique », qui est analogue i celle que nous voudrions voir
appliquer 4 F'histoire des sciences,
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véritable histoire des sciences. Ils ont pour but de
réunir les matériaux qui permettront ~ lorsque
leur nombre sera sufisant — de reconstituer la
physionomie et la filiation des théories dont
trace a été perdue,

Historien des sciences, également, est Pauteur qui
cherche & mettre en lumitre la série des doctrines
et des hypothéses scientifiques auxquelles les sa-
vants ont ¢té conduits dans le cours des sidcles
passés, L'histoire ainsi comprise est, en grande
partie, I'histoire des erreurs humaines: pleine
d’enseignements pour le philosophe et pour Phis-
torien de la civilisation, elle ne pourra que rare-
ment, semble-til, étre utile & I'homme de science,
sinon pour le mettre en garde contre certaines
fautes de raisonnement ou certaines imprudences
commises par ses devanciers.

Une autre conception, de P’histoire des sciences
— extrémement répandue aujourd'hui — assigne
& celle-ci pour principal objet la recherche de la
paternité des grandes découvertes. Cette recherche
cst en effet fort utile parce quelle nous aide a
accomplir un devoir de justice ; nous tenons avec
raison & rendre & chacun son dit et nous voulons
défendre notre patrimoine scientifique contre les
prétentions injustifides des historiens de certains
pays qui s'appliquent & faire de la science un champ
de rivalités nationales, Mais, cela dit, il faut recon-
naitre que l'exacre répartiton des découvertes entre
leurs auteurs nous apporte peu de lumiére sur la
véritable origine de ces découvertes.
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LA PENSBE MATHEMATIQUE

Que la résolution de I'équation du troisiéme
degré soit due & Tartaglia ou & Cardan, que les
premiéres éguations de la géométrie analytique
aient 6té formulées par Descartes, par Fermat ou
par ua troisiéme géomeétre, que tetle régle de caleul
infinitésimal nous vienne de Newton, de Leibniz
ou d'un Bernoulli, on ne saurait tirer de ces faits
aucune conclusion utile, Plus curicux, sans doute,
sont les rapprochements que P'on peut établir par-
fois entre des ceuvres d’époques trés différentes,
ct qui permettent de découvrir dans des écrits
anciens et peu coanus les germes de théories re.
gardée jusqu'alors comme beaucoup plus récentes,
C'est ainsi, par exemple, que |'on trouve chez
Apollonius, chez Nicole Oresme {x1ve sigcle), chez
Marino Ghetaldi (xvi® siécle), certaines études qui
nous font immédiatement penser & la géométrie
cartésienne. Mais I'on doit se méfier des ressem-
blances de ce genre, lesquelles sont souvent de
pure forme, c'est-d-dire ne portent que sur les ma-
nifestations de la pensée scientifique (énoncés de
taits, formules ou théorémes) et non point sur les
tendances et Paction créatrice de cette pensée. Ce
qui nous parait, quant & nous, étre vraiment inté-
ressant dans I'histoire des sciences, ce n'est point
de constater que tel ou tel fait a ¢été rencontré ou
pressenti & telle époque ; c’est de reconnaitre
commentce fait est entré dans un systéme, quel
courant de recherches a conduit & le regarder
comme important, de quel mouvement de pensée
il a lui-méme étéle point de départ, Cest en d'au-
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tres termes, I'évolution des conceptions scicnti-
fiques que nous souhaiterions connaitre et com-
prendre. Or il n’est point de trouvaille historique
qui brusquement puisse venir renverser ce qu'une
longue série d'études nous a déjh appris sur cette
¢volution,

Nousappliquerons la méme remarque & I'histoire
des découvertes considérée spécialement du point
de vue national. Le cas de légitlime défense étant
mis & part, cette histoire nous parait peu instruc-
tive, pour autant du moins qu'elle se borne &
cataloguer les inventions revendiquées parchacune
des nations civilisées, 1} y aurait, cependant, dans
le domaine des sciences comme dans les autres,
une histoire nationale & écrire, qui ne serait ni
illusoire, ni sans portée, Mais ce serait une histoire
d'un caractére élevé, quilaisserait de coté le dérail
technique des découvertes pour ne considérer que
V'esprit. Ce qui constitue, en effer, individualité
scientifique d’un peuple, ce n’est point le concours
de circonstances qui lui & valu d'acquérir le pre.
mier telle ou telle connaissance, mais ce sont les
méthodes de travail en usage chez ce peuple, les
habitudes et les tendances des inteligences, le
pouvoir de divination plus ou moins développé et
orienté dans tel sens particulier, I'idéal enfin que
poursuivent ses savants. Plusieurs études intéres-
santes ont été publidesau cours des dernidresannées
sut la pensée scientifique frangaise considérée & ce
point de vue ; mais une histoire compléte du dé.
veloppement de cette pensée nous fait encore défaut
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Ce n’est point, toutefois, en s'attachant & une
phalange particuliére de savants, si brillante soit-
clle, qu'il convient de commencer enquéte géné-
rale dont nous avons plus haut indiqué I'objet.
C'est en effet 1out le cycle des productions scienti-
fiques qu'il sera nécessaire de passer en revue si
l'on veut dégager les conceptions fondamentales
qui ont présidé 4 la constitution et au développe-
ment des sciences. On devra donce négliger provi-
soirement les diverses nuances et oppositions de
dérail duesaux personnalitésditférentes des hommes
ct des nations pour s’en tenir strictement aux
grandes lignes. Sur quelles questions sera-t-on dés
lors conduit & fixer spécialement son attention ?

Afin de pouvoir entrer dans quelques détails,
nous limiterons dorénavant nos remarques aux
sciences mathématiques, sans d’ailleurs perdre de
vue que ce que nous dirons des Mathématiques

sera vrai aussi probablement dela partie théorique
des autres scicnces,

L’histoire dont nous cherchons & esquisser le plan
fera peu de cas, nous l'avons dit, des découvertes
isolées, détachées de leur milieu:elle se proposera
comme but principal d*étudier les grands courants
dela pensée mathématique, en assignant & chaque
fait la place qui lui revient, non pas dansla science
telle qu'elle existe aujourd’hui, mais bien dans la
science des savants qui ont spécialement étudié ce
fait et quilui ont auribué un role important,

Ainsi, le premier probléme qui se posera & propos
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d’une découverte nouvelle consistera & rechercher
comment cette découverte a été amende et quelle
est sa signification par rapport aux recherches aux-
quetles elle fait suite,

Voici, par exemple, le théoréme de Pythagore :
dans un triangle rectangle le carré de Lhypoté-
nuse est égal & la somme des carrds des deux
Qutres cités, Pour nous ce théoréme est le point
de ddpart d’une riche série d'autres proposi-
tions concernant les relations métriques auxquelles
satisfont les divers ¢léments rectilignes d'un tri-
angle rectangle, et, plus généralement, d'un tri-
angle quelconque, Mais est-ce bien par cet aspect
que le théoréme dit « de Pythagore » a‘primitive-
ment frappé 'sttention des géométres ? On a tout
lieu de croire que, loin d’apparaitre comme une
acquisition avantageuse, ce théoréme a rout d'sbord
€t€ la source de graves difficultés et qu'il a marqué’
P'échec plutdt que I'éclosion d'une théerie, Clest eq
effet toute la doctrine vers laquelle tendaient les
premiers Pythagoriciens — doctrine supposant une
harmonie prééiablie entre les propriétés des
nombres enticrs et les propriéiés des figures géo-
métriques — que le nouveau théoréme jetait &
bas : car il montrait que la considération d’une
figure aussi simple que I'est un triangle rectangle
isosctle (dont le cété est pris pour unité) introduit
immédiatemert dans nos calculs une grandeur in-
commensurable, la racine carrée de deux (1).

(1) L'hyporéutze du tiangle, dont la longueur est égale 4 /3,
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Envisageons, d’autre part, les écrits de Cavalieri
sur la géométrie des indivisibles. Si Pon faisait
abstraction de leurs antécédents, on pourrait re-
garder ces écrits comme le point de départ d'une
méthode de démonstration enti¢rement nouvelle,
consistant & substituer au calcul algébrique des
quantités finies un calcul relatif & des éléments
infiniment petits (différentielles). 1l n'en est rien,
cependant ; car, en rapporiant la géométrie de
Cavalieri & ses origines, nous constatons qu’elle
f1it partie d'un ensemble de travaux qui procédent
directement d’Archiméde, qui n’ont aucune pré-
§ tention méthodologique, er dont les auteurs sont
§ pleins de respect pour les formes classiques de la
démonstration,

Plus encoreque les antécédents des découvertes,
il sera nécessaire d’en considérer les suites, ¢'est-
4-dire P*étudicr les conséquences immédiates qu'en
ont tirées leurs auteurs ou les disciples de ceux-ci.
Clest ainsi que I'on pourra deviner le but que se
proposaient ces savants, et I'idéal vers lequel ils
faisaient tendre la recherche scientifique,

Pascal un jour, par suite de circonstances plus
ou moins fortuites, eut son attention attirde vers
certains assemblages de nombres, qui, disposéds
sous forme de triangle (¢riangle arithmétique de
Pascal), jouissent de propriéés remarquables. Ii
n'éteit pas le premier & remarquer ces propriéiés,
que ddja plusieurs auteurs avaient notées, et notam-
ment Michel Stifel (xvi* sitcle). Mais, tandis que
cés auteurs n’avaicat vu dans leur découverte
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qu’une nouvelle manifestation des vertus des nom-
bres et l¢ moyen de simplifier certains calculs,
Pascal tire immédiatement de lasienne des consé-
quences d'un tout autre genre; il applique en

effet au calcul des probabilités et Putilise pour

certaines sommations de lignes géométriques qui
conduisent directement 4 la notion d’intégration.
Ainsi Pascal subit Pentrainement général qui porte
les savants de son dépoque, & élargir le champ
d’application des mathématiques, & établir de nou-
veaux ponts entre les provinces de cette science et &
accroitre de cette maniére la puissance du calcul,
Dans le méme ordre d'idées, n'est-il pas trés
intéressant de voir les mathématiciens de I'Inde et
les grands novateurs occidentaux, comme Nicolas
Chuquet (xv* siécle), n'éprouver aucun embarras,
et continuer d aller de Pavant,lorsqu'ils rencontrent

les racines négatives des équations, wandis que, le M

plus habile manieur d'équations du xvi¢ siecle —
¥rangois Vitte — s’obstine A maintenir des cloisons
étanches entre les équations qui ont des racines de

signes dilférents sous prétexte qu'elles corres- [
pondent, dans son systéme, & des problémes géo-
métriques distincts ? N'est-ce pas un symptéme -

frappant du point de vue du xixe sitcle que |a

marche de la pensée d’Evariste Galois, faisant de i

Fimpossibilitd ol nous sommes de résoudre les
¢quations de degré supérieur & quatre le point de
départ d'une théorie positive, dans laquelle on

aborde I'étude des dquations par un biais tout -3

nouveau, la théorie des groupes?
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En méme temps que 'on situera la découverte
dans Phistoire de la pensée mathématique, on
devra la confronter avec 'ensemble des découvertes
de la méme époque. Non seulement on relévera
attentivement les inventions voisines ou équiva-
lentes qui souvent surgissent presque simultané-
ment dans l'esprit de nombreux auteurs, afin de
mesurer, si Pon peut ginsi dire, Pintensité du
courant dans lequel sont entrainés ces savants,
. mais I'on rapprochera également les découvertes
i1 les plus distantes en apparence. 1l arrive fréquem-
ment, en effet, que plusieurs séries d'études, jugées
3 sans lien entre elles par un observateur superficiel,
1 etdont les auteurs méme s’imaginent n'avoir entre
3 eux aucun point de contact, proctdent cependant
i de préoccupations et de réflexions voisines ; la
i comparaison que nous établissons aprés coup entre
4 ces études peut alors nous aidera retrouver Vorien-
i tation commune des spéculations qui leur ont
4 donné naissance.
7y  Uonsidérons, par exemple, pendant la période
# post-cartésienne, les progrés de la géométrie ana-
3 Iytique d'une part, et d’autre part le développe-
1 ment du caleul des séries institué par Newton et
ii‘-—-.: Leibniz. (Euvres indépendantes, pensera-t-on tout

: d’abord, dont I'une se rattache & la pensée de
Descartes, tandis que Pautre, tournant le dos au
;assé ouvrel la science des voies toutes nouvelles
% en posant les principes du calcul infinitésimal ct
& de 'Analyse moderne. Pareille maniére de voir ne
résnste pas, cependant, & un examen attentif. Si,en

= 1Y ==
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effet, 'on regarde de prés les deux groupes de
travaux dont nous verons de parler, on constate
qu’ils ne s'opposent nullement 'un & Pautre et
qu'ils constituent en réalité deux expressions diffé-
rentes d'une méme préoccupation, d'un méme
besoin de lu pensée mathématique du xvu® siécle,
C’est la notion générale de fonction qui se dégage
peu & peu des théories o elle était enveloppée,
et qui cherche & se manifester extéricurement, &
se projeter sous figure de courbes géométriques,
sous forme d’équations, ou suivant des combinai-
sons plus compliquées telles que les développe-
ments en séries infinies,

Un rapprochement non moins instructif pourrait
¢tre fait entre diverses séries de recherches contem-
poraines qui sont fortéloignées fes unes desautres
par la nature de leurs objets, mais qui pourtant
dérivent d’'une inspiration commune. Ainsi, entre
la théorie moderne des fonctions et Pétude des
axiomes de la géomdtrie, il n'y a pas de lien ap-
parent. Cependant les deux études tirent leur ori-
gine d’'une méme tendance de la pensée mathdma-
tique actuelle : souci de classification, volonté de
pousser le plus avant possible la résolution, la dis-
section des notions complexes.

Bien entendu, tout en poursaivant I'étude histo-
rique objective des théories scientifiques, on re-
cueillera soigncusement, chemin faisant, toutes les
indications que laissent échapper les auteurs sur
leurs préoccupations durables ou passagéres, sur
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Jeurs espoirs, sur leurs doutes, sur les régles de
travail auxquelles ils s"assujettissent, |

Il y a cu de tout temps, parmi les savants, des
esprits géndralisateurs qui se sont plu & regarder
loin devant eux et & se représenter I'avenirde la
science. Tel fut Descartes, tel fut Leibniz, tel
Galois, et d'autres aussi qui, sans &ire des savants
de premier plan, peuvent néanmoins réfiéter avec
exactitude les vues et lesaspirationsde leur époque.
Tous ces penseurs seront particuliérement intéres.
sants & écouter, 11 existe, par contre, une catégorie
de savants qui semblentavoir une méfiance instinc-
tive contré toute généralisation anticipée et qui
trouvent plus d'intérét 4 ciseler des ceuvres limitées,
mais parfaites, qu’a ébaucher de vastes théories et
& construire des hypothéses, Tels ont €té Fermat,
‘Gauss, Hermite, Ceux-12 sont peu communicatifs,
mais il est quelquefois possible de les deviner en
partie, Ainsi Pon peut étre assuré que ces hommes,
épris de perfection, choisissent avec un soin parti-
culier les problémes auxquels ils s’attachent. Peut-
étre donc qu'en examinant attentivement la liste
de ces problémes, en la comparant avec les objets
d’étude d'autres mathématiciens du méme temps,
on pourra jusqu'd un certain point retroaver le fil
de leur pensée. Ainsi, un point pris sur une courbe
ne nous apprend rien sur cette courbe ; mais une
pluralité de points situés sur un faisceau de courbes
paralitles, permettront, s'ils ne sont pas tous exac-
tement au méme niveau, de déterminer approxima-
tivement la forme et l'orientation du faisceau.
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D’une manitre générale, il sera toujours fort
intéressant de savoir dans quelles circonstances et
4 quelle occasion les problémes marquants de la
_ science se sont présentés A V'esprit du chercheur.
On regardera donc toujours comment ces proe
blémes sont introduits dans les écrits ot ils sont
érudids, et par quels arguments leur utilité et leur
intérét sont expliqués, On prétera également atten-
tion aux disputes, aux controverses, aux rivalités
entre savants qui ont fait naitre, précisément,
tant de questions nouvelles, et qui sont si propres
& éclairer certaines faces importantes de la pensée
scientifique. Ainsi, en Gréce, 'opposition des théo-
riciens ¢t des praticiens nous fournit une donnde
fondamentale sur I'idéal de la science hellénique.
Les discussions qui ont eu lieu sur le calcul des
probabilités, sur les relations des Mathématiques
et de la Mécanique, sur I'infini et le continu, nous
apportent de méme des renseignements précieux
sur la science moderne.,

La méthode que nous proposons d'appliquer &
’étude historique des théories mathématiques ne
saufait, — on ¢n peut juger par |‘esquisse qui pré.
céde, — &tre regardée comme nouvelle : elle est,
au contraire, fort répandue de nos jours dans tous
les domatnesol pénétre Phistorien : c’estlaméthode
critique ou philosophique, et I’histoire telle que
nous l'avons décrite rentre évidemment dans l'en-
semble d’éiudes auquel on donne le nom d' <histoire
philosophique des sciences ».
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I ne faut pourtant pas conclure de 14 que les
guestions énumérées plus haut soient naturclle-
ment liées aux problémes philosophiques avec les-
quels elles se rencontrent dans I'esprit de nombreux
penseurs. Les conceptions sur la science que nous
voudrions voir dégagées par I'historien ont sans
doute le plus souvent supgér¢ des concepiions
philosophiques, soit & leurs auteurs mémes, soitd
ceux quilesont regardées du dehors, Mais, comme
nous l'avons déja observé plus haut, il n’y a point
interdépendance, il n'y a méme pas parallélisme
des unes et des autres. L'histoire que nous avons
en vue est exclusivement tournée vers la science et
reste indifférente aux doctrines métaphysiques.

Pour justifier cette assertion, il n’est pas néces-
saire de procéder 4 une longue étude. Nous avons
en ¢ffet la bonne fortune de posséder, pour ce qui
regarde ladéfinition des problemes historico-philo-
sophiques, une base d’appréciation extrémement
sire et compléte dans le bel ouvrage qu’a publié
récemment M. Léon Brunsghvicg sur les étapes de
la philosophie mathémathique (1),

M. Brunschvicgs'est attaché & montrer comment
I'histoire des théorics mathématiques perme:
d’expliquer Pévolution des doctrines philoso-
phiques auxquelles ces théories ont donné lieu. Ily
a, pense-t-il, corrélation constante entre les deux
ordres de spéculation, chaque progrés technique
important se traduisant jmmédiatement par un

{1) L.Brunschvicg. Les élapes de la philosophie mathématique, 1911,
= =
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nouveau mouvement philosophique, Or il arrive
qu'en lisant l'exposé de M. Brunschvicg nous
sommes, sur presque tous les problémes qui y
sont soulevés, pleinement d’accord avec 1'auteur,
dont les arguments nous convainquent ; et néan-
moins nous constatons que la courbe d’évolution
tracée par M. Brunschvicg différe notablemenr,
quant au dessin général, de celie qu'il aurait ob-
tenue #'il s'était placé au point de vue du pur
homme de science. :

La ligne qui marque les étapes de la philosophie
mathématique offre un nombre considérable de
sinuosités et méme de discontinuités brusques que
M. Brunschvicg met trésfortement en relief. Ainsi,
& peine le platonisme a-t-il donné, pour la pre.
miére fois une explication compléte — ou du
moins jugée telle — de la connaissance et de la
vérité mathématiques, que déja se présente une
coupure, unrebroussement de la courbe ; lecourant
de la spéculation philosophique sur la science
s'arréte soudainement, pour repartir avec Aristote
dans une nouvelle direction qui I'écarte des mathé.
mathiques ; et il faut attendrejusqu'au xvi* sidcle
pour voir la philosophie reprendre I'orientation
que lui avait imprimée Platon, Aprés les Carté-
siens ~— Descartes, Malebranche, Spinoza —
nouvelle coupure et non moins profonde : Panalyse
infinitésimale relégue au second plan Palgébre et la
géométrie cartésienncs, et de ce grand événement
mathématique résulte une révolution compléte de
la philosophie & base scientifique. Au cours de la
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période contemporaine, parcillement, nous ren-
controns deremarquables discontinuités, M. Bruns-
chvicg nous fait voir e¢n effet comment I'arithmé-
tisme de Renouvier et lenominalisme de Helmbholtz
d’une part, le mouvement dit < logistique » d’autre
part, la doctrine intuitioniste en troisidme licu, se
font nawrellement suite en s'opposant,et répondent
aux diflérents aspects d'une science qui évolue,
Jamais, peut-étre, la philosophie mathématique
n’a suivi une ligne aussi anguleuse que durant les
vingt dernitres anndées,

Allons-nous retrouver le méme rythme, laméme
suite¢ d'oscillations, dans le chemin parcouru par
la pensée scicntifique pure, dégagée de toute pré-
occupation philosophique ¢ Nous ne le croyons pas.
Au contraire, il nous semble que Jes oppositions

les plus importantes pour le philosophe dis.
paraissent parfois presque compléiement aux yeux

de ’homme de science.

Ainsi, par exemple, une rapide revue de Peeuvre
mathématique des Grees nous ameéncra plus loin
& conclure qu'il est impossible de tracer des
coupures dans!’histoire de cette euvre, ct qu'on ne
saurait y distinguer des théorics ou des méthodes
proctdant de conceprions divergentes. Comiie
Paul Tannery et Gaston Milhaud, nous croyons &
Punité de physi-nomie de la séience grecque.

Parcillement, Vérude auentive du mouvement
mathématique du xviesiécle nous conduira & aban-
donner I'opinion — assez répanduc — d'aprés la.
Quelle la création du calcul infinitésimal aurait
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constitué une révolution scientifique. Il nous ap-
paraitra que, malgré les différences quiles séparent
en tant que philosophes, Descartes et Leibniz,
hommes de science, sont mus par des aspirations
et des conceptions assez semblables ; ils appar-
tiennent & la méme famille mathématique.

Enfin, si nous observons les :nilieux scientifiques
contemporains, ol trouvons~nous trace de ces di-
visions et de ces discordes qui agitent le camp des
philosophes spéculant sur les principes de la
science ? Interrogeons I'un quelconque des mathé-
maticiens vivants : il nous dira que, si les discus-
sions philosophiques de notre temps ont intéressé
le monde savant, elles n'ont jamais fait dévier, ni
influencé en aucune maniére, le cours de ses con-
ceptions, Partisans de 'arithmétisme, de la logis-
tique ou de l'intuitionisme, se retrouvent aussitdt
d’accord lorsqu’il sagit d'effcctuer ou d’interpréter
une recherche technique,

Ces exemples suffisent & montrer comment une
Iégere différence de point de vue peut transformer
profondément les résuliats d’'une enquéte surl’his-
toire des théorics scientifiques. La reconstitution
historique faite par M. Brunschvicg est non seule-
ment distincte de celle que nous avions en vue
dans les pages précédentes, mais elle conduit, sur
plusieurs points importants, 4 des résultats op-
posés.

Les raisons de cette divergence ne sont peut-
&tre pas difficiles & deviner. N’est-ce point I'inéluc-
table opposition de la science qui se fait et de la
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science déja faite qui, ici encore, se maniteste? Le
savant professionnel aura toujours en vue la pre-
miére : c’est elle qui remplit sa vie, qui est I'objet
continuel de son activité, Le philosophe, au
contraire, voulant asseoir un sysiéme, sera — quel
que soit d'ailleurs son dessein — nécessairement
attiré vers ce qu'il y a de solide et d'indiscutable
dans les théories scientifiques, ¢'est-4-dire vers les
résultats acquis.

Ne parlons pas ici de Kanrt et d’Auguste Comte
qui, comme le rappelle M. Brunschvicg, ont pris
pour point de départ de leurs rétlexions une
science déjd arriérée, des théories mathématiques
déja dépassées & leur épogue. Mais croitson que
les philosophes les mieux instruits du mouvement
scientifique deleur temps opérent avec une méthode
trés difiérente ? Sens doute ils savent avec exac.
titude & quel point est parvenu ce mouvement,
u1ais connaissent-ils suffisamment la tangente qui
¢n détermine la direction? Et Je savant de profes-
sion lui-méme, lorsqu'il veur philosopher, ne sus-
pend-il pas, pour un temps, le cours de sa pensée,
ne fixe~t-il pas provisoirement celle-ci, afin defaire
sur elle un etlort de réflexion ? De 18 résulte que,
daus la science telle qu'elle apparait au travers de
la philosophie, les valeurs, les traits saillants des
difi¢rentes théories, ne sont pas les mémes que
dans la science vicue par le savant.

Ce n'est pas que le probléme de Pinvention et
de la création mathématique n’ait été maintes fois
¢t finement éudié. Mai<, dans les termes ou le
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pose d'ordinaire le philosophe, ce probléeme ne
parait pas avoir de lien direct avec la question que
nous voulons poser : celle de I'évolution desiddes
des savants sur la science ; et, d'ailleurs, le pro-
bléeme de l'invention n'a jamais été spéeialement
considéré — on ne voit pas comment il aurait pu
Iétre — du point de vue proprement historique,
Ainsi M. Brunschvicg laisse de co1é Vhistoire
lorsqu'il conclut ses réflexions personnelles sur les
racines de la vérité mathémarique en donnant
comme fondement & cellesci l'activité méme de
Pesprit, le mouvement, l'édlan d’une intelligence
continuellement en progrés. Nous resterons au
contraire, sur le terrain historique et scientifique
si, fixant notre regard sur la réalisation de I'ceuvre
mathématique, nous nous demandons comment et
dans quelles conditions les savants des divers iges
sont parvenus 4 orienter les progrés de cette activité
intellectuelle dont parle justement M. Brunschvicg,

Ces remarques étaient nécessaires pour bien
montrer quels scront le point de vue, les carac-
tires et le domaine propre de I’histoire dessciences,
appliquée aux problémes que nous avons indiquds,

Mais dira-t-on, l'histoire ainsi comprise, la pos
sédons-nous ddja, a-t-elle été écerite en tout ou en
partie? Il nc parait pas, 4 vrai dire, qu’aucune
tentative ait ¢1é faite pour isoler systématiquement
les questions qui intéressent cette histoire. Nous
trouvons cependant dans les travaux des savants,
des historiens et des philosophes suffisamment
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d'indications pour pouvoir nous rendre compte de
ses grandes lignes, '

Lorsqu'en effer, faisant volonmairement abss
traction de toutes les nuances et différences qui
nous paraissent secondaires, nous suivons &
travers les &ges, les conceptions dircctrices des
mathématiciens, nous voyons se dessiner une
courbe d’évolution dont la figure générale est
extrémement simple. Trois grandes divisions,
seulement, ressortent dans cefte vue d'ensemble,
trois grandes vaguesdont le soulévementprincipal
se produit aux trois époques les plus marquantes de
Phistoire des mathématiques : la grande époque
de la science hellénique, la fin du xvne sit¢cle,
I'époque contemporaine,

Ainsi nous serons tout d'abord amenés & nous
demander quels sont les caractéres par ou se sont
distingués ces trois mouvements de pensée,

En ce qui concerne les deux premitres époques
il suffira, pour les caractériser d'interpréter des
faits historiques connus ; travail qui serait relatives
ment aisé si ces faits ne se trouvaient &tre trop
rares pour la période antique et exceptionnellc-
ment abondants pour le xvue siécle, en sorte que,
dans un cas, nous sommes obligés de suppléer
par des inductions & V'insuffisance des textes, et
dans l'autre, d'apérer un choix d’une nature assez
délicate,

Quand nous en viendrons, par contre, 4 la pé~
riode contemporaine, notre embarras sera plus
graud ; car les historiens, ne disposant pas d’un
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recul suffisant, nc sont pas encore parvenus a dé.
finir avec préclsion et a classer impartialement les
multiples courants ¢t les tendances diverses qui
agitent et divisent les milieux mathématiques de
notre époque,

Mais, si I'histoire des idées scientifiques les plus
récentes est, & bien des égards, la plus incertaine,
n'est-ce pas, en revanche, celle dont Pétude est
susceptible de rendre le plus de services & Phomme
de science, si clle peut, comme nous le croyons,
I'éclairer sur son propre rdle et 'aider & diriger le
cours de ses recherches ¢

(Cest pourquoi, quelque imparflaite que soit
actuellement cette histoire, nous ne devons pas
hésiter & formuler, sans plus attendre, les juge-
ments qu'elle nous suggere ct & dégager les legons
qu’elle nous paraitra comporter (1),

(1) Dans un ouvrage intitulé Les Principes de I Analyse matiéna-
ligue, exposé historigue ef critigne (2 vol., Hermann éditeur, 1914
et 19:9) jai cherché & donner un apergu des principales théories
qui constituent les fondements des Mathématiques pures et j'ai
groupé et classé ces théorics de maniére 3 meure en évidence les
trois phases de la pensde mathématique dont il va étre question
dans les pages suivaates. Ayant ainsi donné ailleurs une sorte d'itlus-
tration technique de la théorie historique que je me propose de
soutenit, jo me dispenserai cette fois d'entrer dans des longs déve.
loppemen:s mathématiques, — Quelques parties des chapitres qui
forment le présemt ouvrageont déja figuré dans des articlespubliés,
de 1902 4 1914, dans la Revoe de Méaiphysique ot de Morale et
dans la Rivista &i Scienza (Scientia),
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CHAPITRE PREMIER

LA CONCEPTION HELLENIQUE
DES MATHEMATIQUES(1)

La part qui revient aux peuples de I'Orient dans la
formation de la science mathématique a été diverse~
ment appréciée par les historiens du xix¢ siécle, La
tradition que nous a léguée l'antiquité n'admerrait
point que I scicnce grecque ett rien emprunté A ces
peuples. Et, jusqu‘au milieu du siécle dernier, lacritique
orientaliste moderne éait trop peu avancée dans son
ceuvre de reconstruction pour pouvoir riem opposer
a cette tradition. Lorsque, cependant, 1'on commenga a
mieux connaitre Ja fréquence er I'importance des rela.
tions qui existérent dans tous les domaines entre la
Gréce et l'Orient, lorsque on put reconstituer quel-
ques-uns des prublémes — déjd trés compliqués —
que savaient résoudre les mathématiciens de la Chal-
dée, de I'Egypte, de I'Inde et peut-dtre de la Chine,
on fut tenté de revenir sur 'opinion ginéralement ad-
mise. On s'avisa que, volonuirement ou non, les sa-
vants grecs avaient fort bien pu exagérer l¢ mérite des

(1) Daus ce chapitre, nous avons spécialement mis & profit les
études de Faul Tannery, G. Milbaud, Zeuthen, L. Brunsclivicg,
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inventions qu'ils s'attribuaient {1). Cette suspicion, 3
son tour, fut renversée par les progrés ultérieurs de
Phistoire. Depuis Paul Tannery noiamment, le carac-
tére franchement original de la mathématique grecque
ne parait plus devoirétre misen doute. Ira-t-on pourtant
jusqu’a admettre que celle-ci soit pour ainsi dire sortie
-du néant, et qu'elle ne doive rien aux méthodes de
mesure et de calcul qu'enseignaient les arithméticicns
et les géomeétres orientaux ? Paul Tannery (2) et Gas-
ton Mithaud (3) n’étaient pas éloignés, il y a quelque
vingt ans, de penscr ainsi. Mais d’autres critiques, par-
tant du principe que ¢ rien ne sort de rien », contestent
cette maniére de voir et se refusent & croire au « mj-
racle grec » (4). M. Léon Bruuschvicg (5), d'autre part,
— raisonnant ici en philosophe plutét qu’en historien
— voudrait réhabiliter Pecuvre des calculateurs dgyp-
tiens, & laquelle, dit-il, les créateurs de la mathématique
grecque ont refusé le nom de science parce qu’ils liaient
l'idée d'arithmétique au réalisme pythagoricien, mais
ol déja, pourtant, 'on peut discerner tous les ressorts

(1) G. Milbavd, Leons sur les origines de lu science grecque,i893,
p. 69 et suiv. Nouvellss étudss sur la pensée scientifigne, 1911, p. 41
et suiv. (F. Alcan).

(21 CL A Rivaud, Panl Tannery, historien de la science grucque,
apud. Rev. de mélaphysique, mars 1913, p, 184.

(3) Cf. notamment, Milhaud, Lecons sur les origines de la sience
grecgue, 1893, Dans ses Nouvelles diudes sur la pensée scientifigue,
publiées en 1911, Gaston Milhaud, tenant compie de travaux
récents sur la géométrie hindoue, a légéroment atténué la thise
qu'il soutenait en 1893,

(4) Cf. E. Picard. La stience smoderna et son état actuel, p. 4. —
Cf. égalemem, un anicle Jde E, Karpinski, Origines et dévelospment
de Talgéhre, arua Scientia, Bologrie, 1919, 8,

(s) Ct. L. Brunschvieg., Les dapes de L1 philosophie mathémaligue,
Chapitre 1{,
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intellectuels qui caractériseront plus tard la déconverte
mathématique,

Quelgue opinion que l'on ait sur les mérites et I'in.
térét de la science orientale (1), on ne pourra point con-
tester, cependant, qu'envisagée du point de vue auquel
nous vouions nous placer, Lhistoire de la pensée mathé-
matique ne saurait commencer avant I'époque des grandes
découvertes helléniques. Les Bgyptiens ont connu des
faits mathématiques; ils ont su manier des formules et
raisonner sur des figures géométriques ; mais, poursui«
vant, autant que nous en pouvons juger actucllement,
des fins utilitaires et pratiques, ils ne paraissent pas avoir
eu une conception distincte de la science théorique, un
iddal scientifique. Or peu nous importent les probiémes
qui ont suscité, les sources d'od sont sortis, les grands
courants de la spéculation mathématique : ces courants
ne nous intéressent qu'a partir du moment ot ils out
une direction, une orientation systématiques.

Si la question des influences étrangdres subies par la
science grecque se trouve ainsi — pour le moment —-
écartée du champ de notre étude, nous rencontrons en
revanche certaines difficultés lorsque nous cherchons 3
retracer la filiation des conceptions mathématiques fon-
damentales & I'intériear méme du monde hellénigue.

Si nous considérons, en effet, la matiére de la Mathé.
matique grecque, nous sommes tout d'abord contondus
par Pextraordinaire diversité des quesrions qui y figu-
rent. Clest ainsi qu’a cdté des ceuvres entidrement ache-
vées des grands arithméticiens et géométres grecs, nous

e T, ORI i DY b A e s G A el ATl e L TR B il ot

(1) Nous ne parlons pas ici de la grande dcole algébriste de
Flade, qui a infubitablement exercé une influence sur I'dvo-
lution de la pensée mathématique, mais dont Pazuvre est probables
ment posiérieure & I'épanouissement de la science grecque {volr
infra, chapitre 1),
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trouvons, dans le recueil de Diophante le principe d'une
théorie des nombres, chez Apollonius V'idée premitre
d’une géométrie analytique, chez Archimede la concep-
tion déjd trés nette du calcul des infiniment petits, et
chez Euclide I'application presque parfaite d’une mé-
thode de présentation de la géométrie qui est devenue
Fune des bases essentielles de 1'édifice mathématigue
moderne. Comment donc discerner des caractéres con-
muns dans une production aussi varide ?

Etant donné, toutelois, le but que nous nous prope-
sons dans cet ouvrage, nous ne devons pas placer sur la
méme ligne toutes les acquisitivns de la science grecque,
ni chercher, non plus, 3 les classer d'aprés Iavenir plus
ou moins brillant qui leur était réservé. Ce que nous
voudrions metire en lumiére, ce sont les idées mai-
tresses, ce sont les principes intellectuels, gqui ont pri-
sidé 4 la naissance de la Mathématique pure. Or, ces
principes ne sont évidemment pas aussi diversifiés que
les collections de faits positifs dont ils ont provoqué la
découverte, et il doit dtre possible de les grouper autour
d’un perit nombre d'idées centrales. C'est ce que nous
allons tenter de faire dans le présent chapitre.

1. — La science contemplative.

Nous avons rappelé d’un mot, tout A I'heure, 'oppo-
sition fondamentale qui parait séparer la conception hel-
lénique de la science et le point de vue des peuples
orientaux. Lesarithméticiens et les géometres de I'Orient
ont été dirigés par des considérations utilizaires, et c’est
14, selon Platon, une raison snffisante pour leur refuser
le nom d'amis de lu science. Pythagore, an contraire
« remonta aux principes supérieurs et étudia les pro-

= 32 =
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blémes abstraitement ‘et par I'intelligence pure », et
c'est pourquoi il fut, d'aprds Eudéme (1), le créateur de
la Géométrie (c'est-d-dire des Mathématiques pures),
dont il fit un enseignement libéral. Ainsi, le premier
rait distinctif de la mathématique grecque serait, d’aprés
ses auteurs, son caractére strictement spéculatif : elle
entend raisonner sur des notions pures, sur des essences
idéales sans jamais s"abaisser 2 la considération des ob-
jets sensibles.

Quel est le sens de ces assertions, et que faut-il en-
tendre par les mos : « essences mathématiquesidéales »?
Une bonne partie de la métaphysique grecque a été con-
struite précisément en vue de Uexpliquer. Cependant, il
est probable que I'explication n'est venue qu’aprs coup,
et l'on doit, par conséquent, admettre qu’elle n’était
pas une condition indispensable du développement de la
penséc mathématique hellénique. En fait, le savant grec
avait 3 un tel degré l'intuition instinctive du caractére
propre des notions mathématiques que point n’était
besoin d’'un systéme métaphysique pour arréter sa cone
viction. Il lui a suffi, semble-t-il, d’examiner les tech-
niques arithmétiques et géométriques de I'Orient pouy
taire, du méme coup, deux découvertes : que, d’une
part, ces techniques ne sont pas des sciences rationnelles,
mais qu'une science, d'autre part, se cache derriére elles,
Et il a compris que, méme en conservant la manitre
cgyptienne de mesurer et de calculer, on pouvair, sur
les mémes figures, avec les mémes mots, dire des choses
toutes ditférentes.

Plus précisément, s'il est possible de regarder les
expressions numériques et les figures géométriques

L T ot S SR il I - R R
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{1) Proclus. Commenmaires, &dit. Teubner, p. 65. C, Milhaud, Les
bhilosoplus géomiires de la Griee, p. 79,
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comme les objets d'une science rigoureuse et purement
rationnelle, c’est & la condition de ne voir en elles qu’'une
forme extérieure et accidentelle; et, quand nous analy-
sons ces éxptessions et figures, ce n'est pas en réalité
sut elles que portent nos raisonnements mais bien sur

les notions idéales, éiernetles, dont elles sont la couver-

ture. Voili ce que doit comprendre tout homme quia
étudié les rudiments de fa géomérie. « Aucun de ceux —
dit Platon ‘1) que I'on pzut considérer comme le porte-
parole des géometres du ve sidcle, — aucun de ceux qui
ont la moindre teinture en géométrie, ne nous contes-
tera que le but de cette science n’a absolument aucutt
rapport avec le langage que tiennent ceux qui la traitent.
— Comment cela ? — Leur langage est fort plaisant
quoiqu’ils ne puissent s'emplchier d'en vser, lis parlent
de quarrer, de prolonger, d'ajouter, et ainsi du reste,
comme s’ils opéraient réellement et que toutes leurs d¢-
monstrations tendissent A la pratique ; tandis que cette
science n'a tout entlére d'autre objet que la connais-
sance, — Cela est vrai. — Conviens encore d’une chose.
~ De quoi ? — Qu’elle a pour objet la connaissance de
ce qui est toujours et non de ce gui nalt et périt, — Je
- n'ai pas de peine  en convenir ; ‘car la Géométrie a pour
objet la connaissance de ce qui est toujours. — Par
conséquent, elle attire PAme vers la vérité, elle forme
en elle l'esprit philosophique, en I'cbligeant A porter en
haut ses regards, au lieu de les abaisser, comme ot le
falt sur les choses d'ici-bas. — Rien n’est plus certain. »

L'Arithmétique, comme la Géométrie, a « la vertu
d’élever 1'Ame en ['obligeant 4 raisonner sur fes nombres

(1) Ripublique, VII. Ce passago de la Ripubligue, capital pour
Iintelligence de la Mathématique platonicienne, a &é fréquemment
ciié et commenté par Gaston Millaud dans ses legons sur 13 science
grecque,
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tels qu'ils sont en eux-mémes, sans jamais souffrir que
ses calculs roulent sur des pombres visibles ou pal-
pables ». Ainsi, la science n'a nullement pour réle,
comme le pourraient croire des ignorants, de servir aux
marchands et aux négociants pour les ventes et pour les

achats, mais bien de faciliter 4 1'Ame la route qui doit la

conduire de la sphére des choses périssables 4 la contem-
plation de la vérité (1),

Quils sont exactement les objets qu'étudie la Science
ainsi congue, quels problémes se pose-t-elle, ct de quelle
maniére résout-elle ces problémes ?

Il est moins facile qu'on ne pourrait le supposer de
répondre d'une maniére précise 1 ces trois questions.

5iles Grecs, en effet, ont étudié avec prédilection le
probléme philosophique de la connaissance, par contre
ils ne nous ont donné nulle part e plan de l2ur Science,
ils ne nous ont légué aucun programme d’ensemble, in-
diquant la composition de I'ddifice mathématijue tel
quils le comprenaicnt et re! qu'ils se proposaient de le
téaliser, Nous possédons, il est vrai, un bon nombre de
leurs traités techniques, Mais ceux-ci ne mettent en évi-
dence que 'un des aspects — et non, pent-dire, le plus
cssentiel — de la conception hellénique de la science.
On sait, en effer, que les Platoniciens éablissaient une
séparation profonde entre le « discours » et 1" ¢ in:elli-
gence », entre la science écrite, qui est un exposé di-
dactique de vérités déjd connues, et fa conception des
véritds scicntitiques, produit direct de notre faculté d'in
tuition s'exerant sur le monde des notions idéales. —
Cherchons cependant 3 dégager les caractéres princi-
paux de l'avuvre mathématique des Hellines, considérée

(1) CL. Républigue, V11,
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du point de vue de son objet et antérieurement au dis-
cours.

0
* &

Nous venons de voir que les objets véritables des
spéculations arithmétiques et géométriques sont, d'aprés
Platon, les « idées » de nombre (entier) etde figure géo-
métrique. Ce qu'il faut entendre par nombre entier, cela
se comprend de soi, malgré l'impossuibilité ol nous
sommes dz donner de cette notion une définition logique
satisfaisante. Mais le concept de figure géométrique de-
mande, par contre, 4 étre précisé et délimité,

Reconnaissons d’abord, avec Platon, que ce que nous
appelons improprement une « figure » est, en réalité,
une entité qui n'a nullement besoin, pour exister, d’dtre
effectivement « figurde ». Les triangles sur lesquels rai-
sonne le géométre ne sont point ceux que nos sens nous
font percevoir. Il n’y a pas, en effet, de wiangle matériel
qui soit rigoureusement un triangle {c’est-d-dire qui
n'ait point d’épaisseur, qui soit parfaitement plan, dont
les cOtés soient vraiment rectilignes, cic.). Ainsi, lors
méme que nous nous aidons d'une image physique
pour démontrer une propriété du triangle, nous ne
devons voir dans cette image qu'un secours accessoire,
un mode d'expression analogue  celui que nous offrent
les signes de 'écriture : le triangle dont nous voalons,
en réalité, parler, est celui qui existe dans notre esprit,
et non celui qui est dessiné sur le sable ou sur le pa-
pyrus.

Mais, si ce n'est pas en le figurant sous une forme
concréte, comment parviendrons-nous 3 objectiver lis
notions géométriques, A les placer, en quelque fagon,
devant les yeux de notre esprit, pour en étudier la com-
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préhension exacte et en découvrir les propriéiés ? Par
quel moyen, d'autre part, nous assurerons-nous que tel
dtre géométrique, dont certains raisonnements nous font
entrevoir l'existence possible, existe réellement ?

I1 fallait, pour donner desbases solides, i la géométrie,
trouver un critére précis permettant de discerner et de
circonscrire les notions qu'il est !égitime de faire entrer
dans cette science. Une autre raison, d’ailleurs, rendait
nécessaire Padoption d’un tel critére. On en avait
besoin pour canaliser le flot 1rop abondant de nos intui-
tions. En proctamant, en effet, le caractére purement
intellectuel de la Science, on se heurtait immédiatement
d unéeueil : si vraiment le développement de la recherche
scientifique n'a d'autres bornes que celles de notre puis-
sance d’invention, la mathématique, slors, au lieu de
former un édifice harmonieux et bien ordonné, ne va-t-
elle pas se disperser, projeter des pous:zes en tous sens,
et s'égarer dans 'arbitraire ? Il y a I3, pour le savant
qui réfléchit, une difficulté troublante. Le mathématicien
a congu A 'avance une Science idéale, aux contours bien
tracés, et voild qu'd peine au travail il a Uimpression
que son esprit déborle de tous coués hors de ces con-

tours, C'est pourquot les Grecs se sont trouvés conduits
* 4 liviter volomairement le champ de leurs explorations
mathématiques. Ils 'ont fait d'une maniére ingénieuse,
sans doute, mais beaucoup trop étroite au gré des géo-
métres modernes.

Le critére généralement utilisé par les Grees pour
distinguer les notions qui seront admises en géométrie
leur fut fournit par la théorie de la construction, Peut-dtre
n’est-il pas inutile de rappeler les grandes lignes de cette
théorie, ou nous trouvons une excellente illustration des

principes qui dirigeaient la pensée mathématique de Ia
Gréce,
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Qu'est-ce que la construction géométrique 7 It est &
peine besoin de faire observer que cetie opération n'a
rien de commun avec la construction concréte telle
que la pratiquaient les arpenteurs de I'Orient. Cest une
opération rationnelle, qui doit permetire d'éablir et de
vérifier l'existence théorique de figures sur lesquelles on
raisonne (1). Pour atteindre ce but, le moyen le plus
simple consiste évidemment A construire eflectivement
la figure, ou plutot A définir un procédé théorique qui
permetirait de la construire si 'on savait parfaitement
dessiner.

Nous admettrons comme un fait d'intuition que nous
savons, en toutes circonstances, tracer une droite
indéfinie dont sont donnés deux points, et une circon-
férence dont on connait le centre et un point {ou, si
Yon veut, le centre et le rayon), Cela revient i dire,
pour patler un langage marcriel, que nous savons en

(1) Dans les wraitds didactiques de géomérrie, cette notion de
I' w existence » des figures prend une signification technique extré-
mement précise. Louwe figure nouveile doit, en effer, dtre introduite
par unc definition, ¢'esi-a-dire par I'énoncé des propriétés specifigues
dont elle jouit. Or une teile définition n'est hidemment légitime
que si les propriétés assignées A la nouvelle figure sont compatibles
entre clles, peuvent caister simultandment, S'il en drait autremient,
la figue inteoduite par la définition serait une impossibilité logique ;
elle n’ « edisteiait pas - Ainsi, par exemple, s1 je proposiis d'ap-
peler « wangle birectangle » un tdangle dont deux angles sunt
drots, je défininais une figure inexistante, car, étant donné que les
frois angles d'un wiangle Jueiconque ont pour somme denx droits,
il est impossible que dewx de ces angles soicnt respecrivement égaus
a un droit. Il sui¢ nécessairement de Iy que toute définition doit
etre complétée par une discussion, établissant 'existence de la chose
définie, cest-a-dire la compatibilite des disferentes propositions con-
tenues dans la definition. Towtefols cette nterprétation logique du
probléme de I" « existence » ne peut-éyre donnée que lorsque 1'ou
se réfere 2 Fappareil démunstrauif de ia Science, dont pour i¢ moment
nous nous eorgons de faire absiraction,
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tout cas faire usage de la régle et du compas, Partant de
J4, nous posons en priacipe que Pexistence d’une figure
plane sera prouvée (et sera prouvée seulement) si I'on
érablit qu'il serait possible de construire cette figure en
effectuant une série de tracés de droites ou de cercles
dont deux points, ou le centre et un point, sont con-
nus. C'est le principe qu'énoncent les traités classiques
de géométrie lorsqu'ils enseignent que < I'on réserve le
nom de constructions ¢éométriques aux constructions
effectuées avec la régle et le compas »,

S'il faut en croire Plutarque (1, cette conception de
la « construction » aurait éré déji expressément formulée
par Platon, et ce géométre aurait fait grief 2 1’école
d’Eudoxe d’emnployer, pour la résolution des problémes,
des instruments et des dispositifs mécaniques autres que
la régle et le compas. Quoi qu’il en soit, toutes les
constructions planes qui sont spécifides dans les énoncés
des propositions d’'Euclide, ou qui interviennent dans
la démonstration de ces propositions, sont des construc-
tions s'cflectuant « par la droite et le cercle ».

Mais les constructions ainsi définies ne valent que
pour la géométrie pline. Quelle seront dans I'espace A
tro:s dimensions les opérations susceptibles de jouer le
méme réle fondamenta! ¢ Ici apparait une difhiculté : en
effet une construction faite dans 'espace A teois dimen-
sions ne peut pas &tre figurée & I'aide du dessin, repré-
sentée par une « fizure géométrique » ; sommes-nous
alors en droit d’¢ériger semblable construction en preuve
de l'existence de la chose construite ? Cette ditficulié
explique la répugnance que paraissent avoir eue long~
temps les géomcitres grees pour V'étude de la stéréo-
métrie ou géométrie A trois dimensions (2.

t1) Cf, P, Tannery, La geomdirie grecque, p. 79,
(2) L'ignorance ot nous sommes = écrit Platon (Lois, VII) —
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Pour sortir dembarras, le plus simple edt été —
piisqu’aussi bien tous les dessins sunt des projections —
de faire une étude systématique de la projection : on
aurais ainsi appris A remplacer une construction stéréo-
métrique quelconque par ude construction strictement
¢quivalente effectuée dans le phin,

Mais la méthode des projections n'a été constitude,
sous le nom de Géométrie descriptive, qu'au début du
Xix® siécle. Les géometres anciens, qui ne disposaicnt
pas dc eet instrument, se trouvérent done réduits A
admettre @ priori la légitimité de constructions corres-
pondant dans l'espace aux comstructicns faites sur le
plan avec la régle et le compas : construction d'un
plan, copstruction d'une droite ou d'un cercle de es-
. Pace, et aussi construction des corps r uids, eylindre,
cone, sphére (1), qui sont engendrés re-pectiverment par
la révolution d'un rectangle, d'un triany'e, d'un cercle,
autour d’un axe rectiligne.

Observons ici que, du méme coup, la géométrie
plane se trouvait indirectement enrichie d'un chapitre
nouveau. En effet, en coupant par un plan la surface
d'un c6.:e ou cylindre, nous pouvons obtenir une série
de courbes planes remarquables — les sections coniques
— qu'il ne nous aurait pas été possible de construire
par la droite et le cercle si nous étions 1estés dans le
plan.

par rapport 4 la mesure des corps suivant leur longueur, largeur
et profondeur, convient moins 2 des hommes qu'a de stupides ani.
maux; « j'en ai rougi non seulement pour moi-méme, mais pour
. tous les Grecs », Lz protestation de Platon porta ses {ruits, car du
vivant méme du philosophe, les bases de la stéréométie turent enfin
solidement &tablies grice aux travaux d'Archytas et d'Eudose.

(1) Les Grees éwditrent aussi, occasionnellement, quclques
autres figures solides telle que la fore (cf. INtude citée dans la note
Suivante),
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Ainsi se trouvait ouvert aux gfométres, un vaste
champ d'investigations, comprenant probablement les
régions de la science qui offrent la plus riche moisson
de beaux théorémes, mais dont les frontiéres, assuré-
ment, étaient extrémement artificielles. Ne peut-on
concevoir, en effet, de nombreuses courbes géométriques
planes, autres que le cercle et les sections copiques, qui
ne sont pag moins susceptibles d'étre 'objet d’une érude
spéculative rigoureure ? Les géométres grecs eux-
mémes connaissaient bien plusieurs dc ces courbes,
auxquelles ils avaient été conduits par la recherche
des lieux glométrigues (1).

On sait que V'on appelle « lieu géométrique » 'en-
semble des points du plan ou de Pespace qui jouissent
d’une propriété commune. En géomérrie plang, le lien
géométrique peut dire une droite, un cercle ou une sec-
tion conique, mais ce peutrétre aussi une autre courbe,
qui se trouve alors définie par la propriété méme dont
jonit Pensemble de ses points. Clest ainsi qu'au v* ou
1v® sigcle av, J.-C., Hippias définit la courbe appelée
guadratrice. An m® ou 1 sitcle, Nicoméde définit la
couchotde et Diocles la cissoide. L'allure générale de ces
courbes était facile 2 déterminer ; mais pouvait-on,
cependant, regarder leur définition comme comp.te ?
Pouvaient-clles légitimement prendre place dans la Géo-
métric ? Comme s'ils craignaient de porter atteinte 3
la pureté de cette derniére, les Grecs hésitent & ouvrir
aux courbes nouvelles la porte du sanctuaire, et ils pré-
ferent les placer en marge de la Science. Ces courbes
seront pour eux, d'ordinaires des vizo: qaunmst, ou lieux

{1) Cf, P, ‘Tannery. Pour Ibistoire de ligues et surf.ces courbes
dans Tanliguilé, apud Mémoires sciontifiques,, ¢dit Heiberg-Zeuthen,
tome 1.
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mécaniques {livtéralement : licux définis par un dessin ov
tracé mécanique; (1), et non des courbes géométrigues.
Clest ici qu'apparait cloirement I'insuffisance et la
fragilité du point de vue gree, fragilité qu'a fort bien
fait ressortir Descartes dans une page célébre de sa Glo-
mélrie . « Les anciens ~ dit Descartes (2) - oat fort
bien remarqué qu'entre les problémes de la géométrie,
... les uns penvent étre construits en ne tragant que des
lignes droites et des cercles; au licu que les autres ne le
peuvent étre qu'on 0’y emploie pour le moins quelque
section conique; ni enfin les autres gu'on n'y emploie
quelque ligne pius composée. Mais je m'étonne de ce
qu'ils n’ont pas, owre cela, distingué divers degrés
entre ces lignes plus composées, ct j¢ ne saurais com-
prendre pourquoi ils les ont nommées mécaniques plu-
tot que glométniques. Car, de dire que g'et‘lt,(é cause
qu’il est besoin de se servir de quelque machine pour
les décrire, il faudrait rejeter par méme raison les cercles
et les lignes Jroites, vu qu'on ne les décrit sur le papier
quavec un compas et une régle, qu'on peut aussi
nommer des machines, Ce n'est pas non plus 4 cause
que les instruments qui servent d les tracer, étant plus
compliqués que la régle et le compas, ne peuvent é&tre
st justes : car il faudrait pour cette raison les rejeter des
meécaniques, ol la justesse des ouvrages qui sortent de
la main est désirde, plutot que de la Géométrie, ou
c’est seulement la justesse du raisonnement quon
recherche, et qui peut sans doute dtre aussi parfaite tou-
chant ces lignes que touchent les autres. Je ne dirai pas
aussi que ce soit A cause qu’ils n’ont pas voulu aug-

{1} Clest aiusi que Nicomede avait, parait-il, imaginé un appi-
reil permetiant de décrire ia conchoide mécaniquentent,
(2) La Géomdirie, livee 1 : De la nature des lignes courbes,
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menter le nombre de leurs demandes, et qu'ils se sont
contentls qu'on leur accordit qu'ils pussent juindre
deux points donnés par une ligne droite et décrire un
cercle, d'un centre donné, qui passit par un point
donné : car ils n'ont point fait de scrupule de supposer,
outre cela, pour traiter des sections coniques, qu'on
pat couper twout cone donné par un plan donné. E il
n'est point besoin de rien supposer, pour tracer toutes
les lignes courbes que je prétends ict wtroduire, sinon
que deux ou plusieurs lignes puissent &ire mies "une
par lautre, et que leurs intersections en marquent
d’autres ... »

Cependant Descartes lui-méme n'a pas su tirer toutes
les conséquences des remarques qu'ii formulait. I sest
arrété en chemin @ car, s'il introduit dans la Glometrie
la couchotde et la cissoide, il coniinue par coutre 4 en
exclure la spirale et la quadratrice, et ne s’éleve pas &
la notion générale de courbe telle que la congoit la
science moderne.

Nous nous sommes étendus un peu longuement sur la
théorie de la construction. Ceest qu'en eflel, ramende
a son origine historique, cette théorie se trouve érre
particuli¢rement instructive. Elle nous montre trés net-
tement comment, dés son point de départ, — lorsqu’il
optre le triage des éléments sur lesqueis il fera porter
ses spéculations, — le géomitre grec s’impose & lui-
méme une limitation qui ne peut éue justifice par
aucuae raison sérieuse sinon par le désir d’'obtenir une
science simple er bien ordonnée. Nous ailons voir se
préciser ce caractére arbitiaire de la Mathématique
grecque st, laissant désormais de ¢oté les notions ¢lé-
mentaires (matiére des raisonnements du savant ;, nous
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examinons la nature des problémes que celui-ci s'at-
tache 2 résoundre,

»
%

E:ant entendu que Iarithméticien doit spéculer sur les
nowmbres entiers, et le géométre sur les droites, les
cercles et les autres lignes et corps requs en géométrie,
quelles sont, parmi toutes les questions auxquelles peu-
vent donner lieu ces objets, parmi toates les combinai-
sons que I'on en peut former, celles qui ont attiré spé-
cialement la curiosité du savant grec et qu'il a choisi
d'étudier 7

Clest ici, surtout, qae nous novs trouvons manquer
de bases pesitives d’appréciation et que nous sommes
obligés de deviner ce qui ne nous a pas é1é expressément
indiqué. Sans doute, il est facile d’ouvrir les traités
grecs que nous possédons et de dresser la liste des théo-
rémes qui y sont exposés, Mais, parmi ces théorémes,
il en est évidemment un grand nombre qui n'ont éé
recueillis-qu'a titre d'intermédiaires, en vue de faciliter
la démonstration de théorémes plus importants; d'autres,
probablement, ont éré rencontrés par hasard, sans qu'on
les cherchilt, et ne joucnt dans la Science que le role de
hors-d'ceuvre ; enfin  beaucoup de théorémes doivent
leur origine & I'émolation, anx rivalités des glométres,
qui cherchent 4 s’étonner les uns les autres et  faire
valoir leur savoir-faire. A quelles conclusions ponrrait
nous conduire, dans ces conditions, la simple énuméra-
tion des matidres contenues dans quelques traitds ? La
question que nous nous posons est d'un tout autre
ordre : nous voudrions savoir, non pas, généralement,
quels problémes ont été résolns par les Grecs, mais quels
sont ceux dont la résolution devait leur sembler spécia-
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lement désirable et qui marquent le butde leurs efurts.

La question ainsi formulée serait assez embarrassante
sion voulait [a traiter en déuil en dressant explicite~
ment une liste de problémes fondamentaux. Mais, con-
sidérée d’un point de vue d'ensemble, elle ne paratrcom-
porter qu’une seunle réponse : les Grecs ont recherché et
cultivé en Mathématiques ce qui est simple, ce qui est
feau, ce qui est barmonienx (x).

Il convient, toutefois, de préciser le sens que nous
attachons ici & ces mots.

Clest aujourd’hui presqu’un lieu commun de com-
parer aux jouissances artistiques les satisfactions, les en-
thousiasmes, que procure si souvent i ses adeptes la
science mathématique désintéressée. Il s'en fant cepen-
dant que tous ceux qui nous parlent du caractére esthé-
tique des Mathématiques attachent le méme sers 3 ce te
expression, Pour beaucoup de savants modernes, ainsi
que nous le verrons plus loin, ce qui. dans les théories
mathématiques, doit surtout exciter I'admiration, ¢’est
Vélégance de la démonstration, c'est imprévy de cer-
taines méthodes, ce sont les heureux concours de cir-
constance qui permettent de ramener 3 des termes
relativement simples tels problémes en apparence inextri-
cables. Voild, dit-on souvent, un « beau travail mathd-
matique », indiquant par }4 qu'autant ou plus que la
valeur intrinséque des questions étudides, on entend
louer P'ingéniosité et la brillante victoire de I’anteur.
Tout autre, dvidemment, est 'esthétique mathématique
des Grecs; car la beauté, pour le penseur grec, ne peut
résider que dans les idées et non dans ce que Ihomme
ajoute aux idées; selon lui, unc belle propri¢té d'un

(1) Cf. G. Milhaud. La Géométrie grecque envre du génie gree, apud
Etndes sur la pensée scientifigue, 1906, p. 40 et suiv,
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nombre ou d'une figure ne devra son mérite qu'a elle-
méme et non aux circonstances, souvent temar-
quables, dans lesquelles elle se révéle A nous, oud V'inté-
rét de la poursuite qui permet d'en prendre possession.

« Dix — déclarait Speusippe (1) — dix est parfait, et
c'est 2 juste titre, et conformeément 4 la nature que les
Hetlénes se sont. sans préméditation aucune, rencontrés
avec tous les hommes de tous les pays pour compter sui-
vaat ce nombre ; aussi posséde-t-il plusieurs propriétés
qui conviennent 4 une ielle perfection ‘2). » — La per-
fection serait donc, d'aprés les Grecs, une qualité intrine
séque des idées, que Pon peat reconnaitre 4 "abondance
des propriétés qui en découlent. S'il en est ainsi, il sera
évidemment naturel de faire des propriéiés des idées ma-
thématiques les plus parfaites 1'objet ultime de nos spé-
culations.

Plus encore que les nombres isolés tels que dix, cer-
tains groupements de nombres présentent un grand ca-
racitre de heauté, Iy a, dans le monde des nombres,
comme dans celui des sons, certaines harmonies, cerrains
accords qui s'imposent 3 notre atténtion : tels sont les
rapports de proportionnalité, les différentes sortes de mé-
dietés (3), les relations existant entre certains nombres et

(1) Cié, d'apres les Fhdologowmines de Jamblique, par Paul Tan«
nery, Pour Uhistoive e la science Helline, p, 186,

(2) Enetlet, le nombre dix renferme autant de nombres pairs gue
de numbres impairs (cingu, il renferme autant de nombres premices
(1, 3, 3.5, 7) que de nombres non-premiers (4, 6, 8, g, 10}, il est
¢gala la somme des quatre premiers nombres 102122 oy g,
et il & bien d'autres propriétés dom Speippe 1ait "¢ numération.

{3) Thiou de Smyrne Jistinguait dix sortes de médidtés pouvant
avoir lien enre trois nombres ¢, b, m, Les trois pritipales sont Ia
wediced arithmetigne  qui a lieu lorsyne v —m = m — by, la me-
dieté gtométrique qul & liey lorsque m? =& X b, 1a médicté har-
monigue (qui a licu loesque 2 X @ X b=am X {4 4 b),
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leurs diviseurs (relations qui conduisent A la défi-
nition des (Y, nombres parfaitsy Vatfinit¢ des  nombres
amis (2), ’

Si V'on tapproche d'autre part le monde des nombres
arithmétiques de celui des figures géométriques on voit
se manifester entre les deux mondes d'inmimes et bien
remarquables correspondances. Représentant les nom-
bres, 4 la manitre pythagoricienne, par des files de
points, on constate, par exemple, que la somme de a
nombres consécutifs commengant par 1 est un Iriangle,
que la somme de » nombres impairs conséeutifs ¢.m-
mengant par 1 estun carré, que la somme des » premiers
termes d'une progression arithmitique de raison 3,
commengant par 1, est un penlagone et ainti de suite.
L'Arithmétique et la Géométrie — aiusi que Jailleurs
la Musique et 'Astronomic — s'entrelacent merveilleu.
sement ; et, en se proposant comme but 'étude de leurs
relations, le savant est sdr d'dtre sur la piste de prée
cieuses découvertes. La foi robuste qu'avatent les péo-
iétres pythagoriciens dans ['harmonieuse unité de la
science — signe certain de sa perfaction — nesaurait dtre
mienx prouvée que par la stupeuroi ils étaient plongéds
lorsque certe unité se trouvait remise en question. Ainsi
la constatation de l'existence de longueurs incommen.
surables dans les figures les plus simples leur révéla une
discordance insoupgonnée entre les notions de nombre
et de grandeur géométrique. Or, s'il faut en croire un

(1) Un nombre parfait et un nombre égil a i somme de ses
divisturs;ainsi 28 = 1 - 2 -I- 4 + 7 + 14.

(21 Deux nombres amis son  deux nombres dont chacun égale
Ia somme des diviseurs de Vautre ; dinsi 220 et 284, car

20= 1 + 2 -+ 4 4- 71 4 142,
8=t 2 d S 10451 4 20 4 23+ 44 + 55 + 110,
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scholiv ancien (1), vne légende symbolique rapportait
que Paateur de la théorie des incommensurables fut ¢n-
glouti dans un naufrage. C'est ainsi que le ciel punit
celui qui avait « exprimé l'inexprimable, représenté
Uinfigurable, dévoilé ce qui elic dit rester toujours
caché. n

La préoccupation esthétique pourrait, croyons-nous,
8treretrouvée derritre toutes les découvertes de la science
grecque; mais elle s’est manitestée d'une manitre, par-
ticuli¢rement sensible dans le domaine de la géométrie
qualitative pure, géométrie qui étudie la forne des figures
indépendemment de toute considération de grandeur ou
de nombre; et c'est 1A que nous apercevrons le mieux
Pinfluence restrictive et limitative que cette préoccupa~
tion devait nécessairement exercer dans le développement
de la science.

Entre les différents types de figures auxquels peuvent
donner naissance les lignes ou corps géométriques élé-
mentaires, les Grecs é:ablissent une hiérarchie, certains
types de figures étant regardés par cux comme plus
beaux que dautres. De la résulte une hiérarchie corres-

“pondante des différentes parties de la Géoméirie, car

'étude d'un type de figure est d'auant plus désirable
que ce type est plus relevé. Clest ainsi que les Platonie
ciens sont amenés A placer au faite de la Géométrie,
comme étant le couronnement de cette science et le but
vers lequel doivent converger nos recherches, une théo-
rie qui nous parait aujourd’hui extrémement spéciale et
qui, en tout cas, ne pouvait conduire qu'a une impasse :

\la théorie des polyédres réguliers.

Dans un passage bien counu du Timée, en un langage
obscur et énigmatique, Platon a proclamé l'éclatante

(1) Cf. Cantor. Forlesuygen iber Geschichie der Muathematik, 2+ &d.
t. I, p. 171,
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beauté de ces corps et prétendu expliquer par eux la
genése de l'univers. Dieu, dit Platon (1), lorsqu’il tira
les choses de l'agitation etdu péle-méleon elles éraient,
leur donna la plus grande perfection possible. I coms
posa don¢ les éldments, feu, terre, cau, air, au moyen
des quatre corps géométriques les plus parfaits 3 téta-
¢dre régulier, octatdre régulier, icosaddre régulier,
cube (2). « 1 nous faut exposer — poursuit-il, comment
sont nés ces quatre beaux corps, comment ils différent
entre eux, et peuvent, en se dissolvant, s'engendrer
réciproquement, Et alors nous n‘accorderons i per-
sonne quon puisse jamais voir des corps plus beausx
que ceux-H, dout chacun appartienne 4 un genre A part.
Il me fant donc mettre tous mes soins A constituer
harmonieusement ces quatre genres de corps excellents
en beauté (3) ».

Sans doute ne faut-il pas prendre 4 la lettre la cosmo-
gonie du Timée; mais le choix méme des images dont
se sert ici Platon nous permet de nous'rendre compte
de la direction qu'il voulait imprimer & la spéculation
géométrique,

$*$
Etant admis que le but de l'activité mathématique est
Pétude des nombres et des figures, ou des groupes de
nombres et de figures, dont la beauté est reconnue ou
pressentie, éant entendu que, pour produire une ccuvre

(1) Timée, (Euvres de Plalon, wrad, Cousin, t, X1, p. 160 et suiv,

(2) Polyédre compris respectivement sous 4,8 et 20 triangles
équilatéraux dgaux et sous 6 carrés égaus.

(3) 11y a un cinquiéme polvidre régulier, le dodécaédre (figure
comprise sous 12 p&magones équilatdraux égaux). Il restait, dit
Platon (Timée), une cinqui¢me combinaison : Dien s'en setvit pons
\racer le plan de V'univers.

4
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de mérite, le mathémaricien doit toujours rechercher
ce qui lui paralt simple et harmonicux, on devine faci.
lement dans quel esprit et d'aprés quels principes ce
savant accomplira son travail de recherche,

Le géoméwe grec, en régle générale, né vise pas & fa
difficulté. Il n’entre pas dans son dessein de se tourmen-
ter |'esprit, d'user de ruses et de détours pour parvenir
3 la connaissance de faits peu accessibles, dont la com-
plication méme est un signe d'impureté. La découverte,
telle qu'il la congoir, doit s’accomplir sans effort. Nou
pas, bien entendu, que le savant grec se croie maitre de
sa spéculation et considére le moins du monde les
Mathématiques comme une création de son esprit. Mais
il résulte de ses conceptions que seules méritent d'étre
étudiées les propriétés des nombres et des figures qui se
révélent & nous facilement,

C'est done trés justement que l'intuition, par laquelle
nous atteignons les vérités mathématiques, est souvent
comparée 4 une vision de Pintelligence. Pour découvnr
les assemblages d’idées qui doivent faire U'objet de notre
science, il suffit 4 notre esprit de regarder. Si nous
n’apercevons pas du premier coup tous les caraciéres ct
toutes les propriétés de ces assemblagles, c’est parce que
nous ne sommes pas habitués & contempler directement
des idées. Nous sommes semblables & un homme que
P'on extrairait brusquement d'un antre souterrain o il
aurait été longtemps retenu captit; « la lumiére lui
blessera les yeux, et I'éblouissement qu'elle Jui causera
I'empécherade discerner les objets »{1).t,s’il nous arrive
parfois de commettre des ctreurs, c'est parce que, n'ayant
pas suffisamment eXercé notre faculié d’intuition, nous
avonsnotre vision obscurcie par certains préjugds. Ainsi

(1) Platon. Republiqus, V11,
= 5 ==
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Vesclave ignorant que Platon met en scéne duns le
Ménon (1) n'avan qua regarder en lui-méme pour trou-
ver la solution du probléme que lvi posair Socrate
(constraire un carré double du carré¢ dont le coté a pour
longueur deux pieds) ; mais il commence par se tromper
parce quallant trop vite, et n'ayant pas habitude de
réfléchir, il s'imagine ¢ savoir ce qu'tine saiv paset répond
avec conitance comme s'il le savait ». Cependans, guidé
discrétement par Socrate, ce méme esclave gpriv
A peu, sans etlort, sans heurt, sans 3-coup,
corrgciement le probléme posé,

Nous rapportons ici le témoignage de Platon sans
en tirer aucune conclusion métaphysi Jue. Nous n’avons
pas A exposer la théorie de la reminiscence, ni 3
examiner en quel sens il est permis de dire que les
idées mathématiques préexistent dans notre ime 2 Pac-
tion de l'intelligence. Nous cherchons utliquement 3
deéfinir lattitude scientifique du géonitrre dy ve siacle
et sa conception de ia découverte. Bt ii nous apparait
que cette conception peut se résumer daus la conclusion
suivante : le savant ne crée pas le fait; il p'a pas, par
contre, & se faire vivlence pour le conquérir ; il ve borne
A le constater et 3 I'enregisurer.

Platon a souvent comparé A une chasse Ia recherche
des idges, et la recherche mathématgue en parueulier.
la comparaison est, en elet. lort juste, & conanion
toutefors que Lou préci-e bien quel est e genre dJe
chasse dont on veut parler, Clest ce que Piaton fait
voir dans le Thedtéte (2). Il y a, diteil, deux sortes de
chasse. Supposons que nous soyons propriétaires d‘un
colombier. Pour tirer parti de ce colombier, il taudra

¢ peu
a résoudre

{3} Minon, (luvres de Platon, trad, Cousin,

L VEp, 073 otsuiy,
12} Théite, Giuvres de Platon,

trad, Cousine, 1. I, o308,
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d’abord le garnir; et ceci exige une premiére chasse.
Aprés quoi on pourra dire que nous possidons des
colombes, mais non pas que nous les avons; car si, 3 un
monent quelconque, nous voulons disposer de ces
oiseaux, il faudra nous livrer & une deuxiéme chasse
qui consiste 3 metire la main sur les colombes déja
présentes dans le colombier. Clest & ce dernier genre
de chasse — le plus fructueux et le moins pénible —
que la poursuite des vérités mathématiques serail surtout
comparable daprés Platon. Un oiselier qui capture
dans une voli¢re des oiseaux aux brillantes couleurs,
voild sous quelle image nous devons nous représenter
le mathématicien idéal.

II. — Lies diftérents aspects de la Mathématique
grecque.

Nous avons, dans les pages qui précédent, tenté de
définir les caraciéres fondamentaux de la science hellé-
nique cn déterminant l'obje! que poursuit cette science.
Ce sont les conceptions qui orientent Finvention des
notions et théordmes que nous avons cherché 2
mettre en lumitre et dont nous avons trouvé une cx-
pression particulidrement saisissante dans certaines for-
mules platoniciennes. Avions-nous le droit, cependant,
d'isoler ainsi unc face de la Science et d'en négliger les
autres cOtés, —- le coté logique, en particulier ? Les
Grecs, comme chacun sait, on pouss¢ trés loin étude
du raisonnement ddéductif. Ce sont eux qui ont enseigné
au monde le mécanisme de Iz démonstration mathéma-
tique. Et le principal mérite du traité d'Euclide, — qui
est de tous les ouvrages mathématiques grecs celui qui
a exercé |'influence la plus durable, — consiste 3 présen-
ter la géométrie sous la forme d'un systéme dialectique

o ".
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rigoureux, ol 'enchatnement des propositions est réalisé
d'une manitre impeccable. Ne sont-ce point 1A des faits
dont il faut tenir compte, et, en les reléguant momenta-
nément dans 'ombre, n'avons-nous point défini d'une
maniére trop étroite l'idéal de la science grecque? Ou,
plutdt, cetidéal est-il bien unique? A cbté de la ten-
dance qu'ont en certains grands géométres 4 faire dé-
pendrela valeurde la science de la perfection de son ob-
jet, et d s'effacer devant celui-ci, ne peut-on pas discerner
également, en Gréce, une tendance opposée, qui portait
les savants ¥estimer surtout, dans la science, les quali-
tés de I'appareil démonstratif?

Il n’est certes pas niable que le godt de la logique
et de la dialectique ne soit un des traits distinctils de la
race hellénique, Déji apparent dans les manifestations
les plus anciennes de la pensée grecque, il fut fortifié par
les sophistes aussi bien que par les géométres de I'Aca-
démie, contemporains ou continuateurs de Platon.
Aristote, enfin, fit pas.er la logique av premier plan des
ptéoccupations des savants de son temps et, en établis-
sant un parallélisme systématique entre l'ordre logique
et Yordre de ’existence, il porta un coup redoutable &
la doctrine métaphysique sur laquelle Platon fondait
Popposition de la connaissance contemplative et de la
science didactique. Sans doute, Aristote ne fut pas un
mathématicien ; mais il y a une incontestable parenté
intellectuelle entre la logique du Lycée et la géoméirie
d'Euclide (1). Clest une inspiration commune qui se
manifeste dans 1'une et dans l'autre, et qui donne 4 I'édi-
fice de la gbométrie pure son cssature définitive.

Afin de préciser la discussion qui va suivre, rappelons

(1) Ct. L. Bronschvicg, Les dapes de la philosophie mathémotigne,
chap. VI.
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en quelques mots quels sont les caractéres essentiels de
cette ossature logique.

“ Le principe qui détermine le plan de Pédifice est
qu'aucun fait mathématique ne doit &tre admis sans
démonstration, 4 I'exception toutefois d'un petit nom-
bre de donndes premléres, posées & priori et une fois
pour toutes au début de la science et servant de fonda-
tions 4 U'éditice tout entier. Les donndes premieres sont.
d'une part, les définiiions, qui formulent les concepts
fondamentaux de la géométrie, et, dautre pare, les
hypotbdses, parmi lesquelles il y a lieu de distinguer les
postulats ou demandes ct les axiomes o notions communes ;
les postulats athrment ¢ priori que certaines construce
tions sont possibles, lesaxiomes que certaines propriétés
essentielles appartiennent aux grandeurs ou aux figures
les plus simples.

Partant des données premidres, le géometre cherche
& obtenir, par voie de déduction logique, une série de
propositions. L'enchainement de ces propositions est
réglé de telle sorte que les vérités nécessaires pour la
démonstration de chacune d'elles se trouvent en totalité
dans lzs propositions antérleures. Les propositions, elles.
mémes, seront, d'autre part, distinguées et classées
d'aprés leur nature. Il y a le théoréme ou proposition
ptin¢ipale, — le lemme, proposition d’importance secon-
daire destinde 2 fuciliter la démonstration d’un théore-
me 3 venir, — le corollaire, proposition exprimant une
conséquence directe d'un théoréme que 'on vient d'éta.
blir.

Comment parviendra-t-on, cependant, 3 J#montrer ces
diverses propositions ! On pourrait supposer que cette
- dernidre question, ayant trait & Pinvention, n'est plus du
ressort de la logique. Ce serait une erreur ¢ car les lo-
giciens grecs ont fixé dans tous leurs déuils et minu.
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1A CONCEPTION HELLENIQUE

ticusement codifié les méthodes de démonstration qu'il
convient d'employer.

Le plus souvent, Pétude d’un nouvean chapitre de la
géométrie commencera par donner lieu A un certain
nombrg problémes. Les Grecs ont done étudié de trés prés
lesréglesqui régissent les problémes, ainsi qu'on peut s’en
rendre compte 2n lisant les E/ments d'Buclide. Le pros
bléme-type se compose de huit parties (1): la protase, ou
énoncé, indiquant les données du probléme, et ce qui est
demandé; Vecthése, ou répétition de "énoncé rapporté 3
une figure particulidre ; Papagoge. qui transforme le pro-
bi2me proposé en an autre plussimple; la rérolution, qui
montre que les données du probléme proposé permettent
de résondre le probleme plus simple; la division, ou
énoncé des conditions moyennant lesquelles le probléme
est possible; la construction, qui compléte Vecthése en
définissant les diverses lignes accessoires quil est néces-
saires de considérer pour faire la démonstration; la dé-
monstration proprement dite, qui déduit de la construc-
tion la figure demandée; la conclusion, qui affirme que
cette figure satisfait bien aux conditions requises. —
D'ailleurs le probléme-rype comporte un grand nombre
de variantes, ou tormes particuliéres de problémes, aux-
quelles doivent dtre appliqués des modes de démons-
tration différents : analyse pure (poristique ou zéeéti-
que} '2), synthése pure, démonstration par I'absurde, etc.

(1) Cf. Zeuthen. Histoires de mathematiques dans Pamiqnile, tead,
J. Mascart, p. 72 et suiv.

{2) Par le mot « analvse » les Grecs désignent d'ordinaire un
procéd¢ de raisonnement qui fournit, non pas la solution d'un
probiéme, mais la démonstration d'une <olution. Cest ['analyse que
Viite, au xvie sidcle, a qualifide de poristigue. Les Grees ont éga-
lement pratiqué I'analyse que Vidte appelle zetétigus et qui a pour
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LINEAL SCLENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

Ainsi enfermée daus un cadre rigide, tenue en laisse
dans toutes ses démarches, la science, telle que avaient
congue les premiers gdomeures grecs, et qui paraissait
ne dépendre que du libre jeu de lintuition, ne va-teeile
p1s chaoger profondément de caractére ? On pourrait le
croire & premiére vue, surtout si 'ony envisage fa pen-
sée scientifique dans ses rapports avec la philosophie.
Il est incontestable, en effet, qu'avec M., Brunschvicg {1),
il faut voir dans avénement de aristordlisme, suivant
Ia chute du platonisme, un chargement de front comple
et, sous certains rapports, un arrdt de la spéculation phi-
losophique & base sciemtifique. N'est-il pas alors naturel
d'admettre qud cette révolution philosophique a pu
correspondre une conpure dans 'évolution de la science?
Et n'y a«-il pas lieu d'établir une distinction radicale
entre deux périodes successivement traversées par cette
dernitre, la période pythagoricienne et platonicienne,
la période cuclidiennc et post-euclidienne ?

Quelque séduisante que soit cette maniére de voir,
il ne nous parait pas qu'elle soit justifiée par I'histoire.
L'unité de l'ceuvre mathématique des Grees a étd,
croyons-nous, démontrée par Paul Tannery (2) lorsqu'il
a reconnu que presque toutes les voies importantes ob
s'engagérent les mathématiciens postérizurs 4 Aristote
leur avaient été ouvertes au temps de Pythagore, de

objet la recherche propremem dite de la solution d'un probléwe,
Cf. les Notions historiques de Paul Tannery, apud Jules Tannery,
Notions de mall'matignes, p. 327 et suiv,
(1) L. Bruuschvicg. Les dlapes de ln philosophie mathématiqu:,
p. 71 ¢ suiv,
(2} Voir notamment P. Tannery, la Glomdtrie grecque, p. 5
*suivy Cf. Rivaud. Panl Tannery, bistorien de la science antique, apud
\ Revne de métaphysique, mars 1913, p. 183-184.
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Platon et d’Eudoxe {1, Et, si l'on excepte quelques
auteurs secondaires, cornme Diophante ~ qui sont des
calculateurs (2) autant que des théoriciens — on ne voit
pas que ces savants, [ méme ot ils ont innové, aient
rompu avec les traditions et avec I'idéal de leurs pré-
décesseurs.

Le traité d'Buclide, on le sait, n’est pour une large
part qu'une reproduction ou une adaptation d'ouvrages
antérieurs, ¢t le couronnement de ce traité, comume
celui de la géométrie platonicienne, est la théorie des
polyédres réguliers, objet du livre XII des Eldments.
¢ Buclide — écrit Proclus (3) — était Platonicien d'opi-
nion ; aussi s'est-il proposé comme but final de ses
Eléments la construction des figures appelées platoni~
ctennes »,

Apollonius (e sitcle , auteur du Traité des conigues,
fut & Alexandrie I'éléve de I'dcule cuclidicnne et, comme
tel, héritier, lui aussi, des traditions anciennes (4). 1l

(1) L'école d'Eudoxede Cnide, qui eut unc trés grande influence
sur le développement des mathématiques, &air, comme on sait,
exactement contemporaine de celle de Platon ¢t en relation étroite
avec celle.ci,

12) Cf. infra, p. 87.

(3} D'aprés Geminus, trad, Paul Tannery, apud lo Glomélrie
greeque, p. 67.

(4) D'aprés Pun des récents commentateurs d'Apollonius, T.-L.
Heath (Apollonius of Perga, Cambridge, 1896, p. 37 et suiv.),
Vawteur du Zvaitd des coniques alopte « Ia forme d'exposition, les
conceptions et la termicologie » de I'école euclidienne. Les difié-
rents livies du traité d'Apollonius sont précédés de préfaces qui
indiguent en quelgues mots le but poursuivi par Fauteur et Fintérdt
quil attribue aux théories dont it fait Vexposé {ef. Heath, Jo. cit.,
p. 18 et suiv.). Or on voit par ces préfaces qu'Apollonius entend
&tre le cominuatear divect des géometres qui ont, avant lui, étudié
les sections coniyues. Les questions quiil introduit sont celles que
Ses prédécesseurs ont « laissées de coté » ou qu'ils n'ont « touchées
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fit, d'autre part, de nombreux emprunts & Archiméde
et trouva des modéles dans les travaux de Ménechme,
disciple d'Eudoxe, et dans wn traité d’Aristée, aujour.
d’hui perdu, qui date de la méme époque. ‘on cenvre
n'introduit dans la science aucun principe nouveau.

Incomparablement plus grande est Voriginalité d'Ar-
chimede qui, dans ses recherches sur les hélices spirales,
_sur la statique et I'hydrostatiqun, et surtout sur P'éva-
- luation des aires et volumes, a su créer des méthodes si
ingénieuses et si délicates que pendant deux mille ans,
aucun géométre ne devait &tre capable de les développer.
Mais comment pourrait-on faire d’Archiméde un repré-
sentant de l'école « logique », un adversaire de la con-
ception platonicienne de la science ?

S'il faut en croire b tradition, Archimede possédait
au plus haut degré ce culte = Ja beauté mathématique
que nous avons cherché & déerire plus haut. « Archi-
méde — écrit Plutarque (1) — regardant la mécaniqueet,
en général, tout ce qui mait du besoin comme des arts
ignobles et de vils métiers, ne s'appliqua qu’aux sciences
dont la beauté et Vexcellence ne sont en rien mélées
avec la nécessité et dans lesquelles la démonstration
dispute le prix & la beauté de la matiére, Et il ne faut
pas rejeter comme incroyable ce qu'on dit de lui, que,
sans cesse cnchanté par une siréne domestique, qui était

que superficieliement » ; elles se rapportent & des « propriétés fon-
damentales, traitées d'une maniére plus compléte et plus géndrale
qu'clies ne le sont dans lesderits des avires auteurs o ; souvent clles
sont simplement destinées 3 fournir « une base » ou une aide pour
Ia solutjon de certains problémes connus ; parfois aussi, outre
qu'elles ont cette wilité, elles sont dignes de considération ¢n raison
des démonstrations auxquelles elies donnent licu, « et if v a bien
dautres choies en mathdmutiques que nous retenons pour cette
raison seulement ».
(v) Vie de Marcellus,
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sa glomérrie, i} oubliait de boire et de manger. et
négligeait tous les soins de son corps ... tant il érait
transporté hors de lui-méme par le plaisir de cette étude
et véritablement épris de la fureur des muses ».

Archimdde, d'ailleurs, dans des préfaces d'un ton
sobre et modeste. se complait A rattacher ses travaux &
ceux des péométres antérieurs. Sa manitre ordinaire,
lait observer T. L. Heath (1), consiste & déclarer tout
uniment quelles sont les découvertes dues 4 ses prédé-
cesseurs qui Jui ont suggérd 'idée d’étendre leurs
recherches dans telle ou telle direction. Comme les Pla-
toniciens, il étudie des propriéeés qui, dit-il, « appar-
tiennent essenticllement ‘sont inhirentes: aux figures
dont 1l est question, mais qui n'avaient pas été remar-
quées par ceux qui ont cultivé la géométrie avant
fui » (2).

Archimede distingue netrement de la démonstration
logique le contenn objectif des théorémes, indiquant &
plusieurs reprises que ce contenu luiest révélé avant qu'i!
en ait une connaissance raisonnée. Son idie est ma-
nifestement que, pour faire une découverte, on doit
partir d'un fait, et chercher ensuite & démontrer ce fait :
souvent alors on constatera que le fait est plus évident
que Yon ne pensait (3); parfois, au contraire, on saper-
cevra qu'on érait parti d’une hypothése fausse "4). Tlest
vai qu'Archiméde nous a laissé un Traitd de la

(1) Heath, The Forks of Archimedes, Cambridge, 1897, p. 40.

(2} De 13 sphire of du evlindre, (Cuvres d' Archiméde, trad, Peyrard,
Paris, 1807, p. 2.

i3} CL. Ie trait! de; blices, (Bnvres, trad. Pevrard, p. 215 1 « Car
combien ¥ a-t-i} de thénrémes en geomdtric qui paraissent d'abord
ne présenter aucun moven d'&re démontrés et qui dans la suite
deviennent évidents o,

(4 Ibid. p. 216,
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Méthode (1), ol contrairement A la conception platoni.
cienne de la découverte intuitive, il oppuse nettement
Pardre de Finvention & l'ordre rationnel des vérités ma.
thématiques. Mais ce traité conclut 3 la nécessité de
reprendre sous la forme classique ou « géométrique »
les résultats obtenus par des procédés indirects {2\, ce qui
moutre que les méthodes introduites par Archimeéde dans
latechnique mathématique ne doivent pas, dans sa pensée,
modifier le fond de la science. Quelles sont, au surplus,
ces méthodes ? On y remarque des traits fort originaux,
notamment 'appel fait A des considérations mécaniques
pour résoudre des problémes de mesure géométrique
('est la principale inncvation apportée par le Traitd
dela Méthode (3}, Cependant les procédés les plus féconds
parmi ceux qu'emploie Archiméde dérivent directemer:t
d'un mode de raitonnement qui 4 son époque était loin
d’dtre nonveau : le caleul par exhaustion ou méthode
d’exhanstion. On sait que la méthode d'exhaustion, qui
remplagait pour les Grecs les méthodes modernes du
passage 4 la limite et du développement en séric,
remonte sans doute aux Pythagoriciens et fut appliquee
au v* siécle au probléme de la mesure du cercle; elle fut
définitivement constituée par Eudoxe et ses disciples.
Or, si ces géométres. remarquant la puissance et 1'¢le-
gance de la nouvelle méthode, y avachérent un grand
priz et en étuditrent de trés prés le méeanisme, ils ne
pouvaient y voir cependant qu'un moyen accessoire.

(1) Ce traité, récemment retrouvé, a dé publié en 19oy (traduc-
tion franqaise dans la Rewvne générale des sciences, novembre e
décembre 1907),

(2) Cf. le début du traité de la Quadrature de lu Parabole, {(Euvres,
trad. Peyrard, p. ;18-19;.

(3) Ct. Milhaud :le¢ waité de la méthode d'Archimede, apud
Nouvelles ctudes sur histoire de la pensée scientifigue, p. 335 €t suiv.
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Comme la théorie arithmétique des grandeurs irration-
nelles, lecalcul par exhaustion a servi tout d'abord 2 dou-
rer une base logique A certaines notions intuitives. Archi.
méde en fit en outre — et ¢’est par 1, surtout, qu'il de
vance son temps et se rapproche des modernes — un ins-
trument de découverte, une méihode d'invention, per-
mettant non seulement de consolider, mais aussi defaire
progresser la science. Mais on ne saurait conclure de JA
quil ait voulu modifier le plan, changer l'idéal de cetie
derniére.

Convenons donc qu'il est impossible de découvrirune
solution de continuité (1) dans I’histoire de la pensée
mathématique grecque. Seulement il y a, nous "avons
dit, deux moments bien distincts dans 1'ceuvre scienti-
fique, le moment de la conception, et le moment de la
démensiration, et les savants des diverseés écoles attachent
plus ou moins d’importance 2 I'un ou A l'autre de ces
moments.

Les Pythagoriciens tenaicnt pour le premier moment.
IF n'est pas certain, d’ailleurs, qu’ils aient, dés V'origine,
enseigné les Mathématiques sous forme didactique, Pri-
mitivement les propriétés dec nombres et des figures
étaient peut-btre regardées pat eux comme autant de
secrets que les initiés se transmettaient les uns aux
autres, plutdt que comme des objets de démonstration.

Platon fait également prédominer le point de vue de
Finwition et il a longuement insisté sur les raisuns qui
nous emplchent de construire la science par voie de
synthése logique, Une telle construction supposerait cn
effet que on piit décomposer toutes les notions mathé-
mathiques en ¢éléments simples. Or on 'y peut pas par-

(1) Les mathématiciens postéricurs au temps d'Archimede et
d'Apollonius om éé surtont des compilateurs et cn ne saurait
_ leur auribyer des principes de recherche originaux,
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venir, car les notions mathématiques les plus importantes
ne sont pas des totaux composés de parues. It en est de
¢es notions comme des syliabes, qui n'admettent point
comine parties les élémencs (les letres; dont elles sont
tormées. Les syllabes sont des tonts, et qui dit « tout »
ne dit point « totul »; c'est pourquoi Socrate (1; nous
oblige & convenir que « ia syllabe est une et indivisible
aussi bien que I'élement », d'ou il suit « qu'elle ne sera
pas plus suscepuible de définition, m plus connaissabic
que tui; car Ja méme. cause produira les mémes effets
eneux 5, La mdme conclusion, exactement, s’applique
aux notions tondamentales de la géoméine telies que
Fidée du triangle : ceue idée, n'dant pas un co..:posé,
8, tout autan. que les notions plus simples (telles que
celle de ligne droite), les caractéres d'un élément irré-
ductible revélé a notre esprit par une intuition directe.
Aivsi, dans le Limee, les triangles sont les éléments
ininaux auxquas Platon raméne la construction des
polyedres réguiiers, et il sjoute {2; : « Quant aux prin-
cipes supéricurs, qui sont ceux des triangles, Dieu les
connalt, ¢t un petit nombre d’homes aunés de lui 4.

Platon se prononce done de la tagon la plus catégo-
rique contre toute tentative d'absorption des mathéma-
tique par la rogique. Lt cependant, loin de se désing:-
resser de cette derniére, il tut au contraire l'un des
premiers 3 systémauser les régles de la demonstration
rigoureuse, et c’est lul, 'l faut en croire fa tradition -3
qu enseigna le premier le mecanisme de I' « analyse »
etde la a synthése ». Platon ajurime d'ailleurs en termes
. formels que la science mathématique doit se présenter

(1) Tiddtéte, (Enures de Platon, trad. Cousin, 1. 1f, p. 21,

(2} Limés, Wiivres de Ploton, vrad. Cousin, t. X1, p, 164,

(3) Cette tradition & été rapportée par Diogéne Latrce ¢t Proclus ;
of. . Taunery, la Geometrie grezjue, p. 111,
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sous la forme d'une « chaine ininterrompue de propo-
sitions » (1).

A l'inverse de Pythagore ct de Platon, les pures logi-
ciens se préoccupent avant tout de [Possature et de
I'appareil didactique de la science. Mais ils ne sont pas
nécessairement en désaccord avec ces penseurs sur {'ori-
gine des notions mathémartiques. L'une des questions
le plus fréquemment débattues entre théoriciens de la
science était celle de I'importance relative des théorémes
etdes problémes. Les Platoniciens, comme Speusippe (27,
Amphinome, Geminus, accordaient le premier rang an
théoréme, « pensant — dit Proclu. /3 — que ce terme
convient mieux que celui de probléme aux sciences
théorétiques et surtout traitant des choses éternelles;
car, pour de telles choses, il n'y a pas de génération, il
n'y a donc pas de place pour le probléme ou il sagit
d'engendrer et de faire quelque chose comme si elle
n'était pas auparavant ». D'autres savants, au contraire,
comme Carpos le mécanicien, soutiennent les problémes,
faisant remarquer potamment que ¢'est par eux « que
l'on trouve les sujets auxquels sc rapportent les pro-
priétés 3 étudier ». Désaccord profond, en apparence,
mais qui tient, comme l'explique Proclus, 4 la différence
des points de vue. 11 suffit de distinguer entre la science
idéale et la science didactique pour que Géminus et
Carpos aient raison tous les deux, « car, si c’est d’aprés
V'ordre que Carpos donne la prééminence aux problémes,
¢'est d'aprés le degré de perfection que Géminus I'ac-
corde aux théorémes ». — Clest ains1 que les enseigne.

(1) République Vi, fin.

(2) Speusippe (neveu de Platon) ¢t ‘Amphinome vivaient au
v sidcle, Geminus an 3 siécle av, ].-C.

(3) Cf. P, Tannery. La Geomeirie grecque, p. 146,
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ments de I'école intuitioniste et de l'école logigue étaient
faciles & concilier.

En résumé, 'dnde des différents aspects de la mathé-
matique grecque ne nous parait point infirmer les juge-
ments que nous avons portés plus haut sur les tendances
générales de cette science. L'esquisse que nous avons
tracée ne doit pas &wre modifide. Seulement, cette
esquisse ne nous faisait connaitre que la science idéale,
et elle comporte une contre-partie.

Aussi bien la conception intuitioniste de la science
était-elle impuissante A expliquer 4 elle seule la genése,
et la possibilité méme, de notre mathématique. La
scienec intuitive telle que nous la présente Platon ne
pourrait &tre réalisée que par un entendement doué d’une
puissance de compréhension infinie. Pour un tel enten-
dement, la science ne se déroulerait pas comme pour
nous en une longue suite de théorémes. Du point de
vue de la raison, en effet, il n’est point vrai qu'une pro-
position en précéde ou en justifie une autre ; toutes sont
également primitives et évidentes par elles-mémes. Mais
Ja science humaine, imparfaite par nature, ne peut saisir
que I'une aprés 'autre les propriétés des figures géomé-
trigues; elle est donc obligée d'assigner un ordre 2 ces
propriétés, et de suivre, pour les atteindre, une voie
indirecte et sinueuse. C'est pour nous guider dans ces
détours difficiles que la méthode euclidienne de démons-
tration sera d’vn secours, non seulement précieux, mais
nécescaire. On rapporte, écrit Proclus, que Ptolémée
demanda un jour 3 Buclide s'il n’y avait pas pour la
Géométrie de route plus courte que celle des Eléments :
il ent cette réponse : o Il n'y a pas en géoméuric de che-
min fait pour les rois ».

Du point de vue des intuitionistes, sans doute, la
méthode logique ne devrait jouer dans J2 science qu’nn
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réle auxiliaire, Mais les Grecs, ont vite pris gofit 2 cette
méthode pour elle-méme, et ils en ont fait I'un de leurs
objets d'étude préférés. Clest I le fait remarquable qui
domine ['histoire de la science hellénique. De la néces—
sit¢ o0l est I'homme d’exposer Pune aprés I'autre les
vérités geométriques an licu deles embrasser toutes d'un
méme coup d'ceil, les géometres ont tiré le principe d’un
systéme scientifique qui est, en lui-méme, l'un des plus
beaux monuments de la pensée scientifique.

Ce systéme a trouvé dans les Eléments d'Euclide son
expression la plus compléte. Or, pour comprendre
exactement la signification de cet ouvrage, il importe de
se bien rendre compte du double objet qu'il poursuit.

« Le terme d'Eléments — dit Paul Tannery (1)
d'aprés Proclus — s’applique proprement i ces théore-
mes qui, dans toute la"géométrie, sont primordiaux et
principes de conséquences, qui s‘appliquent partout et
fournissent les démonstrations de relations en grand
nombre. » Ainsi les Eléments d’Euclide jouent a la fois
le rble de fin et le rdle de mayen : fin puisqu'ils sont
destinés & faire connaitre les théorémes essentiels — les
plus beaux — de la géométric : wmoyen (21, parce que les
solutions toutes préparées qu'il; nous offrent sont les
instraments avec lesquels nous pourrons effectver la
démonstration de nouveaux théorémes. Souci de la
beauté de I'objet et souci de la beauté de la démonstra~
tion viennent ici se réunir dans une méme ccuvre et se.
prétent une aide mutuelle.,

(v) La Glometrie grecque, p. 15¢. — De nombreux « Eléments »
avaient &té composés en Gréce avant ceux d'Euclide, notamment
les Eléments {'Hippocrate de Chios (vers foo av, J.-C.} aujour-
d'hui perdus, '

(2) Ce second role était également rempli par un ouvrage annexe,
les Dala, qui servait de complément aux Elémeuts.

Poumoca, b



L'IDEAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

Tel est le résultat que la géométrie euclidienne s'est
proposée d'atteindre. Et sans doute a-t-elle été bien
pés de réussic puisqu’elle est réstée pendant deux mille
ans la bible mathématique de I'humanité. Néanmoins
son insuffissance finit par étre reconnue et les géométres
la délaissérent pour s'engager dans ds voies nouvelles.
Quelle fut donc la raison principale de ce déclin? Il est
curicux de constater que c'est la perfection méme et
I'harmonie interne de cette ceuvre qui en ont probable-
ment causé la faiblesse et en ont déterminé Ia chute,

Iy a certes une grande élégance 4 vouloir, comme
Euclide, satisfaire du méme coup deux besoins différents
de I'esprit mathématique. Mais quelle preuve avons-nous
a priori que ce soit i chose possible ? La géométrie, en
tant que fin, est 'héritiére d¢ lascience pythagoricienne :
elle cherche 2 noter les plus belles propriétés des figures
les plus parfaites, Or sont-ce bien ces mémes propriéiés
qui rendront le plus de service, en tant que moyens, pour
la démonstration ? I} serait fort souhaitable qu’il en fit
toujours ainsi. Malheurehsement, cette coincidence ne
se produit pas. Et voild pourquoi I'admirable unité que
les Grecs avaient donnée 4 la science n'a pas pu étre
sauvegardée par les modernes. Pour passer des données
d'un probiéme 4 la solution, il faut souvent recourir A
des intermédiaires qui ne sont point dignes d’occuper
cux-mémes une place dans 'édifice de la science. Cons-
tructions artificielles, inharmonicuses, dépareiliées, qui,
souvent méme, sont choquantes pour la raison et lui
paraissent absurdes au premier abord. Clest ainsi qua
coté de la science contemplative, une technique a di se
développer, dont le but est strictement utilitaire, et qui
vise seulement A accroitre par tous les moyens possibles
la puissance de la démonstration. Or, d'une technique
de ce genre, le penseur hellénique ne voulait & aucun
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prix entendre parler. 1l avait, nous l'avons dit, rompu
tous les ponts entre la science spéculative et la science
appliquée. Cette superbe intransigance, qui avait tout
d'abord favorisé les études théoriques en les préservant
de tont contact impur, se trouva en fin de compte étre
la cause qui en arrfta les progres, Il convient, croyons.
nous, d'insister sur ce point et de revenir, dans ce but,
un peu en arrié:e ; nous nous mettrons ainsi en mesure
d'expliquer en quoi les modernes se sont principalement
scparés de la tradition grecque et quelles furent les cone
séquences de leurs innovations.

IIL. — L'étude mathématique des grandeurs

Tous, certes, ou presque tous, nous pensons anjour-~
d'hui comme les Grecs que la science théorique est
aflaire de spéculation pure et qu'elle doit étre cultivée
pour elle-méme, indépendamment de toute considéra-
tion concréte ou utilitaire. Mais, les plus grands savants
modernes estiment, d'autre part (1), qu’une fois parve-
nue a son terme le théorie doit pouvoir donner lien 4
des applications pratiques et se justifier ainsi elle-méme
== apris coup — en prouvant qu'elle n'est pas un vain
jeu de notre esprit. Au contraire, il semble que les Grecs
s¢ soient complu 4 dresser une barriére intranchissable
entre la science proprement dite, ou spéculative (2), et
les mathématiques appliquées, comprenant I'art du cal-

(1) Cf. Emile Picard. La Scisnce moderne ef son ctat aciuel, p- 9.

(2) Platon (Le Politique, 3), opposant la science de l'action fou
de commandement) 4 la science spéculative, dit de Mhomme yui
exerce la premiére : « Mais il ne doit pas, je pense, quand il a porié
son jugement, considérer sa tiche comme finie et se retirer 4
Pesemple du calculateur », Ce dernier, par contre, a terminé sa

tiche lorsqu'il & étudié une théorie,
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cul, ou logistique, et I'art des mesures géométriques, ou
glodéste,

La logistique — dit un scholie ancien — n'a aucun
rappott avec larithmétique parce qu'd linverse de
celle-ci, elle traite des dénombrabdles et nom des nombres.
« Elle (1} ne considére pas ce qui est réellement le
nombre, mais suppose ce qui est un comme unité et ce
qui est dénombrable comme nombre... Elle examine
donc, d'une part, ce qu'Archimeéde a appelé le problime
des beeufs, de I'autre, les nombres melites et phialites, les
uns sur des fioles, les autres sur des troupeaux ‘ou pom-
mes)... » La logistique est ainsi I'hérititre directe de la
technique arithmétique de I'Egyptien Ahmes (auteur du
plus ancien manuel de calcul connu) (2) ol nous trou-
vons une « Régle pour calculer un champ » une « Régle
pour calculer un fruitier rond » sans que I'auteur essaye
de ramener 4 l'unité des calculs qui différent seulement
par la nature du probléme concret auguel ils sont appli-
qués.

Ce qui est remarquable, c'est que, tout en la jugeant
indigne doccupcr l'esprit du vrai savant, les Grecs ne
semblent pas avoir condamné comme nous le ferions,
cette méthode d'exposition. Un traité d’Arithmétique qui
présenterait comme des régles distinctes une méme régle
de trois sous prétexte qu'elle est d’abord appliquée & un
mélange de grains, et ensuite 3 un mélange de vins,
serait jugég par nous détestable ; car, étant donné notre
conception du ile du caleul, nous ne pouvons accepter
qu’une seule méthode d’enseignement : exposer la théo-

(1) Scholie sur le Charmide de Platon, apud P, Tauncry, Ls
Geomdirie grecque, p. 48,

(2) Munuel composé entre 2000 et 1700 av, J., publié d'aprés le
Papyrus Rbind du Musée britaonique par Eisenlohr, Bin mathema-
tisches Handbuch der alten Egyphn, Leipeig, 1877.

= U8 en

-




«

&

L4 CONCEPTION HELLENIQUE

rle d'abord, I'appliquer ensuite 4 des objets divers. Mais,
si 'on admet avec les Grees que le calcul appliqué ne
doit pas ére cultivé comme un fruit de la science théo
rique, mais bien comme un art ou une technique indé.
pendante, il n'y a plus aucune raison pour lui interdire
des procédés d'exposition qui, s'ils choquent le théori-
cien, sont susceptibles en revanche de présenter certains
avantages pratiques. La logistique et la géodésie, opé~
rant dans un domaine qui leur est propre, ne sauraient
¢re assujetties aux mémes régles que la Mathématique
pure. Elles auront pleinement rempli leur role si par
les moyens fes plus commodes elles résolvent les pro-
blémes concrets qui leur sont proposés.

Il est intéressant de constater que ce caractére de la
science utilitaire se perpétua chez les calculateurs 2 tra-
vers tout le Moyen-Age. Au xve et xvi* sitcle encore,
alors que la notion d'équation est latente dans tous les
esprits, cette notion ne parvient pas A se dégager claire-
ment parce que les algébristes s'obstinent A étudier sé-
parément des problémes qui, posés sous des formes dil-
lérentes se sésolvent cependant par des équations du
méme type. De I la multitude incroyable des proble-
mes que nous présentent, sous des noms pittoresques, les
grands traités d'algébre de la Renaissance, par exemple
celui de Paciuolo (1) : « Probléme des beeufs », « Pro-
bléme des lapins », « Probléme des sept vieilles fem-
mes » etc,

I n'en est pas moins vrai que ¢'est par la pratique
constante de l'arithmérique appliquée, et par le souci
qu'ils ont en de perfectionner cetart en lui donnant le
caractére d'une méthode générale, que les savants mo-
dernesfurent conduitssur la voie qui devait aboutir 4 la

(1) Luca Paciuolo. Summa de Arithmetica, Yenise, 1494.
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création de I'algebre. Les Grecs, au contraire, se fermé-
rent cette voie en séparant par une cloison étanche le
domaine de la rigueur théorique et celui des calculs
techniques.

Mais il y a plus : la Mathématique spéculative des
Grecs ne se contentait pas de répudier le calcul des gran-
deurs concrétes : elle paraissait condammer également
tout un ordre de calculs, fondamental 3 nos yeux, et qui
pourtant a un caractére purement théorique : le calcul
des grandeurs géoméiriques abstraites, considérées en
dehors de toute représentation physique.

Clest 13 un fait qui a eu de graves conséquences histo-
riques et qu'il importe dés lors de bien metire en évi-

dence.

Les premiers mathématiciens de la Gréce n’avaient
pu manquer de décou rir la parenté si remarquable qui
unit les propriété. des nombres et celles des figures. Nous
avons vu que l'arithmétique de Pythagore est en grande
partie fondée sur cette découverte. Représentant les
nombres par des points alignés, Pvthagore constate, par
exemple, que le produit d'un nombre par lni-méme est
fignré par un carré, que la somme des premiers nombres
impairs peut étre figurée par un triangle, etc. Il est ainsi
conduit & concevoir une Mathématique ol l'arithmé-
tique et la géométrie sont fondues I'une dans l'autre, et
c'est ]A sans doute ce que veut exprimer la célébre for-
mule pychagoricienne lorsqu'elle affirme que « toutes
les choses sont nombres ». Mais, & peine cette affirma.
tion est-elle Jancée que surgit tout A coup une grave
difficulté, tenant 3 Uexistence des longueurs incommen-
surables.

Le nombre, essence idéale, objet de Varithmétique
théorique, est d'abord exclusivement le nombre entier.
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En utilisant la notion de rapport numérigue, et définis-
sant la fraction comme le rapport de deux nombres
entiers, on étend sans grande peine le champ de Parith=-
métique 4 l'ensemble du domaine que nous appelons
aujourd'’hui « domaine des nombres rationnels ». Mais
14 s'arréte la compréhension de 1'idée de quantité arith-
métique. Il n’existe aucun procédé permettant de définir
par le calcul les quantités (dites « incommensurables
avec l'unité » ou, en langage moderne, « irrationnelles »)
qui ne sont pas des rapports de nombres entiers. Ot
qu'arrive-t-il # Dés ses premiers pas, le géométre qui a
commencé 3 étudier les relations des figures avec les
nombres, se trouve en présence de propriétés auxquelles
il ne pourra appliquer sa méthode & moins de considérer
de telles quantités « incommensurables », Devant ce fait
troublant, dont le théoréme de Pythagore sur le triangle
rectangle fournit l'exemple le plus simple (1), les
Pythagoriciens restent confondus. L ¢difice de la science
est ébranlé. Comment va-t-il &tre possible de le reformer?

Il semble que, sicette difficulté n'arréta pas longtemps
les progrés de la science, elle ne fut cependant jamais
résolue par les Grees d'une fagon qui satisfit pleinement
leur esprit.

Il n’y avait en réalité que denx manitres d'écarter
la difficalté sans rien abandonner des possibilités qui
soffraient 2 la science. Ou bien, il fallait élargir la
notion de nombre de fagon & établir une concordance
absolue entre cette notion et celle de grandeur mesu-
rable, Ou bien il fallait renoncer 2 l'unité que les
Pythagoriciens avaient voulu fairerégner dansla science,
et instituer, & coté de I'arithmétique proprement dite,
une étude quantitative des grandeurs géométriques.

(1) Voir plus haut, p, 42.
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La premiére solution est celle qui fut finalement
adoptée. En 1717, Chistian Wolf définit le nombre (1) :
e ce qui est rapporté 3 une unité comme uh segment de
droite 2 un autre segment ». Bo dautres termes, il
raméne complétement la notion de quantité 2 celle de
de longueur, faisant ainsi perdre au nombre entier la
situation privilégide qu’il avait occupée dans V'arithmé-
tique classique. Clest 13, on le comprend, une maniére
de voir que ne pouvaient pas admettre les mathémati-
ciens grecs ; car arithmétique des nombres entiers, qui
leur avait revélé la scienceet qui donne lieuaux théories
les plus harmonieuses, devait toujours conserver une place
3 part dans leurs spéculations, comme étant V'étude qui
nous rapproche le plus de 'idée pure du nombre.

La seconde solution nesoulevait pas les mémes objec-
tions, Pourtant les Grecs de la grande époque n’ont cru
pouvoir 'adopter qu’en partie, rctenus, semble-t-il, par
certains préjugés ou certains scrupules. Cherchons 2 bien

-discerner sur ce point la nuance exacte de la pensée hel-
lénique, qui se trouve assez mak.isde 4 définir en raison
de la pauvreté du vocabulaire dont nous disposons.

On a fréquemment parlé du « calcul géométrique »
de I’ u algébre géométrique », de la ¢ géométrie calcu~
lante » des Grecs. Toutes ces expressions, croyons-nous,
doivent &tre interprétées avec une grande prudence si
I'on veut éviter les confusions et les anachronismes aux-
quels on est exposé en pareille matiére,

Nous avons aujourd hui I'habitude de faire ressortir 3

(v) Elementa matheseos universe, Halle, 1717, Certains historiens
pensent trouver déja la notion générale de nombre chez Jordanus
de Nemore {au r3* siécle), Newton, d'avtre part s'exprime ainsi
dans son Aritlmetica universalis {1707} : Per sumerum absiractum
quantitatis cujuvis ad aliam ejusdem generis quantitalem, gque bro
tnitale babelur, rationem intelligimus,
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I'algébre Vensemble des questions qui ont trait aux iden-
tités entre quantités ou combinaisons de quantités, et,
plus paticuliérement, la recherche des inconnues déier-
minées par de telles identités. Or il n'est pas douteux
que nous trouvons dans la géométrie grecque plusiears
théories qui se rapportent A cet ordre de questions. Mais
que sont exactement ces théories ?

La premicre en date est la géométrie des rectangles
etautres surfaces polygonales et la théorie de l'application.
La géométrie des rectangles met en évidence certaines
relations quantitatives entre grandeurs équivalant aux
identités fondamentales de notre algébre. Ainsi, par

~exemple, & l'identité (a + 5} == @® <+ * - 2ab corres.

pond une relation géométrique relative 4 la décomposi-
tion d'un rectangle donné en quatre parties au moyen
de deux droites rectangulaives. — Appliquer, d'autre
part, un rectangle & un segment donné, c’est, par défi.
nition, construire un rectangle ayant ce segment pour
I'un de ses cdtés, ou, plus généralement, dont l'un des
cotés colncide avee une partie du segment donné on
avec ledit segment prolongé d’une certaine longueur,
Partant de cette définition, on peut se proposer de cons-
truire des rectangles qui soient appliqués 3 un segment
donné et satisfassent A diverses conditions. De 13 une
série de problémes qui correspondent exactement aux
principaux types d’équations du second degré, Ces pro-
blémes et la théoriz qui leur sert de base sont exposés
tout au long dans les Eiéments d’Euclide et on a lieu de
croire qu'ils constitvaient déja un chapitre fondamental
de la géomérrie pythagoricienne.

A une époque postérieure, grice aux travaux de
I'école d'Endoxe principalement, une théorie 1) des

(1) Euclide, dans les premiers livres des Eicments, se sert encore
de la théorie de l'application pour résoudre les principaux problémes
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rapports glomélriques fut édifiée, qui conduit 3 étudier
sous une forme plus maniable certaines relations quan-
titatives : ces relations sont celles que nous tirons
aujourd’hui du caleu! algébrique des proportions.

Plas tard encore, le développement de la théorie des
sections coniques fournit une nouvelle méthode pour
I'étude des problémes géométriques qui correspondent
aux ¢quations du deuxiéme ou troisiéme degré. Ainsi
Apollonius ramene, par exemple, le probléme de la
duplication du cube (c’est-d-dire la résolution de
Péquation »* == 24%) A la construction de V'intersection
dz deux paraboles.

Les diverses méthodes dont nous venons de patler per-
mettaient, sans donte, aux savants helléniques de trai-
ter géométriquement certaines des questions que nous
résolvons avjourd’hui par I'algébre, et voili pourquoi
on leur a donné le nom d’ « algébre géométrique des
Grecs ». Mais, si cette dénomination nous donne une
idée assez exacte du champ d’application des méthodes
en question, elle en exprime trés imparfaitement Pesprit
et le point de vue. La théorie du rectangle, celle des
rapports et celle des intersections de coniques sont en
réalité des théories géométriques, fondées sur certaines
propriétés des figures,ctqui ne font intervenir la guantit
que pour la résoudre immédiatement en gualité. Nulle
part, dans ces théories, nous ne voyons apparaitre la con-
ception proprement algébrique de la grandeur spatiale,
Fidée que cette grandeur et le nombre arithmétique
appartiennent au méu:e ordre de notions, et se prétent

quantitatifs de la géométrie plane, et il n'expose qu'ensulte la
méthode des proportions. Certains historiens ont conclu de la que
cetre derniére méthode n'avait di enwrer dans 'usage courant que
peu de temps avant I'époque 4 laquelle fut congu le plan des Eléments.

= 7% =
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aux mémes calculs, se laissent combiner suivant les
mémes régles, purement quantitatives.

Considérons, par exemple, un angle. Un angle est
une figure, mais c'est également une grandeur qui pos-
seéde les principaux caractéres des quantités numériques.
Ainsi, deux angles peuvent étre égaux; érant douné
deux angles inégaux, I'un est nécessairement plus grand
que F'autre; on peut faire la somme ou la différence de
deux angles; on peut multiplier un angle par un nombre,
on peut partager un angle en deux, trois, ... parties
égales, c'est-d-dire le diviser par 2, 3. etc... et ainsi de
suite. Ces divers caractéres d'ailleurs, nous pouvons les
poser a priori, sans avoir besoin d’effectucr les diverses
opérations dont ils expriment la possibilité, En d'antres
termes, ils ne résultent pas, pour nous de constructions
géométriques, mais ils rendent, au contraire, ces conse
tructionsinutiles, car ils nous font connaitre que I'algébre
est applicable aux grandeurs dont il s'agit et que J'on
peut, par conséquent, remplacer par des calculs numé.
riques les opérations géométriques auxquelles elles don-
nent lien. Voila, du moins, comment ont raisonné plus
ou moins consciemment les créateurs de l'algébre mo-
derne.

Tout autre est le point de vue auquel cherche A se pla~
cer le théoricien grec fa partir de 'époque platonicienne,
toutau moins) lorsqu'il établit des relations quantitatives
entre les figures. A aucun moment il ne hit abstraction
de la forme de celles-ci et de leur situation dans V'espace.
Mais il raméne toutes les questions A des problémes de
« construction », S'agit-il, par exemple, de diviser un
angle par 2 ? 1) prendra sur les deux cdtés de Vangle,
A partir du sommet deux longueurs édgales ; des extré-
mités de ces longueurs comme centres il déerira deux
cercles de méme rayon ; enfin il joindra le point d'in-
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tersection de ces cercles au sommet de Vangle; cest le
résultat de cette construction géométrique (droite, appelée
bissectrice de Vangle) qui senl lui permettra de donner
un sens théorique rigoureux 4 la notion de division des
angles.

Bien entendu, il serait absurde de prétendre que les
géometres gre:s ont mdconnu la portde des caractdres
« arithmériques » qui rendent les grandeurs propres au
caleul. Ils ont en effet constamment tiré parti de ces ca-
ractéres dans leurs démonstrations, Mais ils ne lesont pas
isolés et ils n'ont pas cru devoir étudier directement
un ensemble de faits qui ne leur semblaient pouvoir
prendre place légitimement ni dans I'Arithmétique, ni
dans la Géométrie, et qui, par contre, avaient tonjours
joué un réle prépondérant dans la Mathématique appli-
quée (1), Ainsi, le méme scrupule, Je méme souci de
pureté, qui déji avait incité les théoriciens grecs & rejetet
hors de la Science le caleul des grandeurs physiques,
devait également rendre illégitime & leurs yeux l'applis
cation (pure et simple) du calcul aux grandeurs géomé-
triques. Et voila pourquoi il se sont détourtiés de certe
mathématique amphibie, géométrique par son objet,
mais atithmétique d'esprit et de méthode, qui a permis
aux modernes de sceller définitivement l'union du
nombre et de la figure.

Ces remarques éraient nécessaires afin d'expliquer,
ron seulement pourquoi les Grecs n'ont pas créé I'Al-
gebre (2), mais pourquoi la claire intelligence de cet art

(1) Clest ainsi que Jes méthodes exposées par Diophante, qui
sont, parmi les méthodes grecques, celles qui se rappro.hent le
plus des proctdés de notre algtbre, paraissent avoir ét¢ empruntées
en grande partic 3 I'é.ole d:s logisticiens.

(2) Dans uue importante étude publide depuis la rédaction du
présent chapitre (Sur Porigine de lalgébre, Kgl. Danske Videnska-
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a dté si lente 2 se dégager. Clest la tradition grecque qui
longtemps a obscurci la vision des savants, en masquant
I'identité de natore des opérations relatives aux nombres
et de celles qui concernent les grandeurs, et en impo-
sant pour l'édtude de ces deux types d'opérations, l'usage
d'une terminologie et de méthodes de raisonnement
diflérentes.

C'est ainsi que Tartaglia, 'un des plus grands algé-
bristes du xv1* si¢cle, reproche 2 un traducteur d'Euclide
d'avoir indifféremment employé dans un méme sens les
mots multiplicare et ducere. 11 faut, dit-il, distinguer
entre ces deux mots : le premier se dira des nombres,
tandis que ducere conviendra s'il s’agit de grand :urs géo-
métriques. Pareillement, pour désigner Vopération de Ja
division, on devra dire partire ou misurare suivaut que
V'on parlera de nombres et de grandeurs.

Cinquante ans plus tard, Vidte considére encore la
science des nombres et celle des grandeurs comme ayant

bern. Selskab, 1919}, M, Zeuthen a dévcloppé les arguments quile
portent & attribuer aux Grees une pars prépondérante dans Ja créa-
tion de I'algebre. Les conclusions de M. Zeuthen ne sont pas,
croyons-nous, en contradiction avec la thése que nous soutenons
ici. Pour M. Zewthen, le mot « algébre » désignc un certain en-
scmble de problémes . éterminés, tandis que nous 'employons ici,
et dans Jes pages qui suivront, pour désigner, avant tout, un point
de vue et une méthode. D'autre part, M. Zeuthen est conduit 2
situer les origines grecques de l'algébre, non pas tant davs les
ceuvees théoriques des géométres hellénes, que dans les caleuls
des logisticiens ; et il soutient que, si les travaux des calculateurs
antéricurs 3 Plaon nous étaient miicux connus, nous y trouves
tions sans doute beaucoup d2 rigles et de procddéds mathématiques
dont nous attribuons 2 tort l'invemion aux Arabes ou aux Hin-
dous M. Zeuthen a sans doute raison. Mais il reste vrai que, pré-
cisément parce qu'ils tournent le dos 2 Ja logistigue, les mathéma-
ticiens théomiciens de Ia grande époque grecqne adoptent un point
de vue qui les loigne de l'idéal algébrique,
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des régles paralléles, mais distinctes. Bt c’est Descartes
qui, dans sa Géométrie de 1637, atfirme le premier, sans
restriction, l'identité de ces deux sciences.

« Et comme toute V'arithmétique, — dit Descartes (1]
dans un langage précis et définitif, — n'est composée
que de quatre opérations, qui sont I'addition, la sous-
traction, la multiplication, la division, et l'extraction
des racines qu'on peat prendre pour une espéce de divi-
sion, ainsi n'a-t-on autre chose 3 faire, en gométrie,
touchant les lignes qu'on cherche, pour les préparer 2
ére connues, que leur en ajouter d’autres, ou en dter;
ou bien, en ayant une que je nommerai 1'unité pour la
rapporter d'autant mieux aux nombres et qui peut ordi-
nairement étre prise & discrétion, puis en ayant encore
deux autres, en trouver une quatriéme qui soit 4 l'une
de ces deux comme l'autre estd l'unité, ce qui est le
méme que la multiplication; ou bien en trouver une
quatriéme qui soit 3 I'une de ces deux comme |'unité
est & l'autre, ce qui est le méme que la division ; ou,
enfin, trouver une ou deux ou plusieurs moyennes pro-
portionnelles entre I'unité et quelque autre ligne, ce
qui est le méme que tirer la racine carrée ou cubique,
ete. Et je ne craindrai pas d'introduire ces termes
d'arithmétique en la géométrie afin de me rendre plus
intelligible ».

Clest, comime on voit, en écattant délibérément les
conceptions restrictives et les scrupules inhérents i la
science grecque que les mathématiciens du 17° siécle se
sont ouvert la voie du progrés, Et cette circonstance
nous explique pourquoi Descartes s'exprimait en termes
sévires sur le compte de l'ceuvre mathématique des

(1) La Géomeirie, liv, L.
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Anciens, qu'il taxait d'insuffisance et de stérilité, Juge=
ment injuste certainement : car, si la science grecque
est insuffisante pour nous, elle se suifisait fort bien a
elle-méme, et, st elle est devenue stérile, ce ne fut
qu'aprés une longue pério.'e de fécondité. Il est bien
vrai, cependant, qu'elie portait en elle-méme un germe
de mort, et que l'étroitesse de son champ d'action,
Yexclusivisme de son point de vue, le caractire esthé-
tique de ses préoccupations, devaient fatalement Varréter
un jour dans son développement. Quelles sont les con-
ceptions ou les tendances qui furent les causes immé-
diates de cet arrét et qui imprimérent une direction
nouvelle A la pensée mathématique ? C'est ce que nous
devons maintenant nous demander,



CHAPITRE 1\

LA CONCEPTION SYNTHETISTE
DES MATHEMATIQUES

Dés le commencement de 'dre chrétienne, le grand
courant intellectuel qui avait donné naissance 4 la
Mathématique hellénique était parvenu au terme de son
parcotrs. Sans doute cette Mathématique resta en hon
neur et continua 4 &tre cultivée pendant une longue
suite de siécles, dans le monde antique d’abord, chez les
Arabes et chez les Occidentaux ensuite. Mais son pro-
grés s'était arrdté, et elle n'éuit plus guére que la ma-
tigre inerte d"un enseignement d'école. Pour susciter un
mouvement de pensée originale, il Gllut un fait nouveay.
Ce fait fut la création de l'algébre moderne. Pour en
bien comprendre la portée il convient d’examiner avec
quelques détails dans quelles conditions est nde l'aigdbre,
2 quels besoins et A quelles tendances elle répondait,

dans quels milieux et dans quel esprit elle se développa
tout d'abord.

L. — Origines, objet ot méthode de l'algébre (1)
Un savant de Bagdad, Mohammed Ben Musa-Al-

(1) Une partie de ce paragraphe a éié piblide dans la Revne de

Mélaphysigue en mars 1913 etaut, [ de 005 Principes de P Awilyse
mathimatigue, Heenang 1914,
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Khwarizmy composa au 1x° siécle un traité qui eut une
fortune remarquable : V' Al'djebr ow'al monkabalah. Ce titre
est le nom d'une technique ou méthode de calcul pra-
tiquée par les Arabes. Deux opérations {fondamentales,
effectuées 'une et I'autre sur les sommes de nombres
relatils (1) la caracérisent ; la djebr, qui fait passer d’un
membre d’une égalité dans 'autre tous les termes affec-
tés (précédés) du signe —, de maniére 3 ne laisser
subsister dans chaque membre que des termes affectés
du signe -+, la moubabalah ou réduction des termes
semblables,

L'al'djebr ou al moukabalah est devenue I'algébre et le
nom d’Al-Khwarizmy, transformé en algorithme, s’est
perpétué comme nom commun. Ainsi, 4 défaut d’autres
témoignages, les mots suffiraient & auester la participa-
tion de I'Orient 4 la formation du calcul algébrique.

Dans quelles circonstances, cependant, ce calcul est-il
né, et quel était le but que lui assignaient ses adeptes?
On sait que les Arabes avaient hérité des méthodes des
calcnlateurs hindous. Iis ont, dautre part, largement
mis & profit les écrits mathématijues des Grecs. En fait,
cest la rencontre de deux traditions difiérentes qui a
donné naissance au calcul algébrique arabe. Et lorsque
plustard en Occident (2), Ialgebre prit sa figure défini-
tive, ce fur encore le rapprochement des méthodes
orientales et des connmaissances tirées de 1'étude directe

(1) Nombres positifs ou négatifs.

(2) Dans la préface de son traité d'algébre (Liber Abbaci compost-
tus a Leonardo filio Bouucei Pisano in anno 1202, Léonard de Pise,
qui tut I'un des premivrs a répandre les méthodes algébriques en
Qccident, nous avertit qu'il s'est instruit 4 la double école de 'nde
et de la Gréce. « Quare — dit il, amplectens strictius ipsum modum
Indorum ¢t atentius studens ex co, ex proprio sensu quadam
addens et quadam etiam ex subtilitatibus Euchidis geometriz artis
apponens, summam cjus libri... componere laboravi »,

= 8§ ==
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de la science antique qui lui donna un nouvel élan.
Quelle part revient au juste dans t'ceuvre des premiers
algébristes A chacune de ces influences ?

Pour répondre 2 cette question, il convient d’en bien
préciser le sens. Ce qui nous préoccupe, ce n'est pas de
déterminer l'origine de telle ou telle notion oudémons-
tration particuli¢re. C'est dans son enscmble que nous
envisageons lalgébre. Or d’oll est venue Vinspiration
créatrice, la conception originale, qui a donné naissance
A la nouvclle science ? Peut-ftre pourrons-nous plus
facilement nous en rendre compte, si, au préalable,
nous cherchons 3 bien mettre en évidence, indépendam-
ment de toute discussion historique, les caractéres
propres, les traits distinctifs, des théories algébriques.

Lalgébre se présente 4 nous comme une technique
ayant pour objet le calcul et qui se flatte de nous pro-
curer plusieurs avantages précieux. Grice 2 la simplicité
et A la fixité de ses procédés, elle prétend, en effet, opérer
rapidement, shrement, mécaniquement, pertinemnient.

. Bn premier lieu, I'Algébre sera rapide. Elle se servira
donc d'abréviations dans le langage et dans V'dcriture,
C'est ainsi que déji Diophante d'Alexandrie employait

as signes abrégés pour désigner les puissances, et que
certains géométres grecs représentaient par des lettres
les grandenrs (1} on nombres qui reviennent plusieurs
fois dans un méme calcul. Quant aux opérations —
effectudes ou 2 effectuer — elles seront indiqudes par
des signes conventionnels [signes opératoires) : tels les

(1) Les Grecs faisaient usage de ce langige abrégd dans les
démonstrations plomdtrijues du type cuclidien. I fur introduit
plus ward dans le calcul proprement dit (<f, notamment, Jordanus
de Nemore, au xui° siécle).
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signes =, 4 —, X, etc., de I'arithumétique élémen-~
taire (1).

En second lieu, P'algebre opérera 2 coup sor parce
qu'eile réduit les calculs 3 l'application de régles fixes et
de formules donndes une fois pour toutes,

D'oli viennent ces régles et ces formules? Ce sont les
définitions mémes des opérations arithmétiques fonda-
mentales qui nous y conduiront.

Le calcul arithmétique n’est autre chose que la com«
binaison de certains nombres suivant des lois détermi-
nees. Cependant, lorsque pratiquement nous avons a
faire un calcul, nous oublions, dans notre hite d'arriver
au résultat, les nombres combinés et la tacon dont ils
sont associés | I'édifice n'est pas plus t6t construit que
nous perdons de vue Vagencement des matériaux qui
tous ont permis de l'obtenir; et, ainsi, la résolution
d'un probléme ne nous est d'aucun profit pour celle des
problées suivants. En analysant cette faiblesse de
Farithmétique nous voyons comment il convient d’y
remédier. Pourquoi ne ferions-nous pas, avant méme
de donner aux nombres sur lesquels nous opérons des
valers déterminées, une étude formelle et a priori des
différentes combinaisons qu’engendrent nos opérations ?
Nous savons que ces combinaisons sont susceptibles
d'dtre obtenues de plusizurs maniéres. Il serait dés lors
fort utile de savoir & 'avance quelle est, parmi les diffé-
rentes formes d’une méme combinaison, celle qui sera

le plus facile & caleuler. D'ailleurs telle forme avanta~

geuse dans un probléme le sera moins dans un autre.
Dot Iintérét d'une étude systématique déterminant les
diverses trunsformations auxquelles se prétent les combi-

(1) Ces signes n'ont été employés, pour la plupart, qu'a panir du
Xv* ou xvse sitele,
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naisons d'opérations. 1! conviendra. en outre, de nous
mettre en mesure d’effectuer 3 premiére demande Jes
transfermations utiles, en en définissant le mécanisme
par des formules immédiatement applicables.

Les premiers principes de I'Arithmétique nous four-
nissent déjd, directement, de telles formules de trans-
formation : celles, par exemple, qui expriment les pro-
priétés des opératious fondamentales. Ainsi les égalités
a+b=b+a,a x b=} X a, etc., définissent des trans-
formations qui restent 18gitimes quelles que soient les va-
leurs numériques figurées par les letresa, b, ¢ [la combinaie
son a + b est toujours équivalente A la combinaison
b+a, lacombimisona x & & lacombinaison b x 4, etc.).
En associant ces égalités nous obtiundrons de nouvelles
transfoimations s’exprimant par autant de formules que
Yonappelle « formules algébriques ».

Ces premieres « formules » — premidres en simplicité,
non en date,car onn'4prouva point tout de suitele besoin
de les écrire explicitement — ces premidres formules
mettent en ¢évidence les caraciéres fondamentaux que
nous retrouvons dans toutes les autres.Ainsi les formules
de l'algébre devront porter de préférence sur des sym-
boles qualitativementin déterminés telsque les lettres de
Palphabet (1), et c’est ainsi qu'elles fourniront A 'avanze
des régles invariables, applicables 4 une infinité de ques-
tions : autant de valeurs diflérentes on donne aux lettres,
autant 'on a de problémes pour lesquels vaudra la méme
régle. Autre caractére fondamental : I'analogie que l'al-

(£} Vair, cependant, infra, p.88, note 3. Ce fut Viite qui, en éta-
* blissant une distinction sysiématique entre la logistica mumerosa
" {calcul numdriquei et la Jogistica  speeiosa (caleul portant sur des
lewres), constitua lalgébre moderne en science autonome. [Ct.
le Cours mathematiqgne &'Herigone, v 11, 1635 otr les deux algébres
sont appelées © algélre nowbreuse et alglbre specieuse),
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gtbre établit entre les nombres fournis par des problémes
différents est une analogie de structure. Imaginons, par
exempls, quie deux questions fassent intervenir chacune,
une quantité définie comme produit d’une somme de
deux nombres par le carré d'un troisiéme : Palgebre
notera cette ressemblance en écrivant les deux quantités
sous la méme forme: (@ -+8) X ¢ ou (a + b:.¢%, et
elle ne se préoccupera pas de savoir si les valewrs des
nombres a, b, ¢ différent d’une quantité i l'avtre.

Les combinaisons et transformations de formules
donnent lieu 3 un certain nombre d= préceptes bien
déterminés dont 'ensemble constitue V' Alpébre. L’Al-
gébre, en eflet, eit essentiellement une Réple (Regula,
disaient les algébristes de la Renaissance, Ars certis levi-
bus et preeceptis contenta, dit un commentateur de
Descartes; (1),

Ajoutons que, comme nous l'avons dit plus haut,les
régles de V'algébre visent 2 devenir mécaniques, ¢'ested~
dire applicables par tous et toujours, sans intervention
de I'intelligence. C'est pourquei Descartes se ¢roit auto-
risé & nous donner les préceptes de son algébre sous
formes d¢ commandements, sans les expliquer, sans
nous demander de refaire l'effort intellectuel qu'il a lui-
méme accompli une fois pour toutes et pour tous les
hommes : « L'addition, dit-il (2}, se fait par lesigne +- ...
Comme pour ajoutcr @ & &, j'écris a + b, La soustraction
se fait par le signe —. Comme pour soustraire a de b,
j'éeris & — a, etc. »,

11 re faut toutefois pas corclurs de 1A que l'algébre soit

(1) Erasme DBartholin dans son Epitre Dédicatoire de I'¢dition
latine de la Géomdtrie (cf, infra, p. 95},

{2) Caleul de Monsieur Descartes, (Euv. de Descartes, t. 1X {voir
plus bas, page 96), — Cf le Conrs mathimatique d'Herigone ¢ité
¢i-dessus,
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une régle aveugle ; c'est un art qui exige, chez celui qui
I'exerce, de l'adresse et du savoir faire. En effet, parmi
toutes les tranformations possibles d’une formule, F'algé-
briste doit choisir celle qui est appropriée au caleul qu’il
entreprend (1), et il peut faire ce choix plus ou moins
pertinemment. Pour résoudre une équation, dit I'Indien
Bhaskara, « on prépare adroitement deux membres en
équilibre, en ajoutant, retranchant, multipliant ou
divisant » (2): la régle n'en dit pas plus long : & l'algé-
briste de voir par lui-méme comment i} apprétera son
¢équation.
. Nous comprenons maintenant quelles sont les condi-
tions auxquelles il faut satisfaire pour &tre un habile
algébriste. Il faut savoir oublier la signification des élé-
ments combinés pour ne plus faire attention qu'au méca-
nisme de la combinaison. Il faur considérer les for-
mules comme des assemblages, que l'on retourne en
tous sens, que l'on compose de toutes les maniéres —
par la djebr, par la moukabalah ou d’antres procédés —
afin de faire apparaitre de nouvelles combinaisons inté-
ressantes. L'algébriste jongle avec les formules; il les
triture, il les pulvérise, suivant Pheureuse expression
employée par Brashmagoupta pour désigner une wméthode
fondamentale de son algdbre : « celui qui connaitra
a ['usage de la méthode pulvérisatrice, des chiffres, des
« quantités négatives et positives, de I'dlimination du
« terme moyen [Irausformation utiliséz dans la théorie des
« éguations), des symboles et expressions [alpébriques],

(1) Excogitanda ab artifice — dit Viéte (De recognitione aqualionun
ap. Opera Mathens.. Leyde, 1646, p. 92) — et lemlanda, quae suo
fini magis inservire conjiciel figmenia.

(3) Cité par Rodet, journal asiatigne, 1. X1, 1878, p. 17,
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LA CONCEPTION SYNTHETISTE

« celui+]3, dit Brahmagoupta, deviendra un matue parmi
les savants (1) ».

Ces remarques nous explique I'histoire des origines
de Ialgcbre,

Les savants grecs ne pouvaient pas étre de bons algé.
bristes : ils prétendaient, en effet, saisir par l'intuition,
voir d'une vue intellectuelle directe, des étres mathéma-
tiques aussi réels ou plus réels que les objets sensibles;
comment, dés lors, auraient-ils pu oublier ces dtres par~
faits, et faire table rase de la réalité pour opérer sur des
symboles ? Sans doute les géométres grecs possédaient-
ils les principaux éléments dont devaient se servir les
modernes pour constituer Valgébre, lls avaient inventé
des méthodes de construction géométrique qui équiva-
laient A peu pris A celle de notre calcul algébrique élé-
mentaire. Mais ils n'avaient pas voulu reconnaitre le
parti qu'on peut tirer de ces méthodes lorsqu'on en

_généralise et qu'on en systématise V'emploi. Les véri-

tables promoteurs de l'algébre furent, en Gréce, ces
logisticiens ou caiculeurs, que Platon mettait au ban de
lascience, et I'une des principales innovations de }’Ale-
Xandrin Diophante — en qui 'on veut voir le premier
algébriste — consista simplement & appeler arithmetique
ce que L'on prenait avant lui pour de la logistique. « !
a, dit Paul Tannery (2), intitulé son ouvrage Arithmetica
alors que la matiére en avait été jusqu'a lui considérée
comme appartenant 3 la logistique. Cette innovation est
plus qu’une simple affaire de mots ; elle révéle le senti-
ment trés juste que la matiére dont il s'agit appartient &

(1) Colebrooke (Aigebra from the sanserit of Brakmagupta and
Bhaskara, 1817, p. 325).
(2) La Gromdtrie grecgne, 1883, p. sc.
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la science abstraite et primordiale et non pas & une
science appliquée et coneréte ».

Au rebours des savants grecs, les Hindous furent avany
tout des calculatenrs (1). Esprits pratiques, ils ne se
préoccupaient point de rentdre leurs théories rigoureuses
et belles. Il n’y a pas, dans leurs traités, de théorie scien-
tifique 4 proprement parler, mais seulement des régles,
formulées en vers le plus souvent, et sans démonstra-
tion. — « Dis~moi {2}, chére et belle Lilavati — ainsi
s’exprime Bhaskara — toi qui as les yeux comme ceux
du faon, dis-moi quel est le résultat de la multiplica-
tion, etc. »n, Et la réponse snit. Baskara nous donne,
sur ce ton, un ensemble de régles, qui constituent 1 une
facile méthode de calcul, charmante par son élégance,
claire, concise, douce, correcte, agréable 4 apprendren. —
Un recueil de receues et de formules, voild ce qu'est I
science pour les Hindous. Clest pourquoi ils furent
d’habiles algébristes (3).

(1) La scienc: hindoue subit-elle indirectement des influences
grecques ¥ Clest 14 une question obscure que novs ne saurions
trancher; il est.dort possible que I'on ait en aux Indes quelques
échos des travaux de Diophante. L'algébre dont nous nous occu-
pons ici est celle qui se developpa dans I'lade pendant 'ére cheé-
tienne -t dont les trois principaus représentants sont Aryabhata
(¢ siécler, Brahmagoupra (79 sidcle), Bhaskara {12¢ sitcle).

(2} Colebrooke, op. clt. 'supra, p. 87, note 1}, p. 6, Le trairé
intitulé Lilavali {La charmante} est dédié & une femme 2 laquelle
Bhaskara s’adresse, )

(3) L'algtbre des Hindous n'est point une algébre spécieuse au
‘sens de Viéte (supra, p. 84, nute 1: sous voulons dire que dans cette
algtbre les nombres ne sont point systémariquement remplacés par des
lettres. Ce caractére de la science hindoue, est souligné par les his-
toriens des mathématiques qui veulent voir dans 'emploi des sym-
boles littdrauz une condition essenticlle de I'algtbre [cf, Nesselmann.
Gesh, d. Algera d, Griechen, passim : voir avssi Heath, Diophantus
of Alexandria (Cambridge), 1910, p, 49). Nous croyons cependant
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Lorsqu’au début de l Renaissance, les tendances pra-
liques s'allitrent 3 de solides études scientifiques,
Lalgebre prit définitivement son essor (1). Cependant
bien des algébristes des xv* et xvi* sidcles se trouvent
génés par les habitudes d'esprit qu'ils tiennent de Ja
tradition grecque. Clest le cas de Francois Victe, 2 qui
Valgtbre doit tant par ailleurs. Les tours de passe-passe
des algébristes hindous eussent été paur Victe des non-
sens, car il ne pouvait pas raisonner sur les grandeurs
sans se les représenter. 1! se croit donc obligé de distin-
guer, et de traiter I'un aprds I'autre, une longue suite
de problémes qui ne difiérent que par levr imerprétas

tion concréte et ne feraient qu'un pour un algébriste
moderne.

En somme, aux premiers temps de l'algébre, ceux
qui ont réussi dans cette science sont ceux qui n'avaient
pas de scrupules théoriques. II fallait en étre dépourvu,
par exemple, pour se permettre d'opérer sur des quan-
tités inconnues exactement comme si elles étaient con-
nues. Or c'est 1 I'une des caractéristiques et, pour beau-
coup de savants, la caractéristique principale de I'algebre.

Avec l'assistance de Dien — ainsi débute Valgebre
d'Omar Al Khayyam (2) — et avec son concours pré-

que Pabsence des formules littérales n'empdche pas la science hin-
doue de manifester 2 un hawt degré les tendances par lesguelles
nous avons défini plus haut Pesprit algébriste. Aussi bien ne fau.-
drait-il pas exagérer l'importance des services rendus par les leures
dans le calcul. On peut fort bien &ablir les formules génénales de
lalgébre lors méme qu'on remplace les lettres par des nombres
ordinaires, & condition que I'on ne fasse état, 2 sucun moment de
ia démonstration, des valeurs particuliéres de ces nombres, Glest
aiasi que procéde encore Pascal au xvie® siécle,
(1) Voir plus bas page 93 et suivantes,

(22 L' dlgdlre &' Omar Alkhayyami, taduct, Wazpcke, Berlin, 1851,
P- 5 (xue sidcle),
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cieux, je dis : « Ialgtbre est un art scientifique. Son
« objet, ce sont le nombre absolu et les grandeurs mesu-
« rables, étant inconnus mais rapportés i quelque chose
« de connu, de maniére A pouvoir &tre déterminds; les
« choses connues sont des quantités ou des rapports
¢ individuellement déterminés ainsi qu'on le reconnait
e en les examinant avtentivement; ce qu'on cherche
« dans cetart, ce sont les relations qui joignent les don-
« nées du probleme 4 ’[inconnuel, qui de la manitre
« susdite forme l'objer ue l'algébre (1) ».

Supposons, par exemple, qus lon sache que le
nombre 2, moins le triple d’une quamité inconnue, égale

cette méme quantité, plus le nombrei— : nous désigne-

rons la g:antité inconnue par la lettre x, et nous écrirons
Pégalité (duation) 2 — 3, x=x -+—§. Ajoutons, de

part etd'autre du signe ==, une méme quantité 3.x — i :

3.6
nous obtenons 4. x =2 — =2,
par,4, la valeur de x; x = }53'

Pour atteindre ce résultat, le géometre ou le pur
arithméticien prendra des voies détournées; comment
pourrait-il, en cet, introduire de but en blanc dans ses
raisonnements la soustraction ou la division par 4 d'une
quantité qui n'est pas conaue ? Au regard de Vintuition
unc semblable opération n'a pas de sens. L'algebriste,
lni, ne s'embarrasse pas pour si peu, et il parvient ine~
tantanément & la solution du probléme.

d'ol,*en divisant

(1) L'aigtbre — div plus rapidenent Heérigone (Cours mathéma-—
tigut, v 11, 1634) —~ est I'art de trouver la grandeur inconnue en la
prenant comme si elle était connue et trouvant 'égalité entre elle et
les longuetrs données,
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— ¢ Il est d'habitude, chez les algébristes, ajoute
« Khayyam, de nommer dans leur art 'inconnuc qu'on
« se propose de déterminer : chose ». — Cette habitude
se conserva longtemps. L'algébre tut la Rigle de lu chose
et il y eut en Allemagne une école d'algébristes que I'on
appela Cossistes. En latin, I'inconnue érait soavent dési-
gnce par le mot « radix » et son carré par le mot
a census ». Ainsi, dans les relations ou figurent l'in-
connue €t son carré, on distingue trois sortes de
nombres : radix, census, numeri simplices (nombres ordi-
naires, connus), Quelle diftérence d’espéce y a-t-il entre
ces nombres ? C'est 13 une question que I'algébriste
conséquent avec lui-méme ne se posera pas. La distinc-
tion des connues et des inconnues — de méme que celle
des détermindes et des indéterminées, des fixes et des
variables — est essentielle 3 qui se préoccupe d'inter-
préter, par la géométrie ou d’une autre manicre, les
résultats de l'algébre. Mais A 'algébriste proprement
dit, nous ne saurions trop le répéter, la nature des
symboles qu'il manie doit rester inditférente.

Clest faute d'avoir adopté franchement cette attitude
que les algébristes turent longtemps retardés dans lewt
marche en avant. L'histoire du symbolisme algébrique
nous en fournit la preuve. On s’habitua facilement A
représenter les indéterminées ou les variables par des
lettres (les lettres tenant ainsi la place de nombres dont
on ne connait pas la valeur). Mais n'était-ce pas pécher
contre le bonssens que de figurer par des lettres les quan-
titds dont on pouvait écrire directement la valeur
numérique ? Vidte eut le grand mérite de comprendre
le grand avantage que présente, ¢n ce cas encore, I'usage
des signes littéraux (1). En elfet, en ne déterminant pas

(1) Pendant longtemps, cependam, on n'osa figurer par des lettres
que les nombres positifs qui seuls représentent de véritables gran

m -



EIDRAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

tout de suite les valeurs des quantités connues, on obtient
des formules qni sont applicables quelles que sofent les
valeurs (détermindes: que I'on donne ultérieutement 3
ces quantités dans tel ou tel probléme particulier.

En résumé, plus le mécanisme combinatoire qulest
l'algebre saura s'abstraire de la réalicé, plus il étendra
sa portéc et son champ d'application. Une méthode
universelle, une clef de tontes les sciences, voila ce que,
depuis le temps de Raimond Lulle (13° siécle), toute
une génération de philosophes révait de ¢onstituer, Et,
si ces philosophes on été pour la plupart de médiocres
mathématiciens, ils n’en sont pas moins guidés par le
principe méme d'oil procéde I'algébre. N'est-il pas bien
significatif que I'on ait souvent donné A cette science
le nom méme de fa méthode pour laquelle s'enthou-
siasma Raimond Lulle ? L’Algebre c’est la « méthode
par excellence », c'est le « grand arto, ars magna,
Y art entre les arts », artium ars.

I1. — L'algébre cartésienne.

* En cherchant 2 mettre en évidence les tendances
propres & l'algtbre, nous avons devancé le cours de
Phistoire, Ces tendances, en effet ne se manifestérent
complétement et ne furent érigées en principes de
recherche que lorsque algébre fut sortie de la période
. des titonnements. Pour nous rendre un compte exact
des vues et des intentions des fondateurs du calcul algé-
brique, il nous faut étudier de plus prés les difficultés

deurs. Les Cartésiens (Hudde, De reductione aquationum, 1657
furent les premiers 4 désigner indifféremment par des symboles lit-
téraux non affectés de signes {tels que a, b, ¢, ..., %, ...) des

nombres pauvant dre & volomé positifs ou négatifs,
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queut a surmonter ce cakul pour s'affranchir de la géo-
métrie et pour devenir une science autcnome.

Nous avons dit que I'algébre fut primitivement une
simple. méthode de calcul pratique, qui, d’aprés les
idées des géométres grecs, ne méritait point le nom de
science. I y a plus. Les procédés de V'algtbre primitive
reposaient sur certaines définitions incomplétes et sur
certaines comceptions simplistes qui soulevaient de
graves difficultés logiques. C'est pourquoi l'alsébre se
développa tout d'abord chez les peuples de 'Orient, ar-
tisans et ingénieurs, mais dépourvus de scrupules théo-
riques.

Aprésle Moyen-Age, cependant, et spécialement la
fin de la Renaissance, le calcul algébrique change de
caractére. Les savants du 16° sigcle (1) sont, comme
les Orientaux, utilitaires et pratiques, mais ils ont une
connaissance approfondie de la géométrie grecque et ils
constatent que cette géométrie est, avec larithmétique
proprement dite, la scule science dont les principes
soient rigoureusement établis, C'est pourquoi ils estiment
que, dans la mesure ou les régles de Palgebre sortent du
cadrede l'arithmétique, ces régles doivent dtre rattachées
aux théorémes de la géométrie, seulessusceptibles de four-
nir les bases d’une véritable science des grandeurs. Dans
cette pensée, ils se reportent 3 cet ensemble de théories
géométriques auquel certains historiens ont donné le
nom d'« algébre géométrique des Grees » et que nous

(1) Citons notamment Luca Pactuolo, qui, aprés avoir exposé au
point de vue abstrait les régles du caleul algébrique, consacre un
chapitre de son traivd (Summa de Arithmdica, Venise 1494) 4 la
démonsration géomeétrique de ces régles, — Vidte, qui compost
notamment un important ouvrage sur la construction des raciues
des dquations du second degrs ‘Francisei Vietw Effectionum geonte-

dricarum canonica recensio, 1593), ~ Marino Ghetaldi de Raguse
{1567-1636).
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avons briévement caratérisé A la fin de notre chapitee 1.

Ce retour & V'antiquité était sans doute nécessaire
pour consolider les principes de l'algebre naissante,
mais il présenta’t pouriant des inconvénients. En pate
ticalier, les constructions géométriques des anciens
étalent liées, comme nous l'avons wu, 2 des pro-
cédés de démonstration compliqués ; 'emploi systéma-
tique de ces constructions aurait donc fait perdre au
calcul algébrique les avantages principaux que ['on
attendait delle, la britvets, et la commodité., Bx c'est pour-
quoi, — volontiers lectziques,” — les savants de la
Renaissance, tantdt se donaent beaucoup de peine pour
déduire rigonreusement les régles de Falgebre des
théories géométriques classiques, tantdt reviennent 3
limproviste 2 la méthode oricniale, qui consiste 4 poser
ces régles sans les justifier ou, simploment, 3 traiter les
quantit¢s algébriques comme des nombres arithmétiques
sans chercher aucunement 1 légitimer cette assimilation.
Ainsi ont precédé en maintes circonstances, Vidte,
Albert Girard, Stevin, Hérigone.

La figuration géométrique, pourtant, était bien propre
3 fournir & I'Algébre Iy base théorique qui lui faisait
défaut. Mais il fallait, pour cela, que le principe en fit
réformé. Cette rélorme nécessaire fut accomplie par
Des:artes (1),

», Tachons de bien saisir, sur l2 question qui nous
‘occupe, la pensée du grand philosophe ; cette pensée en
effet n'a pas toujours été exactement comprise, sans
dowte parce qu'elle a été exposée en plusieurs fois, dans
des ouvrages dcrits A des points de vue ditlérents, sans

(1) CI. le Descartes de Louis Liard, (F. Alcan, Paris, 1582, liv. i,
notte &wde sur i'fmaginetion et ks Mathomatignes selon Descartes,

1900, ¢t les L'tapes de lu philosophic mathematique de L. Brunschvicg,
chap. VII et VIII,
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doute aussi parce qu'elle est d’un caractére subtil et
devance, sur plusicurs points, les progrés 1echniques de
la science.

On a sonvent discuté sur la relation de I'Algebre 2 Ia
Géométrie dans l'ccuvre de Descartes, — question
d'autant plus naturelle que Descartes nous enseigne les
régles de son algébre dans un traité intitulé « Géomé-
trie ». Sans reprendre ici cette discussion, disons que,
en dépit de certaines apparences, 'opinion la plus géné-
ralement répandue sur le compte de la géométrie carté-
sienne ne parait pas avoir été infirmée par les études
récentes des historiens. Bien que le traité de 1637 con=
tienne autant ou plus d'algébre que de géométrie, et ait
pour conclusion une thlorie des équations, la géomérrie
cartésienne n'est nullement, dans la pensée de son
auteur, une introduction & l'algébre, mais au contraire
une application de P'algébre 4 la géométrie. En dautres
termes, 1'algebre, selon Descartes, précéde logiquement
les autres branches des Mathématiques, et elle n'est
aucunement conditionnée par la nature des problémes
auxquels on I'applique.

Qu'est-ce done que la méthode algébrique, envisagle
en dehors de ses applications? Le cantésien Erasme Bar-
tholin nouvs 'explique dans la Prétace qu'il a éerite pour
I'édition latine de la Géométric (1). « Dans les commens
cemenis — diteil — il a été utile er né:essaire de donner
des auxiliaires A notre facult¢ de spéculation pure :
c'est pourguoi les géométres ont eu recours aux figures,
les arithméticiens aux signes numdriques, dautres 4
d’autres procédés. Mais de tels procédds paraisscut peu

(1) Geometria d Remabo Descarles, 29 &d., t, . Amsterdam, 1659,
pl 4.
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dignes des grands génies et de ceux qui aspirent au nom
de savant ». Le grand génie fut Descartes, qui a va le
premier, ajoute Bartholin, que Yon peut raisonner sur
des quantités purement abstraites en les représentant par
des lettres de l'alphabet. Effectivement Descartes nous
a laissé I'dbauche d'un traité d'algébre pure (connu sous
le nom de Calenl (1) de Monsicur Descarles) qu'il présente
comme une Introduction 3 sa Géometrie et ot il s’efforce
de traiter I'algébre abstraitement sans recourir & la figa-
ration géomérrique. Il procéde, — autant qu'en en peut
juger d’aprés cet écrit incomplet — par voie de défini~
tions verbales, c'est-i-dire qu'il se borne 3 posec les
régles de l'algtbre sans chercher & les étayer par des
démonstrations ou par des considérations intuitives.
C'était 12 une méthode d'exposition que les prédécesseurs
de Descartes avaient, nous l'avons dit, déja employée.
Mais, dans les ouvrages éclectiques de la Renaissance,
cette méthode était le plus souvent mélangée i d'autres;
il est diflicile de dire quelle valeur lui était autribuée.
Descartes, au contraire, semble apercevoir le principe
qui est appliqué de pos jours dans lx méthode des « déf-
nitions conventionnelles ». Considérons les signes algé-
briques 4, &, ¢, ..., sans rien préjuger sur ce qu'ils
représentent. On remarque qu'on peut définir convens
tionnellement une certaine combinaison, formée avec
ces signes, que nous appelons additicn, une autre que
nous appelons soustraction, et ainsi de suite, — cela en
satisfaisant simplement aux deux conditions suivantes :
1° qu'il n'y ait entre les définitions ainsi données aucune
contradiction logique; 2° que, lorsque les éléments

(1) Le Calcul de M. Descartes, déja cité plus haut, p, 85.Cet opus-
cule, retrouvé i Hanovre en 1895 par M. H. Adam, est probable-
ment de 1638, On ignore si Descartes Pa éerit lui-méme ou s'il I'a
fait écrire sous sa direction.
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1.4 CONCEPTION SYNTHETISTE

combinés se trouvent étre des nombres arithmétiques
ou des rapports géométriques, il y ait coincidence entre
Jes opérations résultant de ces définitions et les opé-
rations de méme nom considérées en Arithmétique ou
en Géomérrie.

Cependant les conditions qui régissent et légitiment
Pemploi de la méthode des définitions convention-
nelles (1) n'avaient pas é1é érudides d'assez prés par
Descartes pour qu'il piat se fier exclusivement & cette
méthode. Le Calcul de M. Descartes n'est en somme
qu'un mémento, ol n'apparait qu'un seul aspect de
Falgebre cartésienne. Pour se faire de celle-ci une idée
compléte, il la faut édier dans le livee II de la Géomé-
Irie et dans les traités complémentaires ajoutds A cet
ouvrage par les commentateurs de Descartes (2), Or il
tésulte manifestement de ces éctits que Descartes, pour
établir et exposer en détail les principes de son algébre,
ne croyait pas pouvoir se passer — en fait — de la figu-
ration géométrique.

Cela admis, quelle portée au juste, quelle signification,
faut-il atribuer 3 la figuration ainsi employée ? Si nous
comprenons exactement son point de vue, Descartes, en

(1) Le type de la définition conventionnelle est la définition du
nombre qu'a donnée Christian Wolf en 1717 et que nous avons
rapportée plus haut {page 72) : Quidyuid refertur ad unitatem ut
linea recta ad aliam rectam numerus dicitur. En fait ce ne peut étre
qu'au moyen d'une série de conventions que l'on élargit progressi-
vement la notion du nombre susceptible d'dtre représenté par un
signe algébrique : nombre entier, — puis rationnel, — puis irra—
tionnel défini par une opération arithmétique (comme y/2;, — puis
rapport (ou mesure de longueurs ou de grandenrs de méme espéee)
-~ puis nombre relatit (posivif ou négatit). — plus tard, nombre
imaginaire, -~ Descanes évite, en algébre, de se servir du mot
nombre, employant de préférence le mot guantits,

(2) Traités publiés dans I'ddition latine de la Glomeétrie

! =
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recourant 3 la géométrie, cherchait seulement A donner
un support  lintuition algébrique pure, 4 fixer le rai-
sonnement déductif, soulager I'entendement, qui, théo-
riquement, pourrait se passer de la collaboration de
Vimag.nation et des sens, mais qui ne doit négliger
aucun des secours dont il dispose (1;. Ainsi, pensait-il,
I'algébriste doit se servir d'images, mais pour que celles-
ci remplissent convenablement leur missions, il importe
qu'elles soient aussi réduites, aussi simples que pos-
sible (2;.

Or, précisément, Descartes était en mesure de propo-
ser un mode de figuration de quantités algébriques qui
répondait bien A ces desiderata et d’oit les considérations
géomeétriques se trouvaient presque complétement éli-
minées,

Descartes part de cette remarque que le résultat de
tout calcul eftectué sur des quantités représentées par des
grandeurs rectilignes peut éire lui-méme figuré par une
grandeur rectiligne ligne simpl:, disent les Cartésiens;,
C'est la le fait capital dont Ia constatation a permis de
débarrasser le calcul des grandeurs des entraves que lui
avaient imposées les Grecs. Dans Ia géométrie grecque,
en effet, un produit de grandeurs d’une certaine espéce,
se présentait le plus souvent comme une grandeur d’une
autre espéce, circonstance qui contribuait plus que toute
autre A limiter le champ d'application du calcul géo-
métrique. Du point de vue de Descartes, aa coatraire,
le produit est, comme chacun des facteurs, an segment

(1) Sollus imetlectus equidem percipiendie veritatls est capas ;
qui tamen juvandus est ab imaginatione, sensu €t momoria, ne
quid forte quoa in nostra industrie positum est cmittamus (Regnl.e
ad directionem ingenii, X11).

(2) Compendios figure que modo sufficiant ad cavendum
lapsum ; quo breviores, eo commadiores existunt (Regule, X1,
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rectiligne. « Bt il est & remarquer, dit-il, que par o* ou
P, ou semblables, je ne congois ordinaireiment que des
lignes toutes simples, encore que, pour me servir des
noms usités en algébre, je les nomme des carrés ou des
cubes » (1),

Sans doute les propositions géométriques sur les-
quelles s'appuie Descartes pour justifier sa maniére de
voir ont un caractéte banal, et bien d'anwres que lui les
ont mises & profit. Mais il en a tiré un principe qu'il
est le premier & énoncer dans toute sa généralité : savoir,
qu'il y a parallélisme absolu entre la notion de quantité
algébrique et celle de longueur rectiligne ; par consé-
quent, pour faire de I'algébre une science 4 la fois solide
et simple, logiquement inattaquable et commode dans
la pratique, il suffira de décider que les lettres de {'algébre
représenteront tonjours — exclusivement — des lon-
gueurs rectilignes (2).

2  Toutefois, cette convention, comme le fait remarquer
g un commentateur de Descartes {3}, n'a de raison d'étre
P qu'en tant qu'elle nous permet de donner A V'algébre un
& fondement solide et qu'elle en rend I'étude plus facile;
& car l'algebre, encore une lois, ne doit pas tre regardée
§ comme une science objective au méme titre que I"Arith-

8 (1) La Géomdtrie, liv. |, (Bunvres, &dit. Adam-Tannery, t, VI,
3 pa7s.

»  {3) Cf. Schooten, dans ses Principia Mathessos (édit. latine de la
o Gémdirie, . 1L, p. 1 et suiv.): « Attamen gquia tem phaatasiz,
b tum sensibus ipsis nihil simplicius nec distinctius exhiberi posse
i occurrit quam roate linese, quasque rolationes et propertiones que
v inter ommes alias res inveniuntur exprimere valent, prastat per
4 pridicas literas solummodo lineas rectas concipere w,

4 131 Fiormond de Beaune, dans ses Note freves iédit, latine de la
i Glométrie, 1. 1, p. 107) 1 « Optimun: vero est, ad stabilienda hujus
¢ Scientiae precepta et ad cognitionem cjus assequendamy, ut genera-
liter rationes hasce in lineis consideremus, etc.

)
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métique ou la Géométrie grecques; on n’a pas le droit
de la définir par sa matiére. Par conséquent, le fait que
les algébristes utilisent des notions géométriques ne
doit rien changer A l'idée que nous nous sommes faite
plus haut de PAlgebre pure. Celle-ci est une technique
de calcul, vide de contenu par elle-méme. Clest une
méthode. Clest méme la méthode mathématique par
~ excellence, qui n'est qu'une application particuliére, une
- spécialisation de la Méthode générale dont Descartes se
dit I'inventeur.
# Ici se pose une question historique dont nous ne
saurions nous désintéresser parce qu'elle met en cause
le jugement que Descartes portait, au fond de lui-méme,
sur la valear des Mathématiques. Quels rapports le
- systéme cartésien établissait-il au juste entre la science
‘mathématique et la science générale de univers 3
laquelle devait nous conduire I'emploi de 1a Méthode ?
Nul doute que I'application de I'algebre 2 la géométrie
ne représentdt pour Descartes le type parfait de
théorie scientifique. Mais, d’autre part, Descartes n'ad-
mettait point que toutes les sciences fussent réductibles
aux Mathématiques. Quicongue, a-t-it dit (1), exami-
nera attentivement ma pensée, s'apercevra que jai en
vue une Science autre que les Mathématiques et dont
celles-ci sont |'enveloppe plutdt qu'elles n’en font partie.

Encore moins Descartes eiit-il cra possible de ramener §
tous les problémes de la Science & des problémes quan- %

titatils et, par conséquent, de les traiter par I'algébre (2 .
Sans doute, lorsqu’il entreprend d’expliquer les lois de
Punivers en termes d'étendue ¢t de mouvement, il fait

(1" Regule, 1V,
(2) CI. Brunschvicg., Les Etapes de la philosophie mathematiyue,
p. 107 et suiv,
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de la géométric et de la mécanique la base de toutes nos
connaissances scientifiques; mais (1) la géométrie dont
il veut ici parler ne parait pas s'étre confondue dans sa
pensée avec celle, beaucoup plas spéciale, — consistant,
a peu prés exclusivement dans P'étude des courbes qua-
lifiées « gométriques », — qu'il a cherché A exposer
en langage algebrique dans son traité de 1637. En
d'autres termes, la Mathématique universelle, ¢est-3-dire
la Science universelle, que Descartes entreptit de cons-
tituer, était ou devait ttre une explication mécanique de
I'univers ; mais ce n'était point une algebre.

Faut-il conclure de 1 gu'il y a solution de continuité
entre les différentes parties de I'ceuvre scientifique de
Descartes ? Et doit-on effectivement distinguer dans
cette ceuvre deux géométries indépendantes 'une de
Pautre ? M. Branschvicg incline 3 le penser (2), et I'un
desarguments qu'il invoque est le suivant : cette maniére
de voir lui permet d'expliquer le détachement singulier
avec lequel Descartes a parlé de sa « Ghmélrie» et le
dédain qu'il prolesse le plus souvent pour les études
mathématiques. La Géomélrie, a-t-on dit souvent, ne fut
qu'un épisode dans la carriére philosophique de Descartes.
Et, en effet, au lendemain méme de la publication de
ce traité, Descartes écrit 8 Mersenne (3) : « N'attendez
plus rien de moi en Géométrie; car vous savez qu'il y
a longtemps que je protestc de ne m'y vouloir plus

11) Dans une lettre & Mersenne éerite le 27 juillet 1638, Descartes
oppose ces deux géométrics ¢ la seconde est la « péométric abstraite »,
la premiére est « une autre sorte de géométric qui se propose pour
questions T'explication des phénoménes de la nawre », (Euvres de
Descartes, édiv. Adam-Tansery, t. 1. 268).

(2; Brunschvicg, loz, cit. p. 134.

(3) Lettre & Mersenne, 12 scprembre 1638, Qiur. de Descarbis,
t. ", Po 36l' »
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exercer ». Il a résolu de quitter « la recherche des ques-
tions qui ne servent qu'a exercer l'esprit (1) ». En 1638,
il ya déjd plus de quinze ans qu'il fait profession de
« négliger la géométrie » (2. Et c'est tout juste si quel-
ques années plus tard il ne renie pas son traité de 1637,
indiquant que, s'il avait A le refaire, il le composerait
autrement.

Sans méconnaitre l'importance de ces déclarations,
il importe d'en bien préciser la signification.

. Descartes estime peu la pure Mathématique, non

seulement celle de ses prédécesseurs, mais aussi celle
qu’il a cultivée Jui-méme. Ce point parait bien acquis.
Mais une distinction s'impose, pourtant, entre la mé-
thode et I'objet de la science. Nalle part, croyons-nous,
Descartes ne met en doute la puissance et la portée de
la méthode des mathématiques. Son dédain ne vise que
Pobjet auquel cette méthode est appliquée, et il nous en
a lui-méme indiqué clairement les raisons.

L’objec des mathématiques est sans valeur parce qu'il
n'est d’aucunc utilité dans Pérude de la nature. Ceux
qui le cultivent sont des chercheurs oisifs (3, adonnés &
un vain jeu de l'esprit. Trouverons-nous, du moins,
dans la spéculation marhématique, l'occasion d’exercer
nos facultds inventives et la satisfaction de déployer les
ressources de notre ingéniosité ct de triompher de
difficultés subtiles ? Non, car, grice 2 la méthode algé-
brique, la Mathématique devient une science mécanique,
qu'il est désormais 4 la portée du premier venu de con-
duire a bien —— Clest pourquoi — nous reviendrons
tout 4 'heure sur ce point — Descartes ne poursuit pas

(1) Lettre & Mersenne, 27 juillet 1638, ibid., v, 1L, p. 268,
(2} Lettre 2 Mersenne, 31 mars 1638, ibid,, t. 1L p. 95,
(3) « Insania problemats .. quibus logiste vel Geometrz otiosi

ludere consueverunt » (Regule, 1V).
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lui-méme l'ceuvre ébauchée dans sa Géometrie. 1l se con-
tente de nous donner quelques indications sommaires —
¢ Au reste — dit-il au Livre 1II de son traité (1) —
j’ai omis ici les démonstrations de la plupart de ce que
j'ai dit A cause qu’elles m’ont paru si faciles pourvu que
vous preniez la peine d’examiner méthodiquement si
jai failli », Er, parlant, au début de Pouvrage (2}, des
mathématiques en général : « je n'y remarque rien de
si difficile que ceux qui sont un peu versés en la géo-
meétrie commune et en algébre, et qui prendront garde a
tout ce gui est en ce traité, ne puissent trouver »,

On comprend, d&s lors, que Descartes n'ait pas fait
lui-mérae prand cas de sa Géométrie, Il ne voulait sur-
tout pas laisser croire que la géométrie algébrique piit
&re, dans sa pensée, une branche essentielle de la Ma-
thémalique universelle, laquelle devait avoir pour objet
Vexplication de l'univers, Pourtant, il ne va pas jusqu'a
dire que cette géoméirie ne fasse pas partie de la science
générale : il déclare seulement que I'étude des figures
ne peut servir 4 rien tant qu'on ne Y'aura pas complétée
par 'étude des mouvements.

Mais cette dernitre étude, comment se fera-t-clle ?
Rien ne nous autorise 4 croire que Descartes ait consi-
déré la méthode de la mécanique comme devant &tre
radicalement distincte de celle de la géométrie des
courbes. En maints passagés, il affirme au contraire
Punitédela Méthode. i pense, d'ailleurs, quela Méthode
générale nous est précisément révélée par l'dtude des
mathématiques ; mais — dit-il ‘3., « ne l'ayant point
assujettie [cetle méhod:. A aucane matidre particuliére,

(1) Qugwes, ddin. Adams-Tannery, v, VI, p. 464,
(3! Ibid, p. 374.
(3) Discours de la méthode, 1,
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je me promettais de l'appliquer aussi utilement aux
difficultés des autres sciences que j'avais fait & celle de
Valgebre [entendons : Palgébre appliquée & la géométries.
Aussi bien est-il évident, que Descartes ne pouvait
manquer d’apercevoir les services qu’érait susceptible
de rendre le calcul algébrique dans I'étude de la méca-
nique.

Concluon: donc que si l'activité mathématique de
Descartes n’a été, en effet, qu'un épisode de sa carriére,
il n'en est pas de méme de son admiration pour la
méthode algébrique. La méthode algébrique, et, par
conséquent, l'algébre méme, — puisque V'algébre pure,
considérée en dehors de ces applications, se réduit A une
méthode — auraient certainement joué un role capital
dans Pélaboration de la Mathimatique universelle carté-
sienne, si jamais celle-¢i avait vu le jour.

Revenons maintenant aux conséquences qui résul-
térent de Vemploi de la nouvelle méthode dans le
domaine spécial des Mathématiques. Au point de vuoe
historique, ces conséquences furent considérables. jus-
qu'au milicu du xvie*sidcle, en effet, la démonstration
euclidienne n'avait pas cessé d’étre considérée comme le
comme le type parfait et intangible du raisonnement
mathématique. Les algébristes les plus convaincus
n'avaient point songé un seul instant A détrdner I'ceuvre
d'Euclide, mais seulement 4 I'enrichir d’une technique
nouvelle. Au contraire, Descattes met A nu la faiblesse
de la Mathémarique grecque et il prétend apporter une
conception toute nouvelle de la science. Cette concep-
tion est une conception synthétiste, En effer ['algebre,
telle que la comprend Descartes, est essentiellement
une méthode de combinaison. Son rdle consiste A associer
des éléments simples, de fagon 4 en former progressive-
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ment des cdinposés dont la structure soit de plus en
plus compliquée.

Cette conception du réle de I'algébre est parfaitement
confrme, remarquons-le, aux vues qui inspiraient les
algébristes du Moyen-Age et de la Renaissance que nous
avons, plus haut, rapprochés de Raimond Lulle. Mais
ce qui était, chez ces précurseurs, un réve 3 demi fan~
taisiste, est devenu, avec Descartes, une réalité. Dans la
Glométrie de 1637, Descartes systématise le point de vue
des créatenrs de 'algebre, et, avec un remarquable pou-
voir de divination. il apercoit I'avenir qui est promis 3 .
la science si elle s'engage dans les voies qu'il lvi in-
dique.

Dans la Géométrie, qu'il présente comme un échantil-
lon de sa Méthode, Descartes s'est proposé de montrer
comment par le moyen de I'algtbre il est possible de
résoudre les probiémes relatifs aux grandeurs et aux
figures en suivant une voie sdre et régulitre et a en
commenqant par les objets les plus simples et les plus
aisés A connattre, pour monter peu A peu, comme par
degrés, jusqu'd la connaissance des plus composés (1),

La stireté, la régularité de la méthode, voild done ce
qui doit distinguer la science moderne de la géométrie
ancienne, ce champ clos ot les virtuoses de la démons-
tration pouvaient seuls s mouvoir et accomplir leurs
prouesses. Descartes se propose expressément de rompre
avec la tradition grecque, et cest par 1A qu'il diffiere
profondément de Fermat. ‘

Clest un fait sur lequel certains historiens modernes
ont insisté que Fermat pratiquait pour son compte la
méthode cartésienne des coordonndes et qu'il 'avait
exposé dans un traité didactijue antérieur de plusicurs

{1) Discours de la Methode, I
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années 3 la Géoméiric : le Ad locos planos et solidos
Isaguge 1 . Le procédd consiste (2) 3 définir une courbe
par une relation entre les coordonnées de ses points
rapportés 2 deux axes restangulaires ou obliques; aprés
quoi l'on cherchie & ramener Fétude de la courbe i Pétude
de la relation algébrique. Dans ce pracédé, Fermar
découvre des possibilités jusqualors insoupgonnées;
mais le principe n'en est pas nouveau, car on le trouve
déja chez Apollonius, qui s'en sert — dans un cas res-
treint, il est vrai — pour étudier les propriétés des
sections coniques. Prenant pour axe des abscisses un dia-
métre d'une conique. pour axe des ordonnées la paral-
Jéle aux cordes conjuguées A ce diamérre mende 3 un:
de ses extrémités, Apollonius raisonue sur « I'équation »
de la courbe qui s’écrit en langage moderne :

y==apx -—~£.v’ dans le cas de l'ellipse ;

Y= apx + f-;x" dans le cas de I'hyperbole
3= apx dans le cas de la parabole.

Telle est la méthode de démonstration, que Fermat,
resticuteur d'Apollonius {3 , reprend et précise dans son
Isagoge et qu'il applique & Ia recherche générale des
lieux géométriques.

(1} Euvres de LFermat, $dit. Tannery-Heary, 1. 1, p. 91, Ce traité
ne fut publie qu'aprés la mort &t Fermat, en 1675,

(2) On sait que cette méthade, ou, plus esactement, la méthole
inverse, consistant & figurer par une courbe la variation d'une guan-
titd variable, avait déja ére appliguée dans I'étude de certains pro-
blemes par Nicole Ore-me, évéque de Lisicux, dans son T'ractatus
de latitudinibus formurum /13501,

(3) Fermar a laissé ua deritintivald : Apolionii Perguei libri duo de
locis pianis restituti,
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En exécutant ce travail, il est exact que Fermat ouvre
la voie & la géométrie analytique. Cependant il ne pré-
tend pas déconsidérer la géomdtrie antique dont il se
dit Ihéritier ; il croit 2 un progres continu de la science;
st cette découverte, — dit-il aprés avoir exposé sa mé-
thode, — « edt précédé notre restitution déja ancienne
« des deux livres des Lieux plans, les construcrions des
¢ théarémes et lieux eussent été rendues beaucoup plus
« ¢légantes; cependant nous ne regrettons pas cette pro-
« duction... ; il est important pour Pesprit de pouvoir
« contempler pleinement les progrés cachés de Vesprit
« et le développement spontané de V'art (1, ‘artem sese
¢ ipsam promoventem) ».

Si Pon y réfléchit, dailleurs, on reconnaitra qu'il n’y
a dans la méthode des coordonnées ancune ditficultd
mathématique : les théorémes les plus élémentaires de
la géométrie y sont seuls supposés Aussi ne peut-on
pas considérer comme une découverte le fait davoir
déterminé la forme de I'équation d’une droite, d'un
cercle ou d'une section conique, La découverte — si
découverte il y a — consiste 4 prévoir et 2 montrer que
Fusage systématique des coordonnées met en ceuvre une
méthode d'une puissance et d ‘une universalité jusqu’alors
inconnues en mathématiques; que cette méthode dis-
pense de toutes celles qui ont €t¢ imaginées auparavant

(1) Ad locos planos et solidos Isagoge, trad. Paul Tannery, (Fuzr,
de Fermat, . 111, p. 96. Signalons également ce passage de Ia pré«
face du traité qui indique bien que Fermat w'a d'autre prétention
que de « géndraliser o les résultars obtenus par les péométres an-
ciens : L Locis, éerit Fermat, guam plupima seripicee veteres haud
dubium. Testis Pappus initio libri settimi, qui- Aprolonium de oeis
Planis, Aristeum de solidis scripsisse asscverat. Sed, anl Jallimur. aut
o froclivis satis ipsis fuit locorum juvestiatio ; ilnd aHguramur
e quod locos quam plurimas non sabis yeneraliter exirosserunt, ul infra

patebit. Scientam igitur banc proprie et pecnliari analysi subjicimus ul
deinceps generalis ad locos via pateal,
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et quelle les supplantera en effet; que, par l'intermé-
dizire de la notion de fonction, elle va révolurionner et
régénérer toutes les sciences qui sont ea relation avec
Yespace et le temps,

Pour Fermat, comme pour ses prédécessenrs, les
questions relatives aux figures sont des guestions de
géométrie : si V'algebre y intervient, ce n'est qu'3 tiwre
~ d’adjuvant et par, procuration. Avec Descartes, c'est
Yalgebre qui passe au premier plan : 'algébre , avec tous
scs caractéres spécifiques que nous avons fait ressortir
plus haut. ,

Nous avons dit que 'algébre n'est pas un recueit Je
résultats, mais bien une méthode de combinaison et de
construction. Appliquée & I'étude des figures, cetie mé-
thode permettra de reconstruire de toutes pidces la géo-
métrie vn faisant table rase des connaissances que nous
a légudes l'antiquité. Nous I'édifierons sur un plan nou-
veau, mieux ordonné et beaucoup plus vaste que F'ancien.
Car, aprés avoir dit, par exemple : « les droites sont les
figures définies par les équations polynomales du pre-
mier dergé en x et y (de la forme ax + by + ¢ == o);
les sections coniques sont les courbes définies par les
¢quations polynomales du second degré en x ety {de ks
forme ax? + bxy + ¢y + dx -+ ¢y + f = o), rien ne
nous empéchera d'ajouter : « {'appelle courbes du
3¢ ordre les courbes définies par les équations polyno-
males du 3¢ degré en x et y, courbes du 4¢ ordre les
courbes définies par les équations polynomales du
4 degréenxety, ...; et des équations de ces courbes
je vais déduire leurs proptiétés, ainsi que je I'ai fait pour
les sections coniques. » Ainsi, par le simple jeu du
mécanisme algébrique, nous faisons surgir un monde
géométrique illimité que ne nous eft jamais révélé
I'intuition directe de la figure.
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En rapprochant ces vues ‘techniques de la théorie de
Ja connaissance exposée dans les Regule, novs sommes
amenés & préciser comme il suit l'idée qu'un Careésien
dait se faire des théories mathématiques.

Les vérités mathématiques sont des faits intuitifs : sur
ce point, Descartes, quant & lui (1) est presque d'accord
avec les anciens. Toutetois, — ct c'est 13 ce que les
Grecs ont méconnu — il est avantageux pour ¢tudier ces
faits de suivre upe voie détournée (autre que celle de
Fintaition). On ne doit pas essayer de les pénétrer
d'emblée ; mais, en partant d'éléments simples combinés
suivant les régles de l'algébre, on essayera de les recons-
fruire. Ainsi, aux touts perguspar l'intuition, I'on substi-
tuera des composés dont la structure et tous les élé-
ments nous sont exacltement connus. Dés lors Ja science,
au lieu d’&re, comme le croyaient les anciens, une con-
templation d’objets idéaux, se présentera comme une
construction de l'esprit. La tiche essentielle da savant
ne consistera plus 4 apporter une nombreuse ou belle
collection de résultats, mais bien 4 mettre sur pied de
bons instruments de combinaison, 3 constituer une mé-
thode puissante et efhicace.

Descartes estimait qu'nne fois posés les principes de
la « géométrie analytique », les conséquences devaient
s¢ dérouler naturellement par voie de trausformation et
de combinaison algébrique. La construction eflective des
formules était, dans sa pensée, comme nous 1'avons dit
déja, simple affaire de métier, ne réclamant de notre
part aucun effort d'invention. C'étaitla, certes, unjuge~
ment un pea hitit : car les progrés de la géométrie,
rendus solidaires de ceux del'algébre, devaient désormais

(1) Voir chapitre premier.
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attendre ces deeniers, et de graves dithicultés techniques
restaient & vaincre que Descartes n'avait hait qu'cMeurer,
Aussi arriva-t-il que Newton dut se reférer encore 3
Apollonins lorsqu'il eut besoin d’approfendir I'étude des
sections coniques : il crut nécessaire d'y chercher des
secours que la géométrie cartésienne ne paraissait pas en
érat de lui fourni.

Mais, cette réserve faite, il nous faut constater que la
‘méthode de Descartes répondit bien aux espérances de
son auteur et que teds vite elle accrut son rendement
dans des proportions absolument inconnues auparavant.
Une ére nouvelle s'ouvre alors en mathématiques, que
M. Zeuthen compare fort justement A Vére de la grande
industrie dans le monde moderne. Clest I'usine succé-
dant au métier. Les résultats obtencs sont si nombreux
que la difficalté n'est point de les découvsir, mais bien
de faire un choix entre cux et de lesclasser, La recherche
mathématique est devenue, 3 la lettre, un travail de
manufacture.

Voild ce <ue, derridre le contenu objectif de Ponvrage,
nous devons surtout remarquer dans la Géométrie,
Descartes a cu l'idée trés nette que I'emploi des méthodes
qu'il proposait devait amener la rénovation compléte de
la science mathématique. Et, c'est ce qui est arrivé en
effet. Descartes a été bon prophéte. Il a deviné mieux
qu'aucun autre les destinées de la synthése algébrique.
Clest pourquoi, bien qu'il i/'ait pas laissé un trés gros
bagage de découvertes techniques, son nom doit rester
le premier parmi ceux des algébristes du xvu® siécle,

111, — La synthése intinitésimale.

Lorsque nous abordons I'étude des conceptions ma-
thématiques qui se développirent pendant la seconde
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moitié du xvit® sidcle, nous nous trouvons tout d'abord
en présence d'un probléme historique assez délicat.

Au moment méme ou la méthode carntésienne come-
mence 4 &tre universellement adoptée ¢t & manilester
toute sa fécondité, un événement capital se produit qui
a pour effer de la reléguer temporairement dans
Fombre : nous voulons parler de la création du caleul
infinitésimal. Le role considérable que joua immédiate~
ment ce calcu] dans toutes les parties des mathématiques
le fit bientot regarder comme la base fondamentale et
Vinstrament par excellence de la Mathématique pure,
si bien que les chaires d'université ou cette Mathéma~
tique était enseignée furent baptisces, et sont encore
appelées avjourd hui en France et en Angieterre, chaires
de caleul infinitésimal ou chaire de calend différentiel et
intggral. D'ailleurs les difficultés philosophiques aux-
quelles semblait donner lieu la notion d'infini, le mys.
tére qui l'enveloppait en apparence, incitaient naturelie
menj les analystes & considérer le nouveau caleul comme
radicalement ditférent de Iancien.On crut donc de bonne
foi que I'on était entré dans une ére nouvelle et que les
découvertes de Newton et de Leibniz avaient révolu-
tionné la science mathématique,

Du point de vue auquel nous nous plagons dans cet
ouvrage, les faits ne sauraient pourtant apparaitre sous
ce jour. Sans doute le calcul infinitésimal soulevait cer-
taines questions délicates. Mais il ne contenait rien qui
fut contraire aux principes de l'algcbre tinie. S d'ail-
leurs Pon examine en détuil Penchainement historique
des théories de 'Analyse, on constate que, lvin de s'op-
poser 1'une & I'autre, la méthode cartésienne et la mé-
thode newtonienne ou leibuitienue ont éé, dans ces
théories, constamment associ¢es. Descartes, en somme,
s'était contenté de tracer un programme ; il avait ouvert
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_ unc voie aux mathématiques ; or il suffisait de parcourir
“cette voie pour aboutir tont droit aux procédds de calcul
qui se développérent A la fin da xvie sigcle.

.. Clest, comme on sait, le Pére Jésuite Bonaventure

~ Cavalieri, professeur au gymnase de Bologne, qui osa le
premier affirmer la lgitimité du caleul des infiniment
petits, en publiant en 1635 sa Glomdtrie des Indivisibles(1 .
Entendons par 13 : la Géométrie qui a pour objet de con-
struire le continu avec les indivisibles, ou éléments infivi-
ment petits. Le point de vue de 'auteur, la hardiesse de
son langage ne pouvaient manquer d'attirer Vattention.
Effectivement, de vives discussions s’engagérent bientd
autour du livre de Cavalieri. Elles se poursuivirent 3
’occasion des travaux de Wallis, de Leibniz, de Newton,
et restérent & l'ordre du jour jusqu'a Ia fin du xvue
si¢cle. De plusen plus, cependant, ces discussions s'écar-
térent des problémes techniques pour mettre aux prises
des idées purement philosophiques. Ainsi que le remar-
quait déja Cavalieri (2), c'est lorsqu’ils quittent le ter.
rain géométrique que les savants cessent de s'entendre
sur la question de l'infini.

La principale innovation de Cavalieri consiste 3 intro-
“duire, non sealement une terminologie, mais certains
" procédés d'expasition, qui choquaient les algébristes
épris des traditions et de rigueur logique. Aux cri-
tiques que lui adressaient ces algébristes, cependant,

(1) Geomelria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione pro-
mola, Bologue, 1635, .

(3) Exerciiationes geometrie sex, 1637, p. 241 : « In his enim
jurgiis et disputationibus potius philosophicis quam geometricis,
mihi fere semper wgrotant nequaquam quold superest tempus
inaniter terendum esse censeo ». — Cf, Brunschvicg, les Etapes de
la philosophie matbématigue, p. 187.
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Cavalieri érait 3 méme de répondre facilement. Ii pou-
} vait observer que les géomitres auxquels ses travaux Fap-
E parentaient ~ Képler notamment (1, — en avaient usé
i beaucoup plus librement que lui-indme avec la logique.
g Ceux-ci, en effet, dans leurs caleuls relatifs aux aires ct
b aux volumes, s'étaient le plus souvent bornds & imiter
| les méthodes &’ Archiméde, mais en supprimant les d¢-
tours et en negligeant les précautions qui avaient permis
B au grand géométre grec de justifier sa manicre de faire.
g Clest que les savants en question appartenaient  cctte
® dcole de la Renaissance qui faisait bon marché de la si-
B gnification objective des calculs pourva que ceux-ci
W fussent féconds en résultats utiles. Br, se placant au
! méme point de vue, Cavalieri pouvait estimer 2 bun
¥ droit que ses procédés de calcul devaient &re, pourle
3 chercheur en quéte d'inventions nouvelles, particulitre-
¥ ment commodes et subjectifs.
¥ Ensomme histoire du calcul des indivisibles fut celle
it de toutes les théories algébriques. La surprise que causa
f ce caleu! et les objections qu'il souleva tiennent 2 la
g fagon dont il fut d’abord présenté. Mais, dés que les
g principes dont il procéde eurent été épurés et érudiés A
% lalomitre de la géométrie grecque, il entra tout natu-
; rellement dans le giron de la science classijua. Ce tut
iy Cavalicri loi-méme qui commenca le travail de mise au
% point. Ma méthode, dit-il en substence (2), n’oblige
% nullement & considérer les surfaces ou corps géomé-
g triques comme effectivement romposés de figures ayant

‘1) Dans la Nova Stereomelria Doliorum Vinariorium, acc.ssit Sterco-
3 metrie archimedee supplementum, Linz, 1615,
% (2) Quoad continui compositionem, manifestum est ex praosten-
;4 sis ad ipsum ex indivisibilibus componendum nos minime ¢ogi;
% solum enim continua (les corps) sequi indivisibilium properntione,
é ¢t ¢ converso, probare intentui fuit,
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un moins geand nombre de dimensions: elle n'a d'autre
objet que d'établir des égalités entre des rapports d'aires
ou de volume et des rapports de longueuts; or ces dga- §
lités conservent leur sens et leur vatcur quelque opinon K
que L'on ait sur la composition du continu. &

En termes plus précis,Pascal, dans ses Lettres (1 de Da- |
tonville (1638), mit en lumicre ies raisons pour lesqueiles &
il ne sauraic y avoir désaccord cutre le calcul inimic- |§
simal et la geomeéuie classique et 1l conclut : « loutce [§
qui est démunted par les véritables régles des indivisibles g
se démountrera aussi & la rigucur et 4 la maniére des an- |
ciens. Et c'est pourquoi je ne ferai aucune difiiculi, @
dans la suite, d'user de ce langagt des indivisibles...» §
C'est d'une fagou analugue qu Archimede (2), on s¢ o B
rappelle, signalait la possibilité de démontrer 4 la ma- &
niére géometrique les résuliats qu'il avait obtenus par la ¥
méchode mécanique. '

Les remarques par lesquelles Cavalieri et Pascal dé-
fendent le calcul des infiniment petits s’appliquent [
plus spécialement au calcul dit intdgral. Quant au caleul E
différentiel, il est comme on sa.t, intimement lié au pro- |
bléme connu sous Je nom de « probléme des tangentes ».
Le rapport des accroissemnents inliniment petits (ou dit-
térentiels) de deux variables x et y dépendant ’une de B
Yautre, est une quantité en général finie, caiculable par [
les méthodes de 1'algébre éidmentarre (c'est ls dérivée de |
y par rapport 4 x;, et cette quantité est égale au coelit- |-
cient anguliire de la tangente en un point d'une courbe. #
Ainsiles problémes retatis aux diftérentieiles s’expriment :
immédiatement en termes finis, et ont, de plus, unesi- %
guification géométrique précise, :

(1) uv, compldtes ds Puscal, 1914, 1. VilI, p. 353,
{3) Voir chapitre premiet.
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| Clest ce qui apparatt clairemunt si l'on se reporte 2
¢ Lhistoire des découvertes mathématiques du xvits sigcle,
E Dis 1636, en effet, Fermac imagine pour la construction
% des tangentes une méthode ol intervient la considération
@ dumaximumn ou minimum, et par conséquent de la dé-

B i raisonner sur des infiniment petits. Peu aprés, Roberval
$ propose 4 son tour une solution mécanique du miéne
B problime, otl il faitappel a la notion Jde vieesse, aigé-
B briquement équivalente & cele de dérivée (2). On voit
& donc que le calcul des aérivées (quantités finies, a pré-
& cédé historiquement le calcul des différentielles (quan-
E tités infinitdsimales] dont Leibniz et Newton furent les

promoteurs. Et V'origine de ce calcul se trouve étre un
= probléme de géométrie qui est en refation directe avec
S les théories cartésiennes tondanientales ayant trait 3 la
& représentation des fonctions algébrique., par des courbes,
E: oo inversement, 2 la définition des courbes par des
4 fonctions (3.

B (1, Metlodus ad disguirendam maximam el minimam, Eav, de
Fermat, &6, Tavaery Heney, 401 p. 133 et suiv.

2 (2) Ohiervations sur lu composition des mouvesients et sur les moyens
51 de drouier les fouchantes des lignes conrbes, pubiices dans fe- Mémoires
el de ' Acadtemie des Sciences, v V', 1730 p. 25 ets iy,

2 (3 Ce probiénie st celui du trigugle caracteristtyue, Sudié par
|l Leibaiz. Le triangle carsctéristique est un tidngic reCangie vt
b Pous hypodnuse fa corde infiniment petite jotanan: deusx puitits
i M, M 1rés vobsing sur une ménse courbe et dont les cathétes (sotés
- de angle droit) sont para léles a Jeus axes de coordontices rectan-
% gulaites, {un horizontal, Iautre vertical. La tuvgente de I'angle que
it Phypowdnuse MM avee la cathére horizontale est égaicau rapport
<= dely différence des ordonnées a lu ditférence des abscinscs des points
P Mer M. Lorsque d'autie part, M et M’ tendent 2 se conlondre sur
s Ja courbe, cette tangente d angle tend vers ke coeffis fens angulaire
(A L angenie géome. rigue nicice au puitt M 4 ia courbe. Barrow,

Fyr

M=

PR

+
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On pourra, il est vrai, faire valoir, 4 l'encontre du §
rapprochement que nous cherchons 3 éublir, l'attitude B
de Descartes lui-méine, qui n'a point reconnu intérér B
de la méthode de Fermat et qui I'a critiquée au contraire
dans les termes les plus vifs. Mais ce fut la, de la @

part de Descartes, I'un de ces accés d'humeur dont on
ne saurait tiser aucune conséquence sérieuse. Tou-
jours mal disposé envers les géométres qui n'étaient

pas de son dcole, Descartes, chose curieuse, semblait _,;;
redoubler de sévérité & leur égard dans les moments od 8
ils se rapprochaient le plus de son point de vue. Il avait

d'ailleurs, pour voir d'un mauvais ceil la démonstration

d 2 Fermat, une raison que M. Brunschvicg a fort bien B
mise en lumiére. En effet, Fermat, fidéle A ses habitudes
de prudence et A sa prédilection pour les cas particulters &
winutieusement traités, n'avait appliqué sa méthode £
qu'au cas de la parabole et n’avait point cherché A lui
donner une forme générale. Ainsi l'on ne voyait pas B
immédiatement que cette méthode fit valable dans lecas §§
d’une courbe quelconque et qu'elle pit étre exprimée en i
termes de géométrie analytique. Clest pourquoi Descartes
fa repoussa. 1l suffisait, cependant, d'apercevoir qu'ily §
a identité entre la dérivée d’une fouction {telle qu'elle [
apparait dans le calcul des maxima) et le coelficient &
angulaire de la courbe correspondante, pour constater ¥
que la méhode de Fermat s"adaptait parfaitement aux 2
principes de la géométrie cartdsienne et qu'elle en était ¢

méme une conséquence naturelle.
En résumé, pas plus dans le calcul des « différentielles n
que dans le probléme de I' « intdgration », nous ne

maitre de Newton, avait, dans ses Lecfiones Geomelrice (1669-70-,
traité des questions analogues, que nous résolvons aujourd'hui i
Faide des dérivées, et qui se ramenaient alors 4 la détermination
glomdtrique des tangentes A une courbe donnée.

= {6 =
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voyons intervenir un principe nouveau doat en puisse
dire qu'il a révolutionné le cours de la Science. Mais la
Mathématique inavgurée par Newton et Leibniz n'était
point limitée & ces deux calculs : la partie la plus remar-
quable et la plus léconde de cette nouvelle mathéma-
tique dtait incontestablement la théorie des développements
e séries, qui a rendu possible U'étude générale des fore-
tions. Or, quels sont les caractéres propres de cette
théorie ? Dans quel esprit, pour quelles fins, a-t-elle é1é
créée 1

Pour comprendre comment est né le caleul des séries,
remoatons un instant au point de départ de I'algtbre.

L'algébre, nous I'avons vu, est I'art de combiner des
signes littéraux (représentant des grandeurs) au moyen
d'opérations connues. En principe ces opérations peuvent
étre quelconques et arbitrairement définies : toutefois
les premiers algébristes ne conpaissaient d'autres opé=
rations que celle de 'arithmétique, c’est-3-dire Vaddi-
tion, la soustraction, la multiplication, la division,
Félévation 4 une puissance entiére et extraction d’une
facine d'ordre entier. En combinant ces opérations
d'une manitre quelconque, et les faisant porter sur une
ou piusieurs quantités vatiables et sur des nombres fixes,
on obtient une grande variété de o fonctions » d'une ou
plusieurs variables, D'ailleurs on peut accroitre le
nombre de ces fonctions en utilisant la notion de rela-
tion implicite : soit F(x, y) une fonction déji connue
idéfinic an moyen d'une combinaison d'opérations
connues) de x et y : larelation F(x, y) =0 peut &ue
considérée comme définissant y en fonction implicite
de x. Par ce détour, les algébristes obtiennent une riche
fawille de fonctions d’une variable, d'allures trés di-
verses, que 'on appelle aujourd’hui « fonctions algébri-

= 1T s
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ques ».Quel e vaste, cependant, que soit cette famille,
on constate bien vite yu'clle ne comprend pas la wtahté

des relations quantitatives cntre grandeurs variables que [

les mathématiciens peuvent se proposer d’érudier. [
dans la science du xvie siécle, il existait wout vn en-
semble de caleuls inéductibles, en partie au moins, aux
opérations fondamentales de Varithmétique @ nous vou-
lons parler des caiculs ou interviennent des lignes tripo-
nometriques et des logarithmes {1). Ces caleuls doivent le
. plus souvent étre etfectués au moyen de tables, ce qui
les distingue radicalen:ent des calculs ordinaires de Ual-
~gébre. la question suivante se pose dés lors: dans
quelle mesure les expressions sinx, cosx, logx, etc
(appelées avjourd’hni transcendunies) peuvent-elies ct
doivent-elles dtre assimilées aux fonctions algébriques ?
Cette guestion, aussiancienne cnsomme que le calcul
trigonométrigue, se précisa et s'imposa A la discussion
dans les premiéres années du xvii®siécle. Si. en eifer, il
pouvait étre permis auparavant de regarder comme
étranger I'un 4 Pautre, et de sépsrer par une cloison
étanche, le domaine des calculs algébrigues et celui de
la tngonométrie, pareiile attitude devenait insoutenable
le jour ot par la théorie de dérivées, des liens direcis
se trouvirent établis enure les deux dommines. Oun
reconnat, par exemple que la fonction arc sin x doit

éire considérée comme la fonction primitive (2) de

K , \ : Ny
de méme  a pour fonction primitive log x. Ii

Vi

(1) Le caleul trigométrique était défa en usage chez les astro-
nomes alexandins, ot developpé par les Arabes, Vidte conacra
3 ce caleul un imponant ouvrage. Les baws du aleul does log:-
richmes furent posées dans Ponvrage de Néper, publié a Edinburgh:
en 6y ¢ Mirifici kgarithmorion canonis secensio.

1] . l + .
(2) Clest-a-dire que \/x'-“ iy est la dérivée de arc sin v,
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LA CONCEPTION SYNTRATISTE

y avait 13 une apparente anomalie qu’il était indispens
sable d'expliquer,

Aussi bien suffisait-il d'vn peu de réflexion pour
sapercevoir que la difticulté rencontrée n'était pas non.
velle et que c'érait, au fond, celle-la méme qui avait
tant occupé et troublé les géométres grees. La confron-
tation des fonctions algébriques et des fonctions non
algébriques ( fonctions transcendantes’ souléve un probléme
de tous points comparable & celui qu’a posé, A son appa-
rition, la théorie des nombresirrationnels. Or comment
a-t-on résolu ce dernier probléme ? En avant recours
aux méthodes du calcul approché. plus précisément en
faisant appel A 1'idée d'approximation arbitrairement
erande ou de convergence. Clest cette idde qui est 3 la base
du raisonnement par exhaustion tel que nous le trouvons
dans les traités d’Euclide et d’Archimede, Chez les
modernes, Vitte a appliqué une méthode semblable (1)
pour définir certains nombres par des expressions
arithmétiques : ainsi il représ-nte le nombre = par

Pexpression \/ -;— 4~ i \V % \/; 4= v, 00 une infinité
de radicaux sont superposés (si 'on calcule cette expres-
sion, arrétée successivement 4 son 2m¢, 3¢, péwe radical,
on a une valeur de = « de plus en plus apgrochée »).
Yers la méme époque, Bombelli de Bologne définissait
des expressions convergentes d ‘un autre type (2; {15%0)
et, en 1653, Wallis, dans son Arthuietica infinitorum,
faisait le premier une étade systémat que des séries
aritmétiques et autres expressions convergentes qui pere
mettent de représenter des nombres irravionnels quel-

(1 Variorum de¢ rebus matbematicis yesponsorum liber VI, 159+,

"2° Expressions analogues a celles que nous appelons avjourd hui
fractions continues.
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conques. Ainsi la voie que devaient suivre les fondateurs
de la théorie des fonctions se trouvait ouverte. Pour
surmonter une difficulté analogue A celle qu'avaient
rencontrée les arithméticiens, ils n'avaient qu's employer
des procddds seblables.

De méme, en effet qu'il est possible de représenter
un nombre irrationnel par une expression arithmétique
“convergente, de méme il est possible de représgnter,

avec une approximation arbitraivement grande, des
fonctions telles que ¢, log x, sin x, par des expressions
algébriques convergentes oli entre une variable x. Clest
ainsi qu'en 1668, Mercator (r;, pour étudier les loga-
- tithmes népériens, utilisa la formule suivante ;
A A

log (1 +xj==x-—;- - 3_+

Sty ha

ol1 le second membre est, pour toute valeur de x infé-
rieure 3 1, une série convergente.

Ce mode de définition des fonctions fur précisé et
généralisé par Newton. Newton ddcouvrit en effet, la
forme du développement du binome (1 -+ x)™ pour une
valeur quelconque (positive ou négative, rationnelle ou
irrationnelle de l'exposant) (2); il obtint, dautre past,
le développement de la fonction are tang x

x? x-‘i
arc lang ¥ == % — - - 7 . ~

3 g

et de méme celui de are sin x : enfin, en trouvant le
mosen d'inverser unc série, Newton passa de ces déve-
loppements, et de celui du logarithme, aux développe-

(1; Logarithmolechuia sive Methodus eonstituendi loga itinnor,
Londres, 1668.

. 1 oo ) 1
r2) Bxemple : (b b %) ¢y o i s = 4 A Rad-E L

= 1ta -
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ments des fonctions ¢, sin x, tang x, etc. Par 'éffet de
ces découvertes la puissance de la méthode algébrique
se trouva accruzdans des proporions que les plus hardis
novateurs eassent ét¢ incapables de soupgonner avant la
fin du xvue siécle. Au licu de rester limicce, en effet —
comme it semblait A premiére vue qu'elle dat l'drre —
4 un champ restreint ct fermé, celui des « tonctions
algébriques », I'a'gebre désormais, pouvait viser & étu.
dier des relations fonctionnelles absolument quelconques:
it suffisait quelle renonglt A en écrire la formule algé-
brique compléte et se contemit d'en calculer une
expression approchée, avee une ¢ approximation arbi
. trairement grande ».

Telle est la constatation 4 laquelle conduisaient les
travaux de Newrton et qui devait exercer une influence
prépondérante sur la marche de la science. N'est-ce
point alors,demandera-t-on, que se produit cette brusque
rupture avec le passé, qui aunit résulé, s’il {aut en
croire certains historiens, de la création du caleul infi-
nitésimal ?

Newton, quant 2 lui, ne parait pas avoir eo le sen-
timent qu'il allait changer la figure des mathémati-
ques, Non seulement il adopta et mit 2 profit lalge.
bre cartésienne ; mais respectueux de la tradition, il se
réléra dgalement aux méthodes des géomeétres grecs
comme si ses propres méthodes eussent été la suite
naturelle de celles-ci, Visiblement, d'ailleurs, Newion
avait de la répugnance pour les notations et les vocables
nouveaux que se plaisent & multiplier certains auteurs.
Avant tout soucieux de précision et d'objectivité, le
péométre anglais se méfiait des généralisations trop
hitives. Tout autre était le tempérament de Leibniz,
qui étudia en méme temps que Newton (et tout d'abord
indépendamment de lui} le probleme de la définition

= A1 ==
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des foncrions. Leibniz était, comme Descartes, un
homme 4 systéme, an homme gui voyait grand. Aussi
la portée lointaine des développements convergents ne
pouvaitvelle fut échapper. I n'hésite pas a déclarer
qu'uue science nouvelle vient de voir le jour. et il
tire argument de ce fait pour déprécier les études de
son précurseur frangais (r.. ['ai montré — éerit-il —
combien la géoméurie de M. Descartes est bornde. « Les
problémes les plus importants ne dépendent point des
éyuations auxquelles se réduit toute la géométrie de
M. Descartes ». ¢ Je ne pouvais m’empécher de rire
quand je vovais qu'il [Mulcbranche! croit P'algébre la
plus grande et la plus sublime des sciences, » L'algebre,
en effet, c'est-d-dire la scrence cartésienne, dittére de la
science letbnitienne (dont la méthode essentielle est la
méthode du développement en série) (2; comme « 'ana-
lyse » dela « synthése » (3).

La wévéritd de ces jugenments ne tire pas en elle-méme
A conséquence, et elle est naturelle de la part d'un nova-
teur et d'un esprit tourné vers 'avenir plutdt que vers
le passé. Mais la difiérence de nature que Leibaiz croit
discerner entre la méthode aigébrique et la science syn=
thétique serait, si elle érait réelle, un fait objectif d'une
importance capitale, qui etlect’vement nous obligerait
A tracer une coupure dwns I'histoire de la science aux
environs de l'année 1680. L'assertion de Leibniz
demande toutetois & étre examinée de prés en raison de

(v) Cf. Brunschvicg, Les Elapes de la prilosopbie matbematigue,
P- 133-

f2' w L'opéraion synthétique Ja plus générale ~ dit Couturat
d'aprés Leibniz — consiste dans ia formation d'une série au moyen
d'une table ou J'une ioi de tornsation connue » ik, Couturat, L«
Jogique de Leibniz. p, 270, F. Aleam),

(3) Ct. L, Coutarat, lx, ¢it. p. 297,

= |92 o
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Péquivoque qui n'a cessé de planer, depuis 'antizuité,
sur la signilication de ces deux mots si commodes, mais
si obscurs, « analyse » et « syn:hése o, Pour éviter de
nous égarer, 4 notre tour, dans des coniusions veroales,
il convient ici d'ouvrir une parentiwse et d'indigeer,
avec précision, dans quelle acception les savants dy
Xvi© siécle ont employé ces mots et quel sens nous
voulons leur attacher nous-mémes.

On sait que les Grees distingua‘ent, en péomdirie,
plusieurs espices d'analyse, qui constituaient des lormes
de démonstration ou des parties de risonnements bien
déterminées et trds spéciales (1), An xvnr® siécle, cepens
dant, le mot « analyse » étarr d'ordinaire cmployé dans
un sens beaucoup plus général. Consulions, par exemple,
le Conrs matbématiyne d'Hérpone (1635" ou le Diction
naire mathématique d’Ozanam (1¢91'. Nous v voyons
qu'analyse,ou resolution, est devenue synonvme de @ mé
thode d'inventian », tandis que Ja symbise ou compotirion
~— €tant ce qui s'oppose A analyse ~— est la « méthode
de doctrine » ou & dexposition ». Tel éait du remps
de Descartes, la signification correcte des ots analyse et
svithése, et c'est dans cette acception gu'il wes prend fe
plus souvent. Ainsi Descartes nous dit dans un passags
souvent cité, que ies anciens géométres avaient coutume
de se servir seulement de la synthése dans leurs cents,
« non qu'ils ignorassent enti¢renient Fanalyse, mais
parce qu'ils en faisaient tant d'état qu'ils la réservaient
pour eux seuls comme un secret 'importance » 2,
En d'aatres termes, la découverte éit, pour les an-

-3 Vair plus hau, chapity premier.
12) Répomses aux secomaes obfeciions failes cant.e s Meditarions,
(Luvres, éd. Adam-Tannery, 1, IX p. 121122,
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ciens comme pour les modernes, un travail d'analyse,
Seulement — comme Vexpligue Ozanam dans son Dice
tiunnaire — les anciens effectuaient I'analyse par la géo-
métrie ‘1 tandis que les modernes 'opérent par |'algébre,
et ¢'est pourquoi une association d'idéc toute nawrelle
conduisit ¢ertains auteurs A regarder les termesanalyseet
algébre comme strictement équivalents.

Vers la fin du xvue sitcle, cette derniére acception
du mnt analyse était devenue conrante. Newton, en par-
ticalier, la fit sienne et c’est ainsi qu's Varithmétique
vulgaire, ot le calcul se fait avec des nombres, il oppose
I'dnalyse, ot le calcul se fait avec des lettres, c'est-3-dire
I'Algébre. Ei lorsqu'il crée le caleul infinidsimal etle cal-
cul des séries, il se borne (croit-il) & prolonger !'Algtbre,
il institue une Algébre ou « Analyse » perfectionnée !
Quidquid vulgaris Analysis per xquationes ex finito ter-
minorum numero constantes ‘quando id est possibile)
perficit, hacc per uquationes infinitas semper perficiet »,
De 1i le nom d'Analyse infinitésimale, cansacré définitive-
ment par Euler (2), qui s'est transmis jusqu’a nous, et
qui signifie historiquement : Algébre de I'infini.

Si le langage de Newton est, sur le point qui nous
occupe, d'une clarté parfaite, il n'en est pas de méme
de celuide Leibniz, et de 1A vient que nous éprouvons
une certaine difficulté 3 saisir exactement la pensée de
ce dernier. L'une de ses idées favorites est que 12 nou-
veau calcul doit étre regardé comme une synthése, une
combinatoire (combinatoria). Mais pourquoi, dans certains
écrits, oppose-t-il radicalement la synthése ainsi enten-
due 3 la mathématique cartésienne, et comment est- il

(1) Dans le Disconrs sur la méthode, Descartes emploie U'expression
« Analyse des anciens » dans le sens de « géométrie »,
(3) Dans son Introductio in Analysin infinitorum, 17438.

. = 2% =
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conduit A établir cette sorte de proportion que nous
indiquions tout & Iheure : ¢ Ja synthése (ou la combina-
toire) est A I'analyse ce que l'algebre est an calcul de
Vinfini »? On s'explique d'autant moins cette mae
ni¢re de voir qu'un bon nombre d'ussertions de Leibniz
paraissent la contredire. I} lui arrive d'appeler Ialgibre
¢lémentaire une « synthése » (1) ou de déclarer que les
fondements de l'algebre se trouvent dans la combina-
toire (2). Un jour il nous déclare que la méthode des
anciens était la synthése et que on n'a pas réussi 2
changer cette méthode en analyse (3), et, ce jour-l3, il
prend manifestement « analyse » dans le sens pur ot
simple de ¢ méthode d'invention » comme il le fait
quand il écrit 2 Tschirnhaus (4). « I} s'en faut beaucoup
que | Malebranche| ait pénétré bien avant dans analye
et généralement dans l'art d'inventer ». Mais ailleurs
c’est la combinatoire qui devient le véritable art d'inven-
ter, Ainsi (5) la pensée de Leibniz parait avoir oscillé
entre des conceptions différentes (6).

Pourtant, entre tous ses contemporains, c'est Lejbniz
qui a vu juste lorsqu'il a reconnu que s2 méthode ma-
thématique présentait tous les caractéres d’une synthise.

(1) Opuscules et fragments inddits de Leibuiz, &d. Comurat p. 538
Algebra qua scilicet cognitum pro cognito sumimus, est synthesis
quedam...

(2) £bid. p. 560 : Imo ipsa fundamenta Algebr: per Combina-
toriam sunt constituta.

(3} Projet d'unt art d'inventer; Ihid. p. 181,

(4) Bricfwedhsel mit Mathematikern, &4, Gerhard, 1. 1, 1899. p. 465,
Ct. Brunschvicg, ke, cit. p. 132.

(5) On sait que P'on reléve des oscillations semblables dans les
appréciations émises par Leibniz sur Jes rapponts de la lagique et
des mathématiques.

- (6) Cf. L. Couturat, La logigue de isibniz, y90s, p. 295.
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Cette méthode est, en cffet, un calcul, dong une combi-
naison de signes : elle consistea partir d éléments simples
pour les assembler et en former des composés de plus
en plus compiiqués - 1. Mas il en éraitr exactement de
méme de Valgébre cartésienne, et si Descartes avair fait
usage du mot ¢ synthése » dans le sens que lui a donné
Leibniz, nul doute gu'it n'elt reconsu lui-méme le
caraciére syathétique de sa wiéthode. Descartes el fair,
il est vrai, cere restrrction que 1a sy nthése doit wujours
8tre precédée d'une analyse. Avant de combuer les ¢lé-
ments ou ¢ idées » simples, il aut, comme nous avons
vu, conunencer par les dégager (2). Mais, cette opéra-
tion préliminaire une fois accompli: — et Descartes la
© croyait terminée pour lalgébre — la science se réduira
a un travail de combinaison mécanique, elle deviendra
purement synthétique i3 -

Ainsi il nous apparait que I'opposition établie par
Leibniz entre son ccuvre et ceile de Descartes réside en
partie dans les mots, Ces deux ceuvres, en réalité pro-

(1) Methodus vero syathetica est cum a simplicioribus notionibus
progredimur ad composias, Cf. L. Couturat, Joc. al. p. 179.

(2; C1, dufra, chap e I1l,

{3) Observous que, s il et ditficile de déterminer la signification
mathématique cxicte des termes analyse e synibese, ces mots sont
encore plus ambigus lorsqu'its sont pris dans leur acception uita-
physique. Ainsi, duns ses Reéporses aux secomdss Objections jaites onlre
des Meditations (Env , ed. Aqan-Tannay, L EN, poo120-122,, Des-
cartes Jdéclare que « Fanalyse fat vour comnment Jes etfets dépendeot
dus causes «, landis que « 4 synthése examine les causes par leurs
effets ». Mais it se teprend aussudr pour dire Je la symliese
« bien que 1 prouve guclle contiem soit souvest aussi dues efivts
par les causcs ». Leibniz, dautre part, s'expnme ausst, dans un
ragment qu'a publi¢ L. Coutuwean (Opuic, ¢ fragm. incd. de Lesbniz
P. 513;: « Methodus combmatoria est a causis ad etiecus, scu a
mediis ad finem, scua re ad rei usum, Analytica ab effestu ad
sausany, a fine ad media o,
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ctdent d'une méme ‘conception — la conception
synthétiste de la science. Quels sont donc exac-
tement les caractéres qui les distinguent l'une de
Vautre¢

(Cest ici qu'il taut se garder de confondre les vues phi-
losophiques des deux penseurs avec leurs idées propre-
ment mathématiques. Sur la nature er V objectivité des no-
tions scientihques, sur les principes du mécanisme et de
laphysique, surlesconditions de Ia connaissance mathé-
matique et sut le role de )'inwition (nous reviendrous
plus loin sur ce dernier point). Descartes et Leibniz ont
des doctrines diférentes. Mais ces doctrines — qui dé-
passent infiniment le champ ol s meut la Mathéma-
tique du xvie sitcle et méme celle de noure temps —
n'ont point exercé d'influence directe sur la construce
tion de leurs sysiémes algébriques. Ces sysitmes se dis-
tinguent surtout par cette circonstance que |'un effectue
sur des combinaisons infinies ce que l'autre fait sur le
fui. Or, est-ce la, du point de vue technique, une dif-
férence essentielle ?

Comme J'algébre cartdsienne, celle de Leibnizs'appuie
sur la représentation géoméirique des fonctions par
rapport 4 des axes de coordonnées (1); I'une et Vantre
pratiquent les mémes opiérations et raménent I'éurde des
problémes A la résolution de certaines équations; l'une
et Iautre procedent en combinant des signes aigébriques
€t ont par conséquent pour base un systéme d'écriture
symbolique. Ce durnier caractire de 'algebre a surtout

(1) Leibniz 2 signalé lui-méme influence qu'avait cxercée sur
son esprit la lecture de la Geometrie de Descartes (e méme wemps
que la lecture de Pascal) au momem ob son attemion fut portée
sur le triangle caragteristigue relanif 2 la wngeme a une courbe (Voir
plus haut, p, 1135),
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été mis en évidence par Leibniz, qui, dans sa jeunese,
avait congu le plan de généraliser le symbolisme ma.
thémalique jusqu'a en faire une caractéristiue univer-
selle; mais Leibniz, en cela, ne faisait que suivre la
voie ol conduisaient directement les conceptions carté-
siennes,

On peut, il est vrai, opposer i"algébre du fini et celle
de I'infini en soutenant que cette derniére est lide & une
conception en quelque sorie dynamiste des Mathéma-
tiques; elle étudie— dira~t-on — des notions qui n’exis-
tent qu'en puissance et non actuellement; elle repose
sur cette idée que l'aboutissement d’un processus indé-
fini, le résultat d’une opération qui n'est jamais achevée,
peut-dtre regardé comme une réalié mathématique.
Nous dirons plus loin en quei sens ces remarques nous
paraissent fondées ( 1). Nous crayons cependant que pour
les créateurs de la théorie des séries, elles n'ont d’autre
valeur que celle d'un rapprochement. Le calcul
des séries n'est pas — au point de vue technique —
d’une autre nature que le calcul algébrique élémentaire;
seulement il ne nous conduit pas directement au but
parce qu’il ne nous donne ce que nous cherchons que
d’une manidre approchée. Or I'idée d’approximation —
presque aussi vicille, nous Pavons rappelé, que la géo-
métrie et 'arithmétique grecques — n’a rien & voiravec
le dynamisme. A moins, toutefois, que I'on ne veuille
admettre que l'existence du fait mathématique obtenu
par approximation est le résultat de cette approximation
méme. Mais c'est 1A ane voe que Leibniz lui~-méme
n'edt pas adoptée et qui, dailleurs, estd’ordre purement
métaphysique. Le probléme de l'existence des notions
de I'Analyse — ct spécialemem des fonctions — ne pou-

(1) Ixfra, chapitre 11,
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vait se poser en ces termes 4 la fin du xvn® sidcle,
puisque les fonctions étudiées se rattachaient directement

B 2 des questions mécaniques concrétes. Au surplus, il est

probable qu'aucun mathématicien ne s’est jamais laissé

B inspirer, dans ses recherches techniques, par une idée

semblable.

En résumé, c'est Newton qui dtait dans le vrai —
croyons-nous — lorsqu'il a vu dans ["algeébre (analyse)
de I'infini telle qu’on la concevait & son époque (¢c'est-d=
dire en tant que méthode de calcul) une suite de Valgé-
bre du fini. Euler, au xviu* siécle, a adopté le méme
point de vue. Et Lagrange, dans sa Théorie des fonctions
analytiques, athrme d'une maniére trés nette que I'Ana-
lyse n'est qu'une généralisation de l'algtbre élémen-
taire. « On appelle, dit-il (1}, fonction d’nne ou plusieurs
quantités toute expression de calenl dans laquelle ces
quantités entrent d'une maniére quelconque. Le mot

Jonction a éé employé par les premiers analystes pour

désigner en général les puissances d'une méme quan-
tité. Depuis on a étendu la signification de ¢e mot 2
toute quantité formée d’une manitre quelconque d'une
autre quantité, » @ Les {2) fonctions représentent les
difiérentes opérations qu'il faut faire sur les quantités
connues pour obtenir les valeurs decelles que 'on cherche
et elles ne sont, proprement que le dernier résultat de
ce calcul. »

En d’autres termes, I'Analyse est un caleul comme
Palgebre, et la fonction — qu'elle soit algébrique ou
transcendante — est le résultat d’une combinaison d'opé-
rations. a La principale différence des fonctions — a

(1) Théorie des fonctions analyligues, Paris, 1798, p. 1-2,
(2) Legons sur le calenl des fonctions, 1806, apud Journ. de I'Ee,
polytechn, 12° cahier, p. 4.
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&crit Buler (1) — cousiste dans la con.binaison de la |
variable et des quantités constantes qui la composent. » §
Ex, précise~t-il, le calcul des fonctions transcendantes s¢ §
distingue du calcul algébrique parce qu’il répéte une |§

infinité de fois les combinaisons de ce dernier. »

(1) Introductio in Anglysin infinitorum, 5748, Préface.
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CHAPITRE i1 )

| VAPOGEE ET LE DECLIN DE LA CONCEPTION
SYNTHETISTE

I. — La synthése algébrico-logique.

B Nousavons cherché i déterminer, au début du cha-
 pitte qui précede, les caractéres prupres 3 la méthode
8 2.gébrique. Nous avons indiqué ensuite con:ment cette
® méthode s’est développée au xvii¢ siécle, dans le domaine
¥ du fini d'abord, puis dans celui de I'mfini, Aprés
B Descartes, aprés Newton et Leibniz, Valgébre avait
g définitivement alirmé sa puissance et pendant un siécle
et demi nous 1a voyons régner ¢en maltresse absolue sur
la science mathématique tout entiére,

Au xvin® siécle, sans doute, les problémes de laméea-
nique et de la physique mathématique commencent 4
occuper une place importante dans les études des savants.
Mais c'est par I'algébre que ces problémes sont traités, et
I'algebre, clef de nos connaissances les plus précieuses,
continue  &tre regardée comme la science par excellence,
Voici, par exemple, comment Laplace définit, dans son
Systhme du monde (1), le réle que les mathématiciensde son

i

Lal

(1) Bxposition du systime du monde, 179y, liv. V, chap. V. Clest
eu parlant de Newton que Laplace est conduit a ces réflexions.
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siécle attribuaient & la méthode algébrigue 1 « L'analyse B
algébrique — dit-il — nous fait bientdt oublier Iobjet §
principal 'de nos recherches] pour nous occuper de combi. §
naisons abstraites, et ce n'est qu'd la fin qu’elle nous y §
rameéne. Mais,en s'abandonnant aux opérations deV'ana-
lyse, on est conduit par la généralité de cette méthode et §
U'inestimable avantage de wranstormer les raisonnements
en procédés mécaniques 3 des résultats souvent ina-
cessibles & la synthese [glométrigue]. Telle est la fécondité B
de¢ PAnalyse qu'il suffit de traduire dans cette langue §
universelle les vérités particulitres pour voir sortir de
leurs seules expressions une foule de vérités nouvelles
et inattendues, Aucune langue n'est autant susceptible
de I'élégance qui nait d'une longue snite d’expressions
enchainées les unes aux autres et découlant toutes d’une |
méme idée fondamentale. Aussi les géométres de ce §
siécle, convaincus de sa supériorité, se sont principale-
ment appliqués 2 étendre son domaine et 2 reculer ses
borues 4.

A cela prés que Laplace appelle « analyse » ce que
nous avons appelé « synthése, on reconnait, dans cette
description du réle de 'algebre au xvin® sidcle, les teaits
distinctifs que nous avons déji relevés dans l'alpdbre
primitive : emploi de procédés mécaniques, institution §
d'une langue symbolique universelle, progrés indéfini &
réalisé en formant des expressions de plus en plus con- §
pliquées, qui se laissent déduire les unes des autres =
comme une chaine que 'on déroule. a

Les résultats obtenus par les algébristes du xvine sitcle B
¢taient bien propres 2 justifier Ja robuste confiance
qu'avaient ces savants en l'excellence de leur méthode. §
L’algebre élémentaire - sortic de la période des titon- &
nements — avait clairement reconnu I’étendue exacte &
de son pouvuir, et avait fixé ses procédés. Le cal 1
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| cul des dérivées et des intégrales, le ca’cul des séries,
avaient été codifiés ct formaient désormais un ensemble

. aussi bien ordonné et aussi précis que V'algébre propre-

ment dite. La géométrie cartésienve, en perfectionnant
de plus en plus son mécanisme, avait décidément
supplanté les méthodes grecques de démonstration. La
mécanique s'était constituée en science analytique en
prenant modele sur la géométrie.

L4 méme ot les calculs algébriques paraissaient devoir
céder le pas A d'autres procédés, c'étaient encore lesprit
et le point de vue de I'algébre qui dirigenient la pensée
des mathématiciens. Nous pouvons nous en rendre
compte en considérant I'histoire de la géométrie, laquelle
se trouve &cre A ce point de vue particuliérement instruc-
tive.

On sait que, malgré le triomphe de la méthode carté-
sienne, une réaction se produisit, chez certains mathé-
maticiens coutre la réduction — poussée trop loin A
leur gré — de la géomérrie 3 V'algebre. Pour instituer
en géométrie une méthode de découverte plus rapide et
plus puissante que celledes Grecs, il n'était ni nécessaire
ni avantageux — pensaient ces savants — de toujours
avoir recours au calcul; des considérations purement
géométriques pouvaient conduire, plus directement que
I'algébre, & des résultats aussi remarquables. Déja aun
xvi® siécle, Desargues avait congu une méthode —
fondée sur la transformation des figures par projection —
qui Jui avait permis de fonder (1) une théorie générale
des sections coniques ayant un caractére géométrique.
Pascal, dans ses premiéres études sur les coniques (2),

(1) Peincipalement dans le Brouillon prejes d'une aticinte anx éw-
nements des rencontres £un ¢dne avec un plan, 1639,

(3) Etudes inachevées qui conduisirent Pascal aux théorémes ex-
posés dans son Fssai pour les conigues, 1640,
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avait appliqué l1 méme méthode et ses travaux attirdrent
tout spécialement — trente ans plus tard — Pattention
de Leibniz. « Souvent ~ dit Leibniz dans son Projet
d'un art d'inventer — les géométres peuvent démontier
en peu de mots ce ‘qui est fort long par la voie du
caleul ;.. 1a voie de ’2lutbre est assurée. mais elle n'est
pas 12 meillenre » (1),

Cependant, les succds remportés par P'algébre carté-
sienne eurent pour effet de reléguer provisoirement dans
Vombre et de faire délaisser pendant prés d’an siecle les
méthodes non-algébriques. Et c’est pourquoi la théorie
inaugurée par Desargues et Pascal ne fut reprise et dé.
veloppée qu'au commencement du xixe siécle. — 2 a
suite des travaux de Gaspard Monge, créateur de la géo-
métrie duseriptive. Dans son célebre Traité des propriétés
projectives des figures (2), Poncelet, éléve de Monge, fait
ressortir Uinfdriorité des méthodes géométriques clas-
siquées par rapport & la méthode algébrique. « Tandis
~ éeriv-ll — que la géométrie anatviique offre, par la
marche qui lui est propre, des movens généraux et uni-
formes pour procéder 2 la solution des questions qui se
présentent... tandis qu’elle arrive A des résultats dont la
généralité est sans bornes. autre proctde au hasard;
sa marche dépend tout 4 fait de la sapacité de celui qui
Pemploic et ses résultats sont presque toujours bornés
A 'état particulier de la figurc que Pon concidére ».
Poncelet se propose de ramédier 3 « ce défaut de géné-
ralité et d'extension de la géométrie ordinaire » et de
créer une méthode de géométrie pure qui puisse rivaliser
avec I'c Analyse géométrique », Cette mérthode est

(0 Dsusslee of fragments in/lits de Leibniy, &4, Couturat, p. 181,
f2) Traité composé en grande partic pendant la campagne de
Russie et publié en 1823,
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principalement fondée sur deux principes déji pressentis
par Monge, le principe de continuité et le principe de
projection.

On comprendra la nature et la portée de ces deux
principes en voyant en quels termes Poncelet pous
dotine la définition générale du premier. ¢« Considérons
— diteil — (1} une figure quelconque, dans une posi-
tion générale, et en quelque sorte indéterminée, parmi
toutes celles qu’elle pent prendre sans violer les lois,
les conditions, la liaison qui subsistent entre les diverses
parties du systéme (constitué par la figure aux termes
de sa définition) ; supposons que, d'aprés ces données,
on ait trouvé une ou plusieurs relations ou propriétés,
soit métriques, soit descriptives, appartenant A la figure.
N'est-il pas évident que :i. en conservant ces mémes
donndes, on vient 2 faire varier la figure primitive par
degrés insensibles, ou qu’on imprime 4 certaines parties
de cette figure un mouvement continu d'aillenrs quel-
conque, n'est-il pas évident que les propriétés et les
relations trouvées pour le premier systéme demeureront
applicables aux états successifs de ce systéme ? »

A lire ces considérations on devine sans peine ce|
qu’est devenue la géométrie préconisée par Poncelet.’
C'dtait, an fond, une algtbre déguisée. En effet, Poncelet |
et ses continuateurs font totalement abstraction de Ia
¢ figure » en géométric pour ne considérer que des lois,
des conditions, des Haisons ; sous le nom de continuité,
ils introduisent les notions de wvariable et de fonction ;
enfin Papplication de leurs principes les conduit & placer
3 1a base de Pédifice gdométrique une étude générale des
tranformations des figures, qui est en somme 'étude de
certaines fonctions. Aussin'est-il pas surprenant que la

(v) Los, cit. p. 28.
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nouvelle géométsie — développée (en Allemagne no-
tamnient) sous le nom de géométrie synthétique pendant
la premitre moitié du xix* sitcle — ait finalement
trouvé avantage A s'exprimer dans la langue du calcal
et soit devenue aussi algébrique que la géométrie carté-
sienne.

Mais, ce qu'il est intéressant de semarquer, c’est que,
sous sa forme primitive, et alors méme qu'elle restait
purement géométrique, la méthode de Desargues, de
Monge et de Poncelet, méthode de synthése, de combi-
naison et de généralisation, méthode & marche régu-
lidre ot rien (selon Poncelet) ne devait plus &tre laissé au
hasard, était au fond la méthode méme de Valgébre,
appliquée 4 un objet autre que le calcul.

Aussi bien était-il évident a priori que le champ d’ap-
plication de la méthode synthétique pratiquée par les
algébristes dépassait infiniment le cadre du calcul clas-
sique. Les procédés que I'on avait employés pour com-
biner les opérations de l'arithmétique devaient permettre
de combiner et d'étudier semblablement,soit des déplace-
ments ou des transtormations géométriques, soit méme
des composés ou des groupements d’aatre pature, for-
mésavec les éléments les plus divers. Clest ce que Leibniz
avait bien pressentilorsque, dans sa jeunesse, il révaitde
constituer une Combinatoire générale, c'est-d-dire uvne
science qui, au moyen d'wn symbolisme opératoire
approptié (caractéristique universelle), étudierair l'en-
semble des combinaisons auxquelles peuvent donner lieu
les quantités, les figures, et, en général, toutes les no-
tions mathématiques ou logigues. Cette science, « dont
ce que nous appelons 'Algébre ou PAnalyse n'est
qu'une branche fort petite » (1) ne serait limitée dans

(r) De la mithode de Tuniversalitd, apud Opuscules 68 fragments
inedils de Leibniz, p. 8.
z= 30 ==
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scn pouvoir de construction arbitraire, que par la né-
cessité d’obéir aux régles de la logique formelle. Pour I
distinguer du calcul spécial anquel le nom de combina.
toire est resté avtaché, on pourrait la nommer « sym-
thisealgébrico-logique ».

Quelles sont, dans le domaine des Mathématiques,
les applications possibles de la synthése algébrico-lo-
gique ? Elles sont fort nombreuses et on les rencontre
au seni! méme du calcul algébrique moderne.

On peut dire (1) que l'algébre élémentaire est 'étude
de certaines combinaisons formées avec des nombres
arithmétiques tels que 1, 3, 3, ... et avec des lettres re.
ptésentant des nombres relatifs {positifs ou négatifs),
nombres et lettres étant reliés par certains signes opéra-
toires déterminés, tels que -+, —, X (ce dernier souvent
sous-entendu) ou par les signes log, sin, cos, etc., qui
indiquent une correspondance fonctionnelle rigouren-
sement définie. Cela étant, nous sommes naturellement
portés & imaginer de nouveaux groupements de nombres
~ nombres arithmétiques ou nombres représentés par
des lettres —, et & créer des symboles inédits pour dési-
gner ces groupements dans l'écriture algébrique. En
usant de cette faculté, nous pouvonsobtenir de nouvelles
expressions, qui donneront matitre 4 des calculs variés.

L'algébre s’est ainsi enrichie, depuis le xvir* siécle, de
deux sortes d’expressions. Les unes ne sont nouvelles
que par la forme qui leur est donnée : ces expressions
pourraient étre définies au moyen des algorithmes de
I'algébre dlémentaire, mais il est avantageux d’adopter,
pour les représenter, un symbolisme nouveau, permet-
tant d'abréger 'écriture et révélantde secret de leur come
position. Les expressions de la seconde sarte, ou bien

(1) Cf. supra, page 119.
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sont de pures fictions introduites pour des raisons de
commodité, on du moins représentant des grandeurs et
combinaisons de grandeurs sur lesquelles Palgtbre cla-
sique n'avrait pas de prise,

Comme exemple d'expression de la premiére sorte,
nous pouvons citer le déterminant (1), dont Leibniz (2
avaic déjd entrevu Ja définition, et qui fut introduit
en algébre par Gabriel Cramer en 1950 (3). Il n'y a,
dans le déterminant, d'autre élément nouvean qu’un
certrin  symbolisme particulidrement heurenx. Ce
symbolisme ne rend pas seulement les calculs faciles et
rapides ; il permet aussi de deviner, avant que les calcols
soient achevés, certains caractires intéressants des ré-
sultats. La raison en est que le symbole du déterminant
met et maintient en évidence la composition des nom-
bres qu'il sert A représenter. De méme que P'algébre ¢1é.
mentaire n'effectue pas, d'ordinaire, les opérations
simples /additions, multiplications ou divisions), afin
d"avoir 3 sa disposition des expressions immédiatement
démontables (4), de m&me la théorie des déterminants a
affaire A certains grouperments remarquables d’opérations
simples qu'il vaut mieux ne pas résoudre en leurs parties,
parce que c'est la structure de ces groupements qui nous

{1; Rappelons que le déterminant du second ordre ! ::,[ est défini

comme drant égal 3 ad — ke le déterminant du troisiéme ordre

def
4!["#

est défini comme érant égal &
Fhk

jhl-e Tl e gl

et ainsi de suite.
f2) Cf une lettre de Leibniz & 'Hospital {Acta Eruditorum, Leip-
zig, 1700).
(3) Dans I'Introduction & I' Analyse des lignes courbes, Gendve, 1750.
(4) CL. supra, chap. 11, § 1,
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intéresse, et non les résultats des opérations qui y en-
trent, Le symbolisme qu'introduit la théorie a é1é con-
struit en conséquence, Il nous permet de traiter les

déterminants, tels que ’g? ‘, comme autant de blocs ou

déléments unitaires, sur lesquels on caleule suivant
certaines régles déterminées.

Quant aux expressions de la seconde sorte, et qui core
respondent & des notions étrangéres 4 lalgebre élémen=
taire, elles se rencontrent principalement dans la théorie
de; quantités imaginaires. Pour obtenir cette theorie, on
introduit, comme on sait, un symbole i dont le carré
est par définition égal & — 1 et anquel on convient,
duilleurs, d'appliquer, sans modification, toutes les
réoles de caleu! auxquelles sont soumis les signes litté-
raux ordinaires de Palgébre. Combinant, alors, le sym-
bole 7 avec des nombres ou des quantités algébriques
quelconques, on obtient des expressions, qui ne repré-
sentent gucune grandeur ni aucun résubar d'opérations
réclles, mais qui ont — formellement — uné structure
amlogue & celle des véritables expreszions alpcbriques.

On sait aprés quelles hésitations les mathématiciens
se décidérent & reconnaitre la légitimité du caleul ainsi
défini. Bien que P'utilité de ce caleul fit apparue dés le
svt siccle (1) et que certains povateurs, notamment
Albert Girard, en 1629 {2), n'eussent pas craint d'en faire
un usage un pea imprudent pour leur temps, la notion
d'imaginaire continua pendant longtemps 3 (tonner les
mathématiciens (qui ne s'attendaicnt pas & la trouver si
ficonde) et & inquidter les philosophes. Il suffit, cepen-
dant, de rapporter 1'algebre imaginaire a sa véritable ori-

{1) Par exemple, & Nicolas Chuguet et 4 Luca Paciuolo.
() Tvention nouvelle en I Algibre, Amsterdam, 1629,
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gine pour que le mystére dont elle fut tout d'abord en-
veloppée, et le caractére révolutionmaire que certains lui
ont attribué, s’évanouissent entidrement, Le caleu! dit
« imaginaire » est une application directe de la méthode
synthétique algébrico-logique et il est, de plus,une con-
dition indispensable du succés de cette méthode dans le
domaine méme de I'algebre élémentaire.

En cfler, nous avons v que 'un des traits essentiels
de la méthode algébrique est le caractére formel et mé-
canique du trevail de combinaison auquel elle doune
lieu. Le mathématicien, lorsqu'il opére sur les nombres
et signes algébriques, fait abstraction de Ja signification
de cessignes pour ne s'intéresser qu'a leur assemb'ement.
Or, ce faisant, il se heurte & un écucil : il se trouve
amené, en effet, A former des expressions — celles ot
entrent des racines carrdes — qui n'ont pas tonjours un
sens réel ‘1); sans que rien soit changé & la composi-
tion et au mécanisme des opérations qui les définissent,
ces expressions fantdt représentent de véritables gran-
deurs, tantdt n'en reprdsentent point. Il s'ensuit que
I'algébriste doit choisir entre deux partis : ou bien il
s'astreindra A traduire en Jangage arithmétique ou géo-
niétrique la série entiére de ses calculsafin d'étre shr que
ceux-ci ne cessent jamis davoir un sens, — et alors il
perd tout le bénéfice de la méthode algébrique et en vio-
lesa le principe fondamental; ou bien il se résignera &
raisonner sur des formules qui eussent éié des ncn-sens
pout le géométre grec.

Entre ces deux partis, le mathématicien de 1'école
synthétiste ne saurait hésiter. Il opte pour le second et
entce dans la voie du calcul imaginaire. Or qu'acrive-

.ﬁ‘

{1} La racine carrée ne reprécente une grandeur réelle que si la
quantité sous le radical est positive ou nulle,
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t-il ? Si Pon convient que les signes littéracx de Val-
gébre tels que @, b, ¢, ... %, ¥, ... représentent tous sans
exception des nombres complexes (1) de la forme o+ 34,
ol et 5 sont des nombres réels, positifs ou négatifs,
et 7 un symbole auquel on doane pour carré — 1, il se
trouve que toutes les combinaisons algébriques formées
avec ces signes représentent elles-mémes des nombres
de la forme « <+ 3. Ainsi, lorsqu’on effectue sur les
nombres « 4 5 des opérations quelconques, on ne sort
jamais du systéme de ces nombres. En d'autres termes,
il suffit d’adjoindre aux quantités algébriques ordinaires,
le senl nombre fictif #, pour que tous les calculs de V'al-
gtbre deviennent légitimes dans tous les cas, et pour
que P'on puisse par conséquent effectuer sans réserve
toutes les combinaisons algébriques imaginables en fai-
sant totalement abstractiion dis objets — réels ou fic-
tifs — que représentent celles-ci.

Voila, exactement, ce qu‘il y a au fond de I'algébre
imaginaire : aucune notion mystérieuse, mais sim-
plement une propriéié générale des composés qui ré-
sultent de la combinaison formelle des opérations algé-
briques.

Nous n'avons envisagé ci-dessus que des expressions
‘on combinaisons de signes) isolées. Or l'algébriste a
souvent l'occasion d'étudier simultanément plusieurs
expressions ditférentes, associées suivant certaines régles.
Comment pourra-t-il utiliser A cet effet la méthode
algébrico-logique ?

Une a expression algébrique » exprime, comme on
sait, ane correspondance functionnelle établie entre

(1) Imaginaires, en général du moins. Daus le cas paniculier ol
3 == 0, {c nombre @ |- 3 devient réel.
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quantités variables ; mais on peut aussi la regarder
comme l'indication d'une opération. Soit, par exemple,
f(x, 3, 7) Vespression d'une fonction des quantités
Xy ¥: 1. Posant s = f(x, y, 7), nous dirons que e nombre
t est le résultar d'une opérativn (1) effectuée sur les nombres
(indéterminds) x, y, g Cette « opération » qui pewt
dtre, mais qui peut awussi ne pas dire, une cominaison
d’opérations arithmétiques élémentaires, est entidtre-
ment définie, quant 4 ses effets, lorsque la fonction fest
connue, Ainsi nous pourrons tegarder ume fonction
quelconque comme définissant un mécanisme opéra-
toire.

Grice A cette extension du sens primitif du mot « opé-
ration », il sera possible de formuler tréssimplement les
questions relatives aux combinaisons formées d'expres-
sions algébriques. Il s'agit de déterminet l'etlet de plu-
sieurs mécanismes opératoires, dont les actions se
groupent et se combinent de telles maniéres qu'on vous
dra. Pour faire cette étude, Valgébriste considere les
opérations comme dés unités, comme des éléments
simples, et il fait abstraction de leur structure, de
méme que, en étudiant les expressions, il a fait abstrac-
tion de la valeur numérique des lettres assemblées. Et
ainsi s'ouvre un nouveau chapitre de la science conibi-
natoire : Palgébre des opérations, qui a ses définitions,
ses notations, ses formules propres.

La branche la plus importante de cette algtbre est la
thiorie des substitutions et des groupes de substitutions, théo-
rie dont V'exposé systématique fut fait au xi1x® sitcle par
Serret et par Jordan, mais dont les bases étaient deja

{1) Au licu du mot operation, on emploie aussi le mot trassfor-
mation.
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poséesala fin du 18 siécle (1). Appelons substitution
er désignons par unc lettre telle que (S), (L), ... Vopée
ration consistant 4 changer une quantité (indéterminée)
% en f(a) |/ {x) étant une certaine fonction de x]. Autamt
de fonctions f(x), autant de substitutions. Or on pent
considérer la substitution oblenue en opérant successi-
venlent une substitution (S), puis une substitation (T)
comme constituant le produft de ces deux substitutions.
D'une maniére analogue, on peut définir les puissances
positives ou négatives d’une substitution. On envisage,
d'autre part, certains ensembles remarquables de substi-
tutions que Y'on appelle groupes. L'étude de ces groupes
et ensemble des calculs auxquels ils donnent lieu, forme
une algebre spéciale que P'on peut rendre entiérement
indépendante de la définition quantitative des substitu~
tions par des fonctions, et qui a été utilisée avec grand
profit dans des ordres de rechetches extrémement varids,

Arréerons-nous 12 notre revae des applications ma-
thématiques de la synthése algébrico-logique ? Les gran-
deurs et les opérations sont-elles les sculs éléments ma-
thématiques que F'on puisse grouper et combiner ? Non,
certes. Il est autre chose qui est cuntinuellement objet
de combinaison dans le systéme des mathématiques,
comme d’ailleurs dans toutes les sciences fondées sur le
raisonnement : ¢'est la proposition, — la proposition
logique, —— soit que celle-ci formule une définition,
soit qu'elle énonce un axiome ou un théoréme. Toute
notion secondaire nouvelle est obtenue par combinaison
des notions premigres fournies par les définitions. Tout

(1) La notion de groupe fut mise 3 profit par Cauchy dans les
premiéres annde du xixe siécle, Clest sur elle que reposent, d'autre
part, les travaux de Galois (1811-1833) relatifs aux racines des
dquasion - 2igtbrijues.
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théoréme nouveau est démontré par combinaison des
axiomes et des théorémes déja acquis, L'édifice ma-
thématique construit & P"époque d’Euclide, — agrandi
depuis lors, et flanqué de nouvelles annexes ~— se pré-
sente en somme & nous comme le résultat d'une vaste
synthése logique effectuée sur des propositions.

Qu'est-ce qui nous empéche dés lors d’appliquer
cette synthése une méthode analogue i celle de 1'al-
gébre ? Partant des propositions les plus simples, nous
en dtudierons @ priori les combinaisons en faisant
abstraction ds leur contenu ; nous comparerons ces
combinaisons, nous apprendrons A reconnaitre dans
quels cas elles sont équivalentes, dans quels cas elles
sont compatibles (1) ou incompatibles, nous les trans.
Jormerons les unes dans les autres.

La science des propositions ainsi dtendue a permis
de consolider et de perfectionner sur de nombreus
points I'édifice euclidien. C'est grice elle que l'ona
pu sutmonter ~— oun d peu prés — les difficnltés rela-
tives aux définitions ou axiomes, qui si longtemps em-
barrassérent les géométres.

Le but & atteindre est le suivant : construire 1'édifice
mathématique en partant de postulats anssi simples et,
surtout, aussi peu nombreux que possibles. Or, lotsque
nous établissons la suite des théordmes, il se trouve
qu'en fait nous nous appuyons A maintes reprises sut
des vérités indémontrées qui sont de nature intuitive.
Ces vérités sont-elles des conséquences logiques des
postulats simples dont la liste est donnée au début de la
science {en ce cas elles sont démontrables et il convient

-~

(1) Ou, plus généralement, dans quel cas une proposition quel-
congue est ou non compatible avee un groupe donné de proposi-
tions sicoultandes, ¢'out-d-dire vraies en méme temps,

o 144 =



APOGEE, DECLIN DE [.A CONCEPTIUN SYNTHETISTE

d’en formuler la démonstration}, ou sont-elles indépen-
dantes de ces postulats (auquel cas elles constituent
des postulats nouveaux que I'on doit ajouter 2 la liste) ?

Telle est la délicate question que I'étude logique des
i combimaisons de postulats a permis d'approfondir an
¥ cours du xix°siécle, spécialement pour ce qui regarde la
| géoméurie. En la résolvant, on n'a pas sealement mis en

dvidence les différentes formes qu'il est possible de don-
§ ner au systéme de la géométrie classique : mais on a re-
! connu en méme temps la possibilité de construire un
f grand nombre d'autres géoméiries, qui ne satislont pas
E aux mémes postulats que la nétre, mais qui sont, au re-
gard dela logique, tout aussi Jégitimes.

Ces résultats apparaissent clairement dans Y'un des
ouvrages les plus importants qui aient été consacrés i la
question des postulats géométriques, les Grundlagen der
Geométrie de David Hilbert (1).

Hilbert énonce et classe les axiomes de la péométrie
d’une maniére nouvelle en les répartissant entre cing
groupes. Il montre ensuite comment sur chacun de ces
cinq groupes d'axiomes, et sur leurs combinaisons, on
peut fonder une série de géomeétries hiérarchiquement
organisées. Notre géométrie classique est celle qui satis-
fait 4 la totalité des axiomes énoncés; pour chacune des
autres (que 'on nomme glométrie particlle), une pattie
sealement de ces axiomes seront vétifiés.

Ainsi se trouvent définitivement élucidées, en parti-
cuiier, les questions qu'avait fait naitre, 4 son apparition,
la « géométrie non-euclidienne. »

On sait que pendant des siécles les géometres s’dtaient
| €n vain appliqués A démontrer logiquement la proposi-
+ tion qui fait 'objet du cinquiéme Postulat d'Euclide :

(1} 1899 3¢ éd. 1909,

i
=
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« Si deux droites d'un plan forment avec une troisidme
droite de ce plan, et du méme c6té de celle-ci, deux
angles intéricurs dont la somme est inférieure & deux
droites, ces deux droites, prolongdes, se rencontrent du
cdté ot les angles sont plus petits que deux droits » (ce
qui revient 4 dire — si Pon tient compte des autres
postulats et axiomes — que ¢ par un point extéricur 3
une droite donnde on peut mener une seule paralléle 3
cette droite »). Or, non seulement, les efforts des géo-
métres n'avaient pisabouti, mais Saccheri (1)avait établi
(vers 1730) = sans d'aillenrs se rendre bi:n compte de
la conclusion qui résnleait de ses recherches — qu'i
supposer rejeté le cinquidme Postulat, on pouvait
néanmoins déduire des autres hypotheses euclidiennes
une longue suite de théorémes rigoureusement enchai-
nés' et exempts de toute contradiction. Tel est le fait
dont, vers 1830, Lobatscheffsky et Bolyai (2) prouve-
rent sans comtestation possible la réalité, et qui leur
permit de fonder une nouvelle géométrie dans laguelle
on peut mener par un point plusieurs paralléles i une
méme droite. Voild qui bouleversait, semble-t-il,
toutes les idées regues en géoméirie. Pourtant les deux
novateurs, en considérant qu'une science construite sui-
vant les régles de la construction logique est nécessaire-
ment légitime, ne faisaient que tirer les conséquences
naturelles de la théorie synthétiste des mathématiques.
Ils avaient creé la premicre et la plus simple des gdomd-
tries partielles. Riemann, en 185 4, encréa une seconde '3

(1) Dans son Euclides ab omni stevo vindicatus, Milan, 1713,

’2) Lobatlscheffsky dans un mémoire présend 3 Funiversité e
Kazan en 1826, Bolyai dans un ouvrage public¢ en 1832,

'3 1l en exposa les principes dans <a thése de 'université
Grivtingen @ Ueer die Hjpothesen walchs der Geometrie u grumh

liegen,
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en rayant des axiomes de la géométrie, non seulement
le cinquiéme postulat d'’Euclide, mais aussi certains
axiomes relatifs aux lignes droites (dans la géométrie
de Riemann, les lignes droites ne sont pas indéfiniment
prolongeables et se coupent toutes entse elles, en sorte
qu'il n’existe pas de droites paralléles; (1).

Aprés avoir déterminé les relations logiques qui lient
les postulats et la géométrie et étudié les différentes
combinaisons que I'on en peut former, il éuit naturel
de soumettre 4 une investigation analogue les notions
premiéres, objets des définitions de la science mathé-
matique, et notamment les notions fondamentales de
nombre, de grandeur et de quantité.

La difficulié que P'on éprouve & donner une définition
arithmétique satisfaisante des nombres irrationnels et
des opérations relatives 3 ces nombres avait été, nous
I'avons rappelé, I'une des pierres d'achoppement de la
mathématique hellénique. Aussi les modernes ont-ils
dd chercher de nouveaux moyens de surmonter cette diffi-
culté. Leurs efforts ont principalement tendu i dégager,
sous un.: forme aussi simple que possible, les postulats
grice auxquels on peut déduire la notion de nombre
irrationnel de celle de nombre entier. Certains d’entre
eux espéraient ainsi réaliser cette unification des mathé-
matiques, que 1'on a parfois appelée a arithmétisation de
I'analyse », et qui permettrait de faire découler toutes les

‘1) Comme exemple iemarquable de « géomérie pantielle »,
citons égalentent la géoméuric non archimédienne qui a fait 'objet
d'études intéressantes, Cette géométrie écarte l¢ postulat dit « d'Ar-
chimeéde » d'2prés lequel étant donné deux grandeurs de méme es-
péce,il existe toujours deax muitiples Jde la pius petite telle que la
plus gramde soit comprise entre cus deuz multiples,
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théories algébriques de l'arichmétique des nombres
entiers.

Onu sait que Ja tentative faite en ce sens par certains
analystes a donné naissance 3 une doctine philosophique
(soutenue par Renouvier} dans laquelle le nombre est

K considéré comme la réalité primordiale sur laquelle
repose l'édifice mathématique. La conception quiinspire
cette doctrine est toutefois restée étrangdre aux princi-
paux mathématicicns qui ont fait une étude technigue
des bases de l'arithmdtique {notamment Weierstrass,
Cantor, Kronecker, Méray, Jules Tannery). Si certains
* d’entre eux ont un culte pcur le nombre entier, ils ne

- - lui attribuent pas de vertu spéciale. Ils se bornent 2
appliquer 4 la notion générale du nombre les méthodes
de construction algébrico-logiques. Aussi bien la défini-
tion la plus parfaite du nombre irrationnel (celle qui
présuppose lo moins de postulats) fait-elle dépendre
principalement celui-ci d’une notion assez différente de
celle du nombre entier, et plus générale :la notion de
classe. Si (1), V'ensemble total des nombres rationnels
est partagé en deux classes telles que tout nombre de la
premiére classe soit inférienr & tont nombrede laseconde
classe, et tout nombre de la seconde classe supérieur 2
tout nombre de la premiére, et telles, d’autre part, qu'il
n'y ait dans la premiére classe aucun nombre plus grand
que tous les autres et dans la seconde classe aucun nom-
bre plus petit que tous les autres, — alors le couple des
deux classes constitue un élément de rai-onnement que
V'on appelle « nombre irrationnel ». En partant de cette
définition on peut construire un caleul des conples de

(1) Cest 13 4 peu prés la définition donnée par Dedekind dans
son ouvrage fondamental : Stetipleit und irrationale Zahlen, Bruas-

wick, 1872.
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classes qui est Péquivalent exact du calcul des quantités
algébriques.

C'est 4 I'aide de la méme notion de classe que cer=

tains logiciens modernes ont essayé d’expliquer les pro-

, priéiés caractéristiques, non seulement du nombre irra-

tionnel, mais du nombre entier lui-méme. Ils ont

institué a cet effer upe logique des classes, ou étude

des relations entre classes d'éléments quelconques, qui

fait pendant A la logique des propositions dont nous

avons parlé plus haut. Nous n'insisterons pas toutefois

sur cette nouvelle logique, dont 'utilité pour les ma-

thématiciens parait contestable (du moins tant que I'on

n'y introduit pas la notion d'infini) (1). En fait toutes

les tentatives (2) eftectuées pour ramener la notion de

nombre entier 3 des notions plus simples n'ont pas

permis d'éviter les péitions de principe ou présentent

| des lacunes indéniables, Elles n'ont donc pas exercé

| d'influence appréciable sur les progrés de la pensée ma-
| thématique.

’ La logique des classes finies, cependant, n'est point

dépourvue d'intérét pour le mathématicien parce qu'elle

a donné V'occasion d'appliquer & un ensemble de notions

extra-matkématiques (3) (les notion de classes logiques,

de sous-classes, de classes équivalentes, etc.) les prin-

{1} La logique dvs classes infinies intervient dans fa théorie
connue sous le nom de « théorie des ensembles »n,

{2) Nous faisons icit allusion, non sculement aux tentatives de
Henrand Russell et d'autres logiciens contemporaing, inais aussi 3
celle de Hilbert, exposée dans deux appendices ajoutés 2 la 3¢ édi-
tion des Grundlagen der Geomelrie™: Utber den Zablegriff, Ueber die
Grundlagen der Logik und der Arithmetik, ~ Cf. H, Poincaré,
Science ¢& mithode, chap. 1V,

(3) Principalement, les notions que M. M. Winter appelle grame
matico-logiques (La méthode dans lu phil, des mathém., passimy),
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cipes de combinaison, et méme I'éctiture symbolique,
dont P'usage éuir autrelois réservée & lalgebre clas
sique. Ainsi, aprés de nombreux tdonnements, les
logiciens sont finalement parvenus i constituer une vé-
ritable « algébre de la logique », qui procide du méme
esprit et emploie les mbmes procédés que lalgébre
mathématique. Dans le cadre de cette nouvelle algébre
entrent, avec la logique des classes, la logique des pro-
positions et aussi la logique dite « des relutions », qui
étudie les combinaisons de relations logiques quelcon-
ques, exactement comme le mathématicien étudie les
combinaisons des relations fonctionnelles.

L’algébre logique ainsi congue a, ou du moins s'efforce
d'avoir, une por:ée trés générale. Si elle réussissait &
dépasser le stade élémentaire ol elle est actuellement
confinée, elle deviendrait 4 la lettre, suivant la formule
de Leibniz, caractéristigne universelle. Grice & lalgtbre
logique, en efet, on n'a plus, comme le dit Coutarat (1),
3 faire atter tion au contenu réel des idées et des propo-
sitions; il suffit de les combiner et de les transformer
suivant des régles algébriques », Ce serait — si c'était
possible — le triomphe du mécanisme intellectuel, Ia
réalisation du réve de Raimond Lulle.

Malheureusement la science universelle n'a jamais
existé jusqu'ici, qu'a P'état de projet. Descartes — on l'a
v —avait prétendu U'instituer, mais il n’a réalisé qu'une
faible partie de son programme. Leibniz, bien qu'il edt
une idée plus nette du caractére et de la forme symbo-
lique qu'il voulait donner 4 cette science, renonga lui
aussi & son plan et s'adonna, dans le domaine mathéma-
tique, 4 des recherches plus immédiatement utiles.
Quant aux logiciens contemporains, leurs travaux ont

(1) Lo logique de Leibusz, p, 101.
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clarifié, sans doute, les principes de Palgtbre logique,
et lui ont pernus de prendre décidément place au rang
des sciences exactes; mais le champ d'application de
leurs méthodes est resté, malgre leurs eflorts, exuréme-
ment limité.

Quoi que Yon pense, cependant, de P'algébre logique,
on doit admettre que I'essor remarquable pris par cette
science dans les dernidres années du xix® siécle est un
faiv historique important. 1 taury voir la derniére ma-
pifestation, |'aboutisserient tardit, du grand mouvement
de pensée yui, préparé par les premiers algébristes, afe
fermi par Descartes. s'est déveluppé avec ampleur au
cours du Xviu® sicele et a transtormé peu i peu fa phy-
sionomie de la science mathématique.

Aprés avoir passé en revue les principales théories
auxquelles le mouvement dont nous parlons a donné
naissatice, nous sommes @ mome de discerner plus net-
tement qu'auparavant les vues générales et les tenvances
intellectuclles dont ces théaries sont connexes.

Quelle est — en somme -~ la conception de la science
mathématique que la pratique de Ja méthode algébrico-
logique et la confiance en 'omniputence de cette mé-
thode devaient naturellement suggérer auz mathémati-
ciens?

A la base de cette conception s¢ trouve, comme nous
le savions déj3, lidée que la Mathématique parfaite
serait une scicnce synthétique et mécanique dont les
calculs s’eftectu raient, pour ainsi dire, automatiques
ment. Sur cette idée fundament iie viennent, cependatit,
s’en grefler deux nouveiles, que nous ne trouvons pas
encore chez Descartes et chez Leibniz, mais qui sont
conlormes 4 ortentation générale donndée par ces sa~
vantsa la pensée mathémathique : savoir, d'une part
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71 que les théories mathématiquessont une création libre de
' % Pesprit humain ; d autre parc, que ces théories jouent, dans
la science générale, le role de simples intermédiaires,
qu'elles sont seulement des instruments de démonsira-
tion fabriqués par le savant pour atteindre certaines fins.
Nous voyons comment ces vaes achévent de ruiner Iy
conception classique de la science,

Pour ceux qui les adoptent, en eflet, la Mathématique
cesse d'dtre une science objective et les notions qu'elle
étudie n'ont plus de valeur pat clles-mémes. Désormais
on ne doit plus voir dans l'algebre ou dans la démons-
tration géométrique qu'une méthode qui réussit. Les
propriétés mathématiques ne sont ni vraies, ni fausses,
ni belles ou intéressantes; elles sont seulement con-
formes aux définitions et aux axiomes, aux hypothéses d'ci
elles résultent. Ces hypotheses sont d'ailleurs conven-
tionnelles, et, lors méme qu'elles choqueraicnt le sens
commun, clles n'en seraient pas moins légitimes si elles
n'impliquent aucune contradiction logique. Quant 2
leur opportunité on ne peut V'apprécier que d'aprés denx
critéres : I'utilité et la commodité de la science que 'on
fonde sur enx. En modifiant définitions et axiomes, nous
pourrions construire une infinité de sciences différentes :
tout naturellement, parmi ces sciences, nous choisirons
celle qui est le plus conforme & nos habitudes d'esprit
et 2 nos besoins.

I s'en faut, bien entendu, que tous les mathémati-
ciens qui pratiquent la méthode synthétique en tirent
des conclusions aussi absolues, La conception que nous
venons d’exposer n'existe, chez la plupart d’entre eux,
qu'a P'état latent, Cest bien elle qui les inspire cepen-
dant, et c'est en elle qu'ils trouvent leur justification,
lorsqu’ils construisent de nouveaux systémes qui ont un
caractére de plus en plus artificiel et ficiif,
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II. — Les limites de la logique (1).

La théorie de la science mathématique que nous ve.
nons d’esquisser ne fut formulée d'une manitre com-
pléte que dans les derniéres années du xixe sigcle.Elle le
{ut principalement par les soins ou sous !'influence des
logiciens qui eurent le mérite de discerner nettement les
principes de la méthode algébrique et qui n'hésitérent
pas & accepter toutes les conséquences découlant de
ces principes. La plus remarquable des conséquences
ainsi admises était que la méthode mathématique, en
se rapprochant de l'idéal vers lequel la faiszit tendre
I'école algébrico-synthétiste, perdait du méme coup
coup sa spécificité. Se réduisant 2 I'application mécanique
de certains procédés de combinaison logique, la Mathé-
matique cessait d'dtre une science distincte 7pour se
fondre dans une logique générale, une sorte de panlo-
gique (2}, ayant pour objet I'étude des diverses relations
que l'on peut établir formellement entre des concepts
abstraits. Et les adeptes de cette panlogique pouvaient
soutenir avec apparence de raison que l'étude de leur
science devait précéder et primer celle des mathéma-
tiques puisquelle permettrait de découvrir, sous une
forme générale, les lois des combinaisons dont les ma-
thématiciens ne considérent que des cas particuliers.

(1) Une partie de ce paragraphe a fait l'abjet d’une communica~
tion présentée au 2* congrés internavional de philsophie, Genéve,
1904. Discussion : Rev. de melaph., juillet, 1905.

(2) En égard a Vécriture symbolique dont cette Jogique fait génds
ralentent usage, Louis Couturat ¢t quelques autses logiciens lui ont
donnéle nom de « logistijue ».
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Lotsyue cette doctrine s'aflirma cependant, et dévoily
toute son ambition, elie fut aussitot vivement combastye
par la plupast des hommes de science. On peut penser
que ceux-ci turent détavorablement impressionnds e en-
tendant les logiciens se déclarer préts 2 les supplanter.
Mais la répulsion que leur inspira Ia doctrine panlogique
tenait — on ne tarda pas A s'en apercevoir — 3 des causes
plus profondes. Non seulement cette doctrine éait trop
absolue, nnais elle ne venait pas a son heure, elle se pre-
sentait trop tard. En eflet, ies concepuions d'ordre ma-
thématique qui en avaient été le point de départ, et qui
dominaient le monde :avantau xviu® sidcle, avaient cessé
depuis lors de diriger les progrés de la science. Si les
mathématiciens ne les avaient pas encore ouvertement
reniées, on pouvait reconuatre  des signes certains
qu'ils ne croyaient plus en leur vertu. Les premiers, ils
avaient entrepris {'épuration logique des principes de la
science, les premiers, ils avaient eu Pidée de l'algibre
universelle; mais, 3 I'époque oit cette idée semblait de-
voir porter tous ses fruits, ils I'avaient, quant 4 eux,
déjd abandonnée,

Que s'était-il donc passé ? Nous pouvons facilement
nous ¢n rendre compte si nous observons l'évolution
sube par la Mathématique pure av cours de la périvde
moderne,

Le trait le plus frappant de I'histoire des mathéma-
tiques entre 1640 et 1780 est sans doute, la rapiditd et
la facitité avec laquelle se développaient alors et se mul-
tipliaient les théories. Comme l'avait trds justement re-
marqué Descartes, le travail mathématique, n'exigeant
plus d'effort d'invention, avait pris un caraciére méca-
nijue, automatique, Pour réalis.r des progres, Je ma-
thématicien de ce temps n'avait qu'd suivre une voie
tracéed I'avance, en allant du simple au composé, et du

w 154 em



APOGEE, DBCLIN DE LA CORCEPTION SYNTHETISTE

composé au plus composé ; sa tiche consistait essentiel-
lement — suivant une expression qui a été longtemps
ent faveur dans la langue scientiique — a géndraliser,
¢'est-1-dire A appliquer dans un champ de plus en plus
large des procédés déji éprouvés. Or, aprés cent cin-
quante années d’une fcondité extraordineire, la puis-
sance des méthodes suivies commenca vistblement A
s'épuiser (1). Le rendement de la machine algébrique
diminua d'une maniére inquiétante. Les résultats nou-
veaux qu'elle permettait d'obtenir étaient, en effet, d’un
médiocre intérét et ne paraissaient pas susceptibles d'ap-
plications utiles. Par contre, certains problémes que la
mécanique, la physique, et aussi des considérarions pu-
rement théorigues, posaient au mathématicien, ne pou~
vaient étre traités algébriquement qu'an prix de grandes
difficultés on méme n’offraient aucune prise au calcula~
teur. Il semblait en vérité que l'on tht arrivé au terme
du développement de 'algébre, au faite de 1'édifice dont
Descartes et Leioniz avaient posé les bases, De 12 un
sentiment de malaise et d'inqui¢tude qui s'empara des
mathématiciens 4 la fin du xvine sidcle et dont nous
trouvons 'expression dans un rapport rédipé par De-
[ambre en 1810, Exposant (2] au nom del’Acadimiedes
Sciences 'étar de la science mathématique, Delambre
éerit @ a [l serait difficile et peat &tre téméraire d’analy-
ser les chances que 'avenir offre & I'avancement des

(1) Ce n'est qu'aa cours du x1x¢ sidcle, comme nous l'avons vu,
que furem développées ou définitivemen? mises au point certaines
des applications les plus imponantes de la méthode aigébrico-
logique. Neéanmoins linsuffisance de cette méthde pour aneindre
certaintes fins ou progresser dans certaines directions {ait apparue
dés la fin du si¢cle précédent aux analystes clairvoyamts.

(a) Rappor! historigue sur les frogrés des Sciences Mutkématiques
depuis 1789 et sur leur état actnel, Paxis, 1810,
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mathématiques ; dans presque toutes les parties, on est
arrété par des difficultés insurmontables; des perfection-
nements de détail semblent la seule chose qui reste a
faire. Tuute ces difficultés semblent annoncer que la
puissance de notre analyse est A peu prés épuisée, comme
celle de l'algebre ordinaire I'érait par rapport 2 la géomé-
trie transcendante au temps de Leibniz et de Newton,
et qu'il faudrait des combinaisons qui ouvrent un champ
fiouvean au calcul des transcendantes et & 1a sésolution
des équations qui les conticnnent ».

n voit par cette dernitre phrase que Delambre reste
fidele & la conception synthétiste ; il admet que Cest
en construisant de nouvelles ¢« combinaisons » algébri-
ques que Fon parviendra A enrichir Ja science. Ex, pour
préciser son idée, Delambre signale les intégrales définies
~ ¢tudiées par Euler — comme pouvant donner matiére
4 de relles combinaisons, En fait, c'est en adoptant un
point de vue diflérent que I'Analyse mathématique a
réalisé au xix® siécle des progrés remarquables. Mais,
pour l'instant, nous ne voulons retenir qu’une chose du
rapport de Delambre. Nous y voyons que les théories
mathématiques ont cessé, dés 'an 1800, de se dérouler
ou de se développer mécaniquement. Pour progresser
Je mathématicien a besoin de trouver un nouveau fil
conducteur; il lui faur, contrairement A ce que pré-
voyait Descartes, faire un effort d’inventeur, accomplir
un travail de découverie qui n'a point un caractére syn-
thétique et ot les méthodes logiques et algébriques ne
Jui seront que d'un faible secours.

Cherchons 3 déterminer d'une maniére plus précise
les causes qui limitent le pouvoir de ces deux méthodes,
— méthode logique et méthode algébrique — en nous
attachant tout d'abord 3 la premicre, considérée sous sa
forme la plus générale.
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Si I'on voulait faire une étnde approfondie des rap-
ports de la Mathématique et de la Logique, il faudrait
commencer par définir rigoureusement ce que Von
entend par ces deux mots. QOr, ce n'est pas la chose zisée
et c'est pourquoi la question qui nous préoccupe a donné
licu, si souvent, & des malentendus,

Comment obenit, en etfet, une définition générale
des Mathématiques? Pour y parvenir, on devrair, semble«
t-il, rapprocher toutes les théories qui relévent de cette
science, et chercher A en dégager les caractéres communs.
Mais, outre que l'on se mettra difficilement d'accord
sur l'importance relative des divers caraciéres observés,
qui ne voit qu'une définition ainsi donnée a posteriuri
sera presque certaingment trop étroite ? Sous le nom de
Mathématique, en effet, nous comprenons non seule-
ment toutes les théories déjd construites par les mathé.
maticiens mais aussi toutes celles qu’ils étudieront dans
Favenir. Et, pour le savant moderne en quéte de dé-
couvertes nouvelles, la question principale est précizé-
ment de savoir comment on pourra s'écarter des routes
déja frayées sans cependant détourner la Mathématique
de sa destination finale.

La plupart des penseurs qui ont étudié lesfondements
de I'Analyse définissent cette science par son objet.
Parce que I'Analyse opére d'ordinaire sur des quantités
algébriques continues, et parce que la notion de quan-
titd continue parait équivalente A celle de grandeur péo-
métrique, on dira, par excmple, que ['Analysc est la
science des relations spatiales. Louis Couturat sembl.e
blement — s¢ fondant sur les tentatives cfectutes par
certains logiciens anglais pour ramener la notion de
nombre irrationnel (quantité algébrique) A la notion
d'ordre — définissait la Mathéuatique, en 1904, comme
« Ja science formelle des relmions d'ordre », Evil écri-
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vait (1) : Il semble donc que l'objet essentiel ef méme
unigue de la Mathématique pure, soit non plus idée de
noutbre, mais I'idée d'ordre »,

Cependant, pour déterminer les caractéres spéeifiques
de « ' Analyse » suffit-il vraiment d‘indiquerla gendse des
notions premicres sur lesquelles raisonne cette science?
Nousavons le droit d'en douter, car les théories relatives
4 la définition des quantités continues, par exemple, ne
sont, i propre:aent parsler, qu'bne introduction aux ma-
thématiqaes pures. Sans doute, il est question en Analyse
de variables qui passent par des séries de valeurs ; mais
ces variables ne jouent un réle qu'en tant one Fon pose
4 leur sujet certains problemes d’une narure speviale,
Or, ces problémes, croit-on les caractériser suffisamment
en se bornant A atlirmer qu'ils mettent en dvidence des
v refations patiales » 2 Ou espére-1-on les définir tous
en disant qu'ils se ravachent 2 la notion d'ordre? Il
suffit de regarder les théories les plus 1 otoires de Ana-
lyse moderne pour y descerner un grand nombre de
problémes qui tont intervenir d'autres notions et pour
comprendre en méme temps pourquoi les définitions
auxquelles nous faisons allusion sont faralement con-
damnées & dtre imparaites. Ainsi que nous Pexpligue-
rons plus loin, en effet, les probiémes dont s'occupe
aujrarlhul PAnalyse sont en partie indétermings, La
forme qu'ils prennent dans nos théories a un caractére
variable et provisoire. On ne voit donc pas comment il
serait possible de les embrasser dans une définition linii-
tative arrétée une fois pour toutes.

Mais, renongant pour Uinstant & définir demblée la
Mathématique, voyons s'il ne serait pas pusstble d'abor-
der par 'autre bout fa question qui nous intd.esse. En

un Les pringipes des Mathimaliques, apud Revue de Mctapuysiqne,
juillet 1904, p. 675,
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pirtant de la Logigue. ne pourrons-nous pas établir
entre celle-ci et les théories de P'Analyse un lien de
dépendance et de subordination.

Sans entrer ici dans une discussion déwillée du role
dela Logique, nous devons noter entre les points de
vue adoptés par divers philosophes contemporains une
difiérence fondamentale. Les uns voient dans la Logique
un: science déterminée ayant des postulats distincts et un
réle propre. Les autres ne croient pas que la Logique
puisse &tre ainsi isolée, et ils I'identifient plus ou moins
avec ha forme de toutes les sciences. Cest manifestement
la premitre de ces doctrines qu’adoptaient vers I'année
1900 les partisans convaincus des nouvelles théorics
logiques. Ainsi M. Ttelson, au Congrés de philoscphie /1)
de 1904. proclamait I'indépendance de la logique et la

* définissait IWissenschaft der Gegenstinde iiberbaupt. Nous

observons dans les Principes des mathématiques (2) e
Bertrand Russell une tendance analoguc. Pour Russell,
sans doute, la Logique n'est pas une science spéciale,
puisqu'elle comprend. par exemple, toutes les Mathé-
matiques; mais c'est nne science fixe et définie: c’est
une science qui roule sur des constantes logiques abso-
lument déterminées et immuables (3). dont le nomhre
est limité et constant. En ce sens, la logique est une
science particuli¢re. — M:is, d'autre part, Couturat
parait prendre le mot Logigue dans une acception beau-
coup plus générale et vague lorsqu’il éerit () : « De ce

1) CL. le compte-rendu du Ile Congrés de philosophie, Retue de
Mitaphyeigue, novembre rqoy, p. 1037 et suiv,

(4" The Prin-itles of Mathematics, Cambri lue, 1900,

(3 Which deals with logical constant: absalutely definite 7.
Cl.p. 6 et cuiv.) M. Russell 4 modifié depnis fors 1 théorie ves
constantes logiyes, maic it en a conservé le principe,

4 Voir Revue de Metaphysique, novembre 1904, p. 1046-53.
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qu'une relation appartient par sa compréhension 2 tel ou
tel ordre de connaissances, il ne faut pas conclure
qu'elle ne reléve pas en méme temps de la Logique par
sa forme », ou encore : « La logistique est invincible,
car, selon l'ingénieuse remarque de M. Itelson, pour
combattre la Logique il faut encore faite d= fa logique ».

Certes, si par opdration logique on entend une oyé-
ration quelconque de V'esprit, alors il est clair que toutes
les sciences rentreront dans la Logique. Mais Couturat
sostient une thése plus précise lorsqu'il entreprend d'ex-
pliquer la genese des postulats mathématiques : ce n'est
point d'une logique quelconque mais du calcul logique
n:oderne ou logistique et, plus précisément, de la logi-
que des relations, qu'il fait dériver ces postulats. Que
faut-il penser Jde cette maniére de voir?

Si la logistique est une science distincte, elle a des
pustalats distincts qui ne sont pas ceux des Mathémati-
ques. On prétendra peut-&tre que ces derniers sont un
cas particulier des postul: ts logiques. Mais alors il fau-
dra expliquer comment est obtenu ce cas particulier,
Une particularisation est nécessaitement un choix : or
Vopération qui consiste & choisir, est, croyons-nous,
absolument étrangére au calcul logique.

Supposons, au contraire, que la logistique ne soit pas
une science distincte, et considérons-la en tant que
forme de la science mathématique. Par 1A méme nous
reconnaissons qu'clle ne suffit pas & elle-méme ct que le
puint de départ de ses déductions doit étre cherclié en
dehors d’elle. Ce point de départ, ce sera un ensemble
de notions et de postulats, que le logicien transformera,
soit pour cn tirer des propositions conséquentes, soit
pour les ramenecr & des notions et i des postulats plus
simples. O donc ira-t-il chercher sa provizion de don-
nées initiales ?
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Ici, peut-&tre, on voudra nous répondre qu'en ce qui
concerne les Mathématiques la question est sans impor-
tanced; étant donné, dira-t-on, que les postulats mathé-
matiques sont arbitraires, aucune régle ne régit le choix
que nous en faisons, et le travail scientifique ne com-
. mence pour le savant que lorsqu’il en vient 4 I'élabora-
tion de ces postulats,

A priori, cette thése ne souléve sucune objection et
elle est conforme 4 la conception de 1'Algebre et de
I'Analyse qui prévalut pendant le xvine sigcle. Mais, do
jour ol l'on s’aperqut que l'application pure et simple
de la méthode synthétique ne permertait plus de réaliser
de nouveaux progrés, on devait reconnaitre que, par del
I logique, la question du chofx des notions des postulats
&t des théories joue en réalité un role fondamental,
peut-étre le réle prinaipal, dans la découverte mathé-
matique. Ainsi nous avons dit plus haut comment
David Hilbert effectua une reconstruction logique de Ia
glométrie en la faisant reposer sur cing groupes d’axio-
mes. Dans 1’cenvre ainsi réalisée par le géométre de
Gottingen, ot résidait la principale difficulté, ol Veffort
dinvention a-t-il dd particuli¢rement s'exercer 7 Le tra-
vail de synthése, logique et mécanique, auquel Hilbert
1d4 se livrer une fois les axiomes énoncés et interprétés
duit relativement aisé. Mais discerner sans en oublier
aucune, formuler sans pétition de principe, et dans les
termes les plus simples, les propositions cachées de notre
géométrie, — classer, d’autre part, et ordonner ces pro-
positions de maniére 3 mettre en lumiére leurs con-
nexions et 4 découvrir du méme coup les différentes
géométies partielles que 'on peut former avec elles, —
A it le probléme délicat, la difficulté fondamentale
ont Hilbert a triomphé. Et c'est en accomplissant ¢e
ravail de discernement et de choix, avec un flair et
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une science particulitrement henrcuy, que Hilbert, a 1
fait ceuvre, non seulement de logicien, mais de mathé
maticien. '

Louis Couturat ne reconnait pas la distinction que |

nous érablissons ici. « Tout Peffore des logisticiens, § -

dit-il (1), porte sur le choix des définitions et des pos- &
tulats. Et s'il est vrai que li découverte mathéma-
tijue consiste dans un choix de postulats, c'est aussi
en cela que consiste la découverte logique. » L'ceuvre B
des logisticiens, précise Couturat, « consiste dans un 3
double travail de réduction : réduction des notions %
premicres, par la définition ; réduction des propositions E
& des propositions premieres, par b déduction logique
formelle ».

Peut-gtre, en effet, est-il permis de dire dans certains
cas que les découvertes logiques consistent dans un
choix de postulats ; mais, alors, le mct chuix n'a phis
exactement le méme sens que tout i 'heure. Le travail
de réduction logique peut &tre bridvement esquissé
comme il suit : On se donnera un systéme S de notions
et de postulats, et, par déduction ou combinaison lo-
gique, on transtormera cesysiéme en un systéme équiva
lent ', formé de notions et postulats moins nombreus ox
plussimples,que U'on conviendra d'adopter comme défini-
tions. Ici, le choix s'etfectue entre un certain nombre de
systémes 5’ équivalents & S et exactement déterminds :
et Ihésitation n’est pas possible, puisque, de deux sys-
temes §', on voit immédiatement lequel est le plus
simple ou cumprend le moindre nombre de postulats
Le travail qu'accomplissent les logiciens lorsqu'its effec-
tuent la « réduction des poswlats », c'est en somu.
suivant la conception de P'deole de Peana, ta dicompe

(1) Revue de Métaphysique, novembre 1904, art, cité p. 1047, note,
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sition des postulats en leurs éléments ‘). Or, pareille
décomposition est manitestement impossibie Jorsqu'il
sagit de la formation des postulats mathématiques.

Les postulats primordiaux des mathématiques ne com-
portent point d’éléments. On peut en général les dé-
composer d'une infinité de manicres, en se plagant 2 une
infinité de points de vue différents, et parmi toutes les
décompositions possibles nous n'avons A premidre vue
aucune raison de chosir I'une plutot que Vautre, Cher-
cher laquelle estlz plus «simplew estle plussouventune
question dépourvuede sens. Ex, d'aiileurs, cequiimporte
ausavantlorsqu'il cherche a fixer I point de départ d'une
théorie, ce n'est pas que ce point de départ soit simple,
mais qu'il soit tcond. Or, par quel.e opératicn logique
pourrait-on reconnaitre a l'avan.e quiun systéme de pus-
tulats nous conduira 2 des découvertes utiles, nous fera
pénétrer au cceur de la réalité mathématique ?

En fait, il n’existe pas de théorie algébrigue ou géo-
métrique, fondée sur un sysiéme donné de postulats,
- qui permette d'atteindre pleinement 2 bm, et clest
| pourquoi les conceptions de mathumaticiens doivent
| dtre constamment revisées, moditiées, enrichies. Ces
conceptions sont essentiellement indétermindes, ct cest
par ce caractére qu'eiles s'opposent aux conceptions des
logiciens ; car ces derniéres, ne shattachant quiaux
relations et an groupement des choses, supposent néces-
sairement des éléments fixes comnbinables ou décompo-
¢ sables, c’est-a-dire des notions rigoureusemient dctermi-
E nées en compréhension et en exiension. qui puissent se
{ préter 3 des opérations mécaniques. Voild pourquoi, sans
{ prétendre donner une définition compléte et définitive
 de la Mathématique et de la Logigue, tous pouvens en

(1) Cf. Formulaire des Mathematiques, t. 1V, Turin, 1903, p. 253.
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tous cas affirmer que la premidre n'est pas emfermée
.dans la seconde. Nous alions nous en rendre compte
d'une maniére plus précise en examinant, 4 titre
d'exemple, 'une des notions les plus importantes de
I'Analyse moderne : la notion de fonction.

<. A en croire les auteurs qui veulent faire de 'Analyse
mathématique un chapitre de la logique, la correspon-
dance entre quantités variables étudiée par les mathéma. §
ticiens sous le nom de fonction ne serait qu'un cas parti-
culier de la velation logique telle que la considerent E
Peano, Russell et les «logisticiens» contemporains. §
Or, ceux qui examinent de prés la notion de fonction §
ne sauraient, croyons-nous, souscrire 3 cette conclusion. §

La définition logique de la relation est, simplement, §
ladéfinition d’un symbole.Nous convenons, par exemple, B
d’écrire xRy pour exprimer que la relation R existe §
entre’x et y. Partant de l4, nous énongons une séric ff
d'axiomes tels que (1) « toute relation a sa converse: f
(ce qui veut dire que la relation xRy entraine une rela- E
tion de la forme xR'y), ou encore ¢ s'il y a une relation
entre X et y et une autre entre yet 2, il y a entre x et { }
ane troisiéme relation qui est uniformément détermi- E
née pat les deux premitres ». Puis de la combinaison de E
ces axiomes nous tirons un systtme de propositions |
ou théorémes, auquel on a donné le nom de « logique §
des relations ».

Mais, dans le systéme ainsi obtenn, que signifient au
juste les lettres x, y, 7 2 Si ces lettres désignent des élé-
ments déterminés ou arbitrairement choisis dans dusk
collections définies, les axiomeset les propositions de i

L4 T e N e R S wm e

(1) Cf. Couturat, Les principes des Mathématiques, apnd Revue &t
Métaphysique, Jaovier 1904, p. 40-41.
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togique des relations auront un sens parfaitement clair,
Mais il n'en est plus de méme quand on veut leur
faire représenter des nombres variables ? Lorsqu’on ap-

plique, par exemple, & deux variables mathématiques-

I'axiome « toute relation a sa converse », cet axiome
devient un postulat qui, dans I’Algebre la plus géné.
rale, se trouverait en défaut: il peut arriver en effet
que, tandis qu'a toute valeur de x correspond une va-
leur de y, certaines valeurs dey n'aient aucun corres-
pondant, ou bien qu'elles en aient unz infinité, indéter-
minés dans le champ de la variable x. Pareillement, le
sccond axiome énoncé plus hautne sera pas toujours vrai
en mathématiques. Ainsi donc, si I'on veut passer de la
théorie connue sous le nom de « logique des relations »
3 la théorie des fonctions mathématiques les plus géné-
rales, on sera obligé de modifier I'on aprés l'autre les
sxiomes d'ol I'on part, La seconde théorie ne saurait-
elle donc étre présentée comn:e une application, mais
tout au plus comme une extension de la premiére.

Mais serrons la question de plus prés. Une fonction
d'une variable établit une correspondance entre une in-
g finité de couples de valeurs, x et y, u et v, etc. Peut-on

- exprimer ce fait en disant que les valeurs et v sont
£ lies par la méme relation (1) que x ety Du point de
i vue logique, une pareille atfirmation ne peut &tre légi-
§ time que si on la regarde comme un postulat. Qu'en-
tend-on en effet par le mot méme? Lorsque 'on passe
i du couple (x, y) au couple (4, v), qu'est-ce qui reste le
L méme ¢ Si je dis, par exemple, qu'en géométrie analy-
e tique il y a une méme relation entre les nombres o et 1,
i -1ete= 2,718.., — o« et o, j'¢nonce une propo-
! sition, ou dépourvue de sens, ou purement arbitraire, 3

(tj Cf. Couturat. Revne de Mélaphysigue, janvier, 3904, p. 39.
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moins que je ne sach: d&ja que les points ayant ces
pour nombres abscisses et ordonnées sont sur une méme
courbe, celle de la fonction expounentielle,

Pour parer A cet inconvénient, Peano introduisit na-
guére — A caté du symbole f correspondant & la notion
générale de relation fonctivnnelle — un nouveau sym-
bole, F, qui, dans son Formulair: (1}, s’appelle « fonc-
tion définie » et qui est « Pensemble d'une fonction f et
de la ciasse des valeurs prises par la variable indépen-
dante », Moyennant cette définition, il espérait que P'on
pourrait établir par voie logique les propriétés des fonc:
tions mathématiques {2;.

La d#finition des relations F est, en effet, logiquement,
satifaisante ; mais elle ne nous dorne qu'une représen~
tation fragmentaire des fonctions mathématiques, puis~
qu'elle ne les considére que pour certaines classes de
valeurs de la variable. [l est vrai que l'on pourrait
éendre infiniment cette classe Jde valeurs, ct définir
alors la fonctun, ainsi que le propose Couturat, « par
la wotalité de son extension, c'est-d-dire par fous lcs
comptes de valeurs des variables qui le vérifient (3 ».
Mais cetie vue souleve de graves objections. En admet-
tant, en effet, que ’on puisse considérer comme légis
time au point de vue de la pure logique une définition
dans I'énoncé de laquelie entrent une infinité de coadi-
tions, encore devra-t-on s'assurer que ces conditions
sont réalisables. Or c’est précisément une question dis- §
cutée par les mathématicicns de savoir ce qu'on esten f

(1) Voir plus haut, p. 163, note 1, 4
(2; Le symbole I ainsi defini par M. Peanoa éié défui Jifféren- B
ment, d'une part par M. Buraii-torti qui le déduit des classes Jo |
couples d'objers, d'autre part par M. Russeil qui I'a deduit d2 51 B
théoric des o relations e¢nire deux objets o, '
(3) Revue de Métaphysiqus, novembre 1904, art, <ité, p. 1050,
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droit d’appeler la rotalité de Pextznsion d'une fonction.
Pour ne citer qu'un exemple, rappelons qu'une méme
série de fonctions rationnelles, convergeant daus difié-
rentes régions du plan, peut représenter des fonctions
ditférentes absolument quelconques. Aussi les géométres
ne sont-ils pas d’accord sur la détermination des condi-
tions sous lesquelles une méue série de fonctions ration-
nelles pourra 8tre considérée comme reprisentant une
méme fonction de tour le plan. C'est 4 ce probléme que
Fon est ramené lorsqu’on cherche quel peut dire le pro-
longement d"une tonciion au del) d'une ligne singuliére
fermée, Il ne sagit pas d’autre chose que de déterminer
P'extension totale de la function.

Il semble donc que, loin de pouvoir étre posée de
prime aberd, l'extension d’une fonctionsoit au contraire
Fun des objets que nous poursuivons. Clest P'une des
tAches qui incombunt & l'analyste, que de conclure de
I'extension partielle d'une fonction a son extension totale.
Or, précisément, il se trovve que le prolongement d'une
fonction ne constitue pas, en Jui-méme, un probléme
déterminé. On ne peut le résoudre qu'en particulasi-
sant la question, c'est-d-dire en imposant A I'idée génd-
rale de fonction tellcs ou telles conditions restrictives
qu’il est nécessaire de dégager.

De quelque maniére que nous abordions la notion de
fonction nous nous trouverons toujours ramenés 3 la
conclusion formulée plus haut. La notion de tonetion est
3 avant tout, pour le mathématicien, un indéfini, uninds-
j terminé, L’idéc que nous en avons est plus riche ¢t i g
i plus pleine que toutes les définitions ou expressions | °
3 Que nous pouvoas douncr ou construire. Par consé-
i quent une théorie logiqus des functions, quelque

parfaite soit-elle, — c'est-d-dire avec quelque soin
quen aient été choisis les postulats et quelque loin
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qu'en soient déroulées les conséquences — ne pourra
jamais satisfaive la curiosité et les aspirations du mathé-
maticien. Pour acquérir sur les fonctions des con-
naissances neuves et fécondes, il est indispensable de
retoucher sans cesse les définitions et les principes
sur lesquels on opére. En d’autres termes, les pro-
grés les plus importants que réalisent les mathémati-
ciens sont obtenus, non en perfectionnant Ja forme,
mais en modifiant le fond de la théorie. Ces progres
ne sauraient tre regardés comme étant d'ordre lo-

gique.

Dans la discussion qui précéde, nous nous sommes
attachés aux postulats des théories parce que c'ést 2
Poccasion de ces postulats que I'insuffisance des méthodes
logiques apparait le plus claivement. Mais les remarques
que nous avons faites trouvent i s'appliquer, non seule-
ment au point de départ, mais d’un bout A l'autre de
I'ceuvre mathématique,

Les systémes ou théories que construisent les mathé-
maticiens présentent toujours, en effet, certains carac-
téres bien déterminés qui ont été mis en évidence par
les géometres grecs et qui tiennent 3 la forme logique
de ces syitmes. Ils se présentent sous P'aspect d’une
chalne de propositions; nous voulons dire qu'ils sont
constituds par une suite de propositions, déduites
méthodiquement les unes des autres, et se succédant dés
lors dans un certain ordre que nous dictent les nécessités
de la démonstration. La préséance ainsi établie entre un
un ensemble de propriéiés — par exemple, les propriétés
du cercle ou de I'ellipse — est fondamentale au point
de vue logique : parmi ces propriétés, en effet, il en est
qui sont plus rapprochées que d'autres des définitions
et des postulats, et qui doivent par suite étre classées les
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premidres; il en est au contraire qui sont complexes et
manifestement dérivées.

Pourtant cette notion d'ordre, sur laquelle sont
fondées nos méthodes de démonstrations, s'impose-t-
elle d’'une fagon absolue 4 I'esprit du mathématicien ¢
- Clest ce que nous ne saurions admettre, Lorsque, ¢n
effet, une fois une théorie édifiée, nous 'envisageons
dans son ensemble, lorsque nous cherchons 4 embrasser
cette théorie d'un seunl coup d’ceil, 4 en comprendre le
sens général et la portée, nous constatons que non seu-
lement I'ordre des propositions nousdevient indifférent,
mais qu’il prend un caractére tout 2 fait artificiel,

Soit, par exemple, une ellipse. Cette courbe jouit de
difiérentes propriétés : elle est la projection du cercle

sur un plan ; elle est le lieu géoméirique des points

équidistants d’un cercle etd’un point pris  l'intérieur,
le lieu des points dont les distances 2 deux points fixes
ont une somme constante, et ainsi de suite. Parmi ces
propriétés y en a-l-il une qui soit primordiale, qui
doive nécessairement &tre énoncée la premitre ? Rien
ne nous I'indique. En fait, les géométres peuvent choisir
arbitrairement celle qu’ils préférent pour définir I'ellipse,
et en déduire successivement toutes les antres. Nous
sommes par conséquent obligés d’admettre que le
classement des propositions dans la théorie de l'ellipse
a une valeur toute relative. Eutre les diverses propriétés
de Vellipse, il n'y a pas d'ordre de préséance qui puisse
se justifier a priori. Considérées d'un point de vue
absolu, ces propriétés sont simultanées et non successives.

Quelle conclusion tirer de ces remarques ? Celle méme
A laquelle déja nous avions abouti plus haut : & savoir
qu'en enfermant les vérités mathématiques dans un
moule de forme rigide et rigoureusement définie, la
logique restreint d'une maniére artificiclle et fortuite le
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champ de Ia spéculation mathématigue. De méme que,
pour mettre sur pied une théorie, il pous faut limiter par
un choix initial les principes que nous piagons 4 la base,
de méme, pour poursuivre la théorie, nous devons renor. §
cer A Pembrasser tout de suite dans son entier; nousy |
distinguons douc des parties que nous étudions sépard.
ment, des étapes que nous parcourons successivement.
Toutefois, s1 nous opérons ainsi, c’est tovjours en vert
d'un actz volontaire dont nous avons parfuitement cons.
cience. Pour donner avx théories mathématiques ure E
structure solide, nous avons décidé de leur donner l1 B
forme de systénes logiques; mais, constatant que ccs [§
systéines sont artifiziels et peuvent d'ailleurs étre diver- §
sifiés 2 l'infini, nous comprenons qu'ils ne constituent
ni toute la Mathématique, ni le principal de ceve §
science. Derri¢re la forme logique il y a autre chose. E,
La pensée mathématique ne se borne pas A déduire et} F

construire ; et, tout en rendant hommage } Pocuvre ac- B

complie par les logiciens du xix sitcle, on est en droit B
de dire, avec M. Winter (1) : « La logique est fondée, &
I'ére des diflicultés scientifiques commence »,

III. — Les limites de VAlgtbre,.

La conception daprés laquelle la Mathématique < |
réduisait Y un systéme de combinaisons logiques est |
nous I'avons vu, une suite naturelle des succés rem- [
portés par la méthade algébrique. Or, cette conception. B
lorsqu’elle fur précisée ct exposée au grand jeur, ne ¢ B
trouva plus conforme & lorientation qu'avait pri¢fg
P'Analyse au cours du xixesidcle, Celle-ci,pour les raisos &

(1) M, Witter. La mithode dans la phiiosophic des Mathmatiqns, §
p. 73 :
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que nous avons indiquées, paraissait s'écarter désormais
L du point de vue synthétique. Cest dire - si Fon admet
notre¢ définivion de 1algébre — que non sculement elle
| se séparait de la logique, mais qu'elle s’éloignait égale-
f ment de l'idéal algébrique et que ses progréds cessaient
| d'éere solidaires de ceux du la science du calcul. Si les
taits mathématiques ne peuvent plus ére envisagés
comme les résultats de constructions synthétiques,
I'algtbre doit &tre impuissante & nous les révéler.

b Cette diminution du role et de la poriée de 1algébre
i sest-elle ouvertement manifestée dans les théories
mathématiques écloses au xix® siécle? A-t-clle éué
reconnue et admise par les mathématiciens contempo-
rains ¢ Pour nous éclairer 3 ce sujet, nous ne saurions
mieux faire que de considérer, i titre d'exemple, la
théorie mathématique des foncrions qui occupe une
placecentrale dans Faeuvre des analystes du xixe siécle (1).
En nous reportant & Vorigine de cette théorie, en con-
sidérant les étapes qu'elle a successivement franchies,
nous serons & méme d'apprécier les difficuliés qu'y a
rencontrées 'algébre et nous comprendrons les consé-
quences historiques qui résultent de ces difficultés.

Nousavons déja indiqué dans un chapitre précédent (2
comment l'idée mathématique ;3) de la fonction était
née de la praiique des opérations algébriques ; nous

{1) Cf. Vito Volterra : « Je n'ai pas hésité en 1900, au Congrés
des Mathématiciens de Paris, a appeler le xixe siecle le siecle de a
théorie des fonctions » {apud Henri Poincaré, Alcan, 1914, p. 14).

(2; Chapitre 1.

(3. Remontant aux origines historiques de i*¢tude mathdmatique
des fonctions, nous laissons de coté dorénavant ies théories puree
ment logiques des relations tonctionnelies, que I'on a essayé de cons-
tevice i la fin du Xix* siecle.
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avons dit aussi dans quelles conditions, grice 4 la créa-
tion du calcul des séries de puissances, cette idée avait
acquis, vers la fin du xvu* siécle, une extension que
n'avaient pas prévue les premiers algébristes. Ainsi fut
constituée, peu 3 peu, nne théorie générale qui compte.
nait toutes les fonctions susceptibles d'étre étudiées par
Jes méthodes de I'algébre (1). Ces fonctions sont aisées
A caractériser. Ce sont (pour nous borner au cas d'une
seule variable) celles qui peuvent dtre définies comme
sommes de séries de Taylor (2), ou séries de la forme

() ay -y (3 == 25) 4 ay(x— 2, 4+ o1 4 G (0 — 2)" + ...,

procédant suivant les puissances de la différence (x ~ x,),
et dans lesquelle x est la variable (dont dépend la fonc.
tio:l) et x, une valeur particuliéré fixe prise par cette va-
riable.

Quelque considérable que fit 'extension ainsi donnée
A la notion de fonction, cette extension pouvait.
elle, cependant, satisfaire pleinement les mathémati-
ciens?

On le crut, tout d'abord; mais vers la fin du xvir
sitcle, il devint manifeste que 1a théorie des fonctions
ne saurait indéfiniment rester enfermée dans le cadre
que lui imposait la méthode des séries de puissances.
Les problémes posés par la physique devaient, en effet,
nécessairement la faire débarder de ce cadre en obligeant
les mathématiciens & étudier des fonctions discontinues

(1) {Le calcal des séries était, dans Ia pensde de ses auteurs, un
prolongement de Valgebre élémentaiier. I, supra, chapitre I,

(3} Ces séries sont, au fond, celles mémes dont faissient usage
Newton et Leibniz. La forme sous laquelle elles sont aujourdhui
employées a é¢é indiquée par Brook Taylor dans la Metbodus incre-
menlorsm direcla ¢t inversa, publide 3 Londres en 1715.
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non développables en séries de Taylor (1\. Il y a plus, »
Du point de vue méme des mathématiques pures, une
exteasion nouvellede Ja notivn de fonction apparaissait
nécessaire, On constatait, en effet, qu'il existe des
expressions algébriques (2) dépendant d’ane variable x —
par conséquent, des fonctions définies en termes pure.
ment mathématiques — qui ne sont pas développables
en séries de Taylor : c’est le cas notamment pour les
séries convergentes de sinus et de cosinus connues sous
le nom de « séries d¢ Fourier » (3). Ayant reconnu ce
fait, on fut tout d'abord amené A préciser la terminologis
jusqu'alors en usage. Sous le nom de fonctions analyliques,
on continua d’étudier les fonctions développables en
en séries de Taylor ; mais on se réserva de donner une
- suite 4 la théorie de ces fonctions en abordant plus tard
. les fonctions non-analytiques,

Et, aussi bien, méme dans le domaine restreint des
fonctions analytigues, Vinsuffisance de la méthode fondée
sur les séries ne devait pas tarder 2 se faire sentir.

Le postulat de cette méthode, est, en effet, que, si ’on
veut bien se contenter d'une approximation déterminée
4 l'avance, on est en droit de remplacer, dans tous les
calculs, les séries par des polynomes. Or, supposons que
cette condition soit remplie, pour une certaine série,
lorsque 'on donne 4 la variable x certaines valeurs pat-
ticulidres, par exemple des valeurs voisines de zéro.

(1) L'érade systématique des fonctions de cette nature fut inaugurée
par Foutier dans sa Tlcorie analytique de la chaleur, Paris, 1823,

(2) Au seas le plus large du mot « algébrique »; lorsque ces
expressions sont transcendantes, on les appelle d'ordinaire « expres-
sions analytiques ».

{3) Ces séries introduites par Fourier dans l'ouvrage cité ci-dessus
avaient déja &té considérées dans des cas pariculiers, A partic de
1748, par Buler, Clairaut, Lagrange,
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Nous ne savons pas si pour les grandes valeurs de x 13
coudition sera encore satisfaite. Nous savons méme per-
tinemment Ju'elle ne le sura pas en général : la réduc-
tion d'une série de la forme (1) A un polynome n'est
le plus souvent légitime que pour un ensemble limité de
valeurs de x, ensemble que Von appelle » domaine de
convergence de la série ».

Allons-nous en conclure que la fonction mathéma-
tique n'est définie, logiquement, que dans le méme do-
maine limité ? Contre une pareille conclusion, instinet
du mathématicien proteste. Quand je dis » y est fouction
de x, mon esprit ne voit pas du tout la combinaison
compliquée d'opérations et de symboles qui s'¢erit:

=2 dg - BX 4 ... 3 1} s€ représente une loi de correspon-
dance entre x €t y, qui, en général, n'a point de raison
de s'évanouir lorsque x devient plu- grand que 1 ou
que 2. Si ma formule se dérobe 4 ce moment, c'est
qu'elle est imparfaite : il faut la remplacer par uns
autre.

Et c'est ainsi, en effet, que procéde Vanalyste. En
combinant les nombres a,, a,.... [coefhicients de la
série (T;}, il réussit A calculer une nouvelle série
(T,), qui coincide avec la premiére 13 o0 routes deux
sont définies, mais qui est convergente pour de nouvelles
valeurs de la variabie. Et ainsi, de proche en proche, il
obtient, pour une va'eur queiconque de x, la valeur de
la fonction y primitivement représentée par (1), Le
mot « fonction » n'est plus alors synonyme du mot
« série » mais signifie : ensembie de séries se déduisant mé-
caniquenent les unes des autres.

Ainsi, 1l est théoriquement possible de construire une
fonction anaiytique dans tout son domaine d'existence.
Matheureuseunzert, la construction ne pourra dtre ctfec-
tivement réalisée qu'au prix de calculs d'une complexité

= {74 =




APOGEE, DECLIN DE LA CONCERTION SYNTHETISTE

inextricable, qui ne sauraient trouver place dans une
théoric générale. Ces caleuls somt Vatfaire du praticien.
Le théoricien, quant 2 lui, tera tour son possible pour
fes éviter. cherchant A prévoir i Favance les résultats
auxquels on serait conduit si en avait la patience de les
mener 4 bout.

Examinons d'ailleurs d'un peu plus prés la théorie du
prolongement analytique. Il est exact qu'elle nous
fournit un moyen d'éwdier une foncion analytique
quelconques mais elle ne nous fournit ce moyen, si
on peut dire, qn'en puissance; car, pour représcnter
complétement y, il faudrait fermer une infinité de sé-
ries convergentes. Or cette circonstance nous met en
présence de problimes d'un ordre nouvean. Comme 3
Fépoque ou Newton abordait Jétude des fonctions
transcendantes, mais dans des conditions plus délicates,
etcette fois inéluctables, la marche réguliére de 'analyse
se trouve arrétée,

Jusgu'ici, nous avons fort bien su ce que nous étu-
dijons : c"¢raient des expressions algébriques combinai-
sons de symboles représentant des fonctions soit exacte-
inent, soit ave¢c une approximation Jdéterminée. écrites
explicitzment sur le papier ou au tableru noir. Or voici
jue maintenant, nous voulons raisonner sur des fonc-
tiors que nous ne scommes pas capables &' « écrire » au
tableau. Nous n’en avons qu'un succédané. qu'il faudra
tout & 'heure remplacer par un second, puis par un
troisiéme, et ainsi de suite indéfiniment. Cest pour-
quoi un mathématicien ne considérera pas comme con-
nue la fonction y(x) si son savoir se corne & un moyen
de calenler de proche en proche les coethcients des sé-
ries ‘T). Son esprit ne cera satisfait cue «'il counait des
propriétés de cette foncuon gui soient complétes en
¢lles-mémes et quon puisse embrasser d'un seul coup
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d’ceil. Savoir, par exemple, que la fonction y ne prend
jamais plusieurs valeurs distinctes pour une méine va-
leur de x; ou qu'elle reste finie pour toute valeur (finie)
de x; ou qu'elle se reproduit périodiquement lorsque x
parcourt une certaine série d'intervalles; ou qu’elle est
constamment liée par ine relation simple avec d’autres
fonctions connues : voild ce qui intéresse l'analyste,
voild ce qu'il attend comme résultat de ses recherches.
Pour atteindre ce but, le mathématicien, sans doute,
continuera 4 se servir de Ialgébre. Il construira et com-
binera des séries. Mais nous voyons que, désormais, cet
appareil de calcul n'est plus le principal objet de son at-
tention. Plutét que comme une fin, nous devons le con-
sidérer comme un instrument, comme un moyen de rai.
sonner sur des correspondances fonctionnelles qui ne
sont point écrites, mais que notre esprit devine derridre
les formules.
. Nous pouvons d‘ailleurs pousser plus loin ces re.
‘marques. 1l suffit d'analyser la définition initiale que
I'on donne de la fonction quand on se place au point de
vue du calcul des séries — c'est-d-dire au point de vue
de la constraction algébrique — pour reconnaitre com-
bien ce point de vue est artificiel.

Comment en effet procede I'algébriste ?

Aux fonctions définies par l'algébre élémentaire, on
fonctions algébriques, il nous demande d'adjoindre une
infinité de fonctions nouvelles définies sous la forme :

(S) y=a,+ awx + ax* + ...

(nous supposons ici pour simplifier, que la valear x, en-
visagée tout 4 l'heure est égale 2 0). Or cette définition
est-clle suffisante, on, plus exactement, dans quel cas le
sera-telle 7
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Manifestement, l'expression (S) n'offre un sens que si
nous savons calculer de proche en proche les coefBicients
Gy, 1, a: ..., et, pour cela il est néeessaire : 1° que la
valeur de chaque coefhicient a; dépende uniquement de
la valeur d'un wombre fini de quantités, A, A..., A,
.ainsi que del'indice 1, qui est un nombre entier) ; 20que
chacun des coefficients a; soit une fonction connue de
A"n. A;n et i,
~ Or nous imaginons que nous ne connaissions encore
.que les fonctions algébriques. Les coeflicients a, de-
vront donc &tre des fonctions algébriques de A,, etc.; et
ainsi se trouvera définie en toute riguenr une famille de
fonctions transcendantes que nous pouvons appeler
{ranscendantes de la premiére classe.

Cette classe de transcendantes comprend, 3 vrai dire,
les fonctions les plus usuelles de I'Analyse. Ceyen-
dant notre faculté de conception la dépasse infiniment.
Nous constatons immédiatement que nous pouvons
construire upe seconde classe de transcendantes, définies
tlles anssi par la série (S}, mais pour lesquelles chaque
coeflicient ai sera une fonction transcendante de la pre-
mitre classe des quantités A,,.. A, et de i,. Et rien ne
nous empéchera de continuer indéfiniment. De proche
eaproche nous définirons un ensembleinfini de classes de
fonctons de plus en plus compliquées. Réussirons-nous,
cependant, A épuiser par ce moyen le groupe des fonc-
tions qui sont représentables sous la forme (S, 7 Non;
cat pous pouvons toujours imaginer une définition du
nombre ai, assuramt la convergence de la série S, et
telle, cependant, que a;; ne soit pas une fonction connue
dun nombre fini de quantités. Sans doute, en poursui-
vant notre construction, nous obtiendrions des expies-
sions s’approchant de plus en plus des fonctions gui
sont réfractaires & nos formules, mais janais ces fonc-

= {7 =
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tions elles-mémes. Les correspondances qu'elles repré-
sentent ne sont algébriques qu'en puissance.

Telle est la conclusion qui, & Ia suite des travaux de
Lagrange et des grands analystes de son époque, sim:
posait naturellement & l'esprit. Evidemment, il ne serait
pas défendu, si nous y trouvions avantage, de donnet au
mot Aualyse un sens plus étroit, de restreindre volou-
tairement notre conception de cette science, et de limi-
ter son réle 2 I’étude des 1ransformations successivesd 'é-
galités déterminées. Pac exemple, nous définirions, sui-
vant le procédé indiqué pius haut, une suite de classes de
fonctions représentables par des séries (S), et nous rejet:
terions de parti pris toute fonction étrangére 4 ces di-
verses classes, de méme que Descartes excluait de lagéo-
métrie les courbes qu'il appelait mécaniques.

La construction o'une telle Analyse est possibl,
quoique laboricuse, et nous en trouvons les bases dans
les travaux de Kronecker continués et interprétés pa
MM. J. Drach et E. Borel, Le point de vue de ces ana
lystes, en atithmétique par exemple, « peut &tre cara:
térisé par le fait que Von ne lait jamais intervenir dans
chaque question qu'un nombre limité de nombres enticrs 0
moyen desquels tous les éléments de la question sont
explicitement définis... Certains esprits verront [ unt
lacune ; d’autres penseront, au contraire que, pratiqué
ment, tout nombre, pour étre conau effectivement,
doit pouvoir dre caractérisé par un nombre fini de mols, ¢,
par suite, doit trouver sa place dans le systéme o :
M. Drach, convenablement complété (1) ». La méthok F
employée consiste 3 découper dans I'Analyse ordinairt §
un systéme fermé, dit sysiéme logique, tel que toute op: B
ration faite sur des éléments appartenantd ce sysime g

(1} Enile Borel, Contribution d Vanalyse arithmetique du conliss, )
apud journal de Mathematiques pures ¢t oppliquéss, 1904 :

= §28 =




F

APOSEE, DRCLIN DE LA CONCEPTION SYNTHETISTE

conduise 4 unc solution s’exprimant par deséléments du
méme systéme. — Ne sommes-nous pas en droit, dans
V'Analyse ainsi entendue, de regarder la fonction comme
une notion entidrement définie en termes algébriques?

Quelque séduisante que soit Fanmalyse de Kronecker
et Drach, il ne faut pas oublier, qu'elle est loin d’avoir
été constitude dans toutes ses parties, et qu'en tout cas
on s'est passé d'elle jusqu’s ces années derniéres. Les
théories auxquelles travaillent actuellement les analystes
ne sont rien moins que « fermées », et I'on ne saurait
par conséquent prétendre qu’cn dehors « des systémes
logiques » il n'y a point d’enchainement logique pos-
sible.

Ainsi le principe adopté par MM. Borel et Drach n’est
pav pour !'Analyse une condition d'existence. Il ex-
prime seulement la tendance qui porte cette science A
prendre la forme d'un édifice logique. Et, pour revenir
i la fonction, il est manileste que cette notion est par-
fitement claire et réelle aux yeux du mathémaicien
alors méme que l'on n’impose aux coeflicients a,. a,,..
de la série (S) aucune des restrictions dunt nous avens
parlé. Mais, s'il en est ainsi, nous retombons tataement
dans la difficulté logique que nous avions voulu éviter
en particularisant ces coefficients. Nous voyons en effet
que, définir une fonction -—c est-a-dire une correspon=
dance entre variabies — par ane série de Taylor, ¢'est,
en somme, définir une correspondance entre us nomure
entier # et un autre nombre a,, qui sera par hyvpothese

L le coeflicient de x* dans la série considerée. Et cette

nouvelle correspondance, nous ne pouvons A moins de

| commettre une pétition de principe, la représenter 3
' son tour par un développement en série; nous ne sa-

vons absolument pas en quoi elle consiste, ni »'il est

1 possible de la considérer comme une résultante de cor-
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respandances plus simples. Elle 2 un caractére extra-
algébrique.

. Ainsi, & quelques détours que nous ayons recours,
‘pour perfectionner la définition algébrique de la fonction,
-nous aboutissons toujours 3 la mlme constatation.
Notre définition reste incompléte, et inadéquate 2 I'idée
- que I'Analyse moderne se fait de la fonction. La puis.
-sance de spéculation du mathématicien dépasse le pou-
voir constructer de la synthése algébrique,

e 110 .




CHAPITRE 1V

LE POINT DE VUE DE L’ANALYSE MODERNE

4

I. — L'évolution de I'Analyse mathématique
au X1X* pidole

En snivant le développement de 1a pensée mathéma-
tique depuis l'antiquité grecque jusqu’an seuil de la pé-
riode contemporaine, nous avons va prédominer (1) suc~
cessivement deux points de vue, deux tendances
différentes.

Le savant se borne d’abord A constater. 1 regarde au-
tour de lui, non point — disait Platon — avec ses yeux,
dont la vue est grossiére et limitée aux objets sensibles,
mais avec cette facnlié de vision intellectuelle que pos-
stde I'entendement, et qui lui permet d"appréhender les
vérités mathématiques essentielles. Ainsi sont pergues
les propriétés harmonicuses du monde des nombres et

(1) I} va sans dire que les tendances que nous cherchens & oppo-
ser coexistent toujours, & quelque degré, dans les piriodes de
grande activité mathématique, non seu'ement chiez des savants
d'dcoles différenmes, mais souvent chez un méme individu, Lors
donc que nous distinguons ces tendances dans ke kemps, nous vous
loas simplement dire que telle ou telle d'entre clies est prépondé-
fante 4 un moment donne et caractérise I'idéal scientifigne d'une

¢poque,
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du monde des figures, celles aussi des grandeurs mesu-
rabies, chez lesquelles s'opére la synthése de 1 quantité
et de la figure, la réunion de l'arithmétique et de la
géométrie.

Avec la diffusion de I'algebre, cependant, une révolu-
tion s'accomplit. De contemplative qu'elle était, la
science se fait constructrice. Il en résulte une méthode
et un point de vue entiérement nouveaux.

Composer, i partir d'éléments simples, des assem-
blages de plus en plus complexes et bitir ainsi de toutes
piéces, par sa propre industrie, |'édifice de la science,
telle apparalt désormais la tAche du mathématicien. La
faculté créatrice du savant se trouve A tel point exaltée,
dans cette période nouvelle, que, de moyen qu'elle était,
elle se transforme biemot en baut. Laissant aux pra-
ticiens le soin d'interpréter et d’utiliser ses théories, le
mathématicien de 1'école algébriste attache moins de
prix aux théories construites et aux résultats acquis qu's
la méthode par laguelle il y parvient. Son but principal
n'est pas de connaitre des faits nouveaux, mais d'ac-
croitre sa puissance créatrice et ses ressources de cons-
tructeur en perlectionnant de plus en plus ses procédés,

Cependant, les progrés mémes de la mathématique
algébrique ne pouvait manquer de faire surgir certaines
difficultés et d’'amener une réaction. Avant méme que
cette mathématique edr achevé de développer ses mé-
thodes et d'asseoir sur des bases logiques rigoureuscs
I'édifice de la science ‘ce qui fut, en gros, l'ceuvre de |a
premitre moiti€ de xix¢ sidcle,, un léger malaise, puis
des tendances nouvelles se manifestérent, dont nous
avons cherché wout & I'heure A déterminer les canses.

En creusant la conception algébriste des mathéma-
tiques, en pénétrant aussi avant que possible dans son
principe, nous étions arrivés 4 la formule suivante : i

= 182 -
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Mathématique idéale se réduirait 2 une synthése algé-
brico-logique, cette synthése se faisant suivant les régles
du jeu, lesquelles sont arbitraires, Or, 4 cette formule,
pour diverses raisons indiquées plus haut, les mathé.
maticiens de la fin du xux* siécle ne pouvaient plus
souscrire,

11 est bien évident tout d'abord que le mathématicien
ne saurait tonstruire dans le vide, J! importe ‘que ses
théories soient applicables 4 la géométrie et 2 la physique.
Or, les besoins de ces sciences obligent le savant a éwu-
dier des relations mathématiques qui ne se réduisent pas”
4 des combinaisons algébriques. Il y a plus. A l'intérieur
méme de I' « Analyse mathématique », nous ne pou-
vons réaliser des progrés et aller au fond des notions que
nous étudions qu'en nous échappant plus on moins du
cadre de l'algebre. Ajoutons que pour justifier et hiérar-
chiser les théories, pour discuter les hypothéses sur
lesquetles elles sont fondées, pour les perfectionner et les
enrichir, nons devons nécessairement faire entrer en jeu
dautres opérations de l'esprit que la pure et simple
combinaison logique,

Nous nous y trouvons d’autant plus obligés que notre
faculté de combinaison triomphe davantage. Sentant,
en eftet, la possibilité de construire des sciences fictives
infiniment variées reposant sur des définitions et des
postulats arbitraires, nous nous trouvons paralysés’ par
Fexcds méme de notre puissance. Nous comprenons
qu'un choix est nécessaire entre les innombrables cons-
tructions que nows pouvons réaliser. Bt ainsi des deux
parties dont se compose ordinairement I'acuvre du ma-
thématicien — sélection des idées et démonstration, —
la premiére prend de nouveau une importance prépone
dérente par rapport 3 la seconde.

Telles sont les remarques auxquelles aboutit ['étude
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que nous avons faite dans les pages précédentes. Mais,
de ces remarques, nous n'avons tiré jusquici qu'une
conclusion négative: elles nous ont montré que ia con-
ception synthétiste des Mathématiques devait étre aban-
donnée. Pour savoir si cette conception a été remplacée
par une autre, si de nouvelles idées divectrices, de nou-
veaux ptincipes de rvecherches se sont développés dans
Pesprit des savants, il nous faut examiner de plus prés
la physionomie actuelle de la science mathématique.

- Ce qui nous frappe tout d’abord lorsque nous com-
parons la Mathématique de notre temps i celle des
époques antérieures, c'est l'extraordinaire diversité et
I'aspect imprévu des voies et des détours ol cette science
s'est engagée, c'est le désordre apparent dans lequel elle
exécute ses marches et contre-marches, ce sont ses ma-
nccuvres et changements de front continuels. La belie
unité qu’'Euclide avait donnée 3 la géométrie et que
Descartes voulait conférer & algtbre parait irrémédia-
blement perdue. Et ce que U'observateur du mouvement
scientifique est anjourd’hui le plus tenté d’'admirer dans
P'ceuvre d’un mathéinaticien, ce n’est ni Vharmonie des
résultats, ni la streté et la simplicité de la méthode,
mais plutét 'ingéniosité, la souplesse, que I'auteur doit
4 tout instant déployer pour atteindre ses fins.

Considérons par exemple la théorie des équations
algébriques de degré n

(1) Ak H- B X" 4 L ax 4 0= 0.

Le probleéme fondamental que posent ces équations
est celui qui a trait 3 leur résolution. Or on sait qu'au
début de la période moderne ce probléme se trouvait
engagé dans une impasse. Tous les efforts faits par les

o] 13"’ =3
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algébristes pour résoudre les équations de degré supée
ricut 4 4 avaient piteusement échoud. Insuccds dont on
pouvait s'étonner lorsqu’on croyait 4 la toute puissance
de I'algébre, mais que les modernes expliquent facile-
ment. Qu'est-ce en effet que « résoudre une équation »,
au sens de Palgebre élémentatre? Clest, par définition,
trouver l'expression algébrique des racines en fonction
des coetficients de I'équation. Or est-il certain que 'on
puisse effectuer sur les coefficients d’une équation quel-
conque une combinaison dopérations algdbriques qui
fournisse les racines de I'équation (1?7 A priori il n'ya
évidemment aucune raison pour qu'il en soit ainsi, et
de ce qu’une chance heureuse se présente pour les équa-
tions des quatre premiers degrés, nous ne saurions con-
clure que cette chance nous favorisera jusqu'au bout. Et,
de fait, la proposition suivante, pressentie par Gauss, a
¢té démontrée en toute rigueur par le mathématicien

norvégien Abel (2) : L'équation générale du cinquidme
degré

At 4 @5t - x4 ax -+ qy = 0,
ﬂ'

étant donnée, il n’est pas possible d’exprimer les racines
de cette équation en fonction qlgébrique des coefficients.

Cette proposition d’Abel tranchait définitivement une
question longtemps débattue. A-t-elle clos, cependant,
comme oh aurait pu s'y attendre, le chapitre de la science
qui traite de la résolution des équations? Ce fut le con-

(1} Clest ce que fait observer Leibniz & son ami Tschirnhaus,
qui faisait des efforts désespisés pour transformer les dquations géné.
tales du cinquitme et du sixiéme degré en équations susceptibles
d'tre résolues

(2} Détermination de Vimpossibilité Jde la vésolution alpébrique des
dqualions géndrales qui passent ls quatridme degreé (1826) {Euv, d' bl
éd, Sylow-Lie, t. I, p. 66",
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traire qui arriva. A peine la proposition en question
éuit-clle drablie que la théorie des équations, grace aux
travaux & Evariste Galois (1) et d’'Abel lvi-méme, re.
bondissait dans des directions nouvelles et prenait une
importance plus grande que jamais. 1l avait suffi, pour
lni imprimer cet élan, de modifier I'énoncé du probléme
posé, et d'attaquer de biais la difficulté que 'on ne pou~
vait aborder de front. Au lieu de chercher une expres.
sion algébrique des racines des équations, on s'efforca
disoler certaines familles ou classes d'équations telles
que les racines des équations d'une méme classe s'expri-
ment par des formules algébriques en fonction les unes
des autres : ainsi toutes les équations d'une classe se-
raient — si 'on en résolvait une — résolues en méme
temps, fait d’o0 le mathématicien tire des conséquences
plus intéressantes et plus utiles que celles auxquelles
pourrait conduire le calcul effectif des valeurs des racines,
Adoptant un point de vue un peu différent, on peut
également se demander quels sont les nombres quil
faudrait adjoindre aux nombres « ordinaires » (nombres
rationnels et nombres calculables par radicaux) pour que
les racines de l'équation puissent &tre exprimées, par
des formules algébriques, au moyen des nombres ordi-
naires et nombres adjoints. De la forme. assez imprévue,
ainsi donnée au probléme des équations, nait une théorie

extrémement féconde.

{1} Le mémoire fondamental de Galois (m:ort i vingt ans en 1833}
ne fut publié qu'en 1846 duns le fouraal de Licuville : « Mémoue
sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux ». Les
voies qui conduisaient aux découvertes de Galois avalent éié prepa-
parées par Lagrange, Abel, Cauchy. Ces découvertes furent contis
nuées d'autre part par les iravanx d'Hermite, Jordan, Klein et de
nombreux avtres analystes. Cl. M. Winter, la Méthods dans la Phi-
losoplrie des Mathématiques, p, 146 et suiv.
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L'étude du probléme de Vintigration nous suggire
des remargues semblables.
On sait que le calcul des intégrales définies

% X dx
y=| yVaa"+ . ra,dr; (= f i e
a " ‘ Y ant 4 1+ a,

portant sur la racine carrée d'un polynome en x, ne
peut étre etfectué en algébre élémentaire que si les poly-
nomes sont de degré 1 ou 2 (n égald 1 oud 2). Sinest
plus grand que 2, ce caleul devient aussi impossible que
l'est la résolution d'une équation slgébrique du cin-
quiéme degré. Ayant reconnu cette impossibilité, vast-
on renoncer 3 étudier plus longremps les intégrales y et
7 dans lesquelles # a la valeur 3 7 Nullement, car on dé-
couvre une voie détournée qui permet de pénétrer au
cceur de leurs propriéés. Lorsque 7 est égal i l'intégrle

x est inversement ane certaine fonction de z, que j'ap-
pelle p’z.. Or on constate que cette fonction est facile 3
constsuire et jouit de propriétés extrémement remar-
quables. Elle appartient 2 la famille des « fonctions ellip-
tiques », qui est apparentée & celle des fonctions trigo-
nométriques, mais est beaucoup plus générale, Dés lors,

plus de difficulté. 'An lien de s'attaquer directement 3
l intégrale qui donne 1 valeur de 2, on I'étudiera indirec-
tement en analysant les propridtés de la fonction p(z.
~ On constate d'autre part, que l'intégrale définic

y= J Vad ¥ dt & aw 3 dx
2
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se trouve étre une fonction (fonction elliptique) de =z,
qui peut étre regardée comme connue lorsqu’on con-
naitp(z); plus généralement, la théorie des s fonctions
elliptiques » permet d'étudier les intégrales de toutcs
les fonetions de x qui sont des exptessions rationnelles
par rapport & x et & la racine carrée d’un polynome en x
du troisime ou du quatriéme degré (1).

Lorsque, dans les intégrales y et 2 ci-dessus, le de-
‘prén est supérieur A 4, la méthode des fonctions ellip-
tiques nous refuse s»s services. Nous nous trouvens
avoir dépassé les limites de son champ d'action. Qu?
cels ne tienne; nous prendrons une autte route, plus
déournée encore. Nous raménerons I'élade des inté-
grales y et £ non plus 2 la considération d'une fonction
d’une variable p(z), mais & P'étude simultanée de plu-
sicurs fonctions de plusieurs variables, fonctions d’un
type re:narquable dites fonct ions abeliennes.
~ $i maintenant, laissant le chapitre des intégrales défi
nies, nous passons i celui des équations différentielles —
I'un des plus importants de ’Analyse moderne — nous
verrons se multiplier et se diversifier de plus en plus les
méthodes Je recherche.

On a étudié avec succés certains types d'équations dif-
férentielles, appartenant 3 la famille des équations li-
néaires, mais on est dans cet ordre d'idées, parvenu, &
un point au-deld duquel il semble que l'on ne puisse
plus progresser. Que fait-on? On va chercher dans ure
partie des mathématiques fort éloignée des équations
différentielles un nouvel instrument de calcul : la fone-

(1) Intégrales de 1a force C "R {x, u)dx, ot R est une fonction

raionnelle des deux quantités x et x et oll u =\/Pix), P éunt
polynome en x du 3¢ on 4 degré,
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tion aulomorphe, fuchscienne o kleindenne (1), dont la dé-
finition repose sur la théorie des groupes de subs-
titations, et qui généralise une fonction particulitre
rencontrée dans un probléme relatif aux fonctions
elliptiques.

Dans la théorie des équations différentielles non-li-
néaires, des difficultés plus grandes encore paraissen:
rendre tout progrés impossible ; car si Fon mei & part un
petit nombre d'équations immédiatement intégrables, on
n'apercoit chez les autres aucune propriété qui appar-
tienne 2 un type connu, Mais, dans cette forét vierge,
voici qu’une piste se présente inopinément. On constate
qu'il y a une étroite corrélation entre les divers carac-
téres spéeifiques des équations différentielles et la nature
de leurs points singuliers. De cette idée M. Painlevé tire |
le principe d'une classification des équations ditféren~
tielles qui le conduit & de remarquables découvcrtes.

Ces exemples, choisis entre beaucoup d’autres, seront
sans doute suffisanrs pour faire ressortir la variété des
points de vue qui caractérisent la Mathématique contem-
poraine. Plus nous regarderons celle-ci, plus nous se~
rons frappés de 'sbondance des ressources dont elle dis-
pose. Mais nous constaterons en méme temps que cette
richesse a pour conséquence un certain manque d'ordre
et de cohérence. Les théories semblent mal délimitées et
proportionndes ; elles s’entre-croisent, chevauchent les
anes sur les autres; ehes sont introduites ex abruplo
sans raison apparente, puis abandonnées, puis reprises

(1) L'existence de ces fonctions fut démontrée par Henri Poincard
en 1881, — Poincaré dtudia dans une séric d¢ mémoires, les pro-
priétés dont elles jouissent et Jes appfivations qu'on en pewt fiire &
Vétude des équations diérenticiles lindaires,

ez 8% =



L'IDEAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

sans que l'on saisisse les principes qui président A leur
formation et & leur enchainement.

De 1A résulte, d'une part, que le plaa de I'édifice ma-
thématique n'apparait pas clairement. D'antre part les
régles qui régissent le travail de recherches, les méthodes
qui permettent 4 la science de se développer, semblent
éire de plus contingente; et incertaines.

Clest ici le lieu de rappeler les réflexions, bien sou-
vent citées, qu'inspirait 4 Galois, vers 1830 (1, Pexpé-
rience de sa bréve et brillante carri¢re mathématique
« De toutes les connaissances, on sait que l'analyse pure
est la plus immatérielle, le plus éminemment logique,
la seule qui n'emprunte rien aux manifestations des
sens. Beaucoup en concluent qu'elle est, dans son en.
semble, la plus méthodique et la mieux ordonnée, Mais
cesterreur... Tout cela étonnera fort les gens du monde,
qui, en général, ont pris le mot Mathématique pour sy-
nonyme de régulier. Toutefois, 13 comme ailleurs, la
science est 'ccuvre de esprit humain, qui est plutot
destiné A étudier qu'a connaitre, 4 chercher qu'a trouver
la vérié. En effet on congoit qu'un esprit qui aurait
puissance pour percevoir d’un seul coup Pensemble des
vérités mathématiques. .. pourrait les déduire réguliére-
ment et comme machinalement de quelques principes
combinés par des méthodes uniformes... Mais il n’en
est pas ainsi; si la tiche du savantest plus pénibie. et
partant plus belle, la marche de la science est n:woins
réguliere : la science progress par une série de combi-
naisons ot le hasard ne joue pas le moindre réle; sa vie
est brute et ressemble A celie des minéraux qui croissent
par juxtaposition. Cela s’applique non seulement 4 la

{1) Manuscrits e papiers inédits de Galois, publids par J, Tannery,
Bulletin des Sciences mathcmatiyues, 1gob, p. 259=60.
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science telle qu'elle résulte des travaux d’une sésie de
savants. mais aussi aux recherches particuliéres 3 chacun
d'eux. En vain les analystes voudraient-ils se le dissi-
muler : ils ne déduisent pas, ils combinent, ils compa-
rent ; quand ils arrivent 4 Ja vérité, c'est en heurtant de
c6té et d'autre qu'ils y sont tombés »,

f&La méthode de recherche que déerit ici Galois, c’est,
on le voit, la méthode expérimentale. Pour triompher
des obstacles qui barrent la route de la logique, I'analysie
a recours, en somme, aux procédés et aux artifices du
physicien ou du naturaliste.

Si le mathématicien se trouve ainsi obligé de tatonner
et &' user d'expédients variés pour conduire ses recherches,
du moins sait-il avec toute la précision désirable ce qu'il
cherche et ce qu’il veut faire ?

La conception synthétiste de la science devait — nous
['avous vu — conduire 4 cette idée que les théories ma.
thématiques peuvent &tre construites arbitrairement,
pourva qu'elles obdissent & certaines régles formelles et
conventionnelles. Usant de sa hberté, le mathématicien
a naturellement commencé par érudicr les théories fa-
ciles, c'est-a-dire celles auxquelles le langage de I'al-
gébre s'adaptait exactement. Mais, puisque ces théories
ne nous suflisent pas, comment nous y preudrons-nous
et dans quel sens nous dirigerons-nous pour les dé-
passer ¢

On dira peut-&tre que le mathématicien sera guidé
dans sa marche par la préoccupation d'aboatir A des ré~
sultats intéressants et téconds. En mathématique cornme
en physique, c'est le succés qui justifiera la recherche et
qui la déterminera 4 la fagon d'une cause finale. Mais
qu'est-ce au justc que le succds? Car il est clair que si
nous restons dans le domaine de 1'Analyse pure, le suce
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cts ne peut plus se manifester comme en physique par
une plus ou moins grande conformité de la théorie avec
les données de l'expérience.

En fait, le mathématicien ne connait aucun principe,
aucun critére objectif qui lui permette de décider si
une thdorie vaut ou non la peine qu'il dépense pour a
construire. Force lui est, pour diriger son activité, de
s'en rapporter A son flair, de s'abandonner & son inspi-
ration espérant qu'elle lui suggérera des apergus nou-
veaux. « Ce qu'il taut — écrit Emile Borel (1) sans
pouvoir préciser davantage — clest une idée heureuse,
c'est lintroduction de telle notion qui permettra de
grouper des faits connus et ensuite d'en découvrir de
nouveaux... L'invention proprement dite, 'invention
vraiment féconde consiste, en mathématiques comme
dans les autres sciences, dans la découverte d'un point de
vue nouveau pour classer et interpréter les faits. »

On voit que la tiche du mathématicien est loin d'¢ue
chirement tracée et Lon comprend 'embarras ot Vin-
venteur, fréquemment, parait se trouver. Si les obser-
vations que nous avons présentées sont justes, on pour
rait chercher & expliquer cet embarras par deux causes
différentes, eta premiére vue opposées. Le mathématicien
moderne est pris au dépourvu parce qu'il dispose d'une
puissance créatrice trop étendue : pouvant construire
une infinité de théories, pouvant s'orienter dans une
infinité de directions, il ne sait laquelle choisir. Mais il
est embarrassé également parce que les notions et les
propriétés qu'il érudic résistent 3 ses efforts, ne se plient
qu'imparfaitement 2 sa volont¢; on sent que ses notions

(1) Logique et intuition ¢r Mathématiques, Revue de Mdtaplysi; s,
mai 19o7, p. 281,
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ne sont pas entiérement son fait ; il ne peat plus,comme
Palgébriste du xvuu sidcle, regarder la science comme .
étant le résultat puret simple de ses constructions.

Cette dernitre remarque met en lumiére un caractére
général, un trait nettement accusé de 'cenvre mathéma-
tique contemporaine, qui fixe bien la physionomie de
cette ceuvre par rapport aux spéculations des anciens
géometres et des algébristes.

- Entre la conception grecque des Mathémariques et fa
conception contraire des algébristes synthétistes il y
avait, remarquons-le, une ressemblance. L'une et)’autre
supposent une sorte d’harmonie prééublie entre le but
et la méthode de la science mathématique, entre les
objets que poursuit cette science et les procédds qui lui
permettent d'atteindre ces objets.

Ainsi, dans la géométric euclidienne, — c’est un point
sur lequel nous avons insisté (1) — les mémes pro-
priétés qui sont recherchées en tant que fins comme
belles et harmonieuses, jouent également le réle d'inter-
médiaires conduisant 4 des proptiétés plus lointaines;
tout théoréme est 4 la fois un objet et un instrument de
recherche.

Pareillement, dans la science algébrique parfaite, les
objets étudiés, étant uniquement des composés on des
assemblages d’éléments, ne contiennent ni plus ni moins
que les éléments eux-mémes, et la fin que I'on poursuit
ie trouve par conséquent déterminée par les moyens
que 'on met en ceuvre. — Ainsi, par exemple, apris
avoir étudié algébriquement les courbes du second degré
(ou sections coniques), Descartes nous invite A nous
tlever progressivement 2 des courbes de plus en plus
¢ composées » (de degré de plus en plus élevd). Le

(1) Volr plus haut, chapitre premier,
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probléme ainsi posé est moulé sur la forme dans laquelle
s'opere la composition algébrique. On se propose d'¢tu-
dier, entte toutes les courbes, celles qui correspondent
a des équations polynomales et on les envisage dans
Fordre méme suivant lequel les équations correspon-
dantes procedent les unes des autres. — Semblablement,
lorsque V'on définit la fonction analytique transcen-
dante comme la sommie d'une série convergente, on vise
i constituer une théorie ot obiet et instrument de
démonstration se fondront ['un dans l'autre, puisque
Yon donne comme but au calcul des séries 'étude des
propriétés mémes de ces expressions.

Si nous nous tournons maintenant vers la scicnce
contemporaine, que voyons-nous ! L’harmenie dont
nous venons de parler a presque complétement dis-
paru. Lorsqu’on nous propose un probléme, il nous est
impossible de prévoir quels sont les procédés — le plus
souvent tés indirects — qui permettront de le résoudre.
Inversement, quelque rompu qu'il soit an mécanisme de
son art, le mathématicien ne voit pas toujours claite-
ment quels sont les problémes auxquels il doit appliquer
cet art. De 13 vient qu'aujourd’hui ce n'est pas nécessai-
rement le méme homme qui est, en mathématiques, un
inventeur original et un habile techuicien; les qualites
qui font de I'un un novateur perspicace, apte 4 ladécou-
verte, et de l'autre un maitre de la démonstration, ont
cessé, semblest-il, d'¢ure les mémes.

En d'autres termes, un dualisme se maniteste au sein
des Mathématiques pures, L'appareil démonstratif, d'une
part, doit satistaire & certaines conditions déterminces,
et il posside certains caractéres propres, qui sont ceux-
mémes que nous avons mis en lumiére dans les deux
chapitres précédents (car, en ce qui concerne la démons
tration, rien n'a été changé par les générations modernes
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A lidéal de l'école algébriste et synthéthiste). Mais,
d'autre part, les faits dont fa Mathématique poursuit
aujoutd’bui I'étude paraissent dépeudre de conditions
autres que celles de la démonsiration, Non seulement
ces faits ne résultent pas des combinaisons algé-
briques, mais on dirait qu'ils sont, en quelque ma-:
niére, rétractaires i l'algebre et ne se lassent qu'impar-
faitement entermer dans les formuies de celle-ci. Les
progres réalisés par ' Analyse semuvleat ne pouvoir éire
acquis quau prix d'une luwe dunt la marche est incer-
taine et l'issue toujours douteuse,

11. — L'objectivité des faiis mathématiques.

Pour expliquer le caracicre et les tendances des
Mathématiques contemporaues, nous avons éi¢ amencs
4 employer certaines cxpressiotis, dont nous nous etions
deja servis lorsque nous consideriuns ies Mathémauques
grecques, mals quen éludiant la periode aigebrique de
la science, nous avions le plus possible evitees. Nous
avons parlé de notions ov d'objes mailcmaiiques, de fuits
matbematigues, Expsessions commodes, mais ambigués,
Ne doit-on leur attribuer qu'unz vaieur métaphorique,
ou peut-on, au contiaire, en s¢ plagant au pont de vue
de fa science aciuclie, lear donuer une signibeation
précise et pusitive ¢

Quoi que 1'on pense de cette quustion, 1 est un point
qui, en tout <as, uous parcit acquis. L'est que, s'iiy a
sous les furmules ev les deducuons mathémaugues des
notions objectives, cus potious ue¢ sont pas d'origine
empirique. Un remaryuera que nuus 0 avous fat aucune
allusion, daus le cours de cct ouvrage, aux doctrines
qQui, puus de, motlls et avec des arguments divers, ont
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cherché i fonder le systtme des Mathématiques sur des
données expérimentales. C'est qu'en effet, si ces doc-
trines ont joué un role capital dans le développement
des idées philosophiques, elles ne paraissent pas avoir
influencé d’'une manidre appréciable la pensée des mathé-
maticiens. Les tondateurs de la science grecque étaient
aussi éloignés que possible de l'empirisme. Descartes,
Leiniz, y étaient également opposés. Les purs algébristes,
d'autre part, devaient, s'ils restaient fidéles aux principes
de leur art, se désintéresser de la nature des éléments
qu‘ilscombinaient,en sorte qu'ils n’avaient pasa prendre
parti entre V'empirisme et les doctrines contraires.
Lorsqu'enfin, vers la fin du xix¢ siécle, certains mathé-
maticiens & tendances philosophiques cherchérent i
traiter d’un point de vue scientifique rigoureux Iz ques-
tion de l'origine des notions mathématiques, ce fut
pour réfuter — définitivement semble-t-il — la doctrine
des empiristes.

Nous n’avons pas besoin de reproduire ici les argu-
ments que I'on a fait valoir contre cette doctrine, argu-
ments auxquels les mathématiciens de notre temps ont
presque unanimement adhéré, On les trouvera exposés
notamment dans les ouvrages philosophiques d'Henri
Poincaré. Nous considérerons donc comme admis que
les notions mathématiques ne sont pas empruntées au
monde sensible ou elles ne se trouvent jamais qu’im-
parfaitement réalisées ; elles ne sont pas non plus un
produit de P'abstraction, car elles sont exemptes de tous
les caractéres sensibles dont est formée notre perception
des objets réels; enfin les propositions des mathéma-
tiques me sauraient &tre regardées comme objectives au
sens empirique du mot, car aucune expérience physique
ne pourra iamais démontrer la vésité ou Ja fausseté de
leurs postulats,
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Sans doute ne faut-1l pas conclure de I que notre
science mathématique soit indépendante de expérience.
D’aprés Henri Poincaré, au contraire, la plupart de nos
théories seraicnt, en derniére analyse, déterminédes par
des considérations d’origine expérimentale. Mais ce
nest pas cn raison dune néeessité fondamentale,
'est uniquement pour des motifs accidentels qu'il
ex est ainsi. Afin d’obienir une Mathématique qui
soit applicable 4 I'étude de la physique et qui soit
d'accord, d’autre part, avec les conditions ordinaires de
Ia connaissance humaine, nous devons, vntre une infi-
nité de systémes de postulats théoriquement possibles,
choisir ceux-ci et non pas ceux-la, et notre choix est
guidé par l'expérience de nos sens ; mais ce n’est pas ce
choix qui saurait conférer aux posrulats et aux notions
de notre science un caraciére d’objectivité,

On voit comment, de cette théorie de la science, cer-
tains penseurs ont pu glisser vers la doctrine néo-
nominaliste qu'a développée, il y a vingt ans, dans une
s¢ric darticles remarquables, M. Edovard Le Roy (1).
M. Le Roy s'est défendu d'8tre nominaliste, et cette qua-
lihcation ne convient pas, en effet, 4 sa philosophie;
nais il ne saurait s'étonner quon l'ait appliquée 2 sa
conception des sciences mathématiques et physiques.
Suivant une formule de Le Roy qu'a longuement discu-
tée Henri Poincaré (2), Jesavant créele fait. « Les faitsdit-
il ailleurs (3), sont taillés par l'esprit dans la matiére
amorphe du Donné ». « La (4) science 'rationnelle) n'a pas

{1] Henri Poincaré s'est prononcé, quant 4 lui, en termes catégo-
riques contre la doctrine néo-nominaliste.

{2) Seience et Philosoplie, apud Kevue de Melaphysique, 1899 et
1900,

(3) Revue de Métuphysique, 1899, p. 517.

14) Thid. p. 559,
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pour objet d"atteindre je ne sais quelle nécessité extérieure
qui se cacherit toute constituée dans le réel: sa mission
est de fabriquer la vérité méme qu'elle recherche ». En
ce qui concerne, spécialement, le fait mathématique, il
est (1) une « résultante inévitable des postulats antérieu-
rement admis dans le discours ; il revét une apparence
d’extériorité quand les postulats qui le déterminent ne
ne sont pas explicitement dégagés ». « Ce qu'il yaau
fond d'un fait mathématique, ¢'est 'activité réguliére de
Pesprit autant que celuisci travaille A I'établissement du
discours ».

Prise A la lettre, cette thése serait, sous une forme
particuliérement explicite et catégorique, celle méme
qui résulte de la conception algébrico synthétique dela
science & laquelle nous nous sommes attachés plus haut.
Il n'y a dans les raisonnements de: savants, il n'y a
dans les faits sur lesquels portent ces raisonnements,
qu’une combinaison artificielle d’él4ments lagonnés par
notre esprit. 'a science est emtidrement l'euvre de
Phomme, ce qui permet de donner de la genése des
théories une explication pragmatique beaucoup plus
absvlue que celle dont Henri Poincaré s'était fait inter-
prete. Le fait scientifique — écrit M. Le Roy (2) —
« n'est pas la réalité telle qu'elle apparaitrait 3 une intui-
tion immédiate, mais une adaptation du réel aux intcréts
de la pratique et aux exigences de la vie sociale ».

Doctrine partaitement cohérente, et d’ott I'en tire une
définition trds nette de la science dont se contenteront
de nombreux savants. Mais le sort ‘fe cette doctrine est
lié, si nous ne nous trompons pas, A celui desconceptions
et des vues scientifiques dont nous avons, dans un pré=

(1) Revue de Mctaphysique, 1900, p. 45.
(3) Art. cit., Revue de Mélaphysique, 1399, p. 379.
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cédent chapitre, constaté Pinsuffisance. Les raisons qui
nous ont fait renoncer plus haut 2 considérer Ia Mathé -
matique comme un vaste systéme algébrico-logique doi-
vent également nous empécher d'y voir une construction
conventionnelle, une simple création de P'esprit humain.
. La doctrine nominaliste ne sauraitexpliquer ni le carac-
tére indéterminé, la nature insondable des notions
mathématiques, ni l'impression d'inachévement, d'im~
ptissance 4 atteindre leur but que nous donnent les
théories, ni plus généralement, le défanr d’harmonie,
'opposition que nous avons relevée entre V'objet des
recherches du mathématicien et les méthodes dont il
fait usage.

Il est vrai que, sinon précisément le nominalisme, da
mois la doctrine pragmatiste, fournit une explication
facile du réle capital que jove le choix dans I'édification
des théories mathématiques; c’est,dira<t-on,grice a une
série de choix successifs entre plusieurs constructions
possibles que nous obtiendrons une science adaptée 4 nos
besoins pratiques. Mais, si I'on se reporte & ¢ que nous
avons dit plus haut des conditions dans lesquelless’exerce
I+ choix du mathématicien, on constate que cette expli-
cation ne sauraitsuffire dans tous les cas. Le choix inter-
vient, nonseulementdans ladérerminationdes définitions
et des postulats, mais aussi, et surtout, dans les théories
les plus dérivées et les plus élevées des Mathématiques
(qui sont celles ol la route & suivre estla plus incer-
taine). Or, si ['on peut penser que les postulats — celui
d’Euclide par exemple — sont choisis dans l'intention
de constituer une science commode et pratique, on ne
saurait soutenir la méme thése 4 propos de théories qui
n'auront peut-étre jamais aucune relation avec les faits
expérimentaux. Il n'est pas de mathématicien qui ne
soit fermement convaincu qu'une théorie abstraite a
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- une valeur par elle-méme, en dehors des applications
auxquelles elle peut donner licu. Comment, dés lors,
faire dépendre cette valeur, et la discrimination qui nous
permet de I"apercevoir, de considérations utilitaires ?

Si, d'ailleurs, la Mathématique s'adapte & peu prés
- exactement aux conditions expérimentales, ce n'est
~ pointen vertu de ses propriétés intrinséques, mais par
. suite de circonstances contingentes. Il se trouve qu'une
science relativement simple permet d’expliquer les phé-
noménes de la nature. Clest 12 une chance heureuse qui
aurait pu fort bien ne pas se présenter. Clest ainsi que,
si le systéme solaire, au lieu d'dtre isolé, se trouvait
voisin d'étoiles grosses et nombreuses, dont l'attraction
sur notre monde viendrait s'ajouter 4 celle du soleil,
I'¢tude du mouvement de la terre au moyen des équa-
tionsde la mécanique rationnelle deviendrait pratique-
ment impossible.

Aussi bien, lorsqu'ils souticnnent que notre science
est « commode » et « adaptée A nos besoins », ce n'est
point peut-étre I'accord de cette science avec ['expé-
rience que les pragmatistes nominalistes ont principale-
ment en vue, mais plutdt le fait qu'elle est conforme 2
la nature. de notre esprit et bien adaptée aux conditions
dans lesquelles s'exerce notre activité intellectuelle.
— En ¢e cas, la thése pragmatiste nous parait-on dé-
mentie par les conclusions auxquelles nous sommes par-
venus plus haut. Nous reconnaissons que le mathéma-
ticien vise 4 conmstituer ume science qui soit, au sens
indiqué, aussi « commode » que possible ; mais nous
constatons également qu'il n'y parvient pas, ou, plus
exactement, que, malgré sa puissance et sa richesse, la
mathématique commode ne saurait nous suffire. La
méthode mathématique la micux adaptée 2 nos besoins
intellectuels est en effet, sans nul doute, cellede I'Al-
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gébre. Or il y a, croyons-nous, antinomie entre les exi-
gences de cette méthode et certaines spéculations qui
s'imposent 3 'esprit du mathématicien.

Ainsi nous sommes amenés A attacher une importance
de plus en plus grande & ce conflit, intérieur 4 la science
mathématigne, que nous avons cherché plus haat &
mettre en dvidence, — conflit que les mathématiciens
professionnels auront peut-dtre quelque peine a expli-
quer, mais dont ils ont, en maintes occasions, un sen-
timent trés net et trés vif,

Or, circonstance remarquable, si an lien de nous
attacher aux vues de M. Le Roy sur les théories mathé-
matiques, nous envisageons l'ensemble de sa doctrine,
nous y trouvens l'indication d'un conflit analogue,
. M. Le Roy admet, lui aussi, que l'esprit humain
n'agit pas librement, mais qu'il est contraint dans ses
créations, qu'il est obligé de tenir compte de nécessités
qui lui sont étrangéres. Il pense, comme nous, qu'il y
a un désaccord irréductible entre la matiére et V'instro-
ment de notre connaissance, Mais M. Le Roy place au-
trement que nous la coupure qui divise le domaine de
la connaissance discursive de celoi des données objec.
tives. Pour M. Le Roy, la science toute entiére appar-
tient an premier domaine, et le philosophe seutl a le pri-
vildge d’entrer en contact avec la réalité, avec le donné
primitif. Sans doate « il y a dans les faits un résidu
mystérieux d'objectivité (1) ». Sans doute, si la connais-
sance humaine est par un certain c6té « construction »,
elle est, par un autre, découpage, ¢ morcelage » dune
matiére érangére. Mais la science, « occupée seulement
du morcelage caractéristique de son point de vue », ne
considére pas cette matidre. Clestd la critique philoso-

(1) Ant. cit., Revue de Métaphysigue, 1999, p. $:8.
w201 =

—— e mm e

_—— - w
. - .



LIDBAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMATICIENS

phique qu’il appartient de la dégager. Or, lorsque nous
observons de prés les conditions dans lesquelles tra-
vaillent les mathématiciens modernes, nous somumncs
conduits, semble-t-il, & une conclusion différente, Fn
effet, cette lutte de Uesprit avec une matiére rebelle,
que décric M. Le Roy aprés M. Bergson, elle se mani-
feste, non seulement dans V'cxercice de la connaissance
philosophique, mais uu sein méme des mathématiques
pures. il en est de la distinction posée par M. Le Roy
comme de la séparation que 'opinion commune — en
simplifiant outre-mesure I'idée de Pascal — a coutume
d'établir entre V'esprit de finesse et P'esprit géométrique.
La séparation existe incontestablement, mais elle n'est
pas entre la science mathématique et un autre domaine;
clle est entre deux aspects de notre pensée qui se ren-
contrent dans presque tous nos actes intellectuels; en
mathématiques déji, comme on 'a bien souvent fait
observer, l'esprit de finesse joue un réle considérable.
Semblablement, certains mathématiciens ne pensent pas
qu'il y ait entre la pensée mathématique et la pensée vi-
vante ou philosophique une différence aussi radicale que
ne 'ont dit M. Bergson ou certains disciples de M. Berg-
son. C'est en ce sens qu'il faut interpréter les doutes ou
malentendus qu'a fait naitre dans lesprit de certainsana-
Iystes, la théorie de la science proposée par I’ « Ewlu-
tion eréatrice (1) »,

Pour approfondir les notions mathématiques, comme
pour étudier les problémes de la vie, il faut que I'esprit
« se violente » ; il faut qu'1l fasse, bon gré mal gré, en-
trer dans un moule, qui n'est pas fait pour la recevoir,

(1) CI. E. Borel. L'¢volution de Pintelligence géométrique, apud
Kevue de Mélaphysique, 1907, p. 747 et suiv. Discussion : Retws
de Mdlaphysique, 1908, p. 28 et p. 246,
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une réalité réfractaire. Afin de rendre compre de cette
résistance opposée par la matiére mathématique & la voe
jonté du savant, nous sammes obligés de supposer exis.
tence de faits mathomatiques indépendants de la construc-
tion scientifique ; nous sommes forcés d'attribuer une
objectivité véritable aux notions mathématiqucs : objec.
tivitd que nous appellerons intrinségue pour indiquer
qu'ele ne se confond pas avec !'objectivité relativea la
connaissance expérimentale.

Quel sens métaphysique convient-il d'attribuer, en
Mathématique pure, 4 ce mot « objectivité », sinsi
qu'anx termes réalité, matiére, existence ¢ Clest 13 une
question 2 laquelle le mathématicien n'est pas tenu de
ripondre lui-méme. Il sc borne & exprimer — dans les
termes qui lui paraissent répondre le mieux 4 I'état de
la science mathématique — le résultat des constatations
et des réflexions auxquelles le conduit 'exercice de cette
science,

Essayons donc de dégager, en résumant et groupant
des remarques déja faites, les caractéres mathématiques
des faits et notions dtudiés par les géométres et par les
analystes de notre époque.

‘ Le fait mathématique est indépendant du vétement
logique ou algébrique sous lequel nous cherchons 2 le
représentet : en effet 'idée que nous en avons est plus
rich: et plus pleine que toutes les définitions que nous
en pouvons donner, que toutes les formes ou combinai-
sons de signes on de propositions par lesquelles il nous
est possible de 'exprimer. L'expression d’un fait mathe-
matique est arbitraire, conventionnelle, Par contre, le
fait lui-méme, c'est-a-dire la vérité qu'il contient, sim-
pose & notre esprit en dehors de toute convention.
Ainsi l'on ne pourrait pas rendre compte du développe-
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ment des théories mathématiques sil'on voulait voir dans
les formules algébriques et dansles combinaisonslogiques
les objets mémes dont le mathématicien poursuit I'étude.
"Au contraire tous les caractéres de ces théories s'ex-
pliquent aisément si I'on admet que I'algebre et les pro-
positions logiques ne sont que le langage dans lequel on
fraduit un ensemble de notions et de faits objectifs.

Les algébristes et les logiciens ont raison de regarder
la Mathématique comme un systéme algébrico-logique,
Clest en effet sous cette forme que se présentent les
théories déja acquises, et c’est sous cette forme également
qu'on s'efforce d'exprimer les faits nouveaux que I'on
veut incorporer dans la science. Prenons et démontons
une partie quelconque de I'édifice mathématique : nous
n'y trouverons rien qu’un systéme de définitions et de
postulats, énoncés dans la langue de la logique et de
Valgébre et associés suivant les régles de ces deux arts.

Mais si nous cherchons 3 discerner les raisons qui,
dans le wravail de recherche, ont déterminé le choix du
mathématicien, — si, faisant, awtant que possible,
abstraction de la forme de I'exposition et de Vappareil
de la démonstration, nous envisageons en eux-mémes,
comparons les uns aux autres, regardons sous toutes
leurs faces, les résultats auxquels aboutissent les théo-
ries, les objets vers lesquels elles sont dirigées, — nous
observons alors que les caractéres les plus frappants de
ces objets, les mérites que les mathématiciens semblent
rechercher en eux, n’ont presque rien de commun avec
les qualités formelles de la théorie algébrico-logique.

Quelles sont, en effet, les qualités auxquelles se re-
connalt la beauté et la solidité d'une théorie ? Elles ré-
sident, d'une part, dans la simplicité et la précision —
la compréhension bien déterminée — des définitions et
des postulats, d’autre part dans I'enchainement rigoureux
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et la bonne ordonnance des déductions et des construc~
tions. Or,nous 'avons vu,les faits mathématiques sont en
eux-mémes totalement indifflérents A 'ordre dans lequel
on les obtient ; on ne savrait, d'autre part, sans les appau-
vrir, fixer exactement leur compréhension ; et il serait
évidemment déraisonnable de faire dépendre leur valeur
d'une simplicité qui, peut-étre, n’exisre que par rapport
A nous et aux habitudes de notre intelligence.

Il n'y a rien I3 qui puisse nous surprendre si nous
admettons la conception qui assimile la théorie & une
traduction. De méme que les diverses langues parldes
sur la terre ont chacune leur caractére et leur génie
propre, et ne supportent pas la traduction littérale, de
méme on ne saurait s'étonner que les faits mathéma-
tiques ne puissent &re qu'imparfaitement rendus dans
le langage algébrico-logique. Ce langage a ses exigences,
et il a ses élégances. Mais, de ce qu'on a tenu compte
des unes et des autres, on ne saurait conclure qu'il ex-
prime exactement ce que nous voulons lai faire dire.
D’autres exigences doivent, en effet, &tre satisfaites, qui
tiennent aux caractéres des faits exprimés,

Cherchons, cependant, 4 nous rendre un compte plus
précis de la nature de ces faits, des conditions dans les-
quelles ils déterminent lorientation de la recherche
mathématique, de la fagon dont nous pouvons les abor-
der et en prendre possession. Nous allons ici encore
essayer de nous éclairer en counsidérant quelques cas
particuliers,

Nous nous sommes efforcés de montrer plus haut que
la notion de fonction wmatlématigue ne se raméne ni 2
celle de combinaison quantitive, ni aux principes lo-
giques é}émentaires. Qu'y-a-t-il donc, en réalité, au fond
de cette notion ? Peut-{tre pourrons-nouos nous en faire
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une idée si nous remontons i Forigine premiére du con-
cept de fonction, si nous envisageons ce concept tel
quil se présente primitivement & notre esprit, avant
toute élaboration algébrique et logique.

Concevoir une fonction d'une variable — une corres-
pondance entre deux variables mathématiques, — c'ust,
en définitive, admettre qu'entre deux termes variant si-
multanément il existe une relation toujours identique
4 ellesméme {c'est postuler que, sous le changement ap-
- parent de I'antécédent et du conséquent, il y a quelque

chose de constant. Or, ce postulat, nous le connaissons
bien. C'est celui qui préside, du haut en bas de I'échelle,
A toutes les sciences physiques et naturelles, Clest le
concept général de Joi.

Aussi bien les difficultés que I'on rencontre dans I'¢é-
tude des fonctions mathématiques ne sont-elles pas, 3
peu prés, du méme ordre que cetles dont doivent triom-
pher les physiciens 1 Elant donnée une relation congue
a priori, par exemple l'action réciproque de deux molé-
cules électrisées placées dans un certain diélectrique, le
physicien cherche 4 a traduire par une relation quanti-
tative. Il en est de méme en Analyse: nous avons avant
tout travail la conception de la fonction y(x), ¢'estd-
dire une intuition de laloi mathématique d'aprés laquelle,
lorsque nous choisissons unc valeur arbitraire de x, une
certaine valeur de y se trouve par 13 méme désignée ;
puis nous nous eflforgons d'obtenir des égalités expri-
mant le moins mal possible cette étrange solidarité des
deux variables x et y.

La correspondance mathématique n’est pas une con-
séquence des opérations algébriques; elle est I'objet
méme qui les détermine, Derriére cet échafaudage de
symboles que nous superposons indéfiniment les uns
aux autres, — comme ferait un habile jongleur se plai
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sant & accumuler les difficultés dans ses exercices, — il
y a des lois, unes et indécomposables, dont la formule
adéquate nous échappe, mais que nous pressentons ce-
pendant, et que nous nous ingénions 3 traduire dans
notre langage algébrico-logique. Celui qui ne regarderait
que I'échataudage s'imagineraiv peut-étre que les mathé-
matiques ne sont en effet auire chose qu'un édifice
alroitement construit, dont les parties stemboitent bien
les unes dans les autres, Mais, ce serait oublier que, pour
diriger tant d'efforts, il faut un but vers lequel ils con-
vergent, un modéle qu'ils tendent 3 réaliser.

Le probléme le plus géném! dont s'occupe I'Analyse
mathématique se laisserait donc, croyons-nous, définir
ainsi : Etant dounée {'idée générale de loi mathématigue
que nous trouvons dans notre entendement, déterminer
les diverses formes algébriques concrites que nous
sommes en mesure de lui donner. En approfondissant
cette question, nous découvrons d'abord que la notion
générale de relation {onctionnelle comporie des déter-
minations particuli¢res remarquables ; la tonction peut
rester Ou ne pas rester finie, étre continue ou discontis
nue, avoir une dérivée ou n'en point avoir. Nous nous
limitons provisoirement aux lonctions continues ayant
une dérivée, et nous poursuivons notre analyse. Déplas
gnt dans un plan la variable indépendante x, nous ob-
servons que la fonction yix) perdra généralement ses
propriétés de continuité dans certaines régions du plan :
¢es régions poutront &ire des points, ou des lignes, on
des surfaces ; d'odl résulte une particularisation de plus
en plus grande de la notion initiale de fonction : autre-
ment dit, une classification des fonctions. Quelle est,
alors, la représentation analytique des diverses familles
de fonctions ? Quelle connexion ont-elles avee d'autres
fonctions plus simples ? Quels sont les signes distinctifs
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auxquels nous saurons les reconnaltre ? Autant de pro-
blémes que les analystes doivent résoudre. De ces pro-
blémes, quelques-uns ont regu leur solution, d'autres
I'attendent encore ; mais ceux-l2 méme sont posés d'une
fagon nécessaire, objectivement : nous ne devons, ni
ne pouvons les éluder.

Transportons-nious — pour rendre notre conclusion
plus chire en P'appliquant 4 un cas plus simple et plus
spécial — sur le terrain de la géométrie. Qu'est-ce, 4
proprement parler, qu'une courbe géométrique, une
ellipse par exemple ?

Sous le mot « ellipse » ne doit-on voir qu'un renvoi
4 une définition donnée en termes logiques, telle que la
suivante : « on appelle ellipse la courbe lieu des points
dont les distances 4 deux points fixes appelés foyers ont
une somme constante » ¢ Cette manidre de voir n’est
pas acceptable, car une définition quelconque de Vellipse
n'est, évidemment, que Iénoncé d'une propriété parti-
culitre de la courbe, arbitrairement choisie entre une
infinité d'autres ; or, mousl'avons dit déja, c’est I'en-
semble des propriétés de l'ellipse, et non pas senlement
F'une d'elles, qui constitue un étre mathématique.

Pour une raison semblable nous ne saurions identi-
fier la notion d'ellipse avec celle de 1' « équation de
la courbe ». — Essaierons-nous alors de caractériser
Vellipse par sa figure, en la regardant, par exemple,
comme un ensemble de points, qui sont juxtaposés
dans certaines conditions ? Mais présenter [ellipse
comme un composé de points est évidemment une vue
artificielle. Non : une ellipse est un tout qui ne com-
porte pas de parties ; c’est une sorte de monade leibni-
zienné. Cette monade est grosse des propriéiés de Vel-
lipse ; je veux dire que ces propriétés — alors méme

* L., o =8=

f T T Y e



LANALYSE MATAEMATIQUE AU XIXe SIECLE

qu'elles n'ont pas été explicitement formulées (et elles
ne sauraient 1'étre puisqu’elles sont en nombre infini)—
sont contenues dans la notion d'ellipse. Notre tiche
consiste alors 2 disséquer le tout qui nous est offert afin
de faire apparalire les éléments qui rendent le mieux
compte de I'allure et des caractéres de la courbe. Clest
ainsi que P'analyse ou décomposition de I'arc en ses &lé-
ments nous conduit A caractériser la courbe par sa tan-
geute ou par sa « courbure » en un point quelconque.
Dans le méme esprit nous sillonnons I'aire de Pellipse
par des droites paralléles aux axes de symétrie, ou por
des droites issues du centre et par des arcs de cercles, /et
de L1 longueur de ces sillons nous déduisons la grandeur
de Faire courbe et de ses parties. Tantét nous considé-
rons lellipse comme 'intersection d'un cdne et d’un
plan, tantdt comune la projection orthogonale d’un
cercle, tantdt comme le licu des points jonissant de telle
ou telle propriété. Infiniment nombreux sont les biais
par o Yon peut aborder I'étude de Pellipse. « Mais nous
sommes, comme le dit Platon (1), dans une situation
critique, ol ¢'est une nécessité pour nous de tourner les
objets de tous cotés pour en sonder la vériré »,

Les caractéres que nous sommes ainsi conduits 3 attri-
buer aux faits mathématiques nous expliquent les diffi-
cultés contre lesquelles se débat le savant qui cherche 4
les connaitre. 11 lui faut conquérir une matidre rebelle
¢timposer 3 cette maticre une forme qui ne lui con~
vient pas. De 12 les tAtonnements, les hésitations, les
rtifices dont nous avons parl4 plus haut, et qui ne sont
queles péripéties de linvestissement ou de Iassaut, par
lesquels on réduit des notions 3 premitre vue impre-

(t} Thédttse,
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nables. Quels sont dailleurs les moyens mis en ceuvre
dans ce combat ? On ne saurait évidemment prendre
possession des notions importantes qu'au prix de cer-
tains sacrifices. Pour faire entrer la réalité mathématique

dans le moule algébrico-logique, il taut la découper. la
morceler, il faut se résigner & ne la pénétrer que particl-
lement et sous un certain angle, quitte i la 1éattaquer

ensuite d'un autre coté. De 1 la variabilité, V'indétermi-
nation, l'aspect toujours provisoire, des théories. Pour
analyser complétement un fait mathématique, il faudrait
Pétudier d'une infinité de points de vue différents, mul-
tiplier sans limite le nombre des combinaisons algébrico-
logiques dont on se sert. Lt science — disait M. Pain-
levé de la Mécanique au premier Congrés international
de plnlusoplne (2) — est une méthode convergente,

qui, par approxlmatmns successives, tend vers la réalivé,

On voit combicn le point de vue du savant qui com-
preud ainsi sa mission s'éloigne du point de vue synthé:
tiste des logiciens et des algébristes,

Sans doute, le travail du mathématicien aboutit tou-
jours a une synthdse ; néanmotns, la synthdse est dé
sormais reléguée au second p'an dans Vordre des préoee
cupations du savant. Ce qui est aujourd'hui regardé
'comme essenticl dans le travail de découverte, c'est Lo-
nalyse, ainsi que nous le disions cn commengnt ce cha-
pitre, — mais 'analyse entendue dans un sens nouvean.
Apres avoir é1é depuis le xvi¢ ou le xv* sidcle — du
moins, aprés avoir été surtout — .un constructeur, un
généralisateur, le mathématicien cst devenu une sorte de
scrutatear, qui analyse, a la maniére d'un chimiste. une
matiére étrangére, infiniment complex., Clest aussi, si
I'on veut, un explorateur, qui tiche de s'orienter dans

(2) Ct, Revue de Métaphysique, 1900, p. 588.
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un continent inconnu, et qui cherche i en déwouvrir les
richesses, les régions « intéressantes », sans d'aillears sa-
voir & 'avance de quel coté il doit au juste diriger ses
recherches pour atteindre son but.

Ainsi, an cours du xix* sidcle, le jugement du mathé-
maticien 4 'égard des différenres parties de la science
parait s'¢tre renversé. Ce qui nagudre I'intéressait Je plus,
c'étit la démonstration, c'étaient les procédés et le suc-
cés du calcul ; les résultats et les combinaisons obtenues
pouvant évidemment diverger en tous sens et &tre mul-
tipliés 4 'infini, on n’avait pas lieu d'attacher un grand
prix & leur énumération; I'unité que poursuivan la
s¢ience ne pouvait étre qu'une unité de méthode. Au-
jourd’bui, au contraire, c'est le résultat qui compte et
qui donne A l'ceavre son unité; les artifices de Jn dé-
monstratio - ne sont que les travaux dart sans lesquels,
parce que nous ne savons pas voler, nous serions hors
d'état de franchir les accidents de terrain qui se trouvent
sur notre chemin,

Mais, dira-t-on, cctte conception de la science mathd-
matique ne peut pas étre regardée comme nouvelle.
Cest, ou pen s'en faut, celle de Platon et des géométres
contemplatifs de la Gréce. Le renversement de ['attitude
des savants n'aurait~i! donc eu pour effer que de les ra-
mener aux doctrines de I'antiquitd 7

En cherchant & définir ci-dessus les caractéres que les
modernesattribuent aux faits mathématiques, nous nous
sommes abstenus de faire des rapprochements historiques
qui pouvaient donner liew 3 des malentendus. Cependant
les conclusions auxquetles nous parvenons, les arpu-
ments que nous avons développés, le langage méme
dont nous nous sommes servis dans les pages qui pré-
ctdent, suggérent natarcllement un tel rapprochement.
Nous en sommes venus 2 soutenir que les vérités mathé-
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. matiques sont des faits objectifs, indépendants de nous,
* el que nous découvrons et analysons en quelque sorte
du dehoms. Or c'est 1d une idée essentiellement grecque,
Nous inelinons d’autre part A ne voir dans la démons-
tration que l'instrumentet non la fin de la science. Ainsi
faisaient les géométres hellénes.

Pourtant il y a, entre nos conceptions et celles des
penseurs grecs, une diffiérence fondamentale que nous
avons déja mise en lumidre dans le premier paragraphe
du présent chapitre.

Pour les Grecs, la science mathématique est avant
tout une et harmonieuse. La dualité que nous y voyons
avjourd’hui, I'opposition de la matiére et de la forme
sur laquelle repose notre idée de 'objectivité, ne pou-
vaient &tre admises par les anciens. Et le systtme d’Eu-
clide, nous 'avons vu, tend précisément 4 faire ressortir
l'accord qui régne entre les vérités poursuivies par le
mathématicien et les moyens employés pour atteindre
ces vérités. Ainsi, sclon les Grecs, les notions mathéma.
tiques que nous étudions sont les images fideles des
idées qu’elles représentent. Ce qui est le plus parfait
pour nous est en méme temps le plus parfait en soi, De
11 la spontanéité, la facilité, la passivité, de la contem-
plation telle que la conoit la science antique ! « jntelli-
gibilité et éonnante facilité de progrés, voild — dit
G. Milhaud (1) — les caractéres miraculeusement asso-
ciés par fa Mathématique grice & 1'idée que seule et toute
pure veut manier le géométre ». De 1 aussi ceute
croyance que pour orienter ses travaux dans la bonne
voie, le mathématicien n'a qu'd rechercher ce qui est
simple et ce qui est « beau ».

‘Chez les modernes, aa contraire, — qui ne croient

(1) G. Milhaud, Les Philosophes Glomiires de la Grie, p. 7.
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plus 3 une harmonie préétablie entre la mavitre et la
forme des théories — le travail de la pensée mathéma-
tique prend un caractére tout différent. Le but est de
saisir, de forcer un objet qui nous résiste. Ainsi, l'on ne
cherchera pas 4 faire une ceuvre « belle 5, maisseulement
4 parvenir au résultat voulu, en employant pour cela les
moyesns et les artifices les plus variés. La recherche scien-
tifique ne sera par conséquent plus une contemplation
passive, mais bien une industrie active, utilisant tous les
procédés que les progrés des méthodes algébriques et
logiques viennent mettre & notre disposition,

I1l. — La dqotrine intuitioniste.

Nous venons de voir comment Yexamen des théories
mathématiques contemporaines nous conduit 3 attribuer
A ces théories un certain caractére d’objectivité. Cette
manié¢re de voir résulte-t-elle senlement d'un raisonne-
ment indirect que faitle mathématicien lorsqu'il réfléchit
sur son ceuvre 7 N'est-ce qu'une hypothése imaginée
aprés coup afin de rendre compte des difficuliés rencon-
trées par I'Analyse modeme ? Ou pouvons-nous, an
contraire, dans une certaine mesure tout an moins, con-
stater d'emblée, vérifier directement, Vopposition qui
parait se manifester enire le fond et la forme des théo-
ries ?

Clest 12 une question que le technicien, comme nous
Favons dit, peut fort bien se passer de résondre. Néan-
moins il n’est pas sans intérét de chercher 2 connaitre
son sentiment & cet égard. Or il semble qu'un grand
nombre de savants croient en effet avoir directement
conscience de I'opposition dont nous avons parlé et qu'ils
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pensent méme pouvoir réaliser jusqu’a un certain point la
séparation des deux éléments qui constituent la théorie.

En pourrait-il dailleurs étre autrement si 'on admet
qu'ene théorie mathimatique est comparabie A une
construction, ou plutot i la reconstruction, suivant la
forme d'un moule donné, d’un cnsemble de faits objec.
tits # Car comment pareille reconstruction serait-elle
possible si I'on n'avaiv & Pavance une certaine notion,
un certain sens, des objets auxquels elle se rapporte ¢
Sans doute cette connaissance de Pobjut pourra &tre ex.
trémerment vague et indistincte ; elle ne se précisera qu'au
cours de notre travail et 4 mesure qu'avancera la cons-
truction : si, cependant, elle ne préexistait pas A un cer-
tain degré, si faible soit-il, Popération synthétique 3 la-
quelle se livre le mathématicien serait apparemment
inexplicable.

Mais il y a plus. Clest un fait d'expérience pour le
mathématicien que constamment, au cours de ses re-
cherches, ceruwtines idées, certaines vérités viennent
frapper son esprit avant qu'il n'ait procédé aux déduc-
tions et aux synthéses qui lui permettront d'en avoir
une connaissance raisonnée. Bien souvent une sorte de
pressentiment lui permet de deviner des résultats anx-
quels la chaine de ses démonstrations ne 1< conduira que
longtemps aprés; et, quoique dépourvue de précision et
de justification logique, cette vision immédiate des idces
est sonvent plus étendue et plus pénétrante, plus {é-
conde en suggestions, que ne lest la théorie la plus ac-
complie.

Telles sont les raisons qui conduisent certains mathe-
maticiens modernes & admettre, comme jadis les Platoni-
ciens, que les notions mathématiques peuvent étre
atteintes de deux maniéres : par intuition et par raisonne-
ment. L'intuition précéde Ja démonstration, et c'est elle
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qui inspire et dirige nos travaux ennous montrant cons
tusément quels sout les faits, quellessont les propriéiés,
qui peuavent et doivent écre objet de uos études, Seule,
par contre, fa connaissance démonstrative nous permet
de faire entrer ces fuits dans des 1héories scientifiques,
puisque sans elle ancune déduction, aucune construc-
tion logique, donc aucune théorie n'est légitime ni
méme pussible.

Avant d'aller plus loin, levons une équivoque 2 la-
quelle peut donncr lieu le mot intuition. Certains ma-
thématiciens, préoccupisd opposer la présentation abse
traite du raisonnement mathématique celle qu utilise le
secoursde l'imagination, ont aflirmé ia nécessité de faire
appel & lintuition dans 'enseignement de la science :
c'est de l'intuition des sent que voulaient parler ces sa-
vants, de celle qui intervient lorsquon nterpréte par
I'image ou par d’autres figurations concrétes les propo-
sitions théoriques de la science, Au contraire, l'opéra-
tion de espritque Fon opposc, sous le nom d'intuition,
4 la connaissance 10gique, u'a trait qua notre concep-
tion des notions, ¢t non A la forme sous lajuelle se les
représente notre-imagination. Clest une intuition pure
ou suprasensible. Nous n'emploierons, quant i nous, le
mot « iutuitton », que dans ceite deuxiéme acception,
dont l'usage parait d'aiileurs se généraliser parmi les
mathématicicns contemporains (1).

(1) Heari Poincaré, dans ses premizrs derits, empioyait de proé-
ference le mot induition dans ie seny » d'intuition sensible » ; 2insi,
a-t-il ait, Klvin est un intwitif parce gu'il v\ide du geste pour pen-
ser ; il voil, .1 cherche 2 peindre. Hermite, au comraire, est du cdeé
des logiciens avec Méray et Weierstrass, (CF, Lavalewr de la Seience,
p- 37,. Plus tard, par contre, Henri Puincate réserva le nom d'in-
tuition & lintuition suprasensible, et il fot alors couduit a4 moditier
sa classification primitive des mathématiciens ; il fit passer Hermite
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Cette remarque faite, nous sommes obligés de recon-
nattre que la doctrine intuitioniste souldve des objec-
tions trés graves, Si, comme nous le croyons, les régl- s
de la synthse algebrico-logique expriment les condi-
tions mémes de la connaissance scientifique, comment
peut-il exister uue sorte de connaissance avnt la letere.
dans laquelle ces régles ne sont pas respectées # D'autre
part, en prétendant que les notions mathématiques
peuvent dtre pergues instinctivement, nous allons done
ner 4 penser, non seulement que ces notions sont ind:-
pendantes de nos raisonnements (13 s’arrétait la signifi-
cation que nous avons donnée jusqu’ici au mot objecti -

\ vité), mais qu’elles existent, individuellement pour ainsi

- i

dire, dans un monde d'idées pures : croyance dont ha
critique philosophique croit avoir fait justice et qui est,
d’ailleurs, directement contraire 2 1'idée que nous nous
sommes faite plus haufde la réalité mathématique.

A ces objections le mathématicien n’est pas tenu de
répondre car elles sont dirigées. contre des assertions
qu’il n’entend pas prendre A son compte lorsque, se pla-
gant sur le terrain scientifique, ilse déclare intuitioniste.
Le mathématicien n’étudie pas le probléme métaphysique
de la connaissance et n'a pas, par conséquent, 3 explic
quer comment il peut exister plusieurs maniéres de ¢on-
naitre. Encore moins est-il obligé de savoir quelle sorte

parmi les inuitifs comme éant 'un des savants qui ont le plus
exercé certe faculté de vision intellectuelles directe que nousappelons
« intuition » (Cf. La logiquede Tinfini, apud Rivista di Scienga, juilict
1913). — Nous avons nous-méme cherché Aréhabiliter le sens car-
tésien du mot imuition dans diverses études, notamment dans un
article sur I'Objectivite intrinséque des Mathématiques publié en 1903,
(Revns de métaphysique). — Félix Klein a, & diverses reprises, érabli
une distinction entre |' « intuition naive » et I' « intuition raffinde «,
distinction qui correspond jusqu'a un cermain point A celle que
nous faisons ici,
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de réalité on peut attribuer aux notions idéales. Il ne
préjuge la solution de cette question ni dans un sens ai
dans l'autre. Mais il constate que, de toutes les doctrines
proposées pour rendre compie de la genése de la science,
seule la doctrine intuitioniste permet d'expliquer tous
les caractéres et toutes les circonstances de la découverte
mathématique. Pour le mathématicien, tout se passe
comme si la doctrine intuitoniste était véritable.

Aussi bien n'est-ce pas par hasard que les principaux |
champions de cette doctrine ont été, de tous temps, les |
plus mathématiciens d’entre les philosophes. Chez Pla- |
ton comme chez Descartes, la théorie de Pintuition est, ;
pour une large part, une transposition métaphysique |
des vues suggérées A ces penseurs par lears études ma- |
thématiques.

Nous avons déja indiqué plus haut du réle que joue
Pintuition dans la conception platonicienne de la science.
Les Grecs, sans doute, se faisaientde la spéculation ma=
thématigue une idée assezdifférente de la nétre. puisque
selon eux la prise de contact entre l'esprit et lefait scien-
tifique s’accomplirait spontanément, saps effort, ce qui
suppose entre les deux une sorte d’harmonie préétablie.
Cependant Platon, entrainé par P'analyse philosophique
au-deld de J'hotizon qui limitait la science de son temps,
apergoit clairement les conséquences qui résultent de la
doctrine intuitioniste. Pour qui va au bout de cette doc~
trine, la Mathématique — la nétre, du moins — perdra
le caractére de science parfaite que les premiers géo-
métres et arithméticiens de la Gréce étaient sans doute
portés & lui attribuer : en effet, le sysiéme des mathé-
matiques est fondé, par hypothése, sur la conpaissance
discursive, laquelle est inférieure 4 Iz noésis. Ainsi le Pla-
tonisme, aprés avoir été conduit 4 la considération des
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iddes par D'étade des figures mathématiques (1}, est
en fin de compte, obligé, d’éwablir une coupureentie
ces deux ordres de principes. La véritable science des
idées ne serait pas la Mathématique humaine ; ce serait
une sorte de méta-mathématique dont la méthode serait
purement intuitive (2,. Cette derniére conséquence, cc-
pendant, €tait trop contraire aux tendances des mathé-
maticiens hellénes pour pouvoir s'imposer 4 leur esprit.
Aussi la méaphysique platonicienne — privée lor:-
qu'elle approfondit la théorie des idées, du soutien que
lui avait donné jusque la la science positive — s'obscur-
cit, s'égare, et tombe finalement dans la contradiction.
Clest 12 un point que M. Brunschvicg a mis en lamiére
dans son récent ovuvrage sur Les éapes de la philosophi:
mathématique. Mais M. Brunschvicg parait penser que,
pour ¢chapper aux dithcultés qui ont arréeé le Plato-
msme, il suthrait de ramener la philosophie & éude
des principes rigoureusement déterminés de la science;
en ce cas, la dualité des nombres et desidées, — qu'en
s'engageant dans une fausse voie on ailait &tre obligé
d’accentuer de plus en plus, — cesserait d'avoir une raison
d'¢tre, Nous ne saurions, quant & nous, souscrire A cetie
conclusion ; car pour n'étre pas exactement celui qu'en-
visage Platon, le dualisme, dans la science niathématique,
n'en est pas moins & nos yeux un fait positif, qu'il s'agn
d’expliquer et non desupprimer.

Abandonnée pendant de longs siécles, la doctrine in-
tuitioniste renait et sc modernise dans la philosophic
de Descartes.

Circonstance remarquable, en effet, c’estchez Descartes,
principal promoteur en son temps de la Mathématique

(1) Cf. Gaston Mithaud. Les Philosophes Géométres de lu Gré
passim.
(3) Cf. Lhapitre premier, p. 64.
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synthétique,que nous trouvons la théorie de la connais-
sance qui parait s’adapter le moins mal aux conceptions
sciemifiques modernes,

¢ Jentends par intition () — dit Descartes — non
la croyance au témoignage des sens ou les jugements
trompeurs de l'imagiuation, miis la conception d'un
esprit sain et attentif, si facile etsi distincte quaucun
doute ne reste sur ce que nous comprenons ; vu bien,
ce qui est la méme chose, la conception terme qui nait..
des seules lumitres de la raison », Précisant sa pensée
dans la g™ Méditation, Descartes esquisse une théorie
analogue 4 celle de la réminiscence, et il ajoute (2} :
¢ Je trouve en moi une infinité d'idées de certaines
choses qui ne peuvent pas étre estimées un pur néant,
quoique peut-étre elles n'aient aucune existence hors de
ma pensée, etqui re sont point feintes par moi, bienqu il
soit en ma liberté de les penser ou de ne les penser pas,
mais qui ont leurs viaies et immuabies natures. Comme,
par exemple, lorsque y'imagine un triangle, encore qu'il
n'y ait peut-&tre en aucun lieu du monde hors de ma
pensée une relle figure et quil n'y en ait jamais cu, il
ne laisse pas ndanmoins d'y avoir une certaine nature,
ou forime, ou essence déterminée de cette figure, laquelle
i est immuable et éternelle, que je n’ai point inventée et
| qui ne dépend en aucune tagon de mon esprit »,

C'est presque dans les mémes termes que s'exprime
| 'un des plus prolonds analystes du xixe siccle, Charles
| Hermite, dans une note recueillie par G. Darboux (3)

i1) Regule ad dircctionem ingenié, U, uvr, &d, Adam-Tannery,
t. X, p. 368.

(2) GEwwr, 1. IX, p. §1.
(3) G. Darboux, La Vie st IQEuvre de Charles Hermite, apud

- Revue du mois, 10 janvier 1906, p. 46.
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a Il existe, si je ne me trompe, tout un monde qui est
l'ensemble des véritds mathématiques, dans lequel
nous n'avons accés que par I'intelligence, comme
existe le monde des réalités physiques, V'un et 'autre
indépendants de nows, tous deux de création di-
vine... ».

La connaissance intuitive est, pour Descartes, une
sorte d'expérience, mais une expérience suprasensible, 4
laquelle notre imagination et nos sens nont aucune
part. « L'esprit, dit-il (1), peut agir indépendamment
du cerveau, car il est certain qu’il est de nul usage lors-
qu'il s’agit de former un acte d’une pure intellection »,
Les deux caractéres essentiels de l'intuition sont, d'une
part, qu'au lieu de décomposer la réalité en parties et la
vérité en propositions (comme le fait la connaissance
raisonnée), elle I'embrasse tout entiére d’un seul coup
d'ceil (2), et, d’autre part, qu’elle est immédiate, instan-
tanée, qu'elle agit hors du temps. Au contraire le rai-
sonnement démonstratif, — que Descartes appelle
généralement déduciion, mais qui, en Mathématiques
pures, s¢ présentera le plus souvent sous la forme algé-
brique, c’est-3-dire synthétique — se déroule dans le
temps et résulte d’un mouvement de V'imagination et de
la pensée (3). Ainsi la démonstration introduit dans ha
vérité mathématique, un ordre, qui est factice et relatif:
a les choses considérédes suivant I'ordre que leur assigne

(1) Réponses aux 5 objections, (Euvres, t, VII, p. 358,

(2) « Pour ce qui est de lintellection d'un chiliogone..., il et
trés certain que nous le concevons trés clairement et tout 2 la fois,
quoique nous ne Je puissions pas clairement ainsi imaginer ».
Riponses aux jos olijections, (Euo, t. YU, p. 385.

(3) « Continuo quodam motu imaginitionis » (Regule VI, CLun
t. X p. 387).
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notre pensée se présentent autrement que lorgu'on les
envisage telles quelles existent en réalité » (1).

Mais qu'estece que ces « idées», ces « natures
immuables et éternelles », dont nous avons linwition ?
Pour en préciser la définition, Descartes doit s'élever
au-dessus du domaine de la science, et [3 commencent
pour lui les difficuleés.

Descaries est conduit, d’aprés ses principes 3 auribuer
aux « idées » une réalité, une existence individuelle.
¢ Par la réalité objective d’une idée, dit-il, y'entends
Fentité ou l'dtre de la chose représentée par cette idée,
en tant que cette entité est dans I'idée » (2). D'autre
part ~ et c'est ici que nous voyons réapparaitre le point
de vae synthétiste — il veut que les notions intuitives
placées 3 la base de l'édifice scientifique soient des
nature. simples, pouvant étre objets de combinaisons.
Mais quelles sont les notions simples ? Nous n'appelle-
rons simples — disent les Regule — (3) que celles dont
la connaissance estsi claire et si distincte que l'esprit
ne les puisse diviser en un plus grand nombre dont la
connaissance soit encore plus distincte ». Définition
trés insuffisante et qui implique peut-8tre un cercle
vicieux : aussi n'a-t-on jamais pu savoir combien le Car-
tésianisme admettait de natures simples. Les Regule n’en
signalent qu'un petit nombre, telles que figure, élendue,
mouvemen! (4), mais indiquent qu'il y en a d'autres.
D'autre part, Descartes parait admettre que le triangle,

{1) Aliter spectandas esse res singulas in ordine ad cognitionem
nostram quam si de iisdem Joquemur prout re vers existuut, Regule,
X, Guv., t. X, p. 418.

(2) Réponses aux 2°¢ objections, (Buv,, t. VII, p. 161,

(3) Regule X1, GEuv. t. X, p. 418.

{4) CI. Regule V1, GBuv, 1, X, p. 383, et Principiu Philosophixe,
IV, CEuv. 1. VI, p. 326,
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le quadrilatdre, le chiliogone — complexes du point de
vue de la déduction — sont simples au regard de ['in-
tuition : il y aurait donc une infinité de natures simples.
Lin fait, Descartes ne se décide pas, et de 1a vient la fai-
blesse ds son syst¢me, faiblesse qui devait se manitester
plus ouvertement dansl'ccuvre de ses successeurs. Chez
Malebranche, la théorie des natures simples devient un
1éalisme statique, ane sorte (1) d atomisme mathématique
que les progrés méme de la science devaient presque
immédiatement ruiner. Le réalisme ainsi enrendy est
inséparable, en effet, des conceptions mécanistes qui
caractérisalent 'a physique de Descartes. Or cette phy-
sique a été abandonnée dés le temps de Leibniz,

Pour des raisons que nous avons développées plus
haut, cependant, nous e croyons pas qu: les principes
introduits par Leibniz et Newton aient transformé
autant quon I'a dit '2* le coursde la pensée des mathé-
maticiens; nous ne saurions donc voir dans le mécanizme

. de Descartes la source principale des difficultés qui ont

compromis sa doctrine mathématique. Pour nous, ces
difficultés tiennent surtout A une autre cause : elles
viennent d: ce que Dascartes. tout en proposint une
philosophie de I"intuition, restait fermement attacheé 3 s
coneeption synthétiste de 1a science,

La couception synthétiste suppose la possibilité
de poszr a priori, comme autant d'éléments séparés et
distinctement concus, un ensemble de natures simples,
Eiles nous force également A admettre que ces n.tures

(1) Selon Muilebranche, I scinee muthim tique traite « Jes
rapports Jdes idées emre elles, les ildes qu'elle ¢tudie é0me les
nombres wynbraonts, aves leurs propa#tds, et Udtendue intell i,
avec tautesies lignes et fig ires qu'on v pent découvrir ». Cf. Brans
chvicg, les Etapes de ly Plilosophie Muthomatique, p. 130 et suiv.

{2) Voir plus haut, chap. I, § 1.
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peuvent dtre discerndes sans difficulté, puisque — c'est
une idée chére 3 Descartes = le travail scientifique
doit, selon cette conception, &tre purement mécanique
et ne saurait consister dans la découverte ou dans I'ana-
lyse des notions., Or, effectivement, nous avons vu
que lintuition est, sclon Descartes, essenticilement
« facile et distincte » ; ailleurs (1) il dit que Jes natures
simples sont connues, en quelque sorte 4 l'avance,
¢ par une Jumiére innée », et il précise (2): ¢ llen
résulte qu'il ne taut se donner aucune peive pour
connaitre les natures simples, parce qu’clles sont assez
connues par ellessmémes », Partant de li, Descarter,
dans les Reenle, aboutit directement & sa thlvrie de la
science (31 « Toute science humaine consiste seulvinent
1 voir distinctement comment les natures simpls con-
courent ensemole A la composition des vutres choses ».
La science doit combiner les notions connues, non en
conquérir de nouveiles, et c’est A tort que « toutes les
fois qu'on propose quelque ditficulté & examiner, la plu-
part s'arrétent sur le sewil, persadués qu'il leur naut
chercher quelque nouvelle espéce Jd'éere qui leur est
inconnue », Sans doute Descartes lisse-t-il enmtendre —
en prenant pour exemple 'étude de aimant —que la
science synthétique ne nous donne peut-étre pas une
connaissance parfite et compléte. Mais cette science est
la seule qui soit accessible 4 Vhomme. Aussi celui qui
la possé.le @ peut-il atfirmer hardiment il a découvert
la nature véritable de I'aimant autant que 'homme peut
la trouver au moven des expériences données ».

Depuis le temps de Descartes, cependant nos idées

(1) Regnie, XTI, GBuv. 1. X, p. 419 €t passiny,
(2) Regnlie, X11, ibid., p. 425.
{31 Ibid, p. 427.
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sur la science se sont modifides, Nous ne croyons
plus que celle-ci puisse progresser par I'effet d'opéra-
tions purement mécaniques. Il nous apparatt que h
tiche principale du mathématicien, — la plus difficile
et la plus féconde, — est le travail d'analyse qui précede
la construction des théories. Ainsi nous ne pouvons
plus croire que les natures simples nous soient données
d’emblée ni méme qu'elles soient séparées avant d'avo’r
é1é découpées — artificiellement — par le savant. Nous
n'admettrons pas davantage que la connaissance directe
des faits mathématiques ait pour principal caractére
d'étre claire et distincte; nous la regarderons platct
comme une vue confuse et imprécise, bien que pleine
et profonde. Pascal, mieux que Descartes, @ carac-
térisé Pintoition, lorsqu'il a écrit (1) : « Nous con-
naissons la vérité, non seulement par la raison, mais
encore par le ceeur ; c'est de cette derniére sorte que nous
connaissons les premiers principes, et c'est en vain que
le raisonnement, qui 0’y a point de part, essaye de les
combattre.., Et c’est sur ces connaissanees du ccour et
de linstinct qu'il faut que la raison s'appuie et qulelle
y fonde tout son discouts ». .

Le savant moderne, toutefois, ne cherche pas a explis
quer lui-méme, il ne prétend pas comprendre compléte-
ment en quoi consiste et dans quelles conditions peut
agir lintuition. Lesdéfinitions qu'il en donne restent le
plas souvent négatives. Les vérités mathématiques,
dit-il, ne sont ni des conséquences de faits expérimen-
taux, ni des résultats de constructions ou déductions
logiques ¢ donc elles supposent un mode d‘aperception
qui ne se confond, ni avec 'expérience des sens, ni avec

(1) Pensées, o, 191 et seat, IV {0, 282, . Cf. Brunschvicg, s
Etapes de la Philosophie Mathématique, p. 150.
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le raisonnement. Ce mode d'aperception — ajoute-t-il
— nous avons par instants conscience de le pratiquer
(dans le travail de découverte}, et nous constatons qu'il
ne ressemble aucunement 4 la connaissance démonstra-
tive ; en nous efforcant de l'isoler, nous réussissons 4 en
noter quelques caractéres ; cependant, nous devons
reconnaitre qu’il reste mystérieux et qu'en en affirmant
la réalité, le mathématicien pose une question au philo-
sophe plutdt qu'il ne l'aide 2 en résoudre une.

Bien qu'ellelimitit ainst ses affirmations — et patlois,
peut-8tre, pour cette raison — la doctrine intuitioniste
des mathématiciens modernes a été 1'objet de critiques
assez nombreuses. Les logiciens 'ont jugée d’abord con-
traire & leurs principes, car, disaient-ils, seule la logique
est juge de la vérité et permet, par conséquent, de fonder
une science rigoureuse et certaine. Puis, avertis que l'on
ne contestait pas la justesse de cette observation, ils ont
émis'idée que, si elle ne voulait pas porter atteinte A la
logique, la doctrine intuitioniste perdait toute raison
d'étre. « Mais alors — écrit Couturat dans 'un de ses
derniers articles (1), ~ nous ne voyons plus rien qui
sépare Poincaré des logisticiens; car, bien évidemment,
ceux-ci n'ont jamais prétendu supprimer ou proscrite
lintuition intellectuelle. » — M. Brunschvicg, d’autre
part, fort opposé aux vues métaphysiques des logisti-
ciens, a élevé contre P'intuitionisme des objections d’un
ordre différent.

. D'aprés M. Brunschvicg (2), lintuitionisme, entre
les mains des mathématiciens, a surtout été une arme

(1) Logistique et sntustion, apud Revue de Métaphysique, mars 1913,
p. 268.
(2) Les Btapes de la Philosophie Mathématique, chapitre XX.
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de combat. L'importarce qui lui a été donnée est acci-
dentelle et tient aux circonstances qui I'ont vue naitre,
Les mathématiciens, sentant la nécessité de réagir contre H
le formalisme de l'arithmétique et de la logique, ont
cherché un refuge dans une nouvelle forme de I'empi- k
risme, ' « empirisme intuitioniste ». S'appliquant,
cependant 3 dégager le sens que les mathématicicns
modernes attachent A I'idée d'intuition, M. Brunschvicg
trouve que, sous ¢e nom, on ne comprend pas aute
chose que « le travail profond de I'intelligence ». Mais,
dit-il, par suite des circonstances, on s'est trouvé &tablir
entre lintelligence ¢t l'intuition une opposition de na-
, ture qui n'esten réalité pas fondée. On a été frappé de
: la différence qu'il y a en mathématiques entre 'ordre de
i l'invention et I'ordre de la déduction logique, et I'ona §:
“conclu de 12 que l'intoition et I'intelligence déductive ]!
marchént dans des sens opposés. Poirtant, dit M. [
Brunschvicg, « si la mathématique intervertit le sens
de la déduction spécifiquement logique, devra-t-on
répéter encore qu'elle invertit le travail naturel, normal
de l'esprit ? ou ne s'oppose-teelle pas plutée 2 une pre-
miére inversion, dictée par les besoins de la pédagogic,
"beaucoup plutét que par les exigences de la philosophie,
et qui a e poureffet déja de renverser I'ordre naturel de
la pensée ? ne marque-t-elle pas un retour aux démarches
de l'intelligence humaine ? » A ces questions M. Bruns-
chvicg répond plus loin (1): « ... La philosophie mi-
thématique a, jusqu’ici, manqué le probléme de la
vérité. En supposant une inversion de sens entre I'ordre
psychologique de l'invention et l'ordre logique de
I'exposition, elle admettait implicitement que le sonci  J i
de la rigueur dans le raisonnement est étranger 3 l'in- |

B E"Cu™ v et ot oo o
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vention, que la mise en forme logique est indifférente 3
la matitre de véritd. Au contraire, la philosophie réout
le probléme, ou plutédt elle fait voir que le savoir scien-
tifique !'a effectivement résolu, si elle sait assigner un
méme but & Peflort de l'inventeur et au travail du logi-
cien : V'extension progressive des opérations mathéma-
tiques ».

L'extension progressive des opérations mathémathigues,
nous dit-on. Divers passages de l'ouvrage de M. Bruns-
chwicz donneraient & penser qu'il faut entendre par la
une progression continue, sans heurt, l'eflet du mouve~
ment naturel de V'espriv. Or, ainsi interpréiée, la con~
clusion de M. Brunschvicg nous pamit difficilement
conciliable avec la conception que l'étavactuel de I'Ana-
lyse améne les mathématiciens a se faire de leur ceuvre,

It semble y avoir, au sein des mathématiques, un con-
flir, une opposition sur laguelle nous avons lorguement
insisté plus haat. M. Brunschvicg paralt penser que ce
conflit est artificiel, qu'il est d& 3 un accident histo-
rique, A a vogue passagére de l'arithmétisme de Kro-~
necker et de la logistique de Russell et Couturat,
Faut-il dunc supposer que les mathématiciens qui, indé.
pendamment de toute théorie philosophique, ont cons~
cence d'une dualité de points de vue, entre lesquels ils
doivent se partager, et qu'il leur faut réconcilier —
faut-il supposer que ces savants sont purement et simple-
ment dupes d'une illusion ?

Les mathématiciens qui cherchent a déterminer les
aractéres de Hintuition n’entendent nullement, croyons-
nous, l'opposer & « l'intelligence ». D’autre part nous
admettrons volontiers avec M. Brunschvicg (1] que

(1) Clest un point sur lequel nous reviendrons plus loin (cha-
tire V, 113),
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l'ordre logique doit dtre distingué de l'ordre pédagogique.
Maisque, moyennant cette distinction, I'on puisse faire
cesser toute discordance entre l'intuition et la logique,
c’est ce qu'il ne nous paralit pas possible de soutenir.

La nécessité de découper dans le champ de Vintuition
mathématique une chalne de propositions se déduisant
logiquement les unes des autres, — l'obligation ot nous
sommes de faire de longs détours, d'user de ruses et de
moyens de fortune pour arriver & démomrer pénible-
ment des résultats qui, pour un esprit capable d’avoir
une vue d'ensemble sur la science, domineraient évi-
demment les prémisses d'oll nous les tirons au lien
d'étre conditionnés par elles, — 'idée méme d’un ordr
introduit dans les vérités scientifiques, — toutes ces
conditions, tous ces concomitants de la démonstration
logique nous paraissent &tre autant de contraintes, autant
de digues, qui contrarient le flot de l'intuition; nous
ne pouvons, semble-t-il, nous rendre maitres de ce flot
qu’en l'appauvrissant et en le canalisant. Que 1'idée
d'intuition pure, séparée du raisonnement logique, sou-
leve des difficultés, cela est indéniable, et il serait fort
sonhaitable de pouvoir supprimer ces difficultés en en
extirpant la racine.Mais la distinction de tendancesoppo-
sées, dans I'ceuvre mathématique, nous parait devoir éure
maintenue sous une forme on sous uneautre ; et nous ne
saurions croire qu’elle a été uniquement imaginée pour
les besoins de la discussion engagée par les logisticiens.

M. Branschvicg répondra sans doute qu’au sein méme
de 'intelligence il admet bien le dualisme ‘auquel nous
faisons allusion. Cependant nous croyons que son argy-
mentation tend, qu'il le veuille ou non,3 atténuerce
dualisme. Recherchant les a racines de la vérité géomé-
trique », M. Brunschvicg est conduit 2 souligner
I' « adaptation réciproque de Vexpérience et de I
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raison ». A fortiori résulte-t-il de ses principes que la
vérité de 'Analyse suppose I'adaptation de Ja méthode
algébrique aux faits — pour nous « intuitifs » — éeudiés
parles analystes. Mais ce qui importe d 'homme de science,
c'est de savoir dans quelle mesure cette adaptation, qui
conserve toujours le caractére d’'un compromis,peut étre
effectivement regardée comme accomplie. Or, plus nous
avancons en Analyse, plus il semble qu'elle soit difficile
a réaliser. C'est pourquoi, selon nous, toute théorie qui
tend 2 ramenera U'unité les différentes faces de la pensée
mathématique ne saurait rendre un compte tout 4 fait
fid¢le de l'orientation aciuelle de I'Analyse,
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CHAPITRE V

LA MISSION ACTUELLE DU MATHEMATICIEN

De la conception de la science qu'adopte, 'ou vers
laquelle incline le mathématicien, doit résulter l'idée
au'il se fait lui-méme de sa mission. Ainsi, aprés V'étude
4 laquelle nous avons procédé, nous devrions pouvoir
facilement définir le réle que s'attribue Panalyste con-
temporain, la place qu'occupent ses travaux dans l'ens
semble de la science, Iorientation qu'il jugera conve-
nable de donner 4 i’enseignement des mathématiques.
En réalité, cependant, nous éprouvons quelque peme i
interpréter fidtlement, sur ces points, la pensée des
savants professionnels, car il s'en faut que ceux-ci déga-
gent toujours avec netteté les conséquences des principes
scientifiques qui prédominent 4 leur époque. D'ailleurs,
la doctrine « intuitioniste », telle qu'elle nous parait
ressortir d'un examen attentif de I'Analyse moderne,
ne simpose pas nécessairement aux analystes sous
forme explicite et absolue : elle est, seulement, l'expres-
sion d'une tendance, qui, chez beaucoup d'entre eus,
ne se manifeste qu'incomplétement. Aussi n'est-il point
surprenant que Jes hommes de science continuent i
avoir, sur les questions que nous indiquons, ides opie
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nions fort divergentes. Nous altons, dans le présent
chapitre, examiner quelques-unes de ces opinions et
chercher & les apprécier A la lumiére des conclusions
auxquelles nous sommes parvenus plus haut.

I. — Les Mathématiques ot la Physique (1},

La premitre question qui retient notre attention,
lorsque nous cherchons 4 déterminer la mission du
mathématicien moderne, a trait aux relations de la
science théorique avec la science expérimentale, ou, plus
précisément, 4 la fonction de 'Analyse mathématique
par rapport 3 la physique,

C'est, comme on sait, au xvu* siécle, que la Méca-
nique et la Physique prirent la forme de sciences ra-
tionnelles ou théories logiques, reposant sur un certain
nombre de principes et de faits expérimentaux, et ti-
rant — par déduction — de ces données les diverses
conséquences qui en découlent. Les faits pris ici pour
points de départ (de méme que ceux que P'on cherche
A découvrir) ayant le plus souvent un caractére quan-
titatif, il est @ priori vraisemblable que la wéthode de
la Mécanique et de la Physique rationnelles sera prin-
cipalement mathématique. Clest 13, du moins, ¢e que
devaient naturellement penser les savants qui adop-
térent au Xxviie siécle la conception synthétiste des
Mathématiques, plagant l'algébre au premier plan
(comme le voulaient les Cartésiens) et en faisant, avant
tout, une méthode, applicable 4 la résolution de tous les
problémes quantitatifs.

(#) Une partie de ce chapitee a fait I'objet d'un anticle publi¢ daus
1a Revus de Métaphysique, en mai 1907.
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Cependant Descartes lui-méme n'apergut pas la consé-
quence qui résultait fatalement de ses principes. Sans
doute il prétend bien faire de la Physique une théorie
mathématique, puisqu’il veut en traiter les problémes
en termes d’étendue et de mouvement. Mais Fon ne voit
pas exactement quel lien il établit entre cette théorie et
Ia méthode algébrique, dont pourtant il fut par ailleurs
Tun des principaux promotears. La pensée de Descartes
présente ici une lacune que nous avons déjA signalée
lorsque nous avons fait allusion aux jugements portés
par le philosophe sur son traité de la Glometrie. A ce
Propos, nous avons indiqué la raison probable de I'atti-
tude de Descartes. Bien qu’il attribue cerainement une
portée générale A la méthode posée dans la Géomélrie,
il ne voit pas comment les problémes contenus dans ce
traité peuvent &tre utilisés en mécanique. Et c’est pour-
quoi il se désintéresse de ces problémes. Cependant,
V'arrée que subit de ce fait le développement de la pensée
s:ientifique ne fut que de courte durde. Grice A la créa-
tion du calcul infinitésimal, Newton et Leibniz purent
réaliser 'euvre qu'avait ébauchée Descartes : la réduc-
tion au calcal des problémes fondamentaux de la méca-
nique. De nouveaux progrés furent accomplis dans cetie
voie au cours du xvin® sidcle, et ainsi fut bientdt cons-
tituée, sous le nom de Mécanique analytique ev de Ply-
sique mathématique, un ensemble de théoriesextrémement
remarquables, qui empruntent la méthode de Valgébre,
mais l'appliquent 4 d'autres objets que ceux auxquels
s'attache d'ordinaire le pur mathématicien.

¢ Les méthodes que j'expose, dit Lagrange (1), —
auteur du premier traité systématique de mécanique
analytique — ne demandent ni constructions, ni raison-

(1) Mécanigue analytigue, Avertissement, Euy, 1, X pe Xl
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nements géométriques ou mécaniques, mais seulement
des opérations algébriques assujetties 2 une marche
réguliére et uniforme. Ceux qui aiment 'Analyse ver-
ront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle
branche et me sauront gré d’en avoir ainsi éendu le
domaine ». Cette conception de la Mécanique fit rapi-
dement fortune et elle exerca une grande influence sur
le mouvement des idées philosophiques (1). Elle fut
méme, 4 proprement parler, le point de départ du sys-
wtme d’Auguste Comte, et c'est pourquoi ce dernier
proclame « l'éminente supériorité philosophique de
Lagrange sur tous les géometres postérieurs 4 Descartes
et A Leibniz »,

La grande découverte qu'aurait faite Lagrange — si
I'on en croit Comte -~ consistait, en somme, 3 recon-
naitre que la méthode des sciences mathématiques peut
éire entiérement détachée de son objet traditionnel et
rapportée A des objets nouveaux. En conséquence, on
poutra construire des théories portant sur les lois du
monde physique et se composant de deux parties nette-
ment discernables : une forme qui est ‘purement mathé-
matique (analytique, algébrique), une matiére qui est
fournie par 'expérience.

Cette doctrine, séduisante par sa simplicité, s'est per-
pétuée au cours du xix* sitcle et nous la retrouvons,
telle quelle, dans V'esprit ou dans les écrits de nombreux
physiciens contemporains.

coutons, par exemple, Pierre Duhem, 'un des
grands théoriciens de la physique de notre remps. Dans
un récent ouvrage, Duhem définit en ces termes la

(1) Cf. L. Brunschvicg, Les Ltapes de la Philosophie matbematijue,
p. 286 et suiv.
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théorie physique(t) : « Cest un systéme de propositions
mathématiques, déduites d’un petit nombre de principes,
qui ont pour but de représenter aussi simplement, aussi
complétement et aussi exactement que possible, un
ensemble de lois expérimentales ». La théorie, ajoute
Duhem, doit passer par les stades suivants : en premier
lieu, le savant choisit un certain nombre de propriéés
physiques simples qui jouent pour lui le réle de qua-
litds premiéres et d’hyputhéses, c'est-a-dire de défini-
tions et d’axiomes ; puis il combine ensemble ces défi-
nitions et ces axiomes suivant les ragles de I'Analyse
mathématique ; enfin, il traduit les résultats obtenus
en un certain nombre de jugements susceptibles d’étre
confrontés avec l'expéricnce. Des trois stades ainsi
définis, cependant, c'est Je secoud qui a le plus d'am-
pleur, et, dans ce second stade, la théorie doit étre
dirigée suivant une méthode et d'aprés des considéra-
tions purement mathématiques,

Sans doute on rencontre des physiciens que leur
instinct ou leurs préjugés portent a se méfier de la spé-
culation @ priorsi. Ceux-ci ne veulent voir dans les
mathématiques qu'un langage commode, exprimant,
sous une lorme bréve et facilement maniable, les fats
concrets fournis par l'expérience. lis exigent que la
Physique mathématique ne soit, d’'un boat 3 Pautre,
qu'une traduction juxtalinéaire de la réalité sensible,
lis demandent donc que toutes les transformations algé-
briques utilisées par cette science aient un sens phy-

(v) Lu thiorie physique, son ojbet et sa structure, Paris, Chevalier ¢t
Riviere, 1909, p. 26.29. Depuis la publication de cer ouvrage,
Duhem parait avoir quelque peu atténudé les théses quil y soutient.
Voir en pariculier ses articles sur la science allemande (Revue des
deux Mondes, 1+ février 1919 et Revue du Mois, 10 juin 1919),
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sique. lls ne consentent 4 raisonner, suivant une for-
mule de Gustave Robin(1), ¢ que sur des opérations
réalisables ».

Conure une pareille doctrine, Duhem s'éléve de toutes
ses Jorces. It adopte une attitude exactement opposée &
celle de Gustave Robin. « Les exigences de la logique
algébrique, éent~il, sont les seules auxquelles le théori-
cien soit tenu de satisfaire. Les grandeurs sur lesquelles
portent ses calculs ne prétendent point &tre des réalités
physiques, les principes qu'il énonce dans ses déductions
ne se donnent point pour 'énoncé de relations vérie
wbles entre ces réalités ». Selon Duhem, la confronta~
tion entre Ja théorie mathématique et 'expédrience ne
doit venir qu'a la fin, lorsque la théorie est achevée.
Aussi bien n'est-il pas possible de controler une théorie
physique proposition par proposition au fur et A mesure
de son développement : une théorie ne peut étre exa-
minée qu'en bloc parce qu'elle se compose de parties
indissolublement lides les unes aux autres. « Le seul
controle expérimental de la théorie physique qui ne soit
pas illogique consiste & comparer le systéme entier de la
theorie physique & tout ensemhle des lois expérimeniales et A
apprécier si celui-ci est représenté par celui-l d'une
maniére satisfaisante ».

A Pappui de cette thése, Duhem apporte une longue
swite de preuves. Lorsque, dit-il, on cherche 4 inter-
préter en langage théorique une expérience de labora-
toire, ce n'est pas une loi que l'on aflirme, cest un trés
grand nombre de lois. Pour faire une expérience il faut
des instruments @ or l'usage de l'instrument le plus
simple suppose que 1'on adhére & tout un enscrmble de
théories, S'agit-il, par exemple, d'interpréter exacrement

(1) Cité par Duhem, p. 340.
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une opération faite 3 12 loupe? On est obligé de faire
appel aux lois de la dioptrique, 2 la théorie de la disper-
sion (1), Que si, pour vérifier une premiére loi, on
voulait utiliser le résultat brut d'une expérience, on
devrait apporter A ce résultat une série de corrections,
et, pour faire ces corrections, on s'appuirait nécessaire-
rement sur des lois non encore vérifiées. ¢« En résumé (2},
le physicien ne peut jamais soumettre au contrdle de
I'expérience une hypothése isolée, mais seulement tout
un ensemble d hypothéses ; lorsque 'expérience est en
désaccord avec ses prévisions, elle lui apprend que l'une
an moins des hypothéses qui constituent cet ensemble
est inacceptable et doit &tre rejetée : mais elle ne lui
désigne pas celle qui doit étre changée ». De 13, Duhen
conclut que lappui de l'expérience ne peut venir en
aide au physicien que lorsqu’il a fini de composer son
ceuvre. Toute la peine jusque la, tout le travail cons-
tructeur, incombe & I'Analyse mathématique.

C'est une thése analogue que soutient M. Bouasse,
dans un livre récent(3), ob il expose la « méthode de
la Physique ». « La Physique, dit M. Bouasse, cherche
A reconstruire le monde, 2 le déduire par voie purement
syllogistique d’un principe général une fois admis».
Sitét, done, que le principe est trouvé (on Pobtient en
tAtonnant, et généralement par hasard), le mathématie
cien est seul 4 I'ceuvre ; il doit déduire les conséquences
du principe, « créer une formen et en o dévider les
propriétés suivant un sorite par nature indéfini »,
& construite un bartme de sorites » ; quant 2 I'expé-

(l) Ib‘.d-g ph 34;-

(2) Ibid., p. 307.

(3} De la Méthode dans les Sciences, F, Alcan, 1909, p. 70 &
suiv.
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rience, « elle ne doit plus intervenir que pour vérifier &
mesure les divers théorémes rencontrés ».

Voild en quels termes s’expriment de nombreux
physiciens contemporains. Certes, les mathématiciens
ne se plaindront pas du réle qu'on veut ici leur attri-
buer. Toutefois, ils inclineront & penser que les physi-
ciens dont nous rapportons les idées emploient le mot
« mathématique » dans un sens un pea trop étroit.
M. Bouasse semble ne voir dans le travail de I'analyste
que le traitement logique d'un sorite. Pareillement
Duhem, & maintes reprises, fait des termes logique,
abstrait, des synonymes exacts de mathématique. Il déclare
que le théoricien n'est tena d'obéir qu'a la Logique, Et,
pour préciser sa pensée, il nous propose comme un
modéle de science parfaite la géométrie classique, ot il
discerne les opérations suivantes (1) : I'abstraction qui
fournit les notions de nombre, de ligne, de surface;
Panalyse philosophique qui de ces notions tire les
axiomes et les postulats ; enfin la déduction mathéma-
tique ou logique « qui s’assure que ces postulats sont
compatibles et indépendants, qui patiemment, dans un
ordre impeccable, déroule la longue chalne de théorémes
dont ils sont gros ».

Le type de science logique ainsi défini par Duhem
est celui que nous devons toujours, selon lui, chercher
A réaliser. Dans un de ses plus brillants chapitres, nous
voyons Dubhem partir en guerre contre certains physi-
ciens anglais, qui n’écrivent pas une formule :ans en
chercher immédiatement une représentation matérielle,
qui ne peuvent concevoir la science saus une collection
compliquée de modéles mécaniques. & Voici, sindigne
Duhem 2 propos d’un ouvrage de O. Lodge (1), voic

(1) Loc. cit., p. 98.
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un livre destiné A exposer les théories modernes de
Pélectricité : il n'y est question que de cordes qui s’en-
roulent sur des poulies; de tubes qui pompent de l'eau,
~d'autres qui s'enflent et se contractent ; nous pensions
" entrer dans la demeute paisible et soigneusement ordon-
: nde de la raison déductive ; nous nous trouvons dans
- une usine », S'inspivant de Pascal, Duhem établit un
paralléle entre deux sortes d'esprits : les esprits amples
mais faibles, les esprits profonds mais étroits. Il range
les disciples de Maxwell, chez qui Pimagination prime
Ia faculté logique de raisonner, parmi les esprits amples,
en compagnie de Shakespeare et de Napoléon. Mais il
donne lui-méme la préférence aux esprits profonds, tels
que Descartes, Newton, et la plupart des physiciens
continentaux. ¢ Pour un Frangais, une théorie physique
est essentiellement un systéme logique »,

Remarquons d’illeurs, que la logique dont parle ici
Duhem n'est nullement celle des « logisticiens » mo-
dernes (2). Duhem classe, en effet, tous les adeptes du
calcul symbolique parmi les esprits amples, mais
faibles {3). Il y a plas. Les algébristes, déjd, feraient &
I'imagination certaines concessions que Duhem semble
regretter un peu. « Les mathématiciens, dit-il, ont
imaginé des procédés qui substitnent 3 la méthode
purement abstraite et déductive une autre méthode
ol la facolté d'imaginer ait plus de part que le pouvoir
de raisonner. Au lieu de traiter directement des notions
abstraites qui les occupent, de les considérer en elles-
mémes, ils profitent de leurs propriétés les plus
simples pour les représenter par des nombres, pour les

(1) Ibid., p. 111,
{2) Voir supra, chaphre m, 1.
(3) Loc. ¢it., pp. 120-122.
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saesurer ; alors, a lieu d'enchainer dans une suite de
syllogismes les propriétés de ces notions elles-mémes,
ils soumettent les nombres fournis par les mesures  des
manipulations... L'auteur de cenaines découvertes algé-
briques, un Jacobi par exemple, n'a rien d'un mdia-
physicien ; il ressemble bien pluiét au joueur qui con-
duitd e victoire assurde la tour ou le cavalier. En
maintes circonstances, lesprit géométrique vient se
ranger, auprés de lesprit de finesse, parmi les esprits
amples, mais faibles (1) ».

Voild qui fixe bien l'opinion de Dubem. L'esprit
profond qu'il nous vante s'efforcera d'8tre exclusivement
logique, et de réduire la Mathématique 2 une chaine de
syllogismes ; celle-¢i ne sera pour lui qu'une forme ou
un moule, vide de tout contenu objectif.

Or, si une pareille thése efit éi1é accueillie avec
faveur par les alpébristes du xvur* siécle, elle constitue
pour les mathématiciens d’aujourd’hui un véritable
anachronisme. Elle est incompatible, & notre avis, avec
les conceptions actuelles des analystes sur la nature et
le rble de lears recherches.

Que la science faite puisse prendre la forme d’une
suite bien enchainée de syllogismes, nul ne voudra,
certes, le contester. Mais Duhem ne s’occupe pas de la
science faite ; il s'occupe de la science qui se fait. Per~
sonne ne croira, en effet, que la physique de la lumiére,
I'dlectro-dynamique et la mécanique chimique soient
arrivées, comme par exemple la théorie des équations
da second degré, aux derniers stades de leur évolution,
Les livres que I'on dcrit sur ces matiéres sont des
ceavres provisoires qui seront plus tard aussi oubliées
que les écrits de Tartaglia on de Vitte sur les équations

() 1bd,, p. 98,
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a'gébriques, Or, qui reprocherait & ces vieux auteurs de
n'avoir pas suffisamment suivi lordre logique dans des
ouvrages que nous ne lisons pas? On ne demande
.qu'une chose aux créateurs, c'est d'avoir des idées,
:quitte A laisser & d'autres le soin de ranger ces idées 3 la
 place exacte qu'elles doivent occuper dans Pédifice
logique de la science,

La seule question en litige est donc la svivante : quel
est, dans la physique théorique, le principal instrument
de la découverte ? Duhem ne veut pas que ce soit I'expé-
rience : car, dit-il, on ne peut établir expérimentale-
ment une ou plusieurs lois physiques sans pécher 4
chaque instant contre Ja Logique. I! s’adresse donc aux
Mathématiques. Mais, nous le demandons, les Mathé-
matiques peuvent-elles &tre une science féconde et créa-
trice sans sortir, 4 leur tour, de la pure logique ? Certes,
cest un probléme de savoir comment une science
fondée sur les faits pent s’accorder avec la Logique.
Mais Duhem ne résout pas ce probléme : il ne fait que
reculer la difficulté en la renvoyant de la Physique aux
Mathématiques. S'il se trouvait qu'au regard de h
Logique I'Analyse mathématique fdt sujette aux mémes
infirmités que la méthode expérimentale, I'argumenta-
tion de Dahem serait tout au moins incomplété,

L'erreur commise par Duhem consiste, croyons-nous,
a postuler que I'on peut opposer les vérités mathéma-
tiques aux faits physiques comme on oppose la théorie A
1a pratique. Or, si les conclusions de nos deux derniers
chapitres sont exactes, la Mathématique pure ne serait
nullement la science parfaite et exceptionnelle que sup-
pose cette maniére de voir, et le développement des
patties les plus abstraites de cette science ressemblerait
par de nombreux traits 3 celui des sciences expérimen-
tales. Loin d'awénuer cette ressemblance, I'argumenta-
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tion de Duhem nous parait au contraire Yaccentuer, En
la lisant, on a sans cesse I'impression que I'on pourrait
appliquer & la Mathématique ce que Duhem dit si bien
de la Physique. C'est ce que nous allons chercher &
montrer par quelques exemples,

Qualilés premiéres. — Le théoricien de la Physique,
dit Duhem (1), part d’un certain nombre de qualités
premiéres qu'il traduit en notions mathématiques. Ces
qualités, traitées comme irréductibles, le sont en fait,
non en droit, et toujours 2 titre provisoire. Effective.
ment, il arrive fréquemment qu'une qualité, regardée
tort comme premiére, ne soit en réalité qu'une « combi.
naison de qualités déji connues et acceptées ».

Point n'est besoin de commentaire pour appliquer ces
vues aux notions mathématiques. C'est en effet par les
mathématiciens qu’elles furent pour la premiére fois
formulées, et Duhem se borne 4 les transporter dans le
domaine de la Physique. Mais nous nous arréierons un
instant sur le mot « traduction » fréquemment employé
par Duhem.

Le développement mathématique d’une théorie phy-
sique, — nous dit-on, — ne peut se souder aux faits
observables que par une traduction, une version qui
remplace le langage de 'observation concréte par le
langage des nombres « Mais qui traduit, trahit; tra-
dultore, traditore ; il n'y a jamais adéquation compléte
entre les deux textes qu'une version fait correspondre
Pun 4 l'autre (2) » — Ces remarques pourraient faire
croire que le physicien est obligé de s'exprimer dansune
langue étrangére tandis que le mathématicien parle sa

(1) Loc. cit., p, 200 et suiv.
(2) Loc, cit., p. 21§,
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propre langue, Il n'en est rien. L'analyste, lai ausy,
fait une version. Il traduit, comme nous l'avons dit
ailleurs, la qualité¢ en quantité, et sa traduction
n'est pas adéquate au texte. Lorsque, par exemple,

on exprime la ionction expounenticlle par I'égalité

13 X3 .
y=atad it gyt on traduit cette fone

tion dans la langue de Valgébre ; mais, ce faisant, onla
déforme : car, pour avoir la vraie vaieur de y, il taudrait
donner au polynome qui la représente unc infinité de
termes, Ainsi, pas plus que le physicien, le mathéma-
ticien ne raisonne directement sur les qualités premitres
qui lui servent de pont de départ : force lui est de
transformer ces qualités en notions algébriques, ofirant
une prise au calcui et d la déduction logique,

Role de la déduction algébrigue. — Dans un chapitre
intitulé : Deduction mathimat ique et théorie physique, Duhem
oppose I'a peu prés physique A la précision mathéma
tique. Il montre quune infinité de faits théoriques
ditférents peuvent &ire pris pour traductions d'un méme
fait pratique. « Dirc que la température est 10°, ou
9Y,99 ou 10°, oI, c'est formuler trois faits théoriques
incompatibles; mais ces trois faits théoriques incom-
patibles correspondent 2 un seul et méme fait pracique
si la précision de notre thermométre n'atteint pas au
cinquantiéme de degré, Un fait pratique ne se traduit
donc pas par un lait théorique unique, mais par une
sorte de faisceau qui comprend une nfinité de faits
théoriques différents (1) ». Cette constatation conduit
A4 une remarque, ou, selon Duhem, apparaitrait une
différence essentielle entre la déduction mahématique
et la loi physique. Supposons (3) que d'nn premier far

(1) dbdd,, p. 319,
(3) 1bid., q. a31.
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pratique on veuille ddduire un second fait pratique. An
premier fait correspond un faisceau de faits theongques
d'od V'on tire, par déduction, un autre faisceau de faiss
théoriques. Si ces derniers faits sont assez voisins pour
représenter, au degré d’approximation voulu, un seul e
méme fait pratique, la déduction théorique fournit bien
une relation entre deux faits pratiques. Si, au contraire,
les faits théoriques déduits s'écartent fes uns des autres,
le calcul que 'on a fait ne conduit pas & un résubat
pratique déterminé : valable pour e mathématicien, il
est sans utilité pour le physicien.

Les remarques que fait ici Dukem sont parfaitement
Justes ; mais c’est 4 condition que I'on écrive 1 logique »
ou « algébrique » partout oi1 il a mis « théorique » et
« mathématique ». L'opposition, en efler, n’est pas
entre les mondes physique et mathématique ¢ elle est
entre la complexité, la richesse du donné objectif, et Ja
pauvreté du schéma que nous substituons & ce donné,
Comme le physicien, l'analyste est chaque jour arréré
par les difticultés que Yon uovs signale. Lorsqu'il tra-
duit une fonction transcendance dans la langue de I'al-
gebre, il est obligé de simplifier cette foncrion; il néglige
un certain reste. Or il existe une infinite d’expre siops
algébrigues dont la différence est beaucoup plus petite
que le reste négligé. Quiest-ce i dire, sinon qu'a un tait
mathématique donné correspond une infinité de s
algébriques ? Nous voila dés tors ramenés aux remarques
de Duhem. Un calcul algébrique ne pourra éure tecond
que sous certaines conditions. Par exemple, pour dé-
duire les propriétés d'une fonction de celles dune
¢xpression algébrique, il ne suffit pas de savoir que la
fonction et I'expression sont trés voisines en tel poing
donné : il faut encore s'assurer qu'elles restent trés
voisines lorsque le point varie d'une maniére quel-
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conque. Or, comment verra-t-on s'il en est ainsi? On
considérera, par exemple, un faiscean d'expressions algde
briques qui, au point initial, sont trés voisines de la fone-
tion donnée, et ’on cherchera si ces expressions restent
voisines, lorsque la variable décrit un chemin quelconque.
Ceute dtude, de tous puints semblable 2 celle que déerit
Duhem, a renouvelé en particulier la théorie des équa-
tions différentielles. Par conséquent, ¢e qu’on nous
présentait comme constituant une différence entre les
Matliématiques et la Physique nous apparalt au contraire
comme un trait de ressemblance.

L'expérience, — L'expérimentation est, par excellence,
la méthode des sciences naturelles. Il serait cependant
inexact de croire qu'elle n'a rien 4 voir avec les Mathé
matiques. Le mathématicien — nous V'avons déji dit —
expérimente souvent. Veut-il étudier une famille de
fanctions ? Il prend un exemple numériqueet en observe
I'allure, en étudie les caraciéres distinctifs. Veut-il se
renseigner sur un type d'équations difiérenticlles? i
considére d'abord un ¢as particulier dont les propriétés
peuvent &tr: cal:ulédes, et il s'éléve par induction dece
cas au cas général. En méme temps qu'une méthode de
recherche, Uexpérience est d'ailleurs pour le mathéme
ticien up moyen de controle. Lorsqu'un éléve soume
un énoncé de théoréme 3 un professeur, comment sy
prend celui-ci pour cn contrdler l'exactitude ? Presque
toujours il commence par prendre un exemple etil
regarde si cet exemple obéit au théoréme proposé. Cest
ainsi que sont relevées la plupart des erreurs commises
par les analystes : un jour arrive ol quelque expérience
simple met en défant les lois inexactes qu'ils avaiem
énoncées.

Mais, si l'expérimentation est d’usage courant e
Mathématiques, la regarderons-nous cependant comme
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un instrument de recherche stir et rigoureux ? Non, et
cela pour les raisons mémes que Duhem met en lumiére
en parlant de la Physique. En génénl les faits mathé-
matiques ne sont pas isolables. Lorsque j'aborde étud.
d’une nouvelle famille de fonctions et que je veux en
organiset, en déduire rationnellement les propriétés, je
sui; obligé de faire & la fois un trés grand nombre de
suppositions, susceptébles, par leur combinaison, d'expli-
quer ces propriéiés. A supposer alors qu'une expérience
contredise mon systéme, etle le raine indubitablement,
mais ellle ne me dit pas qu’elle est, parmi mes supposi-
tions, celle qui était fausse. Que conclura de 13 un dia-
lectitien rigoureux ? 1l soutiendra que 'expérience ne
sert pas vraiment & découvrir, mais intervient apris
coup, une fois la théorie complétement édifide, — Clest,
— appliquée aux Mathématiques, — la conclusion méme
de Duhem (1),

Sans doute, on nous dira qu'il n'y a pas lieu de com-
parer sur ce point les Mathématiques 3 la Physique. Le
contrble d'une théorie mathématique est si aisé et si
rapide qu'd peine est-il besoin de spéeifier comment et
A quel moment on doit le faire. Dés que I'analyste s'est
assuré qu’il n’a pas commis d'étourderies, son ceuvre est
définitive. En Physique, au contraire, le réle de Pexpé-
rience est capital parce qu'une théorie ne saurait &we
regardée comme établie quaprés un contréle prolongé.
Et méme, la théorie physique n'est-elle pas, en réalité,
toujours provisoire ¢

Clest ici le cas de répondre que le temps ne fait rien
3 'affaire. Peu nous importe qu'un analyste habilearrive
parfois (rarement’ au bout de sa tiche aprés quinze jours
de thitonnements, tandis qu'd telle théorie physique i

{1) Voir supra, p. 236.
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a fallu plusieurs générations pour sortir de Venfance.
Le mathématicien n'en a pas moins été aux prises, pen-
dant quinze jours, avec les difficultds auxquelles se
heurtent les physiciens.

Peut-on dire, d'autre part, qu'une théorie physique
— mise & l'abri des étourderies possibles de ses auteurs,
—— soit moins définitive qu'une théorie mathéma-
tique ?

Duhem admet (1), avec la plupart des savants contem
porains, que les postulats de la Physique sont inacces-
sibles aux démentis de Fexpérience. T} y a donc du défi-
nitif en Physique comme en Mathématiques. Seulement

‘ce définitit est toujours sujet A revision : corrections de
détail d’abord, et quelquefois bouleversement [exemple :

- Copernic]. « Un jour peut-itre, en refusant de recourir
3 des corrections pour rétablir "accord entre le schéma
théorique et le fair, en portant résolument la rétorme
parmi les propositions qu’un commun accord déclarait
intangibles, le savant accomplira P'a-uvre de génie qui
ouvre A la théorie une carritre nouvelle {(2) ». Mais, en
tout cas, le bon sens seul est juge des hypothéses qui
deivent &tre conservées ou abandornées (3),

Il en est exactement de méme en Mathématigues.
Une théorie, définitive an regard de la Logique, n'est
pas pour cela intangible, Il peut devenir opportun de
Penglober dans une théorie plus générale. Ainsi, pour

un algébriste d'autrefois la fraction ;—_—,—_’—;; appartenait au

type des fonctions toujours continues. Pour un moderne,
cette Iraction présente deux discontinuités isolées atx

(1) Loc. cit. p. 343 et sqq.
(2) Loe. citi p. 348.
(3) [bid., p. 336.
ez 6 =
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points imaginaires = /1. Bt qui sait si nos points de
vue actuels ne disparaltront pas & leur tour ?. L'étude
des fonctions transcendantes, par exemple, a 4té fondée
originellement sur la théorie alpébrique des polynomes
(base du calcul des séries), Mais peur-8tre une autre
théorie, plus souple, plus nuancée, sera-t-elle un jour
édifiée qui s’adaptera plus exactement aux faits que
nous nous proposons de figurer. A quel moment con-
viendra-t-il d’abandonner pour un avtre le vieux
modéle de série convergente auque! nous sommes si
habitués et gui nous a rendu tant de services? Cela,
nous ne saurious le décider a priorf : le bon sens seul
doit en dtre juge.

Et ainsi, sur ce point encore, nous concluons A vne
similitnde entre les Mathématiques et la Physique.

De cette rapide analyse que ré-ulte-t-il ? Nous avans
examiné les principaux caractéres attribués par Duhem
aux théories physiques, et nous avons constaté que ces
caractéres se retrouven', pour la plupart, dans les théo-
ries mathématiques, Nous concluons de 1a. que si la
théorie physique résulte, comme on le pense générales
ment, de la combimisrn de deox éldments — une
forme logique et une mati¢re extralogique —, il doit
en dtre de méme de la théorie mathématique. En
d'autres termes il est impossible de considérer la Mathé-
matique comme le moule de la théorie physique, car il
ya dans cette science méme autre chose qu’un moule,
ity aun fond objectif qui ne s¢ laisse qu'incompléte-
ment réduire en termes logiques.

Dira-t-on que l'on peut, en Mathématiques, séparer
la forme du fond, isoler la méthode pour 1'appliquer 2
Iétude des problémes de la Physique ? C'était I'idée de
lafin du xvint siécle, celle dont s'est inspiré Auguste
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Comte (1), Bt, sans doute, si les physiciens n'emprun-
taient 4 la Mathématique que ses procédés de calcul et
de synthése logique, cette idée pourrait &tre défendue.
Mais on sait que la Physique contemporaine est liée
aux théories les plus nouvelles de I'Analyse, et notam-
ment de I'Analyse fonctionnelle. Elle ne saurait donc
fonder sa méthode sur une conception de la Mathéma-
tique qui ne répond plus A I'état actuel de cette science.

S'il fallait en croire les auteurs que nous avons cités,
le mathématicien serait, en quelque sorte, le scrviteur
de la Physique. Or, c'est précisément ce que les condi-
tions dans lesquelles seffectue aujourd’hui la recherche
mathématique nous empéchent d'admettre. Du mo-
ment, en effet, ol la science mathématique a son objet
propre — et un objet qui ne peut &tre dompté qu'au prix
de longs efforts et par de muliiples artifices — il est
clair que la marche de cette science doit étre déterminée
d’aprés son objet et non d'aprés celui d’une science vois
sine. Sans doute le mathématicien aidera le physicien,
Mais il faat, avant cela, qu'il mette de l'ordre et qu'il y
voie clair dans son propre domaine. Si, comme on |3
pensé pendant un temps, la Mathématique était défini-
tivement sortie de l'¢re des difficultés, si, suivant V'ex-
pression de M. Bouasse, elle n'avait plus qu'a « dévider»
les conséquences de ses principes, alors elle pourrait
peut-&tre se mouler exactement sur les problémes de la
Physique. Mais plus que jamais, 1'analyste a ses propres
embarras 4 surmonter : le premier devoir qui lui
incombe est donc, incontestablement, de dissiper ceux-ci.

(1) La méthode ainsi isolable n'est pas, bien entendu, selon Comte,
celle de la logique formelle classique (Cf. Winter, la Mdthode dans
la philosoplrie des Mathématiques, p. 58}, mais bien celle (logico-ma-
thématigue) que nous avons définie dans notre chapitze 111,
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I1. — La direction des recherches

Puisque le mathématicien ne saurait demander 2 des
~ sciences autres que la sienne U'indication de la voie dans
laquelle il doit diriger ses recherches, puisqu'il en est
réduit, pour conduire son travail, 4 sa propre inspiration,
comment, dans la pratique, orientera-t-il son activité,
de quelle maniére pourra-t-il s'assurer qu’il fait une
ceuvre bonne et féconde ?

I ne s'agit pas ici de savoir quelles sont, en mathé-
matiques, les conditions du succés et comment on peut
réaliser une ceuvre de premier ordre. Autant vaudrait
demander par quels moyens on devient un homme de
génie. Mais, avant de prétendre au succés, il convient,
semble-t-il, de déterminer exactement le but qu’on se
propose. En quoi doit-on faire consister, 2 que's signes
peut-on reconnaitre, la valeur d’une découverte mathé-
matique ? Nous avons vu plus hant combien il est diffi-
cile de trancher cette question a prieri. Mais, du moins,
les savants de profession sont-ils capables de la résoudre
en fait ? Possédent-ils des critéres stirs pour juger les
travaux auxquels ils se consacrent on ceux qu'accom-
plissent leurs confréres ?

Nous devons reconnaitre que, si les analystes mo-
dernes appliquent en effet des critéres lorsqu'ils ont 4
apprécier un probléme ou une solution, il s'en faut que
ces critéres sojent uniformes et invariables. Il existe, A
notre époque, de nombreuses écoles mathématiqnes, et
chacune d'elles a son idéal, son point de vue particulier.
Cherchons donc A nous faire une idée sommaire des
régles de conduite que les plus notables de ces écoles
proposent & leurs adeptes.
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Quels sont, se demandent les chercheurs, les pro.
blémes qui méritent de fixer notre attention ? En face de
cette interrogation, le parti le plus simple gu'on puisse
prendre consiste évidemment 3 n'en prendre aucun,
C'est 3 quoi nous aménerait le point de vue de certaing
physiciens dont nous avons plus haut exposé les idées.
Il serait absurde, dit M. Bouasse () de chicaner le créa.
teur de formes sur la valeur et la nature d'un postulat :
¢ alors mé&me que celui-ci ne correspond 4 rien de réel,
l1 forme qui en dérive n’en est pas moins intéressante
et utile comme complétant le baréme des formes ; rien
ne dit que, dans un avenir plus ou moins éluigné,
ou ne lui trouve une application, c'est-d-dire des faits
qui acceptent de s’y loger n. Le mathématicizn, dit en.
core M. Bouasse, prépare 4 I'avance des formes qui se-
ront utilisées par le physicien : « ces tormes sont au-
jourd’hui connues en trés grand nombre : on en a
comme dévidé & 'avance les propriétds snivant un so-
rite par nature inddfini qui, pratiquement, peut remplir
des volumes entiers ».

Oui : mais, combien de volumes ? Le nombre évi-
demment, n'en saurait &tre limité ; car on n'épuisera ja-
mais toutes les formules qui pourraient, le cas échéant,
servir aux physiciens, Faudra-t-il donc imiter ces com-
ptiateurs de la Renaissance qui amoncelaient dans
d’énormes Compendia toutes les recettes qu'ils connais-
saient 1 Er un siécle ot I'on voit se multiplicr et se ra-
mifier A 'infini les voies dans lesquelles peuvent s'en-
gager les théories. cc serait li, nous semble-til, une
entreprise vraiment sans issue.

Aussi ne saurait-on s'étonner que le programme tracé
par M. Bouasse ne soit pas accueilli avec faveur par les

(1) Loc. ¢it., (voir ci-dessus p. 236).
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mathématiciens. Par contre d'assez nombreux analystes
sont aujourd’hui encore disposés 4 admettre que la
Mathématique pure peut &tre construite suivant un
plan régulier, et que ce plan ne saurait donner lieu
4 augune discussion; c'est, en effet, la logique qui le
fournira : il consiste A s'élever progressivement du
simple au composé,

Cette conception des mathématiques ne differe pas,
au fond, de celle que nous avons rencontrée chez les al-
pébristes du xvine siécle. et I'on peut dire qu'elle est
désormais jugée. Elle devait néanmoins s'impaser de nou-
veau & l'attention de ceux des savants de notre temps
qui ont poussé le plus loin le souci de la rigueur et de
la_perfection logique. [.'¢difice de la science a é1é en-
tierement rebiti. Beaucoup de théorics, qui paraissaient
indépendantes, sont aujourd’hui relides entre elles et se
font suite exactement I'une A l'autre. Le nombre dus
postulats indémontrables a été de plu: en plus restreint.
Neserait-ce point que l'idéal synthétiste finirait, malgré
tout, par se réaliser ? L'afflux de notions nouvelles. que
Ialgébre, en se développant, leur apportait péle-méle,
avait, un moment, désorienté les analystes; mais au-
jourd’hui, — les notions premiéres et lesrégles de la dé-
duction érant micux connues,~— ne va-t-on pas pouvoir
rétablir 'urdre dans la production mathématique ot en
faire vraiment un systéme de généralisation logique ?

Nous avons suffisamment discuté plus haut cette doc-
trine pour reconnaitre qu'il est impossible de la faire re-
vivie anjourd’hui. Prise & fa lettre elle est contredite
par les témoignages des savants et par l'examen des
cuvres mathématiques les plus importantes de noire
époque. Il convient, toutefois, d'observer que l'emploi
d'une méthode de généralisation réguliére et progres-
sive n'est pas & dédaigner en Analyse. Qu'il s'agisse, par
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exemple, de la théorie des fonctions, on pourra cssayer
de combiner méthodiquement des fonctions simples de
maniére 3 former des types de fonctions bien graduds.
Les fonctions algébriques ont conduit aux fonctions
elliptiques (premier exemple de transcendantes nou-
velles obtenues par les méthodes modernes), les {onc-
tions elliptiques conduisent aux fonctions modulaires,
les fonctions modulair:s aux fonctions fuschiennes :
ainsi, on peut toujours, d'une famille donnée d: fone-
tions, s'élever & une famille plus compliquée. Clest d»
cette maniére que Gauss, par exemple, nous engage 3
procéder lorsqu’il nous invite & passer de 'étude des
fonctions logarithmiques et circulaires 3 celle des fone-
tions hypergéométriques, qui constituent « un geunre
supérieut »,

L'emploi systématique d'une semblable méthode sc
heurte malheureusement d d'insurmontables difficulés :
complication croissante des calculs et impossibilité de
faire un choix a priori entre les extensions en nombre
infini que comporte une méme théorie. Cest pourquoi,
pour les raisons que nous avons exposées dans un cha-
pitre précédent, l'opinion d'aprés laquelle la Mathéma-
tique pouvait se développer parsimple généralisation doit
¢re abandonnée,

Nous avons vu qu'a la base d'une cenvre mathéma-
tique il y a toujours un choix dont la logique ne peut
pas rendre compte. Le caraciére libre de ce choix,
affaire d'instinct et de gotit, prend une telle importance
aux yeux d'une certaine école qu'elle en vient & consi-
dérer I' Analyse mathématique comme uae pure wuvre
d'art. Selon les adeptes de cette école, aucune recherche
ne s'impose spécialement A nous; seules, par conséquent,
les spéculations qui nous procurent une satisfaction es
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thétique méritent d’accuper notre temps: la palme re-
viendra aux savants qui sauront nous apporter les
théories les plus jolies. Un probléme élégant est tous
jours intéressant, un probléme pénible est sans valeur.

Il faut reconnaitre que cette maniére de voir devient
assez naturelle du moment que I'on ne croit plus au dé-
veloppement mécanique de I'Analyse. Aussi a-t-elle été
d’'un usage courant pendant la plus grande partie du
XIx* siécle; c'est alors Idre des « beaux théordmes »,
Fépoque ot les mémoires portent pour titres : « Sur
une prupriété remarquable, etc. ». « Sur une famille
intéressante de, etc. » ou d'autres formules de méme
espace.

Dans la pratique, incontestablement, cette orientas
tion de la science a été féconde; car elle a permis d'in-
troduire en Analyse un grand nombre d’idées nouvelles.
Cependant elle nous oblige & poser une fois de plus une
question qui nous a déjd arrétés plus haut. Dans la
bouche du mathématicien, quel est au juste le sens de
ces mots : « beau », « élégant », « remarquable » ?

On ne peut plusse contenter aujourd’hui de rechers
cher la beauté, dans les propriétés mathématiques, selon
le point de vue des géométres grecs, Nous avons vu,
en effet, que les préoccupations esthétiques des Grecs
les contraignaient 3 limiter 2 I'excés le champ de la
science, et d'ailleurs, il est manifeste que les théories
actuellement en honneur ne possédent nullement ces
qualités de simplicité et d’harmonie que prisait la science
hellénique. Sans doute, les savants modernes font-ils
souvent encore de ces rencontres imprévaes — et en
quelque sorte providentielles — qui excitent 'admira.
tion, De méme que les ythagoriciens étudiaient avec
prédilection les relations qui unissent les différentes
sciences, de méme on s'ctforce aujourd’hui de découvrir
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des analogies, de discerner des liaisons entre les diverses

[ théories : c'est un « moment solenuel », comme le dit

; justemnent M. Brunschvicg, que celui 0 deux domaines

; de la Mathématique entrent en contact. Mais, quelque

intérétque présentent les rapprochements de ce genre,
on ne saurait évidemment en faire une condition néces-
saire des progrés des mathématiques.

. Aussi bien, n’est-ce pas dans la qualité objective des
résultats vbtenus, mais plutot dans les mérites de la dée
monstration que semble résider, pour la plupart des
mathématiciens de I'école esthétique moderne, la va-
leur d'une théorie. C'est A labeamé architecturale des
formules et des déductions, que le mathématicien ar-
tiste est surtout sensible. Encore pénéird des concep-
tions synthétistes du xvin® sidcle, il incline a penser que
l'objet de nos recherches est r-lativement indiffér.nt
(comme cela doiu étre si cet objet emprunte aux Jéfini-
tions et aux démonstrations tout ce qu’il a de réalité).
Peu importe donc que l'on érudie tel ou tel probléme,
qui serait regardé par d"autres, comme artiticiel et vaiu
seule ¢st & considérer la maniére, plus ou moins éle-
gante, par laquelle on vaine les ditficultés proposées;
tout le prix d'une théorie est dans le choix et la rigueur
des méthodes employées. dans la conduite des discus-
sions, dans les ruses et les habiletés dialectiques de | au-
teur,

Le déclin de la conception synthétique des Mathéma-
tiques devait nécessairement produire une réaction entre
cette maniére de voir. Cependant le point de vue esthé-
tique subsista longtemps, sous une forme moins absoiue
il est vrai, dans une école de mathématiciens que I'on
pourraitappeler I'école éclectique.

Les éclectiques auxquels nous faisons allusion ne se
proposent pas de construire Jde vaswes théories; mais 1ls
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poursuivent des résultats de détail, recherchant, dans
tous les domaines, ce qui est élégant, ce qui est lacile,
ce qui est pittoresque, comme aussi ce qui peut ére
de quelque wiilité pour les applications pratiques de la
science. Cette méthode de travail a, pendant un temps,
permis d'obtenir une grande richesse de production.
Feuilletons I'ccuvre de certains mathématiciens d'il y a
guarante ans : l'dtonnante variété des sujets qu'ils ont
effleurés nous confond; ils sautent, comme au hasard,
de I'un 2 l'auwre, cucillant partout les fleurs les plus
colorées. Ils ont ainsi composé un joli bouquet, mais
leur ccuvre ne comporte pas de suite, et ¢'est 14 un assez
grave défaut. Sous des dehors inoffensils,le point de vue
éclectique a peut-2tre nui, plus qu’on ne le croit d’ordi-
paire, aux progrés des mathématiques; car on a plus ou
moins défloré tous les sujets connus, iaissant les géné-
rations nouvelles engagées dans des impasses. Pareille
situation ne saurait direr. D'ailleurs, les théorémes se
multiplient si rapidement qu’on ne peut plus se borner
aujourd’hui 4 les collectionner sans méthode. Chacun,
a notre époque, sent la nécessité de rétablir en Analyse
un programme de recherches nettement défini.

Si pourtant le mathématicien ne peut se fier ni aux
régles de la logique ni 3 son sens esthétique pour appré-
cier la valeur des théories, comment, encore une fois,
ordonnera-t-il et conduira<il ses travaux ? Il lui reste,
en pratique, une derniére ressource, qui est de s'en
remettre A Ja tradition et 4 ses pairs. De toumt temps les
savants se sont mutueliement excités au travail en se
piquant d’émulation, en s'adressant les uns aux avtres
des questions ou des défis. Les maitres de la science,
d'autre part, se sont chargés de diriger leurs disciples
en canalisant les recherches de ceux-ci dans certaines

e 200 ==

. Trom= b .

R Y-~ SeE

i —



L IDEAL SCIENTIFIQUE DES MATHEMAYICIENS

directions déterminées. Certains professeurs — comme
Hilbert & l'occasion d'un-congrés international — ont
méme pris la peine d'énoncer publiquement les pro-
blemes qui devaient, 2 leur avis, faire'objet des recherches
de leurs successeurs. C'est 12 unc initiative excellente,
A condition toutefois que le disciple ne se méprenne pas
sur lerdle et le genre d'influence qui convient au maitre.
Or il semble que, dans certains pays oh se sont perpé-
tuées des traditions d'enseignement scolastiques, les
jeunes savants aient tendance 4 appliquer, comme régle
de travail, une méthode qui rappelle un peu trop l'an-
cienne « méthode d’autorité »,

Voyons 4 I'ceuvre un débutant qui pratique cette
méthode et qui cherche un sujet de travail. il ne se
contente pas de s’en faire dicter un par son professeur,
il ne fera pourtant pas son choix librement. Il commen-
cera par lire, sur un ensemble de questions, les nom-
breux mémoires que lui indiquent les recueils biblio-
graphigues. Il verra ainsi ce qui 4 déja &ié fait, et il se
garantira contre la méeaventure qui consiste 2 retrouver
des résultats non-inédits. Mais ce n'est 13 encore qu'an
travail préliminaire, une précaution nécessaire. Repre-
nant donc sa pile de mémoires, notre débutant cher-
chera si 'on n'y wouve point I'ébauche d'une théorie
susceptible d'étre généralisée ou perfectionnée. 11 se
demandera s'il n'y aurait pas moyen d'accrocher quelque
suite, quelque complément, 4 Peeuvre d’un autewr
connu, de préférence illustre. Que ces recherches abou:
tissent, et le voild du coup dispensé de justifier péni-
blement, dans la préface de sa dissertation, le choix de
son sujet. Il n’a qu'a dire : « M. X, a énoncé tel résul-
tat : mais on peut aller plus loin : c'est ce que jai fait,
ou bien : « M. Y. s’est posé telle question : on pourrait
s> poser telleautre question connexe, voisine, analogue:
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je me la suis posée. » Et qu'elle ne sera pas la joie du
débutant ¢'il trouve la démonstration d'un théoréme
qui avait résisté aux efforts d'un savant illustre. 11 ese
désormais hors d'atteinte, inaccessible 4 la critique, car
i} peut écrire fierement : « Le professcur Z. a é1¢ arréeé
par telle difficulté : j’en ai triomphé, »

Le plus clair résultat ds ces usages est une multipli-
cation indéfinie des mémoires ou notes scientifiques,
dans lesquels sont traités, sans unité de vues, les pro-
blémes les plus disparates. Déjd Leibniz, relevant le
défant d’ordre et de méthode quicaractérisait — en son
sitcle — la recherche mathématique, se plaignait de
¢ cette horrible masse de livres qui va toujours en aug-
mentant » et qui ne peut que ¢ dégoiter de la science »
ceuXx qui seraient tentés de s’y adonner. Depuis lors, le
flot des écrits n’a cessé de monter, et, pour en rendre le
contenn utilisable, il a fallu créer des encyclopédies
spéciales, des répertoires bibliographiques compliqués.
Ainsi le x1x® siécle a vu naitre une nouvzlle et derniére
école de mathématiciens : celle des érudits qui, pour se
tenir au courant de tous les mémoires publiés et de tous
les petits faits signalés ici et 14, ont dit introduire dans
la science des grandeurs et des figures la méthode philo-
logique,

Les constatations que nous sommes ainsi amenés i
faire lorsque nous observons de dehors les méthodes de
recherche des mathématiciens sont, 3 premiire vue, peun
encourageantes. Pourtant il est indéniable que la science
n'a cessé de réaliser depuis deux cents ans, et réalise
chaque jour sous nos yeux, des progrés décisifs ; qui plus
est, nous avons 'impression que, malgré maints taton-
nements, clle avance et évolue dans une direction pré~
cise. C'est que, peut-étre, les mathématiciens sont en
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réalité moins embarrassés pour trouver leur voie que ne
porterait & le croire l'attitude de certains d'entre eux.
Sans doute, les régles d'aprés lesquelles ils déterminent
pratiquement leurs sujets d'études et leur emploi du
temps sont quelquefois discutables. Mais, au fond d'eux-
mémes, il sunt dirigés par des principes qu'ils ne for-
mulent pas explicitement, par des considérations qui
découlent directement des tendances générales de la
science de leur temps. En d'autres termes la conception
de I'analyse mathématique qui s'est peu 2 peu affermie
dans U'esprit des savants modernes leur fouranit — sou~
vent en dépit de leurs prétérences personnelles, en dépit
des tendances et des opinions d'école — les régles de
conduite dont ils ont besoin.

Il suffit, croyo:s-nous, pour obtenir ces régles, de
rapprocher un certain nombre de remarques que nous
avons déjd eu occasion d'énoncer dans le cours de notre
étude.

Rappelons-nous, d’abord, qu'une ccuvre mathéma-
tique est toujours le produit d'un double travail : travail
d‘analyse (au sens que nous avons donné plus haut 2 ce
mot) (1) et travail de synthése. Mais, tandis que 'ana-
lyse ne jouait autrefois qu’un role accessoire et prélimi-
naire, clle a pris de nos jours une grande importance, en
raison de la place qu’elle occupe daus les théories, et en
raison des ressources d'invention qu'elle exige de la part
de 'homme de science. Tel est le fait dont il faut partic
etdont il convient d’accepter les conséquences, quitte
abandonner pour cela certaines idées ou certaines cou-
tunes du passé.

Ainsi, — précisément 2 cause de la part prépondérante
qu'avait naguére la synthése dans 1'¢laboration des ma-

{1) Voir page 210,
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thématiques, — on a pris I'habitude de commencer
cellesci avant d'avoir terminé lanalyse. De 1A vient que
nous voyons édifier tant de théories volumineuses, mi-
nutieusement ordonndes, mais condamnées néanmoins A
disparaitre, parce qu'clles sont construites sur des bases
insuflisumment  éprouvées. Il y a |3 un gaspillage
d'efforts que 1'on éviterait sil'on voulait bien reconnaitre
que la recherche analytique, encore qu'clle napporie
que des résultats épars et imparfaits, doit étre pour-
suivie pour elle-méme avant la construction de toute
théorie symhétique ; on ne doit pas craindre de s'y
attarder, mais Ia laisser, au contiaire, se développer
posément et yespecier les caractéres propres qui la dis-
tinguent.

On remarque ¢galement chez beaucoup de mathé-
maticiens une tendance protessionnelled toujours systé-
matiser et généraliser. Or cette tendance, qui est
excellente dans la synthése, contrarie plus qu'elle ne
favorise les progrés de l'analyse. Il convient done de
n’y pas céder prématurément. Au moment ol une
théorie hésite sur la route 4 suivre, tAtonne pour s'orien-
ter, il ne lui sied pas de viser & la perfection logique,
encore moins de chercher & &re compléte. En dépit de
Vaxiome : «Il w'v a d: science que du général », c'est
souvent, en fait, l'eximen d'un cas particulier qui four-
nira le fil conducteur cherché. A quoi bon systématiser
ce qui est provisvire ? A quoi bo. généraliser ce qui
n'est qu'une ébauche ?

Ces remarques équivalent 3 dire, en somme, gu'avant
de mettre au point la forme d'une théorie il est néces-
saire de se préoccuper du fond. Mais nous n'admet-
tons pas d’autre part, que le mathématicien doive
rechercher certains faits de préférence i d'auntres (sanf
lorsqu il est possible de faire un choix en faits équiva-
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lents), niqu'il y ait lien de donner le pas 2 certaines
théories en raison des mérites de leur contenu.Les con=
sid¢rations qui nous portenta juger tel tait plus intéres-
sant qu'un autre sont le plus souvent, comme nous
avons vu, de simples préjugés. M. Denjoy le montre
une fois de plus, fort spirituellement, dans un récent ar-
ticle (1), o il raille les savants traditionalistes de ne s'in-
téresser qu'd de « bonnes bourgeoises de fonctions » et
de méconnaitre 'importance de certains travaux récents.
Ces esprits retardataires semblent en effet se méprendre
complétement sur la mission quiincombe au véritable
analyste. La découverte doit étre, selon nos vues, une
exploration ; le mathématicien a pour mission de
rechercher ce qui est; son but est de dresser la carte du
monde des faits mathématiques. Pen nous importera,
par conséquent, que le chercheur découvre ceci ou cela,
pourva qu'il parvienne 4 inscrire quelque chose sur la
carte A des endroits ol il n’y avait que des blang,
pourvi qae par un certain biaisil pénétre 13 ol on m'était
pas encore allé, pourvu qu'il nous apporte des informa-
tions précises, définitives, ces informations fussent-
elles d'ailleurs purement négatives.

En d'antres termes le mathématicien moderne regar-
dera un probléme coreme étant avant tout un point
d'interrogation, une question 4 laquelle il faut trouver
une réponse. Sans doute, entre toutes les formes que
peut recevoir la réponse, devra—t-on choisir de préfé.
rence celle qui est la plus simple, la plus générale et qui
posséde au plus haut degré les diverses qualités qui
rendent une théorie claire et facilement maniable. Mais,
quelle que soit la réponse obtenue, cette réponse doit en

(1) A. Denjoy. L'Orientation actuelle des Mathématicues, Revus du
Mois, 1o avril 1919.
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tout cas nous satisfaire si elle met fin au doute qui a fait
naitre le probléme.

Il ert vrai que les questions objectives que l'on peut
ainsi se poser et les biais par ol on peut les aborder sont
en nombre illimité, et qu'ici encore un choix est né-
cessaire. Pour faire ceuvre utile et progresser réellement
dans Pexploration du monde mathématique, il faut se
borner aux questions qui sont, & z'en pas douter, au tra-
vers de notre route, a celles que le développement de
{'analyse, tel qu'il se produit en notre temps, impose
directement et nécessairement 3 notre attention. I faut,
de plus, que les résultats obtenus par le chercheur soient
de nature 2 sounlager Veffort de ses successeurs : soit que
ces résultats mettent en évidenc: des lois dont la
connaissance déterminera, suivant l'expression de Mach
et d'Henri Poincaré, une éconoinie de pensée /1),
soient qu'ils nous renseignent sur V'issue de certaines
routes d'exploration et éparpnent ainsi aux savants de
avenir des hésitations et des démarches inutiles, Or,
pour la détermination des questions qui remplissent de
telles conditions, qui donnent liew & de tels résuliats,
on ne saurait donner A 'avance aucune recette précise.
Encore moins est-il possible de prévoir quels moyens de
démonstration devront dtre mis en ceuvre pour venir 4
bout de ces questions. Clest pourquoi le chemin qui
méne aux grandes découvertes reste toujours incertain
et aléatoire.

Mais, précisément, il résulte de notre conception de
la science que ceux miéme qui n'aboutissent pas 3 des
découvertes éclatantes peuvent néanmoins accomplir
une cuvre féconde. Nous avons vu, en eflet, que la

(1) H. Poincard, L'duvenir de Mathématiques, réimprimé dans
Dernidres pensées, 1913,
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connaissance des faits mathématiques n'est généralement
acquise qu'au prix d'une lutte aux péripétics multiples,
aprés maintes rentatives et maints insuceds. Il faut,
croyons-nous, avoir reconnu un grand nombre de voies
pour pouvoir discerner celle qui conduit quelque part,
] Partant de ce principe, nous devons admetire que
. l'effort des chercheurs ne sera iamais enti¢rement vain
+ pourva quiil soit énergique et loyal, pourvu qu'il aborde
} de front les diflicultés au lieu de tourner autour, pourvu
qu'il s’applique & pénétrer chaquejour plus avant au coeur

?
i de la réaliné objecrive.

I11. — L'enseignement des Mathématiques

La question que nous venons de traiter pour ce qui
regarde la recherche mathématique devra égalzment
éwre posée ) propos de V'enseignement, et spécialement
4 propos de l'enseignement élémentaire, que des né-
cessités pédagogiques obligent 3 s’enfermer dans un
cadre fixe et précis. Dans quel sens cet enseignement
doit~il étre orienté ¢ Quelles sont les théories qui y
prendront place ? Dans quel ordre, dans quel esprit
conviendra-t-i} d’exposer ces théories ?

La solution que I'on donnera i cette question dépend,
évidemment, tout d'abord du but que on a en vue.
Suivant que I'on voudra former des ingénieurs, de futurs
professeurs, ou simplement développer 'intelligence de
I'dleve, on devra adopter un programme d'enseignement
différent. Cependant les principes intellectuels qui di~
sigent les savants d'une époque auront nécessairement
une répercussion sur l'idée qu’il se font de enseigre-
ment. De la doctrine que l'on professe sur 'objet et le
role des Mathématiques résulient naturellement cet-
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taines directives pédagogiques. Voyons donc si I'étude
historique que nous avons esquissée ne nous conduira
pas, dans cet ordre d'idées, 4 quelques conclusions inté-
ressantes.

Une constatation s'impose en premier lien. C'est que,
si I'on a raison de distinguer et méme d’opposer la mis-
sion des ouvriers de la science et celle des professeurs,
il y a néanmoins un parallélisme remarquable entre les
différentes écoles dans lesquelles nous pouvons ranger
les uns et les autres. A chacune des conceptions que
nousavons vu successivement présider au développement
de l'ceuvre mathématique répond nettement une con-
ception correspondante de 'enseignement.

© Si, comme les Grecs, nous estimons que l'intérét
principal de la spéculation mathématique tient 2 la
beauté des propriétés numériques ou géométriques envi-
sagées, nous devrons évidemment demander au profes-
seur d'initier tout d’abord ses éléves aux plus parfaites
de ces propriétés : nous l'inviterons, par exemple, A leur
faire connaitre les plus belles propositions de la théorie
des nombres ou de la théorie des polyédres réguliers,
sans s'inquiéter de savoir si ces propositions sont ou non
de quelque utilité pratique et si elles donnent, d'autre
part, un aperca suffisant de la puissance des méthodes
employées par les analystes.

Si nous pensons, au contraire, que les théories mathé-
matiques valent principalement par la tormelogique sous
laquelle elles se présentent, alors nous tiendrons surtout
A familiariser les débutants avec les méthodes de la dé.
monstration en les mettant en présence de sysiémes
logiques parfaitement construits et rigoureusement en-
chainés,

Dans une certaine mesure, il est possible de concilier
ce second point de vue avec le précédent. Cest ce que
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les Grecs avaient cherché A faire dans leurs traités die
dactiques, et les Eléments ¢'Euclide nous fournissent 2
cet égard un admirable modéle qu'une longue suite de
générations a religicusement suivi. Grice 2 l'enseignes
ment euclidien, U'éléve peat du méme coup s'habituer
aux exigences du raisonnement et acquérir la connais-
gauce des faits géométriques les plus notoires. Mais cet
enseignement ne saurait sufhire & notre époque. En effet,
d’une part, les faits sur lesquels il porte n'occupent plus
aujourd’hui dans la science la place privilégiée qu'ils
avaient autrefois, et certains d'entre eux nous appa-
raissent au contraire comme trés spéciaux; d'autre part,
la géométrie enclidienne ne nous donne qu'une idée in-
compléte des méthodes de démonstration et des procé-
dés de calcul dont l'usage s'est développé dans les
théories modernes. Ainsi il faut opter entre les deux ten-
dances qui s’unissaient chez les Euclidiens, et renonver
aujourd’hui A faire marcher de tront I’étude des faits et
celie des méthodes.

Entre les deux partis qui, dés lors, semblent s'offrir
au maitre, les mathématiciens de 1’école synihétiste ne
pouvaient pas hésiter. La suprématie obtenue par cette
école eut naturellement pour cffet d’accentuer le carac-
tére forn:el de l'enseignement. Il en fut ainsi en parti-
culier pendant la seconde moitié du xix* sitcle, car c'estd
cetie époque que la conception synthétiste de Ja science
se répandit — avec un certair. retard — dans le monde
pédagogique, ol d'ailleurselle subsista plus longtemps
que dans les milieux adonnés au travail de recherche.
Suivant les maitres qui dirigérent alors notre enseigne-
ment, le professeur de mathématiques devrait se propo-
ser comme but unique de former l'intelligence de ses
éléves et de leur apprendre A raisonner avec rigueur.
Peu imperte qu’on leur enseigne telle ou telle partic de
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la science pourvu qu’on leur fasse comprendre ce que
c'est quune démonstration ¢t qu'on les habiwe a
n'avancer aucune vérité qu'ils ne soient capables de
prouver, Cette conceptiona eu, en France, d'autant plus
de succés qu'elle se trouvait conforme aux principes
adoptés, dansdivers ordres d’cnseignement littéraire, par
des pédagogues éminents. On mettait, vers 'année 1900,
les questions de « méthode » au-dessus de toutes les
autres, et 'on s'imaginait par 1A ire preuve d’ « esprit
scientifique ». Ft en effet, s'il était vrai que la science
pure, celle qui n'est pas encore mélée d'éiéments étran-
gers, n'est qu'une forme, indépendante du contenu au-
quel on l'applique, il s'ensuivrait qu'il est parfaitement
inutile de donner a l'enfant des connaissances positives ;
amasser des faits est une tiche inintelligente dont la vie
saura fort bien s'acquitter; ce qui importe, ce qui cons-
tituz la véritable mission du maitre, c’est de développer
chez 1'4léve le sens de Iz méthode, c'est de faire 'édu-
cation des facultés formelles qui préexistent dans son
entendement.

Depuis quelques anndes, cependant, on a reconnu les
inconvénients que présente — dans I'enseignement ma-
thématique tout au moins — I'adoption d’un point de
vue aussi absolu. Non seulement, en frisant dominer
des préoccupations purement logiques, on a rebuté et
éloigné des Mathématiques d'excellents esprits; mais,
faute de s'intéresser & la maii¢re de la science, on a né-
gligé de donner aux jeunes gens les connaissances
objectives qui pouvaient un jour leur &tre utiles.

Une réaction devait donc se produire, et elle se mani-
festa tout d’abord dans le camp des savants et des profes-
seurs qui cherchent A ofienter la spéeulation mathéma-
tique vers les applications concrétes. Ces maitres se plai-
gnirent, avec raison, que Fon creusit un fossé artificiel
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entre la science théorique et la vie pratique. Sous
prétexte, disaient-ils, que les données des sens et de
Pimagination manquent de rigueur scientifique, on a
fait table rase de ces données et on les a remplacées par
des constructions logiques qui paraissent & 'éléve in-
ventées de toute pitce et qu'il ne peut rattacher a au-
cune réalité. Sous prétexte d’¢liminer de la science les
généralisations intuitives, les raisonnements par analo-
gie ou par approximation, on en a banni le bon sens.
Ainsi, concluait-on, il faut changer de méthode ; il faut
téduire considérablement dans I'enseignement des Ma-
thématiques, le role de V'appareil logique, et accorder
une large place 4 l'intuition sensible, A la représentation
concréte des faits théoriques.

‘Telle fut I'argumentation présentée au cours des der-
niéres années, par un groupe important de réformateurs.
D’ailleurs, ces réformateurs, qui comptaient parmi eux
d’¢minents mathématiciens, n'étaient pas mus unique-
quement par les considérations dont nous venons de
parler : ils étaient poussés par d'autres raisons, plus pro-
fondes, qui tenaientd | évolution méme de Iz pensée ma-
thématique. En effet, il est bien évident que le déciin
de la conception synthétiste des Mathématiques devait
entratner totou tard 'abandon d’un type d’enseignement
principalement logique et formel. Du moment ot l'on
reconnaitqu'il y a, 4 la base de I'Analyse mathématique,
un ensemble de faits irréductibles 2 la logique, on ne
doit plus présenter cette Analyse comme une construc
tion pure et simple et 1'on doit éviter de faire croired
I'éléve que les uotions mathématiques sont entidrement
créées par notre esprit., Selon les vues actuelles, la pen-
sée mathématique ne deviendrait logique qu’aprés avoir
analysé et formulé certaines données. Dés lors il devient
indifiérent que, dans l'enseignement élémentaire, 12 lo-
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gique entre en scéne un peu plus tét ou un peu plus
tard- Quoi que l'on fasse. il y aura toujours, au point
de départ du raisonnement, des faits posés a priori et
des propositions non démontrées, Quel inconvénient
peut-il donc y avoira augmenter un peu, dans 1z résumé
de la science qu'on offre 2 I'dléve, la proportion des
véritds qui ne sont pas objets de démonstration ?

Ainsi, ce sont des raisons fondamentales qui nous
conduisent 3 modifier les principes par lesquelles était
régiil y a une vinguine d'annédes notre enseignement
mathématique, Lorsque nous approfondissons ces rai-
sons, nous sommes méme portés o penser qu’en déve-
loppant le cdté pratique de lenseignement on n'a
accompli qu'une moitié de la rétorme nécessaire. En
effet, les motits qui nous incitent A vouloir cultiver chez
I'éleve la faculté intuitive ne s’appliquent pas sculement
A U'intuition sensible, mais également, et avec la méme
force, & l'irtuition intellectuelle ; les considérations qui
miiitent en faveur d'un enscignement objectit doivent
nous faire rechercher, dans nos licons, non seulement
l'objectivité physique, mais aussi cette autre objectivite,
que nous avons appelée intrinstque, et qui caractérise
les mathématiques modernes.

Quels devraient donc dtre exactement le programme
et le point de vue de l'enseignement, si I'on vou'ait
qu'il fat conforme aux principes qui nous paraissent
diriger aujourd'hui la pensée mathématique ?

L’enseignement que nous avons en vue devra sans
doute réserver une grande place & ’étude des méthodes
de calcul et des formes de raisonnement. Ces méthodes,
ces formes sont en effet l'instrument de la démonstra-
tion mathématique, et c’est a leurs perfectionnements
successifs que sont ddis, en fait, les principaux progrés
réalisés par I'Analyse. Mais, en”méme temps que I'on
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familiarisera I'éldve avec les conditions de la démonstra.
tion, on devra lui montrer que les faits contenus dans
une théorie mathématique ont une valeur et un intéréy
propres, indépendamment des procédés logiques ou
algébriques qui permettent de vérifier ces faits. Ainsi
F'on s'efforcera de faire connalitre au débutant les pro-
priétés les plus saillantes des notions qu'étudie I"Analyse
actuelle, les résultats essentiels qui permettent de com-
prendte le développement de la science; et Pen n'aur
crainte d’avancer ces résuliats sans preuve, si la justifi.
cation qu'on en poutrait donner est trop indirecte ou si
clle dépasse les connaissances de I'éléve. En dantres
termes, on abandonnera ce vieux préjugé pédagopique
d'aprés lequel le professeur de mathématiques ne devrait
jamais parler d’autorité et serait tenu de prouver tous
ses dites par un raisonnement en forme. Quels motifs
pourraient, en effet, justifier un pareil scrupule ? En
physique, sans doute, il y a quelque inconvénient
énoncer comme un fait ce qui est la conséquence d'une
démonstration ; car on expose I'éjéve A ne. pas distinguer
exactement, dans la théorie qu’on lui enseigne, la part
de 'expérience et ¢elle du raisonnement. Mais ¢n ma-
thématiques, pareil danger n'existe pas : I'éléve est par-
faitement averti qu'a I'exception des définitions, axiomes
et postulats, tout, dans une théorie mathématique, doit
&tre étayé par une démonstration ; rien ne nous oblige
done 4 le mettre 3 de vérifier, dans chaque cas pani
culier qu'il en est bien ainsi. Peut-ire, ici, va-t-on
nous objecter que nous abaissons l'enseignement des
Mathématiques, en l'obligeant  s'adresset 4 la mémoire
au lieu de faire seulement appel 2 Pintelligence pourh
conduite des démonstrations, et au bon sens pour k
détermination des données premiéres : mais nous répon-
drons qu'en aucun cas, 3 l'heure actuelle, le bon sens
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ne pourrait suffire pour choisir et pour exprimer les
vérités non démontrées dont partent les théories mathé-
matiques ; dés lors, un enseignement ot la mémoire
n'interviendrait 3 aucun degré est manifestement jme
possible.

Ces observations doivent 8tre complétées par une re-
marque connexe qui touche 4 une question d'un carac-
tére’ général, fréquemment posée dans les discussions
philosophiques. Y a-t-il, dans les théories qui constie
tuent les Mathématiques pures, divers ordres A considé-
ret, €t, en particulier, I'ordre de I'enseignement est-il
distinct de V'ordre de la spéculation ou de la décou-
verte ¢

C’est 12 une question qui n’a jamais ¢té résolue d’une
maniére absolument satizfaisante, et cela peut-étre parce
que 1'on a cherché A la simplifier 4 'excés.

Partant de l'opposition éiablie par Platon entre la
connaissance intuitive et la connaissance discursive, on
a pensé que chacune de ces connaissances avait son ordre
propre et que I'on devait dés lors admettre une distinction
fondamentale entre P'ordre de 1'dtre et 'ordre du dis-
cours,

Certains philosophes, d’autre part, se plagant plus
spécialement au point de vue de Vactivité intellectuelle
du savant, ont opposé l'ordre de I'invention et I'ordre
de la démonstration, I'ordre de la découverte et |’ordre
de 'exposition didactique (1).

Reprenant la question 4 son tour, M. Léon Brunschvicg
a fort justement montré qu'il importe de ne pas con-

(1) Dans le langage de xvne sitcle, ces deux ordres sont l'ordre
de Tanalyse et 'ordre de la synthise,
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fondre 'ordre de 12 démonstration et celui de l'ensei-
gnement ; moyennant cette distinction, il espére pouvoir
rapprocher le premier de ces ordresde Vordre de I'inven.
tiofr.

Si, cependant, 'on admet les résultats de 'étude que
nous avons faite dans les chapitres précédents, on sera
conduit & une conclusion un peu diflérente et un puu
plus complexe.

L'opposition fondamentale est bien, selon nous,
comme le soutenaient les Platoniciens, entre la vérit
objective des faits mathématiques et les conditions de Ia
connaissance ; mais, tandis que I'on est fondé a placer
au premier rang de ces derniéres Uordre de la démons-
tration, on ne saurait parler d'un ordre objectif, d'un ordre
de I'¢tre. En effet, c'est, nous 'avons vu, le propre de In
construction logique et algébrique d'introduire un ordre
dans une matiére qui n’en comporte pas par elle-méme,
Le principe de la démonstration consiste & sérier les
questions et A classer suivant unesuite unilinéaire, en les
enchainant les unes aux autres, des propriéés qui sont
en effet solidaires, mais entre lesquelles, du point de vue
de l'intaition, il n'y a aucune hiérarchie, aucun rapport
de succession. Ainsi, on ne saurait admettre l'existerce
d'un ordre antérieur 4 la démonstration. Aussi bis
n’avons-nous pu définir I'iatuition que d'une maniére
négative, et nous ne saurions admettre, par conséquent,
qu'il soit possible de l'isoler de la connaissance démons.
trative ; dans toute spéculation mathématique, il y a une
part de démonstration et c'est de cette part que nous
devons faire relever 'ordre des propriétés sur lesquelles
nous spéculons. '

En d'autres termes, le conflit que nous croyons aper-
cevoir au fond des théories mathématiques modernes et
sur lequel nous avons longuement insisté, n'est point
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Fopposition de deux ordres de vérités, 1l n'en est pas
moins exact qu'il y a une différence profonde, entre
Vordre dans lequel les vérités se présentent A V'inventeur
et 'ordre dans lequel elles sont démonstrativement é1a-
blies. Ainsi il existe bien un ordre de la découverte dis~
tinct de P'ordre logique. Mais les voies de la découverte
ne sauraient étre regardées comme plus exactement con-
formes 4 la réalité que celles de la logique. La décou-
verte, nous F'avons vu, opére par titonnements, par coups
de sonde, elle use d'expédients et de ruses. Si donc elle
ne classe pasd’emblée les faits mathématiquessuivant une
chalne déductive, maisrecherche d'abord, parmi ces faits,
les plus apparents, les plussuggestifs, les plusrévélateurs,
l'ordre qu'elle suit n'en est pas, pour cela, moins artifi-
ciel, Sans doute il est fort important d'érudier I'oppo-
sition de cet ordre et de l'ordre logique, car c'est ainsi
que I'on est amené A reconnaitre indirectement la qualité
objective des faits mathématiques ; mais on ne saurait
attribuer une valeur propre a l'ordre de la découverte,
dont le principal caractére est d'étre changeant et éclec.
tique.

Cela admis, on n'aura plus de peine A porter un juge-
gement sur le plan qu'il convient d’adopier dans Pen-
seignement des mathématiques. Ce plan ne nous étant
pas imposé par la nature des faits enseignés, nous restons
maitre de le déterminer d’aprés des raisons d'opportunité
ou d'aprés des exigences pédagogiques. Comme les mé-
thodes de découverte, et pour des raisons analogues,
I'enseignement trouvera avantage a étre éclectique. En
cfiet, 'enseignement doit donner an débutant unapergn
d'une réalité extrémement complexe et touffue, dans
laquelle le savant s'applique 2 introduire un ordre
logique. Or, comment aueindre ce but sinon en em-
ployant concurremument des méthodes différentes et en
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se plagant 2 divers points de vue ? Ainsi seulement le
maitre pourra faire saisir A ses disciples le double carac-
tére qui fait pour nous le prix de la science mathéma.
tique: la puissance et la souplesse de la méthode, la
- varidtd et la richesse de la matiére. s
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