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L'IDÉAL SCIENTIFIQUE

DES MATÏlKMATÏCIE~S

INTRODUCTION

L'HISTOIRE DES SCIENCES
ET LES GRANDS COURANTS DE LA

PENSEE MATHÉMATIQUE
fi

1r.

I! est, en matière de science, un principe qui
paraît admis, sinon par tous les philosophes, du
moins par )a grande majorité des savants c'est
qu'il ne faut pas confondre la science déjà faite

avec la science qui se fait. En d'autres termes, on
ne peut pas espérer déterminer tes caractères esscn.
tiels de la connaissance scientifique si l'on ignore
comment cette connaissance est ac.luise on ne
peut pas juger les théories des savants si l'on ne
s'est pas préalablement initié à l'inspirationqui les

a suggérées.au mouvement dépensée qui a permis
de les réaliser. Si ce principe est vrai de toutes tes

¡ sciences, sans doute t'est-it surtout des MathcnM-
thiques pures: car celtes ci, n'étant, ni guidéespar
l'expérience,ni suscitées par les événements de la
vie, dépendent plus que toute autre discipline de
l'invention et des conceptions de Icurs auteurs.
Et c'est pourquoit'onsouhaitcrahpouvoirrëpondre

s avec une parfaite précision aux questions sui-
vantes Quelle idée les mathématiciensse font-ils

= t-
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de leur science, quel dessein poursuivent-ils, quels

sont les principes directeurs de leur activité, quel

est le phare qui oriente leurs recherches ?
Mais ici se présente une premièredimcutté. Les

questions que nous posons sont des questions de
fait, concernantexclusivement la genèse et le déve-

loppement de la scienceet qui doiventêtre résolues

en dehors de tout système philosophique. Ce n'est
donc ni chez les métaphysiciens de profession, ni

dans les écrits métaphysiques des mathématiciens
philosophes,que nous devonschercher tesdonnées
qui nous permettront d'y répondre. Seuls les
ouvriers spécialistes de la science, les techniciens

purs, pourront nous fournir des indications qui
soient sûrement indépendantes de toute idée pré*

conçue. Or U se trouveque, sur les points qui nous
préoccupent, les techniciens ont été, de tous temps,
particulièrementsobresde renseignements. S'enor-

çant de nous présenter des théories complètement
achevées, ils ont le plus souvent omis de retracer
dans leurs écrits la marche de leur pensée;ils se
sont contentésde présenter les conclusionsde leurs
recherches avec les démonstrations justificatives.

C'est pourquoi, parmi les savants les plus illus-

tres, parmi ceux dont les travaux ont exercé le

plus d'influence, nombreux sont ceux dont les

conceptionset les principesde recherche sont restés
impénétrablesà leurs successeurs; on dirait que,
comme les géomètresde certaines écoles antiques,

ces grands créateursont voulu dérober au vulgaire

le secret de leur pouvoir.
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Le mystère, il est vrai, devrait se dissiper,
lorsque, laissant de côté ta science du passé, nous
tournons notre attention vers nos contemporains.
Nous tes voyons,en effet, travailler, sous nos yeux,
et nous avons la ressource de les interrogerdirec-
tement. Qu'on ne s'imagine pas, cependant, (juc
nous sommes, pour cela, beaucoup plus avancés.
Les questions indiquées plus haut ne sont pas, en
effet, de celles auxquelles le mathématicien même
le plus quatitié puisse répondre d'emblée. I) lui
faut un grand eflort d'abstraction et de réflexion
pour les traiter d'une maniereobjective et pour les
dégager de la masse des observations banales, ou
au contraire trop spéciales, trop accidentelles, qui
se présententenfouie à son esprit lorsqu'il cherche
à analyser sa propre activité. D'ailleurs le véritable
savant s'est à ce point fondu avec son œuvre qu'il
lui est devenu i:npOM)b)e de s'en abstraire; et
c'est pourquoi, lorsque nous voulons connaître ses
vues sur la science, souvent il repousse notre pré-
tention comme une sorte d'intrusion dans sa vie
privée ou bien, s'it consent à nous faire des confi.
dences, celles-ci relèvent parfois de l'autobio-
graphie et de la psychologie intime plutôt qu'êtes
ne nous instruisent sur Ja direction et le déve-
loppement des théories scientifiques.

Cette difficulté que nous éprouvons à nous ren-
seigner sur la pensée profonde des hommes de
science a souvent été remarquée et elle a, certes,
quoique chose d'un peu troublant. Pourquoi les
mathématiciens~en particulier, hésitent-ils tant à
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traduire eux-mêmes en formules générâtes leurs
idées directrices?Serait-ce qu'ils se méfient de ces
idées ? Les regarderaient-ils comme une faiblesse,
dont ils n'ont pas lieu de faire étalage ? Ainsi que
l'a fort justement fait remarquerM.EmitePicard(<,
la plupart des savants de métier sont portés à re-
douter les dangers des vues philosophiques plutôt
qu'à en reconnaître les avantages. A leurs yeux le

philosophe est « l'homme qui excelle à voir les
difficultés et ils veulent à tout prix se préserver
des doutes auxquels faisait allusion Jules Tannery
brsqu'it parlait un jour « de ces inquiétudes que
nous cultivons sous te nom de philosophie ~).
Mais, si rien n'empêcheen e8ett'homtnedescience
d'écarter de son champ d'études les discussions
concernant l'origine et !a nature des notions aux.
quelles il a affaire, s'it lui est permis de n'avoirpas
d'opinion sur les controversesmétaphysiquestou-
chant le problème de la connaissance,on ne saurait
conclure de là qu'il puisse se passer de tout prin-
cipe, non pas précisémentp/«7oM~/)~M~, et encore
moins extra -scientifique mais, en tout cas, <r<
/CC/W~KC.

Non seulement, en effet, comme nous te disions
plus haut, il faut au savant au mathématicien
surtout – un dessein et des vues d'ordre généra)

pour guider ses recherches. Mais il est clair que

l'existencemême du savant ou du moins son acti-
?

(t) Emile Picard, ~a ««MM Mto~'M;' Il w< f'M «<:<)«/, p. )*')*' g
~) E. Picard, <<w.çil.
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vite intellectuelle cet en'ort désintéressé de

toute une vie concentré sur les objets les plus
immatëriets, tes plus éloignés des préoccupations
courantes de l'humanité-exige un point d'appui,
suppose un stimulant, qui ne peut être fourni que
par les conceptions dont nous parlons. Comme !e

remarque encore M. Emile Picard, l'homme qui
pratique lessciences a besoin, pour se soutenir, de
certaines convictions il doit avoir, il a certaine-

ment, uncrc~o scientifique (t).
Sans doute. Mais apparemment, le credo du

savant est souvent un peu simpliste et il n'est pas
aisé d'en déterminer exactement les fondements.
lorsque l'on cherche à t'analyser~on a l'impression

que ce credo repose en définitive sur une sorte de
foi mystique dans le progrès et les destinées de la
science.Comme le grand conquérant, l'homme de
science est tenté de croire à son étoile, -influence
mystérieuse qui oriente vers un but commun la
série éparse de ses recherches, l'ensemble en appa-
rence désordonné de ses travaux. SentaM, d'autre
part, mieux qu'aucunautre, qu'i! est impossiblede
faire des travaux de valeur à moins d'être dollé, il
idéalise plus ou moins consciemmentcette obscure
notion de <foM jusqu'à en faire une sorte d'inspira-
tion. Et voilà pourquoi il n'a que taire de règles
objectives,de conceptions systématiquespour con.
duire et pour justifier son travail. !t se dirige d'ins-
tinct, en homme inspiré; les découvertes surgissent

(~ Emite Picard, cit., p. et suiv.
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sousses pas sans qu'il sache commentni pourquoi;
car c'est souvent, dit-il, au moment où il s'y attend
le moins, torsqu'it a beaucoup peine, erré, et qu'il
se croit définitivement égaré, que brusquement la
vérité se révèle à sesyeux. A ce compte, les progrès
de h science ne pourraient s'expliquer que par un
miracle perpétue))ement renouvelé.

S:ms doute les mathématiciensn'exprimeront-ils
que rarement leur pensée par des affirmations
aussi extrêmes. Ces croyances instinctives que
nous cherchons à mettre en formules n'existent
chez eux qu'à l'état de tendancesou de sentiments.
Mais ne sont-ce pas souvent de tels sentiments,
imparfaitement analysés, qui incitent i'homme à
agir et qui entretiennent son c)Tort?

Quoi qu'il en soit, et quelque peu d'importance
que l'on veuille attribuer à ces recoins de l'âme
scientifique que nous avons présentés sous des
traits un peu gros afin de les rendre ptus appa-
rents, un fait demeure acquis c'est que, comme
nous le disions tout l'heure, il est presque impos-
sible de déterminer par des enquêtes individuelles
les conceptionsqui président aux recherches scien-
tifiques ces conceptions, devenueschez ceux qui
s'en inspirent des principes d'action et de vie, sont
mélangées de trop d'éléments personnels pour
pouroir être étudiées objectivement.Incidemment
cette remarque nous explique une apparente con-
tradiction que l'on peut relever dans t'attitude de
certains savants. D'une part, ils se déclarent
indifférents à toute théorie de la science, estimant
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que les vues philosophiques ne sauraient avoir
aucune répercussion sur les travaux des techniciens.
Et, d'autre part, ils se montrent si attachés à leurs
propres idées sur la science qu'ils supportentavec
peine de )(;s voir mises en cause. C'est qu'en effet
ces idées, auxquelles ils n'attribuent aucune valeur
absolue, sont cependant les conditions indispen-
sables de leur activité scientifique. Et ils ont peur
qu'en les ébranlant on ne porte atteinte aux ressorts
de leur énergie. Sentiment fort naturel et fort
respectable, mais qui nous montre combien il est
nécessaire d'être prudent lorsqu'on cherche à
interprétercertains témoignages.

Qu'on se garde, cependant, d'attribuer aux ob-
servationsqui prècèdent un sens qu'elles ne com-
portent pas. Du fait qu'il est malaisé à l'auteur
d'une oeuvre scientifique d'analyser tui'même la
genèse de ses idées, il serait absurde de conclure
que le jugementdu savant doit être récusé dans les
discussions relativesaux principes de la science.
Il faut reconnaître, au contraire, que la complexité
et ta subtilité mêmes des questions débattues
exigentqu'elles soient traitées par les hommes qui
ont étudié ta scienceà fond et qui sonta même de la
pratiquer personnellement. Mais le spécialiste,
quand il entre dans le débat, doit soigneusement
éviter d'être à la fois juge et partie,et il n'y parvient
qu'à la condition de sortir momentanémentde lui.
même. Il sera suspect de partialité s'il se borne à
décriresa propre expérience il apportera,au con-
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traire, un enseignement précieux si, à la lumière
decette expérience, il interprète les idées d'autres
spécialistes, représentant divers aspects ou dîne-
rentes phases de la pensée scientifique.

En d'autres termes, qu'il s'agisse de l'époque
:.t

présente ou qu'il s'agisse dupasse, il n'est, pour 1
l'étude des problèmes que nous avons énoncés

1;

plus haut, qu'une seule méthode applicable, et
cette méthode est )a méthode historique. Puisque,
sur les questions en litige, les témoign:ges indivi-
duels des savants sont presque toujours trop sub-
jectif, et en outre trop rares pour la périodepassée,
i! ne nous reste qu'à essayer de grouper ces témoi-
gnages, de manière à supptéer & l'insuffisance de
chacun d'eux par la considérationde l'ensembleet
par la comparaison des uns et des autres. Ainsi c'est
dans l'histoire des sciences, convenablement étu-
diée, que nous avons te plus dechances de décou.
vrir les fondements et ta direction de la pensée
scientifique.

L'histoire des sciences ainsi entendue est à
égale distance de l'observation psychologiqueindi-
viJuetie et de la systématisation philosophique.
Elle est donc la préface naturelle de la philosophie
des sciences. Mais, restant placée dans te domaine
objectif de t'œuvre scientifique, elle sera, croyons-
nous, également instructive pour te pur homme de S
science et principalementpour celui qui cuhivetes
sciencesabstraites. En effet, si les créateurs de génie
peuvent se ner, pour guider leurs recherches,à teur
flair et à l'inspiration instinctive dont nous par-
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lions tout à l'heure, il n'en est pas de même, tant
s'en faut, de tous les modestes ouvriers qui ap-
portent leurpierreà l'édificescientifique.A ceux-ta,
– lorsque, dans leurs heures de répit, ils souhai-
teront savoir où ils vont, se rendre compte du
chemin déjà parcouru, s'expliquer le pourquoi du
mouvement dans leqltl ils sont entraîne: – t'hts-
toire fournira peut-être les enseignements et les
encouragements nécessaires.

Il convient cependant d'examiner d'un peu plus
près quels devront être les préoccupations et les
sujets d'étude de l'historien lorsqu'il se proposera
de retracer l'évolution des sciences – et spécia-
lement celle des mathématiques– dans le dessein
que nous avons tenté de définir

Sous le nom d'histoire des sciences on confond
plusieursgroupesde recherches qui ont des carac-
tères bien différents.

Ainsi t'en regarde comme des historiens les Cru-
dits qui interprètent les fragments des textes
anciens susceptibles de nous renseigner sur les
méthodes mathématiques des peuples orientaux
ou des premiers géomètres grecs.Du point de vue
auquel nous nous plaçons, cependant, les travaux
de ces érudits sont en réalité préliminaires à la

(<) D-tns âne rtMMquaMeëtude intitule m<'<tf~' A)M /o/'M-
lorof~hicdrsnretdinratiqrrts(F. Alcau, igm j, 1t. ~laximilïen ~1'intrrA'M/'Mt~<ttmtt<M'MM~tM(! Atc<t«, )f)tt ), M. M.tximitim \h)tcrlosopbit:desniat»ëniatiqites (F. Alcau. 19114M, ~IJxil11iliel1\illto:r
prAjonhef'empfoid'une nxithode, :)j)p<;Mep.triui méthode htito-
rico-critique qui est analogue :t ce))e que nous voudrions voir
piquerà t'hiitoife des sciences.
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véritable histoire des sciences. Ils ont pour but de
réunir les matériaux qui permettront lorsqne
leur nombre sera sunsant – de reconstituer la
physionomie et la filiation des théories dont la
trace a été perdue.

Historien des sciences,également, est l'auteur qui
cherche à mettre en lumière la série des doctrine!!
et des hypothèses scientifiques auxquelles les sa-
vants ont été conduits dans le cours des siècles
passés. L'histoire ainsi comprise est, en grande
partie, l'histoire des erreurs humaines: pleine
d'enseignementspour le philosophe et pour t'his.
torien de la civilisation, elle ne pourra que rare*
ment, semble-t.il, être utile à l'homme de science,
sinon pour le mettre en garde contre certaines
tautes de raisonnement ou certaines imprudences
commises par ses devanciers.

Une autre conception, de l'histoire des sciences
– extrêmement répandue aujourd'hui – assigne
à celle-ci pour principal objet la recherche de la
paternité des grandes découvertes. Cette recherche
est en effet fort utile parce qu'elle nous aide à
accomplir un devoir de justice nous tenons avec
raison à rendre à chacun son dû et nous voulons
défendre notre patrimoine scientifique contre les
prétentions injustifiées des historiens de certains
pays qui s'appliquentà faire de la scienceun champ
de rivalités nationales. Mais. cela dit, il faut recon-
naître que l'exacte répartitondes découvertes entre
leurs auteurs nous apporte peu de lumière sur la
véritable origine de ces découvertes.
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Que la résolution de l'équation du troisième
degré soit due à Tartag'ia ou à Cardan, que les
premières équations de la géométrie analytique
aient été formulées par Desc~rtes, par Fermat ou
par un troisièmegéomètre, que telle regte de calcul
infinitésimal nous vienne de Newton, de Leibniz
ou d'un Bernoulli, on ne saurait tirer de ces faita

aucune conclusion uti)e. Pluscurieux, sans doute,
sont les rapprochements que l'on peut établir par-
fois entre des œuvres d'époques très dinerentes,
et qui permettent de découvrir dans des écrits
anciens et peu connus les germes de théories re-
gardée jusqu'alors commebeaucoupplus récentes
C'est ainsi, par exemple, que l'on trouve chez
Apollonius, chez Nico)e Orcsme (xtV siècte), chez
Murino Ghetaldi (xvi' siècle), certaines études qui
nous font immédiatement penser à la géométrie
cartésienne. Mais l'on doit se méfier des ressem-
blances de ce genre, lesquelles sont souvent de

pure forme, c'est~-dire ne portent que sur tes ma-
nifestations de la pensée scientifique (énoncés de
faits, formules ou théorèmes) et non point sur les
tendances et l'action créatrice de cette pensée. Ce
qui nous paraît, quant à nous, être vraiment inté-
ressant dans t'histoire des sciences, ce n'est point
de constater que tcl ou tel fait a été rencontré ou
pressenti à telle époque c'est de reconnaître
commentée fait est entré dans un système, quel
courant de recherches a conduit à le regarder
comme important, de quel mouvement de pensée
il a lui-même ététe point de départ. C'est en d'au-
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tres termes, l'évolution des conceptions scicnti-
fiques que nous souhaiterions connaître et com-
prendre. Or il n'est point de trouvaille historique
qui brusquement puisse venir renverser ce qu'une
longue série d'études nous a dé)!t appris sur cette
évolution.

Nou<.app!iqucrons la même remarque& t'histoire
des découvertes considérée spécialement du point
de vue national. Le cas de légitime défense étant
mis à part, cette histoire nous paraît peu instruc-
tive, pour autant du moins qu'elle se borne à
cataloguer lesinventions revendiquéesparchaeunc
des nations civilisées. Il y aurait, cependant, dans
le domaine des sciences comme dans les autres,
une histoire nationale & écrire, qui ne serait ni
illusoire, ni sans portée. Mais ce serait une histoire
d'un caractère élevé, qui laisserait de côté le détail
technique des découvertespour ne considérer que
l'esprit. Ce qui constitue, en effet, l'individualité
scientifique d'un peuple, ce n'est point le concours
de circonstances qui lui a valu d'acquérir le pre-
tnicr telle ou telle connaissance, mais ce sont les
méthodes de travail en usage chez ce peuple, les
habitudes et les tendances des inteHigences, le
pouvoirde divination plus ou moins dévetoppë et
orienté dans tel sens particulier, l'idéal enfin que
poursuivent ses savants. Plusieurs études intéres-
f-antesontété pubtiéesau coursdes deroièresannëes
sur la pensée scientifique française considéréeà ce
point de vue mais une histoire complète du de'
veloppement decettepenséenousfaitencoredéfaut

<-
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Ce n'est point, toutefois, en s'attachant & une
phalange particulière de savants, si brillantesoit-
elle, qu'il convient de commencer l'enquêtegéné-
rale dont nous avons plus haut indiqué l'objet.
C'est en enet tout le cycle des productionsscienti-
fiques qu'il sera nécessaire de passer en revue si
l'on veut dégager les conceptions fondamentales
qui ont présidé à la constitution et au développe-
ment des sciences. On devra donc négtiger provi-
soirement les diverses nuances et oppositions de
détaitduesauxpersonnatitésdiiférentesdes hommes
et des nations pour s'en tenir strictement aux
grandes lignes. Sur quellesquestionssera-t-on des
lors condait à fixer spécialement son attention ?

Afin de pouvoir entrer dans quelques détails,
nous limiterons dorénavant nos remarques aux
sciences mathématiques, sans d'ailleurs perdre de
vue que ce que nous dirons des Mathématiques
sera vrai aussi probablement de la partie théorique
des autres sciences.

L'histoire.dontnous cherchons à esquisserle plan
fera peu de cas, nous l'avons dit, des découvertes
isolées, détachées de leur milieu elle se proposera
comme but principal d'étudier les grands courants
de la pensée mathématique, en assignant à chaque
faitla place qui lui revient, non pas dansla science
telle qu'elle existe aujourd'hui, mais bien dans la
science des savants qui ont spécialement étudié ce
faitet qui lui ont attribué un rôle important.

Ainsi, le premier problèmequi se posera A propos
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d'une découverte nouvelle consistera à rechercher
comment cette découverte a été amende et quelle
est sa signification par rapportaux recherches aux-quelles elle fait suite.

Voici, par exemple, le théorème de Pythagore
~<tM un ~'MK~ t'ec~t~e le carré de l'hypoté-
MMW égal à la MMWe carrés des deux
autres côtés. Pour nous ce théorème est le point
de départ d'une riche série d'autres proposi-
tions concernant les relations métriquesauxquels
satisfont les divers éléments rectitignes d'un tri-
angle rectangle, et, plus genëratement, d'un tri-
angle quelconque. Mais est-ce bien par cet aspect
que le théorème dit « de Pythagore a'primitive*
ment frappé l'attentiondes géomètres ? On a toutlieu de croire que, loin d'apparaître comme uneacquisition avantageuse,ce théorème a tout d'abord
été la source de graves difficultéset qu'il a marque
l'échec plutôt que l'éclosion d'une théorie. C'est eneSet toute la doctrine vers laquelle tendaient les
premiers Pythagoriciens doctrine supposant uneharmonie préétablie entre les propriétés des
nombres entiers et les propriétés des figures géo-
métriques – que le nouveau théorème jetait à
bas car il montrait que la considération d'une
figure aussi simple que l'est un triangle rectangle
isosccte (dont le côté est pris pour unité) introduit
immédiatement dans nos calculs une grandeur in-
commensurable, la )'aftt<e c<tt't'ee de deux ( t ).

()) L'h)po~))Utedu triangle. dont la longueur est ë~ejty'ï. 1
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Envisageons,d'autrepart, les écrits de Cavalieri
sur la géométrie des indivisibles. Si l'on faisait
abstraction de leurs antécédents, on pourrait re-
garder ces écrits comme le point de départ d'une
méthode de démonstration entièrementnouvelle,
consistant à substituer au calcul algébrique des
quantités finies un calcul relatif à des étéments
infiniment petits (<~r~te</M). Il n'en est rien,
cependant car, en rapportant la géométrie de
Cavalieri à ses origines, nous constatons qu'elle
fait partie d'un ensemble de travaux qui procèdent
directement d'Archimède, qui n'ont aucune pré-
tention méthodologique, et dont les auteurs sont
pleins de respect pour les formes classiques de la
démonstration.

Plus encoreque les antécédentsdes découvertes,
il sera nécessaire d'en considérer les suites, c'est-
à-dire d'étudier les conséquencesimmédiatesqu'en
ont tirées leurs auteursou les disciples de ceux-ci.
C'est ainsi que l'on pourra deviner le but que se
proposaient ces savants, et l'idéal vers lequel ils
faisaient tendre la recherchescientifique.

Pascal un jour, par suite de circonstances plus
ou moins fortuites, eut son attention attirée vers
certains assemblages de nombres, qui, disposés
sous forme de triangle (~'<<M~<' ~'t~M~Me de
Pascal), jouissent de propriétés remarquables.Il
n'était pas le premier à remarquerces propriétés,
que déjà plusieursauteurs avaientnotées, et notam-
ment Michel Stifel (xvt* siècle). Mais, tandis que
ces auteurs n'avaient vu dans leur découverte
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qu'unenouvellemanifestation des vertus des nom-

§
bras et le moyen de simplifier certains calculs,
Pascal tire immédiatement de la sienne des consé-
quences d'un tout autre genre; il l'applique en
effet au calcul des probabilités et l'utilise pour~
certaines sommations de lignes géométriquesqui
conduisent directement à la notion d'intégration.
Ainsi Pascal subit l'entraînementgênera! qui porte
les savants de son époque, à élargir le champ
d'application des mathématiques, à établir de nou-
veaux ponts entre tes provincesde cette science et à k

accroître de cette manière la puissance du calcul.
Dans le même ordre d'idées, n'est-il pas très

intéressant de \oir les mathématiciensde l'Inde et
les grands novateurs occidentaux,comme Nicolas
Chuquet (xv< sieete), n'éprouver aucun embarras,
et continuer aller de l'avant,lorsqu'ilsrencontrent
les racines négativesdes équations, tandis que, le
plus habite manieur d'équations du xvt* siècle –
François Viete s'obstine à maintenirdes cloisons J

étanches entre les équations qui ont des racines de S

signes dilférents sous prétexte qu'elles corres-
pondent, dans son système, à des problèmes géo-
métriques distincts ? N'est-ce pas un symptôme
frappant du point de vue du xtx< siècle que la
marche de la pensée d'Evariste Galois, faisant de ?
l'impossibilité où nous sommes de résoudre les )H
équations d<: degré supérieur & ~Mfre le point de
départ d'une théorie positive, dans laquelle on
aborde l'étude des équations par un biais tout
nouveau, la théorie des /~OM~?
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En même temps que l'on situera la découverte

dans l'histoire de la pensée mathématique, on
devra la confronteravec l'ensembledes découvertes
de la même époque. Non seulement on relèvera

3 attentivement les inventions voisines ou équiva-
lentes qui souvent surgissent presque simultané-

< ment dans l'esprit de nombreux auteurs, afin de
mesurer, si l'on peut ainsi dire, l'intensité du
courant dans lequel sont entraînés ces savants,
mais l'on rapprochera également les découvertesles plus distantes en apparence. H arrive fréquem-

a ment, en effet, que plusieursséries d'études, }ugécs
sans lien entre elles par un observateursuperncid,
et dont les auteurs même s'imaginentn'avoir entreeux aucun point de contact, procèdent cependant
de préoccupations et de rénexions voisines ta
comparaison que nous étabtissonsaprescoup entre
ces études peut alorsmus aider à retrouver t'orien-

tation commune des spéculations qui leur ontj donné naissance.
j Considérons, par exemple, pendant la période

post-cartésienne, les progrès de la géométrieana-
tytique d'une part, et d'autre part le dévctoppe-
ment du calcul des séries institué par Newton et
Leibniz. Œuvres indépendantes,pensera-t-on tout

? d'abord, dont t'une se rattache & la pensée de
Descartes, tandis que l'autre, tournant le dos au

passé, ouvreà la science des voies toutes nouvelles
en posant les principes du calcul infinitésimal etde l'Analyse moderne. Pareille manière de voir nerésiste

pas, cependant, à un examen attentif. Si,en
L~
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effet, t'en regarde de près les deux groupes de

travaux dont nous venons de parler, on constate
qu'ils ne s'opposent nullement l'un à l'autre et
qu'ils constituent en réalité deux expressions ditfé-
rentes d'une même préoccupation. d'un même
besoin de la pensée mathématiquedu xvu* siècle.
C'est la notion générale de fonction qui se dégage

peu à peu des théories ou elle était enveloppée,

et qui cherche à se manifester extérieurement,à
se projeter sous figure de courbes géométrique!

sous forme d'équations, ou suivant des combinai-

sons plus compliquées telles que les développe-

ments en séries infinies.
Un rapprochement non moins instructifpourrait

être fait entre diversesséries de recherchescontem-
poraines qui sont fort éloignées les unes des autres

par !a nature de leurs objets, mais qui pourtant
dérivent d'une inspiration commune. Ainsi, entre
la théorie moderne des fonctions et l'étude des
axiomes de la géométrie,.i) n'y a pas de lien ap-
parent. Cependant les deux études tirent leur ori-
gine d'une même tendance de la pensée tnathéma-
tique aciuette souci Je classification, votonté de

pousser le plus avant possible la résolution, la dis-
section des notions complexes.

Bien entendu, tout en poursuivant t'étude histo-
rique objective des théories scientifiques, on rc-
cueillera soigneusement, chemin faisant, f'u'cstcs
indications q'<e laissent échapper tes ameurs sur
leurs préoccupations durables ou passagères, sur
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leurs espoirs, sur leurs doutes, sur les régies de
travail auxquelles ils s'assujettissent.

II y a eu de tout temps, parmi les savants, des
esprits généralisateurs qui se sont plu à regarder ·
loin devant eux et à se représenter t'avenirde la
science. Tel fut Descartes, tel fut Leibniz, tel
Galois, et d'autres aussi qui, sans être des savants
de premier plan, peuvent néanmoins rénéter avec
exactitudeies vues et lesaspirationsde leur époque.
Tous ces penseurs seront particulièrement intéres-
sants à écouter. U existe, par contre, une catégorie
de savants qui semblentavoirune méfianceinstinc-
tive contre toute généralisation anticipée et qui
trouvent plus d'intérêtà ciselerdes oeuvres limitées,
mais parfaites, qu'à ébaucher de vastes théories et
à construire des hypothèses. Têts ont été Fermat,
Gauss, Hermite. Ceux-là sont peu communicatifs,
mais il est quelquefois possible de les deviner en
partie. Ainsi l'on peut êtreassuré que ces hommes,
épris de perfection, choisissent avec un soin parti-
culier tes problèmesauxquels ils s'attachent. Peut*
être donc qu'en examinant attentivement la liste
de ces probfèmes, en la comparantavec les objets
d'étude d'autres mathématiciens du même temps,
on pourra jusqu'à un certain point retrouver le fil
de leur pensée. Ainsi, un point pris sur une courbe
ne nous apprend rien sur cette courbe mais une
ph'ratité de points situés sur un faisceau de courbes
parallèles, permettront, s'ils ne sont pas tous exac-
tement au même niveau, de déterminer approxima-
tivement la forme et l'orientationdu faisceau.
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D'une manière gënérate, it sera toujours fort
intéressant de savoir dans quelles circonstances et
à quelle occasion les problèmes marquants de la
science se sont présentésà l'esprit du chercheur.
On regardera donc toujours comment ces pro*
btèmes sont introduits dans tes écrits où ils sont
étudiés, et par quels arguments leur utilité et leur
intérêt sont expliques.On prêtera également atten-
tion aux disputes, aux controverses, aux rivalités
entre savants qui ont fait naître, précisément,
tant de questions nouvelles, et qui sont si propres
à éclairer certaines faces importantes de la pensée
scientifique. Ainsi, en Grèce, l'opposition des théo-
riciens et des praticiens nous fournit une donnée
fondamentale sur l'idéal de ta science hellénique.
Les discussions qui ont eu lieu sur le calcul dess
probab))itcs, sur )<:s relations des Mathématiques
et de la Mécanique, sur l'infini et le continu, nous
apportent de même des renseignements précieux
sur la science moderne.

La méthode que nous proposons d'appliquer à
l'étude historique des théories mathématiques ne
saurait, on en peut juger par l'esquissequi pré-
cède, – être regardée comme nouvctte elle est,
au contraire, fort répandue de nos jours dans tous
tes domainesoùpénètre l'historien c'e''t taméthode
critique ou philosophique, et l'histoire telle que
nous l'avons décrite rentre évidemment dans t'en-
sembled'études auquel on donne le nom d* < histoire
philosophiquedes soences
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ït ne faut pourtant pas conclure de là que tes
questions énumérées plus haut soient naturelle-
ment tiées aux problèmesphilosophiques avec tes-
que)se)[esse rencontrent dans l'esprit de nombreux

penseurs. Les conceptionssur la science que nous
voudrions voir dégagées par l'historien ont sans
doute le plus souvent su~gért des conceptions
philosophiques, soit à leurs auteurs mêmes, soità
ceux qui les ont regardéesdu dehors. Mais, comme
nous l'avons déjà observé plus haut, il n'y a point
interdépendance, il n'y a même pas parallélisme
des unes et des autres. L'histoire que nous avons
en vue est exclusivement tournée vers la science et
reste indiRérente aux doctrines métaphysiques.

Pour justifier cette assertion, il n'est pas néces-
saire de procéder à une tong'je étude. Nous avons
en effet ta bonne fortune de posséder, pour ce qui
regarde ta définition des problèmes historieo-philo-
sophiques, une base d'appréciation extrêmement
&ûre et complète dans te bel ouvrage qu'a publié
récemment M. Léon Brun~/h~gsur étapes de
la philosophieMM/A~M~~W (t).

M. Brunschvicgs'cst attaché à montrer comment
l'histoire des théories mathématiques perme:
d'expliquer l'évolution des doctrines philoso-
phiques auxquelles ces théories ont donnétieu.Hyy

a, pense-t-il, corrétation constante entre les deux
ordres de spéculation, chaque progrès technique
important se traduisant immédiatement par un

(<) L.BtUMtMcg. Les <~< de ttt ~Mt~Mt fMf&<M<t~)M,!$tt.
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nouveau mouvement philosophique. Or il arrive
qu'en lisant l'exposé de M. Brunschvicg nous
sommes, sur presque tous tes problèmes qui y
sont soulevés, pleinement d'accord avec l'auteur,
dont les arguments nous convainquent et néan-
moins nous constatons que la courbe d'évolution
tracée par M. Brunschvicg ditfère notablement,
quant au dessin général, de celle qu'il aurait ob*

tenue s'il s'était placé au point de vue du pur
homme de science.

La ligne qui marque les étapes de la philosophie
mathématique offre un nombre considérable de
sinuositéset même de discontinuitésbrusques qu<
M. Brunschvicgmet très fortement en relief. Ainsi,
à peine le platonisme a-t.i! donné, pour la pre-
mière fois une explication complète ou du
moins jugée telle – de la connaissance et de la
vérité mathématiques, que déjà se présente une
coupure,unrebroussementde la courbe lecourant
de la spéculation philosophique sur la science
s'arrête soudainement, pour repartir avec Aristote
dans une nouvelle direction qui l'écarte desmathé.
mathiques et il faut attendrejusqu'au xva* siècle
pour voir la philosophie reprendre l'orientation
que lui avait imprimée Platon. Après les Carté-
siens Descartes, Matebranche, Spinoza
nouvelle coupure et non moinsprofonde l'analyse
inanitésimaterelègue au second plan t'atgèbre et la
géométrie cartésiennes, et de ce grand événement
mathématiquerésulte une révolution complète de
la philosophie à base scientifique. Au cours de la
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période contemporaine, pareillement, nous r<n-
contronsderetnarquabtesdiscontinuites.M. Bruns-
chvicg nous fait voir en effet comment t'arithmé-
t'smcdeRenouvierettenominatismcdeHe)mho!tz
d'une part, le mouvement dit < logistique d'autre
part, la doctrine intuitionisteen troisième lieu, se
font naturellementsuite en s'opposant.et repondentt
aux di))érents aspects d'une science qui 6vo)ue.
Jamais, peut-être, la philosophie mathématique
n'a suivi une ligne aussi anguleuse que durant les
vingt dernières années.

Allons-nous retrouver le même rythme, tamctne
suite d'oscillations, dans le chemin parcouru par
ta pensée scientifique pure, dégagée de toute pré-
occupation philosophique ? Nous ne le croyons pas.Au contraire, il nous semble que tes oppositions
les plus importantes pour le philosophe dis.
paraissent parfois presque complètement aux yeux
de l'homme de science.

Ainsi, par exempte, une rapide revue de t'ceuvre
mathématique des Grecs nous amènera plus loin
à conclure qu'il est impossible de tracer des
coupures dansl'histoirede cette œuvre, et qu'on ne
saurait y distinguer des théories ou des niéthodes
procèdant de conceptions divergentes. Cornue
Paul Tannery et Gaston Mithaud, nous croyons à
l'unité de physionomiede ta science grecque.

Pareittetnent, l'étude attentive du mouvement
mathématiquedu xvtusic'cle nous conduira à aban-
donner l'opinion assez répandue – d'après la.
quelle la création du calcul infinitésimal aurait
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constitué une révolution scientifique. H nous ap-
paraîtraque, malgré les différences qui les séparent
en tant que philosophes, Descartes et Leibniz,
hommes de science, sont mus par des aspirations
et des conceptions assez semblables ils appar-
tiennent à la même famille mathématique.

Enfin, si nous observons les :ni)ieu)t scientifiques
contemporains, où trouvons-nous trace de ces di- ,j

visions et de ces discordes qui agitent le camp des 1

philosophes spéculant sur les principes de la
science ? Interrogeons l'un quelconque des mathë-
maticiens vivants il nous dira que, si les discus-

sions philosophiquesde notre temps ont intéressé j

le monde savant, elles n'ont jamais fait dévier, ni
influencé en aucune manière, le cours de ses con- )
ceptions. Partisans de t'arithmetisme, de la togis-
tique ou de l'intuitionisme, se retrouvent aussitôt
d'accord lorsqu'il sagit d'ef!'eetuer ou d'interpréter
une recherche technique.

Ces exemples suffisent à montrer comment une i
légère différence de point de vue peut transformer
profondement les résultats d'une enquête surl'his-
toire des théories scientifiques. La reconstitution
historique faite par M. Brunschvicgest non seule-
ment distincte de celle que nous avions en vue
dans les pages précédentes, mais elle conduit, sur
plusieurs points importants, à des résultats op-
posés.

Les raisons de cette divergence ne sont peut-
être pas difficiles à deviner. N~est-cepoint t'inétuc-
tabte opposition de la science qui se fait et de la
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science déjà faite qui, ici encore, se manifeste ? Le
savant professionnel aura toujours en vue la pre-
mière c'est elle qui remplit sa vie, qui est l'objet
continuel de son activité. Le philosophe, au
contraire, voulant asseoir un système, sera quel
que soit d'ailleurs son dessein- nécessairement
attiré vers ce qu'il y a de solide et d'indiscutable
dans les théories scientifiques, c'est-à-dire vers les
résultatsacquis.

Ne parlons pas ici de Kant et d'Auguste Comte
qui, comme le rappelle M. Brunschvicg, ont pris
pour point de départ de leurs rétlexions une
science déjà arriérée, des théories mathématiques
déjà dépassées à leur époque. Mais croit-on que
les philosophes les mieux instruits du mouvement
scientifiquedeleur temps opèrent avec une méthode
très différente ? Sans doute ils savent avec exac-
titude à quel point est parvenu ce mouvement,
mais connaissent-ils suffisamment ta tangente qui
<-nn détermine la direction? Et le savant de profes-
sion lui-même, lorsqu'il veut philosopher, ne sus-
pend-il pas, pour un temps, le cours de sa pensée,
ne nxe-t-it pas provisoirement cetk-ci, ann défaire
sur elle un ettort de réflexion ? De t6 résulteque,
dans la science telle qu'elle apparaît au travers de
lu philosophie, les valeurs, les traits saillants des
différentes théories, ne sont pas les mêmes que
dans la science vccue par le savant.

Ce n'est pas que le problème de /'<~<'M~'oM et
de la création mathématiquen'ait été maintes fois
et finement étudié. Mitis, dans les termes où le
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pose d'ordinaire le philosophe, ce problème ne
paraît pas avoir de lien direct avec la question que
nous voulons poser celle de l'évolution des idées
des savants sur la science et, d'ailleurs, le pro-
blème de l'invention n'a jamais été spécialement
considéré on ne voit pas comment il aurait pu
l'être – du point de vue proprement historique.
Ainsi M. Brunschvicg laisse de côté l'histoire
lorsqu'il conclut ses réflexions personnelles sur les
racines de la vérité mathématique en donnant
comme fondement à celle-ci l'activité même de
l'esprit, te mouvement, l'élan d'une intelligence
continuellement en progrès. Nous resterons au
contraire, sur le terrain historique et scientifique
si, fixant notre regard sur la réalisation de t'œuvre
mathématique,nous nous demandons comment et
dans quelles conditions tes savants des divers âges
sont parvenus à orienter les progrèsde cette activité
intellectuelle dont parle justement M. Brunschvicg.

Ces remarques étaient nécessaires pour bien
montrer quels seront le point de vue, les carac-
tères et le domaine propre de l'histoire des sciences,
appliquée aux problèmes que nous avons indiqués.

Mais dira-t-on, l'histoireainsi comprise, la po~
sèdons-nous déjà, a-t-elle été écrite en tout ou en
partie? Il ne paraît pas, à vrai dire, qu'aucune
tentative ait été faite pour isolersystématiquement
!es questions qui intéressent cette histoire. Nous
trouvons cependant dans les travaux des savants,
des historiens et des philosophes suffisamment
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d'indications pour pouvoir nous rendre compte de
ses grandes lignes.

Lorsqu'en effet, faisant volontairement abs'
traction de toutes les nuances et différences qui
nous paraissent secondaires, nous suivons à
travers les âges, les conceptions directrices des
mathématiciens, nous voyons se dessiner une
courbe d'évolution dont la figure générale est
extrêmement simple. Trois grandes divisions,
seulement, ressortent dans cette vue d'ensemble,
trois grandes vaguesdont le soutèvcmentphncipat
se produit aux trois époques les plus marquantesde
l'histoire des mathématiques la grande époque
de la science hellénique, la fin du xvn" siècle,
l'époque contemporaine.

Ainsi nous serons tout d'abord amenés a nous
demander quels sont les caractères par où se sontdistinguésces trois mouvements de pensée.

En ce qui concerne les deux premières époques
il suffira, pour les caractériser d'interpréter des
faits historiques connus travail qui serait relative.
ment aisé si ces faits ne se trouvaient être trop¡
rares pour la période antique et exceptionnelle-f
ment abondants pour le xvn< siècle, en sorte que,

~I. dans un cas, nous sommes obliges de suppléer
par des inductions à l'insuffisance des textes, etdans l'autre, d'opérer un choix d'une nature assezdélicate.

Quand nous en viendrons, par contre, & la pé-
t riode contemporaine, notre embarras sera plus

graud car les historiens, ne disposant pas d'un
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recul suffisant, ne sont pas encore parvenus & dc-
finir avec précision et & classer impartialement les
multiples courants et les tendances diverses qui
agitent et divisent les milieux mathématiques de
notre époque.

Mais, si l'histoire des idées scientifiques les plus a
récentes est, à bien des égards, la plus incertaine,
n'est-ce pas, en revanche, celle dont t'élude est
susceptiblede rendre le plus de services à l'homme
de science, si elle peut, comme nous le croyons,
l'éclairer sur son propre rôle et l'aider à diriger le

cours de ses recherches ?
C'est pourquoi, quoique imparfaite que soit

actuellement cette histoire, nous ne devons pas
hésiter à formuler, sans plus attendre, tes juge-
ments qu'elle nous suggère et à dégager les leçons
qu'elle nous paraîtra comporter (t).

(t) Dans un ouvrage intitulé Pft'MC~ Jt ~Ma~< 'm~M-
<~<«, of/w<' /jt't« f<crt'~M< (2 vol., H~rmann éditeur, t~
et t~fQ) j'ai cherché t donner un aperçu des principales théories
qui constituent les fondements des Mathématiques pures et j'a i

groupé et classé ces théories de manière A mettre en évidence les
trois phases de la pensée mathématique dont i) va être question
dans tes pages suivantes. Ayantainsi donnéailleursune sorte d'illus-
tr.ttion technique de la théorie historiqueque je me propose de t)
foutenir, je me dispenserai cette fois d'entrer dans des longs d-he- p
loppemen-.smathématiques. Quelques parties des chapitres qui T

forment le prient ouvrageont déjà figuré dans des artic)es.pub)ies, t

de !90t tftx, dans la Revue de ~<<t~~t« Morale et
j[

dans la /?<<'M/<< di ~MM~f) (~Mtt<M). t



CHAPITRE PREMIER

LA CONCEPTION HELLÉNIQUE

DES MATHÉMATIQUES (!)

La part qui revient aux peuples de l'Orient dans la
formation de la science mathématique a été diverse-

ment appréciée par les historiens du xtx* siècle. La
tradition que "eus a léguée l'antiquité n'admettait
point que la science grecque eût rien emprunté à ces
peuples. Et,}usquau milieu du siècle dernier, ta critique
orientaliste moderne était trop peu avancée dans son
œuvre de reconstruction pour pouvoir rien opposer
à cette tradition. Lorsque, cependant, l'on commença à
mieux connaitrela fréquence et l'importance des reta'
tions qui existèrent dans tous les domaines entre la
Grèce et l'Orient, lorsque l'on put reconstituer quel-
ques-uns des prublèmes déjà très compliqués –
que savaient résoudre les mathématiciens de la Chat-
dée, de l'Egypte, de l'Inde et peut-être de la Chine,
on fut tenté de revenirsur l'opinion généralement aJ-
mii.e. On s'avisa que, volontairement oa non, les sa-
vants grecs avaient fort bien pu exagérer le mérite des

()) Dans ce chapitre, nous avons sptcMementmis ptofx les
études de tau) Tannery, G. MttbMd, Zeuthen, L. Bruttsehvkg.
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inventions qu'ils s'attribuaient (t). Cette suspicion, à

son tour, iut renversée par les progrès ultérieurs de
l'histoire. Depuis Paul Tannery notamment, le carac-
tère franchement original de la mathématique grecque
ne paraît plus devoir être misen doute. Ira-t-onpourtant
jusqu'à admettre que celle-ci soit pour ainsi dire sortie

'du néant, et quitte ne doive rien aux méthodes de
mesure et de calcul qu'enseignaient les arithméuckns
et les géomètres orientaux ? Paul Tannery (2) et Gas-
ton Milhaud (3) n'étaient pas éloignés, il y a quelque
vingt ans, de penser ainsi. Mais d'autres critiques, par-
tant du principe que < rien ne sort de rien », contestent
cette manière de voir et se refusent à croire au < mi-
racle grec e (~j. M. Léon Brunschvicg (5). d'autre part, j
– raisonnant ici en philosophe ptutôt qu'en historien
– voudrait réhabiliter l'oeuvre des calculateurs égy p-
tiens, à laquelle, dit-il, les créateurs de la mathématique
grecque ont refusé le nom de science parce qu'ils liaient
l'idée d'arithmétique au réatisme pythagoricien,mais
ou dé}à, pourtant, l'on peut discerner tous les ressorts

(t) G. MithMf). ~f0t! M''?M 0~('«< de lu MffMM~~Mf.t~),
p. 6~ et suiv. A'0«M</M <'<Mf~ m'' la ~M:<'< KMttt'~Mt', t~U, p, 4!
etsuiv.(F.A)e-)t);.

(t)Cf. A. Riv.tuj.P<!t<)T«M'M~,~/<'n<)< </< la M'<Mf<<'W~,
tputi. n'«'. ~< Mt~A~tM, mars !c)! p, t8<i.

(;) Cf. notamment,Milhaud. ~fottt sur les cf~t'M~ A la ««tt«
~M, !8~ Dans ses A'~t'< ~;«/<'t JM~- /« /'<'HM scientifique,
publié.:s en t<)tt, Gaston Milhaud. tenant contp:e de tMMux
r~MOt'. sur la {~om~rie hindoue, a f~r-meotatténué t:t thése
qu'it soutenait en t~

(,t) Cf. E. Picard. La «w)M M)<~<TM to't /M< actM~, p. 4. –
Cf. également. un article de E. KarpinsM.OnjfOKs f< ff/tv~otfM)
</<-~~M, a~ u,i ~W);/M, Bo!o~t:e, )~)~, 8.

($) Ct. L. Brunschvicg. <ï~ /'M<Mo/'&« wa/~wo/~Mt',
Chapitre JL
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intellectuels qui çaractériseront plus tard la découverte
mathématique.

Quelque opinion que l'on ait sur les mérites et l'in.
téret de lu science orientale (t),on ne pourra point con-
tester, cependant, qu'envisagée du point de vue auquel
nous voulons nous placer, l'histoire de la pensée mathé-
matiquene saurait commenceravant l'époquedes grandes
découvertes helléniques. Les Egyptiens ont connu des
hits mathématiques; ils ont su manier des formuleset
raisonner sur des figures géométriques; mais, poursui-
vant, autant que nous en pouvons juger actuellement,
des fins utilitaireset pratiques, ils ne paraissentpas avoir
eu une conceptiondistincte de la science théorique,un
ideat scientifique.Or peu nous importent les problèmes
qui ont suscité, les sources d'où sont sortis, les grands
courants de la spéculation mathématique ces courants
ne nous intéressent qu'à partir du moment où ils om
une direction, une orientation systématiques.

Si la question des influences étrangères subies par la
science grecque se trouve ainsi pour le moment
écartée du champ de notre étude, nous rencontrons en
revanche certaines difficultés lorsque nous cherchons A

retracer la filiation des conceptions mathématiquesfon-
damentatesà l'intérieur même du monde hellénique.

Si nous considérons en effet,la matière de la Mathé"
muique grecque, nous sommes tout d'abord conlondus
p.ir l'extraordinaire diversité des questions qui y figu-
rent. C'est ainsi qu'A côté des œuvres entièrementache-
vées des grands arithméticienset géomètresgrecs, nous

(<)~ous ne ptr~OM pas ici de la grande école tt~hritte de
f'tnJe, qui A in-tubimM~wnt exercé une inHueMe sur t'<!to-
lution de la pensée mathématique, nuis don! t'œuvre est probable.
meM postérieure il t'~pMoui~meat de ).t science grecque (voir
infra, chapitre H).
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trouvons, dans le recueil de Diophante le principed'une
théorie des nombres, chez Apollonius t'idée première
d'une géométrie analytique,chez Archimède la concep-
tion déjà très nette du calcul des infinimentpetits, et
chez Euclide l'application presque parfaite d'une mé-
thode de présentation de ta géométrie qui est devenue
l'une des bases essentielles de l'édifice mathématique
moderne. Commentdonc discerner des caractères com-
muns dans une production aussi variée

Étant donné, toutefois, le but que nous nous propo-
sons dans cet ouvrage, nous ne devons pas placersur la
même ligne toutes les acquisitions de la science grecque,
ni chercher, non plus, à les classer d'après l'avenir plus
ou moins brillant qui leur était réservé. Ce que nous
voudrions mettre en lumière, ce sont les idées mai-
tresses, ce sont les principesintellectuels, qui ont prj-
sidé à la naissance de la M-tthémanque pure. Or, ces
principes ne sont évidemment pas aussi diversifiés que
les collectionsde f.uts positifs dont ils ont provoqué la
découverte,et il doit être possible de les grouper autour
d'un petit nombre d'idées centrales. C'est ce que nous
allons tenter de faire dans le présentchapitre.

ï. La ac:ence contemplative. f

Nous avons rappel d~un mot, tout à l'heure, t'oppo-
sition fondamentale qui parait séparer la conception he)'
ionique de la science et le point de vue des peuples S

orientaux. Lesarithméticienset les géomètres de t'Orient
ont été dirigés par des considérations utilitaires, et c'est
ta, selon Ptaton, une raison suffisante pour teur refuser
le nom d'aw~ /<< ~/fHn'. Pythagore, au contraire
« remonta aux principes supérieurs et étudia les pro.

il~
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blèmes abstraitement :et par l'intelligence pure et
c'est pourquoi il fut, d'après Eudême (t), le créateur de
la Géométrie (c'est-à-dire des Mathématiques pures),
dont il fit un enseignement libéral. Ainsi, le premier
trait distinctif de la mathématique grecqueserait, d'après
ses auteurs, son caractère strictement spéculatif elle
entend raisonnersur des notions pures, sur des essences
idéales sans jamais s'abaisser à la considération des ob-
jets sensibles.

Quel est le sens de ces assertions, et que faut-il en-tendrepar tes mo's « essences mathématiquesidéalesIl?
Une bonne partie de la métaphysique grecquea été con-
struite précisémenten vue de l'expliquer. Cependant, il
est probable que l'explication n'est venue qu'après coup,
et l'on doit, par conséquent, admettre qu'elle n'était
pas une condition indispensabledu développementde la
pensée mathématique hellénique. En fait, le savant {;rec
avait à un tel degré l'intuition instinctive du caractère
propre des notions mathématiques que point n'était
besoin d'un systèmemétaphysique pour arrêter sa con'viction. Il lui a sufn. semble-t-il, d'examiner tes tech-
niques aHthmétiques et géométriques de l'Orient pour
taire, du même coup, deux découvertes que, d'une
part, ces techniques ne sont pas des sciences rationnelles,
mais qu'une science, d'autrepart, se cache derrière elles.
Et il a compris que, même en conservant la manière
égyptienne de mesurer et de calculer, on pouvait, surles mêmes figures, avec les mêmes mots, dire des choses
toutes ditïérentes.

Plus précisément, s'it est possible de regarder tes
expressions numériques et les figures géométriques

<!) Proclus. CoM)M<MM)'w, &?. Teubner, p.65. C. Milhaud,
~M<Mc~Mf/om~-Mde la Gr~, p. 7~.
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comme les objets d'une science rigoureuse et purement
rationnelle,c'est à la condition de ne voir en ettcsqu'une
forme extérieureet accidentelle; et, quand nous analy-

sons ces expressions et figures, ce n'est pas en réalité

sur elles que portent nos raisonnements mais bien sur
les notions idéales, éternelles,dont elles sont la couver-
ture. Voilà ce que doit comprendre tout homme qui a
étudie les rudiments de la géométrie. Aucun de ceux '1

dit Ptaton 1) que l'on p:ut considérercomme te porte- g
parole des géomètres du v siècle, aucun de ceux qui

t1
ont la moindre teintureen géométrie, ne nous contes- s

tera que le but de cette science n'a absolument aucun
rapport avec le tangage que tiennent ceux qui la traitent.

Comment cela ? Leur langage est tort plaisant
quoiqu'ils ne puissent s'empêcherd'en user. Ils parlent J
de quarrer, de prolonger, d'ajouter, et ainsi du reste,
comme s'ils opéraient réellementet que toutes leurs dé.
monstrations tendissent à ta pratique; tandis que cette
science n'a tout entière d'autre objet que la connais-
sance.–Ceta est vrai. – Conviens encore d'une chose. ¡

– De quoi ? Qu'elle a pour objet la connaissancede ii

ce qui est toujourset non de ce qui M!t et périt. – Je
n'ai pas de peine a en convenir;'car la Géométriea pour
objet la connaissance de ce qui est toujours. Par
conséquent, elle attire t'ame vers la vérité, elle forme
en elle l'esprit philosophique,en t'fbtigcant à porter en
haut ses regards, au lieu de les abaisser, comme on le
fait sur les choses d'ici-bas. Rien n'est plus certain e

L'Arithmétique, comme la Géométrie, a « la vertu i

d'élever i'ame en l'obligeant raisonnersur tes nombres

()) &)'ttM~M<, V)!. Ce passage de la ~MH~«< c.'pi~t pour
t'intettig'-nce de la Mathématiquephtonicienne, (M M,jut:m'nt
cité et commenté par Gaston Milliauddans ses leçonssur la science
grecque. i'
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tels qu'ils sont en eux-mêmes, sans jamais souffrir que
ses calculs roulent sur des nombres visibles ou pal-
pabtes e. Ainsi, )n science n'a nullement pour rote,
comme le pourraient croire des ignorants, de servir aux
marchandset aux négociants pour les ventes et pour les
achats, mais bien de faciliter à t'ame la route qui doit la
conduirede la sphère des choses périssablesà la contem.
plation de la vérité (t).

(~Kb sont exactement les objets qu'étudiela Science
ainsi conçue,quels problèmes se pose-t-elle,et de quelle
manière résout-elle ces probtémes ?

Il est moins facile qu'on ne pourrait le supposer de
répondre d'une manière préciseA ces trois qutstions.

Si les Grecs, en effet, ont étudia avec prédilection le
problème philosophique de la connaissance, par contre
ils ne nous ont donnénuttepart le plan de teur Science,
ils ne nous ont té~ue aucun proarammed'ensemble, in-
diquant la composition de l'édifice mathématique tel
qu'ils le comprenaientet tel qu'ils se proposaient de le
téatiser. Nous pondons, il est vrai, un bon nombre de
leurs traités techniques.Mais ceux-ci ne mettent en évi-
dence que l'un des aspects – et non, peut-être, le plus
essentiel de la conception heiténique de la science.
On sait, en effet, que les Platoniciens é'.abtissaient une
!dparat!on profonde entre le « discours e et l' o in:elli-
gence f, entre la science écrite, qui est un exposé di-
dactique de vérités déjà connues, et la fOHf-f/M! des
vérités scienti'iqucs, produit direct de notre hcutté d'in
tuition s'exerçant sur le monde des notions idéatcs. –Cherchons cependant A dé~er les caractères princi-
paux de t'ft.'uvrc mathématiquedes {ettcne! considérée

(') Ct. ~«M~. VII.
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du point de vue de son objet et antérieurement au dis-
cours.

Nous venons de voir que les objets véritables des
spéculationsarithmétiques et géométriques sont, d'après
Platon, les < idées de nombre (entier)et de figure géo-
métrique. Ce qu'il faut entendre par nombre entier, cela

se comprend de soi, malgré t'imposstbitité où nous
sommes d? donnerde cette notion une<KW logique
satisfaisante. Mais le concept de figure géométrique de.
mande, par contre, à être précisé et délimité.

Reconnaissons d'abord, avec Platon, que ce que nous !¡

appelons improprement une « figure est, en réalité, g

une entité qui n'a nullementbesoin, pour exister, d'être
effectivement <' Hgurëe f. Les triangles sur lesquels rai- i

sonne le géomètre ne sont point ceux que nos sens nous
font percevoir.Il n'y a pas, en eUet, de triangle matériel
qui soit rigoureusement un triangle (c'est-à-dire qui
n'ait point d'épaisseur, qui soit parfaitement plan, dotit
les côtés soient vraiment rectilignes, etc.). Ainsi, lors j

même que nous nous aidons d'une image physique ¡

pour démontrer une propriété du triangle, nous ne 1

devons voir dans cette imagequ'un secours accessoire,
un mode d'expression analogueà celui que nous onrem M

les signes de récriture le triangledont nous voûtons,

en réalité, parler, est celui qui existe dans notre esprit,
et non celui qui est dessiné sur te sable ou sur le pt-
pyrus.

Mais, si ce n'est pas en le /~«MM< sous une forme
concrète, comment parviendrons-nous à objectiver Ks
notions géométriques, à tes placer, en quelque façon,
devant les yeux de notre esprit, pour en étudier la con:-
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préhension exacte et en découvrir les propriétés ? Par
quel moyen, d'autre part, nous assurerons-nousque tel
être géométrique, dont certainsraisonnements nous font
entrevoir l'existence possible, existe réettcment ?

Il fallait. pour donner des bases solides, à la géométrie,
trouver un critère précis permettant de discerner et de
circonscrireles notions qu'il est légitime de faire entrer
dans cette science. Une autre raison, d'ailleurs, rendait
nécessaire l'adoption d'un tel cri:cre. On en avait
besoin pour canaliser le flot trop abondant de nos intui-
tions. En proclamant, en effet, le caractère purement
intellectuel de la Science, on se heurtait immédiatement
à un écueit si vraimentle développementde la recherche
scientifique n'a d'autres bornes que celles de notre puis-
sance d'invention, la mathématique. Ktors, au lieu de
former un édince harmonieux et bien ordonné, ne va-t-
elle pas se disperser, projeter des pous'es en tous sens,
et s'égarer dans l'arbitraire ? Il y a ta. pour le savant
qui réfléchit, une difficulté troublante. Le mathématicien
a conçu à l'avance une Science idéale, aux conteursbien
tracés, et voita qu'à peine au travail il a l'impression
que son esprit déborde de tous côtes hors de ces con-
tours. C'est pourquoi les Grecs se sont trouvés conduits
à limiter volontairement le champ de leurs explorations
mathématiques. Ils l'ont fait d'une manière ingénieute,
sans doute, mais beaucoup trop étroite au gré des géo-
mètres modernes.

Le critère généralement utilisé par les Grecs pour
distinguer les notionsqui seront admises en géométrie
leur iat fournit par la théorie de tanM~M/Mtt. Peut-être
n'est-il pas inutile de rappeler les grandes lignes de cette
théorie, ou nous trouvons une excellenteillustration des
principes qui dirigeaient la pensée mathématique de la
Grèce.
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Qu'est-ce que la construction géométrique ? It est A

peine besoin de faire observer que cette opération n'a
rien de commun avec la construction concrète tette
que la pratiquaient tes arpenteursde l'Orient. C'est une
opération rationnelle, qui doit permettre d'établir et de
vérifier t'~ffMa: théoriquede figures sur tesqueUes on

§

raisonne (i). Pour atteindre ce but. le moyen le plus
simple consiste évidemment à construire enectivement
la figure, ou ptutot à délinir un procédé théoriquequi s
~n~ra~ de la construire si l'on savait parfaitement
dessiner.

Nous admettronscommeun fait d'intuition que nous
savons, en toutes circonstances, tracer une droite
indennie dont sont donnes deux points, et une circon-
férence dont ou connaît le centre et un point (ou, si
l'on veut, le centre et te rayon;. Cela revient à dire,
pour parler un langage matériel, que nous savons en

(<) Dans les traités didactiques de géométrie, cette notion de
t' « existcnce des figures prend une iijjuiticittion technique extM-
memtm précise. foute tigutu nouvtHe doit, en etiet. être introduite
p.)rm)c~Mf<t'<)'<,ce~ a-diftjp.tr i'enontedetproprietctsp~if~ucs
dont elle jouit. Or une t~e définitionn'est e~dentment légitime
que si les propriétésassignées A la nouvetfe figure sont compatibles
entre elles, peuvent u~i~ter simultanément. S'il en était autrement,
la cgute intfoduitt: par la définitionserait une impossibilité togique
elle n' e.tistct:m pas Aimi. par exemple, !t je proposais d'ap-
péter

<'
triangle bircct.tngte un triangle dont deux angles sont

drots, je d<:fitiMis une figure inexistante,car, étant donné que les tj
trois angles d'un tri.tngit: ~ue.conque ont pour !0tnme deux droite, e
il est impossibleque ~<M de ces .n~)e;soit!tt respectivementégaux t
à un droit. 11 suit nécessairement de t~ que toute définition doit
être con'pMteepar une di:.cus!ion,établissant i'exi5tencede la chose
définie, c'e~t-a-dire la compatibilité des d'iterente! propositions con-
tenues dans la définition, routefuis cette '))terpf<it!)t:ot) logique du
probteme de l' .< existence ne peut-~re donnée que lorsque t'ou
se réfère à i'itppareitdettMnstMtif d<: i:t Science, dont pour ie moment
nom tMM<tïot;<)M de tftitt abstraction,
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tout cas faire usage de la f~/< et du fom/w. Partant de
ta, nous posons en principe que l'existence d'une figure
plane sera prouvée (et sera prouvéeseulement)si t'on
établit qu'il serait possible de construire cette figure en
etiectuant une série de tracés de droites ou de cercles
dont deux points, ou le centre et un point, sont con-
nus. C'est le principe qu'énoncent les traites classiques
de géométrie lorsqu'ils enseignent que < t'en réserve le

nom de constructions i'éomctriques aux constructions
en'ectuéesavec la règle et te compas o.

S'il faut en croire Plutarque (~ cette conception de
la construction aurait été déjà expressément formulée

!j par Platon, et ce géomètre aurait tait grief à t'écoie
d'Hudoxe d'e.nployer, pour la résolution des problèmes,
des instruments et des dispositifs mécaniques autres que
la règle et le compas. Quoi qu'il en soit, toutes les
constructions/)/aMMqui sont spécifiées dans les énoncés
des propositions d'Euclide, ou qui interviennent dans
la démonstration de ces propositions, sont des construc-

j tions s'effectuant « par la droite et le cercle N.
Mais les constructions ainsi définies ne valent que

pour la géométrie pt: ne. Quelle seront dans l'espace à
trois dimensions les opérations susceptibles de jouer le
même rôle fondamental ? Ici apparait une difficulté en
eilet une construction faite dans t'espace a trois dimen-
siuns ne peut pas ctre figurée à aide du dessin, repré-
sentée par une « fi;;ure géométrique » sommes-nous
alors en droit d'ériger semblable construction en preuve
de l'existence de!a chose construite ? Cette difficulté
explique la répugnance que paraissent avoir eue long-
temps les géomètres grecs pour t'étudc de la stéréo-
métrie ou géométrie a trois dimensions'2

)t~ Cf. P. Tannery. ~.<<~om<<n<~tw~<,p. y~.
(t~ L'ignorance où nous sommes écrit Platon (Lois, VU) –
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Pour sortir d'embarras, le ptt:s simple eût été –p'tisqu'aussibien tous les devins &ont des projections-

de faire une étude systématique de h ~'oy'ft-~tM on
aurait ainsi appris à remplacer une construction stéréo-
métrique quelconque par une co:)s'ruction strictement
équivatente en'ectuée dans le phm.

Mais ja méthode des projections n'a été constituée.
sous le nom de Géomitrie ~fwn/< qu'u début du
Xtx" siècle. Les géomètres anciens, qui nc disposait nt
pas de eet instrument, se truuvcrent donc réduits à
admettre a priori la légitimité d& constructions corres-
pondant dans t'espace aux constructions faites sur le
plan avec la règle et le compas coostruc'ion d'un
plan, construction d'une droite ou d'un c-rctc de l'cs-
pace, et aussi construction des corps r '):ds, f-)'/o:i/n',
c~M, ~~(t). qui sont engendrés rc pectivurent par
la révolution d'un rectangle,d'un triûnn'c, d'un cercle,
autour d'un axe rectiligne.

Observons ici que, du même coup, )a géométrie
plane se trouvait indirectementenrichie d'un chapitre
nouveau. En effet, en coupant par un plan la surface
d'un cô.:e ou cylindre, nous pouvonsobtenir une série
de courbes planes remarquabtes– tes sectons coniques
– qu'il ne nous aurait pas été possible de construire
par la droite et le cercle si nous étions )'Més dans le
plan.

par rapport à la mesure des corps suivant leur longueur, largeur
et profondeur, convient moins t des hommes qu'à de cupides ani.
maux « j'en ai rougi non seulement pour moi-mttM. mais pour
tous les Grecs J. La prote-station de Phton porta ses fruits. car du
vivant même du philosophe, les basesde la s«r<ome<i<: turent enfin
sotidement élablies gr~e aux travaux d'Archytas et d'Eure.

(!) Les Grecs étudièrent aussi, occasionnellement, qt)c!~ue5
autres figures solidestelle que tg tore (cf. l'étude citée dans la note
MtVMte).
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Ainsi se trouvait ouvert aux géomètres, un vaste
champ d'investigations, comprenant probablement les

régions de la science qui oH'rent la plus riche moisson
de beaux théorèmes, mais dont les frontières, assuré-

ment, étaient extrêmement artificielles. Ne peut-on
concevoir,en effet, de nombreuses courbesgéométriques
planes. autres que le cerc!eet tes sections coniques, qui

ne sont pas moins susceptiblesd'être l'objet d'une étude
spéculative rigoureuse ? Les géomètres grecs eux-
mêmes connaissaient bien plusieurs de ces courbes,
auxquelles ils avaient été conduits par la recherche
des lieux ~m~n'~M~ (t).

On sait que l'on appelle lieu géométrique l'en-
semble des points du plan ou de l'espace qui jouissent
d'une propriété commune. En géométrie plane, le lieu
géométriquepeut être une droite, un cercle ou une sec-
tion conique, mais ce peut"ètre aussi une autre courbe.
qui se trouve alors dénnie par la propriété mCme dont
jouit l'ensemble de ses points. C'est ainsi qu'au v. ou
)V siècle av. J.-C., Hippias définit la courbe appelée
<j~tK~nf<. Au me ou u° siècle, Nicomède définit la
<-t)McM~et Dioclès la cwc~. L'allure généralede ces
courbes était facile à déterminer mais pouvait-on,
cependant, regarder leur définition comme compote ?h
Pouvaient-elleslégitimement prendre placedans fa Géo-
métrie ? Comme s'ils craignaient de porter atteinte à
la pureté de cette dernière, les Grecs hésitent à ouvrir

aux courbes nouvelles la porte du sanctuaire,et ils pré-
fèrent les placer en marge de la Science. Ces courbes

serontpoureux, d'ordinaires des -M!, ou/t''«~

(!) Cf. P. 't'Mnen'. l'our Mtf/o)'r< h~tM <M~m f(wh~
~'M r<M<~M)h', apud M/mm~ M<M<<)! édit H<:ib<rg-X<;u(htt),

tome U.
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w<4'<!M~Ht'.f '~ittératemcnt lieux définis par un dessin ou
tracé mécanique; (t), et non des~Mr~n'~w.

1C'est ici qu'apparaît ct.rement t'insumsance et la j

tragitité du point de vue grec, fragilité qu'a fort bien
fait ressortir Descartes dans une page célèbre de sa G~-
M<~n<' <t Les anciens -dit Descartes (2) – ont fort
bien remarqué qu'entre les problèmesde la géométrie, yr

les uns peuvent ètrc construits en ne traçant que des
lignes droites et des cerctes au lieu que tes autres ne le

peuvent être qu'on n'y emploie pour le moins quelque ¡

section conique; ni ennn tes autres qu'on n'y emploie
quelque ligne p!us composée. Mais je m'étonne de ce
qu'ils n'ont pas, outre cela, distingué divers degrés

entre ces lignes plus composées,et Je ne saurais com-
prendre pourquoi ils les ont nommées mécaniques plu-,i
tôt que géométrique' Car, de dire que c'eût~à cause
qu'il est besoin de se servir de quelque machine pour
les décrire, il t'audrait rejeterpar même raison les cercles

et les lignes Jroites, vu qu'on ne les décrit sur le papier
qu'avec un compas et une règle, qu'on peut aussi

nommer des machines. Ce n'est pas non plus a cause
que les instruments qui servent A les tracer, étant plus
compliqués que la règle et te compas, ne peuvent être
si justes car il faudra;! p mr cette raison les rejeter des
mécaniques, où la justesse des ouvrage', qui sortent de
la main est désirée, plutôt que de la Géométrie, où r

c'est seulement la justesse du raisonnement qu'on
rechercha, et qui peut sans doute être aussi partaite tou-
chant ces lignes que touchent les autres. Je ne dirai pas
aussi que ce sott à cause qu'tts n'ont pas voulu aug-

.'t; C'est ainsi que \icom<'Je avait, parait-il, tm-)gi<)< un appa-
reil ptt'nMtMt de décrire la conchoMe mécaniquement.

(~ La C~M~w, livre 1) Da la M<)<<~<des ligues MMf~.
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menter le nombre de leurs demandes, et qu'ils se sont
contenta qu'on leur accordât qu'its pussent {oindre
deux points donnés par une ligne droite et décrire un
cercle, d'un centre donné, qui passât par un point
donné car ils n'ont point tait de scrupulede supposer,
outre cela, pour imiter des sections coniques, qu'on
pût couper tout cône donne par un plan donne. Et il
n'est point besoin de rien supposer, pour tracer toutes
tes lignes courbes que je prétends ici introduire, sinon
que deux ou plusieurs lignes puissent être mues l'une
par l'autre, et que leurs intersections en marquent
d'autres n

Cependant Descartes tui-meme n'a pas su tirer toutes
les conséquences des remarques qu'i! formulait. H s'e~t
arrêté en chenu n car, s'H introduit dans la G<~m~<'
la couchoïdeet la cissoïde, il con:inue par cootre à o)
exclure la spirale et la quadratrice, et ne s'étcvc pas a
la notion générale de courbe telle que la conçoit la
science moderne.

Nousnous sommes étendusun peu longuement sur la
thëorie de la construction. C'est qu'en enet, ramotce
à son origine historique, cette théorie se trouve être
parttcutièrement instructive. Elle nous montre tr~s net-
tement comment, dès son point de départ, torsqu'it
opère le triage des éléments sur lesquels il fera porter
ses spéculations, – le geontL-tre grec s'impose A lui-
même une limitation qui ne peut être justinee par
aucune raison sérieuse sinon p:)r}e désir d'obtenir une
science simple et bien ordonnée. Xous aiions voir se
préciser ce caractère arbitraire de la Mathématique
grecque si, laissant désormais de côté tes notions é!e-
mentatres (matière des raisonnements du savant;, nous
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examinons la nature des problèmes que celui-ci s'at-
tache à résoudre.

Ë:ant entendu que l'arithméticien doit spéculer sur tes
nombres entiers, et le géomètre sur les droites, les
cercles et les autres lignes et corps reçus en géométrie.
quelles sont, parmi toutes les questionsauxquelles peu-
vent donner lieu ces objets, parmi toutes les combinai-
sons que l'on en peut former, celles qui ont attiré spé- t
cialement la curiosité du savant grec et qu'il a choisi
d'étudier ?

C'est ici, surtout, que nous nous trouvons manquer [
de bases pcsitives d'appréciation et que nous sommes ¡obligés de devinerce qui ne nous a pas été expressément
indiqué. Sans doute, il est faciie d'ouvrir les traités
grecs que nous possédonset de dresser la liste des théo-

Erèmes qui y sont exposés. Mais, parmi ces théorèmes,
il en est évidemment un grand nombre qui n'ont été
recueillis qu'à titre d'intermédiaires, en vue de faciliter
la démonstrationde théorèmes plus importants; d'autres,
probablement,ont été rencontrés par hasard, sans qu'on
les cherchât, et ne jouent dans la Science que le rôle de
hors-d'eeuvre enfin beaucoup de théorèmes doivent
leur origine à t'émutation, anx rivalités des géomètres,
qui cherchent A s'étonner les uns les autres et à faire
valoir leur savoir-faire. A quelles conclusions pourrait
nous conduire, dans ces conditions, la simple énomëra-
tion des matières contenues dans quelques traités ? La
question que nous nous posons est d'un tout autre
ordre nous voudrions savoir, non pas, généralecMnt,
quels problèmes ont été résolus par les Grecs, mais quels

sont ceux dont la résolution devait leur sembler spécia-
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lement désirable et qui marquent te but de leurs e(!urcs.

La question ainsi formulée serait assez embarrassante
si on voulait la traiter en détait en dressant explicite-
ment une liste de problèmes fondamentaux. Mais, con-
sidérée d'un point de vue d'ensemble, elle ne parahcom*
porter qu'une seule réponse les Grecs ont recherché et
cuttivd en Mathématiquesce qui est simple, ce qui est
beau, ce qui est ~MfMMMMx(r).

H convient, toutefois, de préciser le sens que nous
attachons ici à ces mots.

C'est aujourd'hui presqu'un lieu commun de com-
parer aux jouissances artistiques les satisfactions, les en-
thousiasmes, que procure si souvent à ses adeptes la
science mathématiquedésintéressée. Il s'en faut cepen-
dant que tous ceux qui nous parlent do caractère esthé-
tique des Mathématiquesattachent le même sers à ce te
expression. Pour beaucoup de savantsmodernes,ainsi
que nous le verrons plus loin, ce qui. dans les théories
mathématiques,doit surtout exciter l'admiration, c'est
t'étégancede la démonstration, c'est t'imprëvu de cer-
taines méthodes, ce sont les heureux concours de cir-
constance qui permettent de ramener à des termes
relativementsimples tels prob)èmesen apparenceinextri-
câbles. Voilà, dit-on souvent, un « beau travail mathé-
matique indiquant par là qu'autant ou ptns que )a
valeur intrinsèque des questions étudiées, on entend
louer l'ingéniosité et la brillante victoire de fauteur.
Tout autre, évidemment,est l'esthétique mathématique
des Grecs; car la beauté pour le penseur grec, ne peut
résider que dans les idées et non dans ce que t'hommc
ajoute aux idées; selon lui, une belle propriété d'un

(t) Cf. G. Mith-otd. ~Ct~Mt<<~M«)'Mw/M~<'HM~o:,apud
C<t«<M sur la ~Mf~ ~MM<t~M<, t()o6, p. 40 et suiv.
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nombre ou d'une figure ne devra son mérite qu'A elle-
i

meme et non aux circonstances, souvent remar- 'i

quables, dans lesquelles elle se revête nous,ou à t'inté- â

ret de la poursuite qui permet d'en prendre possession.
r Dix – déclarait Speusippe (:) tlix est parfait, et

c'est à juste titre, et conformément A la nature que les
Hettencsse sont. sans préméditation aucune, rencontres
avec tous les hommes de tous les pays pour compter sui-
vant ce nombre; aussi possede't-it ptus'eurs propriétés
qui conviennent à une telle perfection '2). a–La per-
fection serait donc, d'après tes Grecs, une qualité intrin-
sèque des idées, que i'on peut recomahreà l'abondance
des propriétés qui en découlent. S'it en est ainsi, il sera
évidemmentnaturel de faire des propriétés des idées ma-
thématiques les plus parfaites l'objet ultime de nos spé-
culations.

Plus encore que les nombres isolés tels que f~x, cer-
htins groupements de nombres présentent un grand ca-
ractère de f~e~utc. H y a, dans le monde des nombres,
commedans celui des sons, certaines harmonies,certains
accords qui s'imposent a notre attention tels sont les
rapportsde proportionnalité, les ditîérentessortes de M~-
<?? (~), tesret.uions existant entre certains nombres et

(.) Civ. d'aprè¡ les T'blalo3~ortmdnas do: J~mbliquc, par Piaul *fan-
(<) CM. d'apr&. te: y'M~'M't)~d': J.nobHque,

p~r P.<uiT<n-
ne~y. ~oKf <to)')'< f)< <o ~'Mtc<' /~MtH<, p. ;86.

(2) Enett';t, f<i oonthM <~t.Yftoterm~autant de nombres pjir< t]t:e
d< nombre itnp.tir! ''einq~. U r<:nfern! au'.tut denombrMpreniit.fs
ff, t. 7) que de nombres non-premiefs (.t,6. 8, §, )o), il ebt
égalfit Mtnme desquatrepren)ieri non)hr';s 10 =t t -1 -t- 4.r
et i).( Mend'autres propri~t~~ don' Speu~ppe tait f'fnumeMtion.

i;) Th~ou d): Stoyt'oc Ji<tin~u.<it dix sortcs Je m~di~tt! pouvant
avoir tie') ett're trois oont'jfMs .<. b. M<.L~ trois prit);)p.))e< sont la
t)«~t<M !fr)!&M«'f)~« ~jui .) lieu )orstj'!<) M< = ut – tf, la t)~-
t/M<M'<'<«< i'jui a lieu lorsque '))' -= 0 x t'. la M<M<~<'A.<f-
mo~M (qui a ftea tofsque X a X &=- X ta + b).
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leurs diviseurs (relations qui conduisent a la défi.
nition des,(~Mpm~ /'<<<} t'afnnité des Mom~
«Mt't (2).

Si l'on rapproched'autre part le monde des nombres
arithmétiques de celui des figures géométriques on voit

se manifester entre les deux mondes d'intimes et bien
remarquables correspondances. Représentant les nom-
bres, à la manière pythagoricienne. par des files de
points, on constate, par exemple, que la somme de M
nombres consécutifs commençant par t est un <fM~A',
que la somme de M nombres impairs consécutifs com-
mençant par t est un carré, que ta somme des t< premiers
termes d'une progression arithmétique de raison
commençant par !,est un ~M/~Mc; etain'ii de su'te.
L'Arithmétique et la Gé'jrnetrie– ainsi que J'ailleurs
).t Musique et l'Astronomie s'entretient mervcittcu-
sement et. en se proposant comme but l'étude de leurs
relations, le savant est sûr d'être sur la pi~te de pré-
cieuses découvertes.La foi robuste qu'avaient les géo-
mètres pythagoriciens dans t'turmonieuse unité de la
science–signecertain de sa perfection– ne saurait être
mieux prouvée que par la stupeur où ils étaient plongés
lorsquecette unité se trouvait remise en question. Ainsi
la constatation de l'existence de longueurs incommen-
surables dans les figures tes plus simples leur ré\'é)a une
discordance insoupçonnéeentre les notions de nombre
et de grandeur géométrique. Or, s'il faut en croire un

(<) Un nombre /w/io< et un nombre <'g)) A la somme de ses
divi!tur~; ainsi 28 =! t + 2 4 + 7 + ).(.

()~ Deux nombres o'))f: son deux nctnbt' dont chitcuti égale
)A somme des diviseurs de l'autre; ainsi ~.) et car

2M 0: ) 1 + 2 + 4 i- yf + ).)i,
~4 = t + + 4 + + 'o+ 1 + M + ~tt + 44 + }; + )o.
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scholie ancien (i), une légende symbolique rapportait
que l'auteur de la théorie des incommensurablesfut en-
glouti dans un naufrage. C'est ainsi que le ciel punit
celui qui avait exprimé l'inexprimable, représenté
l'infigurable, dévoilé ce qui eût dt~ rester toujours
caché.

La préoccupationesthétiquepourr-tit, croyons-nous,
être retrouvée derrière toutes tes découvertes de ta science

grecque; mais elle s'est manitestée d'une manière, par-
ticulièrement sensible dans le domaine de la géométrie
qualitativepure.géométriequi étudie ta forme desfigures
indépendemment de toute considérationde grandeur ou
de nombre; et c'est là que nous apercevrons le mieux
l'influence restrictive et limitative que cette préoccupa-
tion devait néeessaitementexercerdans le développement
de la science.

Entre les différents types de figures auxquelspeuvent
donner naissance les lignes ou corps géométriquesélé-
mentaires, les Grecs établissent une hiérarchie, certains
types de figures étant regardés par eux comme plus
beaux que d autres. De là résulte une tuérarchie corres-
pondante des din'érentes parties de la Géométrie, car
l'étude d'un type de figure est d'autant plus désirable

que ce type est plus relevé. C'est ainsi que les Platoni-
ciens sont amenés à placer au faite de la Géométrie,
comme étant le couronnementde cette science et le but
vers lequel doivent converger nos recherches, une théo-trie qui nous parait aujourd'hui extrêmementspéciale et

qui, en tout cas, ne pouvaitconduirequ'à une impasse:
'!a théorie des polyèdres réguliers.

Dans un passage bien connu du Urn~. en un langage
obscur et énigmatique, Platon a proclamé l'éclatante

( Cf. Cantur. i~f/~M~M <Mw C<«;~< der .W~'tMM, ï* <'d.

t. ï, p. *7'.
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beauté de ces corps et prétendu expliquer par eux la
genèse de {'univers. Dieu, dit Platon (i), lorsqu'il tira
les choses de l'agitation et du pc[e-mc)eoùelles étaient,
leur donna la plus grande perfection possible. Il com-
posa donc les éléments, feu, terre, eau, air, au moyen
des quatre corps géométriques les plus parfaits tétra-
èdre régulier, octaèdre reguticr, icosaèdre régulier,
cube (2). il nous faut exposer poursuit-il,comment
sont nés ces quatre beaux corps, comment ils digèrent
entre eux, et peuvent, en se dissolvant, s'engendrer
réciproquement. Et alors nous n'accorderons A per-
sonne qu'on puisse jamais voir des corps plus beaux

que ceux-là,dont chacun appartienne à un genre à part.
I) me faut donc mettre tous mes soins à constituer
harmonieusementces quatre genres de corps excellents
en beauté (~ ».

Sans doute ne faut-il pas prendre à la lettre la cosmo-
gonie du TYm~; mais le choix même des images dont
se sert ici Platon nous permet de nous 'rendre compte
de la direction qu'il voulait imprimer !a spéculation
géométrique.

~<.

Etant admis que le but de l'activité mathématique est
l'étude des nombres et des figures, ou des groupes de
nombres et de figures, dont la beauté est reconnue ou
pressentie,étant entendu que, pour produire une oeuvre

()) Timée. (7:'K!w le ~<w, trad. Cousin,t. X)I, p. <6o et suiv.
(!) Poiytdre compris respectivement sous ~,8 et M triangles

équilatérauxégaux et sous 6 carrés égaux.
(;) 11 y a un tinquieMC poh'Mre rëgutier. 'e dodécaèdre (ligure

comprise sous r pentagones <t)uih(<'rau][ égaux). H re~it. dit
Platon (T't'Mx'f). une cinquantecombinaison )3ieu s'en sovit {'uu!
tracer le plan de l'univers.
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de mdrite, le ntathémaucien doit toujours rechercher

ce qui lui p.tra!t simple et harmonieux, on devine tàci.
lement dans quel esprit et d'après quels principes ce
savant accomplira son travail de recherche.

Le géomètre grec, en règle générate, ne vise pas à la
difficulté. Il n'entre pas dans son dessein de se tourmen-
ter l'esprit, d'user de ruses et de détours pour parvenir
à la connaissance de iaits peu accessibles, dont la con)-
plication même est un signe d'impureté. La découverte.
telle qu'il la conçoit, doit s'accomplir sans enbft. Non

pas, bien entendu, que le savant grec se croie maitre de

sa spéculation et considère le moins du monde tes
Mathématiquescomme une création de son esprit. Mais
il résulte de ses conceptions que seules méritent d'être
étudiées les propriétés des nombres et des figures qui se
révèlent à nous tacitement.

C'est donc très justementque l'intuition, par laquelle

nous atteignons les vérités mathématiques, est souvent
comparée à une vision de l'intelligence. Pour découvnr
les assemblages d'idées qui doivent tàire l'objet de notre
science, il suffit à notre esprit de f~dn~. Si nous
n'apercevons pas du premier coup tous les caractères et
toutes les propriétés de ces assemblages, c'est parce que
nous ne sommes pas habitués A contempler directement
des idées. Nous sommes semblables à un homme que
l'on extrairait brusquement d'un antre souterrain où il
aurait été longtemps retenu captit < la lumière lui
blessera les yeux, et l'éblouissement qu'elle lui causera
l'empêchera de discerner les objets B( t). Et,s'ilnous arrive
parfoisde commettre deserreurs,c'est parce que, n'ayant
pas suffisammentexercé notre faculté d'intuition, nous
avons notre vision obscurcie par certains préjugés. Ainsi

(t)P))H<M.J&j~M<VU.
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l'esclave ignorant que Platon met en scène dans le
M'MOM (t) p'avatt qu à regarder en lui-mêmepour trou-
ver ia solution du problème que lui posait Socrate
(constroire un carré double du carré dont !e côté a pourlongueur deux pieds) mais il commencepar M tromper
parce qu'avant trop vite, et n'ayant pas l'habitude de
retenir, il s'imagine <tsavoir ce qu'ti ne Mit paset répond
avec contiance comme s'il t': savait a. Cependantguidé
discrètement par Socrate, ce même esclave arrive peu
A peu, sans enort, sans heurt, sans à-cuup, à résoudre
correctement le problème posé.

Nous rapportons ici le témoignage de Maton sans
en tirer aucune conclusion mëtaphyst~ue. Nous n'avons
pas à exposer la théorie de la réminiscence, ni à
examiner en quel sens il est permis de dire que les
idées mathématiques préexistent dans notre âme à ac-
tion de t'intetHgence. Nous citerchons uniquement à
définir l'attitude scientifique du gcm!)6tre du vu siècle
et sa conceptionde la découverte. Et ii nous apparait
que cette conception peut se remuer dans la cunctusion

suivante le savant ne crée pas le tait; il n'a pas, par
contre, 9 se faire violence pour le conquérir il M: bornele constater et à t enregistrer.

Platon a souvent comparé à une chasse ta recherche
des idées, st la recherche mathénjatttjue en particulier.
La comparaison est, en efkt. furt {u~e. A cu)!)t)on
toutefois que t'on précis bien que) est te {{cnrc de
chasse dont on veut patier. C'est ce que Platon fait
voir dans le ?M~<(;!). JI y a, dit-il, deux sortes de
chasse. Supposons que nous soyons propriétaires d'un
cobmbier. Pour tirer parti de ce cotontbter, il tandra

(t) .W'teM, Œa\')-es de P)i<(on,tM(i. CoUHH. t. Vt, p..7: n suiv.
'.t; ?'M~, U:uvrM j'tfttot), tt.tti. Cotbit). H, M..
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d'abord le garnir; et ceci exige une première chasse.
Après quoi on pourra dire que nous possédons des
cotontbes, mais non pas que nous les avons; car si, à un
moment quelconque, nous voulons disposer de ces

,`oiseaux, il faudra nous livrer à une deuxième chasse
qui consiste à mettre la main sur les colombes déjà
présentes dans le colombier. C'est à ce dernier genre
de chasse le plus fructueux et le moins pénible –
quela poursuitedes vérités mathématiquesserait surtout
comparable d'après Platon. Un oiselier qui capture
dans une volière des oiseaux aux brillantes couleurs,
voità sous quelle image nous devons nous représenter
le mathématicien idéal.

t
c

Il. Les différents aspects de la Mathômatiqae c

grecque, o

;<

Nous avons, dans !es pages qui précèdent, tenté de
définir les caractères fondamentaux de la science het!d-
nique en déterminant t'o~ que poursuit cette science.
Ce sont les conceptions qui orientent l'invention des
notions et théorèmes que nous avons cherché à

mettre en lumière et dont nous avons trouvé une ex-
pression particulièrementsaisissante dans certaines for-

e
mutes platoniciennes. Avions-nousle droit, cependant. t
d isolerainsi une face de la Science et d'en négliger les

a

antres côtés, le côté logique, en particulier? Les c

Grecs, ccmme chacun sait, on poussé très loin l'étude t
du raisonnement dcductif. Ce sont eux qui ont enseigné

au monde le mécanismede la démonstration mathéma-
tique. Et le principal mérite du traité d'Euclide,– qui

est de tous les ouvrages mathématiques grecs celui qui

a exercé t'influence la plus durable, –consisteà présen-
ter la géométrie sous la forme d'un système dialectique
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rigoureux, où l'enchaînement des propositionsest réalisé
d'une manière impeccable. Ne sont-ce point là des faits
dont il faut tenir compte, et, en les reléguant momenta-
nément dans l'ombre, n'avons-nous point défini d'une
manière trop étroite l'idéal de ht science grecque? Ou,
plutôt, cet idéal est-il bien unique? A côté de la ten-
dance qu'ont eu certains grands géomètres A faire dé-
pendrelavaleur de la science de la perfection de son ob-
jet, et à s'effacer devant celui-ci, ne peut-on pas discerner
également,en Grèce, une tendance opposée, qui portait
les savants a'estimersurtout, dans la science, les qua'i-
tésde l'appareil démonstratif?

Il n'est certes pas niable que le goût de la logique

et de la dialectique ne soit un des traits distinctifsde la

race hellénique. Déjà apparent dans les manifestations
les plus anciennes de la pensée grecque, il fut fortifié par
les sophistes aussi bien que par les géomètres de l'Aca-
démie, contemporains ou continuateurs de Platon.
Aristote. enfin, fit pas.er la logique au premier plan des
préoccupations des savants de son temps et, en établis-
sant un parallélisme systématique entre l'ordre logique
et l'ordre de l'existence, il porta un coup redoutable à
la doctrine métaphysique sur laquelle Platon fondait
l'opposition de la connaissance contemplativeet de la
science didactique. Sans doute, Aristote ne fut pas un
mathématicien; mais il y a une incontestable parenté
intellectuelle entre la logique du Lycée et la géométrie
d'Euclide (~. C'est une inspiration commune qui se
manifeste dans l'une et dans l'autre, et qui donneà l'édi-
fice de la géométrie pure son cssature définitive.

Afin de préciser la discussionqui va suivre, rappelons

(f) C(. L. Brunschvicg, Les ~a/~t </<<« ~Mo<o~ M~'me~tx,
chap. VI.
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en quelques mots quels sont les caractères essentiels de
cette ossature logique.

Le principe qui détermine le plan de t'édite est
qu'aucun fait mathématique ne doit être admis sans
démonstration, a t'exception toutefois d'un petit nom-
bre de données premières. posées ~/or/ et une fois

pour toutes au début de la science et servant de fonda-
tions à t'édifiée tout entier. Les données premièressont.
d'une part, les ~«'<K'M, qui formulent les concepts
fondamentaux de la géométrie, et, d'autre patt, les
Ay~MtM, parmi lesquelles Il y a lieu de distinguer les
~«h~ ou t/fmM~ et les axiomes ou w~~ fCMMtH~
les postulats atRrment « priori que certaines construc-
tiens sont possibifs, les axiotnesque certainesprorriétés
essentielles appartiennentaux grandeurs ou aux figures
les plus simples.

Partant des données premières, le géomètre cherche
obtenir, par voie de déduction logique, une série de
propositions L'enchainement de ces propositions est
rc~)é de telle sorte que les vérités nécessaires pour la
démonstration de chacune d'elles se trouvent en totalité
dans tss propositionsantérieures. Les propositions,elles-
memes, seront, d'autre part, distinguées et classées
d'après leur nature. H y a le /M?~m< ou proposition
pr:)tcipa)e. le /fwM<, propositiond'importancesecon-
daire destinée à faciliter ta démonstration d'un théorè-
me à venir, le corollaire, proposition exprimantune
conséquencedirecte d'un théorème que l'on vient d'éta-
blir.

Commentparviendra-t-on, cependant, à ~M<M~ces
diverses propositions On pourrait supposer que cette
dernière question, ayant trjit a t'invcntion, n'est plus du

ressort de la logique. Ce serait une erreur car les lo-
giciens grecs ont fixé dans tous leurs détailset minu*
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tieusementcodifié les méthodes de démonstration qu'il
convient d'employer.

Le plus souvent, l'étude d'un nouveau chapitre de la
géométrie commencera par donner lieu à un certain
nombr~roM<'MM. Les Grecs ont donc étudié de très près
tesrègtesqui régissent les problèmes,ainsi qu'on peut s'en
rendre compteen lisant les JF/~MCM~ d'Euclide. Le pro.
bième-typesecompo'e de huit parties (t): la protase, ou
énoncé, indiquant les (AwH~ du problème, et ce qui est
demandé; t'f~M. ou répétition de t'énoncé rapporté à
une figure particulière; t'o~t~f. qui transforme le pro.
bt~me propose en un autre ptussimpte; la r~c/Mt, qui
montre que les données du problème proposé permettent
de résoudre le proMème plus simple; la Jt'WMK. ou
énoncé des conditions moyennant lesquelles le problème
est possible; la <'M~/rM<~KW. qui complète t'ecthèseen
dénnissant les diverses lignes accessoires qu'il est néces-
saires de considérer pour faire la démonstration la dé-
/H<w~f<~«M proprement dite, qui déduit de la construc-
tion la figure demandée; ta coac/MW). qui affirme que

cette figure satisfait bien aux conditions requises.
D'ailleurs le problème-typecomporte un grand nombre
de variantes, ou formes particulières de problèmes, aux-
que'tes doivent être appliqués des modes de démons-
tration différents analyse /'Mf<' (poristique ou zététi-
que) (2). ~)'M~~ pure, ~M<M~ay«M< par l'absurde, etc.

Cf. Xfuthtn. Histoires de <Mt)<A~Htff<~«~~tt <'<!Wt'/Mt7<, tMd.
J.Mt!<.)rt,p.7~etsuiv.

eft) P.)r Je mot !)M)y!e <M Grecs d~ti~nent d'ordinaire un
procédé de raisonnement qui fournit, non pas la solution d'un
problème. m.tis J~monstr~'inn d'mK -.o~ution. C'ett t'anttyse que
VMte. au xvt< siècle, a qu.t)i)Me de /'tVtf<~M< Les Grt($ ont ~.t-
)em<:t)t pratiqué )'!tn.t)yM que Vi&teappeUe~&t~tet qui a pour
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Ainsi enterméedaus un cadre rigide, tenue en laisse
djns toutes ses démarches,la science, telle que t'avaient
conçue les premiers géomètres grecs, et qui paraissait
ne dépendreque du libre jeu de l'intuition, ne va-t-eite
pas changer profondément de caractère ? On pourrait le
croire à première vue, surtout si t'on envisage la pen-
sée scientifique dans ses rapports avec Lt phitosophie.
Il est incontestable,en effet, qu'avecM. Brunschvicg (t),
il faut voir dans ravènementde l'aristotélisme, suivant
ta chute du platonisme, un changementde front complet
et, sous certains rapports, un arrêt de la spéculationphi-
losophiqueà base scientifique. N'est-il pas alors naturel
d'admettre qu'à cette révolution philosophique a pu
correspondreune coupuredans i'evotution de la science?i
Et n'y a-t-it pas lieu d'établir une distinction radicale

entre drux périodes successivement traversées par cette
dernière, la période pythagoricienne et platonicienne,
la période euclidienneet post-euclidienne ?

Quelque séduisante que soit cette manière de voir.
il ne nous parait pas qu'ette soit justinée par l'histoire.
L'unité de l'oeuvre mathématique des Grecs a été,
croyons-nous, démontrée parpaul Tannery (2) lorsqu'ilil
a reconnu que presque toutes les voies importantes où
s'engagèrent tes mathénMticiens postéri:Mrs à Aristote
leur avaient été ouvertes au temps de Pythagore, de

objet ix rechercheproprement dite de la solution d'un proMetMe.
Cf. tes lotion!historiques de Paul Titonery, ~pud Jotes Tannerv,
A'off'ot! )t)f)<~mMf)'}K<p. ~y et suiv.

()) L. Brunschvicg, /~t fM/'if h ~M/o~t'< HM<MM<<~<

p. yt M suiv.
(<) Vuir notamment P. Tannery. la Cf'e)M/<n< ;c'r«~M<. p.

suiv. Cf. Ki~ud. /'<tM~ ï'~MM~y, ~o~M </<! /« K~Mf< <M<M< apud
~~tt«~wf<f!t)'t/ mars t~);. p. tSt-t8.).
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Platon et d'Eudoxe (t). Et, si l'on excepte quelques

auteurs secondaires, comme Diophante qui sont des
calculateurs (2) autant que des théoriciens– on ne voit
pas que ces savants, là même où ils ont innové, aient
rompu avec tes traditions et avec l'idéal de leurs pré-
décesseurs.

Le traité d'Euclide, on le sait, n'est pour une large
part qu'une reproduction ou une adaptation d'ouvrages
antérieurs, <;t ic couronnement de ce traite, comme
celui de la géométrie platonicienne, est la théorie des
polyèdres routiers, objet du livre XU des F~M<M~.

« Euclide -– écrit Proctus (3)– était Platonicien d'opi-
oion aussi s'est-il proposé comme but nnat de ses
Eiéments la construction des figures appeiécs platoni-
ciennes ?.

Apollonius (m° siècle i. auteur du Traité des fOM~HM,
fut à Alexandrie l'élève de l'écvleeuctidicnneet, comme
tel, héritier, lui aussi, des traditions anciennes (.)). )i

()) L'~cote d'Eudoxede Ct)iJ! qui eut une très gMnJe tnnuettM
sur le développement des mtthctn.Htques, était, comme on sait,
exactement contemporainede celle de Pb:on et en relation étroite
avec celle-ci.

(2) Cf. «t/fe. p. 8y.
(3) D'après Geminus, trad, Paul TMncry, apud la Gf-OmAn'

f~M<,p. 67.
(4J D'après f'tn des récents commentateurs d'Apot)onius,T.-L.

H::tth ~M<"<tMf o~ ~'f~a, Cambridge, i896, p. )y et suiv.),
l'auteur du ï'mt'~ </« com'~M~ .tJopte )a forme d'exposition, les
conceptionset la termiMtugie de t'ëcoit euclidienne. Les ditK-
r':nt; livres du tr.nte d'Apollonius sont précédés de préfaces qui
indiquent en quelques mots le but poursuivi par l'auteur et t'intétet
qu'il attribue aux théories dont il fait t'exposa '<f. ttoth. /<?. df.,
p. )8 et suiv.). Or on voit par ces prefitces qu'Aput!oniusentend
être le contintUteur direct des géomètres qui ont, MMt )ui, étudié
les sections coniques. Les questions qu'il introduit sont celles que
ses prédécesseurs ont '< laissées de côté Il ou qu'ils n'ont « touchées
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fit, d'autre part, de nombreux emprunts à Archimède
et trouva des modèles dans les travaux de Ménechme,
disciple d'Eudoxe. et dans 'n traité d'Aristée, aujour'
d'hui perdu, qui date de la même époque. Son œuvre
n'introduit dans la science aucun principe nouveau.

Incomp-traMementplus grande est Fori~inanté d'Ar.
ehimede qui, dans ses ~-cherches sur les héticcs spirales,
sur la statique et t'hydrostatiqu",et surtout sur t'évà-
tuation des aires et volumes, a su créer des méthodes si
ingénieuses et si délicates que pendant deux mille ans,
aucun géomètre ne devaitêtre capable de les développer.
Mais commentpourrait-on taire d'Archimede un repré-
sentant de l'école « logique ?. un adversaire de la con-
ception platoniciennede la science ?7

S'il faut en croire la tradition, Archimède possédait
an plus haut degré ce culte d'; la beauté mathématique
que nous avons cherché A décrire plus haut. < Archi-
mede–écrit P)utarque(t)– regardant tamécaniqueet,
en généra!, tout ce qui nair du besoin comme des arts
ignobles et de vils métiers, ne s'appliqua qu'aux sciences
dont la beauté et l'excellence ne sont en rien metées
avec la nécessité et dans lesquelles !a démonstration
dispute le prix la beauté de la matière. Et il ne faut
pas rejeter comme incroyable ce qu'on dit de lui, que,
sans cesse enchanté par une sirène domestique, qui était

que st)perfi<ie!tnMt <')!<")se rapportent A des propriétés fon-
d.<mentit)«, :n)t<'es d'une nnnMrc plus comptée et plus g4n<'r.))e
q~'c)!<! ne le tont dans les écrits des autres auteurs souvent tttts
sont simplement deitin~fs j fournir une base ou unea'de pour
la solution de certains problèmes connu! parfois aussi, outre
qu'elles ont cette u'i'ite, cHM sont di){t)e< déconsidération en raison
des Jemonstf.ttiom auxquellesehcs donnent lieu, et i! y bien
d'autres cho.c-. en tmtitimiti~ues que nom retenon) pour cette
raison seulement

(t) Yis JI .M-Mt.
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sa ~éométfie, il oubliait de boire et de mander, et
néRti~eait tous les soins de son corps tant il était
transportehors de hn-tnen'epar le ptaisirdecette étude

et véritablement épri*! de la fureur des mmes ».
Archimède. d'ailleurs, dans des préfnces d'un ton

sobre et modeste, se complait à rattacher ses travaux à

ceux des géomètres antérieurs. Sa manière ordinaire,
fait observer T. L. Hcath ft). consiste à déc!arer tout
uniment guettes sont les découvertes dues a ses prédé-

cesseurs qui lui ont susf!éré l'idée d'étendre leurs
recherches dans telle ou telle direction. Comme les P)a-
toniciens, il étudie des propriétés qui, dit-il, & appar-
tiennent MMM/M~MMf ~ont inhérentes; aux figures
dont Il est question, mais qui n'avaient pas été remar-
quées par ceux qui ont cultivé la géométrie avant
tui (2).

Archimèdedistingue nettement de la démonstration
logique le contenu objectif des théorèmes, indiquant à
plusieurs reprises que ce contenu lu i estrevoté avant qu'i!

en ait une connaissance raisonnée. Son itt'e est ma-
nifestement que, pour faire une découverte, on doit
partir d'un fait, et chercher ensuite à démontrer ce fait

souvent alors on constatera que le fait est plus évident

que l'on ne pensait (~); parfois, au contraire, ons'aper-
cevra qu'on était parti d'une hypothèse fausse H est
vui qu'Archimède nous a laissé un Tn!<~ /ft

(!) Heath, Tbe f~ c~~f~'m~ft. CambriJs'') '~97. p. 40.
f!) D< ~'f-t' <<'< ty/tMi/ ŒM['<'i- f/4rt-h''M~tf!tJ.PeyMfJ,

Paris, tSoy, p.
~) Cf. <~t'< Mf'~t. ~<:w, traJ. Pe;r:)rd. p. J<; C~r

comMfn v i)-t-i) ()' t)K-frem~ en );ron)-~ric qui p!)r.))'«:nt tt'.tbotJ

ne presf'nt-jr aucun n)0;<;n J'4:r<: ).ie[noti'.r<et qui dans la suite
deviennent évident!

(4. Ibid. p. tt6.
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~M< (t), où contrairement A la conception platoni-
cienne de la découverte intuitive, il oppose nettement
l'ordre de l'invention à l'ordre rationnel des vérités ma.thématiques. Mais ce traité conclut la nécessité de
reprendre sous la forme ctassique o'-t géométrique«
les résultatsobtenuspar des procédésinditects(a), ce qui
montre que les méthodes introduitespar Archiméde dans
la techniquemathématiquene doiventpas, danssa pensée,
modifier le fond de la science. Quelles sont, au surplus,
ces méthode ? On y remarque des traits fort originaux,
notamment l'appel fait à des considérations mécaniques
pour résoudre des probtëmes de mesure géométrique
(c'est la principale innovation apportée par le ?M«<'
de la Mf<M<(3). Cependant les procédés les plus féconds
parmi ceux qu'emploie Archimède dérivent directement
d'un mode de rayonnement qui à son époque était loin
d'être nouveau le M/CM/ par M&KM<«m ou mA&Ot/f
d'M<M«j//oM. On sait que la méthode d'exhaustion, qui
remplaçait pour les Grecs les méthodes modernes du
passage à la limite et du développement en série,
remonte sans doute aux Pythagoriciens et fut appliquée
au V siècle au problèmede la mesure du cercle; elle fut
définitivement constituée par Eudoxe et ses disciples.
Or, si ces géomètres, remarquant la puissance et l'élé-
gance de la nouvette méthode y attachèrent un grand
prix et en étudièrent de très près le mécanisme, ils ne
pouvaient y voir cependant qu'un moyen accessoire.

()) Ce traité, récemment retrouvé, aété publié eo ~07 (traduc-
tion française dtix ~fM ~'M<'f<t/< Iiti sciences, novembre et
décembre 1907).

(t) Cf. le début du traité de la 6'M~o<Kf<t<A)f«M<(Œuvres.
trad. Peyrard, p. ;,t!t~.

(}) Cf. Mithtud le traité de la méthode d'Archimède, apud
~o«~<t <'fM~j M)- fA~ot'n-de /«/M<'<~«f~'tf, p. )~ tt suiv.
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Comme la théorie arithmétique des grandeurs irration-
nettes, lecalcul par exhaustion a servi tout d'abordà don-
ner une base logique certainesnotionsintuitives. Archi-
mède en fit en outre et c'est par là, surtout, qu'il de
vance son temps et se rapprochedes modernes – un ins-
trument de découverte, une méthode d'invention, per-
mettant non seulement de consotider, mais aussi de faire
progresser la science. Mais on ne saurait conclurede )~
qu'il ait voulu modifier le plan, changer l'idéal de cette
dernière.

Convenons doncqu'il est impossible de découvrirune
solution de continuité (t) dans l'histoire de la pensée
mathématique grecque. Seulement il y a, nous l'avons
dit, deux moments bien distincts dans l'oeuvre scienti-
fique, le moment de la conception, et le moment de la
~meM<fa<t'oa, et les savants des diverses écoles attachent
plus ou moins d'importance à l'un ou à l'autre de ces
moments.

Les Pythagoricienstenaient pour le premiermoment.
Il n'est pas certain, d'ailleurs, qu'ils aient, dès t'origine,
enseigné les Mathématiquessous forme didactique.Pri-
mitivement les propriétés des nombres et des figures
étaient peut-être regardées par eux comme autant de
secrets que les initiés se transmettaient les uns aux
autres, plutôt que comme des objets d? démonstration.

Platon (aitëgiuement prédominer le point de vue de
t'intuittonet il a longuement insisté sur les raisons qui
nous empêchent de construire la science par voie de
synthèse logique. Une telle construction supposerait en
ettet que t'en pût décomposer toutes les notions mathé-
mathiquesen élémentssimples. Or on n'y peut pas par-

(<) Les oMtMttMtMens pMt~ricurs au temps d'Arthimede et
d'Apollonius ont été surtout des <'wpi)ateur: tt 0) tic {turait
leur attribuer des principesde recherche originaux.
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venir,car les notionsmathématiqueslesplusimportantes
ne sont pas des totaux composésde parités. 11 en est de

ces notionscomme des syllabes, qui n'admettent point
commeparties tes étémems (les lettres; dont elles sont ?~

formées. Les syllabes sont des <oK~, et qui dit a tout
ne dit point t tot..i a c'est pourquoi Socrate (t/ nous
oblige à convenirque fâ syllabe est une et indivi~ibte

eaussi bien que i eiement d'en il suit « qu'elle ne sera
pas plus sui-cepubte de définition, ni plus connaissabu
que lui; car la n)emj cause produira les mêmes ellcts
en eux t. La mcn)e conclusion, exactement, s'applique
aux notions tondamentaks de ia geontetrte tches que
l'idée du trian~te cette idée, n'étant pas un compose,
a, tout autan, que les notions plus simples (telles que
celle de ligne droite), tes caractèresd'un élément irrc-
ductible revélé a notre esprit par une intuition directe.
Aiusi, dans le Ï'M~, tes triangles sont les etemcnts
ininaux auxquos Platon ramené la construction des '1

polyèdresréguliers, et il ajoute « Quant aux prin-
cipes supérieurs, qui sont ceux des triangles, Dieu tes
connalt, et un petit nombre d'honxnes aunes de lui

Platon se prononce donc de la taçon la plus catégo-
rique contre toute tentative d'absorption des mathéma-
tique par la togique. ht cependant, loin de se désinté- ·
resser de cette dernière, it tut au contraire l'un des
premiers à systématiser les règles de la démonstration
rigoureuse,et c'est lui, s'il iaut en croire la tradnion j
qui enteigna le premier le mécanisme de l' < analyse
et de la a synthèse Platon altirme d'ailleursen termes
formels que la science mathématique doit se présenter

(<) ÏMM«, Œ«w<~ ~<c<t. trad. Cou!io, 1.1!, p. 3~.
(~ ï'<w<. 0:tw<M ~AXett, trad. Cou$io, t. XH. p. 16).
(;) Cette tradition it tté MppMt~ pat DiogôneL~ree <;t Pfoctus(J) Cette traditiona été rappoetéttpar DiogèneLaèrce CI l'roclus j

tf. P. T~uaMy, /a6n:0w)r«~f~n< j). ) t).t,
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sous la forme d'une « chaîne ininterrompue de propo-
sitions (t).

A l'inverse de Pythagore et de Platon, les pures logi-
ciens se préoccupent avant tout de l'ossature et de
l'appareil didactique de la science. Mais ils ne sont pas
nécessairementen désaccord avec ces penseurs sur l'ori-
gine des notions mathématiques. L'une des questions
le plus fréquemment débattues entre théoriciens de la
science était celle de l'importancerelative des théorèmes
etdes problèmes. LesPlatoniciens, commeSpeusippe (2;,
Amphinome, Geminus, accordaient le premier rang au
théorème, « pensant dit Proclu – que ce terme
convient m:eux que ceiui de problème aux sciences
théorétiques et surtout traitant des choses éterneHes

car, pour de telles choses, il n'y a pas de génération, il
n'y a donc pas de place pour le problème où il s'agit
d'engendrer et de taire quelque chose comme si elle
n'était pas auparavant D'autres savants, au contraire,
commeCarpos le mécanicien, soutiennentles problèmes,

r
faisant remarquer notamment que c'est par eux « que
l'on trouve les sujets auxquels se rapportent les pro-
priétés à étudier Désaccord protond, en apparence,
mais qui tient, comme l'explique Proclus, à ta déférence
des points de vue. Il suffit de distinguer entre la science
idéale et la science didactique pour que Géminus et
Carpos aient raison tous les deux, car, si c'est d'après
l'ordre que Carpos donnela prééminenceaux problèmes,
c'est d'après le degré de perfection que Geminus l'ac-
corde aux théorèmes C'est ainsi que les enseigne'

(.) ~M~ /!«.
(t) Speusippe (neveu de Platon) et Amphinome vicient au
tiMe, Gemiousau t" tMde <v. J.-C.

(;) Cf. P. Tannery. La G«)H«<r<<j{'f«~, p. t46.



r?~ A'c~'nf/oc'f ~jTN~.u.t'~t'A~

ments de Fécote intuitionisteet de l'écolelogiqueétaient
faciles à concilier.

En tourné, i'étude des différentsaspects de !a matt)c-
matique grecque ne nous para!t point infirmer les )u~;e-

ments que nous avons portés plus haut sur les tendances
générales de cette science. L'esquisse que nous m'om
tracée ne doit pas étre modifiée. Seutement. cette
esquisse ne nous faisait connaître que la science idéale,

et elle comporte une contre-partie.
Aussi bien !a conception intuitioniste de la science

était-elle impuissanteà expliquera elte seule la genèse,
et la possibitité même. de notre mathématique. La
scienee intuitive telle que nous la présente Platon ne
pourrait être réatisée que par un entendement doué d'une
puissance de compréhensioninfinie. Pour un tel enten-
dement, la science ne se dérouterait pas comme pour
nous en une longue suite de théorèmes. Du point de

vue de la raison, en effet, il n'est point vrai qu'une pro-
position en précède ou en justifie uneautre; toutes sont
également primitiveset évidentes par elles-mêmes. Mais
-Ja science humaine, imparfaite par nature, ne peut saisir

que l'une après l'autre les propriétésdes figures géomé-
triques elle est donc obligée d'assigner un ordre à ces
propriétés, et de suivre, pour les atteindre, une voie
indirecteet sinueuse. C'est pour nous guider dans ces
détours difficiles que la méthode euclidienne de démons-
tration sera d'un secours, non seulement précieux, mais
nécessaire. On rapporte, écrit Proclus, que Ptoiémée
demanda un jour a Euctide s'il n'y avait pas pour la
Géométrie de route plus courte que celle des ~mm~
il eut cette réponse Il n'y a pas en géométrie de che-
min fait pour les rois x.Du point de vue des intuitionistes, sans doute, )a

méthodelogique ne devrait jouer dans la science qu'un
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rote auxiliaire. Mais les Grecs, ont vite pris goût à cet'ee
méthode pour elle-méme, et its en ont fait l'un de leurs
objets d'étude préférés. C'est là le hit remarquable qui
domine l'histoire de la science hellénique. De la néces-
sité où est l'homme d'exposer l'une après l'autre les
véritésgéométriquesau lieu deles embrasser toutesd'un
même coup d'ocU. les géomètres ont tiré le principe d'un
systèmescientifiquequi est, en tui.meme, l'un des plus
beaux monuments de la pensée scientifique.

Ce système a trouvé dans les J~m~ d'Euclide son
expression la plus complète. Or, pour comprendre
exactement la signification de cet ouvrage, il importe de
se bien rendre compte du double objet qu'il poursuit.

« Le terme d'~WH~ – dit Paul Tannery (~
d'après Proctus – s'applique proprement à ces théorè-
mes qui, dans toute ta'géométrie, sont primordiaux et
principes de conséquences, qui s'appliquent partout et
fournissent les démonstrations de relations en grand
nombre Ainsi les ~wfM~ d'Euclide jouent à la fois
le rôle de fin et le rôle de moyen puisqu'ils sont
destinésà faire connaître les théor~m~s essentiels les
plus beaux de la géométrie M~ (2), parce que tes
solutions toutes préparées qu'ib nous offrent sont les
instruments avec lesquels nous pourrons cf!cctucr la
démonstration de nouveaux théorèmes. Souci de la
beautéde l'objet et souci de la beauté de la démonstra-
tion viennent ici se réunir dans une même œuvre et se,
prêtent une aide mutuelle.~

(t) La C/om()n'<! jf~K~ p. t~e. De nombreux Etemcnn
avaient été composés en Grèce avant ceux d'Kudide, notamment
les ËMmenM t.t'HippocMte de ChiM (vers .)ootv. J.-C. aujour-
d'hui perdus.

(2) Ce second rôle était également rempli par un ouvmgc annexe,tei~qui~fvaitdecompfémentituxË~meuts.
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Tel est le résultat que la géométrie euclidienne s'est
proposée d'atteindre. Et sans doute a-t-elle été bien
pies de réussir puisqu'elle est réstée pendant deux mille

ans la bible mathématique de l'humanité. Néanmoms

son insuffissance itnit par être reconnueet les géomètres
la délaissèrent pour s'engager dans d?s voies nouvelles.
Quelle fut donc la raison principale de ce déclin ? Il est
curieux de constater que c'est la perfection même et
l'harmonie interne de cette ceuvre qui en ont probable.

ment causé la faiblesseet en ont déterminé la chute.
Il y .a certes une grande Élégance à vouloir, comme

Euctide, satisfaire du mêmecoup deux besoinsdinérents
de l'espritmathématique. Mais quellepreuveavons-nous
a priori que ce soit là chosepossible ? La géométrie, en
tant quefin, est l'héritière de la science pythagoricienne

elle cherche à noter les plus belles propriétésdes figures
les plus parfaites. Or sont-ce bien ces mêmes propriétés
qui rendront )e plus de service, en tant que moyoM, pour
la démonstration ? H serait fort souhaitable qu'il en fût
toujours ainsi. MatheureÏtsement,cette coincidence ne
se produit pas. Et voilà pourquoi l'admirable unité que
les Grecs avaient donnée à la science n'a pas pu être
sauvegardée par les modernes. Pour passer des données
d'un problème à la solution, il faut souvent recourirà
des intermédiaires qui ne sont point dignes d'occuper
eux-mêmesune place dans l'édifice de la science. Cons-
tructions artificielles,inharmonieuses,dépareillées, qui,

souvent même, sont choquantes pour la raison et lui
paraissent absurdes au premier abord. C'est ainsi qu'à
côté de la science contemplative, une technique a dû se
développer,dont le but est strictement utilitaire, et qui
vise seulement à accroître par tous les moyens possibles
la puissance de la démonstration. Or, d'une technique
de ce genre, le penseur hetténique ne voulait à aucun
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prix entendre parler. Il avait, nous t'avons dit, rompu
tous les ponts entre la science spéculative et la science
app.iquée. Cette superbe intransigance, qui avait tout
d'abord favorise les études théoriques en les préservant
de tout contact impur, se trouva en fin de compte être
la cause qui en arrêta les progrès. Il convient, croyons.
nous, d'insister sur ce point et de revenir, dans ce but,
un peu en arrië:e nous nous mettrons ainsi en mesured'expliqueren quoi les modernes se sont principalement
séparés de la tradition grecque et queUes furent les con-
séquencesde leurs innovations.

ÏH. L'étude mathématique des grandeurs
Tous, certes, ou presque tous, nous pensons aujour-

d'hui comme ies Grecs que la science théorique est
affaire de spéculation pure et qu'elle doit être cultivée
pour elle-méme, indépendamment de tonte considéra-
tion concrète ou utilitaire. Mais, les plus grands savantsmodernes estiment, d'autre part (i/, qu'une fois parve-
nue à son terme le théorie doit pouvoir donner lieu à
des applications pratiqueset se justifier ainsi elle-même

apris coup en prouvant qu'elle n'est pas un vain
jeu de notre esprit. Au contraire, il semble que les Grecs
se soient complu dresser une barrière infranchissable
entre la science proprement dite, ou spéculative (2), etles mathématiquesappliquées, comprenant l'art du cal-

< (') Cf. Emile Picard, Lu .S~M <)K~)'M< et son <<o<<;t;<M~ p. o.(!) Platon fo~/j/M. 3), opposant ta science de )'.tCtion (ou
de commandement) à tt science spéculative, dit de t'homme qui
exerce la première « Mais il ne doit pas, je pense, quand il a portét son jugement, considérer sa t~he comme finie et se retirer Al'exemple du calculateur M. Ce dernier, pat contre, a terminé sa
Mehe tonqo'ti< etudM one théorie.
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cul, ou ~M<< et l'art des mesures géométriques, ou
~M&M.

La logistique – dit un scholie ancien n'a aucun
rapport avec l'arithmétique parce qu'à l'inverse de
celle-ci, elle traite des <~CM~a~ et nom des nombres.
<t Elle (t) ne considère pas ce qui est réellement le
nombre, mais suppose ce qui est un comme unité et ce
qui est dénombraMe comme nombre. Elle examine
donc, d'une part, ce qu'Archimède a appelé le problème
des ~a'«/!f, de l'autre, les nombres M~M et y~M~, les
uns sur des notes, les autres sur des troupeaux (o« pom-m~). b La logistique est ainsi t'hëritiere directe de la
technique arithmétique de l'EgyptienAhmes(auteurdu
plus ancien manuel de calcul connu) (2) où nous trou-
vons une t Règle pour calculer un champ w une <tRègle
pour calculer un fruitier rond sans que l'auteur essaye
de ramener l'unité des calculs qui diffèrent seulement
par la nature du problème concretauquel ils sont appli-
qués.

Ce qui est remarquable, c'est que, tout en la jugeant
indigne d'occuper l'esprit du vrai savant, les Grecs ne
semblent pas avoir condamné comme nous le ferbns,
Cette méthode d'exposition.Un traité d'Arithmétique qui
présenterait comme des règles distinctes une même règle
de trois sous prétexte qu'elle est d'abord appliquée à un
mélange de grains, et ensuite à un mélange de vins,
serait jugé~ par nous détestable car, étant donné notre
conception du rôle du calcul, nous ne pouvonsaccepter
qu'une seule méthode d'enseignement expostr la théo-

(!) Scholio sur le Ct<)f)MM< de Platon, apud P. Taanery, La
C«MK<'<n<~n'<Mf, p. 48.

(z) Manuel «jn~o~ entre Moo et tyoo av. J., publié d'après le
~oy~Mt du Muse': bf!t.)HMi~ue par Eisentohr, efm MM«<M't-
<M<)H'Md'~<fo~tt~~tM,Leipzig, )877.
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r!e d'abord, l'appliquer ensuite à des objets divers. Mais,
si ton admet avec tes Grecs que le calcul appliqué ne
doit pas être cultivé comme un fruit de la science théo'
rique, mais bien comme un art ou une technique indé-
pendante, il n'y a plus aucune raison pour lui interdire
des procédés d'exposition qui, s'ils choquent le théori-
cien, sont susceptibles en revanchede présenter certains
avantages pratiques. La logistique et la géodésie, opé-
rant dans un domaine qui leur est propre, ne sauraient
être assujetties aux mêmes règles que la Mathématique
pure. Elles auront pleinement rempli leur rôle si par
les moyens les plus commodes elles résolvent tes pro-
blèmes concretsqui leur sont proposés.

Il est intéressant de constater que ce caractère de ta
science utilitaire se perpétua chez les calculateurs à tra-
vers tout le Moyen-Age. Au xv* et xvf siècle encore,
alors que la notion d'équation est latente dans tous les
esprits, cette notion ne parvient pas à se dégager claire-
ment parce que les algébristess'obstinent à étudiersé-
parément des problèmesqui, posés sous des formes dii-
férentes se résolvent cependant par des équations du
même type. De là la multitude incroyabledes problè-
mes que nous présentent, sous des noms pittoresques, tes
grands traités d'algèbre de la Renaissance, par exemple
celui de Paciuolo tt) « Problème des boeufs B, « Pro-
blème des lapins e, <f Problème des sept vieilles fem-
mes » etc.

11 n'en est pas moins vrai que c'est par la pratique
constante de l'arithmétique appliquée, et par le souci
qu'ils ont eu de perfectionnercet art en lui donnant le
caractère d'une méthode générale, que les savants mo-
dernesmrent conduits sur la voie qui devait aboutir à la

(') Luca Paciuolo. ~MM <~ ~MrndtM, Venise, <.)9.).
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création de l'algèbre. Les Grecs. au contraire, se fermè-
rent cette voie en séparant par une cloison etanche le
domaine de la rigueur théorique et celui des calculs
techniques.

Mais il y a plus la Mathématique spéculative des
Grecs ne se contentaitpas de répudier le calcul desgran-
deurs concrètes elle paraissait condamner également
tout un ordre de calculs, fondamentalà nos yeux, et qui
pourtant a un caractère purement théorique le calcul
des grandeurs géométriques abstraites, considérées en
dehors de toute représentation physique.

C'est là un fait qui a eu de graves conséquenceshisto-
riques et qu'il importe dès lors de bien mettre en évi-
dence.

Les premiers mathématiciens de la Grèce n'avaient
pu manquer de décou rir la parenté si remarquable qui
unit les propriété.. des nombreset celles des figures. Nous
avons vu que l'arithmétiquede Pythagore est en grande
partie fondée sur cette découverte. Représentant les
nombres par des points atignés, Pythagore constate, par
exemple, que le produit d'un nombre par lui-même est
figuré par un carré, que la somme des premiers nombres
impairs peut être figurée par un triangle, etc. Il est ainsi
conduit à concevoir une Mathématique où l'arithmé-
tique et la géométrie sont fondues l'une dans l'autre, et
c'est là sans doute ce que veut exprimer la célèbre for-
mule pythagoriciennelorsqu'elle affirme que <t toutes
les choses sont nombres o. Mais, à peine cette affirma-
tion est-elle lancée que surgit tout à coup une grave
difficulté,tenant à l'existencedes longueurs incommen-
surables.

Le nombre, essence idéate, objet de l'arithmétique
théorique, est d'abord exclusivement le nombre entier.
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En utilisant la notion de rapport ttM«~~«<, et définis-

sant la fraction comme le rapport de deux nombres
entiers, on étend sans grande pc-ine le champ de l'arith-
métique à l'ensemble du domaine que nous appstons
aujourd'hui a domaine des nombres rationnels ".Mais
Jà s'arrête Ja compréhension de l'idée de quantité arith-
métique. Il n'existe aucun procédé permettantdedénnir
par le calcul les quantités (dites a incommensurables

avec l'unitéa ou, en langagemoderne, irrationnelles »)
qui ne sont pas des rapports de nombres entiers. Or
qu'arrive-t-it ? Dès ses premiers pas, le géomètre qui a
commencé a étudier les relations des figures avec les
nombres, se trouve en présence de propriétés auxquelles
il ne pourra appliquer sa méthode moins de considérer
de telles quantités<t incommensurablesa. Devant ce tait
troublant, dont le théorème de Pythagoresur le triangle
rectangle fournit l'exemple le plus simple (t), les
Pythagoriciensrestent confondus. L'édifice de la science
est ébranlé. Commentva-t itêtre possiblede le reformer?

Il semble que, si cettedifEcutté n'arrêtapas longtemps
les progrès de la science, elle ne fut cependant jamais
résolue par les Grecs d'une façon qui satisfit pleinement
leur esprit.

Il n'y avait en réalité que deux manières d'écarter
la difHcutté sans rien abandonner des possibilités qui
s'offraient à la science. Ou bien, il fallait élargir la
notion de nombre de façon à établir une concordance
absolue entre cette notion et celle de grandeur mesu-
rable. Ou bien il fallait renoncer à l'unité que les
Pythagoriciensavaient voulu fairerégner dans )a science,
et instituer, à côté de l'arithmétiqueproprement dite,
une étude quatifitative des grandeursgéométriques.

(<) Voir plus haut, p. 42.
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La première solution est celle qui fut finalement
adoptée. En t7t7,ChistianWot<dé6nit!enombre (t):
< ce qui est rap~rté à une unité comme un segment de
droite à un autre segment i. En d'autres termes, il
ramène complètementla notion de quantité à celle de

9de longueur. faisant ainsi perdre au nombre entier la
situation privilégiée qu'il avait occupéedans t'arithmé-
tique classique. C'est là, on le comprend,une manière
de voir que ne pouvaient pas admettre les Mathémati-
ciens grecs; car l'arithmétiquedes nombres entiers, qui
leuravait revélé la science et qui donne lieu aux théories
les plus harmonieuses,devaittoujours conserverune place
à part dans leurs spéculations,comme étant i'étude qui
nous rapproche le plus de l'idée pure du nombre.

La seconde solution ne soulevait pas les mêmesobjec-
tions. Pourtant les Grecs de la grande époque n'ont cru
pouvoirl'adopter qu'en partie, retenus, semble-t-il, par
certains préjugésou certains scrupules. Cherchons à bien

,discernersur ce point la nuance exacte de la penséehet*
ionique, qui se trouve assez mah-isée dénnir en raison
de la pauvreté du vocabulaire dont nous disposons.

On a fréquemmentparlé du « calcul géométrique Il
de l' a algèbre géométrique de la « géométrie calcu-
lante des Grecs. Toutes cesexpressions,croyons-nous,
doivent être interprétées avec une grande prudence si
l'on veut éviter les confusionset les anachronismesaux*
quels on est exposé en pareillematière.

Nous avons aujourd'hui l'habitude de faire ressortir à

(<) ~/<M<t<<! ma<&<K<'t fMttWM', Ha)!e, fy~. Certains historiens
pensent trouver déjà la notion générale df nombrechez Jordanus
de Nemore (au t;' si~te). Newton, d'autre part s'exprime ainsi
dans son ~<<~W<tM MMKWM/X (f~O?) MMWfnfM H~Mf/MtM
~tMMftMt'f fM/Mf/t e/MM ~'«~M f«W« ~MM(tM<<m, ~Mtf f)fe
«H<<a<<jiN~f, n)<KMM<M<'M<<<mM.
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l'algèbre l'ensembledes questionsqui ont trait aux iden-
tités entre quantités ou combinaisonsde quantités, et,
plus paticulièremcnt,la recherche des inconnues déter-
minées par de telles identités. Or il n'est pas douteux
que nous trouvons dans la géométrie grecque plusieurs
théories qui se rapportent à cet ordre de questions.Mais
que sont exactement ces théories ?

La première en date est la géométrie des rectangles
et autres surtaees polygonaleset la théorie de t'o/ca/MM.
La géométriedes rectangles met en évidence certaines
relations quantitatives entre grandeurs équivalant aux
identités fondamentales de notre algèbre. Ainsi, par
exemple, à l'identité (a + b)' = a' -+- 2 a~ corres.
pond une relation géométriquerelative à la décomposi-
tion d'un rectangle donné en quatre parties au moyen
de deux droites rectangulaires. –- .my, d'autre
part, un rectangle à un segment donné, c'est, par dén-
nition, construire un rectangle ayant ce segment pour
l'un de ses côtés, ou, plus généralement, dont l'un des
côtés coïncide avec une partie du segment donné ou
avec ledit segment protongé d'une certaine longueur.
Partant de cette définition,on peut se proposerde cons-
truire des rectangles qui soient apptiqnés à un segment
donné et satisfassent à diverses conditions. De !A une
série de problèmes qui correspondent exactement aux
principaux types d'équations du second degré. Ces pro-
blèmes et la tbéori: qui leur sert de base sont exposés
tout au long dans les R'~MMM d'Euclide et on a lieu de
croire qu'ils constituaient dé]& un chapitre fondamental
de la géométrie pythagoricienne.

A une époque postérieure, grâce aux travaux de
i'écote d'Eudoxe principalement, une théorie (t) des

(') Euclide, dans les premier! livres des 7:'fVMx'Hh, se sert encore
de fit théorie de l'applicationpour résoudreles principaux problémes
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M~pr~ ~4w«~«<M fut édifiée, qui conduit à étudier
sous une forme plus maniablecertaines relations quan-
titatives ces relations sont celles que nous tirons
aujourd'hui du calcul algébrique des proportions.

Plus tard encore, le développementde la théorie des
sections coniques fournit une nouvelle méthode pourl'étude des problèmes géométriques qui correspondent
aux équations du deuxième ou troisième degfé. Ainsi
Apollonius ramène, par exemple, Je problème de la
duplication du cube (c'est-A-dire la résolution de
Féq.tatioa – 20') a la construction de l'intersection
d.; deux paraboles.

Les diversesméthodes dont nous venons de parler per-
mettaient, sans doute, aux savants helléniques de trai-
ter géométriquementcertaines des questions que nous
résolvons aujourd'hui par l'algèbre, et voilà pourquoi
on leur a donné le nom d' algèbre géométrique des
Grecs B. Mais, si cette dénomination nous donne une
idée assez exacte du champ d'application des méthodes
en question,elle en exprime très imparfaitementl'esprit
et le point de vue. La théorie du rectangle, celle des
rapports et celle des intersections de coniques sont en
réalité des théories géométriques, fondées sur certaines
propriétés des ~«~.etqui ne font intervenir la quantité
que pour la résoudre immédiatement en qualité. Nulle
part, dans ces théories,nous ne voyons apparaitre ta con-
ception proprement algébrique de la grandeur spatiale,
l'idée que cette grandeur et le nombre arithmétique
appartiennentau mèine ordre de notions, et se prêtent

quantitatifs de la géométrie plane, et it n'expose qu'ensuite la
méthode des proportions. Certains historiens ont conclu de là que
cette dernière méthode n'avait dû entrer dans l'usage courant que
peu de temps avant l'époqueà laquellefut conçu le plandes Eliments.
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aux mêmes calculs, se laissent combiner suivant les
meme5 règles, purement quantitatives.

Considérons, par exemple, un angle. Un angle est
une figure, mais c'est également une grandeur qui pos-
sède lesprincipauxcaractères des quantitésnumériques.
Ainsi, deux angles peuvent être égaux étant donné
deux angles inégaux, t'an est nécessairementplus grand
que l'autre; on peut faire la ~MM<' ou la <tM de
deux angles; on peut MM/<Mrun angle par un nombre,
on peut partager un angle en deux, trois, parties
égales, c'est-à-dire le diviser par 2, 3. etc. et ainsi de
suite. Ces divers caractèresd'ailleurs, nous pouvons les

poser a priori, sans avoir besoin d'effectuer les diverses
opérationsdont ils expriment la possibilité. En d'autres
termes, ils ne résultent pas, pour nous de constructions
géométriques, mais ils rendent, au contraire, ces cons"
trucHonsinutitcs,carits nousfontconnai tre que l'algèbre
est applicable aux grandeurs dont il s'agit et que l'on
peut, par conséquent, remplacer par des calculs numé-
riques les opérationsgéométriquesauxquelleselles don-
nent lieu. Voilà, du moins, commentont raisonné plus

ou moins consciemmentles créateurs de l'algèbre mo-
derne.

Tout autre est le point de vue auquel cherche à se pla-
cer le théoriciengrec partirde l'époque platonicienne,
tout au moins) lorsqu'il établit des rotationsquantitatives
entre tes figures. A aucun moment il ne fait abstraction
de la forme de celles-ci et de leur situation dans l'espace.
Mais il ramène toutes les questions à des problèmes de
< constructiont. S'agit-il, par exemple, de diviserun
angle par 2 ? Il prendra sur les deux côtés de l'angle,
à partir du sommet deux longueurs égaies des extré-
mités de ces longueurs comme centres il décrira deux
cercles de même rayon enfin il joindra le point d'in-
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tersection de ces cercles au sommet de t'angle; c'est le
résultat de cetteconstructiongéométrique(droite,appelée
MM~/n' de t'a.ng)e) qui seul lui permettra de donner

un sens théorique rigoureux A la notion de divisiondes
angles.

Bien entendu, il serait absurde de prétendre que les

géomètres gre:s ont méconnu la portée des caractères

« arithmétiques qui rendent les grandeurs propres au
calcul. Ils ont en effet constammenttiré parti de ces ca-
ractères dansleurs démonstrations.Mais ils ne Ics ont pas
isolés et ils n'ont pas cru devoir étudier directement

un ensemble de faits qui ne leur semblent pouvoir
prendre place légitimement ni dans t'Arithnoétique, ni
dans la Géométrie, et qui, par contre, avaient toujours
joué un rôle prépondérantdans la Mathématique appli-
quée (i). Ainsi, le même scrupule, le même souci de

pureté, qui déjà avait incité les théoriciensgrecs à rejeter t
hors de la Science le calcul des grandeurs physiques,
devait également rendre ittégitime à tours yeux l'appli. i

cation (pure et simple) du calcul aux grandeurs géomé-
triques. Et voilà pourquoi il se sont détournés de cette
mathématique amphibie, géométrique par son objet,
mais arithmétiqued'esprit et de méthode, qui a permis

aux modernes de sceller dénnitivement l'union du
nombre et de la figure. î

Ces remarques étaient nécessaires afin d'expliquer,

non seulement pourquoi les Grecs n'ont pas créé t'At-
gèbre (2), mais pourquoi la claire intelligencede cet art

(f) C'est ainsi que les méthodes exposées par Diophante, qui

sont, parmi les méthodes grecques, celles qui se rapprochent le

plus des procédésde notre ~gebfe, paraissentavoir été empruntées

en grande partie a t'e.otc d;: logisticiens.
(ï) Dans uue importante étude publiée depuis la rédaction du ,tJ

présent chapitre (~M- l'origine de Kgt. D«):.ke Videnska.
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a été si lente à se dégager. C'est la tradition grecque qui
longtempsa obscurci la vision des savants, en masquant
l'identité dénature des opérations relativesaux nombres
et de celles qui concernentles grandeurs, et en impo-
sant pour l'étude de ces deux types d'opérations, l'usage
d'une terminologie et de méthodes de raisonnement
dinérentes.

C'est ainsi que Tartaglia, l'un des plus grands algé-
bristes du xvf siècle, reprocheà un traducteur d'Euclide
d'avoir indifféremment employédans un même sens les

mots ~«/~MW et </H~<. Il faut, dit-il, distinguer
entre ces deux mots le premier se dira des nombres,
tandisque </«<'<~ conviendra s'H s'agit de grand ~ur& géo-
métriques. Pareillement,pour désigner l'opérationde la
division, on devra dire partire ou )K<H(f«~ suivant que
l'on parlera de nombres et de grandeurs.

Cinquante ans plus tard, Viète considère encore la
science des nombres <t celle des grandeurscomme ayant

bern. Selskab, toto), M. leuthen a développé les argumentsqui le
portent à attribueraux Grecs une part prépondérante dans la créa-
tion Je J'algèbre. Les conclusions de M. Xeuthen ne sont pas,
croyons-nous, en contradictionavec la thèse que nous soutenons
ici. Pour M. Xcutheo, le mot algèbre désigne un certain en-
semble de problèmes éterminés, tandis que nous l'employons ici,
et dans les pages qui suivront, pour designer, avant tout, un point
de vue et une méthode. D'autre part, M. Xeuthen est conduit 4
situer tes origines grecques de l'algèbre, non pas tant dans te;
oeuvres théoriques des géomètres hellénes, que dans les calcrols
des logisticiens; et it soutient que, si les travaux des calculateurs
antérieurs A PtMOO nous eMient tnieu): connus, nous y trouve*
rions sans doute beaucoup J< règles et de procèdes mathématiques
dont nous attribuonsA tort t'invoxion aux Arabes ou aux Hin-
dous M. Xeuthen a Mm doute raison. M~is il reste vrai que, pré-
cisément parce qu'tk tournent le dos à )a logistique, les mathéma-
ticiens theoticiensde la grande époque grecqne adoptent un point
de vue qui les éloigne de l'idéal algébrique.



r/z ~(MA~~çyjîM~ jM~yp~~y/c~~
des régies parallèles, mais distinctes. Et c'est Descartes
qui, dans sa G~m~K de t6}y, affirme le premier, sans
restriction, l'identité de ces deux sciences.

« Et comme toute l'arithmétique, -– dit Descartes(~
dans un langage précis et dcnnitit, n'est composée
que de quatre opérations, qui sont l'addition, la sous-
traction, la multiplication, la division, et l'extraction
des racines qu'on peut prendre pour une espèce de divi-
sion, ainsi n'a-t-on autre chose à faire, en géométrie,
touchant les lignes qu'on cherche, pour les préparer A

être connues, que leur en ajouter d'autres, ou ea ôter
oa bien, en ayant une que je nommerai l'unité pour la
rapporter d'autant mieux aux nombres et qui peut ordi-
nairementêtre prise à discrétion, puis en ayant encore
deux autres, en trouver une quatrième qui soit à l'une
de ces deux comme l'autre est à l'unité, ce qui est le
même que la multiplication ou bien en trouver une
quatrième qui soit à l'une de ces deux comme l'unité
est à l'autre, ce qui est le même que la division; ou,
enfin, trouver une ou deux ou plusieursmoyennes pro.
portionnelles entre l'unité et quelque autre ligne, ce
qui est le même que tirer la racine carrée ou cubique,
etc. Et je ne craindrai pas d'introduire ces termes
d'arithmétique en la géométrie afin de me rendre plus
intelligible a.

C'est, comme on voit, en écartant délibérément les
conceptions restrictives et les scrupules inhérentsà la
science grecque que les mathématiciensdu 17* siècle se
sont ouvert la voie du progrès. Et cette circonstance
nous explique pourquoi Descartess'exprimaiten termes
sévères sur le compte de l'oeuvre mathématique des

(~ La Cf<MW<fM,tiv. 1.
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Anciens, qu'il taxait d'insuffisance et de stérilité. Juge-
ment injuste certainement car, si la science grecque
est insuffisante pour nous, elle se suffisait fort bien à
elle-même, et, si elle est devenue stérile, ce ne fut
qu'après une longue pério. e de fécondité, tt est bien
vrai, cependant, qu'e)!e portait en eile-n~meun g''rme
de mort, et que l'étroitesse de son champ d'action,
l'exclusivisme de son point de vue, le caractère esthé-
tiquede ses préoccupations, devaient fatalement l'arrêter
un jour dans son développement.Quelles sont les con-
ceptions ou les tendances qui furent les causes immé-
diates de cet arrêt et qui imprimèrent une direction
nouvelle à la pensée mathématique ? C'est ce que nous
devons maintenant nous demander.



CHAPITRE Il

LA CONCEPTION SYNTHÉTISTE
DES MATHÉMATIQUES

Des le commencementde l'ère chrétienne, le grand
courant intellectuel qui avait donné naissance à laMathématique hellénique était parvenu au terme de son
parcours. Sans doute cette Mathématique resta en hon.
neur et continua à être cultivée pendant une longue
suite de siècles, dans le monde antique d'abord, chez les
Arabes et chez les Occidentaux ensuite. Mais son pro-grès s'était arrêté, et elle n'était plus guère que la ma.tière tnerte d'un enseignementd'école. Pour susciterunmouvement de psnsee originale, il fallut un fait nouveau.Ce fait fut la création de l'algèbre moderne. Pour enbien comprendrela portée il convient d'examiner avecquelques défaits dansquelles conditionsest née l'algèbre,
à quels besoins et à quelles tendances elle répondait,
dans quels milieux et dans quel esprit elle se développa
tout d'abord. j*

ï. – Origines, objet et méthode de l'algèbre ())

Un savant de Bagdad, Mohammed Ben Musa-AI. 1

J~ partie de ce P~Mphe a été puMMe dans la ~,M de
en mars t~t; et au t, de nos fn'w~ /<< <ma~A'Ht~M~H-rnnftn'~tt. f""f~mtf~<
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Khwarizmycomposa au )x* siècle un traité qui eut une
fortuneremarquable t'~f~~M'~moK~Ce titre
est le nom d'une techniqueou méthode de calcul pra-
tiquée par les Arabes. Deux opérations fondamentales,
effectuéesl'une et l'autre sur les sommes de nombres
relatifs (t) la caractérisent la djebr, qui tait passer d'un
membre d'une égalité dans l'autre tous les termes affec-
tés (précédés) du signe de manière à ne laisser
subsister dans chaque membre que des termes anectés
du signe -+-, la MOH~/aA ou réduction des termes
semblables.

L'al'djebr ou al moukabalah est devenue t'f~f~? et le
nom d'At-Khwarizmy, transformé en a~on~w«', s'est
perpétuécomme nom commun. Ainsi, à défaut d'autres
témoignages, les mots suffiraient à attester la participa-
tion de l'Orient a la formation du calcul algébrique.

Dans quelles circonstances,cependant,ce calcul est-il
né, et quel était le but que lui assignaient ses adeptes?
On sait que les Arabes avaient hénté des méthodes des
calculateurs hindous. Ils ont, d'autre part, largement
mis à profit les écrits mathématiques des Grecs. En fait,
c'est la rencontre de deux traditions dinérentes qui a
donné naissanceau calcul algébrique arabe. Et lorsque
plus tard en Occident (2), t'atgebre prit sa figure défini.
tive, ce fut encore le rapprochement des méthodes
orientales et des connaissances tirées de l'étude directe

()) Nombres pOtitih ou négatifs.
(~ DM! h pf~foce de son traite d't)gtbre (/.t&~ ~Mw< «)m~-'Mt«7~)Maf</o/<(t'&)Ma<«'ft'MMO<'MM«ot20i~,LëoMfdde Pisé,

fus a L,ronurdo Jïlio BouacciPisauo in usno 1202~, Léonard de Pise,
qui tut l'un des premiers à répandre les méthodes afgebti~ues enOccident, nous ovenit qu'il s'est instruit la duuble école de l'Inde
et -iehGfece. « Quare–dit i),antp)ect<:nsstri(tiustp!ummo<)um
Indorum et Mtentius studens ex eo. ex proprio sensu quidam
<dden-. tt ~u~damethm ex subtilitatibus Eucttdis geometrix artis
apponens, summum ejus libri. componere laboravi
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de la science antique qai lui donna un nouvel élan.
Quelle part revient au juste dans t'ceuvre des premiers
algébristes à chacune de ces influences ?

Pour répondre A cette question, il convient d'en bien
préciser le sens. Ce qui nous préoccupe, ce n'est pas de
déterminer l'origine de telle ou telle notion ou démons-
tration particulière. C'est dans son ensemble que nous
envisageonsl'algèbre. Or d'où est venue l'inspiration
créatrice, la conception originale, qui a donné naissance

à la nouvelle science ? Peut-être pourrons-nous plus
facilement nous en rendre compte, si, au préalable,

nous cherchonsa bien mettre en évidence, indépendam-

ment de toute discussion historique, les caractères

propres, les traits distinctifs, des théoriesalgébriques. ¡
1/atgèbre se présente à nous comme une technique

ayant pour objet le calcul et qui se flatte de nous pro- i'

curer plusieursavantages précieux. Grâce à la simplicité p

et à la fixité de ses procédés, elle prétend,en effet, opérer
f~3~

rapidement, sdrement, mA'<!M~Mm~,pertinemment.
En premier lieu, l'Algèbre sera rapide. Elle se servira <

donc d'abréviations dans le langage et dans l'écriture.
C'est ainsi que dé}& Diophante d'Alexandrie employait
des signes abrégés pour désigner les puissances, et que [,
certains géomètres grecs représentaient par des lettres
les grandeurs (t) ou nombres qui reviennent plusieurs
fois dans un même calcul. Quant aux opérations –
effectuées ou à effectuer elles seront indiquées par
des signes conventionnels (signes ('<c<w) tels les

(t) Les Grecs faisitient usa~' de ce langage abrégé dans les
J<:mon<tr.ttions giom<!trt.]ues du type euclidien. )t fut iniro~t
plus tard dans le calcul proprmMM~it (< notamment, Jordanus
de Nemore, au xm* $M<tej. a
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signes ==, +, –, x, etc., de t'arithmétique <!ëmen-
taire (t).

En second tien, l'algèbre opérera à coup sûr parce
qu'elle réduit les calculsà l'applicationde règles fixes et
de formules données une fois pour toutes.

D'où viennent ces règles et ces formules? Ce sont les
définitions mêmes des opérations arithmétiquesfonda-
mentales qui nous y conduiront.

Le calcul arithmétique n'est autre chose que la com-
binaison de certains nombres suivant des lois détermi-
nées. Cependant, lorsque pratiquement nous avons à
faire un calcul, nous oublions, dans notre h~te d'arriver
au résultat, les nombres combinés et la façon dont ils
sont associés l'édifice n'est pas plus tôt construitque
nous perdons de vue l'agencement des matériaux qut
nouj ont permis de l'obtenir; et, ainsi, !a résolution
d'un problème ne nous est d'aucun profit pour celle des
problèmes suivants. En analysant cette faiblesse de
l'arithmétique nous voyons comment il convient d'y
remédier. Pourquoi ne ferinns-nous pas, avant même
de donner aux nombres sur lesquels nous opérons des
valeurs déterminées, une étude tormelle et a priori des
différentes combinaisons qu'engendrent nos opérations ?
Nous savons que ces combinaisons sont susceptibles
d'être obtenues de p!usi:urs manières. Il serait dès lors
fort utile de savoir /M!m-<'quet)e est, parmi les diffé.
rentes formes d'une même combinaison, celle qui sera
le plus facile calculer. D'ailleurs telle forme avanta-
geuse dans un problème )R sera moins dans un autre.
1)'où t'intérêt d'une étude systématiquedéterminant les
diverses ~i/tM'mo;M~auxquelles se prêtent les combi-

(<) Ces signes n'ont été cmp)oy~, pour la plupart, aua partir du
xv' ou X~' site)):.
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naisonsd'opérations. 11 conviendra, en entre, de nous
mettra en mesure d'effectuer à première demande les
transfermations utiles, en en dennismnt te mécanisme
par d« /~w«/c immédiatement applicables.

Les premiers principes de t'Arithmétiquenous four.
nissent déjà, directement, de tetiss formules de trans-
formation celles, par exempte, qui expriment les pro-
priétés des opérations fondamentales. Ainsi les égalités<==~< a x t = x a, etc., dénnissent des trans.
formationsqui restent légit 'mes ~<«//M ~w soient les va-
/<t<~MMM<MM~'f<f~~les lettres a, b, ffta combinai.
son a -)- b est toujours équivalente à la combinaison
~+a,!acombinaisona

a x & iacombinaison~ x «.etc.j.
En associantces égalités nous obtiendronsde nouvelles
transfotmations s'exprimantpar autant deformulesque
l'on appelle « /ormH/t'~ algébriquesB.

Ces premières« formules –premières en simptieité,
non en date,car onn'éprouvapoint tout de suite le besoin
de les écrire explicitement ces premières formules
mettent en évidence les caractères fondamentaux que
nousretrouvons dans toutes les autres.Ainsi les formules
de l'algèbre devront porter de préférencesur des sym-
boles qualitativementin déterminés telsque les lettres de
l'alphabet (t). et c'est ainsi quelles fournirontà t'avame
des règ)cs invariables,applicablesa une infinité de ques-
tions autantde valeurs ditférenteson donne aux lettres,
autant l'on a de problèmes pour lesquelsvaudra la même
règle. Autre caractère fondamental: l'anatogiequel'at-

(t) Voir, fpenditnt, <;{/«. p.88,nott Ce fut Victe qui, en <ta-
btissant une distinction :tth):uit)ue totre la /('~Hf<t'M MMMMwo
(ct)<u) t)um''tiquct et )a ~'M<tf<t ~w«M.t (calcul portant !.ur des
Jettres), constitua l'algèbre moJ<;me en sden<e autonome. [Cf.
le Cours MM<M<~Md'H~ngone, t. i), thts où tes deux algèbres
sont appelés «~<~<: tioijibreuse et <h~ <~At««<'J.
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gébreétabtitentre tes nombres fournis par des problèmes
différentsest une analogie de structure. Imaginons, par
exempt", que deux questionsfassent intervenir chacune,
une quantité définie comme produit d'une somme de
deux nombres par le carré d'un troisième l'algèbre
notera cette ressemblanceen écrivant les deux quantités

sous la même forme (a -)- X c~ ou (a + c", et
elle ne se préoccupera pas de savoir si tes valeurs des
nombres a, diffèrent d'une quantité à l'autre.

Les combinaisons et transformations de formules
donnent lieu à un certain nombre d? préceptes bien
déterminés dont l'ensemble constitue t'r~. L'Al-
gèbre, en enet, e;,t essentiellement une (~M/a,
disaient les algébristes d? la Renaissance, Ars c< ~'<-
tM << /'r<ff<~M contettia, dit un commentateur de
Descartes; (i).

Ajoutons que, comme nous l'avons dit plus haut,les
règles de l'algèbre visent à devenir mt4-<M~ft, c'est-à-
dire applicables par tous et toujours, sans intervention
de l'intelligence. C'est pourquoi Descartesse croit auto-
risé à nous donner les préceptes de son algèbre sous
formes de commandements, sans les expliquer, sans
nous demanderde refaire l'effort intellectuelqu'il a lu:-
meme accompli une fois pour toutes et pour tous les
hommes: a L'addition,dit-il (2). se fait par te signe+.
Comme pour ajoutera a j'écris « + &. La soustraction

se fait par le signe Comme pour sousttatre a de b,
j'écris b a, etc.

Il ne faut toutefoispas co~etur~ de là que l'algèbre soit

(t) ErMme B~rthotin dans son Ephre KdiMtoire de l'édition
latine de la G<'<)MM<n<(cf, it/M, p. 9;).

!ï) C«M de AfM<)'«f ~wa~M. Œttt'. ~D~af/f). t. tX (voir
plus bt!, pagt 96). – Cf le Cours M)a<At'<Mo<~M<d'Herigone <itd
ci-dessus.
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une règle aveugle c'est un art qui exige, chez celui qui
l'exerce, de adresse et du savoir faire. En effet, parmi
touteslestranformations possibles d'une furmule, t'afgé-
briste doit choisircelle qui est appropriée au calcul qu'il
entreprend (i), et i) peut faire ce choix plus ou moins
pertinemment. Pour résoudre une équation~dit l'Indien
Bhaskara, « on prépare adroitement deux membres en
équilibre, en ajoutant, retranchant, multipliant ou
divisant (z) la règle n'en dit pas plus long à l'algé-
briste de voir par lui-même comment il apprétera son
équation.

Nous comprenons maintenant quelles sont tes condi-
tions auxquelles il faut satisfaire pour être un habile
algébriste. Il faut savoir oublier la signification des élé-
ments combinéspour ne plus faire attention qu'au méca-
nisme de la combinaison. Il faut considérer les for-
mules comme des assemblages, que l'on retourne en
tous sens, que l'on composede toutes les manières

par la djebr, par la moK~a/aA ou d'autres procédés –
afin de faire appara!tre de nouvelles combinaisonsinté-
ressantes. L'attriste jongle avec les formules; il les
triture, il les ~<ww, suivant l'heureuse expression
employéepar Bnthmagouptapourdésignerune méthode
fondamentale de son algèbre « celui qui connaîtra

« l'usage de la méthode putvérisatrice, des chin'res. des

a quantités négatives et positives, de l'élimination du

« terme moyen [<n!Hj[/o<'M<<oMK/t/~t'f dans la /~n'<* des

« ~«at/oM~J, des symboles et expressions [at~ébriques],

()) &M(yf<<!M'/<t<~<M'~<:<'–Jit \'i<te (~Wfg'Mt~OM.~Ma~MMMt

jtp. Opera JM«<M.. Leyde, )646, p. p:) –f< <<'M<OM</a,~tM<! w
fini H~ <M<rftr<<w);i<:M ~M«f)t.

(9) CM par Rodet, /<~<M< M~"<, t. Xl, tSyS, p. ty.
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u celui-là, dit Brahmagoupta,deviendra un mattre parmi
les savants (J) t.

Ces remarques nous explique l'histoire des origines
de l'algèbre,

Les savants grecs ne pouvaient pas être de bons algé.
bristes ils prétendaient, en effet, saisir par l'intuition,
voir d'une vue intellectuelledirecte, des êtres mathéma-
tiques aussi réels ou plus réels que les objets sensibles f
comment, dès lors, auraient-ils pu oublierces ctres par-
faits, et faire table rase de la réalité pour opérer sur des
symboles ? Sans doute les géomètres grecs possédaient-
ils les principaux éléments dont devaient se servir les
modernes pour constituer l'algèbre. Ils avaient inventé
des méthodes de construction géométriquequi équiva-
laient à peu prcs à celle de notre calcul algébrique élé-
mentaire. Mais ils n'avaient pas voulu reconnahre le
parti qu'on peut tirer de ces méthodes lorsqu'on en
généralise et qu'on en systématise l'emploi. Les vén-
tables promoteurs de l'algèbre turent, en Grèce, ces
logisticiens ou caiculeurs,que Platon mettait au ban de
la science, et l'une des principalesinnovations de l'Ale-
xandrin Diophante en qui l'on veut voir le premier
algèbriste – consista simplement à appeler o~M~M
ce que l'on prenait avant lui pour de la logistique. « Il
a, dit Paul Tannery(2), intituléson ouvrage ~n'~HMn<M
alors que la matière en avait été jusqu'à lui considéréeî comme appartenant à la logistique. Cette innovationest
plus qu'une simple aiMre de mots elle révèle le senti-
ment très juste que la matière dont il s'agit appartientà

V

(t) Cotebrooke (~S ;fMK <~ MMJO-~ <)/ ~oAMtf~M~ OM.<
B~AaM, tSt7, p.

(t) La G~~fM~wx, tM!i, p. se.
r
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ta science abstraite et primordiale et non pas à une
scienceappliquéeet concrète

Au reboursdes savantsgrecs, les Hindous furent avant
tout des calculateurs (t). Esprits pratiques, ils ne se
préoccupaientpoint de rendre leurs thëories rigoureuses
et bettes.Il n'y a pas, dans leurs traités, de théorie scien-
tifique à proprement parler, mais seulement des règles,
formulées en vers le plus souvent, et sans démonstfa-
tion. s Dis-moi (2). chère et belle Lilavati ainsi
s'exprime Bhaskara toi qui as tes yeux comme ceux
du faon, dis-moi quoi est le résultat de la multiplica-
tion, etc. )'. Et la réponse suit. Baskara nous donne,
sur ce ton, un ensemble de règles, qui constituent n une
facile méthode de calcul, charmante par son élégance,
claire,concise, douce,correcte,agrëabtcà apprendree. –
Un recueil de recettes et de formules,voiià ce qu'est la
science pour les Hindous. C'est pourquoi ils furent
d'habiles algébristes (3).

(t) La Mienei hindoue subit-elle indircoemcat des infiMnett
grecque! ? C'est là une question obscure que nous ne saurions
trancher; il est~tort possibte que l'on ait eu aux Indes quelques
écho! des travaux de Diophante, L'algèbre dont nous nous occu-
pons ici est celle qui se developpa dans Unde pendant i'ere chré-
tienne et dont les trois principaux représentants sont At'yabhtt.t
(;' tiecte), BMhnMgoupM (7* sie<te). Bi~t~M ())< siècle).

(.)) Cotebrooke, o/ cli. '~m, p. 87, note < p. S. Le traité
intitulé Z.fAtMh' (La c&tmM~) est dédié jt une femme à laquelle
Bhaskara s'i«)f<sse.

(;) L'algébre des Hindous n'est point une algèbre spécieuseau
sensde Viète (fM~nt, p. 84, nute t nous voulons dire que dans cette
algèbre lesnombresne sont point systématiquementremplacéspardes
lettres. Ce caractère de la science hindoue,est souligné par les his-
toriens des mathématiques qui veulent voir dans t'empfoi des sym-
botes littéraux une condition essentiellede l'algébre jcf. Nesseinxnn.
CftA. < ~~ra d. Griffa, ~aM/tM voir aussi Heath, D«'~tM<M!
<<!M~M (Cambridge), t0t0, p, 40~. Noasttoyons cependant
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Lorsqu'au début de la Renaissance, les tendances pra-tiques s'attièrent à de solides études scientifiques,

tatgebre prit dennitivement son essor ~t). Cependant
bien des algébristes des xv' et xn* sicdps se trouvent
génés par les habitudes d'esprit qu'ils tiennent de la
tradition grecque. C'est le cas de FrançoisViète, à qui
l'algèbre doit tant par ailleurs. Les tours de passe-passe
des atgébristeshindous eussent été p.)ur Victe des non-
sens, car il ne pouvait pas raisonner sur les grandeurs
sans se les représenter. U se croit donc obligé de distin-
guer, et de traiter t'un après l'autre, une longue suite
de problèmes qui ne din~rent que par leur interpréta.
tion concrète et ne feraient qu'un pour un algébriste
moderne.

En somme, aux premiers temps de l'algèbre, ceux
qui ont réussi dans cette sciencesont ceux qui n'avaient
pas de scrupules théoriques. H fallait en être dépourvu,
par exemple, pour se permettred'opérer sur des quan-
tités inconnues exactement comme si elles étaient con-
nues. Or c'est là l'une des caractéristiques et, pour beau-
coup de savants, la caractéristique principalede t'atgèbre.

Avec l'assistance de Dieu ainsi débute l'algèbre
d'Omar AI Khayyam (a) et avec son concours pré-

que l'absence des formules littérales n'empêche pas la science hin-
doue de manifester à un haut degré Jes tendances par lesquelles
nous avons défini plus haut l'esprit algébriste. Aussi bien ne fau-
drait-ilpas exagérer l'importancedes services rendus par les lettres
dans le calcul. On peut (on bien établir les formules générales de
l'algèbre lors même qu'on remplace les lettres par des nombres
ordinaires,condition que l'on ne fasse état, fi aucun moment de
ia démonstration, des valeurs particulièresde ces nombres. C'e~t
ai.isi que procède encore Pascal au xvu' sie<)<.

(<) Voir plus bas page o) et suivantes.
(~ t'~Ar<! d OMMf~oyjmm)', ttaduct. \a:pcf(C, Bertin, t S!t.

P. (X)t< siècle),
Berlin,
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cieux, je dis <[ l'algèbre est un art scientifique. Son
« objet, ce sont le nombre absolu et les grandeurs mesu-
« rables, étant inconnus mais rapportes à quoique chose
« de connu, de manière à pouvoirêtre détermines les
<: choses connues sont des quantités ou des rapports
a individuellementdéterminés ainsi qu'on le reconnut
< en les examinant attentivement ce qu'on cherche
a dans cet art, ce sont les relations qui joignent les don-
a nées du problème à l'inconnue), qui de la manière
« susdite forme l'objet Jet'atgébre (t) t.

Supposons, par exemple, qus l'on sache que le
nombre 2, moins le tripled'une quantitéinconnue,égale

cette même quantité, plus le nombre
nous désigne-

rons la quantité inconnue par ta lettres, et nous écrirons
l'égalité (~~) 2 – 3 x = x -r~. Ajoutons, de

part et d'autredu signe ==, une mêmequantité3 x –

nous obtenons ~.x==2–~==- d'où.'en divisant

par. la valeur de x; x ==

Pour atteindre ce résultat, le géomètre ou le pur
arithméticien prendra des voies détournées; comment
pourrait-il, en effet, introduire de but en blanc dans ses
raisonnementsla soustraction ou la division par 4 d'une
quantité qui n'est paj connue ? Au regard de l'intuition
une semblable opération n'a pas de sens. L'algébriste,
lui, ne s'embarrasse pas pour si peu, et il parvient ins-
tantanément à la solution du problème.

(<) L'aigMbre dit plus Mpideaient Hcrigone (C<wf m<!<M)M-
<~M?. t t6).t)– est i'art de trouver h grandeur inconnue en ).<
prenant comme si elle était connueet tfouv.mt )'<ig.t)i[eentre elle et
les tonguemsdonnée!.
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– <t H est d'habitude, chez les atgébristes, ajoute
« Khayyam, de nommer dans leur art l'inconnue qu'on
« se propose de déterminer f~< Cette habitude

se conserva longtemps. L'algèbre tut la J!f de c~<!

et il y eut en Allemagneune école d'algébristesque l'on
appela Cossistes. En latin, l'inconnue était souvent dési-
gnée par le mot « ra~'x et son carré par le mot
a f<w~j ?. Ainsi, dans les relations où figurent l'in-
connue et son carré, on distingue trois sortes de
nombres fa~'x, ~H~, ntlmeri~'m~/<'fM (nombres ordi-
naires, connus). Quelle dinerence d'espace y a-t-il entre
ces nombres ? C'est ta une question que l'algébriste
conséquentavec lui-même ne se posera pas. La distinc-
tion des connues et des inconnues– de même que celle
des déterminées et des indéterminées, des fixes et des
variables est essentielle à qui se .préoccupe d'inter-
préter, par la géométrie ou d'une autre manière, les
résultats de l'algèbre. Mais à l'algébriste proprement
dit, nous ne saurions trop le répéter, la nature des
symboles qu'il manie doit rester indifférente.

C'est faute d'avoir adopté franchement cette attitude
que les algébristes turent longtemps retardés dans tedt
marche en avant. L'histoire du symbolisme algébrique
nous en fournit la preuve. On s'habitua tacitement à
représenter les indéterminées ou les variables par des
lettres (les lettres tenant ainsi la place de nombres dont
on ne connait pas la valeur). Mais n'était-ce pas pécher
contre le bon-sensque de figurerpar des lettres les quan-
tités dont on pouvait écrire directement la valeur
numérique ? Viète eut le grand mérite de comprendre
le grand avantage que présente, en ce cas encore, l'usage
des signes littéraux (t). En etïet, en ne déterminant pas

(t) Pendant longtemps, cependant,on n'OM figurer par des lettres
que les nombres positifs qui seuls représententde vtntitMe! gran.
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tout de suite les valeurs des ~<MM~coHm~, on obtient
des /orMM/M qni sont applicablesquelles que soient les
valeurs (déterminées que l'on donne uttérieuremcnt à

ces quantitésdans tel ou tel probtéme particulier.
En résuma, plus le mécanism" combinatoire qu'est

l'algèbre saura s'abstraire de la réalité, plus il etendfit
sa portée et son champ d'application. Une méthode
universelle, uae clef de toutes les sciences, voilâ ce que,
depuis te temps de Raimond LaHe(t}* siècle), toute
unegénérationde phitosophes rivait de Constituer. Et,
si ces phitosophes on été pour la plupart de médiocres
mathématiciens, ils n'en sont pas moins guidés par le
principe même d'où procède l'algêbre. N'cst-it pas bien
significatif que l'on ait souvent donné cette science
le nom mOne de la méthode pour laquelles'enthou-
siasma Raimond Lutte ? L'Algèbre c'est la méthode
par excellence e, c'est le <t grand art a, ars m<«a,
!'<' art entre les arts », ar/<MM ars.

lï. L'algèbre cartësienae.

En cherchant à mettre en évidence les tendances

propres à l'algèbre, nous avons devancé le cours de
l'histoire. Ces tendances, en effet ne se manifestèrent
complètement et ne furent érigées en principes de
recherche que lorsque t'atgèbre fut sortie de la période
des tâtonnements. Pour nous rendre un compteexact
des vues et des intentions des fondateurs du calcul atgé*
brique, il nous faut étudier de plus près les difficultés

deurs. Les Cartésiens (Hudde. D< r~M~K~ ff~M/Mtttw, t6~
furent Les premiers 4 detigner indifféremmentpar des symbotes tit-furent les premiers i désigner indifféremment par des symboles lit-
téraux non xffeetët de signes (tels que a, t, c, x, .) des
nombres pouvant ette & votome positifs ou négatifs.
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qu'eut à surmonter ce calcul pour s'affranchirde la geo.
métrie et pour devenir une science autonome.

Nous avons dit que l'algèbre fut primitivement une
simple. méthode de calcul pratique, qui, d'après les
idées des géomètres grecs, ne méritait point le nom de
science. H y a plus. Les procédésde l'algèbre primitive
reposaient sur certaines dénni'ions incomplètes et sur
certaines conceptions simplistes qui soulevaient de
graves difficultés logiques. C'est pourquoi l'algèbre se
développa tout d'abordchez les peuples de l'Orient, ar-
tisans et ingénieurs, mais dépourvusde scrupules théo-
riques.

Après le Moyen-Age, cependant, et spécialement la
fin de la Renaissance, le calcul algébrique change de
caractère. Les savants du 16. siècle (i) sont, comme
les Orientaux,utilitaires et pratiques, mais ils ont une
connaissance approfondie de la géométrie grecque et ils
constatentque cette géométrie est, avec l'arithmétique
proprement dite, la seule science dont les principes
soient rigoureusement établis.C'estpourquoi ils estiment
que, dans la mesure où les règks de l'algèbre sortent du
cadrede l'arithmétique, ces règles doivent être rattachées
aux théorèmes de ta géométrie,seulessusceptiblesde four-
nir les bases d'une véritable science des grandeurs. Dans
cette pensée, ils se reportent à cet ensemble de théories
géométriques auquel certains historiens ont donné le
nom d'" algèbre géométrique des Grecs et que nous

[)) Citons notamment Luca Paciuoto, qui, itp~s avoir expo~ aupoint de vue abstrait les règles du calcul ~g~bhque. consacre un<)upi(re de son traXè )~MM<t)Mde ~t-i~m~M. Venise .~j à la
démonstration géométrique de ces règles, V~te. qui cumpo-~t
notamment un important ouvrage sur la construction des r.tciot:
des équations du second degré '~o'Mt'K; M~.t- ~<:<fMM"<~MK-.
trtMfttM MtMMtM WMMt'0, t ;9}). MtrUM G!)ct.t)di de HasUtC
(';67-t6t6).
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avons brièvementcaratériséA !a fin de notre chapitre I.

Ce retour à l'antiquité était sans doute nécessaire
pour consolider les principes de l'algèbre naissante,
mais il présentai pourtant des inconvénients. En par-ticulier, tes constructions géométriques des anciens
étaient liées, comme nous l'avons vu, à des pro-
cédés de démonstration compliqués l'emploi systënM-
tique de ces constructions aurait donc tait perdre aucalcul algébrique les avantages principaux que l'on
attendait d'elle, la ~-)~, et la fomw<x/< Et c'est pour-
quoi, vo!ontiers-4te<:ttM}aes~– les savants de la
Renaissance, tantôt se donnent beaucoup de peine pourdéduire rigoureusement les règles de l'algèbre des j
théories géométriques classiques, tantôt reviennent a
l'improvisteà la méthode orientale, qui consiste à poser
ces règles sans les justifier ou, simptoment, à traiter les f
quantités algébriquescommedes nombres arithmétiques
sans chercheraucunement à légitimer cettea~imiiatk'n.
Ainsi ont précédé en maintes circonstances, Viète,
Albert Girard, Stevin, Hérigone.

La figurationgéotnétrique. pourtant, était bien propre
à <burnir à l'Algèbre la base théorique qui lui faisait
défaut. Mais il fallait, pour cela, que le principe en fût
fébrmé. Cette rétorme nécess;tire fut accomplie parDésertes (<).

Tachons de bien saisir, sur ta question qui nousoccupe, la pensée du grand philosophe; cette pensée en
effet n'a pas toujours été exactement comprise, sansdowte parce qu'clle a été exposée en plusieurs fois, dans
des ouvrages écrits à des points de vue diu'érents, sans

f') Cf. le /«~j Je r.oHis t.i.)rj, )F. A)c.)n. )':)ri. t<!8ï,. !iv. t!,
notre étude sur i'~M,'<M,/<M)t .)M~!xt ~) Ucsc.trtM.
«~oo, et tes </<< ~ti~~M~j'ffm./tMM~dt L. Hrunsch\'im,
tb<p..VUet VJU.
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doute aussi parce qu'elle est d'un caractère subtil et
devance, sur plusieurs points, les progrès techniquesde
la science.

On a souvent discuté sur la relation de l'Algèbre à la
Géométrie dans l'oeuvre de Descartes, – question
d'autant plus naturelle que Descartes nous enseigne les
règles de son algèbre dans un traité intitulé « Géomé-
trie Sans reprendre ici cette discussion, disons que,
en dépit de certaines apparences, l'opinion la plus gêné*
ralement répandue sur le compte de ia géométrie carté-
sienne ne parait pas avoir été inSrmée par les études
récentes des historiens. Bien que le traité de t6~ con-
tienne autant ou plus d'algèbre que de géométrie, et ait

§ pour conclusion une théorie des équations, la géométrie
cartésienne n'est nullement, dans la pensée de son
auteur, une introductionà l'algèbre, mais au contraire

9 une application de l'algèbre à la géométrie. En d'autres
termes, l'algèbre, selon Descartes, précède logiquement
les autres branches des Mathématiques, et elle n'est
aucunement conditionnée par la nature des problèmes
auxquels on l'applique.

Qu'est-cedonc que la méthode algébrique,envisagée

en dehorsde ses applications? Le cartésien Hrasme Bar-
thotin nous l'explique dans la Prétace qu'il a écrite pour
t'édition latine de la G~ow<'<w(!). Dans tes commen-

cements dit-il il a été utile er nu~saire de donner
des auxiliaires a notre faculté de spécutation pure

(~ c'est pourquoi les géomètres ont eu recours aux figures,
les arithméticiens aux signes numériques, d'autres à
d'autres procédés. Mais de tels procédés paraissef't peu

(t) G«)M)i<f«t <! /{<')Mh /~Mr<<s, t' <!d., t. AmiterdM), )6)~,
P'4.
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dignes des grandsgénies et de ceux qui aspirent au nom
de savant u. Le grand génie fut Descartes, qui a vu le
premier, ajoute Bartholin, que l'on peut raisonner sur
des quantités purement abstraites en tes représentantpar
des lettres de l'alphabet. Effectivement Dcscarte! nous
a laissé l'ébauche d'un traité d'algèbrepure (connu sous
le nom de C<«/ (t) ~A~WKrDwa~~)qu'il présente
comme une Introductionà sa G<~w/f«' et où il s'efforce
de traiter l'algèbre abstraitementsans recourir à la ngu-
ration géométrique. Il procède, autantqu'on en peut
juger d'après cet écrit incomplet par voie de défini-
tions verbales, c'est-à-dire qu'il se borne à poser les
règles de l'algèbre sans chercher & tes étayer par des
démonstrations ou par des considérations intuitives.
C'était là une méthoded'exposition que les prédécesseurs
de Descartes avaient, nous l'avons dit, déjà employée.
Mais, dans les ouvrages éclectiques de la Renaissance,
cette méthode était le plus souvent mélangéeà d'autres i
il est difficile de dire quelle valeur lui était attribuée.
Descartes, au contraire, semble apercevoir le principe
qui est appliqué de nos jours dans la méthode des <t dén-
nitions conventionnelles Considéronsles signes aigé*
briques a, b, c, sans rien préjuger sur ce qu'ils
représentent. On remarque qu'on peut dénnir conven-
tionnellement une certaine combinaison, tbrmée avec
ces signes, que nous appelons <!<M/<<('M,une autre que
nous appelons ~<M<M<~H,et ainsi de suite, cela en
satisfaisant simplement aux deux conditions suivantes
~"qu'il n'y ait entre les dé<)nitionsainsidonnéesaucune
contradiction logique; 2° que, lorsque les éléments

(<) Le Calcul de M. ~!e~<<t, déjà cité plus haut,p. tt;.Cet opus-
cule, retrouvé .< Hanovre en 189} par M. H. AJi)m. e~t probabte-
ment de t6!8. On ignore 4) D~it.trtM fit écrit )ui-m~meou s'il )'.<
fait écrire sous sa direction.
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combinés se trouvent être des nombres arithmétiques
ou des rapports géométriques, il y ait coïncidence entre
les opérations résultant de ces définitions et les opé-
rations de même nom considéréesen Arithmétique ou
en Géométrie.

Cependant les conditions qui régissent et légitiment
l'emploi de ta méthode des définitions convention- J
nelles (t) n'avaient pas été étudiées d'assez près par
Descartes pour qu'il pût se fier exclusivementà cette
méthode. Le Ca/c«/ de M. Descartes n'est en somme
qu'un mémento, où n'apparait qu'un seul aspect de
l'algèbrecartésienne. Pour se faire de cette-ci une idée
complète, il la faut étudier dans te livre II de la Géomé-
trie et dans les traités complémentaires ajoutés à cet
ouvrage par les commentateurs de Descartes (2). Or il
tésutte manitestement de ces écrits que Descartes, pour
établir et exposer en détait tes principesde son algèbre,
ne croyait pas pouvoir se passer en fait de la figu-
ration géométrique.

Cela admis,quelle portée au juste, quellesignification.
faut-il attribuer à la figuration ainsi employée ? Si nous
comprenons exactement son point de vue, Descartes,en

(<) Le type de la définition conventionnelle est la définition du
nombre qu'a donnée Chhstiaa Wolf en tytytque nous avons
rapportée plus haut (page 7:) pMt~M~ r~Mf ad tM/M~x ul
htM rM<<tad aliam <'«<«? ««')«rM~ <<<~M' En fait ce ne peut être
qu'au moyen d'une série de conventions que l'on élargit progressi-
vement la notion du not)bre susceptible d'être représenté par un
signe afgebrique nombre entier, puis rationnel, – puis irra-
tionnel défini par une opération arithmétique (comme t/:ti, puis
rapport (ou mesure de longueursou de grandeurs de même espèce)

puis nombre relatil (positif ou negatit). – plus tard. nombre
imaginaire. – Descartts évite, en atRebre, de se servir du mot
nombre, employantde préférence le mot ~«tV.

(2) Traites publiés dans l'édition latine de ta G&wt~
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recourant à la géométrie, cherchait seulement à donner
un support à l'intuition algébrique pure, A fixer le rai-
sonnementdéductif,a soutagert'entendement.qui,théo-
riquement, pourrait se passer de la collaboration de
t'imag.nation et des sens, mais qui ne doit négtiger
aucun des secours dont il dispose (t Ainsi, pensait-it.
l'algébriste doit se servir d'images, mais pour que celles-
ci remplissent convenablement leur missions, il importe
qu'elles soient aussi réduites, aussi simples que pos-
sible (z/.

Or, précisément, Descartes était en mesure de propo.
ser un mode de figuration de quantités algébriques qui a
répondait bien à ces desiderataet d'où les considérations
géométriques se trouvaient presque complètement é)i-
minées.

Descartes part de cette remarque que le résultat de
tout calcul enectué sur des quantités représentéespar des
grandeurs rectilignes peut être lui-même figuré par une
grandeur rectiligne 7~wj/ dbcnt les Cartésiensj.i.
C'est ià le fait capital dont )a constatation a permis de
débarrasser le calcul des grandeurs des entraves que lui
avaient imposées les Grecs. Dans la géométrie grecque,
en effet, un produit de grandeursd'une certaine espèce,
se présentait le plus souventcomme une grandeur d'une
autre espèce, circonstance qui contribuait ptusquetoate
autre à limiter le champ d'application du calcul géo-
métrique. Du point de vue de Descartes, au contraire,
le produit e't, comme chacun des facteurs, un segment

).
(t) Sottu! imetteetus equidem percipiend.c veritati~ est ci)?!)!:

qui tamen invendus est ~b imaginatione, sensu et munoriit. ne
?~

quid forte quod in nostM inJuitri~ positum est omittamus (~ M
ad <<-<t~'<u«'M M~M«, XII).

(t) CompMdKMic figurM qus modo su(H<:i:tM ad cavendum
lapsum; quo breviofes, eo commodioresexistunt (&~tt~, XU/.
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rectiligne. < Et il est t remarquer,dit-il, que par a' ou

ou semblables, je ne conçois ordinairetnentque des
lignes toutes simples, encore que, pour me servir des

noms usités en algèbre. je les nomme des carrés ou des
cubes !t (t).

Sans doute les propositions géométriques sur les-
quelles s'appuie Descartes pour justifier sa manièrede
voir ont un caractère banal, et bien d'autres que lui les
ont mises à profit. Mais il en a tiré un principe qu'il
est le premier énoncer dans toute sa généralité savoir,
qu'il aparattétisme absolu entre la notion de quantité
algébrique et celle de longueur rectiligne par consé-
quent, pour faire de l'algèbreune science à la fois solide
et simple, logiquement inattaquabte et commode dans
la pratique, il suffirade décider que les lettres de l'algèbre

F représenteront toujours exclusivement– des lon-
gueurs rectilignes (2).

Toutefois, cette convention, comme le fait remarquer

un commentateurde Descartes (~), n'a de raison d'être
qu'en tant qu'elle nous permet de donner à i'atgébrc un
fondement solide et qu'elle en rend l'étude plus facile;
car l'algèbre,encore une fois, ne doit pas être regardée
comme une science objectiveau même titre que l'Arith-

(t) La Géomitrie, liv. t, ŒtH')-«, édit. Adam-Tannery, t. VI,
P-'7'-

h) Cf. Schooten, dans ses /'nwt/'M ~<&'Mo~ édit. latine de la
Gf'K/<f«, t. H, p. < et suiv. j Attatt)<:n quia (um phtM~ife,
tum seotibu! ipsis nihi) sinjptieiut née jiitinttiu! cxhiben posse
occurrit quam f~<t!e tine~e, qu~que r~htioMS M ptnportiones qux
inttr ommM tiits res invcHiuntur exprintere vêtent, pnesMt per
ptKdicMs Hueras tohm'nodo tinea;. rectas eonopere

M !}' Pior'mond de Beaune, dans ses .f/.< tcJit. latine tte la
G~om~trie, t. i, p. toy) « Optimun: \'etu est, .td 5t.<bi)i<nda hujus
Kitntia;pr.ctept~ et ad Mgnitionem eju-i MsequcnJMU, ut geliera-
iiter rationes hasce in lineis consideremus, etc.
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métiquc ou la Géométriegrecques; on n'a pas le droit
de la détinir par sa matière. Par conséquent, le fait que
les algébristes utilisent des notions géométriques ne
doit rien changer à l'idée que nous nous sommes faite
plus haut de l'Algèbre pure. Celle-ci est une technique
de calcul, vide de contenu par et!e*m~tne. C'est une~Mt. C'est même la méthode mathématique par
excellence,qui n'est qu'une applicationparticulière, une
spécialisation de la Méthode généritte dont Descartes se
dit l'inventeur.

Ici se pose une question historique dont nous ne
saurions nous désintéresser parce qu'elle met en cause
le jugement que Descartesportait,au fond de lui-même,
sur la vatejr des Mathématiques. Quels rapports le
système cartésienétabtissait-it au juste entre la science
mathématique et la science générale de l'univers à
laquelle devait nous conduire l'emploi de la Méthode ?

Nul doute que l'application de l'algèbre à la géométrie
ne représentât pour Descartes le type parfait de la
théorie scientiSque. Mais, d'autre part, Descartesn'ad-
mettait point que toutes les sciences fussent réductibles
aux Mathématiques. Quiconque, a-t-it dit (î), exami-

nera attentivementma pensée, s'apercevra que j'ai en
vue une Science autre que les Mathématiques et dont
celles-ci sont l'enveloppe plutôt qu'elles n'en font partie.
Encore moins Descartes eût-il cru possible de ramener
tous les problèmes de la Science & des problèmes quan-
titatits et, par conséquent,de les traiter par Fat~èbre (2
Sans doute, lorsqu'il entreprend d'expliquer tes lois de §
l'univers en termes d'étendueet de mouvement, il fait 8

(t /?(fM~, !V.
(t) Cf. Brunschvicg. Les /<o~f de la ~MoM~/f OM<~M<~M.

p. to? et <Miv..
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de la géométrie et de la mécaniquela base de toutes nos
connaissances scientitiques; mais (t) la géométriedont
il veut ici parler ne parait pas s'êtreconfonduedans sa
pensée avec cette, beaucoup plus spéciale, consistant,
jt peu près exclusivementdans l'étude des courbes qua-
lifiées géométriques", qu'it a cherché A exposer
en langage algèbrique dans son traité de 1637. Ea
d'autres termes, la M~Ma~M MM<w~, c'est'a-dire
la Scienceuniverselle, que Descartesentreprit de cons-
tituer, était ou devait être une explication mécanique de
l'univers; mai~ee n'était point une algèbre.

Faut-i! conclure de là qu'il y a solution de continuité
entre les diSérentes parties de l'oeuvre scientifique de
Descartes ? Et doit-on effectivement distinguer dans
cette œuvre deux géométries indépendantes l'une de
l'autre ? M. Brunschvicgincline à le penser (2), et l'un
des argumentsqu'U invoqueest le suivant cette manière
de voir lui permet d'expliquer le détachementsingulier
avec lequel Descartes a parlé de sa « C~nf et le
dédain qn'it protesse le plus souvent pour les études
mathématiques.La G~M~nc, a-t-on dit souvent, ne tut
qu'un épisode dans la carrièrephilosophique deDescartes.
Et, en effet, au lendemain même de la publication de
ce traité, Descartes écrit à Merscnne (~) < N'attendez
plus rien de moi en Géométrie; car vous savez qu'il y
a longtemps que je proteste de ne m'y vouloir plus

) ) Dans une lettre à Mersenneécrite le juitkt )6}8, Descartes
opposecesdeux genmétfics la secondeest la géométrieabstraite »,
la premièreest une autre sorte de géométrie qui se propose pour
questions l'explication des phénomènes de la nature t. (Œ«M'M</<
~<tw<«. édit. A~tn-'l~nnery, t. H. 268).

(2j Brunschvicg.«f. p. ~4.
(;) Lettre à Merseone, u septembre )6;8, 0~ ~M~,

t. il, p. )6t.
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exercer a. II a résota de quitter a la recherche des ques-
tions qui ne servent qu'à exercer l'esprit (i) f. En 1638,
il y a déjà plus de quinze ans qu'il fait profession de

négliger la géométrie (2). Et c'est tout juste si quel-

ques années plus tard il ne renie pas son traité de 1637.
indiquant que, s'il avait à le refaire, il le composerait

autrement.
Sans mécônnaitre l'importance de ces décorations,

il importe d'en bien préciser la signification.
Descartes estime peu la pure Mathématique, non c

seulement cette de ses prédécesseurs, mais aussi celle
qu'il a cultivée lui-même. Ce point paraît bien acquis.
Mais une distinction s'impose, pourtant, entre la mé-
thode et l'objet de la science. Nulle part, croyons-nous,

'1Descartes ne met en doute la puissance et la portée de
la méthode des mathématiques. Son dédain ne vise que
l'objet auquel cette méthode est appliquée,et il nous en
a lui-même indiqué clairement les raisons. g

L'objet des mathématiquesest sans valeur parce qu'il
n'est d'aucune utiitté Jans l'étude de la nature. Ceux g!

qui le cultiventsont des chercheurs oisifs (3~ adonnés

un vain jeu de l'esprit. Trouverons-nous, du moins,
dans la spéculation mathématique, t'occ:tsion d'exercer

nos (acuités inventiveset la satisfaction de déployer les

ressources de notre ingéniosité et de triompher de g
difficultés subtiles ? Non, car, {{race à la méthode algé-
brique, la Mathématiquedevient une science mécanique,
qu'il est désormais à la portée du premier venu de con- &;

duire à bien C'est pourquoi – nous reviendrons 1

tout à l'heure sur ce point Descartes ne poursuit pas

()) Lettre & Mcrsennt, ~ju:t)et f6;8, t7'<W., t. U. p. 268.
(2~ Lettre à Mcniennc, ;) mars )6;8, <h~ t. H. p. 9!.
(;) htsanit pMMenMM. quibus togitM vêt Géomètre otiosi

Juderc tonsneverunts (~M/.f, !V).
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lui-même l'ceuvre ébauchée dans sa GtbM~n'f. Il se con-
tente de nous donner quelques indications sommaires-
« Au reste dit-il au Livre III de son traité (t)–
j'ai omis ici les démonstrationsde la plupart de ce que
j'ai dit à cause qu'cllesm'ont paru si faciles pourvu que
vous preniez la peine d'examiner méthodiquementsi
j'ai failli Et, parlant, au début de l'ouvrage (2), des
mathématiques en générât t je n'y remarque rien de
si difficile que ceux qui sont un peu versés en la géo-
métrie commune et en algèbre, et qui prendrontgarde à
tout ce qui est en ce traité, ne puissent trouver M.

On comprend, des lors, que Descartes n'ait pas fait
lui-même grand cas de sa GAw~ «. Il ne voulait sur-
tout pas laisser croire que la géométrie algébrique pût
être, dans sa pensée, une branche essentielle de la Ma-
<~M/t'~<f MM'M'~f/A', laquelle devait avoir pour objet
l'explication de l'univers, Pourtant, ii ne va pas jusqu'àé
dire que cette géométriene fasse pas partie de la science
générate il déclare seulement que l'étude des figures

ne peut servir à rien tant qu'on ne l'aura pas complétée
par l'étude des mouvements.

Mais cette dernière étude, comment se ff'ra-t-ctte ?

Rien ne nous autorise à croire que Descartes ait consi-
déré la méthode de la mécanique comme devant être
radicalement distincte de celle de la géométrie des
courbes. En maints passagés, il affirme au contraire
l'unité debMéthode.H pense, d'ailleurs,que la Méthode
générale nous est précisément révélée par t'étude des
mathématiques; mais – dit-il 3

<' ne l'ayant point
assujettie {cf«c w~M~ à aucune matière particulière,

(t)~:M<w,):dit.Ad.)m-T.)t)netv,t.V),p..(6i.
(~M.<.p.)7.t.
(}) DtWt«-< J< la <M~M<,
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je me promettais de l'appliquer aussi utilement aux
difficultés des autres sciences que j'avais fait à celle de
l'algèbre [<'K~</MJ t'a)gëbreapptiquéeatagéon)étr'e)&.
Aussi bien est-il évident, que Descartes ne pouvait

manquer d'apercevoir les services qu'était susceptible
de rendre le calcul algébrique dans l'étude de la méca-
nique.

Conctooo: donc que si l'activité mathématique de
Descartesn'a été, en effet, qu'un épisode de sa carrière,
il n'en est pas de même de son admiration pour la

méthode algébrique. La méthode algébrique, et, par
conséquent, t'a'gebre même, – puisque l'algèbre pure,
considéréeen dehors de ces applications, se réduit à une
méthode – auraient certainement joué un rôle capital
dans t'éhboration de la Afa~ma~w MM<tfw//< <'<M~-

tMMw, si jamais ceUe-ci avait vu le jour.

Revenons maintenant aux conséquences qui résul-
tèrent de l'emploi de la nouvelle méthode dans le
domaine spécial des Mathématiques. Au point de vue
historique, ces conséquences furent considéraMes. Jus-
qu'au milieu du xvn* siècle, en efet, la démonstration
euclidienne n'avait pas cesséd'êtreconsidérée comme le

comme le type parfait et intangible du raisonnement
mathématique. Les algébristes les plus convaincus
n'avaient point songé un seul instant à détrôneri'œuvre
d'Euctide,mais seulement à l'enrichir d'une technique
nouvelle. Au contraire, Descartes met à nu la faiblesse
de la Mathématique grecqueet il prétend apporter une
conception toute nouvelle de la science. Cette concep-
tion est une conception synthétiste. En effet t'algèbre,
telle que la comprend Descartes, est essentiellement
une méthode de fOM~'Hat.tM. Son rôle consisteassocier
des éléments simples, de façon à en former progressive-
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ment des composés dont la structure soit de plus en
ptuFcomptiquée.

Cette conceptiondu rôle de l'algèbre est parfaitement
con~rme. remarquons.le,aux vues qui inspiraient les
algébristes du Moyen-Age et de la Renaissanceque nous
avons, plus haut, rapproches de Raimond Lulle. Mais

ce qui était, chez ces précurseurs, un rêve à demi fan-
taisiste, est devenu, avec Descartes, une réalité. Dans la
G~m~rMde t6;?. Descartessystématise le point de vue
des créateursde l'algèbre,et, avec un remarquable pou-
voir de divination, il aperçoit t'avenir qui est promis à
la science si elle s'engage dans les voies qu'il lui in-
dique.

Dans la G~m<'<nf, qu'il présente comme un échanttt-
Ion de sa Méthode. Descartes s'est proposé de montrer
comment par le moyen de l'algèbre il est possible de
résoudre les proMémes relatifs aux grandeurs et aux
figures en suivant une voie sûre et régulière et en
commençant par les objets les plus simples et les plus
aisés à connattre, pour monter peu à peu, comme par
degrés, jusqu'à la connaissance des plus composés(!}.

La sûreté, la régularitéde la méthode, voilà donc ce
qui doit distinguer la science moderne de la géométrie
ancienne, ce champ clos où les virtuoses de la démons-
tration pouvaient seuls se mouvoir et accomplir leurs
prouesses. Descartes se proposeexpressément de rompre
avec la tradition grecque, et c'est par là qu'il diffère
profondémentde Fermat.

C'est un fait sur lequel certains historiens modernes
ont insisté que Fermat pratiquait pour son compte la
méthode cartésienne des coordonnées et qu'il l'avait
exposé dans un traité didactique antérieur de plusieurs

(') Discours de la .VMMf, Il.
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années à la C~m~n'~ le /M'o~ ~oj el solidos

/M~<' t Le procédéconsiste (2) A dénnir une courbe

par une refation entre te:! coordonnées de ses points
rapportés à deux axes renan~utaircsou obliques; après
quoi l'on cherche à ramener l'étude de la courbe à t'élude
de la retation aigébrique. Dans ce procédé, Fermat
découvre des possibilités jusqu'alors insoupçonnées:
mais le principe n'en est pas nouveau, car on le trouve
déjà chez ApoOonius, qui s'en sert dans un cas res-
treint, il est vrai pour étudier les propriétés des
sections conique. Prenant pour axe des abscissesun dia-
mètre d'une co"ique. pour axe des ordonnées la parat-
!eie aux cordes conjuguées à ce diamètre menée à un:
de ses extrémités, Apofbniusraisonne sur « l'équation t
de la courbe qui s'écrit en langage moderne r?~~=:9~A'–t'' dans le cas de l'ellipse; l

====9~.f -1- dans le cas de l'hyperbole

== a/v dans le cas de ia parabole.

Telle est la méthode de démonstration, que Fermat.
restittiteur d'Apotbnius (~ reprend et précise dans s~n
Is~oge et qu'il applique a la recherche gcnérate des
lieux géométriques.

Œxt'w </< /nMff<, ~.iit. ~nuery- Henry, t. p. Ce [Mit~

ne fut public qu'itpf~ h mort ~FcrMt, c;) t~
(2j On sait que cette n]c'hoj<, ou, plui cx.«:'<ment. ).) m<'t))o.je f

inwrs' comptant A ti~urcr par une courbe la Y~riiHion J'une quan- t=!
titc vafMbte, avait dej.t etM jpp!iquce dans i'c!t).!c de certains pfo-
btentts ptr ~i.:o)<: Orc-me. t'c.;ue Je ).ieMx, ().ms son 7'~M~tM
</< /«<<<m/<AMf /f)f'MMfKM t ;?io~i

< f-'erm.)t :) ).tiss<; un écrit intimM ~Mfw't' ~y.<'< ~< .<<) le
/MS~<tM/t<M<<<M<). )1

~t
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En exécutant ce travail, il esr exact que Fermat ouvre

la voie à la géométrie analytique. Cependant il ne pré-
tend pas déconsidérer la géométrie antique dont il sedit l'héritier; il croit à un progrès continu de ht science;
si cette découverte, – dit- après avoir exposé sa mé-
thode, – < eût précède notre restitution déia ancienne

des deux livres des Lieux ~/aMj, tes construcrions des
« théorèmes et lieux eussent été rendues beaucoup plus
« etégantes; cependant nous ne re~rettnns pas cette pro-<tduction.it est important pour l'esprit de pouvoir
<t contempler pleinement tes progrès cachés de l'esprit
f et le développementspontané de l'art (i (artem sese<'ipsampromoventem))t.

Si t'en y rénéchit, d'ailleurs, on reconnaîtraqu'il n'y
a dans la méthode des coordonnées aucune din!cutté
mathématique les théorèmes les plus élémentaires de
la géométrie y sont seuls supposés Aussi ne peut-on
pas considérer comme une découverte le fait d'avoir
détermine la forme de l'équation d'une droite, d'un
cercle ou d'une section conique. La découverte si
découverte il y a – consiste à prévoir et à montrer quel'usage systématiquedes coordonnées met en ceu-~re uneméthoded'une puissanceet d'uneuniversaiité jusqu'alors
inconnues en mathématiques; que cette méthode dis-
pense de toutes celles qui ont été imaginées auparavant

(t) Ad /OMt y/OMM MMM ~< trad. Pau) Tannery. fR<M.
f<nM<, t. III, p. <)6. Signalons cgUcment ce p-t~s~~e de ).t pré-

face du traita qui indique bien que ~errMt n't d'autre prétention
que de M geoertii~er les re'utt~s obtenu! par les ~eninctre! an-tiens De /.(.v).<. écrit Permit', ,;MM) ~~<n"M Kr~f'ff.' tv~f/f Xt,);~
<<MHKm. 7'<f<f: Pa/ns f'Mf~'o /t)'r) .'c~OMf. ~ff .b.).<M A- hft'f
/'hMt't, ~fM<<MMt (/<- M~t: ~-f;/)tt')M t~t. tvr;;<y. /f;mMt-.

le
oMt

platiis, Arisi~iiiiii (le soli4lis scripsîsse ass~-zeriii. ïe,j', iiil .1i~ll;Mur.aut
MM /iro()tM! salis f~t!))'< tMOftOMt'KtV<<<~Ot«); t'~K.t' <<M~Mf<))MMr? ~<e./ Av<M ~K.))M /)tKnm~-

MOM ), ~'M<'t(t~fr .t''r..<.WKM;. M< )<)/f,)
~)f<<. &«M<om ~«Mf &)w~-o/'n«<~t(yMr/a!M~)«t~imM~Mt
<<<t'M~<f<"<n~Mad Aw: Ma ~a~.
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et qu'elle les supplantera en effet; que, par l'intermé-
diaire de la notionde fonction, elle va révotutionner et
régénérer toutes les sciences qui sont en relation avec
l'espace et le temps.

Pour Fermat, comme pour ses prédécesseurs, Its
questions relatives aux figures sont des questions de
géométrie si l'algèbrey intervient, ce n'est qu'a titre
d'adjuvant et par. procuration. Avec Descartes, c'est
l'algèbre qui passe au premier plan l'algèbre, avec tous
ses caractères spécifiques que nous avons fait ressortir
plus haut.

Nous avons dit que l'algèbre n'est pas un recueil Je
résultats, mais bien une méthode de combinaison et de
construction. Appliquéeà i'étudedes figures, cette mé-
thode permettrade reconstruire de toutes pièces la géo-
métrie en faisant table rase des connaissances que nous
a léguées l'antiquité.Nous t'édifierons sur un plan nou.
veau, mieux ordonnéet beaucoupplus vaste que l'ancien.
Car, après avoir d~t, par exempte « les droites sont les
figures définies par les équations polynomales du pre-
mier dergé en x et y (de la forme ax -i- ~y + c ==: o)
les sections coniques sont les courbes définies par les
équationspotynomatesdu second degré en x ety (de la
forme ax' + bxy + f/ + -<- cy + = o). rien ne
nous empêchera d'ajouter i'appeUe courbes du
5* ordre les courbes définies par les équations polyno-
males du 3' degré en x et y, courbes du <t' ordre les
courbes dénoies par les équations polynomales du
.t* degré en x ety. et des équations de ces courbes
je vais déduireleurs propriétés, ainsi que je l'ai fait pour
les sections coniques, a Ainsi, par le simple jeu du
mécanisme algébrique, nous faisons surgir un monde
géométrique ittimité que ne nous eût jamais révé!é
l'intuition directe de la figure.
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En rapprochantces vues;techniques de la théorie de

la connaissance exposée dans tes ~<y«/a', nous sommes
amenésà préciser comme il suit l'idée qu'un Cartésien
doit se faire des théories mathématiques.

Les vérités mathématiques sont des faits intuitifs sur
ce point, Descartes, quant à lui (t) est presque d'accord
avec les anciens. Toutetois, – et c'est là ce que les
Grecsont méconnu il est avantageuxpourétudierces
laits de suivre une voie détournée (autre que celle de
l'intuition). On ne doit pas essayer de les pénétrer
d'emblée mais,en partant d'étéments simples combinés
suivant les règles de l'algèbre, on essayerade les tïCMM-
~M~. Ainsi, aux touts perçus par l'intuition, l'on substi-
tuera des composés dont la structure et tous les élé-
ments nous sont exactement connus. Dès lors ta science,
au lieu d'être~ comme le croyaient tes anciens, une con-
templation d'objets idéaux, se présentera comme une
construction de l'esprit. La tâche essentielle da savant
ce consistera plus à apporter une nombreuse ou belle
collection de résultats, mais bien à mettre sur pied de
bons instrumentsde combinaison, constituerune mé-
thode puissante et efficace.

Descartes estimait qu'une fois posés les principes de
la « géométrie analytique les conséquences devaient
se dérouler naturellementpar voie de traHsfbrmationet
de combinaison atgébrique. La constructioneffectivedes
formules était, dans sa pensée, comme nous t'avons dit
déjà, simple affaire de métier, ne réclamant de notre
part aucun e)!brt d'invention. C'était là, certes, un juge-
ment un peu hatii car les progrès de la géométrie~
rendus solidaires deceux de l'algèbre,devaient désormais

(<) Voir chapitre promier.
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attendreces derniers, et de graves difficultés techniques
restaient à vaincre que Descart~s n'avait tait qu'dneurer.
Aussi arriva-t-it que Newton dut se reférer encore à
Apattooiu;. lorsqu'ileut besoin d'approfondirl'étude des
sections coniques il crut nécessaire d'y chercher des
secoursque la géométrie cartésiennene paraissait pas en
état de lui fournir.

Mais, cette réserve faite, il nous faut constater que la
méthode de Descartes répondit bien aux espérances de
son auteur et que très vite elle accrut son rendement
dans des proportions absolument inconnues auparavant.
Une ère nouvelle s'ouvre alors en mathématiqu's, que
M. Zeuthen compare fort justement à i'ère de la grande
industrie dans le monde moderne. C'est l'usine succé-
dant au métier. Les résultats obtenus sont si nombreux

'°.

que la difficultén'est point de les découvrir, mais bien ~'i

de faire un choix entre eux et de les classer. La recherche
mathématique est devenue, à la lettre, un travail de
manufacture.

VuitA ce .) ue, derrière te contenu objectifde l'ouvrage,
nous devons surtout remarquer dans la G~m~~<.
Descartesa eu l'idée très nette que i'en'ptoidesméthodes
au'it proposait devait amener la rénovation complète de
la science mathématique. Et, c'est ce qui est arrivé en
effet. Descartesa été bon prophète. 11 a deviné mieux
qu'aucun autre les destinées de la synthèse algébrique.
C'est pourquoi bien qu it n'ait pas taissé un très gros
bagage de découvertes techniques, son nom doit rester
le premier parmi ceux des algébristes du xvu* sièctc. t"

)

III. – La synthèse inimitéaimate.

Lorsque nous abordons l'étude des conceptions ma-
thématiques qui se développèrent pendant ta seconde
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moitié l~ü Xvtt°

siécle, nousnaus troavons tout d'abord

moitiédu xv)t* siècle, nous nous trouvons tout d'abord
en présence d'un problème historiqueassez délicat.

Au moment même ou ta méthode cartésienne corn'
mence à être universellement adoptée et A manitester
toute sa téconditc, un événement capital se produit qui

a pour effet de la reléguer temporairement dans
l'ombre nous voulons parler de la création du calcul
intinitésimat. Le rôle considérable que joua immédiate-

ment ce calcul dans toutes les parties des mathématiques
le fit bientôt regarder comme la base fondamentale et
l'instrument par excellence de la Mathématique pure,
si bien que les chaires d'université où cette Mathéma-
tique était enseignée furent baptisées, et sont encore
appâtées aujourd'huien France et en Angieterre,chaires
de M~ <M~)!<m(!/ ou chaire de M/c«/ f/<~<m(<<f/ et
Mt~r< D'ailleurs les ditncuttés phitosophiqucs aux-
quellessemblait donner lieu la notion d'inniti, le mys*
tcrequi l'enveloppait en apparence, incitaient natu'etie-
ment les analystes à considérer le nouveau calcul comme
radicalement dinerent de t'ancien.Oncrut donc de bonne
foi que l'on était entré dans une cre nouvelle et que les
découvertes de Kewton et de Leibniz avaient révolu-
tionné la science mathématique.

Du point de vue auquel nous nous plaçons dans cet
ouvrage, les faits ne sauraient pourtant apparaître sous
ce jour. Sans doute le calcul infinitésimal soutevait cer-
tainesquestions délicates. Mais il ne contenait rien qui
fût contraire aux principes de l'atgcbre tinie. S) d'ail-
leurs l'on examine en dét.tit t'enchainement historique
des théories de t'Anafyse.on constate que, loin de s'op-
poser l'une a t'autre. la méthode cartésienne et 1.1 mé-
thode newtonienne ou tcibnitienne ont etc. dans ces
théories, constammentassociées. Descarces, en somme,
s'était contenté de tracer un programme il avait ouvert
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une voie aux mathématiques; or il suffisait de parcourir
cette voie pouraboutir tout droit aux procédas de calcul
qui se deveiopp~rent à !a fin du xvn* siècle.

C'est, comme on sait, le Père Jésuite Bonaventure
Cavaiieri, professeur au gymnase de Bologne, qui osa le
premier affirmer la légitimité du calcul des infiniment
petits,en publianten t6~ sa G~~We~~(t
Entendons par ta la Géométriequi a pour objet de con-
struire le continu avec tes Mt'Mj~/M, ou ~«'K<~ injiui-
m<n<< Le point de vue de l'auteur, la hardiesse de

son langage ne pouvaient manquer d'attirer l'attention.
Effectivement, de vives discussions s'engagèrent bientôt
autour du livre de Cavalieri. Elles se poursui'nrent à
l'occasion des travauxde Wallis, de Leibniz, de Newton,
et restèrent à l'ordre du jour jusqu'à la fin du xvttf
siècle. De plus en plus, cependant, ces discussions s'écar-
tèrent des problèmes techniques pour mettre aux prises
des idées purement philosophiques.Ainsi que le remar-
quait déjà Cavalieri (2), c'est lorsqu'ils quittent le ter'
rain géométriqueque les savants cessent de s'entendre
sur la question de l'infini.

La principale innovationde Cavaliericonsiste à intro-
duire, non seulement une terminologie, mais certains
procédés d'exposition, qui choquaient les algébristes
épris des traditions et de rigueur logique. Aux cri-
tiques que lui adressaient ces algébristes, cependant,

(t) Ca'm<<<'Mt'm/f')M'ttMt'&M! (tMh'MfnfW MOM ~M<&tW M<t<W/'f~-
Mo&t. Bologne, )63;.

(t)&(~«<MM ~w<'<n.<' tM, )647, p. ~t «In his enim
jttrgiis et disputationibus potius phitosophiti; quam geometricis.
mihi ftte semper .Mgfotan'.i nequaquam quoJ superest tetupus 1
inaniter terendum es~ censeo Cf. Brunschvicg, ~a~
A) ~t/O~M Met&fHM~M,p. tS?.



C<M'(~;f7'/OA' ~)'A'?'?'~y/i'
Cavalieriétait à même de répondre facilement. Il pou.
vait observer que les géomètres auxquels ses travaux l'ap-
parentaient Képler notamment (~ – en avaient usé
beaucoup plus librement que tui-meme avec la logique.
Ceux-ci, en effet, dans leurs calculs relatifs aux aires et
aux volumes, s'étaient le plus souvent bornés à imiter
les méthodes d'Archimède, mais en supprimant tes dé-
tours et en négligeant les précautions qui avaient permis
au grand géomètre grec de justifier sa manière de faire.
C'est que les savants en question appartenaient à c<;ttc
éco)e de la Renaissancequi laisait bon marché de la si-
gnification objective des calculs pourvu que ceux-ci
fussent féconds en résuttats utiles. Et, se plaçant au
même point de vue, Cavalieri pouvait estimer à bon
droit que ses procédés de calcul devaient être, pour te
chercheuren quête d'inventionsnouveites, particulière-
ment commodes et subjectifs.

En somme l'histoire du calcul des indivisiblesfut celle
de toutes les théories algébriques. La surprime que causa
ce calcul et les objections qu'il souleva tiennent à la
façon dont il fut d'abord présenté. Mais, dés que tes
principes dont il procède eurent été épurés et étudiés à
la lumière de la géométrie grecque, il entra tout natu-
rettementdans le giron de ta science ctassum.Ce tut
Cavalieri tui-meme qui commença le travail de mise au
point. Ma méthode, dit-il en substpnce(2), n'oblige
nuttement à considérer les surfaces ou corps péomé-
triques comme effectivement r<MK/wA de figures ayant

) ) D.)n< la y<w« A<r~tM<<naDf/t'~MMP't'Monon'Mw, aff. «f/ j'<ffn)-
"~Mft~t'm~MJH~/<'mm<MtM,LitM, )6t;.

(t)Quoadcontinui «!t))po!itiot)et)), manifei:umest ex prx'ostm-
sis ad ipsum ex indivisibitibus componenJutn nos minimecogi

& sohxn Mim continua (les fe~~ te<)t)i indivistb'tiunt propertioncot,
e) e converso, p~b.uc imentui fuit.

~S
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un moins grand nombre de dimensions: elle n'a d'autre
objet que d éubtir de~ égatités entre des rapports d'aires

ou de volume et des rapports de longueurs; or ces éga-
lités conserventleur sens et leur valeurquelque opinion
que l'on ait sur la composition du continu.

En termes phsprécts.Pa'icaLdans sesJ~«fM(t/Jt'D.<-
~M't:(t6)~,mit en lumière ics raisons pour h~qucues
il ne sautai; y avoir désaccord entre te catcut inumte-
simat et la géométrie dassiqueet )t couclut '< '1 out ce
qui est démontrepar les véritables régies des indivisibles

se dëmottireraaus~i à la rigueur et à la manière des an-
ciens. Et c'est pourquoi je ne terai aucune difficulté,
dans la suite, d'user de ce tanga~ des indivisibles.)
C'est d'une facou anatogue qu Archimède ~2), on se ie
rappelle, signalait la pOi.jibithéde démontrer à la ma-
nière géométrique les résultats qu'il avait obtenus par ia
méthode mécanique.

Les remarques par lesquelles Cavalieri et Pascal dé-
fendent le calcul des tnnniment petits s'appliquent
plus spécialementau calcul dit M~r< Quant au calcul
d<K<«/, il est comme on sa~t, intimement lié au pro-
blème connu sous le nom de « problème des tangentes".
Le rapport des accroissements infiniment petits (ou dit-
ierentieis)de deux variables x et y dépendant t'une de
l'autre, est une quantité en général nnie, calculable par
les méthodes de t'algèbre éiémentiure (c'est la J<'f<tw de

y par rapport à x;, et cette quantitéest égale au coetii-
cient angulaire de )a tangente en un point d'une courbe.
Ainsi les problèmes retatus aux ditierentieites s'expriment
immédiatement en termes nnis, et ont, de plus, une ~i-
gnification géométrique précise.

(!) U:'Mf. fMt~M<« <<<PttfM~, t<~4, t. VHt, p.
(~ Voit chapitre premier.
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C'est ce qui apparalt ctairemcnt si l'on se reporte à

l'histoire des découverte.: mathématiquesdu xv)t"siéc)e.
Des t6~6. en effet, l'ermat imaginepour la construction
des tangentesune méthode où intervientla considération
du maximum ou minimum,et par conséquentde la dé*
rivée d'une fonction (;). mais qui ne nous oblige point'i
à raisonnersur des infiniment petits. Peu après, Robervat

propose à son tour une solution nMcaoique du n)C!)e
probt~-me. où il fait appc) a ia notion Je vinsse, aige-
briquemcnt équivalente à cède de dérivée (2). On voit
donc que te calcul des dérivées (quantités nnies. a pré-
cédé historiquement le calcul des ditKrentiet)e:i(quan-
tité infinit~imafes) dont Leibniz et Newton furent les
promoteurs. Et l'origine de ce calcul se trouve être un
problème de géométrie qui est en relation directe avec
tes théoriescartésiennes <ondan'en[a)es ayant trait à la
représentation des fonctionsatgëbrique. par des courbes,
ou inversement, à la définition des courbes par des
fonctions (~.

(); .Mf<M«t a./ </)'~Kft-~M;/dU< )M<M/fH<!M< et WfMtMMm. fJ!Mt'. da
ftrmo<. Mit. Tiu'nery Hmry. t. 1. p. et ~i~.

Oh<fMfJf))Msur /« (Mt/fOM f/) WOKMM.-ftt/t ~Mt M)<t)j
<<< <ft'tf~f~ <oM</AW;< dis /wn'MW~. pt.b.i~t.s dans le. .~M);wf
~~M'tftHft~t&f't'MM!,t \'), ~;o p. 2; o j, ,v

a t;)(~; prob<n~-<:itcdui t:t: f;MM~ tWfMf/M.c!uJK''par
Le::)nii!. ).<: trun~t; Mucteri~i~Ut; c'.t un tri..ntj. r.c .u~.f :t')t)t
puMf ))\'j!oic«U!.(: ).) corde itifitiituc~t peux; j.ftijofm: Jt-~x p~nti.
M, M tfet voitins ~ur une mtnx: courbe et dont )~ <.u)t«es ~')t.;s

de ) l'angle droit) sont p~M !<:)KS .1 Jeux axes de coordonna rMt~n-
~u!:titc! t un ftori/unta). Fautre \-crtic.)t. L.) de f'.)n);!e ~ue) M: t'hyfo~MteMM avec t.t c~hctt:horb.otttateCtt ègalcau apport~')':).)djtK-fetic<desordont~(;t).<dit)'crct)<:(;dcsab~i~dcs poitttt~M et M. Lorstjue d'aune p.)H, M ~t \t tcnden) a se confondre i.ur~~«ourbe, MM tangente dan~fe ttt'd vers le M~M't< OM~tf.!

.~<i~ u Ut))iat:c ~M~.fhjUt: mcf.w au pni;.t Ai courbe. B.trrow,
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On pourra, il est vrai, taire valoir, à l'encontre du

rapprochementque nous cherchons & établir, l'attitude
de Descartes tui.meme. qui n'a point reconnu t'intérct
de la méthode de Fermat et qui l'a critiquée au contraire
dans les termes les plus vifs. Mais ce fut là, de la

part de Descartes, l'un de ces accès d'humeur dont on
ne saurait tirer aucune conséquence sérieuse. Tou-
jours mal disposé envers les géomètres qui n'étaient
pas de son école, Descartes, chose curieuse, semblait
redoublerde sévérité à leur égard dans les moments où
ils se rapprochaientle plus de son pointde vue. tt avait
d'ailleurs, pour voir d'un mauvaisœil la démonstration
d~ Fermat, une raison que M. Brunschvicg a fort bien
mise en tomièK. En effet, Fermat, fidèle ses habitudes
de prudenceet à sa prédilection pour les cas particuhers
minutieusement traités, n'avait appliqué sa méthode
qu'au cas de la parabole et n'avait point cherché à lui
donner une forme générale, Ainsi l'on ne voyait pas
immédiatement que cette méthodejûtvatabtedans lecas
d'une courbe quelconque et qu'elle pût être exprimée en
termes de séométrieanalytique. C'est pourquoi Départes
la repoussa. It suffisait, cependant, d'apercevoir qu'il yy
a identité entre la dérivée d'une fonction (telle qu'elfe
apparait dans le calcul des w<)f<wa) et le coefficient
angulaire dt: la courbe correspondante, pour constater
que la méthode de Fermat s'adaptait parfaitement aux
principesde la géométrie cartésienne et qu'elle en était
même une conséquence naturelle.

En résumé, pas plus dans le calcul des « ~<~<&'M/M//<n

que dans le problème de l' « M~'M/MM », nous ne f~

nt.i~re de Newton, avait, dans ses /~«)'M CM)M)~)'<'«' (1669-70,
7~

traité des qoe'-tions analogues, que nous résolvons aujourd'hui à
l'aide des dérivées, et qui se ramenaient alors A la dAtefminMrM
geonictri~ue des tangentes à une courbe donnée. 3
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voyons intervenir un principe nouveau dont on puisse
dire qu'il a révolutionnéle cours de Science. Mais la
Mathématique inaugurée par Newton et Leibniz n'était
point limitée à ces deux calculs la partie la plus remar-
quable et la plus téconde de cette nouvelle mathéma-
tique était incontestablement la ~<'on<' <Aw/<~MMM~
M~Mï. qui a rendu possible ('étude générale desfonc-
tions. Or. quels sont les caractères propres de cette
théorie ? Dans quel esprit, pour quelles fins, a-t-eUe été
créée ?ï

<

Pour comprendre commentest né le calcul des séries,
remontons un instant au point de départ de l'algèbre.

L'algèbre, nous l'avonsvu, est l'art de combiner des
signes littéraux (représentant des grandeurs) au moyen
d'opérations connues. En principe cesopérations peuvent
être quelconques et arbitrairement définies toutefois
les premiers algébristes ne connaissaient d'autres opé-
rations que celle de l'arithmétique, c'ei.t-a.dire l'addi-
tion, la soustraction, la multiplication, la division,
t'étévation à une puissanceentière et l'extraction d'une
racine d'ordre entier. En combinant ces opérations
d'une manière quelconque, et les faisant porter sur une
ou piuMeursquantités variables et sur des nombresfixes,

on obtient une grande variété de a ~)t<~K~ d'une out plusieurs variables. D'ailleurs on peut accroitre le
a nombre de ces fonctions en utitisant la notion de rela-

tien implicite soi). F(A') une fonction dé)a connue
g

i.dciit)ic au moyen d'une combinaison d'opérations
connues) de x et la relation F(~)===o peut être
considérée comme définissant y en /t)Hc<MM impticite
de x. Par ce détour, les atgébristesobtiennent une riche
famitte de fonctions d'une variable, d'allures très di-

1 verses, que t'en appelle aujourd'hui « fonctions algébri-
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qwse.Qae! .ue vaste, cependant, que soit cette HmUte,

ou constate bien vite qu'<:t!e ne comprend pas la tot.tt'tt:
des retations quantitatives ourf grandeursvariabtex que
les mathématktpns peuvent se proposerd'étudier. De~
dans ta ?c:ence du XYt~sieck', il existait tout en en-

tsemble de catcuh irréductibles, en partie au moins, at:x
opénUom fondamcntates dr l'arithrnétique nous vou-
lons parier des ca!cu)s où interviennent des lignes trigo-
tMM«''<n~MMe<des/o~<w~(t). Cesca'cuts doivent le

plus souvent être etieetues au moyen de <<cequi
les distingue r.tdicateo.ent des calculs ordinaires de rat-
gébre. La q'teMion suivante se pose des )ots dans gg
quelle mesure )e' expressions sinx, cosAr. io~ etc. ag
(appelées au;ourd'hoi ~<!W<'<7~M~) peuvent-efics tt
doivent-ellesêtre assimiléesaux fonctions algébrique!. ?

Cette question, aussiancienneen somme que le calcul ~S

trigonométrique, se précisa et s'imposa A la discussion
dans tes premièresannées du xvn* sieck. Si. en etiet, il

pouvait être permis auparavant de regarder comn-e
étranger l'un a t'autre. et de séparer par une cloison
étanche, le domaine des calculs a~ébriqueset celui de
la tr~onométri?, pareitte attitude devenait insoutcnabi~
le jour ou, par la théorie de'derivëes, de~ Hen& dirccu
se trouvèrent étabtis entre les deux domainef. On g
reconnut, par exempte que la tonction ~r doit
être considérée comme Lt fonction primitive (2) d~

de n]eme a pour fonction primitive tog jr. !t

(t) l.e calcul trij!;omc:nqueétait d'}A en us~e chez ics itHro'
nomes ~ttX.'ndt'.))S. H iut t}ev<<!pp4par '<< Arabes. \'M!c cùn~r.t
à ce calcul un im~o!t.'t)! ouvra~f. f.cs ba'cs du ~t<:u! J<;< to~
rithn)e'! furent R0!t;< J.)t)s t'ouvra~ J<: \<:j<r, pubtie ;) HJinbt.r:~
CM t6t~ Wrt/M ~t<r/t<)M)t)r)f)M MMOMff ~<'MMt).

(ïj C'est-4-dite qu< est h~nv~ede a~c sin x.



J!.jf COJVC~Pr/0~ ~T~fB~fMM

y avait là une apparente anomalie qu'il était indispen*
sable d'expliquer.

Aussi bien su!nsait-t! d'un peu de réflexion pour
s'apercevoir que la difficulté rencontrée n'était pas nou.
velle et que c'était, au fond, celle-là même qui avait
tant occupé et troublé te* géomètres grecs. La confron-
tation des fonctions aifébriques et des fonctions non
algébriques (/OMf<M~f~.wM~f~!sou)éveun probteme

detouspointscomparabteaeetuiqa'aposé.asonappa-
rition, la théorie des nombres irrationnels, Or comment
a-t-on résolu ce dernier problème ? En ayant recours
aux méthodes du calcul approché, plus précisément en
faisant appel à l'idée ~'a/o.n'Ma</OM f!rM<Mwm<t~
?r<!M<f<!ou de fmM~we. C'est cette id''e qui est la base
du raisonnement par exhaustion tel que nous le trouvons

~3 dans les traités d'Euclide et d'Archiméde. Chez les
modernt: Viète a appliqué une méthode semblable (i)

eg pour détmir certains nombres par des expressions
arithmétiques ainsi i) rcprcs nte le nombre par
l'expression V V~

ou une innnité
de radicaux ~'nt superposes (si l'on calcule cette expres-
sion, arrêtée successivement son 2* 3'K~" radical,

g on a une valeur de r: « de plus en plus approchée e).
Vers ta même époque, Bombelli de Bologne dénnissait
des expressioti*: convergentes d'un autre type (~ ft!79)
et, en t6;), Wattis, dans son ~ft~j~~ <'f~t!o)'«M,
lisait le premier une étude systcmatque des séries
aritmétiqueset autres expressions convergentes qui per-
mettent de représenter des nombres irrationnels quel-

ln (nvu iorum~Ir rrbes rnatlxmnticis ""S/'<IIII(I' tiher Ylll, 1 S9:"'x ~~i'e/'MM)</<' f.ttM me~'MfJtt'~ f<H!OrMW M~f aujourd'hui
2 ):xprcMinn$ Ma)ogue$ &<ti)esqucnous appcions aujourd'hui

/M«<Mt fCMftMMft.
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conques. Ainsi la voie que devaient suivre tes fondateurs
de ta théorie des fonctions se trouvait ouverte. Pour
surmonter une difficulté analogue à celle qu'avaient
rencontrée les arithméticiens,ils n'avaientqu'à employer
des procèdes semblables.

De même. en enet qu'il est possible de représenter
un nombre irrationnel par une expression arithmétique
convergente, de mema H est possible de représenter.
avec une approximation arbitrairement grande des
fonctions tettesque < log x, sin x, p.tr des expressions
atgcbriquesconvergentesou entre une variable x. C'e~t
ainsi qu'en 166~, Mercator (t;, pour étudier les loga-
ritttmes népériens, utilisa !a formule suivante i

)og(f +~ =A-– -h~-)-
a ?

où le second membre est, pour toute valeurde x inté-
rieureai, une série convergente.

Ce mode de définition des (onctions fut précisé et
génératisé par Newton. Newton découvrit en e~et, !a
forme du dévetoppementdu binôme (! -)-.f)"* pour une
valeur quelconque (positive ou négative, rationnelle ou
irrationnelle de t'exposant) (2;; il obtint, d'autre pa.t.
le déveto~pemeuc de ta (onction <M'e <o~

a~c /<t~ .t == – -)-
et de même celui de <w JtM ennn, en trouvant le
mo\en d'~M~f~ une série, Newton passa de ces déve-
loppements, et de celui du logarithme, aux dévetoppe-

()) ~<M-M<MO<«:<WKt ~t'M Jff~MM! <:M!ti'htMjt ~'M~M?.
LonJres, <668.

ï) E~emptt: (f -)- <)
"« /t -i- .= < +

x
+
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ments des fonctions< sin x, tang x, etc. Par l'effet de
ces découvertes la puissance de la méthode algébrique
se trouva accrmdansdes proportionsque les plus hardis
novateurscassent été incapables de soupçonneravant la
fin du xvtt* siècle. Au lieu de rester limitée, en effet –
comme il semblait à première vue qu'elle dût l'être –
à un champ restreint et fermé, celui des « fonctions
algébriques», l'algèbre désormais, pouvait viser à ëtu'
dier des relationsfonctionnellesabsotamentquelconque!:
il suffisait qu'elle renonçât à en écrire la formule algé-
brique complète et se contentât d'en calculer une
expression approchée, avec une « approximatinn arbi-
trairement grande a.

Tette est la constatation à Iaque))e conduisaient les

travaux de Newton et qui devait exercer une influence
prépondérante sur la marche de la science. K'e~t-ce
point alors, demandera-t-on,que se produitcette brusque
rupture avec le passé, qui aurait résulté, s'il faut en
croire certains historiens, de la création du calcul infi-
uitésimat ?

Newton, quant à lui, ne parait pas avoir cu le sen-
timent qu'il allait changer la figure des mathémati-
ques. Nôn seulement il adopta et mit à profit t'atge-
bre cartésienne; mais respectueuxde la tradition, il se
référa également aux méthodes des géomètres grecs
comme si ses propres méthodes eussent été la suite
naturelle de celles-ci. Visiblement, d'ailleurs, Newton
avait de la répugnance pour les notations et tes vocables
nouveaux que se plaisent à multiplier certains auteurs.
Avant tout soucieux de précision et d'objectivité, le
Réometfe anglais se méfiait des généralisations trop
hâtives. Tout autre était le tempérament de Leibniz,
qui étudia en mcme temps que Newton (et tout d'abord
indépendamment de lui; le proMéme de la définition
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des fonc'ions. Leibniz était, comme Descartes, un
hommeasystctne, un hotnmc qui voyait i~rand. Aussi
la por'ëe teintait)'; des dévc!oppements convergents ne
pouvait-elle tut échapper. I! nhéshe pas a déctarer
qu'une science nouvette vient de voir le jour. et il

tire argument de ce (ait pour déprécier les études de
son précurseur tnncais n ('ai montré –écritit –
combien ht ~éotnetricde M. Descartes est bornée. « Les
problème:! les ptu-i importantsne dépendent point des
équation! auxquelles se réduit toute la géométrie de
M. Descartes ». « Je ne pouvais m'empêcher de rire
quanJ je voyais qu'il j~A~aM~c] croit l'algèbre la
plus ~ranJe et t.t plus subiime des sciences. L'at~èbrc,
eu etfet, ce~t'a-dire !asoencc cartëxienne.dM'cre de la
science tobnnienne (dont la méthode es~en~ie~~e est la
méthode du dewtoppc'ncnf en série) (2; comme « t'ana-
tyse"dei.)"synthè~e"(~).

La .ëvcrit~ décès ju~eo'eotsne tire pas en ette-memc
à conséquence, et elle est naturelle de ta part d'un nova-
teur et d'un esprit tourne vers l'avenir plutôt que vers
le passé. Mais la différence de nature que Leibniz croit
discetner entre la méthode a)~ébrique et ta science syn-
thétique serait, si elle était réelle, un tait objectif d'une
importance -(pitj'e. qui eticct'vemcm nous obligerait
A tracer une coupure d:ns t'histoii'e de la science aux
envin.'ns de l'année 168o. L'assertion de Leibniz
demande toutefois à tire examinée de près en raison de

f<) Cf. Brunsdn'icg, /.<'J /<~t'j la /)/t't'<: tMt)f~mf;<
P.}-

'L'or'f.)tion'iynthc!it]Ut:).)p)u'i!;cnt'rafc -d'tCoutuMt
d'âpres Leibnit – con*'Mte ~~ns !.) formaron d'une série nu moyen
d'une tabte ou d'une foi de torm-uion connue i).. Couturitt, JL'<d'unc tablc ou J'unc 1oi dc larntatioct connue n ;i.. Couturat, l,rr
/<~M< ~<')~')/ p. i~ t- Atc.tn'.
< Cf. L. CfMMMt, /(V. «'<. p..)~y.
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l'équivoque qui n'a ccMe Je planer, depuis l'antiquité,
sur la si~nittcation de ces Jeux mots si co'tunodes. mais
si obscurs, « analyse » et (1 syn;hès~ Pour éviter de
nous égarer, notre tour, dans des confusions vcrhate~,
il convient ici d'ouvrir une parenu~se et d'indiquer,
avec précision, dans quelle acception les saints du
xvu" siècle ont emptoyc ces n)u(s et quel ~ns notts
voulons leur attMher nous-ntemes.

On sait que les Grecs distin~ua-ent. en pconetrie.
p)usieurs espt-cfs d'otw/)' qui constituaient des tbrmes
de démonstrationou des parties de r~sonneuK'ntt bien
déterminéese!tr<~péci:)!es(t). Au xvn' sicc'e. cepen-dant, le mot u analyse e et.m d'ordin.ure cmptoye dans
un sens beaucoupplus gênerai.Consuhons, p.); excmpic.
le CcM~Mot~wd'Hér.i'.one (!6;) ou le ~/c/M~
tM~t' w~w<Hf d'0/nnam (r~t Nous v voyons
qu'<!t<a/~<oun'Mti't'M, estde-enucsynon\-n)cde a me'
thode d'invention tandis que ).)~f.' ou ffw~n'cM
– étant ce qui s'oppo'.e A !'mM)yxe en )a m~thod-:
de doctrin? ou « d'exposition 1t:t était du temps
de Descartes, la si~nincation correctedes n ots aHi')' et~tf~?, et c'est dans cette acception qu'it )cs prend ie
plus souvent. Ainsi Dei.L.trusnousdit dans un passai
souvent cité, que tes anciens neometrcs avaient cou:unte
de se servir seulement de la synthèse dans tcurs ccr)t.s.
a non qu'ils ignorassent entièrement t'analyse-, mais
parce qu'ils en faisaient tant d'et"t qu'ils t.) reserva'ent
pour eux seuls comme un secret .-i'impon.uice

D -!).
Kn d'autres termes, la découverte et.ut, pour les an-

< Voir j'!o< )uu<, c)))p;t" ))rcmifr.
!f~)M~! .)K\ .t).f t'~f). /t ~M(.< .\tf.t,,f;~H~

ŒMtTM. «t. Ad-tm-'t~nnerv.t. )X p. t~M.
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ciens comme pour les modernes, un travail d'analyse.
Seulement comme l'explique Ozanam dans son D~*
/MMM<tH~ – les anciens effectuaient l'analyse par la Héo-
métrie (t tandis que les modernes t'opèrent parraigèbre,
et c'est pourquoi une association d'idée toute naturelle
conduisitcertains autcurs à regarder les termes~a~fet
~e&< comme strictementéquivalents.

Vers la fin du xvn* siècle, cette dernière acception
du m~t ~w</yte était devenue courante. Newton, en par-
ticulier, la fit tienne et c'est ainsi qu'à l'arithmétique
vulgaire, où le calcul se fait avec des nombres, il oppose
l'Analyse,où le calcul se fait avec des lettres, c'est-à-dire
l'Algèbre. E~ torsqu'itcreetecatculinnnitésimatettecal-
cul des séries, il se borne(croit-il)à prolonger t'Atgebre,
il institue une Algèbre ou Analyse perfectionnée
Quidquid vulgarisAnalysis per a~oationesex finito ter-
mlnorum numcro constantes(quando id est possibile)
per6cit, h.uc per.uqaationesinnnitas semper perficiet e.
De là le nom d~M/y~ ~<t'<ma/~ consacrédénnitive-
ment par Euler (2), qui s'est transmis jusqu'à nous, et
qui signifie historiquement ~~r«/e /'<n~M<.

Si le tangage de Newton est, sur le point qui nous
occupe, d'une clarté parfaite, il n'en est pas de même
de celuide Leibniz, et de là vient que nous éprouvons
une certaine dimcutté à saisir exactement la pensée de
ce dernier. L'une de ses idées favorites est que b nou-
veau calcul doit être regardé comme une jys/ une
fCM~M/o/M(com~/M~M). Mais pourquoi, dans certains '1

écrits, oppose-t-il radicalement la synthèse ainsi enten-
due à !a mathématique cartésienne, et commentest-il

(<) Dans le ~Mfj <Mf la M«Mot/f, Descartesemploie l'expression
« Analyse Jes anciens dans le sens de « g~om~trie

(ï) Dans son ~M~~<M 'M /<M/~tM ut/tMt~fMm, )748.
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conduit à étaMir cette sorte de proportion que nous
indiquions tout à l'heure e la synthèse(ou la combina-
toire) est à t'analyse ce que l'algèbre est au calcul de
l'infini « ? On s'explique d'autant moins cette ma-
nière de voir qu'un bon nombre d'assertions de Leibniz
paraissent ta contredire. Il lui arrive d'appeler l'ambre
élémentaire une « synthèse (t) ou de déclarer que les
fondements de l'algèbre se trouvent dans la combina-
toire (2). Un jour il nous dectare que la méthode des
anciens était la synthèse et que l'on n'a pas réussi à
changer cette méthode en anatyse~), et, ce jour-là, il
prend manifestement « analyse dans le sens pur et
simple de a méthode d'invention e comme il le fait
quand il écrit à Tschirnhaus (~). w I! s'en faut beaucoup
que [M~Mm-~fj ait pénétré bien avant dans !'ana)y~e
et génémtement dans l'art d'inventer t. Mais ailleurs
c'est la combinatoire qui devient le véritableart d'inven-
ter. Ainsi "i) la pensée de Leibniz parait avoir oscillé
entre des conceptionsdifférentes(6).

Pourtant, entre tous ses contemporains, c'est Leibniz
qui a vu juste lorsqu'ila reconnu que sa méthode ma-
thématique présentait tous les caractèresd'unesynth~e.

(<) <~W<:M~ et /f~W<M~;'H< ~ttM~. éd. CoUtUfM p. ;8 ·
Atgcbra qua scilicet cognitum pro cognho sumimus, est syn(h<:sis
qu:cd.tm.

(2) /M< p. $60 !mo ipsi fundamenta Atgebra; per Combina-
Mn.tm sunt con$'!tuta.

(;) ~f';W ~MM art <Mt'M/ 7.M. p. )St.
f4) Fir«~wMm/<~o/~M/~H.M.Gerh!t)-d,t. t, .899. p. 46S.

Cf. Brunschvicg, /of. p, t;a.
(S) On sait que l'on reléve des oscillations semMuNe: d!)n<! les

appréciations émises par Leibniz sur les rapports de la togique et
des mathématiques.

(6) Cf. L. Coutunt, La &~t~< </< p. :c,~
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Cette méthode est. en effet, un calcul, donq une<omb}-
nais'm de s~nes elle <:ons)stea partirdetements simples
pour tes assembler et et) tonner des composésde plus
en plus comptiquës Mais il en était exactement de
n!e<ne de i'at~ebre cartésienne, et si Descartesavait fait
usage du mot « synthèse ? dans le sens que lui a donné
Leibniz, nul doute qu'il n'eût reconnu tui'meme le
caractère synthétique de sa méthode. Descartes eu) Mt,
tt est 'rai, cène te~trtcttouque 'a ~nthesedoit toujours
être précédée d'une anaty~. Avant de contbmer les cte-
ments ou « ide~s » simples, ii Mut, comme nous t'avons

vu, commencer par tes dégager ~2). Mais, cette opéra-
tion préliminaire une fois Mcumptt; et Dcscanes la
croyait terminée pour i'a)gebre – la science se réduira
à un travail de conminai'.on mécanique,elle deviendra
purement synthétique 'j

Ainsi il nous apparait que l'opposition établie par
Leibniz entre son ceuvre et celle ue D~scartes résida en
partie dans les mots. Ces deux oeuvres, en réalité pro-

(!) M<thodus v<ruiynthet!c.t est cum a simplicioribus notionibus
progredimurad cotttpu-.iM:. Ct' L. Cuutura), f'<. p. ty).

Ct. )'</fa, th~p tre U!.
(3) Ob~rvum s i! C)t ditfi;i)e de déterminer la signification

mathent.nitjUt: <:x.t':t<: d<i (';nn'~ ~'M~ff jy'ti&rj~, ces nt~ts sont
encore plus ambigu; fortuit'* s')nt pris Jat)* kur.tcceptinn <M':M-

physique. Ainsi, ti~)): se~ A'.Wtjf ) '<M.f ~M</cj M~fiOt~ ;j/<~ fm~
~~t.f/A<OH<~(~Mf cd. A.MtU-'Uuth~V, t. iX, p. )~)-t2~t)u;-
cartes Ject.tre qur « t'jn.tiys': lait \'u)f ;o;nn)ent les <:ti<;ti J~pendc~t
des cau')e'i tandis ~ue ~ynt)it;sc <;x.ttuine les causes p.<f kuts
effets Mais ii se teprend .n~t pour dire je la ~'otiMie
« bien que la pfeu\'t: ~u'<:He contient soit sou\et)t au~ti des tt)c~
par les causcs L':it)ttii!, d'autre part, x'<;xpr)mc .tu~i, ditm un
tfitgtnent qu'a publié L. Coututat ~MK. <<M). )M<J. </< A/<ht~

p. )<;):" ~tetttodu: combto.xorme'-t a c.tUtit ad ettMus, ;.<;)) a
tnedtis aJ tinen), seu a rc ad f<:i mum. /\oat;ti<<( ab ctt'i.tu ad

tausam, a iin<: ad media
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cèdent d'une même conception la conception
synthétiste de la science. Que); sont donc exac-
tement les caractères qui les distinguent l'une de
l'autre f

C'est ici qu'il (aut se garder de confondreles vuesphi-
{osophiques des deux penseurs avec leurs iuce~ propre-

ment fnathematiques.Sur la natureet l'vbjectivité des no-
tions scientifiques, sur les principes du mécanismeet de
la physique, surtesconditiousde la connaissance mathé-
matique et sur le rôle de J'intuition (nous reviendrons
plus loin sur ce dernier point), Descartes et Leibniz ont

g des doctrines différentes. Mais ces doctrines qui dé-
passent infiniment le champ où se meut la Mathéma-
tique du x\')t' siècle et même celle de notre temps –

g n'ont point exercé d'influence directe sur )a construc-
tion de leurs systèmes a)gébri<}ues.Ces systèmes se dis-

g tinguent surtout par cette circonstanceque l'un eflectue
sur des combinaisons tnnnies ce que fautrc fait sur le
fini. Or, est-ce fà, du point de vue technique, une dif-
férence essentielle ?

Comme l'algèbre cartésienne,cellede Leibniz s'appuie
sur la représentation géométrique des fonctions parrapport des axes de coordonnées (t); l'une et i'autrc
pratiquent les mêmes opérationset ramènent l'étilde des
problèmesà la résotution de certaines équations; l'une
et l'autre procèdent en combinantdes signes a~ébriques

< et ont par conséquent pour base un sy!,ten)e d'écriture
symbonque.Ce dernier caractère de rat~ebre a surtout

(') Leibniz t signalé tui-n~nx: )'inf)ucn< qu'in'.ut cxercéfsuf
son esprit la tcttttft: J.: la G~m~t-~ Je ~ei<)rtc.i (m n~mM temps
que la lecture de llascal) au moment où son tttention fut portée
sur te <n<~< MMc~M~txretittit h t.tngtnte a une courbe (Voir
ptmhtut, p. t;;),
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été mis en évidence par Leibniz, qui, dans sa jeunesse,
avait conçu le plan de généraliser le symbolisme ma'
thématique jusqu'à en faire une caractéristique M~<w-
selle; mais Leibniz, en cela, ne faisait que suivre la
voie où conduisaient directement les conceptions cane*
siennes.

On peut, il est vrai, opposer l'algèbre du fini et celle
de l'infini en soutenantque cette dernière est liée d une
conception en quelque sorte dynamiste des Mathémx'
tiques elle étudie–dim-t-on–desnotions qui n'exis-
tent qu'en puissance et non actuellement elle repose
sur cette idée que l'aboutissementd'un processus indé-
itni, !e résultat d'uneopérationqui n'est jamais achevée,
peut-être regardé comme une réalité mathématique.
Nous dirons p!us ioin en que! sens ces remarques nous
paraissent fondées <t). Nous croyonscependantque pour
les créateursde la théorie des elles n'ont d'autre
valeur que celle d'un rapprochement. Le calcul
des séries n'est pas – au point de vue technique –
d'une autre nature que le calcul algébrique étémentaire i

seulement il ne nous conduit pas directement au but
parce qu'il ne nous donne ce que nous cherchons que
d'une manière approchée. Or l'idée d'approximation

presque aussi vieille, nous l'avons rappel que la géo-
métrie et l'arithmétiquegrecques n'a rien à voir avec
le dynamisme. A moins, toutefois, que l'on ne veuille
admettre que l'existence du fait mathématique obtenu

par approximationest le résultat de cette approximation
¡

même. Mais c'est là une vue que Leibniz tui-memc
n'eût pas adoptéeet qui, d'ailleurs,estd'ordrepurement
métaphysique. Le problème de l'existence des notions
de l'Analyse ct spécialement des /<w~HW– ne pou-

(t )/«, ctMphtet!).
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vait se poser en ces termes à la Sn du XVII' siècle,
puisque les fonctions étudiéesse rattachaientdirectement

à des questions mécaniques concrètes. Au surplus, il est
probable qu'aucunmathématicienne s'est jamais laissé
inspirer, dans ses recherches techniques, par une idée
semblable.

En résume, c'est Newton qui était dans le vrai
croyons-nous – lorsqu'il a vu dans l'algèbre (analyse)
de l'infini telle qu'on la concevait à son époque (e est-à-
dire en tant que méthode de calcul) une suite de l'algè-
bre du fini. Euler, au x~u* siècle, a adopté le même
point de vue. Et Lagrange, dans sa TM~w des /OM<MH~

analytiques, affirme d'une manière très nette que l'Ana-
lyse n'est qu'une généralisation de l'algèbre ëiémen-
taire. On appelle, dit-il ( t), fonctiond'uneou plusieurs
quantités toute M~M'OM de M~«/ dans laquelle ces
quantités entrent d'une manière quelconque. Le mot
~M«tW a été employé par les premiers analystes pour
désigner en général les puissances d'une même quan-
tité. Depuis on a étendu la signification de ce mot à

toute quantité formée d'une manière quelconque d'une

autre quantité, c a Les (2) fonctions représentent tes
différentes opérations qu'il faut faire sur les quantités

connues pour obtenir les valeurs de celles quel'on cherche

et elles ne sont. proprement que le dernier résultat de
ce calcul. »

En d'autres termes, l'Analyse est un calcul comme
l'algèbre, et la fonction – qu'elle soit algébrique ou
transcendante est le résultat d'unecombinaisond'opé-

S rations. <t La principale différence des fonctions a
v

(<) yM)<-<<Aty<M<(t<M)<<t'M~MM, Paris, <798, p. <
S (2) ~OW sur le calcul Jes ycw</0) t8o6, apud /M< /'&,

~~tt. )t*«hier, p. 4.
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écrit Euler (t) – consiste dans la combinaison de la

variabte et des quantités constantes qui la composent.
Et, ptëcise-t-t!, te calcul des ionctions transcendantes se
distingue du calcul algébrique parte qu'it répète une

l

infinité de fois les combinaisons de ce dernier, »

()) ~<~M«~ in ~M~'o M~)))<MT)M,<748. Préface.



CHAPITRE III `

L'APOGÉE ET LE DÉCLIN DE LA CONCEPTION
SYKTHËT1STE

1. La synthèse atgébrico-logique.

Kous avons chercha à déterminer, au début du cha-
pitre qui précède, les caractères propres à la n:ëthcde
algébrique. Kous avons indiqué ensuite comment cette
méthode s'est dévetoppée au xvu* siècle, dans le domaine
du fini d'abord, puis dans celui de l'infini. Après
Descartes, après Xewton et Leibniz, l'algèbre avait
définitivement affirmé sa puissance et pendant un siècle
et demi nous la voyons régner en maînesse absolue sur
la science mathématique tout ennère.

Au xvni* siècle, sans doute, les problèmes de la méca-
nique et de la physique mathématique commencent à
occuper une place importantedans les étudesdes savants.
Maisc'est par l'algèbreque ces problèmessont traités, et
l'algèbre, clef de nos connaissances les plus précieuses,
continueaêtre regardée comme la science par excellence.
Voici, par exemple, comment Laplace définit, dans son
~~M~«M<MM&(t),terôle que les mathématiciensde son

(il) ti~cjosili~ rta lysli~m du rnondc, t~gJ, lie. chap. C'est~) &(/«<<<~ <<tt ~<<<<M<<« MCtt~t '79~. !iv. V. chap. V. C'est
t)) puhm de Hewton que LaptMt eM couduiti ecs t~ittioM.
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siècle attribuaient à la méthodealgébrique < L'analyse
atgèbnque – dit-il – nous fait bientôt oublier l'objet
principal oo~ w~o'~] pour nous occuper de combi.
naisons abstraites,et ce n'est qu'à la 6n qu'elle nous y
ramène. Mais,en s'abandonnantaux opérationsdel'ana-
lyse, on est conduit par ta généralitéde cette méthode et
l'inestimable avantage de nanstormer les raisonnement;
en procédés mécaniquesdes résultats souvent ina-
cessibles à la synthèse [~wtAn'}t«J. TeHeest ta fécondité
de l'Analyse qu'il suffit de traduire dans cette langue
universelle les vérités particulières pour voir sortir de
leurs seules expressions une foule de vérités nouvelles
et inattendues. Aucune langue n'est autant susceptible
de l'élégance qui nait d'une longue suite d'expressions
enchainées les unes aux autres et dëcoutant toutes d'uue
même idée fondamentale. Aussi les géomètres de ce
siècle, convaincus de sa supériorité, se sont principale-
ment appliqués à étendre son domaine et à reculer ses
bornes

A cela près que Laplace appelle analyse Il ce que
nous avons appelé « synthèse, on reconnait, dans cette
description du rôle de l'algèbre au xvn'* siècle, les traits
distinctifs que nous avons déjà relevés dans t'atgebre
primitive emploi de procédés mécaniques, institution
d'une langue symbolique universelle, progrès indéfini
réalisé en formantdes expressions de plus en plus com-
pliquées, qui se laissent déduire les unes des autres r-

comme une chaine que l'on déroule.
Les résultatsobtenuspar tes algébristes du xvm' siÈcte

étaient bien propres à justifier la robuste confiance g
qu'avaient ces savants en l'excellence de leur méthode.
L'algèbre élémentaire sortie de la période des tAton-

nements – avait clairement reconnu t'étendue exacte
de son pouvoir, et avait fixé ses procédés. Le cal-
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cul des dérivées et des intégrâtes, le calcul des série!,
avaient été codinés et formaientdésormais un ensemble

aussi bien ordonnéet aussi précis que l'algèbre propre-
u.ent dite. La géométriecartésienne.en perfectionnant
de plus en plus son mécanisme, avait décidément
!Upptanté les méthodes grecquesde démonstration. La

mécanique s'était constituée en science analytique en
prenant modèle sur la géométrie.

Là m6meoù les ca)eu)sa'gébriquesparaissaientdevoir
céder le pas à d'autres procédés, c'étaient encore l'esprit

et le point de vue de l'algèbre qui dirigeaient la pensée

des mathématiciens. Nous pouvons nous en rendre

compte en considérant l'histoirede la géométrie, laquelle

se trouve être à ce point de vue particulièrementinstruc-
tive.

On sait que, malgré le triomphe de la méthode carte.
sienne, une réaction se produisit, chez certains mathé-
maticiens contre la réduction – poussée trop loin à
leur gr<t -– de la géométrie à l'algèbre. Pour instituer

en géométrie une méthodede découverte plus rapide et
plus puissante que celle des Grecs, il n'étaitni nécessaire

ni avantageux pensaient ces savants de toujours
avoir recours au calcul des considérations purement
géométriquespouvaientconduire, plus directement que
l'algèbre, à des résultats aussi remarquables. Dé}à au
xvn* siècle, Desargues avait conçu une méthode –
bndée sur la transformationdes figures parprojection
qui lui avait permis de fonder ()) une thëone générale
des sections coniques ayant un caractèregéométrique.
Pascal, dans ses premières études sur les coniques(2),

(<) PtioOp~enMnt dans le ~a~<M y~ ~'M'xa«dK« aux <'<-<

nements Ai~)t«tM<fM <fMt) «t'X 0<W MM~<K, t6;9.
(~ Etudes iotche~! qui conduisent l'ascal tUï thto~mMex-

posés dans son 7?Mt'/oMr ht tOMt~MM, <64o.
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avait appliqué h même méthodeet ses travauxattirent
tout spécialement – trente ans plus tard t'attention
de Letbnix. t Souvent – dit Leibniz dans son ~v'
~'«tt art f~'t'MMH~ les géomètres peuventdémontter
en peu de mots ce 'qui est fort long par la voie du
calcul; la voie de t'at~bre est assurée, mais elle n'est
pas la meitteure

Cependant, les succès remportés par l'algèbre carté-
sienne eurent pour effet de reléguer provisoirementdans
t'ombreet de faire d~isMr pendant près d'un siècle les
méthodes non'a)s:ébr!ques. Et c'est pourquoi la théorie
inau~urëe par Desargues et Pascal ne fut repriseet dé-
veloppée qu'M commencement du xix* siec!e. – à la
suite de-! travaux de Gaspard Monge, cre.'teur de la géo-
métrie dcscnptivc. D:tn<; son célèbre T'r<!f'~ (~ ~f)/)f)'~M
/<-<-n'~ des ~<~f (2~. Poncelet, élève de Monge. fait
ressortir ('infériorité des méthodes géométriques clas-
stquées par rapport a la méthode algébrique. Tandis

éerit-i) – que la géométrieanalytique offre, par la
marche qui lui est propre, des moyens générauxet uni-
formes pour procéder à la sotntion des questions qui se
présentent. tandis qu'elle arrive des résultats dont la
~énératitë e<t sans bornes, t'autre procède au hasard

sa marche dépend t ,'ut i fait de la sae:<tcité de celui qui
l'emploie et ses résultats sont presque toujours bornés
a l'état particulier de la figure que t'un con'idère
Poncelet se propose de remédier à ce défaut de ~éné-

,¡r.Uité et d'extension de la géométrie ordinaire et de
créer une méthode de géométrie pure qui puisse rivaliser
avec Analyse géométrique ». Cette méthode est

(tt !~hv~:vG~ /ru;rn·n!r iu~filt de LtibniZ,éd. Cotitttrat,p, 18" f-ff' <<t" ~M'Mh<<</t'~ </< Mttt~.ëj.Coutar~t. p.t8t. f't)TnM compo~ en grande partie pendMt )t tampt~ne ))<*
Ru!s!e<tpub)i<en 1822.
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principalement fondée sar deux principes dé~ pressentis

par Monge. le principe de f~MMtM et le principe de

~<'f<<ON.

On comprendra la nature et la portée de ces deux
principes en voyant en quels termes Poncelet nous
donne la définition générale du premier. « Considérons
–dit.i) – (t) une figure quelconque. dans une posi-

tion ~nëfitte. et en quelquesorte !ndéterminée, parmi

toutes celles qu'elle peut prendre sans violer les lois,

les conditions, la liaison qui subsistent entre les diverses

parties du système (constitué par la figureaux termes
de sa dénn!<ion) supposons que. d'après ces données,

on ait trouvé une ou plusieurs relations ou propriétés,

soit métriques, soit descriptives, appartenantà la ngure.
N'est-il pas évident que si. en conservant ces mêmes
données, on vient à faire varier la f~ure primitive par
degrés insensibles, ou qu'on imprime A certaines parties

de cette n~ure un mouvementcontinu d'ailleurs quel-

conque. n'est-it pas évident que tes propriétés et les

relations trouvées pour le premier système demeureront
applicables aux états successifsde ce système ?

A lire ces considérations on devine sans peine ce
qu'est devenue la géométrie préconisée par Poncelet.
C'était, an fond, une algèbre déguisée. En effet, Poncelet L

et ses continuateurs font totalement abstraction de la

t figureen géométriepour ne considérerque des lois,
des conditions, des liaisons sous le nom de continuité,

ils introduisent les notions de <MfMM< et de ~MM~OK

enfin l'application deleurs principesles conduit a placer

à la base de l'édifice~éométriqaeune étudegénérale des

tranformations des figures, qui est en somme l'étude de

certaines fonctions. Aussin'est-il pas surprenant que la

()) r<x. cil. p. 28.
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nouvette géométrie – développée (en Allemagne no-
tamment) sous le nom de ~OM~M ~H/M/~w pendant
h première moitié du x)x* siècle ait finalement
trouvé avantageà s'Ofprimer dans la langue du calcul
et soit devenue aussi algébriqueque la géométrie carté-
sienne.

Mais, ce qu'il est intéressant de remarquer, c'est que,
sous sa formeprimitive, et alors m&me qu'elle restait
purement géométrique, la méthode de Desargues, de
Monge et de Poncelet, méthode de synthèse, de combi-
naison et ~e généralisation, méthode a marche régu-
lière où rien (selon Poncelet)ne devait plus êtrelaissé au
hasard, était au fond la méthode même de l'algèbre,
appliquéeà un objet autre que le calcul.

Aussi bien était.it évident a priori que le champ d'ap-
pUcation de la méthode synthétique pratiquée par les
algébristes dépassait innniment le cadre du calculclas-
sique. Les procédés que l'on avait employés pour com-
biner les opérations de l'arithmétique devaientpermettre
de combiner et d'étudiersembtabtement.soitdes déplace-
ments ou des transtormations géométriques,soit même
des composés ou des groupements d'autre nature, for-
mésavectes éléments les plusdivers. C'est ce que Leibniz
avait bien pressentilorsque, dans sa jeunesse, il rêvaitde
constituer une Combinatoire générale, c'est-à-dire une
science qui, au moyen d'en symbolisme opératoire
approprié (<Mn!c~w~«< MM<wf~/<'). étudierait l'en-
semble des combinaisonsauxquellespeuventdonner lieu
les quantités, les figures, et, en générât, toutes les no-
tions mathématiques ou logiques. Cette science, «dont
ce que nous appelons t'Atgébre ou l'Analyse n'est
qu'une branche fort petite e ( t ) ne serait limitée dans

(f) la m<Mo~ <~ r«Mt'tMf«!M/, apud C~MfM&f << /r<~MM~
<~f« A z<t~, p. 98.
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scn pouvoir de construction arbitraire, que par la né-
cessité d'obéir aux règles de la logique formelle. Pour la
distinguer du calcul spécial auquel le nom de coMMM'

toire est resté attaché, on pourrait la nommer « syn-
~JKtt~n'fo-~t'yMe

Quellessont, dans le domaine des Mathématique!,
les applications possibles de la synthèse ntgébrico-to-
gique ? Elles sont fort nombreuses et on les rencontre
au seuil même du calcul algébrique moderne.

On peut dire (t) que l'algèbre élémentaireest l'étude
de certaines combinaisons formées avec des nombres
arithmétiques tels que 2, 3, et avec des lettres re*
présentant des nombres relatifs (positifs ou négatifs),
nombres et lettres étant reliés par certains signes opéra-
toires déterminés, tels que +, –, x (ce dernier souvent
sous-entendu) ou par les signes ~.yt'M.co~. etc., qui
indiquent une correspondance fonctionnelle rigoureu-
sement définie. Cela étant, nous sommes naturellement
portés à imaginer de nouveaux groupementsde nombres

– nombres arithmétiques ou nombres représentés par
des lettres –, et a créer des symboles inédits pour dési-

gner ces groupements dans l'écriture algébrique. En
usant de cette faculté,nous pouvons obtenir de nouvelles
M~r~mM, qui donnerontmatière à des calculs variés.

L'algèbre s'est ainsi enrichie, depuis le xva* siècle, de
deux sortes d'expressions. Les unes ne sont nouvelles
que par la forme qui leur est donnée ces expressions
pourraient être définies au moyen des algorithmes de
t':t)gèbre étémeniaire. mais il est avantageux d'adopter,
pour les représenter, un symbolisme nouveau, permet-
tant d'abréger l'écriture et révétanMesecret de teurcom*
position. Les expressions de la seconde sorte, ou bien

(t) Cf. «t~M, page !)<).
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sont de pures fictions introduites pour des raisons de
commodité, ou du moins représentant des grandeurs et
combinaisonsde grandeurs sur lesquelles l'algèbre cla-
sique n'aurait pas de prise.

Comme exemple d'expression de la première sorte.
nous pouvons citer le <<vMt<t!in< (t), dontLeibnix (3
avait déjà entrevu la définition, et qui fut introduit
en algèbre par Gabriel Cramer en t~o(~. It n'y a,
dans le déterminant, d'autre élément nouveau qu'un
certain symbolisme particulièrement heureux. Ce
symbotixme ne rend pas seutement les calculs faciles et
rapides; it permet aussi de deviner,avant que les calculs
soient achevés, certains caractères intéressants des rë-
sultats. La raison en est que !e symbole du déterminant
met et maintient en évidence la composition des nom-
bres qu'il sert i représenter. De t~e'ne que t'a~ebre étë'
mentaire n'"<ïectue pas, d'ordinaire, les opérations
simples (additions, multiplications ou divisionsl, afin
d'avoir à sa disposition des expressions immédiatement
démontables (4), de m&me la théorie des déterminantsa
affaire a certains groupements remarquablesd'opérations
simples qu'il vaut mieux ne pas résoudreen leurs parties,
parce que c'est la structure de ces groupementsqui nous

(t) Rappelons que te d~ermiMMdu second ordtf j~j cstdMni

comme étant tg.)) :) – le déterminant du troisième ordre
A/'<~<

est d~Sni comme eMnt eMt 4est défini

a

comme1 étitnt égal

tt

à

del,) ) A J t + j.
M ) ')

e< ainsi de suite.
(~) Cf une lettre de Leibniz A t'HuspiM) (Acta ~M~offtMt, Leip-

Hg,.yoo).
!;) Dans )Y<t<ro~w<foH't<M~<~lignes «Mt~M, Genève, !7;o.
<4)Cf. M~nt, <h<p. II, t.
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intéresse, et non te;: résultats des opérations qui y en-
trent. Le symbolisme qu'introduit ta théorie a été con-
struit en conséquence. !t nous permet de traiter tes

déterminants, tels que
).

comme autant de blocs ou

d'étcments unitaires, sur lesquels on calcule suivant

certainesrègles déterminées.
Quant aux expressions de la seconde sorte, et qui cor-

respondent a de3 notions étrangèresà l'~èbreétén:en-
taire, elles se rencontrent principalementdans la théorie

de, quantités imaginaires. Pour obtenir cette théorie, on
introduit, comme on sait, un symbole i dont te carré

est par définition épat & i et auquel on convient.
d'iiHeurs. d'appliquer, sans modinc.ttion. toutes les

r~tes de calcul auxquelles sont soumis les signes litté-

raux ordinaires de t':ti~-brc. Combinant, alors, le sym-
bole i avec des nombres ou des quantité', a~ébriquts
quelconques, on oburnt des expressions, qui ne repré-

sentent aucune grandeur ni aucun résultat d'opérations
rôties, mais qui ont – brmeHement – une structure
analogue a cette des véritables expressions a~ebriques.

On sait après quelles ))esitations les mathénMticiens

se décidèrent a reconnaitre la tégitimité du calcul ainsi

défini. Bien que l'utilité de ce calcul fitt apparue dès le

xv* siècle (t) et que certain-: novateurs, notamment
Albert Girard, en 1629 (2), n'eussent pas craint d'en faire

un usage un peu imprudent poor leur temps, la notion
d'imaginairecontinua pendant longtemps à donner les

mathématiciens (qui ne s'attendaient pas à la trouver si

fronde) et à inquiéter les philosophes. Il suffit, cepen-
dant, de rapporter l'algèbre imaginaireà sa véritableofi'

~) Par MeMpte. <) HicotM Chuquet et t Luct Piteiuoto.
(*) /<w<'<MMMWf<H<M f.~tM, Amsterdam,t6ï9.
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gine pour que le mystère dont elle fut tout d'abord en-
vetoppée. et le caractère révolutionnaireque certains lui
ont attribué, s'évanouissententièrement. Le calcul dit
< imaginaire est une applicationdirecte de la méthode
synthétiqueatgébrico-togiqueet il est, de plus,une con-
dition indispensabledu succès de cette méthode dans le

~domaine même de t'atgèbre étémeataire.
En effet, nous avons vu que l'un des traits essentiels

de la méthode algébrique est le caractère formel et tné-
c-tnique du travail de combinaison auquel elle donne
lieu. Le mathématicien.lorsqu'il opère sur les nombres
et signes algébriques. fait abstractio!) de !a signification
de ces signespour ne s'intéresser qu'à !eurassemb'etnent.
Or, ce taisant, il se heurte à un écaeH il se trouve
amené, en enet, a former des expressions celles où
entrent des racines carrées qui n'ont pas toujours un
sens réel (t); sans que rien soit changé ta composi-
tion et au mécanisme des opérationsqui les dënnissent,
ces expressions tantôt représentent de véritables gran-
deurs, tantôt n'en représentent point. Il s'ensuit que
)':)tgébriste doit choisir entre deux partis ou bien il
s'astreindra à traduire en langage arithmétiqueou géo-
métrique la série entière de ses catcutsann d'être sût que
ceux-ci ne cessent jamais d'avoir un sens, et alors il
perd tout le bénéfice de la méthodealgébriqueet en vio-
lera le principe fondamental; ou bien il se résignera à
raisonner sur des formules qui eussent été des ncn-sens
p-'or le géomètre grec.

Entre ces deux partis, le mathématicien de l'école
synthétiste ne saurait hésiter. Il opte pour le second et
entre dans la voie du calcul imaginaire. Or qu'arrive-

(t) La racine carrée ne représente une grandeur [<ett< que si la
quMtit~ sous le radical est pfxitive ou nulle.
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t-il ? Si l'on convient que les signes littéraux de l'al-
gèbre tels que a, b, c, .<, y, représentent tous sans
exception des m'm~w ~M~~ (t) de la forme <x-r jSf,

où <xet sont des nombres réels, positifs ou négatifs,

et i un symbole auquel on donne pour carré– ï, il se
trouve que toutes tes combinaisons algébriques formées

avec ces signes représentent e!)es-metnes des nombres
de la forme 0: + ~t. Ainsi, lorsqu'on effectue sur les

nombresK + des opérationsquelconques, on ne sort
jamais du système de ces nombres. En d'autres termes,
il suffit d'adjoindreaux quantités algébriques ordinaires,
le seul nombre fictif i, pour que tous les calculs de l'al-
gèbre deviennent légitimes dans tous les cas, et pour
que t'en puisse par conséquent effectuer sans réserve

toutes les combinaisons algébriques imaginablesen di-
sant totalement abstraction des objets réels ou fic-

tifs – que représententcelles-ci.
Voilà, exactement,ce qu'il y a au fond de l'algèbre

imaginaire aucune notion mystérieuse, mais sim-
plement une propriété générale des composés qui ré-
sultent de la combinaison formelle des opérations algé-
briques.

Nous n'avons envisagéci-dessus que des expressions

ou combinaisons de signes) isolées. Or t'atgébriste a
souvent l'occasion d'étudier simultanément plusieurs
expressionsditférentes, associées suivant certaines régtes.

Comment pourra't-il utiliser à cet effet la méthode
algébrico-Iogique ?

Une < expression algébrique » exprime, comme on
sait, une correspondance functionnelle établie entre

<t) Imaginaires, en j~M) du moins. Dans le cas particulier où

c, le nombre « -)- <~n':nt rd<).
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quantités variables mais on peut aussi la regarder
comme l'indication d'une opération. Soit, par exe'np!e,
/(-<' y, ~) t'cxpres&ion d'une fonction des quantités

y,.r. Posant M ==/(~. y, ~), nous dirons que le nombre
H est le r~f<f c~'MtM o~oft'CH ( i )eSectuée sur les nombres
(indétenni::és) y, Cette « opérationqui peut
être, mais qui peut aussi ne pas être, une combinaison
d'opérations arithmétiques élémentaires, est entière-
ment définie, quant à ses effets, lorsque la fonction/est
connue. Ainsi nous pourrons regarder une fonction
quelconque comme définissant un mécanisme opéra-
toire.

Grâceà cette extension du sensprimitif du mot « opé-
ration il sera possible de formuler très simplementles
questions relatives aux combinaisons formées d'expres-
sions atgébriques. Il s'agit de déterminer l'etfet de plu-
sieurs mécanismes opératoires, dont les actions se
groupent et se combinentde telles manières qu'on vou-
dra. Pour faire cette étude, i'atgébriste considère les
e~rahtMM comme dés unités, comme des éléments
simples, et il fait abstraction de leur structure, de
même que, en étudiant les ~wj/oM, il a fait abstrac-
tion de la valeur numérique des lettres assemblées. Et
ainsi s'ouvre un nouveau chapitre de la science combi-
natoire l'algèbre des opérations, qui a ses définitions,
ses notations, ses formules propres.

La branche la plus importante de cette algèbre est la
<~n'< des M~ttK~tWet des~w< ~M~f~'oM, théo-
rie dont t'exposé systématique fut fait au Xtx* siècle par
Serret et par Jordan, mais dont les bases étaient déjà

(); Au lieu du mot o~MMN, on emploie aussi le mo< <raf«/of-
)MttM.
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posées à la fin du t8* siède(i). Appelons substitution
et désignonspar une lettre telle que (S), (T), l'opé-
ration consistant à changer une quantité (indéterminée)
xen/(~~ [/(~ étant une certaine fonction de x]. Autant
de fbnctions/(~, autant de substitutions. Or on peut
considérer la substitutionobtenue en opérant successi-
vement une substitution(S), puis une substitution (T)
comme constituant le ~)«'f de ces deux substitutions.
D'une manière analogue, on peut dénnir tes /)MHMWM
positives ou négatives d'une substitution. On envisage,
d'autre part, certains ensembles remarquablesde substi-
tutions que l'on appelle ~fo«~. L'étude de ces eiroupes
et l'ensembledescalculsauxquels ils donnentlieu, forme
une algèbre spéciate que l'on peut rendre entièrement
indépendantede la dénnition quantitativedes substitu-
tions par des fonctions, et qui a été utitisée avec grand
profit dans des ordres de recherches extrêmement varies.

Arreteroas-noQs là notre revue des applications ma-
thématiquesde la synthèse a!gébrico-!ogiaue ? Les gran-
deurs et les opérations sont-elles les seutsétémentsma-
thématiquesque l'on puisse grouper et combiner ? Non,
certes. It est autre chose qui est continuellement objet
de combinaison dans le système des mathématiques,
comme d'ttilleursdans toutes tes sciences fondées sur le
raisonnement c'est la proposition, la proposition
logique, – soit que celle-ci formule une définition,
soit qu'elle énonce un axiome ou un théorème. Toute
notion secondairenouvelle est obtenue par combinaison
des notions premières fournies par tes définitions. Tout

(t) Lt notion de groupe fut mbe t profit par Cauchy d<M tes
premières année du Xfxe siMe. C'est sur elle que reposent, d'autre
pan, les travaux de Matois (<8tt-t8}:j relatifs aux racines des
~u~ioM .i!j~bri iUy~.
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théorème nouveau est démontré par combinaison des
axiomes et des théorèmes dé}à acquis. L'édifice ma-
thématique construit à l'époque d'Euclide, – agrandi
depuis lors, et flanqué de nouvelles annexes – se pré.
sente en somme à nous comme le résultat d'une vaste
synthèse logique effectuée sur des propositions.

Qu'est-ce qui nous empêche dès lors d'appliquerà

cette synthèse une méthode analogueà cette de t'al-
gèbre ? partant des propositions les plus simples, nous
en étudierons a priori les combinaisons en faisant
abstraction (h leur contenu nous comparerons ces
combinaisons, nous apprendrons à reconnaître dans
quels cas elles sont équivalentes, dans quels cas elles
sontcompatibles (t) ou incompati Mes, nous les <f(fMï'
~)rm<!fOM tes unes dans les autres.

La science des propositions ainsi étendue a permis
de consolider et de perfectionner sur de nombreux
points l'édifice euclidien. C'est grâce à elle que l'on a
pu surmonter – ou à peu près – les difficultés rela-
tives aux définitions ou axiomes, qui si longtemps em-
barrassèrent les géomètres.

Le but à atteindre est le suivant construire t'édince
mathématique en partant de postulats aussi simples et,
surtout, aussi peu nombreux que possibles. Or, lorsque
nous établissons la suite des théorèmes, il se trouve
qu'en fait nous nous appuyons à maintes reprises sur
des vérités indémontréesqui sont de nature intuitive.
Ces vérités sont-elles des conséquences logiques des
postulats simples dont la liste est donnée au début de la
science (en ce cas elles sont démontrableset il convient

(t)Ou, plus généralement,dans quel cas une proposition quel-
conque est ou non Mnap-ttiMe Avec un groupedonné de proposi-
tions simultanées. <( a-Jire vr~i' en m~me temps.
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d'en formuler la démonstration), ou sont-elles M~s-
<faM~ de ces postulats (auquel cas elles constituent
des postulats nouveaux que l'on doit ajouter à la !iste) ?

Telle est la délicate question que l'étude logique des
combinaisons de postulats a permis d'approfondir au
cours du x)x° siècle, spécialement pour ce qui regarde la
géométrie. En la résolvant, on n'a pas seulement mis en
évidence les différentesformes qu'il est possible de don-
ner au système de la géométrie classique mais on a re'
connu en même temps la possibilité de construire un
grand nombre d'autres gcométries, qui ne satisfont pas
aux mêmes postulats que la nôtre, mais qui sont, au re-
gard de la logique, tout aussi légitimes.

Ces résultats apparaissent clairement dans l'un des
ouvrages les plus importantsqui aient été consacrésà la
question des postulats géométriques, les Grundiagen <
G~m~M de David Hilbert (t).

Hilbert énonce et classe les axiomes de la géométrie
d'une manière nouvelle en les répartissant entre cinq
groupes. 11 montre ensuite comment sur chacun de ces
cinq groupes d'axiomes, et sur leurs combinaisons, on
peut fonder une série de géométries hiérarchiquement
organisées. Notre géométneclassique est celle qui satis-
fait à la totalité des axiomes énoncés; pour chacune des
autres (que l'on nomme ~w«~-«' ~!t;<), une partie
seulementde ces axiomes seront vérifiés.

Ainsi se trouvent définitivement élucidées, en parti-
culier, les questionsqu'avait fait naître, a son apparition,
la géométrie non-euctidienne. a

On sait que pendant des ïiectes les géomètres s'étaient
en vain appliqués à (~'mcM<r<f logiquement la proposi-
tion qui tait l'objet du cinquième Postulât d'Euctide

f'8~;}.M..909.
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« Si deux droites d'un plan forment avec une troisième
droite de ce plan, et du même côté de cet'e-ci, deux
angles intérieurs dont la somme est inférieure à deux
droites, ces deux droites. prolongées. se rencontrent du
côté où les angles sont plus petits que deux droits e (ce
qui revient à dire si l'on tient compte des autres
postulats et axiomes que < paf un point extérieur à

une droite donnée on peut mener une seule parallèleà
cette droite *). Or, non seulement, les efforts des géo-
mètres n'avaient p..s abouti. maisSaccheri (t)avaitétabii
(vers 1730) – sans d'aiUeur~ se rendre bi;n compte de
la conctoston qui résultait de ses recherches – qu'A

supposer rejeté le cinquième Postulat, on pouvait
néanmoins déduire des autres hypothèses euclidiennes

une longue suite de théorèmes rigoureusement enchaî-
nés et exempts de toute contradiction. Tel est le fait
dont, vers tS~o. Lobatschetfskyet Bolyai (2) prouvè-
rent sans contestation potsiMe la réalité, et qui leur :)

permit de fonder une nouvelle géométrie dans laquelle

on peut mener par un point plusieurs parattètes à une
même droite. Voilà qui bouleversait, semble-t-il, r

toutes les idées reçues en géométrie. Pourtant les deux

novateurs, en considérant qu'une scienceconstruite sui-

vant les règles de la constructionlogique est nécessaire- !,j

m~nt té~itime, ne faisaient que tirer les conséquences M

naturelles de la théorie svnthétistedes m.tthémanquc' I.

Itsav.ti'nt créé la première et la plus simple des ~owt'
m'~irit< RiettMnn, en 18~ en créa uneseconde *?

(!) D~ns son /~Hfh'~t o"t"< M.ft'o (")~t't'(<<Ht. ~ti)<n. t~t).
't) Lob~)t5ch<tf! dans n') mémoire pr~fn~ it t'universit'! -)<

K.)z)n en )Xt6. Batv;)i dans un novr~~e pt)H"~ cil <8~.
)t en exp<«.) les r'r?')c!nf! dans )M''c de t'université 1:

tT'm'n~~ U<<f dit M/~f~if't :f<t~M t~f G'.M)ftn't ~M ~/M').')

y<~M.
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en rayant des axiomes de la géométrie, non seulement
le cinquième postulat d'Euclide, mais au'st certains
axiomes relatifs aux lignes droites (dans la géométrie
de Riemann, les lignes droites ne sont pas indéfiniment
prolongeableset se coupent toutes entre elles, en sorte
qu'il n'existe pas de droites parattètes) (t).

Après avoir déterminé les relations logiques qui lient
tes postulats et la géométrie et étudié tes dinéremes
combinaisons que l'on en peut -former. il était naturel
de soumettre à une investigation analogue tes notions
premières, objets des définitions de la science mathé-
matique, et notamment tes notions fondamentales de

10 nombre, de grandeuret de quantité.
La difficulté que l'on éprouve à donnerune définition

arithmétique satisfaisante des nombres irrationnels et
des opérations relatives à ces nombres avait été, nous
l'avons rappelé, l'une des pierres d'achoppement de la

mathématique hellénique. Aussi tes modernes ont-ils
dû chercherde nouveaux moyens de surmontercette dHE-

l, cutté. Leurs efforts ont principalementtendu à dégager,

sous un.: forme aussi simple que possible, tes postulats

grnce auxquels on peut déduire la notion de nombre

1
irrationnel de cette de nombre entier. Certains d'entre

eux espéraient ainsi réaliser cette unification des mathé-
ï matiques, que l'on a parfois appelée « arithménsationde

t'analyse», et qui permettraitde faire découlertoutestesi t) Comme exempte lemarquable de ~ometrie pxnMte )',
citons également la géométrie 'MM afftfm/JMt'M qui a fut l'objtt
d e'udes intéressantes. Cette géométrieécarte k postulat dit d'Ar-
chimlde d'~p'c< lequel étant donné deux j;Mndcurs de m~me es-
pe~i) existe toujours deux n)u:tip)':$ .ie h pius petite telle que la
plus grande soit comprise entre ces deux multiples.
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théories algébriques de l'arithmétique des nombres
entiers.

1 Oo sait que la tentative faite en ce son! par certains
analystesa donné naissanceà une doctine philosophique
(soutenue par Renouvier) dans laquelle le nombre est
considère comme la réalité primordiale sur laquelle

repose l'édifice mathématique. La conception quiinspire
cette doctrine est toutefois restée étrangèreaux princi-
paux mathématiciensqui ont fait une étude technique
des bases de l'arithmétique (notamment Weierstrass,
Cantor, Kronecker, Méray, Jules Tannery). Si certains
d'entre eux ont un culte peur le nombre entier, ils ne

!ui attribuent pas de vertu spéciale. Ils se bornent à
appliquer à la notion générate du nombre les méthodes
de construction atgébrico-togiques. Aussi bien ta-dénni-
tion la plus parfaite du nombre irrationnel (cette qui
présuppose le moins de postulats) fait-elle dépendre
principalementcelui-ci d'une notion assez différente de
celle du nombre entier, et plus générale la notion de
classe. Si (t~ l'ensemble total des nombres rationnels
est partagé en deux classes telles que tout nombre de la
première classe soit inférieurà tout nombre de la seconde
classe, et tout nombre de la seconde classe supérieur à
tout nombre de la première, et telles, d'autre part, qu'il
n'y ait dans la premièreclasse aucun nombre plus grand
que tous les autres et dans la seconde classe aucun nom-
bre plus petit que tous les autres, alors le couple des
deux classes constitue un élément de rai onnementque
l'on appelle « wm~'f irraliottuel ». En partant de cette
dénnitton on peut construire un calcul des souples de

(<) C'est là 4 peu pr&s la définition donn<e par Metiind dans
son ouvrage fondamental: .S'<f<<t< «ftJ t'~otfMm~ ~M<«, Brum-
wick, t8yt.
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f~wqui est t'équivalent exact du calcul des quantités
algébriques.

C'est à l'aide de la même notion de classe que cer-
tains logiciens modernes ont essayé d'expliquer les pro-
priétés caractéristiques, non seulement du nombre irra-
tionnel, mais du nombre entier !ui'meme. Ils ont
institué à cet effet une logique des classes, ou étude
des relations entre classes d'éléments quelconques, qui
fait pendant à la logique des propositions dont nous
avons parlé plus haut. Nous n'insisteronspas toutefois
sur cette nouvette logique, dont l'utilité pour les ma-
thématiciens parait contestable (du moins tant que l'on
n'y introduit pas la notion d'infini) (t). En fait toutes
les tentatives (2) effectuées pour ramener la notion de
nombre entier à des notions ptus simples n'ont pas
permis d'éviter les pétitions de principe ou présentent
des lacunes indéniables. Elles n'ont donc pas exercé
d'influence appréciablesur les progrès de la pensée ma-
thématique.

La logique des classes finies, cependant, n'est point
dépourvue d'intérêt pour le mathématicien parce qu'elle

a donné l'occasiond'appliquer à un ensemble de notions
extra-mathématiques (3) (tes notion de classes logiques,
de sous-classes, de classes équivalentes, etc.) les prin-

()] La logique des classes infinies internent dans la théone
connue sous le nom de <* théorie des ensemMes

~) Nous faisons ici allusion, non seulement aux tentativesde
Bertrand Russell et d'autres logiciens contemporains.mais aussi }t

celle de Hilbert, exposée dans deux appendicesajoutés la ;< ed!.
tion des GrM't~fM der ~om<«.' Utber ~<M ~M~rt~, </<~r die

C'wtfMtt~M der Logik «M~ der .-fff'~M~. Cf. H. Poincaré,
&MW<' <t M<f<Mt:.chap. IV.

(;) MtMpatement. les notions que M. M. \Vint<fappe))e~MM.
mO(KO.~<;MM(La ~M< ~MM /'t<<. <)MtM)t., passim).
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cipes de combinaison, et même t'écriture symbolique,
dont l'usage était autrefois réservée à J'algèbre clas-
sique. Ainsi, après de nombreux tâtonnements, les
logicienssont finalement parvenus à constituerune vé-
ritable « algèbre de la logique qui procède du même
esprit et emploie les mêmes procédés que l'algèbre
mathématique. Dans le cadre de cette nouvette algèbre
entrent, avec la logique des classes, la logique des pro-
~<</o~ et aussi la logique dite Et des f~<tMM il, qui
étudie les combinaisons de relations logiques quelcon-

ques, exactement comme le mathématicien étudie les
combinaisons des relationsfonctionnelles.

L'algèbre logique ainsi conçuea, ou du moinss'eUbrce
d'avoir, une ponée très générale. Si elle réussissait à
dépasser le stade élémentaire où elle est actuellement
connnée, elle deviend'ait à la lettre, suivant la formule
de Leibniz, <'«McMh'~«'wMîw~. Grâce à l'algèbre ,\1

logique, en effet, on n'a plus, comme le dit Couturat(t).
à faire attention au contenu rée! des idée'! et des propo-
sitions il suiEt de les combiner et de les transformerr
suivant des régiesalgébriques Ce serait si c'était
possible – le triomphe du mécanisme intellectuel, la
réalisation du rêve de RaimondLutte.

Malheureusement la science universelle n'a jamais
existé jusqu'ici, qu'à l'état de projet. Descartes-on l'a
vu -avaitprétendul'instituer, mais il n'aréatiséqu'une
faible partie de son programme. Leibniz, bien qu'il eût
une idée plus nette du caractère et de la forme symbo-
lique qu'il voulait donner à cette science, renonça lui

aussi à son plan et s'a'tonna, dans le domaine mathéma-
tique, à des recherches plus immédiatement utiles.
Quant aux logiciens contemporains, leurs travaux ont

(t) La t~M Jt«~tr, p. )0).
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chriHé, sans doute, les principes de )'.)~~re fo~iqi~

et lui ont permis de prendre décidément place au rang
des sciences exactes; mais le champ d'application de

leurs méthodes est resté, matgte icurs efforts, extretrc-

ment limité.
Quoi que l'on pense, cependant,de )'a)ge~re logique,

on doit admettre que l'essor rentarqu~bte pris par cette
science dans les dernières années du xtx" siècle est un
fait historique important. II tant y voir ia dernierf. ma-
nifestation, t'aboutissementtardif,du grand mouvemeott
dépensée qui, préparé par les prennes atgtbristes.af-

krnn par Dejcartei.. s'est développe avec ampleur au

cours du xvut' siècle et :< transt'urmé peu a peu ta phy-
sionomie de la science mathématique.

Apres avoir passé en revue les principales théories
auxquelles le mouvement dont noub parlons a donne
c.tissance, nous sommesa n~me de ..))scerner plus net-
tement qu'auparavant !cs vues genera'es et !es tendances
intellectuellesdont ces tMcrie', sont connexes.

Quelle est en somme la conceptionde la science

mathématique que la pratique de la méthode atgébrico-
logique et la confiance en t'omniputence de cette mé-
thode devaient naturellement suggérer au:: mathémati-
ciens ?

A la bitse de cette conception i.c trouve, comme nous
le savions déjà, l'idée que la Mathématique parfnite

serait une science synthétique et mécanique dont les

calculs s'cOcctu .raient, pt-'ur ainsi dire. :)u<omatique-

ment. Sur cette idée tondament~e viennent,cependaht,
s'en greil'.r deux nouvc! que nous ne trouvons pas
encore chez Descartes et chez Leibniz mais qui sont
conformes à l'orientation generate donnée par ces sa-
vants à la pensée mathëminhique savoir, d'une part
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"? que les théories mathém&tiquessontune créationlibre de
l'esprit humain d'autrepart,aue ces théoriesjouent.dam
la science générale, le rote de simples interntédiaireii,
qu'elles sont seulement des instruments de démonstra-
tion fabriquéspar le savant pour atteindre certaines fins.

Nous voyons comment ces vues achèvent de ruiner t.)

conception classique de la science.
Pour ceux qui les adoptent, en effet, la Mathématique

cesse d'être une science objectiveet tes notions qu'été
étudie n'ont plus de valeur pareHes-memes. Désormais
on ne doit plus voir dans l'algèbre ou dans la démons-
tration géométrique qu'une méthode qui réussit. Les
propriétés mathématique:,ne sont ni vraies, ni fausses,
ni belles ou intéressantes; elles sont seulement con-
formes aux définitions et aux axiomes,aux ~o~~d'où
elles résultent.Ces hypothèses sont d'ailleurs conven-
tionnettes,et, lors même qu'elles choqueraient le sens
commun, elles n'en seraient pas moins légitimes si elles
n'impliquent aucune contradiction logique. Quant à
leur opportunitéon ne peut l'apprécierque d'après deux
critères l'utilité et la commodité de la science que l'on
fondesur eux. En modifiant définitionset axiomes, nous
pourrionsconstruire une innnité de sciences différentes

tout naturellement,parmi ces sciences, nous choisirons
celle qui est le plus conformea nos habitudes d'esprit
et à nos besoins.

i! s'en faut, bien entendu, que tous les mathémati-
ciens qui pratiquent la méthode synthétique en tirent
des conclusions aussi absolues. La conceptionque nous
venons d'exposer n'existe, chez la plupart d'entre eux,
qu'A l'état latent. C'est bien elle qui les inspire cepen-
dant, et c'est en elle qu'ils trouvent leur justification,
lorsqu'ils construisent de nouveaux systèmes qui ont un
caractère de plus en plus artinciet et fictif.
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M. – Leslimites de la logique (').

La théorie de la science mathémntique que nous ve-
nons d'esquisser ne fut (brmutée d'une manière com-
ptete que dans les dernièresannées du xtx* siècle.Elle le
fut principalement par les soins ou sous l'influence des
logiciens qui eurent te méritede discerner nettement les
principes de la méthode algébrique et qui n'hésitèrent
pas à accepter toutes les conséquences découlant de

ces principes. La plus remarquable des conséquences
ainsi admises était que la méthode mathématique~ en
<c rapprochant de t'idéat vers tequet la taisait tendre
t'é(.o!e atgébrico-synthétiste, perdait du même coup
coup sa spécificité. Se réduisantà l'application mécanique
Je certains procédésde combinaison logique, la Mathé-
matique cessait d'être une science distinct? ~'pour se
fondre dans une logique générate, une sorte de ~w/c- f

~«e (2), ayant pour objet l'étude des diverses relations

que l'on peut établir formellement entre des concepts
abstraits. Et les adeptes de cette panlogique pouvaient
soutenir avec apparence de raison que l'étude de leur
science devait précéder et primer celle des mathéma-
tiques puisqu'elle permettrait de découvrir, sous une
forme générate, les lois des combinaisons dont les ma-
thématiciens ne considèrent que des cas particuliers.

(<) Une partie Je ce paragraphe < fait l'objet d'une comnmoita-
tion présentée au M*congrès inttftwiotMtde philsophie, Gea~w,
tgo~. Discussion Ktf. 'H~ juillet, )$o;.

(M) En égard t'ecriture symbotique dont «t<e logique fait een<
rt)tmen< usage, Louis Couturat et quetques autres logiciens lui ont
donnéle nom de « ~M'
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Lorsque cette doctrine s'anirma cependant, et devoir

toute son ambition, etie iut aussitôt vivementcombattue
par la plupart des hommes de science. On peut penser
que ceux-ci turent détavorabtementimpressionnésen en-
tendant les logiciens se déclarer prêts à les supplanter.
Mais la répulsionque leur inspira la doctrine pantogique
tenait on ne tarda pas à s'en apercevoir –A des causes
plus profondes. Non seulement cette doctrine était trop
absolue, n)ais elle ne venait pas à son heure, elle se pré-
sentait trop tard. En eiiet, ies conceptions d'ordre ma--
thématique qui en avaient été le point de départ, et qui
dominaient le monde~antauxvnt" siecie, avaientcessé
depuis lors de diriger les progrès de la science. Si ks
mathématiciensne les avaient pas encore ouvertement
reniées, on pouvait reconnattre a des signes certains
qu'ils ne croyaient plus en leur vertu. Les premiers, ils
avaient entrepris t'épuration logique des principes de ):t
science, les premiers, ils avaient eu l'idée de l'algébre
universette; mais, a t'ëpoquc où cette idée semblait de-
voir porter tous ses truite ils iavaienf, quant à eux,déjà abandonnée.

Que s'était'it donc passé ? Nous pouvons facilement
nous en rendre compte si nous observons l'évolution
subie par la Mathématique pure au cours de la période
moderne.

Le trait le plus frappant de l'histoire des mathéma-
tiques entre 1640 et t~So est sans doute, ta rapidité eth (aci)ité avec laquelle se dèveloppaient alors et se mul-
tipliaient les théories. Comme t'avait très justement re-
marqué Descartes, le travail mathénutique. n'exigeant
plus d'effort d'invention, avait pris un caractère méca-
nique, automatique. Pour réa!is..r dts progrès, le ma-
thématicien de ce temps n'avait qu'à suivre une voie
tracéeà l'avance, en allant du simple au compose, et du
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composé au plus compose sa tache consistait es':entiet-
tement suivant une expression qui a été longtemps

en faveur dans la tangue scientifique – à ~'K~<w.
c'est-n dire à appliquer dans un champ de plus en plus
large des procédés déjà éprouvés. Or, après cent cin-
quanteannées d'une fécondité extraordinaire, la puis-

sance des méthodes suivies commença visiblement à
s'épuisera). Le rendement de la machine algébrique
diminua d'une manière inquiétante. Les résultats nou-
veaux qu'elle permettaitd'obtenir étaient enefFet, d'un
médiocre intérêt et ne paraissaient pas susceptibles d'ap-
plications utiles. Par contre, certains problèmes que la
mécanique, la physique, et aussi des considérationspu-
rement théoriques, posaient au mathématicien, ne pou-
vaient être traités aigébtiquement qu'au prix de grandes
difncuttés ou même n'enraientaucune prise au calcula-

teur. Il semblait en vérité que l'on tût arrivé au terme
du développementde i'ai~bre. au taitede l'édifice dont
Descartes et Leibniz avaient posé les bases. De là un
sentiment de malaise et d'inquiétudequi s'empara des
mathématiciensà la fin du xvm* siècle et dont nous
trouvons l'expression dans un rapport rédigé par De-
tambreen [8to. Exposant (2) au nom de ('Académie des
Sciences t'état de la science mathématique, Delambre
écrit « Il serait difficile et peut-être téméraire d'analy.

ser les chances que l'avenir onre a t'avancement des

(t) Ce n'est qu'M cours du X)X* siècle, comme nous l'avons vc,
que furent devetopp~es ou dMaitivetnen! mise: au point certaines
des applications les plus impomMes de la n:<!thoJe aig~brieo-
logique. néanmoins t'ini-uttiMoce de cette n)~th' de pour atteindre
certaines fins ou progresser dans c'.rt.tines diret-tinos ~Mit apparue
dès la fin du siècle précèdent aux analystes clairvoyants.

la) &W< Mt<<~t~M< sur ~< /'rc~! dts ~'<'WK<'J Af')«!<')Mft~M«
d~MM t~<< sur <~r<a< Paris, !8)0.
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mathématiques;dans presque toutes les parties, on est
arrêté par des diMcuttés insurmontables;des perfection-
nements de datait semblent la seule chose qui reste à
faire. Toute ces ditncuttés semblent annoncer que la
puissance de notre analyse est à peu près épuisée, comme
celle de l'algèbreordinaire l'était par rapportà la géomé-
trie transcendante au temps de Leibniz et de Newton,
et qu'il laudrait des combinaisons qui ouvrent un champ
nouveau au calcul des transcendanteset à la résolution
des équationsqui les contiennent t.

On voit par cette dernière phrase que Delambre reste
fidèle à la conception synthétiste; il admet que c'est
en construisantde nouvelles<t combinaisons algébri-
ques que l'on parviendra à enrichir la science. Et, pour
préciser son idée, Delambre sonate les intégralesdéfinies

– étudiées par Euter – comme pouvantdonnermatière
à de telles combinaisons.En fait, c'est en adoptant un
point de vue diHérent que l'Analyse mathématique a
réalisé au Xt~ siècle des progrès remarquables. Mais,

pour l'instant, nous ne voulons retenir qu'une chose du
rapport de Delambre. Nous y voyons que tes théories
mathématiques ont cessé, dès l'an t8oo, de se dérouler
ou de se développer mécaniquement. Pour progresser
le mathématicien a besoin de trouver un nouveau fil
conducteur; il lui faut, contrairement à ce que pré-
voyait Descartes, faire un effort d'inventeur, accomplir

un travail de découverte qui n'a point un caractère syn-
thétique et où les méthodes logiques et algébriques ne
lui seront que d'un faible secours.

Cherchons à déterminer d'une manière plus précise
les causes qui limitent le pouvoir de ces deux méthodes,

– méthode logique et méthode algébrique en nous
attachant tout d'abord à la première, considérée sous sa
forme la plus geaérate.
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Si l'on voatatt faire une étude approfondie des rap-

ports de la Mathématiqueet de la Logique, il faudrait

commencer par dénnir rigoureusement ce que l'on
entend par ces deux mots. Or, ce n'est pas là chose.usée

et c'est pourquoi ta questionqui nous préoccupea donné
lieu, si souvent, à des malentendus.

Comment obtenir, en effet, une dénnition générale
des Mathématiques? Poury parvenir, on devrait, semble-
t-il, rapprocher toutes les théories qui relèvent de cette
science, et chercher à en dégager tes caractèrescommuns.
Mai", outre que t'en se mettra difncitenMnt d'accord

sur l'importance relative des divers caractères observés,
qui ne voit qu'une définition ainsi donnée a ~<'n't'r/
sera presque certainement trop étroite ? Sous le nom de
Mathématique, en effet, nous comprenons non seule-
ment toutes les théories dcjà construitespar les mathé<
maticiens nuis aussi toutes celles qu'ils étudieront dans
l'avenir. Et, pour le savant moderne en quête de dé*

couvertes nouvelles, la question principale est précisé-
ment de savoir comment on pourra s'écarter des routes
déjà frayées sans cependant détourner la Mathématique
de sa destination finale.

La plupart des penseurs qui ont étudié tes<bndements
de t'Anatysc définissent cette science par son objet.
Parce que l'Analyse opère d'ordinaire sur des quantités
algébriques continues, et parce que la notion de quan-
tité continue paraitéquivatcnteâceDede grandeur géo-
métrique, on dira, par exemple, que t'Analyse est la
science des rotations spatiates. Louis Couturat sembla*
blement se fondant sur tes tentatives c~ctu~es par
certains logiciens anglais pour ramener la notion de
nombre irrationnel (quantité algébrique) à la notion
d'ordre définissait la Mathématique, en t9')<). comme
« la science formelle des relations d'ordre Et it éeri-
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vait ( t ) H semble donc que l'objet essentiel et ~M<
~/<fde)a Mat!)ém.ttiqu(; pure, soit non plus l'idée de
nombre. mats l'idée d'ordre ».

Cependant, pour détt-rntiner les caractères spécinques
de H t'Aoatyse sunit-iid'indiquer la genèse des
notions premières sur lesquelles raisonne cette science?
Nousavons le droit d'en douter, car les théories relatives
à la dennition des quantités continues, par exemple, ne
sont, a proprement parler. qu'une introduction aux ma-thématiques pures. Sans doute, il est question en Analyse
de variab!e~ qu! passent p.trd< série, de valeurs; mais
ces variabtes ne jouent un rôle qu'en tant oue l'on poseà leur sujet certains probes d'une nature spjciatc.
Or, ces probfemes. croit-on les caractériser suHtS!t:nmct)t
en se bornant à aHIrmer qu'ils mettent en évidence des

relations ~ati:i)es ? Ou espère t-on ies~tinir tous
en disant qu'ils se rattachen! à ia notion d'ordre? H
suffit de regarder tes théories les plus otoires de t'Ana-
lyse moderne pour y dei-cerner un grand nombre de
problèmes qui tont intervenir d'autres notions et pour
comprendre en me-ne r~np-. pourquoi les dénnitions
auxquelles nous fuyons a)!t"n sont fa'atement con-damnées A t't'par .)i:es. Ainsi que nous l'explique-
rons plus loin, en elfel, les problèmes dont s'occupe
aujourd'hui t'An~yst! sont en partie indéterminés. La
forme qu'iis prennent d:tns nos théories a un caractère
variable et provisoire. On ne voit donc pas comment il
serait possible de les embrasserdans une définition finn-
tath'c arrêtée une fois pour toutes.

Mais. renonçant pour Finstant à définir d'emblée la
Mathé'n-ttique.voyons s'ii 0~ serait pas puss)b)e d'ahor-
der par rautre bout la question qui nous inté.cs~. En

) Lés /')')Wf/w ,~) .M<f<~Hi.)/)'j;M<t,apuj &tM<' ~< .\M.MH;f~,
i~et .904, p. 67S.
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partant de la f.ogique. ne pourrons-nous pas établir
entre celle-ci et les théories de t'Analyse un lien de
dépendance et de subordination.

Sans entrer ici dans une discussion détail!ée du rôle
de la Logique, nous devons noter entre les points de
vue adoptés par divers philosophes contemporains une
différence fondamentale. Les uns voient dans la Logique
un; sciencedéterminéeayant des postulats distincts et un
rôle propre. Les autres ne croient pas que la Logique
puisse être ainsi isotée. et ils t'identifient plus ou moins
avec ta forme de toutes les sciences. C'est manifestement
la première de ces doctrines qu'adoptaient vers l'année
1900 les partisans convaincus de=i nouvelles théories
logiques. Ainsi M. Ttetson,auCongés de philosophie')
de 1~0. proclamait l'indépendance de la to~ue et la
définissait f~H. (ter ~~M~h)~' «~T&M/ Nom
observons dans les Pn'M~ Mtj/~M/«/«.'T (zt .!c
Bertrand Russell une tendance anato~uc. Pour Ru<se)),
sans doute, h Lo~iqu~ n'est pas une science spéciate,
puisqu'elle comprend, par exemple, toutes les Mathé-
matiques mais c'est une science fixe et définie; c'est
une science qui route sur des constantes logiques abso-
lument déterminées et immuahles (~. dont le nombre
est limité et constant. En ce sens, la logique est une
science particulière. Mt!s. d'autre part, Couturat
pan!t prendre te mot L~H<' dans une acception beau-
coup plus génërate et v.!gue lorsqu'il écrit (y) '< De ce

!< ~) Cf. le compte-rendudu tf' Cnn~re! de philosophie, J!f:w ~<
jj APb~t' novembre tf)0), p. to)~ e; suiv.

h 7'~P'-<')-<fSo/Vt!tM<t'f;.Cambr!c.
)C)oo.

jt Which de.)! wi'h !o);)M! fms'.jnt- :th')!u!t'!v(Mn)t<; '7v.f. p. et <ui\ M. Ru').(mnJ: .kp))~ ).)r~ -.) théorie ces
a consentes :nni.;ùc<. m)i< i! et) co'Xt.rw )< rr":cipe.

th.:orie ,~es

i~!4)Voir &ct«' t/t'JMf'f/H. novembre )()04, p. )0.)6-}$.5.



~M~ .yr/Y77~f' /)~ .t/~?V/AW/<t7~Y.t
qu'une relationappartient par sa compréhensionà tel ou
tcl ordre de eonn..issances, il ne faut pas conclure
qu'ette ne relève pas en même temps de la Logique par
sa forme c, ou encore « La logistique est invincibie,
car. selon l'ingénieuse remarque de M. Itelson, pour
combattre la Logique il faut encore faire <îf la togique

Certes, si par opération logique on entend une opé-
ration quelconque de l'esprit,alors il est clair que toutes
!cs scie'tces rentrerontdans la Logique. Mais Couturat
soutient une thèse plus précise lorsqu'ilentreprend d'ex'
p!iquer la genèse des postulats mitthématiques ce n'est
point d'une logique quelconque mais du calcul logique
n:oderne ou logistiqueet, plus précisément, de la logi-

que des relations, qu'il fait dériver ces postutats. Que
faut'it penser de cette manière de voir?̀?

Si la logistique est une science distincte, elle a des
postulats distincts qui ne sont pas ceux des Mathémati-
ques. On prétendra peut-être que ces derniers sont un
cas particulierdes postukts logiques. Mais alors il fau-
dra expliquer comment est obtenu ce cas particulier.
Une particularisation est nécessairement un choix or
l'opération qui consiste à choisir, est, croyons-nous,
absolument étrangère au calcul logique.

Supposons, au contraire, que la logistique ne soit pas
une science distincte, et consi<Mrons-!a en tant que
forme de la science mathématique. Par là même nous
reconnaissonsqu'ctte ne suint pas à eUe-meme ft que le

puint de départ de ses déductions doit être cherché en
dehors d'elle. Ce point de départ, ce sera un ensemble
de notions et de postulats. que le logicien transformera.
soit pour en tirer des propositions conséquentes, soit
pour les ramener < des notions et à des postulats plus
simples. Où donc ira-t-il chercher sa provision de don-
nées initiales?'1
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Ici, peot'etre, on voudra nous répondrequ'en ce qui

concerneles Mathématiques la question est sans imper-
tancée étant donné, dira-t-on, que les postulatsmathé-
matiques sont arbitraires,aucune règle ne régit le choix

que nous en faisons, et le travail scientifique ne corn-
mence pour le savant que lorsqu'il en vient à l'élabora-

tion de ces postulats.
A priori, cette thèse ne soulève aucune objection et

elle est conforme à la conception de l'Algèbre et de

'Analyse qui prévalut pendant le xvHf siècle. Mais, dn
jour où l'on s'aperçut que l'application pure et simple
de la méthode synthétique ne permettait plus de réaliser
de nouveauxprogrès, ondevait reconnaltreque,par delà

ta logique, la questiondu choix des notions des postulats

et des théories joue en réalité un rôle fondamental,
peut-être le rôle principal, dans la découverte mathé-
matique. Ainsi nous avons dit plus haut comment
David Hilbert effectuaune reconstruction logique de la

géométrieen la faisant reposer sur cinq groupes d'axio-

mes. Dans l'œuvre ainsi réalisée par le géomètre de

Gôttingen, où résidait la principale dimcutté, où l'effort

d'invention a-t-il dû particulièrements'exercer?Le tra-
vail de synthèse, logique et mécanique, auquel Hitbert
<dû se livrer une (ois les axiomes énoncés et interprétés
était relativement aisé. Mais discerner sans en oublier

aucune, formuler sans pétition de principe, et dans les

termes les plus simples, tes propositionscachées de notre
g~otaétne,–classer, d'autre part, et ordonner ces pro-
wsitions de manière a mettre en lumière leurs con-
nexions et à décoavrir da même coup les différentes

géométiespartielles que l'on peut former avec elles, –
là était le problème délicat, la dimcntté fondamentale

ont Hilbert a triomphé. Et c'est en accomplissant ce
ravail de discernementet de choix, avec un flair et

<<:< –.



r. .!C~Mf'fOt'6- DM ~~TM~~Ttf/M'

une science particulièrement heureux, que Hilbert, afait œuvre, non seulementde logicien, mais de matt~.
maticien.

Louis Couturat ne reconnait pas la distinction que
nous établissons ici. « Tout l'effort des togisticien' wdit-i!((). porte sur le choix, des définitions et des pas.tulats. Et s'i! est vrai que h découverte mathémi).

stique consiste dans un choix de postulats, c'est aus-.i
en cela que consiste la découverte logique. L'œu\'M
des logisticiens, précise Couturat, consis'e dans ut)double travail de réduction réduction des notions

1premières, par la déSnition réduction des propositions
à des propositions premières, par la déduction logique
formelle

aPeut-être, en effet, est-)! permis de dire dans certains
cas que les découvertes logiques consistent dans unchoix de postulats mais, alors, le nu t t~x n'a phs :1

exactement le même sens que tout à l'heure. Le tfiMii
de réduction logique peut être bricvemf.nt esquiss.!
comme it suit On se donnera un système S de notion!
et de postulats, et, par déduction ou combinaiton )<
~ique, on transtormcra ce système en un systèmeéqui~-
lent S'.formédenotionsetpostutatsmoinsnombreuxo:!
ptutStmptes.que l'on conviendrad'adoptercommedéfini-
tions. Ici, le choix s'effectue entre un certain nombre de
systèmes S' équivalents à S et exactement déterminas )
et t'hésitation n'est pas possible, puisque, de deux sys- s
tèmes S', on voit immédiatement lequel est le p!us is
simple ou comprend le moindre nombre de postu).s t

r
Le travail qu'aceompt ssent !fS logiciens lorsqu'ils etïcc- f
tuent ).t « réductton des postulats ». c'est en son~r.
suivant la concoptton de l'école d: Peano, la d~c~tK,~ J

!') ~fM< M<< novembre ~04, an. cité p. 104;, note.
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sition des postulats en leurs etementst). Or, pareille
décomposition est nt~ni'e~ement impossibie lorsqu'il
s'agit de h formation des postulats mathématiques,

Les postulats primordiaux des mathématiquesne con-
portent point d'étéments. On peut en généra) les dé-

composerd'une innnitéde manières. en scpia~ntAune
inf!t)ité de points de vue différents, et parmi toutes les
Jecumpositiom possibtes nous n'nvons à première vue
aucune raison de choisir l'une plutôt que t'autre. Cher-
cher laquelle est h plus « simp)c" e le p!ussouventune
questiondëpour\'uedes~n.i.Et,d'aiiteurs,cctjuiimpor'e
au5avanttorsqu'iid)etche;tnxerti;point de départ d'une

théorie, ce n'e~< pas que ce point de départ sot simple,

mais qu'il soit técond. Or, par queFe opération logique
pourrait-on recom'ahrea )'av:u'.e qu'un systèmede pus-
tutitts nous conduir.! a des découvertsutiles, nous fera

pénétrer au cœur de la réalité mathématique ?
En fait, i) n'existe pas de théorie a~bri~-e ou géo-

métrique, fondée sur un système donné de postulats,

qui permette d'atteindre pleinement c'* but, et c'est

pourquoi les conceptions de mathématiciens doivent

être constamment révisées, modittécs, enrichies. Ces

conceptionssont essentieHemcnt indéterminées, et c'est

par ce caractère qu'eues s'opposent aux conceptions des

logiciens car ces dernières, ne s'attachât qu'aux
rela!ions et au groupement des choses, supposent néces-

sairement des étéments fixes cotnbinabtes ou decompo-
sab!es. c'est-à-dire des notions rigoureusementdétermi-

nées en compréhension et en extension, qui puissentsc
pteM-rades opérations mécanique". \'oi'à pourquoi. sans
prétendredonner unedénnition c mp)ete et tijiinitive
Je la Mathén::uiqueet de !a Lon'i~ '"us pouvon'; en

())Cf. fc~.n~~< U<M"?M<~ t. IV, Turin, t~O}. p. a!}.
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tous cas affirmer que la première n'est pas emfermée
dans la seconde. Nous allons nous en rendre compte
d'une manière plus précise en examinant, à titre
d'exemple, l'une des notions les plus importantes de
l'Analyse moderne la notion de/wf~Mt.

A en croire les auteurs qui veulent faire de t'Analyse
mathématique un chapitrede la logique, la correspon-
dance entre quantités variables étudiée par les mathéma-
ticienssous le nom de fonction ne serait qu'un cas parti-
culier de la relation logique telle que la considèrent
Peano, Russell et les «togisticiensM contemporains.
Or, ceux qui examinent de près la notion de fonction

ne sauraient, croyons-nous, souscrire à cette conclusion.
La dénnition logique de la relation est, simplement,

tadëfinitiond'un symbole.Nousconvenons,par exemple,
d'écrire xRy pour exprimer que la relation R existe

entre et y. Partant de là, nous énonçons une série
d'axiomes tels que (t) '< toute relation a sa converse1
(ce qui veut dire que la relation xRy entraine une rela-
tion de la forme xR'y), ou encore < s'tt y a une relation

entre x et y et une autre entre y et x, il y a entre x et t
une troisième relationqui est uniformémentdétermi*
née par les deux premières D. Puis de ta combinaisonde

ces axiomes nous tirons un système de propositions

ou théorèmes, auquel on a donné le nom de « logique
des relations e.

Mais, dans le système ainsi obtenu, que signifient au
juste les lettres x, y, ? Si ces lettres désignent des élé-

ments déterminés ou arbitrairement choisis dans dts
collectionsdéfinies, les axiomes et les propositions de h

(!) Cf. Couturat. Les ~nMt~M<h< MtA'tM~MM,apud &tw do
J~f~)t!<t<M, JaDvier ~04, p. 4o-4t.
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logique des relations auront un sens parfaitement clair.
Mais il n'en est plus de même quand on veut leur
taire représenterdes nombres variables ? Lorsqu'on ap-
plique, par exemple, à deux variables mathématiques
l'axiome « toute relation a sa converse », cet axiome
devient un postulat qui, dans l'Algèbre la ptus gêné'
rate, se trouverait en défaut il peut arriver en effet

que, tandis qu'à toute valeur de x correspond une va-
leur de certaines valeurs dey n'aient aucun corres-
pondant, ou bien qu'elles en aient un; infinité, indéter-
minés dans le champ de la variable x. Pareillement, le
secondaxiome énoncéplus haut ne sera pas toujoursvrai

en mathématiques.Ainsi donc, si l'on veut passer de la
théorie connuesous le nom de « logique des relations »
à la théorie des fonctionsmathématiquesles plus géné-
râtes, on sera obligé de modifier l'un après l'autre les
axiomes d'où l'on part. La seconde théorie ne saurait-
elle doncêtre présentée comn:e une application, mais

tout au plus comme une extension de la première.
Mais serrons la question de plus près. Une fonction

d'une variable établit une correspondanceentre une in-
finité de couples de valeurs, x et y, M et v, etc. Peut-on
exprimer ce fait en disant que les valeurs «et v sont
liées par la m<m< M/<!</oM (t) que x et y ? Du point de

vue logique, une pareille affirmation ne peut être légi-
time que si on la regarde comme un postulat. Qu'en-
tend-on en effet par le mot M&w? Lorsque l'on passe
du couple (x, y) au couple («, ~), qu'est-ce qui reste le
même ? Si je dis, par exempte, qu'en géométrie analy-
tique il y a une même relation entre les nombres o et
"t- 1 et e = 2,7t8. eo et o, j'énonce une propo-
sition, ou dépourvue de sens, ou purement arbitraire, à

(t) Cf. Couturat. ~«w t/<-AMa~o'~«, janvier, t~, p.
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moins que je ne sach:; déjà que les points ayant ces
pournombres abscisses et ordonnéessont sur une même
courbe, cette de la fonction exponentielle.

Pour parer A cet inconvénient,Peano introduisit na-
guère à côté du symbole/correspondant à la notion
générée de rotation fonctionne) te un nouveau sym-
bote, F, qui, dans son /wmM/<n; ~t;, s'appelle r fonc-
tion définieet qui est a l'ensemble d'une fonction/et
de la ciasse des vateurs prises par la variable indépen-
dante Moyennantcette définition, il espérait que l'on
pourrait établir par voie logique les propriétés des fonc-
tions mathématique:'(2;.

Lad'~nnitiondesrelations F est, en effet. logiquement,
Mutaisante mais elle ne nous do:.ne qu'une représen-
tation fragmentaire des fonctions mathématiques,puis-
qu'elle ne les considère que pour certaines classes de

valeurs de la variable. Il est vrai que l'on pourrait
étendre infinirnent cette ctasse de valeurs, et dénnir
alors la (onction, ain~i que te propose Couturat, « par `

la totalité de son extension, c'est-à-dire par tous ks

comptes de valeurs des variables quttevérinent~
Mais cette vue soulève de graves objections. En admet-

tant, en etfet, que l'on puisse considérer comme légi'
time au point de vue de la pure logique une définition
dans t'énoncé de laquelle entrent une infinité de condi-
tions, encore devra-t-on s'assurer que ces conditions

sont réalisables. Or c'est précisément une question dis-
cutée par les mathématiciens de savoir ce qu'on est en

(1) Voir plus haut, p. 6), note ).
(~ Le symbote t'' ainsi dclini par M. l'e~not ët~dcntti JifHre!):-

ment, d'une part p~r ~t. tiur~i-t'orti lui )': déduit des chtse: Je

couples d'objets, d'autre part par M. Ru'i:<i qui l'a déduit d;M
th';on<: des « relationsemre dcux objet!P.

01 ~«'w d, Ai~~<~M<. novembre 1~04, art. cité, p. !0}0.
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droit d'appeler la totalité de l'extension d'une fonction.
Pour ne citer qu'un exempte, rappt'tons qu'une mcrne
série de 'onctions rationnettes, convergeant da):s diné-
rentes régions du plan, peut représenter des fonctions
ditiérentes absolument quelconques. Aussi tes géomètres
ne sont-ils pas d'accord sur la détermination d~s condi-
tions sous lesquelles une mOne série de fonctions ration-
nelles pourra être considérée comme représentant une
même fonction de tout le plan. C'e~t à ce problème que
t'en est ramené lorsqu'on cherche quel peut être le pro-
/oM~Hh'M< d'une ionction au det.t d'une ligne singulière
fern)ee. Il ne s'agit pas d'autre chose que de déterminer
l'extension totale de la fonction.

Il semble donc que, loin de pouvoir être posée de
prime abord, l'extension d'une fonctionsoit au contraire
l'un des objets que nous poursuivons.C'est l'une des
taches qui incomb'.nt à l'ana!yste, que de conclure de
l'extension partieHed'une fbnctiot) son extension totale.
Or, précisément, il se tro. ve que le prolongementd'une
fonction ne constitue pas, en tui-mëme. un problème
déterminé. On ne peut le résoudre qu'en particulari-
sant la question, c'est-à-dire en imposant à t'idée géné-
ra!e de fonction tett~'s ou telles conditions restrictives
qu'il est nécessaire de dégager.

De quelque manière que nous abordions la notion de
fonction nous nous trouverons toujours ramenés à la
conclusionformulée plus haut. La notion de fonction est

t avant tout, pour te mathématicien, un indéfini, unind;-
terminé. L'idée q!)e nous en avons est plus riche et 1

plus pleine que toutes les d~nnitions ou expressions
que nous pouvo:')'. donn-.r o'j construire. Par con~
quent une théorie togiquj' des tunctions. quelque
parfaite soit-elle, – c'est-dire avec quelque soin
qu'en aient été choisis !cs postulats et quelque loin
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qu'en soient déroutées les conséquences ne pourra
jamais satisfaire la curiosité et les aspirations du mathé-
maticien. Pour acquérir sur les fonctions des con-
naissances neuves et fécondes, it est indispensable de
retoucher sans cesse les déSnitions et les principes
sur lesquels on opère. En d'autres termes, les pro-
grès les plus importants que réalisent les mathémati- t

ciens sont obtenus, non en perfectionnant la forme,
mais en modinant le fond de la théorie. Ces progrès
ne sauraient être regardés comme étant d'ordre lo-
gique.

Dans la discussion qui précède, nous nous sommes
attachés aux postulats des théories parce que c'est à
l'occasion de cespostulats que l'insuffisancedesméthodes
!og!ques apparaît le plus clairement.Mais les remarques
que nous avons faites trouvent s'appliquer, non seule-
ment au point de départ, mais d'un bout à l'autre de
l'oeuvre mathématique.

Les systèmes ou théories que construisent les mathé-
maticiens présentent toujours, en effet, certains carac-
tères bien déterminés qui ont été mis en évidence par
les géomètres grecs et qui tiennent à la forme logique
de ces sytèmes. Ils se présentent sous l'aspect d'une
chaîne de propositions; nous voulons dire qu'ils sont
constitués par une suite de propositions, déduites
méthodiquement les unes des autres, et se succédant dès
lors dans un certain ordre que nous dictent les nécessités
de la démonstration. La préséanceainsi établie entre un
un ensemblede propriétés parexemple, les propriétés
du cercle ou de t'ettipse – est fondamentaleau point
de vue logique parmi ces propriétés, en effet, il en est
qui sont plus rapprochées que d'autres des dénnitions
et des postulats, et qui doivent par suite être classées les
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premières; il en est au contrairequi sont complexes et
manifestementdérivées.

Pourtant cette notion d'ordre, sur laquelle sont
fondées nos méthodes de démonstrations, s'impose-t-
elle d'une façon absolue A l'esprit du mathématicienr
C'est ce que nous ne saurions admettre. Lorsque, en
eBet, une fois une théorie édifiée, nous l'envisageons
dans son ensemble, lorsque nous cherchons à embrasser
cette théorie d'un seul coup d'œi), à en comprendre le

sens général et la portée, nous constatons que non seu-
lement l'ordre des propositions nous devient indifférent,1
mais qu'il prend un caractère tout à fait artificiel. )

Soit, par exemple, une ellipse. Cette courbe jouit de
différentes propriétés elle est la projection du cercle

sur un plan elle est le lieu géométrique des points
éqoidistants d'un cercle et d'un point pris à l'intérieur,
le lieu des points dont les distances a deux points fixes

ont une somme constante, et ainsi de suite. P~rmi ces
propriétés y en a't-it une qui soit primordiale, qui
doive nécessairement être énoncée la première Rien

ne nous l'indique. En fait, tes géomètres peuvent choisir
arbitrairementcelle qu'ils prêtèrent pour dénnirl'ettipse,
et en déduire successivement toutes les autres. Nous

sommes par conséquent obligés d'admettre que le

classement des propositions dans la théorie de l'ellipse

a une valeur toute relative. Entre les diverses propriétés
de l'ellipse, il n'y a pas d'ordre de préséance qui puisse

se justifier a priori. Considérées d'un point de vue
absolu,cespropriétéssontsimultanéeset non successives.

Quelle conclusiontirer de ces remarques ?Cettemême
à laquelle déjà nous avions abouti plus haut à savoir
qu'en enfermant les vérités mathématiques dans un
moule de forme rigide et rigoureusement définie, la

logiquerestreint d'une manière artificielle et fortuite le
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champ de la spéculation mathématique. De même que,
pour mettre sur pi~d une théorie, il nous faut limiter par
un choix initial les principesque nuus plaçons à la base,

de même, pour poursuivre la théorie, nous devonsrenon-
cer à t'embrasser tout de suite dans son entier; nous y
distinguons donc des parties que nous étudions séparé-

ment, des étapes que nous parcourons successivement.
Toutefois,si nous opérons ainsi, c'est toujoursen vertu
d'un acte volontaire dont nous avons parfaitement cons.
cience. P"ur donner aux théories mathématiques une
structure solide, nous avons dccid~ de leur donner )i

forme de systèmes logiques; mais, constatantque ces
systèmes sont artin:ie!s et peuvent d'ailleurs être diver-
sifies l'infini, nous comprenons qu'ils ne constituent
ni toute la Mathématique, ni le principal de cefc
science. Derrière la forme logique il y a autre cho'e.
La pensée mathématique ne se borne pas à déduire et à

construire;et, tout en rendant hommage a t'œuvre ac-
compliepar les to~~eiens du xix* stecte, on est en droit
de dire, avec M. Winter (t) Il La logique est fondée,
l'ère des difncuttës scientiliques commence t.

III. Loa limites de l'Algèbre.
[:

La conception d'après laquelle h Mathématique se

réduisait un système de combinaisons logiques est.

nous t'a'uns vu, une suite naturelle des succès rem-
portés par la méthode algébrique.Or, cette conception,
lorsqu'elle fut précisée ct exposée au grand jour, ne ïr

trouva plus conforme à l'orientation qu'avait )nit
!'Ana!yse au cours d'j xtx''sicc)c.Cc))e-ci.pourtes raisu") r

(t) M. Wit'.ter. ~.t m.~oA t/~M~/<< /'t)7wo/f'f Ai<t<~M<~M)

P. 7~.
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que nous avons indiquées,paraissait s'écarter désormais
du point de vue synthétique. C'est dire si t'en admet
notre défin'tion de l'algèbre – que non scuicment elle
se séparait de la logique, mais qu'elle s'étuigoait égale-
ment de l'idéal algébrique et que ses progrès cessaient
d'être solidaires de ceux d~ ta science du calcul. Si les
faits mathématiques ne peuvent plus être envisagés
comme les résultats de constructions synthétiques,
t'it~ebre doit cire impuissante à nous les révéler.

Cette diminution du rûieet de la portée de )'a)gebrc
s'est-elle ouvertement manitcstéc dans les théories
mathématiques écloses au X)x° siècle ? A-t-c))e été
reconnue et admise par tes mathématiciens contempo-
rains ? Pour nous éclairer à ce sujet, nous ne saurions
mieux laire que de considérer, titre d'exemple, la
théorie mathématique des fonctions qui occupe une
pbcc centraledans t'ceuvredes analystes du X)x" siecte ( t).
En nous reportant à l'origine de cette théorie, en con-
sidérant les étapes qu'elle a successivement franchies,
nous serons à même d'apprécier les difficultés qu'y a
rencontrées l'algèbre et nous comprendrons les consé-
quences historiques qui résultent de ces difficultés.

Nous avonsdéjà indiqué dans un chapitreprécédent (2)

comment l'idée mathématique 3) de la fonction était
née de la pratique des opérations algébriques nous

(t;Cf.ViteVolterra Je n'.<ip~< hésité en t~oo,au Congrès
des Mtthemftuciemde Ptris, à appeler le )::x* tiecie ie siècle de la
thtoritdettonctions ~pud ~'tn/MMr. AkaM, t~)~. p. i.)).

(~; Chapitre Il.
(~ Remontant aux origines historique! J~ !'etuJ~' nxth~nutiqut:

des fonctions, noat ).ti!:on<i de cM dor~n.<v:)n) its t]te:)rit;~ pure-
ment logiques des relations fonctionnelles,que l'on a ess~ de cons-
truiteh fin du X!X* !)ee)e.



/B~tf. ~M~vï't. DES ~~rv~.M~y/c/B~~

avons dit aussi dans quelles conditions,grâce à la créa-
tion du calcul des séries de puissances, cette idée avait
acquis, vers la fin du xvu* siècle, une extension que
n'avaient pas prévue les premiers atgébristes.Ainsi fut
constituée,peu à peu, une théorie générate qui compre.
nait toutes les fonctions susceptiblesd'êtreétudiées par
!cs méthodes de l'algèbre (t). Ces fonctions sont aisées
à caractériser. Ce sont (pour nous borner au cas d'une
seule variable) celles qui peuvent être définies comme
sommes de séries de Taylor (2), oa séries de la forme

(r)<t,+<t,~–~)+<t,(~–.)',)~+~)'t-
procédantsuivant les puissances de la différence(x – xo),

et dans lesquelle x est la variable (dont dépend la fonc-
tion)et une vateur particutière~prise par cette va-
riable.

Quelqueconsidérableque fût l'extensionainsi donnée
à la notion de (onction, cette extension pouvait'
elle, cependant, satis&ire pleinement les mathémati-
ciens ?t

On le crut, tout d'abord; mais vers la fin du xvm'
sièete, il devint manifeste que la théorie des fonctions
ne saurait indéfiniment rester enfermée dans le cadre
que lui imposait la méthode des séries de puissances.
Les problèmes posés par la physique devaient, en effet,
nécessairementla faire déborder de ce cadre en obligeant
les mathématiciens à étudier des fonctions discontinues

(t) (Le calcul des séries était, dans la pensée de ses auteurs, un
prolongement de Mj~bfe ornent!))! e~. Cf. tM~M, chapitre U.

(a)Ces séries sont, ou fond, celles mêmes dont <aiM)tnt usage
Newton et Leibniz. La forme tous laquelle elles sont aujourd'hui
employées a été indiquée par Brook Taytofdans la M<<Mt<< twrt-
M~~tf~ dirala et tow~a, publiée à Londres en t~
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non développablesen séries de Taylor (t). Il y a ptus.
Du point de vue même des mathématiques pures, une
extension nouvelledc la notion de fonction apparaissait
nécessaire. On constatait, en effet, qu'il existe des
expressionsalgébriques(a) dépendant d'unevariable~–
par conséquent, des fonctions définies en termes pure*
ment mathématiques– qui ne sont pas dévetoppabtes
en séries de Taylor c'est le cas notamment pour les
séries convergentes de sinus et de cosinusconnues sous
le nom de séries de Fourier (3). Ayant reconnu ce
fait, on fut tout d'abordamenéà préciser taterminotogK
jusqu'alors en usage. SousJe nom de~w<M)M<HM~
on continua d'étudier les fonctions développables en
en séries de Taylor mais on se réserva de donner une
suite à la théorie de ces fonctions en abordant plus tard
tes fonctions non-analytiques.

Et, aussi bien, même dans le domaine restreint J<.s
~«MM <MM/y~Mf, l'insuffisance de la méthode fondée
sur les séries ne devait pas tarder à se faire sentir.

Le postulat de cette méthode, est, en effet,que, si l'on
veut bien se contenter d'une approximation déterminée
à l'avance, on est en droit de remplacer, dans tous les
calculs, les séries par des polynomes.Or, supposonsque
cette condition soit remplie, pour une certaine série,
lorsque l'on donne à la variable x certaines valeurs par-
ticulières, par exemple des valeurs voisines de zéro.

(t) L'étude systématiquedes (onttions de cette nature lut inaugurée
par Fourier dans sa y~n'caM/~«< la ~M~Mf, Paris. J 822.

(t) Au sens le plus )<rge du mot atgtbfique )' lorsque ces
expressions soot transcendantes, ou les appelle d'ordiutMM« expres-
sions analytiques ».

())Ct! séries iotrodttitM par Fourier dans l'ouvrage cité ci-dessus
avaient déjà été tOMid~réet dans des cas particuliers, à partit de
'7~. par Euler, Clairaut, LtgrMge.
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Nous ne savons pas si pour les grandes valeurs de x la
condition sera encore satisMte. Xous savons n)ëme per-
tinemment ~u'ettc ne le st.r.t pas en gênera! la réduc-
tion d'une série de la forme ( i ) à un polynome n'est
le p!us souvent légitime que pour un ensemble limité de
valeurs de x, ensemble que l'on appuie domaine de

convergencede la série t.
Attons-nous en conclure que ht fonction tMthën~-

tique n'est définie, [o~uetnent, que dans le m&me do-
maine limité ? Contre une pareille conclusion, l'instinct
du nMthént.tticien proteste. Quand je dis y est ~fMC~M

de x, mon esprit ne voit pas du tout la combinaison
compliquée d'opérations et de symboles qui s'écrit:
y ==0. <t).t -)- it se représente une loi de correspon-
dance entre x et )'. qui, en général, n'a point de raison
de s'évanouir lorsque x devient p!u- grand que i ou
que 2. Si ma formule se dérobe à ce moment, c'est
qu'elle est imparfaite il faut la remplacer par un:
autre.

Et c'est ainsi, en effet, que procède t'anatyste. En
combinant les nombres a., O), [coefficients de la
série (T~, il réussit à calculer une nouvette sorte
(T.), qui coïn.ide avec ta première là où toutes deux
sont déonies, maisqui est convergente pour de nouvelles
valeurs de la variable. Et ainsi, de proche en proche, il
obtient, pour une valeur quelconque de la valeur de
la {onction y primitivement rfprësentéc par !). Le
mot < fonction f n'est plus alors synonyme du u~t
« série nuis signifie <'n~tHM<'de ~r)~ J~Ht'MM~ m<-
Mttt~iMMMttt /M «t)~ des autres.

Ainsi, il e''t théoriquement possib'e de fcw<f<w? une
fonction anjiytiquc d.)ns tout sot: dotnaine d'cxbtencc.
AfaiheureusemeLt.la construction ne pourra etrecncc-
tivement réalisée qu'au prix de catct'ts d'une complexité
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inextricable, qui ne sauraient trouver place dans une
théorie générale. Ces catcuis sont t'atiaire du praticien.
Le théoricien. quant à lui, fera tout son passible pour
tes éviter, cherchant à prévoir ) t'avance les résultats
auxquels on serait conduitsi on avait la patience de les

mener à bout.
Examinonsd'ailleurs d'un peu plus près la théorie du

prolongement analytique. It est exact qu'elle nous
fournit un 'tioyen d'étudier une fonction analytique
quelconque mais elle ne nous iournit ce moyen, si

l'on peut dire, qu'en puissance car, pour représenter
complètement v, il faudrait fermer KMf~/Mt/c de sé-
ries convergentes. Or cette circonstance nous met en
présence de prob'cmes d'un ordre nouveau. Comme à
l'époque ou Kewton abordait )ë<ude des fonctions
transcendantes, mais dans des cond.nonsptusdëticates,
et cette fois inétuctabies, la marche régulière de t'analyse

se trouve arrêtée.
Jusqu'ici, nous avons fort bien su ce que nous étu-

diions c'étaient des expressionsalgébriques combinai-

sons de symboks représentant des fonctions soit exacte-
ment, soit avec une approximation déterminée, écrites
Mpticinmentsur le papier ou au tabte. u noir. Or voici

~ue maintenant, nous vouions raisonner sur des fonc-
tiors que nous ne femmes pas cnpabics J' <' écrire au
tableau. Nous n'en avons qu'un succédané, qu'it hudra

tout à t'iieure remplacer par un second, puis par un
troisième, et ainsi de suite indéfiniment. C'est pour-
quoi un mathématicien ne considérera pas comme con-
nue la fonction ~(A') si son savoir se ~orne à un moyen
de calculer de proche en proche les CMfricicnts desse-
ries T). S<'n esprit ne fera sa'N-tit .:ue :i) conna); des
propriétés de cette fonction qui soient coniptct~ en
ettes-mëmeset qu'on puisse embrasser d'un seul coup
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d'œit. Savoir, par exemple, que la fonction y ne prend
jamais plusieurs valeurs distinctes pour une même va-
leur de x; ou qu'elle reste finie pour toute valeur (Snie)
de x; ou qu'eue se reproduit périodiquement lorsquex
parcourt une certaine série d'intervalles;ou qu'elle est
constammentliée par une relation simpleavec d'autres
fonctions connues voita ce qui intéresse l'analyste,
voilà ce qu'il attend comme résultat de ses recherches.
Pour atteindre ce but, le mathématicien, sans doute,
continuera à se servir de l'algèbre. Il construira et com-
binerades séries. Mais nous voyons que, désormais, cet
appareil de calcul n'est plus le principalobjet de son at-
tention. Plutôt que commeune fin, nous devons le con-
sidérer comme un instrument,commeun moyen de rai'
sonner sur des correspondancesfonctionnelles qui ne
sont point écrites, mais que notre esprit devine derrière
les formules.

Nous pouvons d'ailleurs pousser plus loin ces re.
marques. H suffit d'analyser la définition initiale que
l'on donne de la fonction quand on se place au point de

vue du calcul des séries c'est-à-dire au point de vue
de la construction algébrique pour reconna!tre corn'
bien ce point de vue est artificiel.

Comment en effet procède t'atgébriste
Aux fonctions définies par l'algèbre élémentaire, ou

fonctions algébriques, il nous demande d'adjoindre une
infinité de fonctions nouvelles définies sous la terme

(S) y = a, + <t,~ + <h~ -+-
(nous supposons ici pour simplifier, que la valeur en-
visagée tout à l'heure est égale à o). Or cette définition
est-elle suffisante,ou, plus exactement, dans quel cas le
sera-t-elle ?
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Manifestement, l'expression (S) n'oSre un sens que n
nous savons calculer de proche en proche les coefficients

<t,, et, pour cela il est nécessaire il que la
valeur de chaque coefnc'entat dépende uniquement de
la valeur d'un Mom~/H<de quantités, A<, A~ A~
~insi que de l'indicei, qui est un nombre entier) 20que
chacun des coefncients a; soit une fonction connue deA, A,.et<. i.

Or nous imaginons que nous ne connaissionsencore
que les fonctions algébriques Les coeMcients ai de-
vront donc être des fonctionsalgébriquesde A,, etc.; et
ainsi se trouvera dénnie en toute rigueur une famille de
fonctions transcendantes que nous pouvons appeler
~f!~C<K~<!H~de la ~<'M<t'~<! classe.

Cette classe de transcendantes comprend, vrai dire,
les fonctions les plus usuelles de l'Analyse. Ce~n-
dant notre faculté de conception la dépasse infiniment.
Nous constatons immédiatement que nous pouvons
construire une seconde classe de transcendantes,définies
elles aussi par la série (S), mais pour lesquelles chaque
coefficient ai sera une fonction transcendante de la pre-
mière classe des quantitésA, Ap (et de < Et rien oe
nous empêchera de continuer indénniment. De proche
en prochenousdénnironsun ensemble infini de c!assesd<:
fonctionsde plus en plus compliquées.Réussirons-nous,
«pendant, a épuiser par ce moyen le groupe des fonc-
tions qui sont représentables sous la forme (S, f ~on

car nous pouvons toujours imaginer une définition du
nombre ait assurant la convergence de la série S, et
telle, cependant,que <!<, ne soit pas une fonction connue
d'un nombre fini de quantités. Saas doute, en poursui-
vant notre construction, nous obtiendrions des exptcs-
sions s'approchant de plus en plus des fonctions qci
sont réfractaires à nos formules, mais jamais ces fooe*
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tions ettes-mémes. Les correspondances qu'elles repré'

sentent ne sont algébriques qu'en puissance.
Telle est la conclusionqui, à la suite des travaux de

Lagrangect des grands analystes de son époque, s'im-

posait naturettement à l'esprit. Evidemment, il ne serait

pas défendu, si nous y trouvions avantage, de donner au

mot ~M~t un sens plus étroit, de restreindrevoton*

tairementnotre conception de cette science, et de limi-

ter son rote à l'étude des transformationssuccessivesd e-
galités déterminées. Par exemple, nous définirions, sui-

vant le procédé indiqué pius haut, unesuitede classes de

fonctions représentables par des séries (S), et nous rejet-

terions de parti pris toute fonction étrangère ces di-

verses classes, de même que Descartes excluait de ta géo-

métrie les courbes qu'il appelait mécaniques.
La construction u'une telle Analyse est possible,

quoique laborieuse, et nous en trouvons les basesdans

les travaux de Kronecker continués et interprétés par

MM. J. Drach et E. Borel. Le point de vue de ces ana-

lystes, en atithmétique par exemple, « peut être carM-

térisé par le fait que t'en ne lait jamais intervenir dans

chaque question qu'MM MOM~<~M<~ de nombres entiers au

moyen desquels tous les éiéments de la question sont

explicitement dénnis. Certains esprits verront là une

lacune d'autre:, penseront, au contraire que, pratique-

ment, tout nombre, pour être connu effectivement,

doit pouvoir lire Mtw~rt'~~or un noM~~Mt de mo~, et,

par suite, doit trouver sa place dans le système de

M. Drach, convenablementco;Hptété(i) La méthode

employéc consiste à découper dans t'Analyse ordinaire

un système fermé, dit ~<<~M /t~M<, tel que toute ojt-

ration faite sur des éléments appartenantà ce sys~N< I

(~ Emite Borel. C<M~tt'<<tM <t <'<m<t<)MoW<to«<~<Mdu <<tM,

tp)Kt ./<MfH~ A JX<!<«t bures « ~~<t<<
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conduise à une solution s'exprimant par des éléments du
même système. Ne sommes-nous pas en droit, dans
l'Analyseainsi entendue,de regarder la fonction comme
une notion entièrement définie en termes algébriques?

Quelque séduisante que soit l'analyse de Kronecker
et Drach, il ne faut pas oublier,qu'elle est loin d'avoir
été constituée dans toutes ses parties, et qu'en tout cas
on s'est passé d'elle jusqu'à ces années dernières. Les
théoriesauxquels travaiiient actuellement les analystes
ne sont rien moins que < fennecs et l'on ne saurait
par conséquent prétendre qu'en dehors « des systèmes
togiquesBitn'ya point d'enchaînement logique pos-
sible.

Ainsi le principe adoptépar MM. Borel et Drach n'est
pa!. pour l'Analyse une condition d'exigence. I! ex-
prime seulement la tendance qui porte cette science à
prendre la forme d'un édttice logique. Et, pour revenir
tia fonction, il est manifeste que cette notion est par-
faitement claire et réelle aux yeux du mathématicien
alors même que l'on n'impose aux coefficients a,, <?,
<)< la série iS) aucune des restrictions d~nt nou~ avom
parlé. Mais, s'il en est ainsi, nous retombons ta tapement
dans la dimcuité logique que nous avions voutu éviter
en particularisant ces coemcients. Nous voyons en efiet
que, définir une fonction –e est-:) d)re une correspon-
dance entre variab.'es– par une série de Taylor, c'cs:,
en somme, définir une correspondanceentr~ u:. nombre
entier K et un autre nombre <!“ qui sera par hypothèse

t le coefficient de dans la série considérée. Ht cette
nouvelle correspondance, nnus ne pouvonsà moins de
commettre une pétition de principe, la représenter àIC son tour par un développement en sorte, nous ne sa-
vons absolument pas en quoi elle consiste, ni &'it est
pos:.ib!udf)a considérer comme une r&;u]t..n!cdccor-
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resp~ndanees plus simples. Elle a un caractère extra-
algébrique.

Ainsi, à quelques détours que nous ayons recours,
pour perfectionner la définitionalgébrique de la {onction.
nous aboutissons toujours à la même constatation.
Notre dénnition reste incomptete, et inadéquateà l'idde
que l'Analyse moderne se fait de ta fonction. La puis.
sance de spéculation du mathématicien dépasse !e pou-
voirconstructeurde !a synthèse algébrique.



CHAPITRE IV

LE POINT DE VUE DE L'ANALYSE MODERNE

ï. L'évotntionde l'Aaatyae mathéïnatique
auXIX'aMo!e

En suivant le dëvetoppement de !a pensée mathéma-
tique depuis t'antiquité grecque jusqu'au !eui) de la pë*
riode contemporaine,nousavons vu prédominer(t) suc-
cessivement deux points de vue, deux tendances
différentes.

Le savant se borne d'abord à constater. Il regardeau-
tour de lui, non point – disait Platon avec ses yeux,
dont la vue est grossière et limitée aux objets sensibles,
mais avec cette faculté de vision intellectuelle que pos-
sède l'entendement, et qui lui permetd'appréhender les
vérités mathématiques essentielles. Ainsi sont perçues
les propriétés harmonieuses du monde des nombres et

(r) Il va MMdire que tes tendances que nom ctKr<:hoM à oppo-
ser coexistent toujours, à quetque degré, dans les périodes de
grande activité mathématique, non !eu'en]ent chez des savants
d'écoles différentes, mais souvent chez un même individu. Lors
donc que nous ditiingaon$ ces texd.tntes dans ie ~N~, nous vou'
)ons simplementdire que tette ou telle d'entre eUes est prépoodt'-
rante t un moment donne et caractérise t'id~t scientifique d'une
Epoque.
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du monde des figures, celtes aussi des grandeurs mesu-
rabies, chez lesquelless'opère la synthèse de h quantité
et de la figure, la réunion de l'arithmétique et de la
géométrie.

Avec la diffusion de l'algèbre,cependant, une révolu-
tion s'accomplit. De contemplative qu'elle était. la
science se tait constructrice.Il en résulte une méthode

et un point de vue entièrement nouveaux.
Composer, à partir d'éléments simples, des assem*

blages de plus en plus complexes et bâtir ainsi de toutes
pièces, p~r sa propre industrie, t'édince de la science,
telle apparat désormais la tache du mathématicien. La
facultécréatricedu savant se trouve à tel point exattée.
dans cette périodenouvelle, que, de moyen qu'ette était,
elle se transforme bientôt en bat. Laissant aux pra-

( ticiensle soin d'interpréter et d'utiliser ses théories, le

mathématicien de l'école algébriste attache moins de `

prix aux théories construites et aux rétuhatsacquis qu'~
la méthode par laquelle il y parvient. Son but principal
n'est pas de connaître des faits nouveaux, mais d'ac-
crohre sa puissance créatrice et ses ressources de cons-
tructeur en perfectionnant de plus en plus ses procédés.

Cependant, les progrés mêmes de la mathématique
algébriquene pouvait manquer de faire surgir certaines
difncuttés et d'amener une réaction. Avant même que
cette nmhénMtique eût achevé de développer ses me'
tttodes et d'a~eoir sur des bases logiques rigoureuses
t'édince de la science 'ce qui tut, en gros. t'eeuvre de la

première moitié de Xtx* siècle" un léger malaise, puis
des tendances nouvelles se manifestèrent, dont nous
avons cherché tout a l'heure & déterminerles causes.

En creusant la conception a'gébriste des mathéma-
tiques, en pénétrant aussi avant que possible dans son
principe, nous étions arrivés à la formule suivante la
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Mathématiqae idéale se réduirait à une synthèse atgé-
brico-iogique,cette synthèse se faisant suivant les règles
du jeu, lesquelles sont arbitraires. Or, a ectt-2 formule,
pour diverses Misons indiquées plus haut, les tnathé'
maticiens de la 6n du xn* siècle ne pouvaient plus
souscrire.

Il est bien évident tout d'abord que le mathématicien
ne saurait construiredans le vide. Il importe que ses
théories soient applicables à lagéométrie et à la physique.
Or, les besoins de ces sciences obligent le savant à étu-
dier des tehtions mathématiquesqui ne se réduisent pas
à des combinaisonsalgébriques.H y a plus. A l'intérieur
même de F < Analyse mathématique e, nous ne pou-
vons réaliserdes progrès et aller au fond des notions que
nous étudionsqu'en nous échappant plus on moins du
cadre de l'algèbre. Ajoutonsque pour justifier et hiérar-
chiser les théories, pour discuter les hypothèses sur
lesquelles elles sont ondées, pour les perfectionneret les
enrichir, nous devons nécessairementfaire entrer en jeu
d'autres opérations de l'esprit que ta pure et simple
combinaison logique.

Nous nous y trouvons d'autant plus obligés que notre
faculté de combinaison triomphe davantage. Sentant,
en entt, la possibitité de construire des sciences fictives
in6niment variées reposant sur des dénnitions et des
postulats arbitraires, nouy nous trouvons paralysés,par
l'excès même de notre puissance. Nous comprenons
qu'un choix est nécessaire entre les innombrables cons-
tructions que nous pouvons réviser. Et ainsi des deux
parties dont se compose ordinairement t'ocuvre du ma-
thématicien sélectiondes idées et démonstration, –
la première prend de nouveau une importance prépon"
dérente par rapport à la seconde.

Telles sont les remarques auxquelles aboutit l'étude
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que nous avons faite dans les pages précédentes. Mais,
de ces remarques, nous n'avons. tiré jusqu'ici qu'une
conclusionnégative elles nous ont montré que ta con-
ception synthétistedes Mathématiquesdevait être aban-
donnée. Pour savoir si cette conception a été remplacée

par une autre, si de nouvelles idées directrices, de nou-
veaux principes de recherches se sont développésdans
l'esprit des 'avants, il nous faut examiner de plus près
la physionomieactuelle de la science mathématique.

Ce qui nous frappe tout d'abord lorsque nous com-
parons la Mathématique de notre temps à celle des
époques antérieures, c'est l'extraordinaire diversité et
l'aspect imprévu des voies et des détours où cettescience
s'est engagée, c'est le désordre apparent dans lequel ette
exécute ses marcheset contre-marches, ce sont ses ma-
nœuvres et changements de front continuels. La belle

unité qu'Euclide avait donnée à la géométrie et que
Descartes voulait conférer à t'atgebre paraît irrémédia-
blement perdue. Et ce que l'observateur du mouvement
scientifiqueest aujourd'huile plus tenté d'admirer dans

l'oeuvred'un mathématicien, ce n'est ni l'harmonie des

résultats, ni la sûreté et la simplicité de la méthode.

maisplutôt l'ingéniosité,la souplesse, que l'auteur doit

a tout instant déployer pour atteindre ses fins.
Considérons par exempte la théorie des équations

algébriques de degré n

(t) o, t- <x" + -r <M -t- a. == o.

Le problème fondamental que posent ces équations

est celui qui a trait à leur résolution. Or on sait qu'M
début de la période moderne ce probtcme se trouvait

engagédans une impasse.Tous les efforts faits par tes
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algébristes pour résoudre les équations de degré snpé-
rieur à 4avaient piteusement échoue. Insuccès dont on
pouvait s'étonner lorsqu'on croyait à la toute puissance
de l'algèbre, mais que les modernes expliquent facile-
ment. Qu'est-ce en effet que résoudre.une équation
au sens de ratgèbre élémentaire?C'est, par définition,
trouver l'expressionalgébrique des racines en fonction
des coetncients de l'équation. Or est-il certain que l'on
puisse effectuer sur les coefficientsd'une équation quel-
conque une combinaison d'opérations a!gébriques qui
fournissetes racines de l'équation (t)? A priori il n'y a
évidemmentaucune raison pour qu'il en soit ainsi, et
de ce qu'une chance heureuse se présente pour les équa-
tions des quatre premiers degrés, nous ne saurions con-
clure que cette chancenous favorisera jusqu'aubout. Et,
de fait, la proposition suivante, pressentie pnr Gauss, a
été démontrée en toute rigueur par le mathématicien
norvégien Abel (2) L'équation générate du cinquième
degré

a,x' + «t~' + <M' -t- <~ -)- <?<.i.- -<!“== o~
<'

étant donnée, il n'e'.t pas possible d'exprimer les racines
de cette équation en fonction ~ébrique des coefneients.

Cette propositiond'Abel tranchait dénnitivement une
question longtemps débattue. A-t-elle clos, cependant,
comme on aurait pu s'y attendre, le chapitre de la science
qui traite de la résotutioa des équations?Ce fut lecon-

(1) C'est ce que fait observer Leibniz & son ~mi TMhifnhMS,
qui faisait des effortsd<!t4p<réspour traw/o~w)~ ëqtMtions géné-
tales du cinquiême et du sixième degré en <<}mtiom susceptibles t
~'ttft résolues

(!) D~nHtMttMA f~~)'Mf</ ./< /< n-oh<<)'M O~~M~
'')M<«MM~M« ~tt/OMtXt /<~tM~t~M~ </<y~(<8!6) [Qi'Mf. <<W,
M. Sytow-Lit,t. p. 66\
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traire qui arriva. A peine la proposition en question
éMU'eHe établie que la théorie des équations, grâce aux
travaux d'Evariste Galois (!) et d'Abel lui-même, re'
bondissaitdans des directions nouvelleset prenait une
importance ptus grande que jamais. !t avait suffi, pour
lui imprimercet élan, de modifier t'énonce du problème
posé, et d'attaquerde biais la difficulté que l'on ne pou-
vait aborder de front. Au lieu de chercher une expres.
sion algébrique des racines des équations, on s'efforça
d'isoler certaines familles ou classes d'équations telles

que les racines des équationsd'une même classe s'expri-

ment par des formules atgébriques en fonction les unes
des autres ainsi toutes les équations d'une classe se-
raient – si l'on en résolvait une résolues en même

temps, fait d'où le mathématicientire des conséquences
plus intéressantes et p!us utiles que celles auxquelles
pourrait conduire le calcul effectifdes valeurs des racines.
Adoptant un point de vue un peu dinérent, on peut
également se demander quels sont les nombres qu'il
faudrait adjoindre aux nombres « ordinaires a (nombres
rationnels et nombres calculablespar radicaux) pour que
les racines de t'équation puissent être exprimées, par
des formules algébriques, au moyen des nombres ordi-
naires et nombres o<o<n~. De la forme, assez imprévue,
ainsi donnée au problèmedes équations,nait une théorie

extrêmementféconde.

f<)Le mémoire fondamental de Galois ~n:on vh));tans en t<~)

ne fut pubtM qu'cn )8.t6 fans te /ff<r'f<fy de /.?<«'*? M~nM.ie

sur les conditions de t<bO<Mt)i!M des e<]Mtion! par radicaux Les

voies qui conduisaient aux découverte!de Galois avaient été pfep~-

parées par Lagrange, Abel, Cauchy. Ces découvertesfurent con!
nuée! d'autre part par les travaux d'Hermite, Jordan, Klein et de

nombreuxautres :)t).))y$tes. CI. M. Winter, la M«M< dans la M'-
~f<~M des JKa<MnM<f~M«,p. '46 et suiv.

1
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L'étude du problème de t'int~gration nous suggère
des remarq ues sem biabtes.

On sait que Je calcul des intégrales définies

/*<
y = t t~ + +<. = f -y-–––"'11" 0 1' Rn~~i -P~ ap

~o Jo ~<'n<" .+<
portant sur la racine c.H'fée d'un polynome en x, ne
peut être etteetué en algèbreétémenMire que si les poty-

nomes sont de degré t ou 2 (n égal à t ou A 2;. Si H est
plus grand que a, ce calcul devient aussi impossible que
l'est la résolution d'une équation algébrique du cin-
~uié<ne degré. Ayant reconnu cette impossibilité, va't-
on renoncer étudier plus longtemps les intégralesy et

dans lesquelles K a la valeur ? Nullement, car on dé-

couvre une voie détournée qui permet de pénétrer au
cceur de leurs propriétés. Lorsque est égal t'intégrate

r'=-– ~L_Jo~+~t~+"~<
x est inver.<ment une certaine fonction de .(, que j'ap-
pettep Or on constateque cette fonction est tacite A

construire et jouit de propriétés extrêmement remar-
quables. Elle appartient à la ~mitte des « fonctionsellip-
tiques", qui est apparentéea cette des fonctions trigo-
nométriques, mais est beaucoup plus générale. Dès tors,
ptusdediMeutté-~Au lieu de s'attaquer directement à
l'intégralequi donne la vateur de on l'étudiera indirec'
tement en analysant les propriétés de la fonction~

On constate d'autre part, que t'intégrate dcnnic

.<== /< + -+-< -)-«<)<
J"
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se trouve être une fonction (fonction elliptique) de

qui peut être regardée comme connue lorsqu'on cpn-
na:<~(.(); ptjs génémiement. ta théorie des < fonctions
elliptiques a permet d'étudier les intégrales de toutes
les fonctionsde x qui sont des expressions rationnelles

p~r rapport à x et à la racine carrée d'un polynôme en x
du troisièmeou du quatrièmedegré (i).

Lorsque, dans les intégrales y et ei-dessus, le de-
Rré M est supérieur A la méthode des fonctions ettip'
tiques nous refuse s's services. Nous nous trouvons
avoir dopasse les limites de son champ d'action. Qu'à
ceb ne tienne; nous prendrons une autre route, plus
détournée encore. Nous ramènerons l'étude des inté-
grâtes )' et non plus à la considération d'une fonction
d'une variaMe~),maisat'étude simultanée de plu-
sieurs fonctions de plusieurs variables, fonctions d'un

type remarquabledites/?w/<tW.rsM~M~.
Si maintenant, laissant le chapitre des intégrâtesdéf:'

nies, nous passons à celui des équations différentielles
t'un des plus importants de l'Analyse moderne nous
verrons se multiplier et se diversifier de plus en plus les

méthodes de recherche.
On a étudié avec succès certains types d'équations dif-

férentielies, appartenant à la famille des équations li-

néaires, mais on est dans cet ordre d'idées, parvenu, à

un point au-delà duquel il semble que l'on ne puisse

plus progresser. Que fait-on? On va chercher dans une
partie des mathématiques fort étoipnée des équations
diftérentiettesun nouvel instrument de calcul la <bn;-

(.) Intégrales de )it force
~*R

(x, M)~, où R e.t une foo~t!~
0

rationnelle des deux quantités x et M et où M
=/Fiï). P cun'

polynome en x du ou 4V degré. t
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tion a<<~M<M<fw<Mf OM~/MK~MW(')~ dont la dé-
finition repose sur la théorie des groupes de subs-
titutions, et qui généralise une fonction particulière
rencontrée dans un problème relatif aux fonctions
elliptiques.

Dans ta théorie des équations différentielles non-li-
néaires, des dinieuttés plus grandes encore paraissent
rendre tout progrès impossible; car si l'on met à part un
petit nombre d'équations immédiatementintégrables, on

n'aperçoit chez les autres aucune propriété qui appar-
tienne à ua type connu. Mais, dans cette <bret vierge,
voici qu'une piste se présente inopinément. On constate
qu'il y a une étroite corrélation entre les divers carac-
tères spécifiquesdes équations différentielles et la nature
de leurs points singuliers. De cette idée M. Pain!evé tire h

le principe d'une classification des équations din*éren-/

dettes qui te conduità de remarquables découvertes.

Ces exemples, choisis entre beaucoup d'autres, seront
sans doute suffisants pour faire ressortir ta variété des
points de vue qui caractérisent ta Mathématiquecontem-
poraine. Plus nous regarderons celle-ci, plus nous se-
rons frappésde l'abondance des ressourcesdont elle dis-

pose. Mais nous constaterons en même temps que cette
richesse a pour conséquence un certain manqued'ordre
et de cohérence. Les théories semblent mat délimitéeset
proportionnées elles s'entre-croisent, chevauchent les

unes sur les autres; eHes sont introduites ex o~'H~c

sans raison apparente, puis abandonnées, puis reprises

(<) L'existence de ces fonctions fut demonttëe par Heor: Poincaré

en )?8t. -– Poinetr~étudia dans une série de mémoires, les pro-
prietts dont elles jouissent et )t! cp)~:c.tt!a~! <;n'0f) en pee! f:)ite à
l'étude des e~MtioM dNereMieitet Uue.tifM.
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sans que l'on saisisse les principe); qui président à leur
formationet à leur enchaînement.

De là résulte, d'une part, que le pla.i de l'édiSce ma-
thématique n'apparalt pas clairement. D'autre part les
règles qui régissent le travail de recherches, les méthodes
qui permettent a i& science de se développer,semblent
être de plus contingente~ et incertaines.

C'est ici le lieu de rappeler les rénexions, bien sou-
vent citées, qu'inspirait à Galois, vers 18~0 (t). l'expé-
rience de sa brève et brillante carrière mathématique

« De toutes les connaissances, on sait que l'analyse pure

est la plus immatérielle, le plus éminemment logique,
la seule qui n'emprunte rien aux manifestations des

sens. Beaucoup en concluent qu'elle est, dans son en.
semble, la plus méthodique et la mieux ordonnée. Mais
c'esterreur. Tout cela étonnera fort les gens du monde,
qui, en générât, ont pris le mot Mathématiquepour sy-
nonyme de régulier. Toutefois, là comme ailleurs. la

science est t'œuvre de l'esprit humain, qui est plutôt
destiné à étudier qu'à connaître, à chercher qu'à trouver
la vérué. En effet on conçoit qu'un esprit qui aurait
puissancepour percevoir d'un seul coup l'ensemble des
vérités mathématiques. pourrait les déduire régutiere-
ment et comme machinalement de quelques principes
combinés par des méthodes uniformes. Mais il n'en
est pas ainsi; si la tache du s.vant est plus pénibie, et
partant plus belle, la marche de la science est n:oins
réguttère la science progressé par une ~érie de combi-
naisons où le hasard ne joue pas le moindre rôle; sa vie

est brute et ressembleà celle des minéraux qui croissent

par juxtaposition. Cela s'applique non seulement à la

(i) .W<tMutt:)'fft et/«/<< <M<M<h<~M<'«. publiés par J. 't'.tttn':);
~M~h'M des &«M~ mf<M<tMt)< )')"< )'. ~)~-6o.
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science telle qu'elle résulte des travaux d'une série de
savants, mais aussi aux recherches particulièresà chacun
d'eux. En vain les analystes voudraient-ils se le dissi-
muler Us ne déduisent pas, ils combinent, ils compa-
rent quand ils arrivent à la vérité, c'est en heurtantde
coté et d'autre qu'ils y sont tombés ?.
~L<t méthodede recherche que décnt ici Galois, c'e~'t,

on le voit, la méthode expérimentale. Pour triompher
des obstacles qui barrent la route de la logique, l'analyste
a recours, en somme, aux procédés et aux artifices du
physicienou du naturaliste.

Si le mathématuiense trouve ainsi obligé de tâtonner
et d'user d'expédientsvariéspour conduire ses recherches,
du moins sait-il avec toute la précision désirable ce qu'il
cherche et ce qu'il veut faire ?

La conceptionsynthétistede la science devait – nous
l'avons vu conduire à cette idée que les théories ma-
thématiques peuvent être construites arbitrairement,
pourvu qu'elles obétssent à certaines règles formelles et
conventionnelles.Usant de sa hberté, le mathématiden
a naturellement commencé par étudier les théories la-
cites, c'est-à-dire celles auxquelles le langage de t'at-
gèbre s'adaptait exactement. Mais, puisque ces théories
ne nous suffisent pas, comment nous y prendrons-nous
et dans quel sens nous dirigerons-nous pour les dé-
passer ?

On dira peut-être que le mathématicien sera guidé
dans sa marche par la préoccupation d'aboutirà des ré-
sultats intéressantset téconds. En mathématique comme
en physique,c'est le succès qui justifiera la recherche et
qui la déterminera à la façon d'une cause finale. Mats
qu'est-ceau juste que le succès Car il est clair que si
nous restons dans le domaitx: de l'Analyse pure, le sue*
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cès ne peut plus se manifester comme en physique par
une plus ou moins grande conformité de la théorie avec
les données de l'expérience.

En fait, le mathématicien ne connait aucun principe,

aucun critère objectif qui lui permette de décider si

une théorie vaut ou non la peine qu'il dépense pour a
construire. Force lui est, pour diriger son activité, de

s'en rapporter à son flair, de s'abandonner à son inspi-
ration espérant qu'elle lui suggérera des aperçus nou-
veaux. « Ce qu'il taut – écrit Emi)e Borel (t) sans
pouvoir préciser davantage c'est une idée heureuse,
c'est l'introduction de telle notion qui permettra de

grouper des faits connus et~ensuite d'en découvrir de

nouveaux. L'invention proprement dite, l'invention 1

vraiment féconde consiste, en mathématiques comme
dans les autres sciences, dans la découverted'un point de

vue nouveau pour classer et interpréter les faits, e
t

On voit que la tache du mathématicien est loin d'être

clairement tracée et l'on comprend l'embarras ou l'in-

venteur, fréquemment, parait se trouver. Si les obser-
vations que nous avons présentéessont justes, on pour-
rait chercher à expliquer cet embarras par deux causes
dinérentes.etàpremière vue opposées. Le mathématicien
moderne est pris au dépourvu parce qu'il dispose d'une

puissance créatrice trop étendue pouvant construire

une infinité de théories, pouvant s'orienter dans une
infinité de directions, il ne sait laquelle choisir. Mais il

est embarrassé également parce que les notions et les

propriétés qu'il étudie résistent à ses efforts, ne se plient

qu'imparfaitementà sa volonté; on sent que ses notions

( ) ) Logique et intuitionen Mathématiques. &t'M<' t'f AM~
mai '907. P. 28'.
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ne sont pas entièrement son <ait il ne peut plus,comme
l'algébriste du xvuf siècle, regarder la science comme
étant le résultat pur et simple de ses constructions.

Cette dernière remarquemet en lumièreun caractère
général, un trait nettement accusé det'œuvre mathéma-
tique contemporaine, qui fixe bien la physionomie de
cette oeuvre par rapport aux spéculations des anciens
géomètreset des algébristes.

Entre la conception grecquedes Mathématiqueset ta
conception contraire des atgébnstes synthétistes il y
avait, remarquons- le, une ressemblance.L'uneetl'autre
supposent une sorte d'harmonie préétablie entre le but
et la méthode de la science mathématique, entre les
objets que poursuitcette science et les procédésqui lui
permettent d'atteindre ces objets.

Ainsi, dans la géométrieeuclidienne,–c'estan point
sur lequel nous avons insisté (t) – les mêmes pro-
priétés qui sont recherchées en tant que fins comme
belles et harmonieuses,jouent également le rôle d'inter-
médiaires conduisant à des propriétés plus lointaines;
tout théorème est à la fois un objet et un instrument de
recherche.

Pareillement,dans la science algébrique parfaite, les
objets étudiés, étant uniquement des composés on des
assemblagesd'éléments, ne contiennent ni plus ni moins
que les éléments eux-mêmes, et la fin que l'on poursuit
se trouve par conséquent déterminée par les moyens
que l'on met en œuvre. – Ainsi, par exemple, après
avoir étudiéalgébriquementles courbesdu second degré
(ou sections coniques). Descartes nous invite à nous
élever progressivementà des courbes de plus en ptus
< composées (de degré de plus en plus élevé). Le

(') Voir plus htM, chopiM premier.
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problèmeainsi posé est mouté sur la forme danstaquet'e
s'opère la compositionalgébrique. On se propose d'étu-
dier. entre toutes les courbes, celles qui correspondent

à des équations polynomales et on les envisage dans

l'ordre même suivant lequel les équations correspon-
dantesprocèdent les unes desautres. –Sembtabiement.
lorsque l'on définit la fonction analytique transcen-
dante comme ht somme d'une série convergente,on vhe

à constituer une théorie où objet et instrument de

démonstration se tondront l'un dans t'autre, puisque

t'on donne comme but au calcul des séries l'étude des

propriétés mêmes de ces expressions.
Si nous nous tournons maintenant vers la science

contemporaine, que voyons-nous ? L'harmonie dont

nous venons de parler a presque complètement dis-

paru. Lorsqu'on nous propose un problème, il nous est

impossible de prévoir quels sont les procédés le plus

souvent très indirects qui permettront de le résoudre.

Inversement, quelque rompu qu'il soit au mécanisme de

son art, le n~thématicten ne voit pas toujours claire-

ment quels sont les problèmes auxquels il doit appliquer

cet art. De là vient qu'aujourd'hui ce n'est pas nécesMi-

rement le même homme qui est, en mathématiques, un
inventeur original et un habile technicien; les quatitcs

qui font de l'un un novateur perspicace, apte à la décou-

verte, et de l'autre un maitre de la démonstration, ont
cessé, semble-t-il, d'être les mêmes.

En d'autres termes, un dualismese manifeste au sein

des Mathématiquespures. L'appareil démonstratif,d'une

part, doit satisfaire à certaines conditions déterminées,

et il possède certains caractèrespropres, qui sont ceux-
mémes que nous avons mis en lumière dans les deux <

chapitres précédents (car, en ce qui concerne la démons-

tratioa, rien n'a été changépar lesgéoéMtiommodernes
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à l'idéal de l'école algébriste et synthéthiste). Mais.
d'autre paît, les taits dont la Mathématique poursuit
aujourd'hui l'étude paraissent dépendre de conditions
autres que celles de la démonstration. Non seulement
ces &its ne résultent pas des combinaisons aigë- 1

briques, mais ou dirait qu'ils sont, eu quelque ma-
niére, r~tractairesà l'algèbre et ne se iatssent <}u impar-
hmemeat entermer dans les tormuies de celle-ci. Les
propres réalisés par t'Analyse sembieut ne pouvoir être
acquis qu'au prix d uoe lutte dunt ia tnarehe est incer-
taine et l'issue toujours douteuse.

ÏÏ L'objectivité des faite mathématique*.

Pour expliquer le caractère et les tendances des
MathëUMUquescontcmpuratues, nom avons été amettest eotpioyer certafue~ expre~totis, duot aou;. nous étions
dejà servis lorsque nous cuM&tden~)tsles Alatheuumjues
grecques, mais qu'eti ~tuutam iapenouc ajgebnquc de
la scieur, noui. avions le plus po~tbte evaeeii. ~ous
avuus parlé detM<tOtMOUt<M~MM~«~,de/af~
NM~M«~«fj. itxpreMioos cuntfhoJe&, uMis ambi~uc~.
Ne doit-on leur attribuer qu'un? valeur métaphorique,
uu peut-ou, au <.outratre,en SM pta~aut au puint de vue
de la science actuelte, leur douuet une Mgntttcauon
preose et pusitive ?

Qttut que t oa pense de cette quciinon, il est ua poiut
qui, eu h<ut cas, Hous par; h acquis. Cest que, s')ty y a
sousiesturtMUie:,et les déductions matbemanques des
nouons ob~eenves, ces uotious ne Sont pai. u on~tMc
empirique. Un remarquera que nou~ o avuns ta~aucuue
!Htut)ou, daus le cours de cet ouvrage, aux doctrines
qui, punr u~ mouis et avec des argumeuts utvem, out
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cherché à fonder le système des Mathématiquessur des
données expérimenttttes. C'est qu'en effet, si ces doc-
trines ont joué un rôle capital dans le développement
des idées philosophiques, elles ne paraissent pas avoir
influencéd'une manière appréciable la pensée des mathé-
maticiens. Les tondateurs de la science grecque étaient t
aussi éteignes que possible de l'empirisme. Descartes, J

Leiniz,y étaientégalement opposés.Les purs atgëbnstes,
d'autre part, devaient, s'Us restaientfidèles aux principes
de leur art, se désintéressefde la nature des éléments
qu'itscombinaientten sortequ'ils n'avaient pasaprendre
parti entre l'empirisme et les doctrines contraires.
Lorsqu'enfin, vers la fin du xa* siècle, certains mathé-
maticiens à tendances philosophiques cherchèrent à
traiter d'un point de vue scientifiquerigoureux la ques*
tion de l'origine des notions mathématiques, ce fut

pour réfuter déSnitivementsemb)e-t-i!– !a doctrine
des empiristes.

Nous n'avons pas besoin de reproduire ici les argu-
ments que l'on a fait valoir contre cette doctrine, argu-
ments auxquels les mathématiciensde notre temps ont
presque unanimementadhéré. On les trouvera exposés

notamment dans tes ouvrages philosophiques d'Henri
Poincaré. Nous considérerons donc comme admis que
les notions mathématiques ne sont pas empruntées au
monde sensibte où elles ne s? trouvent jamais qu'im-
parfaitement réalisées elles ne sont pas non plus un
produit de l'abstraction,car elles sont exemptes de tous
les caractères sensiblesdont est formée notre perception
des objets réels; enfin les propositions des mathéma-
tiques ne sauraientêtre regardées comme objectives au

sens empirique du mot, car aucune expérience physique

ne pourra jamais démontrer la vérité ou la fausseté de

leurs postulats.
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Sans doute ne faut-il pas conc!ure de là que notre

science mathématique soit indépendantede l'expérience.
D'après Henri Poincaré, au contraire, la piupart de nos
théories seraient, en dernière analyse, déterminées par
des considérations d'origine expérimentate. Mais ce
n'est pas en raison d'une nécessité fondamentale,
:'cst uniquement pour des motifs accidentels qu'il
en est ainsi. Afin d'obtenir une Mathématique qui
soit appticabie à l'étude de la physique et qui soit
d'accord, d'autre part, avec les conditions ordinairesde
h connaissancehumaine, nous devons, entre une inn-
nité de systèmesde postulats théoriquement possibles,
choisir ceux-ci et non pas ceux-ht, et notre choix est
guidé par l'expérience de nos sens mais ce n'est pas ce
choix qui saurait conférer aux posrulats et aux notions
de notre science un caractère'd'objectivité.

On voit comment, de cette théorie de la science, cer-
tains penseurs ont pu glisser vers la doctrine néo-
nominatistequ'a dJvetoppée, il y a vingt ans, dans une i
s<!ric d'articles remarquables,M. Edouard Le Roy ()).
M. Le Roy s'est défendu d'être nominaliste,et ccttequa-
tincation ne convient pas, en effet, à sa philosophie;
niais il ne saurait s'étonner qu'on t'ait appliquée à sa
conception des sciences mathématiques et physiques.
Suivant une formule de Le Roy qu'a longuement discu-
tée Henri Poincaré(2), /<*J<!MM<</< « Les taitsdit-
il ailleurs (;), sont taittés par l'esprit dans la matière
amorphe du Donné La (~) science~a~M~M/~J n'a pas

(t; Henri PoinMr'! s'est prononcé, quant à lui, en terntM Mttgo-
tiques contre la doctrine n<o-nomina)iste.

jï) &MMf< << /'A//<tf(yM< !)pttd ~M< .V~t~, t8~ et
'900.

()) ~«w Af~~yM' tS~. p. ;t7.t4)/ p. ;;t).
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pourobjetd'atteindreje ne sais q uellenécessité extérieure
qui se cachenit toute constituée dans le réet sa mission

est de fabriquer la vérité même qu'elle recherche En

ce qui concerne, spécialement. !e hit mathématique, il

est (T) une « résultante inévitable des postulats antérieu-
rement admis dans le discours il revêt une apparence
d'extériorité quand les postulats qui le déterminent ne
ne sont pas explicitement dégagés Ce qu'il y a au
fond d'un fait mathémat'quetc'est l'activitérégulière de
l'esprit autant que celui-ci travaille à l'établissement du
discours ».

Prise a ta lettre, cette thèse serait, sous une forme
particulièrement explicite et catégorique, celle même
qui résulte de la conception atgcbrico synthétique de !a

science à laquelle nous nous sommes attachés plus haut.
Il n'y a dans les raisonnements de~ savants, il n'y a
dans les faits sur lesquels portent ces raisonnements,
qu'une combinaison artificielled'éléments façonnés par
notre esprit. a science est entièrement t'ouvre de
l'homme, ce qui permet de donner de la genèse des
théories une explication pragmatique beaucoup plus
absolue que celle dont Henri Po:ncaré s'était fait l'inter-
prète. Le fait scientifique écrit M. Le Roy (2)–
« n'est pas la réatite tetie qu'c!!eappara!tra!tâune intui-
tion immédiate, mais une adaptation du réel aux intérêts
de la pratique et aux exigences de la vie sociale n.

Doctrine parhitement cohérente, et d'oit t'rn tire une
définition très nette de la science dont se contenteront
de nombreux savants. Mais le sort ~e cette doctrine est
lié, si nous ne nous tromponspas, à celui des conceptions

et des vues scientifiquesdont nous avons, 'ians un pré-

(t) ~<M«~ AM~A~fM, tqOO, p. 4!.
(a) Art. cit., ~fM <<<AM<y<~<M, t899, p. ;79.
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cèdent chapitre, constaté l'insuffisance. Les raisons qui

nous ont fait renoncer plus haut à considérer la Mathé-
matiquecomme un vaste système at~ébrico logique doi-

vent également nousempêcher d'y voir une construction
conventionnelle, une simple créationde l'esprit humain.
La doctrinenominatiste ne sauraitexp'iquerni le carac-
tère indéterminé, la nature insondable des notions
mathématiques, ni l'impression d'inachèvement, d'im-
puissance à atteindre teui but que nous donnent les
théories, ni plus généralement, le défaut d'harmonie,
l'opposition que nous avons relevée entre l'objet des
recherches du mathématicien et les méthodes dont il

fait usage.
I) est vrai que, sinon précisément le nominalisme,du

moins Ja doctrine pragmatiste, fournit une explication
facile du rôle capital que joue le fAc~ dans l'édification
des théories mathématiques; c'est,dira-t-on,gra':eà une
série de choix successifs entre plusieurs constructions
possiblesquenous obtiendrons une science adaptée anos
besoins pratiques. Mais, si l'on se reporte à ce que nous
avons dit plus haut des conditionsdans lesquelless'exerce

choix du mathématicien, on constate que cette expli-
cation ne saurait suffire dans tous les cas. Le choix inter-
vient, nonseutementdanstadéterminationdes définitions

et des postulats, mais aussi, et surtout, dans les théories
les plus dérivées et les plus élevées des Mathémat'ques
(qui sont celles où la route à suivre est la plus incer-
taine). Or, si l'on peut penser que les postulats – celui
d'Eudide par exemple sont choisis dans t'intention
de constituer une science commode et pratique, on ne
saurait soutenir la même thèse à propos de théories qui
n'auront peut-ctre jamais aucune relation avec les faits
expérimentaux. It n'est pas de mathématicien qui ne
soit fermement convaincu qu'une théorie abstraite a
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une valeur par elle-même. en dehors des applications
auxquelles elle peut donner lieu. Comment, dès lors,
(aire dépendre cette valeur, et la discriminationqui nous
permet de l'apercevoir, de considérationsutilitaires ?

Si, d'ailleurs, la Mathématique s'adapte à peu près

exactement aux conditions expérimentâtes, ce n'est
point en vertu de ses propriétés intrinsèques, mais par

suite de circonstancescontingentes, ï! se trouve qu'une
science relativement simple permet d'expliquer les phé-
nomènes de la nature. C'est là une chance heureusequi
aurait pu fort bien ne pas se présenter. C'est ainsi que,
si le système solaire, au lieu d'être isolé, se trouvait
voisin d'étoiles grosseset nombreuses, dont l'attraction

sur notre monde viendrait s'ajouter à celle da soleil,
l'étude du mouvement de la terre au moyen des équa-
tionsde la mécanique rationnelle deviendrait pratique-
ment impossible.

Aussi bien, lorsqu'ils soutiennent que notre science

est <* commodeIl et <t adaptée à nos besoins ce n'est
point peut-être l'accord de cette science avec l'expé-
rience que les pragmatistes nominalistesont principale-

ment en vue, mais plutôt le fait qu'elle est conformeà

la nature de notre esprit et bien adaptée aux conditions
dans lesquelles s'exerce notre activité intellectuelle.

En « cas, la thèse pragmatiste nous parait-on dé-
mentie par les conclusionsauxquellesnous sommes par-

venus plus haut. Nous reconnaissonsque le mathéma-
ticien vise à constituer une science qui soit, au sens
indiqué, aussi a commode e que possible mais nous
constatons également qu'il n'y parvient pas, ou, plus

exactement, que, malgré sa puissance et sa richesse, la

mathématique commode ne saurait nous suffire. La

méthode mathématique la mieux adaptée à nos besoins

intellectuels est en effet, sans nul doute, celle de t'Al-
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gèbre. Or il y a, croyons-nous, antinomieentre les exi-

gences de cette méthode et certaines spéculations qui
s'imposent à l'esprit du mathématicien.

Ainsi nous sommes amenés à attacherune importance
de plusen plus grande ce connit, intérieurà la science
mathématique, que nous avons cherché plus haut à
mettre en évidence, -– conflit que les mathématiciens
professionnels auront peut-être quelque peine à expli-

quer, mais dont ils ont, en maintes occasions, un sen-
timent très net et très vif.

Or, circonstance remarquable, si au Heu de nous
attacher aux vues de M. Le Roy sur les théories mathé-
matiques, nous envisageons l'ensemble de sa doctrine,

nous y trouvons l'indication d'un conflit analogue.
M. Le Roy admet, lui aussi, que

l'ésprit humain
n'agit pas librement, mais qu'il est contraint dans ses
créations, qu'il est obligé de tenir compte de nécessités
qui lui sont étrangères. 11 pense, comme nous, qu'il y
a un désaccord irréductibleentre la matière et l'instm-
ment de notre connaissance. Mais M. Le Roy place au-
trement que nous la coupure qui divise le domaine de
la connaissance discursive de celui des données objec-
tives. Pour M. Le Roy, la science toute entière appar-
tient aa premierdomaine, et le philosopheseul a le pri-
vilège d'entrer en contact avec la réalité, avec le donné
primitif. Sans doute « il y a dans les faits un résidu
mystérieux d'objectivité( t) Sans doute, si la connais-

sancehumaine est par un certain côté a construction
elle est, par un autre, découpage, < morcelage d'une
matière étrangère. Mais la science, occupéeseulement
du morcelagecaractéristiquede son point de vue e, ne
considèrepas cette matière. C'est à la critique philoso-

()) An. dt., &fM <~ ~Mo~t~M, tg~, p. !<8.
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phique qu'il appartient de la dégager. Or, lorsque nous
observons de près les conditions dans lesquelles tra-
vaillent les mathématiciens modernes, nous sommes
conduits, semb!e-t-i), à une conclusion différente. t:n
effet, cette lutte de l'esprit avec une matière rebel'e,

que décrit M. Le Roy apre~ M. Bergson, elle se mani-
teste, non seulement dans l'exercice de la connaissance
philosophique, mais au sein même des mathématiques

pures. 11 en est de la distinction posée par M. Le Roy

commede la séparation que l'opinion commune en
simplifiant outre-mesure l'idée de Pascal – a coutume
d'établir entre l'esprit de finesse et l'esprit géométrique.
La séparation existe incontestablement, mais elle n'est

pas entre la sciencemathématique et un autre domaine;
elle est entre deux aspects de notre pensée qui se ren-
contrent dans presque tous nos actes intellectuels;en
mathématiques déjà, comme on l'a bien souvent fait

observer, l'esprit de finesse joue un rûte considérable.
Semblablement,certains mathématiciens ne pensent pas
qu'il y ait entre la pensée mathématique et la pensée vi-

vante ou philosophique une différence aussi radicale que

ne l'ont dit M. Bergsonou certains disciples de M. Berg'

son. C'est en ce sens qu'il faut interpréter les doutes ou
malentendus qu'a fait naitre dans l'esprit de certains ana-

(
lystes, la théorie de la science proposéepar l' « jEw/ff*~«'(t)".

s
Pour approfondir les notions mathématiques, comme

pour étudier les problèmes de la vie, il faut que l'esprit

« se violente il faut qu'il fasse, bon gré mal gré, en- j
trer dans un moule, qui n'est pas fait pour la recevoir,

(t) Cf. E. Bore). L'tvotutioode l'intelligence géométrique, itpu.)

A'<M« de AMo~y~tM, t~oy, p. 747 et suiv. Discussion XftM

<<<~<M, 1908. p. 28 et P..246.
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une réalité réfractaire. Afin de rendre compte de cette
résistanceopposée par la matière mathématique à la vo*
ionté du savant, nous sommes obligés de supposer l'exis-

tence de faits MM~ma~M indépendantsde la construc-
tion scientifique, nous sommes forcés d'attribuer une
objectivitévéritableaux notions mathématiques objec.
tivité que nous appellerons /f!~<a~«< pour indiquer
qu'elle ne se confond pas avec l'objectivité relative à la
connaissance expérimenule.

Quel sens métaphysique convient- d'attribuer, en
Mathématique pure, à ce mot < objectivité ainsi
qu'aux termes f<'< m<< existence ? C'est là une
question à taqueife le mathématicien n'est pas tenu de
répondre lui-même. Il se borne à exprimer dans les
t-nnes qui lui paraissent répondre le mieux à l'état de
la science mathématique– le résultat des constatations
et des réflexions auxquelles le conduit l'exercice de cette
science.

Essayons donc de dégager, en résumant et groupant
des remarques déjA faites, les caractères mathématiques
des faits et notions étudiés par les géomètreset par les
analystes de notre époque.

Le fait mathématique est indépendant du vêtement
logique ou algébrique sous lequel nous cherchons à le
représenter en e<!et l'idée que nous en avons est plus
rich: et plus pleine que toutes les définitions que nous
en pouvons donner,que toutes les formes ou combinai-

sons de signes ou de propositions par lesquelles il nous
est possible de l'exprimer. L'expressiond'un fait mathé-
matique est arbitraire, conventionnelle. Par contre, le
fait lui-même,c'est-à-direla vérité qu'il contient, s'im-
pose à notre esprit en dehors de toute convention.
Ainsi l'on ne pourrait pas rendre comptedu développe-
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mentdes théoriesmathématiquessi t'onvoûtaitvoir dans
les formulesalgébriques et dans lescombinaisonslogiques
les objetsmêmes dont le mathématicienpoursuitt'étude.
Au contraire tous les caractères de ces théories s'ex,
pliquent aisément si l'on admet que l'algèbre et tes pro-
positions logiques ne sont que le langage dans lequel on
traduit un ensemble de notions et de faits objectifs.

Les algébristeset les logiciens ont raison de regarder
la Mathématiquecomme un système atgébrico-togique.
C'est en effet sous cette forme que se présentent les
théories jé(à acquises,et c'est sous cette forme également
qu'on s'efforce d'exprimer les taits nouveaux que l'on
veut incorporer dans la science. Prenons et démontons

une partie quelconque de l'édifice mathématique nous
n'y trouverons rien qu'un système de définitionset de
postulats, énoncés dans la langue de la logique et de
t'atgèbre et associés suivant les règles de ces deux arts.

Mais si nous cherchons discerner les raisons qui,
dans le travail de recherche, ont déterminé le choix du
mathématicien, si, faisant, autant que possible.
abstraction de la forme de l'exposition et de l'appareil
de la démonstration, nous envisageons en eux-mêmes,
comparons les uns aux autres, regardons sous toutes
leurs faces, les ré&uttats auxquels aboutissent les théo-
ries, les objets vers lesquels elles sont dirigées, nous
observons alors que les caractères les plus frappants de

ces objets, les mérites que les mathématicienssemblent
rechercheren eux, n'ont presque rien de commun avec
les qualités formelles de la théorie atgébrico'togique.

Quelles sont, en effet, les qualités auxquelles se re-
connait la beauté et la solidité d'une /&bfM Ettes ré-
sident, d'une part, dans la simplicité et la précisici
la compréhension bien déterminée des dénnitions et
des postulats,d'autre part dans l'enchainementrigoureux
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et la bonne ordonnancedes déductionset des construc-
tions.0r.nous l'avons vu,les faitsmathématiques sonten
eux-mêmes totalement indifférents à l'ordre dans lequel

on tes obtient on ne saurait,d'autre part, sans les appau'
vrir, fixer exactement leur compréhension et il serait
évidemmentdénisonnabtede faire dépendre leur valeur
d'une simplicité qui, peut-être, n'existe que par rapport
à nous et aux habitudes de notre intelligence.

H n'y a rien là qui puisse nous surprendre si nous
admettons la conception qui assimile la théorie à une
traduction. De même que les diverses langues parMes

sur la terre ont chacune leur caractère et leur génie
propre, et ne supportent pas la traduction littérale, de
même on ne saurait s'étonner que les faits mathéma-
tiques ne puissent être qu'imparfaitement rendus dans
le langageatgébrico-togique.Ce tangage a ses exigences,
et il a ses élégances. Mais, de ce qu'on a tenu compte
des unes et des autres, on ne saurait conclure qu'il ex-
prime exactement ce que nous voûtons lui faire dire.
D'autres exigencesdoivent, en effet, être satisfaites, qui
tiennent aux caractères des faits exprimés.

Cherchons, cependant, à nous rendre un compte plus
précis de la nature de ces faits, des conditions dans les-
quelles ils déterminent l'orientation de la recherche
mathémattque,de la façon dont nous pouvons les abor-
der et en prendre possession. Nous allons ici encore
essayer de nous éclairer en considérant quelques cas
particuliers.

Nous nous sommes efforcés de montrer plus haut que
la notion de ~bw~oM HMfMMM~Kf ne se ramène ni à
celle de combinaison quantitative, ni aux principes lo-
giques élémentaires. Qu'y-a-t-il donc,en réalité, au fond
de cette notion ? Pect'ûtre pourrons-nousnous en faire
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une idée si nous remontons l'origine première du con
cept de fonction, si nous envisageons ce concept tel
qu'il se présente primitivement à notre esprit, avant
toute élaboration algébrique et logique.

Concevoir une fonction d'une variable une corres-
pondanceentre deux variables mathématiques,– c\s!,
en définitive. admettre qu'entre deux termes variant si-
multanément il existe une relation toujours identique 1

à ette-meme ;~c'est postuler que, sous le changement ap' l'

parent de l'antécédent et du conséquent, il y a quelque
chose de constant. Or, ce postulat, nous le connaissons
bien. C'est celui qui préside, du haut en bas de t'écheite,
à toutes les sciences physiques et naturelles. C'est le

concept général de loi.
Aussi bien les difficultésque l'on rencontre dans é-

tude des fonctions mathématiques ne sont-elles pas, à

peu près, du même ordre que cettes dont Jotvent triom-
pher les physiciens ? JËtant donnée une relation conçue
a priori, par exemple l'action réciproque de deux mote-
cules électrisées placées dans un certain diélectrique, le
physicien chercheà la traduire par une relation quanti-
tative. Il en est de même en Analyse nous avons avant
tout travail la conception de la fonction y(x), c'est-à-
dire une intuition de la loi mathématiqued'aprèslaquelle,
torsque nous choisissonsune valeur arbitraire de x, une
cerRine valeur de y se trouve par là mem<; désignée
puis nous nous enbrcons d'obtenir des égalités expri-

mant le moins mal possible cette étrange solidarité des

deux variables x et y.
La correspondancemathématiquen'est pas une con-

séquence des opérations algébriques, elle est l'objet
même qui les détermine. Derrière cet échafaudage de

symboles que nous superposons indéfiniment les uns

aux autres, – comme ferait un habile jongleur se ptai*
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sant à accumuler les ditncuités dans ses exercices, – il
y a des lois, unes et indécomposaHes,dont la formule
adéquatenous échappe, mais que nous pressentons ce-
pendant, et que nous nous ingénions à traduire dans
notre tangageatgébrico-togique.Celui qui ne regarderait
que t'échaiaudages'imaginerait peut-être que les mathé-
matiques ne sont en effet autre chose qu'un édifice
adroitement construit, dont les parties s*embo!tent bien
les unes dans les autres. Mais, ce seraitoublierque, pour
diriger tant d'enorts, il faut un but vers lequel ils con-
vergent, un modèlequ'ils tendent à réaliser.

Le problème te plus général dont s'occupe l'Analyse
mathématique se laisserait donc, croyons-nous, définir
ainsi Étant donnée l'idée generatede loi mathématique
que nous trouvons dans notre entendement, déterminer
les diverses formes atgébriques concrètes que nous
sommes en mesure de lui donner. En approfondissant
cette question, nous découvrons d'abord que la notion
géqérale de relation fonctionnelle comporte des déter-
minations particulièresremarquables la fonction peut
rester ou ne pas rester finie, être continue ou dtsconti-
nue, avoir une dérivesou n'en point avoir. Nous nous
timitons provisoirenient aux fonctions conttnues ayant
une dérivée, et nous poursuivons notre analyse. Dépta-
çant dans un plan la variable indépendantex, nous ob-
servons que ta fonction )M~ perdra généralement ses
propriétés de continuité dans certaines régionsdu plan:
ces régions pourront être des points, ou des lignes, ou
des surfaces d'où résulte une particularisation de plus
en plus grande de la notion initiale de ionction autre-
ment dit, une classification des fonctions. Quelle est,
alors, la représentation analytiquedes diverses familles
de fonctions ? Que)!e connexion ont-elles avec d'autres
fonctionsplus simples ? Quels sont les signes distinctifs
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auxquels nous saurons les reconnattre ? Autant de pro-
blèmesque les analystes doivent résoudre. De ces pro-
blèmes, quelques-uns ont reçu leur solution, d'autres
l'attendent encore mais ceux-là même sont posés d'une
façon nécessaire, objectivement nous ne devons, ni
ne pouvons les éluder.

n

Transportons-nous pour rendre notre conclusion S

plus claire en l'appliquant à un cas plus simple et plus
spécial – sur le terrain de la géométrie. Qu'est-ce, 4
proprement parler, qu'une courbe géométrique, une
ellipse par exempte ?i'

Sous le mot « ellipse ne doit-on voir qu'un renvoi
à une définition donnéeen termes logiques, telle que la
suivante « on appelle ellipse la courbe lieu des points
dont les distances à deux points axes appelés foyers ont
une somme constante » ? Cette manière de voir n'est
pas acceptable, car une définition quelconquede l'ellipse
n'est, évidemment, que l'énoncé d'une propriété parti-
culière de la courbe, arbitrairement choisie entre une
infinité d'autres or, nous l'avons dit déjà, c'est t'en-
semble des propriétés de l'ellipse, et non pas seulement
l'une d'elles,qui constitue un être mathématique.

Pour une raison semblable nous ne saurions identi-
fier la notion d'ellipse avec celle de l'a « équation de
la courbe Essaierons-nous alors de caractériser
l'ellipse par sa figure, en la regardant, par exemple,
comme un ensemble de points, qui sont juxtaposés
dans certaines conditions? Mais présenter l'ellipse
comme un composé de points est évidemmentune vue <
artificielle. Non une ellipse est un tout qui ne com-

porte pas de parties c'est une sorte de monade leibni- t
t zienne. Cette monade est grosse des propriétés de l'el-

lipse je veux dire que ces propriétés alors même
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qu'elles n'ont pas été explicitement formulées (et elles
ne sauraient t'être puisqu'ellessont en nombre infini)-
sont contenues dans la notion d'ellipse. Notre tâche
consiste alors à disséquer le tout qui nous est offert afin
de faire apparaître les éléments qui rendent le mieux
compte de l'allure et des caractèresde la courbe. C'est
ainsi que l'analyse ou décompositionde l'arc en ses élé-
ments nous conduit à caractériser la courbe par sa tan-
gente ou par sa < courbure en un point quelconque.
Dans le même esprit nous sillonnons l'aire de i'ettipse
par des droites paraUèies aux axes de symétrie, ou par
des droites issues du centre et par des arcs de cerc!es,et
de la longueur de ces sillons nous déduisonsla grandeur
de l'aire courbe et de ses parties. Tantôt nous considé-
rons l'ellipse comme l'intersection d'un cône et d'un
plan, tantôt comme la projection orthogonale d'un
cercle, tantôt comme le lieu des points jouissantde telle
ou teUe propriété, Infiniment nombreux sont les biais
par oa l'on peut aborder l'étude de l'ellipse. < Mais nous
sommes, comme le dit Platon (i), dans une situation
critique, où c'est une nécessité pour nous de tourner les
objets de tous côtés pour en sonder la vérité e.

Les caractères que nous sommes ainsi conduits à attri-
buer aux faits mathématiques nous expliquent les difli-
Mhés contre lesquellesse débat le savant qui cherche à
les connaitre. Il lui faut conquérir une matière rebelle
et imposer à cette matière une forme qui ne lui con-vient pas. De là les tâtonnements, les hésitations, les
utifices dont nous avons parH plus haut, et qui ne sont
que les péripétiesde l'investissement ou de l'assaut, parlesquels on réduit des notions à première vue impre-

(t) rM(~.
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nables. Quels sont d'ailleurs les moyens mis en œuvre
dans ce combat ? On ne saurait évidemment prendre
possession des notions importantes qu'au prix de cer-
tains sacrifices. Pour faire entrer la réalité mathématique
dans le mou!ea)~ébrico-iogique. il faut la découper. la
morceler, il faut se résigner ne la pénétrer que partit!-
le'nent et sous un certain angle, quitte à la téattaqucr
ensuite d'un autre côte. De la variabilité, l'indétermi-
nation, l'aspect toujours provisoire, des théories. Puor
analyser complètement un fait mathématique, it faudmit
i'étudier J'une infinité de points de vue diuerents, mu!-
tiplier sans limite le nombre des combinaisonsatgébrico-
logiques dont om se sert. L: science – disait M. P.U!)-
levé de la Mécanique au premier Congres international
de philosophie (2) est une méthode convergente,
qui, par approximationssuccessives, tend vers la réalité.

On voit combien le point de vue du savantqui com-
prend ainsi sa missions'éteigne du point de vue synthe'
tiste des logiciens et des atgébristes.

Sans doute, le travail du mathématicien aboutit tou-
jours a une synthèse nëanmotns, la synthèse est dé-

sormais retéguce :tu second p'an dans l'ordre des prëce*

cupations du savant. Ce qui est aujourd'hui regarde

comme essentiel d~ns le travail de découverte, c'est t <t-

'M~M, ainsi que nous le disions en commençantce cha-

pitre, – mais l'analyseentenduedans un sens nom eM.
Après avoir été depuis le xvt' ou le xv. siècle Ja

moins, après avoir été surtout –un constructeur, un
génératisateur, le tmthëmaticien est devenu une sor'fds

scrutateur, qui analyse, à la manière d'un ct)imiste. une
matière étrangère, infiniment complexe. C'est aussi. si

l'on veut, un explorateur, qui tAche de s'orienter dans

(<) Q, ~«w <<< M~~4«<, t~oo, p. s88.
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un continent inconnu, et qui cherche à en couvrir les
richesses. les régions « intéressante s. sans d'ailleurs sa.voir A J'avance de quel côté il doit au juste diriger sesrecherchespour atteindre son but.

Ainsi, au cours du xtx* siècle. le jugement du mathé-
maticien à l'égard des dinërenfe& parties de la science
parait s'être renversé. Ce qui naguère l'intéressait le plus,
c'était la démonstration, c'étaient les procèdes et te suc-
cès du calcul les résuttats et tes combinaisonsobtenues
pouvant évidemmentdiverger en tous sens et être mul-
tiptiés à l'infini, on n'avait pas lieu d'attacher un grand
prix à leur énumération; t'unité que poursuivait la
science ne pouvait être qu'une umté de méthode. Au-
jourd'hui, au contraire, c'est le résultat qui compte et
qui donne à t'œuvre son unité; les artifices de la dé-
monstratio ne sont que les travaux d'art sans lesquels,
parce que nous ne savons pas voler, nous serions hors
d'état de franchir les accidents de terrain qui se trouvent
sur notre chemin.

Mais, dtra-t-on. cette conception de la sciencemathé-
matique ne peut pas être regardée comme nouvelle.
C est, ou peu s'en iam, celle de Platon et des géomètres
contemplatifs de la Grèce. Le renversementde l'attitude
des savants n'aurait-il donc eu pour elfet que de les ra-
mener aux doctrines de l'antiquité

En cherchant à définir ci-dessus les caractèresque les
modernesattribuentaux faits mathématiques, nous noussommusabstenusde faire des rapprochementshistoriques
qui pouvaientdonner lieu à des malentendus.Cependant
les conclusions auxquels nous parvenons, les argu-
ments que nous avons développés, le langage même
dont nous nous sommes servis dans les pages qui pré-
cèdent, suggèrent naturcttementun tel rapprochement.
Nous en sommes venus à soutenir que les vérités mathé-
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matiques sont des faits objectifs, indépendantsde nous,
et que nous découvrons et analysons en quelque sorte

odu dehoM. Or c'est là une idée essentiellement grecque.
Nous ineiinons d'autre part à ne voir dans la démons-
tration qxe l'instrumentet non la fin de la science. Ainsi r

faisaient les géomètres hellènes.
Pourtant il y a, entre nos conceptions et celles des

penseurs grecs, une différencefondamentale que nous
avons déjà mise en tumière dans le premier paragraphe
du présent chapitre.

Pour les Grecs, la science mathématiqueest avant
tout une et harmonieuse. La dualité que nous y voyons
aujourd'hui, l'opposition de la matière et de la forme

sur laquelle repose notre idée de l'objectivité, ne pou-
vaient être admises par les anciens. Et le système d'Eu.
clide, nous l'avons vu, tend précisément à taire ressortir
l'accord qui règne entre les vérités poursuivies par le

mathématicien et les moyens employés pour atteindre i

ces vérités. Ainsi, selon tes Grecs, tes notions mathema'
tiques que nous étudions sont les images fidèles des
idées qu'elles représentent. Ce qui est le plus parfait

pour nous est en même temps le plus parfait en soi. De
là la spontanéité, la facilité, la passivité, de la contem-
plation telle que la conçoit la scienceantique <' intetti'
gibilité et étonnante facilité de ~Mgr~, voilà – dit

G. Milhaud (i) les caractères miraculeusement asso-
ciés par la Mathématique grâce à l'id& que seule et toute q

pure veut manier le géomètre De là aussi cette )

croyance que pour orienter ses travaux dans la bonne

voie, le mathématicienn'a qu'a rechercher ce qui est
simple et ce qui est « beau ».

Chez les modernes, au contraire, – qui ne croient

(t) G. Mi)!Mud. Lit PMoM/'t<f G<<HK~M la G~M, p. 7.
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plus à une harmonie preétab'ie entre la matière et la
forme des théories le travail de la pensée mathéma-
tique prend un caractère tout différent. Le but est de
saisir, de forcer un objet qui nous résiste. Ainsi, l'on ne
cherchera pas à faire une œuvre<t belle s, mais seulement
à parvenir au résultat voulu, en employant pour cela les
moyenset les artifices les pl us variés. La recherche scien-
tifique ne sera par conséquent plus une contemplation
passive, mais bien une industrieactive, utilisant tous les
procédés que les progrès des méthodes algébriques et
logiquesviennent mettre a noire disposition.

IM. – La doctrine intMitioniate.

Nous venons de voir comment l'examen des théories
mathématiques contemporainesnous conduit à attribuer
t ces théories un certain caractère d'objectivité. Cette
manière de voir résutte~t-eUe seulement d'un raisonne-
ment indirectque fait le mathématicientonqu'it rénëchit
sur son oeuvre ? N'est-ce qu'une hypothèse imaginée
après coup afin de rendre comptedes difficultés rencon-
trées par l'Analyse moderne ? Ou pouvons-nous, au
contraire, dans une certaine mesure tout au mcins, con-
stater d'emblée, vérifier directement, l'opposition qui
parait se manifester entre le fond et la forme des théo-
ries ?1

C'est là une question que le technicien, comme nousl'avons dit. peut fort bien se passer de résoudre. Néan-
moins il n'est pas sans intérêt de chercher à connaitre
son sentiment à cet égard. Or il semble qu'un grand
nombre de savants croient en effet avoir directement
conscience de l'oppositiondont nous avons parléet qu'ils
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pensentmêmepouvoir réatiser)usqo'a un certain point la
séparation des deux éléments qui constituent la théorie.

En pourrait-il d'ailleurs être autrement si l'on admet
qu'une théorie mathématique est comparable à une
construction, ou plutôt à la reconstruction, suivant la
forme d'un moule donné, d'un ensemble de faits objec-
tii~ ? Car comment pareille reconstruction serait-elle )
possible si l'on n'avait à l'avance une certaine notion,
un certain sens, des objets auxquels elle se rapporte ?̀t

Sans doute cette connaissance de l'objet pourra être ex-
trêmement vague et indistincte;elle ne se précisera qu'au
cours de notre travail et à mesure qu'avancera la cons-
truction si, cependant, elle ne préexistait pas à un cer-
tain degré, si faible soit-it, t'cpëration synthétiqueà la-
quelle se livre le mathématicien serait apparemment
inexplicable.

Mais il y a plus. C'est un fait d'expérience pour le
n~

mathématicien que constamment, au cours de ses re-
cherches, certaines idées, certaines vérités viennent
frapper son esprit avant qu'il n'ait procédé aux déduc-
tions et aux synthèses qui lui permettront d'en avoir
une connaissance nisonnée. Bien souvent une sorte de
pressentiment lui permet de deviner des résultats aux-
quels la chaine de ses démonstrations ne conduira que
longtemps après; et, quoique dépourvuede précision et
de justificationlogique, cette vision immédiatedes idces

est souvent plus étendue et plus pénétrante, plus fé- a
conde en suggestions, que ne l'est la théorie la plus ac- n
complie.

Telles sont les raisons qui conduisent certains mathé-
maticiens modernes à admettre, comme jadis les Platoni-
ciens, que les notions mathématiques peuvent être
atteintes de deux manières par intuitionet par raisonne-
ment. L'intuition précède la démonstration,et c'est elle
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qui inspire et dirige nos travaux en nousmontrant con*
tusëment quels sont les faits, queUessont tes propriétés,
qui peuvent et doivent eire i'ob~t de nos études. Seule,
par contre, la connaissance démonstrntive nous permet
de faire entrer ces !nits dans des théories scientifiques,
puisque sans et!e aucune déduction, aucune construc-
tion logique, donc aucune théorie n'est légitime ni
même possible.

Avant d'aller plus loin, levons une équivoque la-
quelle peut donner lieu j~ mot <H/«t'<MM. Certains ma-
thématiciens, preoccupesd opposera t.t présentation abs-
traite du raisonnement mathématiquecelle qui utilise le
secours de l'imagination,ont allirmé ia nëcf~itéde faire
appel à l'intuition dans l'enseignement de la science
c'est de t'intuiuon dts s<;ni. que vouiaient parler ces sa-
vants, de celle qui intervient torsqu'on interprète par
l'image ou par d'autres figurations concrètes les propo-
sitions théorique:, de la science. Au contraire, ['opéra-
tion de l'esprit que l'on oppose,sous le nom d'intuition,
à la connaissance logique, n'~ trait qu'A notre concep-
tion des nouons. et non à la forme sous ia~ucue se les
représente notre imagin.ttioi. C'est une intuition pure
ou suprasensible. Nous n'emptoieruns, quant A nous, le

mot <t intuition que dans cette deuxième acception,
dont l'usage parait d'aiitcurs se ~énëraiiser parmi les
mathematici'.ns contemporains (t ).

(t~ Henri Poincaré, dans ses pM~i.-rs ~cnts, empiovait de p.'c-
fcrence te mot <M<«t<M<tUtm 5en~ d'imuition n:ib!e ftit)'-),
a-t-ii oit, Ktnin est un intuitif (mr~ '.ju'H ~<iJ; du gt~n: pour p<:n-
6tt il voit, J cherche a peindre. H<:tn'ite. :)u toiur.)irt;. est du <:<)~
des )ogiciet)S avec At'uy et <;i<:r:<trit'i. ~t. /-<t«)~Kr f<<'/<)~fhM~,
p. a~ Pft)i tard. p.tr contre, ftt:nri ~uincjrc t<<:rv< le nom tt in-
tuition à l'intuition supMscOi.ibt' et il lut alors conduit à mcdttiet
M dassificationprimitive des matitenMtieteo!. it fit ptHefHermite
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Cette remarque faite, nous sommes obligés de recon-

aahre que la doctrine intuitioniste soulevé des objec-
tions très graves. Si, comme nous le croyons. les reg! s
de la synthèse aigëbrico-togique expriment tes condi-
tions mêmes de la connaissance scientifique, comment
peut-il exister une sorte de connaissance avnt la lettre.
dans laquelle ces règles ne sont pas respectéesD'autre
part, en prétendant que tes notions mathématiques
peuvent être perçues instinctivement, nous allons don.
ner A penser, non seulement que ces notions sont indé-
pendantes de nos raisonnements (là s'arrêtait la signifi-
cation que nous avons donnée jusqu'ici au mot c/y~/f-·t M'~ mais qu'ellesexistent, individuellement pour ainsi

) dire, dans un monde d'idées pures croyance dont la
critique philosophique croit avoir fait justiceet qui est,

d'ailleurs, directement contraireà l'idée que nous nous
sommesfaite plus hau~de la réalité mathématique.

A ces objections le mathématicien n'est pas tenu de
répondre car elles sont dirigées contre des assertions
qu'il n'entend pas prendre à son compte lorsque, se pla-

çant sur le terrainscientifique, il se déclare intuitioniste.
Le mathématicien n'étudie pas le problèmemétaphysique
de la connaissance et n'a pas, par conséquent, à expli-

quer comment il peutexisterplusieurs manièresde con-
naître. Encore moins est-il obligé de savoir quelle sorte <

parmi les intuitifs comme éMM l'un des savants qui ont le plus
exercé cette fMot<< (te visionintellectuellesdirecte qce nous <ppe)on!

< intuition fCf. La /<y~M<~fot/ttt,apud ~)'M't/<t </<&)<~< juitict
t<). Nous avons nous.m<me cherché tr~habititer le sens car-
t<!sien du mot intuition dans diverses études, notamment dans un
.trtictesuf<'<7~'<f<<t'~ <«<W')~w«~Ah<~M~M<f publié en t~o;,
(R<fw tM<<<t~~<«). – Félix Klein a, & diverses reprises, établi
une distinction entre l' « intuition naïve et l' < intuitionMfiin~e
distinction qui correspond jusqu'à un certain point à celle qu<
nous citons ici.
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de réalité on peut attribuer aux notions idéales. Il ne
préjuge la solution de cette question ni dans un sens ni
dans l'autre.Mais il constate que, de toutes les doctrines
proposées pour rendre compte de la genèse de la science.
seule la doctrine intuitioniste permet d'expliquer toas
tes caractèreset toutes les circonstances de la découverte
mathématique. Pour le mathématicien, tout se passe
comme si la doctrine intuitioniste était véritable.

Aussi bien n'est-ce pas par hasard que les principauxE
championsde cette doctrine ont été, de tous temps, les-t
plus mathématiciensd'entre les philosophes. Chez Pta-
ton commechez Descartes, la théoriede l'intuitionest,
pour une large part, une transposition métaphysique
des vues suggérées à ces penseurs par leurs études ma-
thématiques.

Nous avons déjà indiqué plus haut du rôle que joue
l'intuition dansla conceptionplatonicienne de la science.
Les Grecs, sans doute, se faisaient de la spéculationma-
thématiqueune idëeassezdinérente de la nôtre. puisque
selon eux la prise de contactentre t'espritet le fait scien-
tifique s'accomplirait spontanément, sacs effort, ce qui
suppose entre les deux une sorte d'harmoniepréétablie.
CependantPlaton, entrainé par l'analyse philosophique
au-delà de l'horizon qui limitait la science de son temps,
aperçoit clairement les conséquences qui résultent de la
doctrine intuitioniste. Pour qui va au bout de cette doc-
trine, la Mathématique – ta nôtre, du moins–perdra
le caractère de science parfaite que les premiers géo-
mètres et arithméticiensde la Grèce étaient sans douta
portés à lui attribuer en effet, le système des mathé-
matiques est fondé, par hypothèse,sur la connaissance
discursive, laquelleest inférieureà la noésis. Ainsi le Pla-
tonisme, après avoir été conduit à la considérationdes
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<~ par l'étude des ngur« mathématiques (t), est
en fin de compte, obligé, d'établir une coupure entte
ces deux ordres de principes. La véritable science des
idées ne serait pas la Mathématique humaine ce serait
une sorte de meta-mathématiquedont la méthodeserait
purement intuitive (2,. Cette dernièreconséquence, ce-
pendant, était trop contraire aux tendancesdes ntatM-
mariciens hellènes pour pouvoir s'imposer à leur esprit.
Aussi la métaphysique platonicienne privée lor
qu'eite approfondit la théone des idées, du soutien qt.e
lui avait donné jusque là la science positive s'obscur-
cit, s'égare,et tombe nnaiement dans la contradiction.
C'est là un point que Al. Brunschvicga mis en lumière
dans son récent ouvrage sur Les do/M de la /)/'</CK~
M<!(&;MM~'yf«. Mais M. Brunschvfcg para!t penser que,
pour échapper aux dinicuités qui ont arrêté le Plato-
ntsme, il suflirait de ramener la philosophie à l'étude
des principes rigoureusementdéterminés de la science:

en ce cas, la dualité des nombres et des idées, qu'en
s'engageant dans une tausse voie on allait être obligé
d'accentuerde plus en plus, –cesseraitd'avoir une raison
d'être. Nous ne saurions, quant à nous, souscrire à ceue
conclusion; car pour n'être pas exactement celui qu'en-
visage Platon, le dualisme,dans la science mathématique.
n'en est pas moins à nos yeux un fait positif, qu'il s'agit
d'expliqueret non de supprimer.

Abandonnée pendant de longs siècles, la doctrine in-
tuitioniste renait et se modernise dans la philosophie
de Descartes.

Circonstanceremarquable.enenet.c'estchezDescartes,
principal promoteur en son temps de la Mathématique

()j Cf. Gaston MithauJ. Les Mf/Mo/'AM G«)<M~) <~ /« G/<~
passim.

(t) U. ChapitM premier, p. 64.
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synthétique.quenous trouvons la théotie de la connais-

sance qui parait s'adapter le moins mal aux conceptions
scientifiques modernes.

<t J'entends par intuition (î) dit Descartes non
la croyance au témoignage des sens ou les jugements

trompeurs de l'imagination, mais la conception d'un
esprit sa~n et attentif, si tacite et si distincte qu'aucun
doute ne reste sur ce que nous comprenons ou bien,

ce qui est la même chose, la conception terme qui naît..
des seules lumières de ta raison e. Précisant sa pensée
dans la s"' A~<<(t<<oa, Descartes esquisse une théorie
analogue a celle de la réminiscence. et il ajoute !'z)

« je trouve en moi une inSnité d'idées de certaines
choses qui ne peuvent pas être enimées un pur néant,
quoique peut-êtreelles n'aient aucune existencehors de

ma pensée,etqui ne sont point feintespar moi, bienqu'il
soit en ma liberté de les penser ou de ne les penser pas,
mais qui ont leurs vtaieset immuables natures. Comme,

par exemple, lorsque j'imagine un triangle, encore qu'il
n'y ait peut-être en aucun lieu du monde hors de ma
pensée une telle figure et qu'il n'y en ait jamais eu, il

ne laisse pas néanmoins d'y avoir une certaine nature,
ou tonne, ou essence déterminée de cette figure, laquelle

est immuable et éternelle, que je n'ai point inventée et
qui ne dépend en aucune taçon de mon esprit

C'est presque dans les mêmes termes que s'exprime
l'un des plus prolonds analystes du Xtx' siècle, Chartes
Hermite,dans une note recueillie par G. Darboux(~):

!<) /&y«/< ad ~tW<Ma<M <~<tt«. Il ŒMfr. éd. A~m-Tannery,
t.X,p.;6!t.

~Œttf~.t.iX.p.s'.
(~ G. Dtrboux. La ~M« fCbKWt Charles H<nM<~ apud

~!<w du <MM, to janvier igo6, p. 46.
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< H existe, si je M me trompe, tout un monde qui est
l'ensemble des vérités mathématiques, dans lequel

nous n'avons accès que par l'intelligence, comme
existe te monde des réatités physiques, l'un et l'autre
indépendants de nous, tous deux de création di-
vine.

La connaissance intuitive est, pour Descartes,une
sorte d'expérience, mais une expérience suprasensible,à
laquelle notre imagination et nos sens n'ont aucune
part. <t L'esprit, dit-il (t), peut agir indépendamment
du cerveau, car it est certain qu'il est de nul usage lors-
qu'il s'agit de former un acte d'une pore intellection
Les deux caractères essentiels de l'intuition sont, d'une

part, qu'au lien de décomposer la réalité en parties et la

vérité en propositions (comme le fait la connaissance
raisonnée), eUe l'embrasse tout entière d'un seul coup
d'oeil (2), et, d'autre part, qu'elle est immédiate, instan-
tanée, qu'elle agit hors du temps. Au contraire le rai-

sonnement démonstratif, -– que Descartes appette
généralement déduction, mais qui, en Mathématiques

pures, se présenterale plus souvent sous la forme algé-
brique, c'est-â'dire synthétique se déroule dans le

temps et résulte d'un moMffm~Mt de l'imaginationet de

la pensée ~). Ainsi la démonstration introduit dans la

vérité mathématique,un ordre, qui est factice et relatif:

« les choses considéréessuivant l'ordre que leur assigne

(t) ~MW aux ~<MM~ Œuvres, t. VI!, p. ;;<.
(a) '< Pour ce qui est de l'intellection d'un ehitiogone. il est

très certain que nous le concevons três clairement et tout t la foi!.
quoique nous ne Je puissions pas clairement ainsi imaginer u.
~<M)<M aM~f ~of~teto, Q:uo. t. VU, p. 38$.

()) « Continue quodam motu imaginitionis"(f<<~<tA<VJ),Œ"<

1

t.Xp.;87).



r~~yw ~MN~T~MAU ~&M~

notre pensée se présentent autrement que lorqu'on les
envisage telles qu'elles existent en réalité a (:).

Mais qu'est-ce que ces « i<iéesB,ces<aaturM
immuables et éternelles ), dont nous avons l'intuition ?

Pour en précise: la définition, Descartes doit s'élever
au-dessusdu domaine de la science, et là commencent
pour lui les difficultés.

Descartes est conduit, d'après ses principesà attribuer

aux idées une réalité, une existence individuelle.

< Par la réalité objective d'une idée, dit-il, t'entends
t'entité ou l'être de la chose represetttëe par cette idée,

en tant que cette entité est dans l'idée (2). D'autre
part – et c'est ici que nous voyons réspparaitre le point
de vue synthétiste– il veut que les notions intuitives
placées à la base de t'édifiée scientifique soient des

H~«~ simples, pouvant être objets de combinaisons..
Mais quellessont les notions simptes ? Nous n'appelle-

rons simples disent les ~M/~ (3) que celles dont
la connaissance est si ctaire et si distincte que l'esprit

ne les puisse diviser en un plus grand nombre dont la
connaissance soit encore plus distincte Définition
très insuffisante et qui implique peut-être un cercle
vicieux aussi n'a-t-on jamais pu savoir combienle Car-

tésianismeadmettaitde natures simples. Les~<yM/<tn'en
signalent qu'un petit nombre, tettes que ~K~, /<<H</M<,

m<M<Mm<'M<(4), mais indiquent qu'il y en a d'autres.
D'autre part, Descartes paraît admettreque le triangle,

()) Aliter spectandasesse res singulas in ordine ad cognitionem

nostram quam si de iisdem loquemurprout re veM existuM, <{<fx~,
X!i. (EHf., t. X, p. ~S.

(t) ~HM! aux f o~MttM!, Œnv.,t.VH, p. )6t.
(;)/~M~Xn.CEuv. t. X,p.4'8.
(4) Cf. ~M~ Vt, CEuv. t. X, p. }< et ~M~u /'Mo«'

IV, Œuv. t. Vt)I, p. ;!<
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le quxdritatere. le chitiogone complexesdu point de
vue de la déduction – sont simples au regard de l'in-
tuition il y aurait donc une infinité de natures simples.tn fait, Descartes ne se décide pas, et de là vient la fai-
blesse de son système, faiblesse qui devait se manifester
plus ouvertement danst'œuvre de ses successeurs.Chez
Matebranche. la théorie des natures simples devient unteatismesMUquc,une sorte ( )d'at<'mismemathématique
que les progrès même de la science devaient presquetmmédtatement ruiner. Le réalisme ainsi entendu estinséparable, en effet. des conceptions mécanises qui
caracterKa'ent 'a physique de Descartes. Or cette ph'y-
sique a été abandonnée dès le temps de Leihnix.

Pour des rayons que nous avons développées p!m
haut, cependant, nnns ne croyons pas qu les principes
introduits par Leibniz et Newton aient transformé
aunnt qu'on l'a d)t '2 le cours de la pensée des mathé.
maticiens; nous ne saurions donc voir dans)em~<-<M/
de Descartes la source principale des difncuttes qui ontcompromis sa doctrine mathématique. Pour nous, cesdtthcuttés tiennent surtout à âne autre cause e!!c!
viennent d~ ce que Descartes, tout en propo~nt unephttosophiede t'intuition, re.,t:)it fermementattachc la
conception synthétiste de la science.

La conception synhëtiste suppose ta possibilité
de poser a priori, c~mme "utant d'élémentssépare! etdistinctement conçus, un ensemble de natures simples.
Ettes nous force également admettre que ces n .mres

ft'Setoo M)tebrMehe. <d.t.:e nuthj.n.tMue tr~e
rapports des !d~ en:re <«. tes i.)~< ~e))e ~:u.)!c e- .n !<!'M~i ~.r, jM, j~rs pfoor, )'A-
avec tout~fei!t.s et )..{ .r~ q.i'o., y p~t découvrir Cf. B'.n<-< )<! p~ .j~j, p_

(2) Voir plus haut, chap. !f, § tu.
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peuvent être décernées sans difticutté, puisque – c'est

une idée chère Descartes le travail scientifique
doit, selon cette conception, être purement mécanique

et ne saurait consisterdans la découverte ou dans l'ana'
lyse des notions. Or, effectivement, nous avons vu

que l'intuition est. sehn Descartes, cssentieitement

Il
facile et distincte Il ailleurs (t) il dit que les natures

simples sont connues, en quelque sorte A l'avance,

< par une lumière innée n, et it précise (2) « Il eu
résulte qu'il ne tiut se donner aucune peine pour
connaître les natures simples, parce qu'clles mnt assez

connues par ettcs-memes Partant de L), Descarte:,

dans les ~M~. aboutitdirectetnentasathjuriedela
science (~ <t Toute science humaineconsiste seuteinent

à voir distinctement co:nmentte~natures simples con-
courent ensemble à la composition des uircs choses
La science doit combiner les notions connues, non en
conquérir de nouveiles,et c'est à tort que Il toutes les
(bis qu'un proposequelquedifficulté à examiner, la p'u-

part s'arretcrnt sur le seuil, persadués qu'il leur faut
chercher quelque nouvelle espèce J être qui leur est
inconnue Sansdoum Descarteshisse-t-it entendre –'
en prenant pour exemple l'étude de l'aimant que la

science synthétique ne nous donne peut-être pas une
connaissance parfiite et comptete. Mais cette science est
la seule qui soit accessibte A i'homme. Aussi celui qui
la possè-te « peut-it atfirmer hardiment ~u'it a découvert
la nature véritable de t'aimant autant que t'homme peut
la trouver au moyen des expériencesdonnées

Depuis le temps de Descartes, cependant nos idées

(tj ?'<< X!t. Œjv. t. X. p. 4~) « )UMim.

~t] ~K~. Xtt, <M.. p..)!
()! Ibid. p. 4~7.
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sur la science se sont modinées. Nous ne croyonsplus que celle-ci poisse progresser par l'effet d'opéra-
tions purement mécaniques. Il nous apparait que la
tâche principale du mathématicien. – la plus difficile
et la plus féconde, – est le travail d'analyse qui précède
la construction des théories. Ainsi nous ne pouvons
plus croire que les natures simples nous soient donnéts
d'emblée ni mêmequ'elles soient séparées avant d'avo:r
été découpées artificiellement– par le savant. Nous
n'admettronspas davantageque la connaissance directe
des faits mathématiques ait pour principal caractère
d'être claire et distincte; nous la regarderons plutôt
comme une vue confuse et imprécise, bien que pleine

tet profonde. Pascal, mieux que Descartes, a carac-
térisé l'intuition, lorsqu'il a écrit (t) « Nous con-
naissons la vérité, non seulement par la raison, mais
encore par le cceur c'est de cette dernièresorte que nous
connaissons les premiers principes, et c'est en vain que
le raisonnement, qui n'y a point de part, essaye de les
combattre. Et c'est sur ces connaissances du coeur et
de l'instinctqu'il faut que la raison s'appuie et qu'elle
y fonde tout son discours».

Le savant moderne, toutefois, ne cherche pas à expli-
quer tui'méme, i) ne prétend pas comprendre comptée-
ment en quoi consiste et dans quelles conditions peut
agir l'intuition. Les définitions qu'i) en donne restent le
plus souvent négatives. Les vérités mathématiques.
dit-il, ne sont ni des conséquences de faits expérimen-
taux, ni des résultats de constructions ou déductions
logiques: donc elles supposent un moded'aperception
qui ne se confond, ni avec l'expérience des sens, ni avec

(t) P«t~. )". )9. et sect. IV f. Cf. BrunschwiM,
Bh~M ds la ~Mofc~M~tMw~t~, p, t~o.
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le raisonnement. Ce mode d'aperception ajoute-t-il

nous avons par instants conscience de le pratiquer
(dans le travail de découverte),et nous constatons qu'il

ne ressemble aucunement à la connaissance démonstra-
tive en nous efforçant de l'isoler, nous réussissonsà en

noter quelques caractères cependant, nous devons
reconnaitre ou'it reste mystérieuxet qu'en,en affirmant
la réalité, le mathématicien pose une question au philo-
!0phe ptutût qu'il ne l'aide à en résoudre une.

Bien qu'etteiimitâtainsi ses affirmations -et parfois,
peut-être, pour cette raison la doctrine intuitioniste
des mathématiciensmodernes a été l'objet de critiques
assez nombreuses. Les logiciens Foat jugée d'abord con-
traire à leurs principes, car, disa'ent'its, seule la logique
est juge de la vérité et permet, par conséquent,de fonder
une science rigoureuse et certaine.Puis, avertis que l'on
ne contestait pas la justesse de cette observation, ils ont
t'mis l'idée que, si ette ne voulait pas porter atteinteà la
logique, la doctrine intuitioniste perdait toute raison
d'être. « Mais alors –- écrit Couturat dans l'un de ses
derniers articles (t), – nous ne voyons plus rien qui
sépare Poincaré des iogisticiens car, bien évidemment,
ceux-c! n'ont jamais prétendu supprimer ou proscrire
l'intuition intellectuelle. – M. Brunschvicg, d'autre
part, fort opposé aux vues métaphysiques des logisti-
ciens, a élevé contre t'intuitionisme des objectionsd'un
ordre différent.

D'après M. Brunschvicg (2), l'intuitionisme, entre
les mains des mathématiciens, a surtout été une arme

(t) ~tf/~tM « <t<<i<<)'M,apud K<tw<~ ~a~<mars t~)
f. t68.

(t) La ~o/M</<la P4<7<«~Mf Jtftt~mett~, chapitre XX.
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de combat. L'importancequi lui a été donnée est acci-
dentelle et tieotaux circonstances qui l'ont vue naitrc.
Les mathématiciens, sentant h nécessite de réagir contre
le formalisme de l'arithmétique et de la logique, ont
cherché un refuge dans une nouvelle forme de l'empi-
risme. l' < empirisme intuitioniste S'appliquant,
cependant t dégager le sens que les mathématiciens
modernes attachent à l'idée d'intuition, M. Brunschvicg
trouve que, sous ce nom, on ne comprend pas autre
chose que le travail profond de l'intelhgence Mais.
dtt'H. par suite des circonstances, on s'est trouvé établir
entre l'intelligence et l'intuition une opposition de M-

torequi n'est en réalité pas {ondée. On a été frappé de
la différencequ'il y a en mathématiques entre l'ordre de
l'invention et l'ordre de la déduction logique, et l'on a
conclu de là que l'intuition et l'intelligence déductive
marchent dans des sens opposés. Pontant, dit M.
Brunschvicg, si la mathématique intervertit le sens
de la déduction spécifiquement logique, devra-t'on
répéterencore qu'elle invertit le travail naturel, normal
de l'esprit?ou ne s'oppose-t'ellepas plutôt à une pre-
mière inversion, dictée par les besoins de la pédagogie,

beaucoup plutôt que par les exigences de la philosophie,
pet qui a eu poureffet déjà de renverser l'ordre naturel de

la pensée ? ne marque-t-ellepas un retour aux démarches
de l'intelligencehumaine ? A ces questionsM. Bruns-
chvicg répond plus loin (t): « La philosophie ma-

b

thématique a, jusqu'ici, manqué le problème de la

vérité. En supposantune inversion de sens entre l'ordre
cipsychologique de l'invention et l'ordre logique de
ol'exposition, elle admettait implicitement que le so'~i
adde la rigueur dans le raisonnement est étranger à l'in-
ad

(!)f«.tt'<p.}M..((
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vention, que la mise en forme logique est Indifférenteà
la m~M <& <~r< Au contraire, la philosophie résout
le problème, ou platdt elle <ait voir que !e savoir scien-
tifique t'a effectivement résolu, si elle sait assigner un
même but à l'effortde l'inventeuret au travait du logi-
cien l'extension progressivedts opérations math<<na-'
tiques a.

L'extension ~T<MttW t~M~'ûW M<t<MtMt~«M,
nous dit-on. Divers passages de l'ouvrage de M. Bruns-
chwicz donneraient penser qu'il faut entendre par là
une progression continue, sans heurt, l'effet du mouve-
ment naturel de l'esprit. Or, ainsi tnterprétée, la con-
clusion de M. Brunschvicg nous parait difficilement
conciliableavec la conception que t'étanctue) de l'Ana-
lyse amène tes mathématiciens à se faire de leur œuvre.

H semble y avoir, au sein des mathématiques, un eon-
flit, une opposition sur laquelle nous avons longuementc
insisté plus haut. M. Brunschvicg paratt penser que ce
conflit est artificiel, qu'i! est dû à un accident histo-
rique, à la vogue passagère de l'arithmétisme de Kro-
necker et de la logistique de Russell et Couturat,
Faut-il donc supposer que tes mathématiciensqui, inde'
pendammentde toute théorie philosophique, ont cons-
cience d'une dualité de points de vue, entre lesquels ils
doivent se partager, et qu'il leur faut réconcilier
&ut.ii supposerque ces savants sont purementet simple-
ment dupes d'une illusion ?P

Les mathématiciens qui cherchent à déterminer les
caractères de l'intuition n'entendent nullement,croyons*
nous, t'opposer à Il l'intelligence ». D'autre part nous
admettrons volontiers avec M. Brunschvicg (t) que

(t) C'est un point sur lequel nous reviendrons plus loin (cha-
fi"<V,!))).
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l'ordrelogiquedoitetre distingué de l'ordre pédagogique.
Maisque, moyennantcette distinction, l'on puisse faire

cesser toute discordance entre l'intuition et la logique,
c'est ce qu'il ne nous parait pas possible de soutenir.

La nécessite de découper dans le champ de l'istuition
mathématiqueune chalne de propositions se déduisant
logiquementles unes des autres, l'obligationoù nous
sommes de faire de longs détours, d'user de ruses et de

moyens de fortune pour arriver à démontrer pénible-
ment des résultats qui, pour un esprit capable d'avoir

une vue d'ensemble sur la science, domineraient évi-
demment les prémisses d'où nous les tirons au lieu
d'être conditionnés par elles, l'idée même d'un ordre
introduit dans les vérités scientifiques, toutes ces
conditions, tous ces concomitants de la démonstration
logique nous paraissentêtre autantdecontraintes,autant
de digues, qui contrarient le flot de l'intuition nous
ne pouvons, semble-t-il, nous rendre maîtres de ce Hot

qu'en l'appauvrissant et en le canalisant. Que l'idée
d'intuition pare, séparée du raisonnementlogique, sou-
lève des dimcuttés, cela est indéniable, et il serait fort

souhaitablede pouvoir supprimer ces difficultés en en
extirpant la racine.Mais ta distinctionde tendancesoppo.
sées, dans t'œavre mathématique, nous paratt devoir être
maintenuesous une formeou sous uneautre et nous ne
saurions croire qu'stte a été uniquement imaginée pour
les besoins de la discussion engagée par les logisticiens.

M. Brunschvicg répondra sans doute qu'au sein même
de l'intelligenceil admet bien le dualisme auquel nous
faisons allusion. Cependant nous croyons que son argu-
mentation tend, qu'il le veuille ou non, à atténuer ce

dualisme. Recherchant les « racinesde la vérité géomé-
trique M. Brunschvicg est conduit à souligner
F « adaptation réciproque de t'expérienc< <t de la



taison*. A fortiori résulte-t-il de ses principes que la

vérité de l'Analyse suppose l'adaptationde la méthode
atgébrique aux faits pournous c intuitifs -–etudtéii
parles anatyst<s.Ma!sce qui importeà l'bommedescience,
c'est de savoirdans quelle mesure cette adaptation,qui

conserve toujours le caractère d'un compromis,peut être
eSeetivementregardée comme accomplie. Or, plus nous
avançons en Analyse, plus il semble qu'elle soit difficile

à réaliser. C'est pourquoi, selon nous, toute théorie qui
tend à ramener i'unité les différentes faces de la pensée
mathématique ne saurait rendre un compte tout a fait
fidèle de l'orientation acmeUe de l'Analyse.



CHAPITRE V

LA MtMiON ACTUELLE DU MATHEMATICIEN

De la conception de la science qu'adopte, 'ou vers
laquelle incline le mathématicien, doit résulter l'idée
qu'il se fait tui-meme de sa mission. Ainsi, après l'étude
à laquelle nous avons procédé, nous devrions pouvoir
facilement définir le rôle que s'attribue l'analyste con-
temporain, la place qu'occupent ses travaux dans l'en.
semble de ta science, l'orientation qu'il jugera conve-
nable de donner à i'enseignement: des mathématiques.
En rëatitë, cependant, nous éprouvons quelque peme à
interpréter fidèlement, sur ces points, la pensée des

savants professionnels,car il ben faut que ceux-ci déga-
gent toujoursavec netteté tes conséquencesdes principes
scientifiques qui prédominentà leur époque. D'ailleurs,
la doctrine

« intuitioniste telle qu'elle nous parait
ressortir d'un examen attentif de l'Analyse moderne.
ne s'impose pas nécessairement aux analystes sous
forme expliciteet absolue elle est, seulement, l'expres-
sion d'une tendance, qui, chez beaucoup d'entre eux,
ne se manifestequ'incomplètement.Aussi n'est-il point
surprenant que tes hommes de science continuentà
avoir, sur les questions que nous indiquons, ides opi-



tA ~M.M<W ~CTPMM ~f~M~~fYC/~

nions fort divergentes. Nous allons, dans le présent
chapitre, examiner quelques-unes de ces opinious et
chercher à les apprécier à la lumière des conclusions
auxquellesnous sommes parvenus plus haut.

I. t~ea Mathématique* et la Physique (~.

La première question qui retient notre attention,
lorsque nous cherchons A déterminer la mission du
mathématicien moderne, a trait aux relations de la
science théoriqueavec la science expérimentale, ou, plus
précisément, à la fonction de l'Analyse mathématique

par rapport à la physique.
C'est, comme on sait, au xvff siècle, que la Méca-

nique et la Physique prirent la forme de sciences ra'
tionnelles ou théories logiques, reposant sur un certain
nombre de principes et de faits expérimentaux,et ti-

rant – par déduction – de ces données les diverses
conséquences qui en découlent. Les faits pris ici pour
points de départ (de même que ceux que l'on cherche
à découvrir) ayant le plus souvent un caractèrequan-
titatif, il est a priori vraisemblable que la méthode de
la Mécanique et de la Physique rationnelles sera prin-
cipalement mathématique. C'est là, du moins, ce que
devaient naturellement penser les savants qui adop-
tèrent au xvu' siècle la conception synthétiste des
Mathématiques, plaçant l'algèbre au premier plan
(comme te voulaient les Cartésiens) et en faisant, avant
tout, une m~Ao< applicable à la résolution de tous Jes

problèmesquantitatifs.

fj Une partie de ce th-tpitMa fait ['objet 'l'un article publié dans
la ~MM ~<f)~~M<, M mai t~o?.
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CependantDescartes lui-même n'aperçut pas h eonsé.

quence qui résultait fatalement de ses principes. Sans
doute il prétend bien faire de la Physique une théorie
mathématique, puisqu'il veut en traiter les problèmes
en termes d'étendue et de mouvement. Mais l'on ne voit
pas exactement quel lien il établit entre cette théorie etla méthode algébrique, dont pourtant il fut par ailleursl'un des principauxpromoteurs. La penséede Descartes
présente ici une lacune que nous avons déjà signalée
lorsque nous avons fait allusion aux jugements portés
par le philosophe sur son traité de la GAtrn~M. A ce
propos, nousavons indiqué la raison probabte de Fatti.
tude de Descartes. Bien qu'il attribue certainementuneportée générale à la méthode posée dans la C~M«n<,
il ne voit pas comment les problèmes contenus dans cetnuté peuvent être utilisés en mécanique. Et c'est pour.quoi il se désintéresse de ces problèmes. Cependant,
l'arrêt que subit de ce fait le développementde la pensée
s~tentinquene fut que de courte durée. Grâceà la créa-tion du calcul infinitésimal, Newton et Leibniz purentréaliser l'Œuvre qu'avait ébauchée Descartes la téduc-
tion au calcul des problèmes fondamentaux de la méct.nique. De nouveaux progrès furent accomplis dans cettevoie au cours du xvuf siècle, et ainsi fut bientôt cons-tituée, sous le nom de Af~~m' analytique et de
sique MM~M~M<,un ensemble de théoriesextrémement
remarquables,qui empruntent la méthode de l'algèbre,
mais l'appliquent à d'autres objets que ceux auxquels
s'attache d'ordinaire le pur mathématicien.

< Les méthodes que j'expose, dit Lagrange(t).
auteur du premier traité systématique de mécanique
analytique ne demandent ni constructions, ni raison-

(r) A~Mt;w <!)M~M<. Avertissement, (Ewf. t. Xt, p. XU.
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nements géométriques ou mécaniques, mais seulement
des opérations algébriques assujetties à une marche
régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse ver-
ront avec plaisir ia Mécanique en devenir une nouvelle
branche et me sauront gré d'en avoir ainsi étendu le
domaine". Cttte conception de la Mécanique fit rapi-
dement fortune et elle exerça une grande influence sur
Je mouvement des idées philosophiques (t). EUe fut
même, à proprement parler, le point de départ du sys-
tème d'Auguste Comte, et c'est pourquoi ce dernier
proclame w l'éminente supériorité philosophique de
Lagrange sur tous les géomètres postérieursà Descartes
et à Leibniz

La grande découverte qu'aurait faite Lagrange si
l'on en croit Comte consistait, en somme, à recon-

1

naître que la méthode des sciences mathématiquespeut
être entièrement détachée de son objet traditionnel et
rapportée a des objets nouveaux. En conséquence, on
pourra construire des théories portant sur les lois du
monde physiqueet se composant de deux parties nette-
ment discernaMes une forme qui est 'purementmathé-
matique (analytique, algébrique), une matière qui est
fournie par )'expérience.

Cette doctrine, séduisante par sa simplicité, s'est per-
pétuée au cours du Xtx* siècle et nous la retrouvons,
telle quelle, dans l'esprit ou dans les écrits de nombreux
physiciens contemporains.

Écoutons, par exemple, Pierre Duhem, l'un des
grands théoriciens de la physique de notre temps. Dans
un récent ouvrage, Duhem définit en ces termes la

(<) Cf. L. Brunschvicg. i<t 2:~M de /e J*McM~M MM~'Ma~
p.a)!6etsuiv.
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~A~ne ~~<«(t) < C'est un système de propositions
mathématiques,déduites d'un petit nombre de principes,
qui ont pour but de représenter aussi simplement. aussi
complètement et aussi exactement que possible, un
ensemble de lois expérimentâtes t. La théorie, ajoute
Duhem, doit passer par les stades suivants en premier
lieu, le savant choisit un certain nombre de propriétés
physiques simples qui jouent pour lui le rote de qua-
lités premières et d'hypothèses, c'est-à-dire de défini,
tions et d'axiomes puis il combine ensemble ces den'
nitionset ces axiomes suivant les règles de l'Analyse
mathématique; enfin, il traduit les résultats obtenus
en un certatn nombre de jugements susceptiblesd'être
confrontés avec l'expérience. Des trois stades ainsi
dénnis, cependant, c'est Je second qui a le plus d'am-
pleur, et, dans ce second stade, la théorie doit étre
dirigée suivant une méthode et d'après des considéra-
tions purement mathématiques.

Sans doute on rencontre des physiciens que leur
instinct ou leurs préjugés portent à se méfier de la spé-
culation a priori. Ceux-ci ne veulent voir dans les
mathématiques qu'un langage commode, exprimant,
sous une forme brève et tacuement maniable, les faits
concrets fournis par l'expérience, lis exigent que la
Physique mathématique ne soit, d'un bout à l'autre,
qu'une traduction juxtalinéaire de la réalité sensible.
Us demandent donc que toutes les transformations atgé-
briques utilisées par cette science aient un sens phy-

(t) i<t <~<M-;</)&ytt~, M« << M ~rM~M~, Paris, ChevitHer et
RivÍere, '9°9, p. 36-27. Depuis la publication de cet ouvragc,Rivitre, )<)0<),p. ï6-peuta pubti~tion decet ouvraj;

et

Dohetn parait avoir ses articles peu la science th4<es qn~t y soutient.
Voif en particulier tM jtnictes sur la science ttknMnde (~M<
<~M ~H~«, t" février t<)<c) et <<M«' du Mois, to juin !~)~.
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sique. Us ne consentent à raisonner, suivant une lor-
mule de Gustave Kobin(t), t,que sur des opérations
réalisables

Contre une pareilledoctrine, Dnhem s'étéve de toutes
ses torces. II adopte une attitude exactement opposée à
celle de Gustave Robin. « Les exigences de la logique
algébrique, écnt-it, sont les seules auxquelles le théori-
cien soit tenu de satisfaire. Les grandeurs sur lesquelles
portent ses calculs ne prétendent point être des réalités
physiques, les principes qu'il énonce dans ses déductions
ne se donnent point pour l'énoncé de relations véri-
tables entre ces réalités t. Selon Duhem, la confronta-
tion entre la théorie mathématique et l'expérience ne
doit venir qu'à la fin, lorsque la théorie est achevée.
Aussi bien n'est-il pas possible de contrôler une théorie
physique propositionpar propositionau fur et à mesure
de son développement une théorie ne peut être exa-
minée qu'en bloc parce qu'elle se compose de parties
indissolublement liées les unes aux autres. « Le seul
contrôleexpérimentâtde la théorie physique qui ne soit
pas illogique consiste à comparer le systirne <M<«r de la
~fM~M <OM< /'Mj<mA/< des lois ~'r<mM(<et a
apprécier si cetui'ci est représenté par cemi-tà d'une
Manière satisfaisante ».

A l'appui de cette thèse, Duhem apporte une longue
suite de preuves. Lorsque, dit-il, on cherche A iuter-
pïéter en langage théorique une expérience de labora-
toire, ce n'est pas une loi que l'on amrme, c'est un très
grand nombre de lois. Pour faire une expérience il faut
des instruments or l'usage de l'instrument le plus
simple suppose que l'on adhère à tout un ensemble de
théories.S'agit-il, par exemple,d'interpréterexactement

~) CH< par Dubem, p. }4o.
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une opération faite à la loupe? On est obligé de faire

appel aux lois de la dioptrique, à la théorie de la disper-
sion (i). Que si, pour vériner une première loi, on
voulait utiliser le résultat brut d'une expérience, on
devrait apporter à ce résultat une série de corrections,
et, pour faire ces corrections, on s'appuirait nécessaire-

rement sur des loisnon encore vérifiées. a En résumé(2',
ie physicien ne peut jamais soumettre au contrôle de

l'expérience une hypothèse isolée, mais seulement tout
un ensembled'hypothèses lorsque rexpérience est en
désaccord avec ses prévisions, elle lui apprendque l'une

au moins des hypothèses qui constituent cet ensemMc

est inacceptable et doit être re}etée mais elle ne lui

désigne pas celle qui doit être changée e. De là, Duheni
conclut que l'appui de l'expérience ne peut venir en
aide au physicien que lorsqu'il a fini de composer son
couvre. Toute la peine jusque là, tout le travail coos
tructeur, incombe à l'Analyse mathématique.

C'est une thèse analogue que soutient M. Bouasse,

dans un livre récente), où il expose la « méthode de

la Physique ». « La Physique,dit M. Bouasse, cherche

à reconstruire le monde, à le déduire par voie purement
syllogistique d'un principe général une fois admis
Sitôt, donc, que le principe est trouvé (on l'obtienten
tâtonnant,et généralement par hasard), le mathémati-
cien est seul à l'oeuvre il doit déduire les conséquences
du principe, < créer une forme o et en < dévider les

propriétés suivant un sorite par nature indénni

<t construire un barème de sorites ? quant à l'expé-

(.)~p.l4?.
(:) ~M.. p. ;o7.
(;) De la AMM< ~a'M les &Mx~t, F. At«n, t909, p. ?<' et

ÏUtV.
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rience, « elle ne doit plus intervenir que pour vérifierà

mesure les divers théorèmes rencontres a.
Voilà en quels termes s'expriment de nombreux

physiciens contemporain". Certes, les mathématiciens

ne se plaindront pas du rôle qu'on veut ici leur attri-
buer. Toutefois, ils inclineront a penser que les physi-
ciens dont nous rapportons les idées emploient le mot
< mathématique e dans un sens un peu trop étroit.
M. Bouasse semble ne voir dans le travail de l'analyste

que le traitement logique d'un sorite. Pareillement
Duhem, a maintes reprises, fait des termes logique,

abstrait, des synonymes exacts de <tM<~M/Il déclare

que le théoricien n'est tenu d'obéir qu'à la Logique. Et.

pour préciser sa pensée, il nous propose comme un
modèle de science parfaite la géométrieclassique, où il
discerne les opérations suivantes (t) l'abstraction qui
fournit les notions de nombre, de ligne, de surface;
l'analyse philosophique qui de ces notions tire les
axiomes et les postulats; enfin la déduction mathéma-
tique ou logique « qui s'assure que ces postulats sont
compatibles et indépendants, qui patiemment, dans un
ordre impeccable,déroule la longue chaîne de théorèmes
dont ils sont gros t.

Le type de science logique ainsi défini par Duhem

est celui que nous devons toujours, selon lui, chercher
à réaliser. Dans un de ses plus brillants chapitres, nous
voyons Duhem partir en guerre contre certains physi-
ciens anglais, qui n'écrivent pas une formule ~ans en
chercher inimèdiatement une représentation matérielle,
qui ne peuvent concevoir la science sans une collection
compliquée de modèles mécaniques. Voici, s'indigne
Dubem à propos d'un ouvrage de 0. Lodge (i), voic

(t) Lx. <<f.p. $8.
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un livre destiné à exposer les théories modernes de
l'électricité il n'y est questionque de cordes qui s'en-
roulent sur des poulies; de tubes qui pompent de l'eau,
d'autres qui s'enflent et se contractent nous pensions
entrer dans la demeurepaisibleet soigneusementordon-
née de la raison déductive; nous nous trouvons dans
une usine a. S'inspirant de Pascal, Duhem établit un
parallèle entre deux sortes d'esprits les esprits amples
mais faibles. les esprits profonds mais étroits. Il range
les disciples de Maxwell, chez qui l'imagination prime
la faculté logique de raisonner, parmi les esprits amples,
en compagnie de Shakespeare et de Napoléon. Mais il
donne lui-même la préférence aux esprits profonds, tels

que Descartes, Newton, et la plupart des physiciens
continentaux. < Pour un Français, une théorie physique
est essentiellementun système logique B.

Remarquons d'aitieurs, que la logique dont parle ici
Duhem n'est nullement celle des a logistlciens mo-
dernes(:). Duhem classe, en effet, tous les adeptes du
calcul symbolique parmi les esprits amples, mais
faibles (1). Il y a plus. Les a~ëbnstes, dé)a, feraient à
l'imaginationcertaines concessions que Duhem semble

Kgretter un peu. < Les mathématiciens, dit-il, ont
imaginé des procédés qui substituent à la méthode
purement abstraite et déductive une autre méthode
où la faculté d'imaginer ait plus de part que le pouvoir
de raisonner. Au lieu de traiter directement des notions
abstraites qui les occupent, de les considérer en elles-
m&mes, ils profitent de leurs propriétés les plus
simples pour les représenter par dts nombres, pour les

(t) Ibid., p. tU.r.
(t) Voir supra, chapitre tn, tt.() <(< pp. 120-122.
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H~M~f alors, a lieu d'enchaîner dans une suite de

syllogismes les propriétés de ces notions ettes-mêmes,
ils soumettent les nombres fournis par les mesures à des
manipulations. L'auteur de certaines découvertes atgé-

briques, un Jacobi par exemple, n'a rien d'un méta-
physicien il ressemble bien plutôt au joueur qui con-
duit à 'ne victoire assurée la tour ou le cavalier. En

maintes circonstances, l'esprit géométrique vient se

ranger, auprès de l'esprit de finesse, parmi les esprits
amples, mais taibtes(t))~.

Voilà qui fixe bien l'opinion de Duhem. L'esprit
protondqu'il nous vante s'efforcera d'être exclusivement
logique, et de réduire la Mathématique une chaîne de

syllogismes; celle-ci ne sera. pour lui qu'une forme ou
un moule, vide de tout contenu objectif.

Or, si une pareille thèse eut é'é accueillie avec
faveur par les algébristes du xvfo' siècle, elle constitue

pour les mathématiciens d'aujourd'hui un véritable
anachronisme. Elle est incompatible, à notre avis, avec
les conceptions actuelles des analystes sur ta nature et
le rôle de leurs recherches.

Que la science ~'<<' puisse prendre la forme d'une
suite bien enchaînée de syllogismes, nul ne voudra,

certes, te contester. Mais Duhem ne s'occupe pas de la

science faite il s'occupe de la science qui se &it. Per-

sonne ne croira, en enet. que la physique de la lumière,
t'étectro-dynamique et la mécanique chimique soient
arrivées, comme par exemple la théorie des équations
du second degré, aux derniers stades de leur évolution.
Les Mvres que l'on écrit sur ces matières sont des

o:uvres provisoires qui seront plus tard aussi oubliées

que les écrits de Tartaglia ou de Viete sur les équations

(t)JM.,p.~
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a'gébriques. Or, qui reprocheraità ces vieux auteurs de
n'avoir pas suffisamment suivi l'ordre logique dans des
ouvrages que nous ne lisons pas? On ne demandet qu'une chose aux créateurs, c'est d'avoir des idées,
quitte laisser à d'autres le soin de ranger ces idées à la

place exacte qu'elles doivent occuper dans l'édifice u
'.togique de la science.

La seule question en litige est donc la suivante quel
est, dans la physique théorique, le principal instrument
de la découverte ? Duhem ne veut pas que ce soit l'expé-
rience car, dit-il, on ne peut établir expérimentale.
ment une ou plusieurs lois physiques sans pécher :t

chaque instant contre la Logique. H s'adresse donc aux
Mathématiques. Mais, nous le demandons, les Mathé* <

matiques peuvent-elles être une science féconde et créa-
trice sans sortir, à leur tour, de la pure logique ? Certes,
c'est un problème de savoir comment une science
fondée sur les faits peut s'accorder avec la Logique.
Mais Duhem ne résout pas ce problème il ne fait que
reculer la difficulté en la renvoyant de la Physique aux
Mathématiques. S'il se trouvait qu'au regard' de la
Logique l'Analyse mathématique fût sujette aux mêmes
infirmités que la méthode expérimentale, l'argumenta-
tion de Dahem serait tout au moins incomplété.

L'erreur commise par Duhem consiste,croyons-nous,
à postuler que l'on peut opposer les vérités mathéma-
tiques aux faits physiquescomme on oppose la théorieA
la pratique. Or, si les conclusions de nos deux derniers
chapitres sont <xacte~. la Mathématique pure ne serait
nullement la science parfaite et exceptionnelle que sup*
pose cette manière de voir, et le développementdes
parties les plusabstraites de cette science ressemblerait

par de nombreux traits à celui des sciences expérimen-
tales. Loin d'atténuer cette ressemblance, l'argumenta-
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tion de Duhem nous parait au contraire l'accentuer. En
la lisant, on a sans cesse l'impression que l'on pourrait
appliquer 4 )a Mathématique ce que Duhem dit si bien
de la Physique. C'est ce que nous allons chercher à
montrer par quelquesexemples.

6~ premières. – Le théoricien de la Physique,
dit Duhem(!),part d'un certain nombre de qualités
premières qu'il traduit en notions mathématiques. Ces
qualités, traitées comme irréductibles, le sont en fait,
non en droit, et toujours à titre provisoire. ESective'
ment, il arrive fréquemment qu'une qualité, regardée à

tort comme première,ne soit en réaHtë qu'une <t combi-
naison de qualités dé~ connues et acceptées

Point n'est besoin de commentaire pour appliquer ces
vues aux notions mathématiques. C'est en effet par les
mathématiciens qu'elles furent pour la première fois
formulées, et Duhem se borne à les transporter dans le
domaine de la Physique. Mais nous nous arréterons un
testant sur le mot < traduction e fréquemmentemployé
par Duhem.

Le dévetoppemen: mathématique d'une théorie phy-
sique, nous dit-on, ne peut se souder aux faits
observables que par une traduction, une version qui
remptace le langage de l'observation concrète par le
langage des nombres a Mais qui traduit, trahit; f~-
duttore, /nMf<<of<! il n'y a jamais adéquation complète
entre les deux textes qu'une version fait correspondre
l'un à l'autre (2) – Ces remarques pourraient faire
croire que le physicien est obligé de s'exprimerdans une
langue étrangère tandis que le mathématicien parle sa

(<) Zef. «'< p. zoo et suiv.
(!) La. p, at(.
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propre langue. Il n'en est rien. L'analyste, tui aussi,
fait une version. Il traduit, comme nous l'avons dit
ailleurs, la qualité en quantité, et sa traduction
n'est pas adéquate au texte. Lorsque, par exempte.
on exprime la fonction exponentielle par l'égalité

.t' ,,1 J~=. <+<+ + ,-t- on ~MtfcetteioM i

tion dans la langue de l'algèbre mais, ce faisant, on la

déforme car, pour avoir la vraie vaieur de y, il faudrait
donner au polynôme qui la représente une infinité de

termes. Ainsi, pas plus que le physicien, le mathéuM-
ticien ne raisonne directementsur les qualités première!
qui lui servent de point de départ force lui est de

transformer ces qualitésen notions algébriques, onrant

une prise au calcui et à la déduction logique.
~< <~< la f~<«:<fOH algébrique.– Dans un chapitre

intitulé Da~Mf(tM<mf<~m<!<~tM<'< ~o~«~«<, Duhem
i

oppose l'à peu près phy~que à la pression mathémit'
tique. 11 montre qu'une infinité de faits théoriques
ditférentspeuvent être pris pour traductionsd'un mtnM
fait pratique. « Dire que la température est 10", ou
9~99 ou to°, ot, c'est tormuler trois faits théoriques
incompatibles; mais ces trois faits théoriques incom-
patibles correspondentun seul et mcme tait pratique
si la précision de notre thermomètre n'atteint pas au
cinquantième de degré. Un fait pratique ne se traduit
donc pas par un tait théorique unique, mais par uue

sorte de faisceau qui comprend une mnnité de faits a,'

théoriques différents (t) ?. Cette constatation conduit d'

à une remarque, où, selon Duhem, apparaitrait une l'
dinérence essentielle entre la déduction mathématique

et la loi physique. Supposons ~a) que d'un premier lail

(t)/M..p. dc

(a) lbid., q. 1.
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pratique on veuille déduire un second fait pratique. Au
premier lait correspond un taisceau de faits thconques
d'où !'oo tire, par déduction, un autre faisceau de iaits
théoriques. Si ces derniers faits sont assez voisins pour
représenter, au degré d'approximation voulu, un seul et
mètne fait pratique, la déduction théoriquefournit bien
une relation entre deux faits pratiques. Si, au contraire.
les faits théoriques déduits s'écartent les uns des autres,le calcul que f'on a fait ne conduit pas à un résultat
pratique déterminé valable pour ie mathématicien, il
est sans utilité pour le physicien.

Les remarquesque fait ici Duhem sont parfaitement
justes mais c'est à condition que l'on écrive logique
ou « algébrique a partout ou il a mis « théorique e et
« mathématique t. L'opposition, en eaet, n'est pas
entre les mondes physique et tnathOna'ique elle est
entre la compiexhé, Ja richesse du donné objectif, et la
pauvreté du schéma que nous substituonsà ce donné.
Comme le physicien, l'analyste est chaque jour arrêté
par les difficultés que i'on nous signale. Lorsqu'it tra.duit une ionetion transcendance dans la langue de t'at-
gèbre, il est obligé de simplifiercette fonction, itnég)!ge
un certain reste. Or il existe une intiuite d'cxpre.s.iuns
iugébriqucs dont la difiërence est beaucoup plus petite
que le reste négligé. Qu est-ce à dire. ~non qu'a un tait
mathématique donné correspond une infinité de laits
algébriques? Nous voitâ dès tors ramenée aux ïenjarque~
de Duhem. Un calcul algébrique ne pourra être tecond
que sous certaines conditions. Par txempte, pour dé-
duire les propriétés d'une fonction de celles dune
expression algébrique, il ne su<nt pas de savoir que la
fonction et l'expression sont très voisines en tel point
donné il faut encore s'assurer qu'elles restent très
voisines lorsque le point varie d'une manière quc~
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conque. Or, comment verra't'on s'il en est ainsi? On
considérera, par exemple, un faisceau d'expressions a)~-
briques qui, au point initial, sont très voisines de la (onc-
tion donnée, et l'on cherchera si ces expressions restent
voisines, lorsque la variabie décritun cheminquelconque.
Cette étude, de tous pointssemblable à celle que décrit
Duhem, a renouvelé en particulier la théorie des équa-
tions diSérentiettes. Par conséquent, ce qu'on nous
présentait comme constituant une différence entre les
Mathématiqueset la Physique nous apparat au contraire
comme*un trait de ressemblance.

I.n'ntM. L'expérimentation est, par excellence,
la méthode des sciences naturelles. Il serait cependant
inexact de croire qu'ette n'a rien à voir avec les Mathé-
matiques. Le mathématicien nous l'avons déjà dit
expérimente souvent. Veut-il étudier une famille de

f'notions ? Il prend un exemplenumérique et en observe
l'allure, en étudie les caractères distinctifs. Veut-il se
renseigner sur un type d'équations dinérentiette!?!) 11

considère d'abord un cas particulier dont les propriété
peuvent étr~ M~M~M, et il s'étève par induction de ce

cas au cas générât. En même temps qu'une méthode de

recherche, t'expérience est d'ailleurs pour le matttétm-
ticien un moyen de contrôle. Lorsqu'un élève soumet
un énoncé de théorème à un professeur, comment s'y
prend celui-ci pour en contrôler l'exactitude ? Presque
toujours il commence par prendre un exempte et il

regarde si cet exemple obeit au théorème proposé. C'c!t
ainsi que sont re)e\'ées la plupart des erreurs comtniKs

par les analystes un jour arrive où quelque expérience
simple met en défaut les lois inexactes qu'ils avaient
énoncées.

Mais, si l'expérimentation est d'usage courant en
Mathématiques, la regarderons-nous cependant comme
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un instrument de recherche sûr et rigoureux ? Non. et
cela pour les raisons marnes que Duhem met en lumière
en parlant de la Physique. En générât les faits mathé-
matiques ne sont pas isolables. Lorsque j'aborde t'étud.-
d'une nouvelle famille de fonctionset que je veux en
organiser, en déduire rationnellement les propriétés, je
suii obligé de faire t la fois un très grand nombre de
suppositions,susceptibles, par leur combinaison,d'expli-

quer ces propriétés. A supposer alors qu'une expérience
contredise mon système, e'!e le ruine indubitablement,
mais ellle ne me dit pas qu'elle est, parmi mes supposi-
tions, celle qui était fausse. Que conclura de là un dia-
lectitien rigoureux ? It soutiendra que l'expérience ne
sert pas vraiment à découvrir, mais intervient après
coup, une fois la théoriecomplètementédifiée. – C'est,
–appliquée aux Mathématiques,– ta conclusion même
de Duhem (t

Sans doute, on nous dira qu'il n'y a pas lieu de com-
parer sur ce point les Mathématiques à la Phys<que. Le
contrôle d'une théorie mathématique e~t si aisé et si
rapide qu'à peine est-il besoin de spécifier comment et
à quel moment on doit le faire. Dés que l'analyste s'est
assuré qu'il n'a pas commis d'étourderies, son œuvre est
définitive. En Physique,au contraire, le rôle de l'expé-
rience est capital parce qu'une théorie ne saurait être
regardée comme établie qu'après un contrôlcprolongé.
Et même, la théorie physique n'est-et!e pas, en réalité,
toujours provisoire ?

C'est ici le cas de répondre que te temps ne Cait rien
à l'affaire. Peu nous importequ'un analyste habitearrive
parfois (rarement; au bout de sa (~chc après quinze jours
de tâtonnements, tandis qu'à tette thcorie physique il

())Voir fM~-< p. t;6.
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a fallu ptusieurs générations pour sortir de l'enfance.
Le mathématicien n'en a pas moins été aux prises, pen-
dant quinze jours, avec les difficultés auxquelles seheurtent les physicien!

Peut-on dire, d'autre part, qu'une théorie physique
– mise à l'abri des étourderies possibles de ses auteurs,
– soit moins définitive qu'une théorie nMthéma-
tique ?

Duhem admet ( t). avec la plupartdes savantscontem-
porains, que les postulats de la Physique sont inacce!'
sibles aux démentis de l'expérience. H y a donc du défi-
nitif en Physiquecomme en Mathématiques. Seulement
ce dénnitit est toujours sujet à revision corrections de
détait d'abord, et quelquefois bouleversement j~xemptc
Copernic]. < Un jour peut-être, en refusant de recourir
à des correctionspour rétablir l'accord entre le schéma
théorique et le fait, en portant résolument la réforme
parmi les propositions qu'un commun accord déclarait
intangibles, le savant accomplira t'auvre de génie qui
ouvre à la théorie une carrière nouvelle (2) ?. Mais, en
tout cas, le bon sens seul est juge des hypothèses qui
dt.ivent être conservées ou abandonnées(3).

Il en est exactement de mêfne en Mathématiques.
Une théorie, définitive au regard de la Logique, n'est
pas pour ceta intangible. H peut devenir opportun de
l'englober dans une théorie plus généra)e. Ainsi, pour

un algébristed'autrefois la fraction ,––, appartenait au

type des fonctions /of</oK~ «m«M~. Pour un moderne,
cette fraction présente deux discontinuités isolées aux

(t) Lm. <«. p. }4t et sqq.
(:) /.M. <? p. ~8.
(;) p. }}6.
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points imaginaires dh ~– Et qui sait si nos points de

vue actuels ne disparaitront pas à leur tour?. L'étude
des fonctions transcendantes,par exemple, a été fondée
originellement sur la théo'ie at~ébriquedes polynomes
(base du calcul des séries). Mais peut-être une autre
théorie, plus souple, plus nuancée, sera-t.elle un jour
édifiée qui s'adaptera plus exactement aux faits que
nous nous proposons de figurer. A quel moment con-
viendra-t-il d'abandonner pour un autre le vieux
modèle de série convergente auquel nous sommes si
habitués et qui nous a rendu tant de services? Cela,

nous ne saurions le décider a priori le bon sens seul
doit en être juge.

Et ainsi, sur ce point encore, nous concluons a une
similitude entre les Mathématiqueset la Physique.

De cette rapide analyse que ré~utte-t-it ? Nous avons
examiné les principaux caractères attribués par Duhem
aux théories physiques, et nous avons constaté que ces
caractères se retrouven*. pour la plupart, dans les théo-
ries mathématiques. Nous concluons de là. que si la
théorie physique résulte, comme on le pense ~ënérate'
ment. de la combinaison de deux éléments – une
forme logique et une matière extratoRique il doit
en être de même de la théorie mathématique. En
d'autres termes il est impossible de considérer la Mathé-
matique comme le moule de la théorie physique, car il

y a dans cette science même autre chose qu'un moule,
ityaun fond objectif qui ne se laisse qu'incomplète-
ment réduire en termes logiques.

Dira-t-on que l'on peut, en Mathématiques, séparer
la forme du fond, isoter la méthode pour l'appliquer à
t'êtude des problèmes de la Physique ? C'était l'idée de
la fin du xvHt* siècle, celle dont s'est inspiré Auguste



r/B~z.F.vr/~f't'D~A jM~r/MM~?
Comte(t). Ett sans doute, si les physiciens n'emprun-
taient à la Mathématiqueque ses procédés de calcul et
de synthèse logique, cette idée pourrait être défendue.
Mais on sait que la Physique contemporaine est tiée

aux théories les plus nouvelles de l'Analyse, et notam-
ment de l'Analyse fonctionnelle.Elle ne saurait donc
fondersa méthode sur une conception de la Mathémt-
tique qui ne répond plus à t'état actuel de cette science.

S'it fallait en croire les auteurs que nous avons cités,
le mathématicien serait, en quelque sorte, le serviteur
de la Physique. Or, c'est précisémentce que lis condi-
tions dans lesquelles s'effectue aujourd'hui la recherche
mathématique nous empêchent d'admettre. Du mo-

ment, en effet, où la science mathématiquea son objet

propre et un objet qui ne peut être dompté qu'au prix
de longs efforts et par de multiples artifices il est
clair que la marche de cette science doit être déterminée
d'après son objet et non d'après celui d'une science voi*

sine. Sans doute le mathématicien aidera le physicien.
Mais il faut, avant cela, qu'il mette de l'ordre et qu'il y
voie clair dans son propre domaine. Si, comme on fit

pensé pendant un temps, la Mathématique était défini-
tivement sortie de t'ère des difficultés, si, suivant l'ex-
pression de M. Bouasse,elle n'avait plus qu'à a dévider
les conséquences de ses principes, alors elle pourrait
peut-être se mouler exactement sur les problèmes de la

Physique. Mais plus que jamais, l'analyste a ses propres
embarras à surmonter le premier devoir qui lui

incombe est donc, incontestablement,de dissiper ceux-ci.

(t) Lt méthodeainsi isolable n'est pas, bien entendu,selon Comte,
celle de la logique formelle classique (Cf. Win'er, tt .U/<t'o~ ~M
la ~<'M/'M< des .M<t<~M<~M«, p. 't8), miti! bien celle (togico-mt-
thématique) que nous avons d<6niedans notre chapitre 111.
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Il. La direction des recherchât

Puisque le mathématicien ne saurait demander à des
sciences autres que la sienne l'indication de la voie,dans
laquelle il doit diriger ses recherches, puisqu'il en est
réduit, pour conduire son travail, à sa propre inspiration,
comment, dans la punique, orientera-t-it son activité,
de quelle manière pourra.t-il s'assurer qu'il fait une
œuvre bonne et féconde ?>

II ne s'agit pas ici de savoir quelles sont, en mathé-
matiques, les conditions du succèset comment on peut
réaliser une œuvre de premier ordre. Autant vaudrait
demander par quels moyens on devient un homme de
génie. Mais, avant de prétendre au succès, il convient,
sembte-t-i!, de déterminer exactement le but qu'on se
propose. En quoi doit-on faire consister, à que s signes
peut-on reconnaitre, la valeur d'une découverte mathé-
matique ? Nous avons vu plus haut combien il est diffi-
cile de tranchercette question a priori. Mais, du moins,
les savants de profession sont-ils capables de la résoudre

<H fait ? Possèdent-ils des critères sûrs pour juger les

travaux auxquels ils se consacrent ou ceux qu'accom-
plissent leurs confrères ?r

Nous devons reconnaitre que. si les analystes mo-
dernes appliquent en effet des critères lorsqu'ils ont à
apprécier un problèmeou une solution, il s'en faut que
ces critères soient uniformes et invariables. t) existe, à
notre époque, de nombreuses écoles mathématiques, et
chacune d'elles a son idéa), son point de vue particulier.
Cherchons donc à nous taire une idée sommaire des
régies de conduite que les plus notables de ces écoles
proposentà leurs adeptes.
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Quels sont, se demandent les chercheurs, les pro.
blêmes qui méritent de fixer notre attention En face de
cette interrogation, le parti le plus simple qu'on puisse
prendre consiste évidemment à n'en prendre aucun.
C'est à quoi nous amènerait le point de vue de certains
physiciens dont nous avons plus haut exposé les idées.
Il seraitabsurde, dit M. Bouasse (t) de chicaner le créa-
teur de formes sur la valeur et la nature d'un postulat

< < alors même que celui ci ne correspond à rien de réel,
h forme qui en dérive n'en est pas moins intéressante
et utile comme complétant le barème des formes rien
ne dit que, dans un avenir plus ou moins éloigné,
ou ne lui trouve une application,c'est-à-dire des faits

t qui acceptent de s'y loger n. Le mathématicien, dit en-
core M. Bouasse, prépare à l'avance des formes qui se-
ront utilisées par le phystcien ces termes sont au.
jourd'hui connues en très grand nombre on en a
comme dévidé à l'avance les propriétés suivant un so-
rite par nature indéfini qui, pratiquement,peut remplir
des volumes entiers a.

Oui mais, combien de volumes ? Le nombre évi-
demment, n'en saurait être limité; car on n'épuisera ja-
mais toutes les formules qui pourraient, le cas échéant,
servir aux physiciens. Faudra-t-il donc imiter ces com-
pilateurs de la Renaissance qui amoncelaient dans
d'énormes CoM~M~/Mtoutes les recettes qu'ils connais-
saient i En un siècle où J'on voit se muhipti~r et se ra-
miner a l'infini le'- voies dans lesquelles peuvent s'en-
gager les théories, ce serait la, nous semble-t-il, une
entreprise vraiment sans issue.

Aussi ne saurait-ons'étonner que le programmetra:é
par M. Bouasse ne soit pas accueilli avec faveur par les

(') Loc. cit., (voir ci-dessus p. t;6).
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mathématiciens. Par contre d'assez nombreux analystes
sont aujourd'hui encore disposés à admettre que la
Mathématique pure peut être construite suivant un
plan régulier, et que ce plan ne saurait donner lieu
à aucune discussion; c'est, eo effet, la logique qui le
fournira il consiste à s'élever progressivement du
simple au compose.

Cette conception des mathématiques ne diffère pas,
au fond, de celle que nous avons rencontréechez les at-
j~ébr'stes du xvof siècle, et l'on peut dire qu'elle est
désormais ju~éc. Elle devait néanmoinss'i'nposer de nou-
veau à l'attention de ceux des savants de notre temps
qui ont poussé le plus loin le souci de la rigueur et de
la perfection togique. L'éditée de la science a été en-
tièrement rebâti. Beaucoup de théories, qui paraissaient
indépendantes, sont aujourd'hui reliées entre elles et se
font suite exactement i'une a i'autre. Le nombre des
postulats indémontrables a été de ptu:. eu plus restreint.
Neserait-ce point que t'idéstsynthétistennirait, malgré
tout, par se réaliser ? L'afnux de notions nouvelles. que
l'algèbre, en se développant, leur apportait pute-mcte,
avait, un moment, désorienté les anatysteii; mais au-
jourd'hui. -les notions premières et tesrcgfes de la dé-
duction étant mieux connues,- ne va-t-on pas pouvoir
rétablir l'ordre dans la production mathématique~'t en
faire vraiment un système de ~énératis-ttion tonique ?

Nous avons suffisammentdiscuté plus haut cette doc-
trine pour reconnaître qu'il est impossible de la faire re-
vivre aujourd'hui. Prise à la lettre elle est contredite
par les témoignages des savants et par l'examen des
œuvres mathématiques les plus importantes de noire
époque. Il convient,toutefois, d'observer que t'en'ptoi
d'une méthode de génératisation régulière et progres-
sive n'est pas à dédaigner en Analyse. Qu'il s'agisse, par
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exemple, de la théorie des fonctions,on pourra essayer
de combiner méthodiquementdes fonctions simples de
manière à formerdes types de fonctions bien gradués.
Les fonctions algébriques ont conduit aux fonctions
elliptiques (premier exemple de transcendantes nou-
mettes obtenues par les méthodes modernes), les fonc-
tions elliptiques conduisent aux fonctions modulaires,
les fonctions modulaires aux fonctions fuschiennes
ainsi, on peut toujours, d'une famille donnée d fonc-
tions, s'élever à une famille plus compliquée. C'est d~

cette manière que Gauss, par exemple, nous engage à

procède" lorsqu'il nous invite à passer de t'ëtude des
fonctions logarithmiqueset circulaires à celle des fonc-
tions hypergëométriques,qui constituent < un genre
supérieur il.

L'emploi systématique d'une semblable méthode se
heurte malheureusementà d'insurmontables difncutfës

complication croissante des calculs et impossibilité de
faire un choixa priori entre les extensions en nombre
infini que comporte une mêmethéorie. C'est pourquoi,

pour les raisons que nous avonsexposées dans un cha-
pitre précèdent, l'opinion d'après laquelle la Mathéma-
tique pouvaitse développer parsimplegénéralisationdoit
êtreabandonne:.

Nous avons vu qu'à la base d'une oeuvre mathéma-
tique il y a toujours un choix dont la logique ne peut
pas rendre compte. Le caractère libre de ce choix.
affaire d'instinct et de goût, prend une telle importance

aux yeux d'une certaine école qu'elle en vient A consi-
dérer l'Analyse mathématiquecomme une pure œuvre
d'art. Selon les adeptes de cette ecote, aucune recherche

ne s'impose spécialementà nous seules, par conséquent,
les spéculations qui nous procurent une satisfaction es-
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thétique méritent d'occuper notre temps; la palme re-
viendra aux savants qui tauront nous apporter les
théories les plus jolies. Un problème éteint est tou-
jours intéressant, un problème pénible est sans valeur.

Il faut reconnaîtreque cptte manière de voir devient
assez naturelle du momentque t'en ne croit plus au dé-
veloppement mécanique de l'Analyse. Aussi a-t-eUe été
d'un usage courant pendant la ptus grande partie du
xtx* siècle; c'est alors l'ère des « beaux théorèmes »,Fepoqne où les mémoires portent pour titres Sur
une propriété remarquable, etc. ». e Sur une famille
intéressante de, etc. » ou d'autres formules de même
espèce.

Dans la pratique, incontestablement, cette orienta-
tion de la science a été féconde; car elle a permis d'in-
troduire en Anatvseangrand nombre d'idées nouvelles.
Cependant elle nous oblige à poser une fois de plus une
question qui nous a déjà arrêtés plus haut. Dans la
bouche du mathématicien,quel est au juste le sens de
ces mots <t beau a étégant f, « remarquable Il ?

On ne peut plus se contenter aujourd'hui de recher-
cher la beauté, dans les propriétés mathématiques, selon
le point de vue des géomètres grecs. Nous avons vu,
en eSet, que les préoccupations esthétiques des Grecs
les contraignaient à limiter à l'excès le champ de la
science, et d'ailleurs, il est manifeste que les théories
actuellement en honneur ne possèdent nullement ces
qualités de simplicitéet d'harmonie que prisait la science
hellénique. Sans doute, tes savants modernes font-ils
souvent encore de ces rencontres imprévues et en
quelque sorte providentielles– qui excitent l'admira.
tion. De même que les Pythagoriciens étudiaient avec
prédilection les relations qui unissent les dinérentes
sciences, de même on s'efforce aujourd'huide découvrir
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des analogies,de discerner des liaisons entre les diverses

j théories c'est un < moment sotennei t. comme le dit
justement M. Brunschvicg,que celui o;t deux domaines

de la Mathématique entrent en contact. Mais, quelque
intérêtque présentent tes rapprochements de ce genre,

1on ne saurait évidemment en faire une condition néces- l'

saire des progrès des mathématiques.
Aussi bien, n'est ce pas dans la qualité objective des

résultats obtenus, mais plutôt dans les mérites de la d~.
monstration que semble résider, pour la plupart des
mathématiciens de l'école esthétique moderne, la va-leur d'une théorie. C'est à ta beauté architecturale des
formules et des déductions, que le matt~maticien ar-tiste est surtout sensible. Encore pénétré des concep. t
tions synthétistesdu xv;))' siècle, il incline à penser quel'objet de nos recherches est r'tativement inditTér~nt
(commecela doit être si cet objet empt unte aux dénni.
tions et aux démonstrations tout ce qu'il a de réatité).
Peu importe donc que t'en étudie tel ou tel problème.
qui serait r<;g.u-dé par d'autres, comme artificiel et vain;
seute est à considérer la manière, plus ou moins éië-
gante, par laquelle on vainc les difficultés proposées;
tout le prix d'une théorie est dans le choix et la rigueur
des méthodes empioyées. dans la conduite des discus-
sions, dans les ruses et les habiletés dialectiques de t au.
teur.

Le déclin de la conception synthétique des Mathénj.t.
tiques devait nécessairementproduire une réaction entre
cette manière de voir. Cependantle point de v..e esthé-
tique subsista longtemps, sous une forme moins absoiue
il est vrai, dans une école de mathématiciens que l'on
pourrait appeler l'école éclectique.

Les éclectiques auxquels nous faisons allusion ne se
proposent pas de construite de ~s.~ théories; nhtistts
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poursuivent des résultats de détail, recherchant, dans
tous les domaines, ce qui est élégant, ce qui est tacite.
ce qui est pittoresque, comme aussi ce qui peut être
de quoique utilité pour les applications pratiques de la
science. Cette méthode de travail a, pendant un temps,
permis d'obtenir une grande richesse de production.
Feuilletonsl'oeuvre de certains mathématiciensd'il y a
quarante ans l'étonnante variété des sujets qu'ils ont
entourés nous confond; ils sautent, comme au hasard,
de l'un à l'autre, cudllant partout les fleurs les plus
colorées. Ils ont ainsi composé un joli bouquet, mais
leur oeuvre ne comportepas de suite, et c'est là un assez
grave défaut. Sous des dehors inoffensits.tepoint de vue
éclectique a peut-être nui, plus qu'on ne le croit d'ordi-
naire, aux progrès des mathématiques; car on a plus ou
moins défloré tous les sujets connus, faisant les géné-
rations nouvelles engagées dans des impasses. Pareille
situation ne saurait durer. D'ailleurs, les théorèmes se
multiplient si rapidement qu'on ne peut ptus s: borner
aujourd'huià les collectionnersans méthode. Chacun,
à notre époque, sent la nécessité de rétablir en Analyse
un programme de recherchesnettementdéfini.

Si pourtant le mathématicien ne peut se fier ni aux
règtes de la logique ni à son sens esthétique pour appré.
cier la valeur des théories, comment, encore une fois,
ordonnem-t'il et conduira-il ses travaux ? tt lui reste,
en pratique, une dernière ressource, qui est de s'en
remettre à la tradition et à ses pairs. De tout temps tes
savants se sont mutueliement excités au travail en se
piquant d'émulation, en s'adressant tes uns aux autres
des questions ou des défis. Les maitres de la science,
d'autre part, se sont chargés de diriger leurs disciples
en canalisant les recherches de ceux-ci dans certaines
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directions détermines. Certains processeurs – comme
Hilbert A l'occasion d'un congrus international –ont
même pris la peine d'énoncer publiquement les pro-
blèmesqui devaient, à leuravis, faire l'objet des rechercher
de leurs successeurs. C'est là une initiative excellente.
à condition toutefoisque le disciple ne se méprenne pas

sur le rôle et )e genre d'influence qui convient au maître.
Or il semble que, danscertains pays où se sont perpé-
tuées des traditions d'enseignement scolastiques, les

jeunes savants aient tendance à appliquer, comme r~gie
de travail, une méthode qui rappelleun peu trop l'an-
cienne « méthode d~autorité ?.

Voyons à l'oeuvre un débitant qui pratique cette
méthode et qui cherche un sujet de travail. S'il ne se

contente pas de s'en faire dicter un par son professeur,
il ne fera pourtant pas son choix librement. Il commen-
cera par lire, sur un ensemble de questions, les nom-
breux mémoires que lui indiquent les recueils biblio-
graphiques. Il verra ainsi ce qui déjà été fait, et il se
garantira contre la métaventurequi consiste à retrouver
des résultats non-inédits. Mais ce n'est )à encore qu'un
travail prétiminaire, une précaution nécessaire. Repre-

nant donc sa pile de mémoires, notre débutant cher-
chera si l'on n'y trouve point t'ébauche d'une théorie
susceptible d'être généralisée ou perfectionnée. Il se
demandera s'il n'y auraitpas moyen d'accrocherquelque
suite, quelque complément, à l'oeuvre d'un auteur
connu, de préférence illustre. Que ces recherches abou-

tissent, et le voilà du coup dispensé de justifier péni-
blement, dans la préface de sa dissertation, le choix de

son sujet, Il n'a qu'à dire « M. X. a énoncé tel résul-

tat mais on peut aller plus loin c'est ce que j'ai fait D,

ou bien « M. Y. s'est posé telle question on pourrait

s: poser telleautre questionconnexe,voisine, anatogue
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je me la suis posée. Et qu'elle ne sera pas la joie du
débutant s'il trouve la démonstration d'un tttéorétne
qui avait résisté aux efforts d'un savant illustre. Il est
désormais hors d'atteinte, inaccessibleà la critique, car
il peut écrire Sérement « Le professeur Z. a été arrêté Ó
par telle difncutté j'en ai triomphé, a

Le plus clair résultat ds ces usages est une multipli- c
cation indéfinie des mémoires ou notes scientifiques,
dans lesquels sont traités, sans unité de vues, les pro-
blèmes tes plus disparates. Déjà Leibniz, relevant le
défaut d'ordre et de méthode qui caractérisait-en son
siècle – la recherche mathématique, se plaignait de
< cette horrible masse de livres qui va toujours en aug-
mentant t et qui ne peut que a dégoûterde la science
ceux qui seraient tentés de s'y adonner. Depuis lors, le
flot des écrits n'a cessé de monter, et, pour en rendre le
contenu utilisable, il a fallu créer des encyclopédies
spéciales, des répertoires bibliographiques compfiqués.
Ainsi le xtx* siècle a vu naitre une nouvdie et dernière
éco)e de mathématiciens celle des érudits qui, pour se
tenir au courant de tous les mémoires publiés et de tous
les petits faits signalés ici et ta, ont d)t introduiredans
la science des grandeurset des figures la méthode phito-
logique.

<
Les constatations que nous sommes ainsi amenés à

faire lorsque nous observons de dehors les méthodes de
recherche des mathématicienssont, A premièrevue, peu
encourageantes.Pourtant il est indéniable que la science
n'a cessé de réaliser depuis deux cents ans. et réntise
chaque jour sous nos yeux, dès progrés décisifs; qui plus
est, nous avons l'impression que, malgré maints tâton-
nements, elle avance et évolue dans une direction pré-
cise. C'est que, peut-être, les mathématiciens sont en
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réalité moins embarrassa pour trouver leur voie que ne
porterait à le croire l'attitude de certains d'entre eux.
Sans doute, les règles d'après lesquelles ils déterminent
pratiquement leurs sujets d'études et leur emploi du

temps sont quelquefoisdiscutables.Mais,au fond d'eux- r
mêmes, il sont dirigés par des principes qu'ils ne for-
mulent pas explicitement, par des considérations qui d
découlent directement des tendances générales de la
science de leur-temps. En d'autres termes la coneeptiou
de l'analyse mathématique qui s'est peu à peu affermie
dans l'esprit des savants modernes leur fournit sou-
vent en dépit de leurs prétérences ptrwnnell''s, en dépit
des tendances et des opinions d'école les règles de

conduite dont ils ont besoin.
H suffit, croyons-nous, pour obtenir ces règles, de <'

rapprocher un certain nombre de remarques que nous
avons déjà eu occasion d'énoncer dans le cours de notre r,

étude.
Rappelons-nous, d'abord, qu'une œuvre mathéma-

tique est toujours le produit d'un double travail travail
d'analyse (au sens que nous avons donné plus haut à ce
mot) (i) et travail de synthèse. Mais, tandis que l'ana-
lyse ne jouait autrefois qu'un rôle accessoire et prélimi-
naire, elle a pris de nos jours une grande importance, en j;
raison de la place qu'elle occupa dans les théories, et en Il

raison des ressources d'invention qu'elle exige de la part g
de l'hommede science. Tel est le tait dont il faut partir

et dont il convient d'accepter les conséquences, quitte a

abandonner pour cela certaines idées ou certaines cou-
tumes du passé.

Ainsi, précisémentà cause de la part prépondérante
qu'avait naguère la synthèse dans l'élaboration des ma-

(t) Voit pitgc 210.
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thématiques, on a pris l'habitude de commencer
celle-ciavant d'avoir terminé l'analyse. De ta vient que
nous voyons édifier tant de théories volumineuses, mi'·nutieusementordonnées, mais condamnéesnéanmoinsà
di~parahre, parce quittes sont construites sur des bases
insuflisamment éprouvées. Il y a là un gaspillage
d'efforts que t'en éviterait si l'on voulait bien reconnaitre
que la recherche analytique, encore qu'cth n'apporte
que des résultats épars et imparfaits, doit être pour-
suivie pour ette-nteme avant la construction de toute
théorie synthétique on ne doit pas craindre de s'y
attarder, mais la laisser, au connaire, se développer
posément et respecter les caractères propresqui ta dis-
tinguent.

On remarque également chez beaucoup de mathé-
maticiens une tendance pfOtessionnetieâ toujours systé-
matiser et généraliser. Or cette tendance, qui est
excellente dans ta synthèse, contrarie plus qu'elle ne
favorise les progrès de l'analyse. Il convient donc ue
n'y pas céder pr'hnaturétnent. Au moment où une
théorie hésita sur ta route à suivre, tâtonne pour s'orien-
ter, il ne lui sied pas de viser à la perfection logique,
encore moins de chercher à dre complète. En dépit de
t'axion:e «Il n'y a d~ science que du général a, c'est
souvent, en fait, t'cx.:men d'un cas particuttcr qui four-
nira le fil conducteurcherche. A quoi bon systématiser
ce qui est provisoire ? A quoi bo.) ~énératiser ce qui
n'est qu'une ébauche ?

Ces remarques équivalent à dire, en somme, qu'avant
de mettre au point ta (orme d'une théorie il est néces-
saire de se préoccuper du fond. Mais nous n'admet-
tons pas d'autre part, que le mathématicien doive
rechercher certains faits de préférence à d'autres (sauf
lorsqu'il est possible de faire un choix en faits équiva-
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tenK), ni qu'il y ait lieu de donner le pas à certaines
théories en raison des mérites de leur contenu.Lescon-
sidérations qui nous portentà juger tel tait plus intéres-

sant qu'un autre sont le plus souvent, comme noas
l'avons vu, de simples préjugés. M. Denjoy le montre
une fois de plus, fort spirituellement,dans un récentar-
ticle ( t ), où il raille les savants traditionalistes de ne s'in-
téresser qu'à de a bonnes bourgeoises de fonctions ? et
de méconnaître l'importance de certains travaux récents.
Ces esprits retardataires semblent en effet se méprendre
complètement sur la mission qui incombe au véritable
analyste. La découverte doit être, selon nos vues, une
exploration le mathématicien a pour mission de =

rechercher ce qui ~< son but est de dresser la carte du

monde des faits mathématiques. Peu nous importera,

par conséquent,que le chercheur découvre ceci ou cela,

pourvu qu'il parvienne à inscrire quelque chose sur la

carte à des endroits où il n'y avait que des blancs, C

pourvu que par un certain biais il pénétre là où on n'était

pas encore allé, pourvuqu'il nous apporte des informa-

tions précises, définitives, ces intormations fussent-

elles d'ailleurs purement négatives.
En d'autres termes le mathématicien moderne regar-

dera un problème con-me étant avant tout un point

d'interrogation,une question à laquelle il faut trouver

une réponse. Sans doute, entre toutes les formes que

peut recevoir la réponse, devra-t-on choisir de préfé- 1

rence celle qui est la plus simple, la plus générale et qui

possède au plus haut degré les diverses qualités qui

rendent une théorieclaire et facilement maniable. Mais,

quelle que soit la réponse obtenue, cette réponse doit en

(<) A. Denjoy. JL'OrMfMM" 'M<«~ des .M'!<M'M«'j'w.&M«

JMt<<, t0 avril !<)!9.
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tout cas nous satisfaire si elle met fin aa doute qui a fait
naitre le problème.

Il e~t vrai que les questions objectives que l'on peut
ainsi se poser et les biais par où on peut les abordersont
en nombre illimité, et qu'ici encore un choix est né-
cessaire. Pour taire œuvre utile et progresserréellement
dans l'exploration du monde mathématique, it faut se
borner aux questions qui sont, à n'en pas douter, au tra-
vers de notre route, à celles que le développementde
l'analyse, tel qu'il se produit en notre temps, impose
directement et nécessairement à notre attention. 11 faut,
de plus, que les résultatsobtenuspar le chercheursoient
de nature à soulager l'etrort de ses successeurs soit qne
ces résultats mettent en évidence des lois dont la
connaissance déterminera, suivant l'expressionde Mach
et d'Henri Poincaré, une économie de pensée 1),
soient qu'ils nous renseignent sur l'issue de certaines
routes d'exploration et épargnent ainsi aux savants de
t'avenir des hésitations et des démarches inutiles. Or,
pour la détermination des questions qui remplissentde
telles conditions, qui donnent lieu à de têts résultats,
on ne saurait donner l'avance aucune recette précise.
Encore moinsest-il possibte de prévoir quels moyens de
démonstration devront être mis en œuvre pour venir à
bout de ces questions. C'est pourquoi le chemin qui
mène aux grandes découvertes reste toujoursincertain
et aléatoire.

Mais, précisément, il résulte de notre conceptionde
la science que ceux même qui n'aboutissent pas à des
découvertes éclatantes peuvent néanmoins accomplir
une couvre féconde. Nous avons vu, en etlet, que la

(<)H. PotneM' f.mMt'f t~) AMx'MM~tw, rtimprin)~ ditns
DoW'A-M~M~M, t~);.
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connaissance des faits mathématiquesn'est génératement
acquise qu'au prix d'une lutte aux péripéties multiples,
après maintes tentatives et maints insuccès. Il faut,
croyons-nous, avoir reconnu un grand nombre de voies
pour pouvoir discerner :ette qui conduit quelque part.
Partant de ce principe, nous devons admettre que
t'etïbrt des chercheurs ne sera jamais entièrement vainn
pourvuqu'il soit énergique et loyal, pourvu qu'il aborde
deffont tes difHcuhésau lieu de tourner autour, pourvu
qu'il s'appliqueà pénétrer chaquejourplus avantau cœur

i de la réalité ob)ecuve.

HI. – L'enseignementde. Mathématiques

La question que nous venonsJe traiter pour ce qui
regarde ta recherche mathématique devra éga!eme)nt
être posée propos Je l'enseignement, et spécialement
à propos de l'enseignementélémentaire, que des né-
cessites pédagogiques obligent à s'enfermer dans un
cadre fixe et précis. Dans quel sens cet enseignement
doit-il être orienté ? Quelles sont les théories qui y
prendront place ? Dans quel ordre, dans quel esprit
conviendra-t-il d'exposerces théories ?

La solution que l'on donnera à cette question dépend,
évidemment, tout d'abord du but que t'en a en vue.
Suivant que l'on voudra former des ingénieurs,de futurs
professeurs, ou simplementdévelopper l'intelligencede
l'élève, on devra adopter un programmed'enseignement
différent. Cependant les principes intellectuels qui di-
rigent les savants d'une époque auront nécessairement
une répercussion sur t'idéc qu'it se font de l'enseigne-
ment. De la doctrine que l'on professe sur l'objet et le
rôle des Mathématiques résultent naturellement cet-
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Mines directives pédagogiques. Voyons donc si l'étude
historique que nous avons esquissée ne nous conduira
pas, dans cet ordre d'idées, quelques conclusionsinté-
ressantes.

Une constatation s'impose en premier lieu C'est que,
si l'on a raison de distinguer et même d'opposer la mis-
sion des ouvriers de la science et cette des professeurs,
il y a néanmoins un parattétisme remarquable entre les
différentes écotes dans lesquelles nous pouvons ranger
tes uns et tes autres. A chacune des conceptions que
nousavonsvu suc cessivementprésiderau développement
de l'oeuvre mathématique répond nettementune con-
ception correspondante de l'enseignement.

Si, comme tes Grecs, nous estimons que l'intérêt
principal de la spéculation mathématique tient à la
beauté des propriétésnumériquesou géométriques envi-
sagées, nous devrons évidemment demander au profes-
seur d'initier tout d'abord ses élevés aux plus parfaites
de ces propriétés nous t'inviterons,par exemple, à leur
faire connaître tes plus belles propositions de la théorie
des nombres ou de la théorie des polyèdres réguliers,
sans s'inquiéterde savoir si ces propositions sont ou non
de quelque utilité pratique et si elles donnent, d'autre
part, un aperça sunisant de la puissance des méthodes
employées par tes analystes.

Si nous pensons, au contraire, que les théories mathé-
matiques valent princip~ementpar la formdogiquesous
laquelleelles se présentent,alors nous tiendrons surtout
à familiariser tes débutants avec les méthodes de la dé-
monstration en tes mettant en présence de systèmes
logiques parfaitement construits et rigoureusement en-
chainés.

Dans une certaine mesure, il est possible de concilier
ce second point de vue avec le précédent. C'est ce que
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tes Grecs avaient cherché à faire dans leurs traités di.
dactiques, et les ~M~ d'Euclide nous fournissent à

cet égard un admirable modèle qu'une longue suite de
générationsa religieusement suivi. Grâce à l'enseigne-
ment euclidien, l'élève peut du même coup s'habituer

aux exigences du raisonnement et acquérir la connais*

sauce des faits géométriques les plus notoires. Mais cet
enseignementne saurait sumreâ notre époque. En effet,
d'une part, les faits sur lesquels il porte n'occupent plus
aujourd'hui dans la science la place privilégiée qu'ils
avaient autrefois, et certains d'entre eux nous appa-
raissent au contraire comme très spéciaux; d'autre part,
la géométrie enclidiennene nous donne qu'une idée in-
complète des méthodes de démonstration et des procé-
dés de calcul dont t'usée s'est développé dans les

théories modernes. Ainsi il faut opter entrelesdeux ten-
dances qui s'unissaientchez les Euclidiens,et renoncer
aujourd'hui à <:tire marcher de front l'étude des faits et
cet!e des méthodes.

Entre les deux partis qui, dès lors, semblent s'onrir

au maitre, les mathématiciens de l'école synthétiste ne
pouvaientpas hésiter. La suprématieobtenue par cette
éco!e eut naturellement pour effet d'accentuer le carac-
tère fbrn:et de t'enseignem<;nt.H en fut ainsi en parti-
culier pendant la seconde moitié du xtX'siécte, car c'està
cette époque que la conception synthétiste de la science

se répandit avec un certain retard – dans le monde
pédagogique, où d'ailleurselle subsista plus longtemps

que dans les milieux adonnés au travail de recherche.
Suivant les maîtresqui dirigèrentalors notre enseigne-

ment, le professeurde mathématiques devrait se propo-

ser comme but unique de former l'intelligence de ses
é)eves et de leur apprendre à raisonner avec rigueur.
Peu importe qu'on leur enseigne telle ou telle partie de
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la science pourvu qu'on leur fasse comprendre ce quec'est qu'une démonstration et qu'on les habitue à
n'avancer aucune vérité qu'ils ne soient capables de
prouver. Cette conceptiona eu, en France, d'autant plus
de succès qu'elle se trouvait conforme aux principes
adoptés,dans diversordres d'enseignement littéraire,pardes pédagogueséminents.On mettait, vers l'année igoo,
les questions de <t méthode e au-dessus de toutes les
autres, et l'on s'imaginaitpar H faire preuve d' a esprit
scientifique t. Et en effet, s'il était vrai que la science
pure, celle qui n'est pas encore metée d'éléments étran-
gers, n'est qu'une forme, indépendante du contenu au-
quel on l'applique, il s'ensuivrait qu'il est parfaitement
inutile de donnerà l'enfant des connaissancespositives;i
amasser des faits est une tâche inintelligente dont la vie
saura fort bien s'acquitter; ce qui importe, ce qui cons-titua la véritable mission du maitre, c'est de développer
chez l'élève ie sens de la méthode, c'est de faire t'édu-
cation des facultés formelles qui préexistent dans son
entendement.

Depuis quelques années, cependant, on a reconnu les
inconvénientsque présente dans l'enseignementma-thématique tout au moins – l'adoption d'un point de
vue aussi absolu. Non seulement, en faisant dominer
des préoccupations purement logiques, on a rebuté et
éloigné des Mathématiques d'excellents esprits; mais,
faute de s'intéresser à la matière de la science, on a né-
gligé de donner aux jeunes gens les connaissances
objectives qui pouvaient un jour leur être utiles.

Une réaction devait donc se produire, et elle se mani-
festa tout d'abord dans le camp des savantset des profes-
seurs qui cherchent à orienter la spéculation mathéma-
tique vers les applications concrètes.Ces maîtres se plai-
gnirent, avec raison, que l'on creusât un fossé artificiel
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entre la science théorique e< la vie pratique. Sous
prétexte, disaient'its, que les 'tonnées des sens et de
l'imagination manquent de rigueur scientifique, on a
fait table rase de ces données et on les a remplacéespar
des constructions logiques qui paraissentà t'étève in-
ventées de toute pièce et qu'il ne peut rattacher à au-
cune réalité. Sous prétexte d'éliminer de la science les
généralisations intuitives, les raisonnementspar analo-
gie ou par approximation,on en a banni le bon sens.
Ainsi, concluait-on, il faut changer de méthode; il faut
réduireconsidérablement dans l'enseignement des Ma-
thématiques, le rôle de l'appareil togtque, et accorder
une large place à l'intuition sensible,à la représentation
concrète des faits théoriques.

Telle fut l'argumentationprésentée au cours des der-
nières années, par un groupe important de réformateurs.
D'ailleurs, ces réformateurs, qui comptaient parmi eux
d'éminents mathématiciens,n'étaient pas mus unique-
quement par les considérations dont nous venons de
parler ils étaient poussés par d'autres raisons,plus pro-
fondes,qui tenaienta t évotutionmêmede la pensée ma-
thématique. En effet, il est bien évident que le déc.in
de la conception synthétiste des Mathématiques devait
entratner tôt ou tard l'abandon d'un type d'enseignement
principalementlogique et formel. Du moment où l'on
reconnaitqu'il y a, la base de t'Analyse mathématique,

un ensemble de faits irréductibles à la logique, on ne
doit plus présenter cette Analyse comme une construc-
tion pure et simple et l'on doit évUer de faire croire a
l'étève que les notions mathématiques sont entièrement
créées par notre esprit. Selon les vues actuelles, la pen-
sée mathématique ne deviendrait logique qu'après avoir
anaty-ié et formulé certaines données. Dès lors il devient
indinérent que, dans l'enseignement élémentaire, la lo-
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gique entre en scène un peu plus tôt oa un peu plus
tard. Quoi que l'on fasse, il y aura toujours, au point
de départ du raisonnement,des faits posés a priori et
des propositions non démontrées. Quel inconvénient
peut-il donc y avoira augmenter un peu, dans h résumé
de la science qu'on offre à t'étéve, la proportion des
véritésqui ne sont pas objets de démonstration ?

Ainsi, ce sont des raisons fondamentales qui nousconduisent à modifier les principes par lesquellesétait
régi il y a une vingtaine d'années notre enseignement
mathématique. Lorsque nous approfondissonsces rai-
sons, nous sommes m~me portés i penser qu'en déve-
loppant le côte pratique de l'enseignement on n'a
accompli qu'une moitié de la rétorme nécessaire. En
eSet, les motitsqui nous incitent à vouloir cultiver chez
relève la faculté intuitive ne s'appliquent pas seulement
à l'intuition sensible, tMiségatement.et avec la même
force, à l'intuition intellectuelle; les considérations qui
militent en faveur d'un enseignementobjectif doivent
nous faire rechercher, dans nos Lcons, non seulement
l'objectivité physique, mais aussi cette autre objectivité,
que nous avons appelée M~n~M. et qui caractérise
les mathématiques modernes.

Quels devraient donc être exactement le programme
et le point de vue de renseignement, si t'en voulait
qu'il fût conforme aux principes qui nous paraissent
dirigeraujourd'huila pensée mathématique ?

L'enseignementque nous avons en vue devra sansdoute réserver une grande place à l'étude des méthodes
de calcul et des formes de raisonnement.Ces méthodes,
ces formes sont en effet l'instrumentde la démonstra-
tion mathématique, et c'est a leurs perfectionnements
successifs que sont dûs, en tait, les principauxprogrès
réalisés par l'Analyse. Mais, en'même temps que l'on
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familiariseral'élève avec les conditions de la démonstra.
tion, on devra lui montrer que les faits contenus dans

une théorie mathématique ont une valeur et un intérêt

propres, indépendamment des procédés logiques ou
algébriques qui permettent de vérifier ces faits. Ainsi
l'on s'efforcera de taire connaltre au débutant les pro-
priétés les plus saillantes des notions qu'étudiel'Analyse
actuelle, les résultats essentiels qui permettentde com-
prendre le développement de la science; et t'en n'aun
crainte d'avancer ces résultats sans preuve, si la justifi-
cation qu'on en pourrait donner est trop indirecteou si

elle dépasse les connaissances de l'ëtève. En d'autres

termes, on abandonnera ce vieux préjugé pédagogique
d'après lequel le professeur de mathématiquesne devrait

jamais parler d'autorité et serait tenu de prouver tous

ses dires par un raisonnement en forme. Quels motifs

pourraient, en effet, justifier un pareil !crupu!e ? Et)

physique, sans doute, il y a quelque inconvénient a

énoncer comme un fait ce qui est la conséquenced'une
démonstration;car on expose l'élève à ne.pas distinguer

exactement, dans la théorie qu'on lui enseigne, la part

de l'expérienceet celle du nisonnetnent. Mais en ma-
thématiques, pareil danger n'existe pas est par-
faitement averti qu'A l'exception des définitions,axiomes

et postulats, tout, dans une théorie mathématique, doit

<tre étayé par une démonstration rien ne nous oblige

donc à le mettre a de viriner, dans chaque cas parti-

culier qu'il en est bien ainsi. Peut-être, ici, va-t-on

nous objecter que nous abaissons l'enseignement des

Mathématiques, en l'obligeant à s'adresserà la mémoife

au lieu de faire seulement appel à l'intelligence pour la
conduite des démonstrations, et au bon sens pour la

détermination des données premières mais nous répon-

drons qu'en aucun cas, à l'heure actuelle, le bon sens
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ne pourrait suffire pour choisir et pour exprimer les
vérités non démontrées dont partent les théories mathé-
matiques dès lors, un enseignement où la mémoire
n'interviendrait à aucun degré est manifestement im-
possible.

Ces observations doivent être complétées par une re-
marque connexe qui touche à une question d'un carac.
tère généra), fréquemment posée dans les discussions
philosophiques. Y a-t-il, dans les théories qui consti-
tuent les Mathématiques pures, divers ordres à considé-
rer, et, en particulier, l'ordre de l'enseignement est-il
distinct de l'ordre de la spéculation ou de la décou-
verte ?

C'est là une question qui n'a jamais été résolue d'une
manière absolument satisfaisante, et cela peut-être parce
que l'on a cherché à la simplifier à t'excès.

Partant de l'opposition établie par Platon entre la
connaissance intuitive et la connaissance discursive, on
a pensé quechacune de ces connaissances avaitson ordre
propre et que l'on devait dès lors admettre une distinction
fondamentale entre l'ordre de l'être et l'ordre du dis-
cours.

Certains philosophes, d'autre part, se plaçant plus
spécialement au point de vue de l'activité intellectuelle
du savant, ont opposé l'ordre de l'invention et l'ordre
de la démonstration,l'ordre de la découverteet l'ordre
de l'exposition didactique (t).

Reprenantla questionà son tour, M. Léon Brunschvicg
a fort justement montré qu'il importe de ne pas con-

(!) Dans le )Mg<tge de xvo* miette, ces deux ordres sont l'ordre
fdM~fMCt l'ordre de la ~M<<f<.
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fondre l'ordre de la démonstMtion et celui de l'ensei-
gnement moyennant cette distinction, espèrepouvoir
rapprocher le premier de cesordresde l'ordre de l'inven-
tion.

Si, cependant, t'en admet les résultats de l'étude que
nous avons faite dans les chapitres précédents,on sera
conduit à une conclusion un peu dinérente et un p;u
plus complexe.

L'opposition fondamentale est bien, selon not:s,
comme le soutenaient les Platoniciens, entre la vérité
objective des iaits mathématiques et les conditions de la
connaissance; mais, tandis que l'on est fondé à plaer
au premier rang de ces dernières l'ordre de la démons-
tration, on ne sauraitparterd'un ordre objectif,d'un ordre
de l'être. En effet, c'est, nous l'avons vu, le propre de la
construction logique et algébriqued'introduire un ordre
dans une matière qui n'en comporte pas par eUe-mems.
Le principe de la démonstration consiste à sérier les
questions et à classer suivant unesuiteunitinéaire,en les

enchainant les unes aux autres, des propnétesqui sont
en eSet solidaires, mais entre lesquelles,du pointde vue
de l'intuition, il n'y a aucune hiérarchie,aucun rapport
de succession. Ainsi, on ne saurait admettre t'existe-'ce
d'un ordre antérieur à la démonstration. Aussi b:nn
n'avons-nous pu définir t'iatuition que d'une manière
négative, et nous ne saurions admettre,par conséquent,
qu'il soit possible de l'isoler de la connaissance démons'
trative dans toute spéculation mathématique,il y a une
part de démonstration et c'est de cette part que nous
devons faire relever i'ordre des propriétéssur lesquelles
nous spéculons.

En d'autres termes, le conflit que nous croyonsaper-
cevoir au fond des théories mathématiques moderne;, et
sur lequel nous avons longuement insisté, n'est point
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l'opposition de deux ordres de vérité. It n'en est pas
moins exact qu'il y a une dinérence profonde, entre
l'ordre dans lequel les vérités se présentent à l'inventeur
et l'ordre dans lequel elles sont démonstrativement éta-
blies. Ainsi il existe bien un ordre de la découverte dis-
tinct de l'ordre logique. Mais les voies de la découverte
ne sauraient être regardées comme plus exactement con-
formes à la réalité que celles de la logique. La décou-
verte, nousl'avonsvu,opère par tâtonnements, parcoups
de sonde, elle use d'expédients et de ruses. Si donc elle
ne ctassepasd'embtéetesiaitsmathématiquessuivantune
chaine déductive,mais recherched'abord, parmi ces faits,
lesplus apparents, les ptussuggestits. iesptusrévétateors,
l'ordre qu'elle suit n'en est pas, pour cela, moins artifi-
Cte!. Sans doute il est fort important d'étudier l'oppo-
sition de cet ordre et de l'ordre logique, car c'est ainsi
que l'on est amené à reconnaîtreindirectement la quatité
objective des faits mathématiques mais on ne saurait
attribuer une valeur propre à l'ordre de la découverte,
dont le principal caractère est d'être changeant et éclec.
tique.

Cela admis, on n'aura plus de peine à porter un juge-
gement sur le plan qo'i! convient d'adop:er dans l'en-
seignement des mathématiques. Ce plan ne nous étant
pas imposé par la nature des faits enseignés, nous restons
maîtrede le déterminer d'après des raisons d'opportunité
ou d'après des exigences pédagogiques.Comme les mé-
thodes de découverte, et pour des raisons analogues,
l'enseignement trouvera avantage à être éclectique. En
effet, l'enseignement doit donnerau débutant un aperça
d'une réalité extrêmement complexe et touffue, dans
hquetie le savant s'applique à introduire un ordre
logique. Or. comment atteindre ce but sinon en em-
ployant concurremment des méthodes dinérentes et en
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se plaçant à divers points de vue ? Ainsi seulement le
maître pourra faire saisir à ses disciples le double caraco
tère qui fait pour nous le prix de la science mathéma-
tique la puissance et la souplesse de la méthode, la
variété et la richesse de la matière. 1
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