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Wstep
Dynamika ukfadéw nieliniowych i chaotycznych

*  Uktady nieliniowe o kilku stopniach swobody

*  Chaos, rownanie logistyczne, wyktadnik Lyapunova
Fraktale, modele wzrostu, struktury afiniczne, wyktadnik Hursta
Modelowanie zachowan spotecznych

*  Elementy teorii gier

*  Dylemat wieznia i modelowanie zachowan spotecznych
Dynamika populacji

. réwnania Lotky-Volterra

*  Automaty komdrkowe i uktady drapieznikdéw i ofiar

*  ekosystemy

Algorytmy genetyczne, algorytmy mréwkowe, symulowane wyzarzanie

Sieci ztozone
*  Elementy teorii grafow
*  Rodzaje sieci ztozonych (mate swiaty, sieci bezskalowe)
*  Przyktady zastosowan
Elementy ekonofizyki i socjofizyki
*  Dystrybucja zasobdéw (rozktad Pareto)

*  Fluktuacje cen i notowan gietdowych (modelowanie agentowe)

. Modelowanie tworzenia sie opinii spotecznej
Ewolucja jezyka

*  Gryjezykowe

*  Sieci syntaktyczne



Uktady dynamiczne i catkowanie rownan
rozniczkowych zwyczajnych , uktady nieliniowe |
chaotyczne



Zagadnienia:

e Ukfady dynamiczne — przyktady

e Catkowanie réwnan ruchu (Euler, Runge-Kutta)
* Wyktadniki Lyapunowa, chaos

* Rownanie logistyczne



Przyktady uktadéw dynamicznych:

e Oscylator harmoniczny, wahadto, Stonce — Ziemia (uktad dwuciatowy),
rozpad radioaktywny, wymieranie/rozmnazanie sie organizmow,...

* Oscylator anharmoniczny, Stonce — Ziemia — Ksiezyc (ukfad trdjciatowy)

e Oscylator van der Pola (nieliniowe obwody elektroniczne) , atmosfera,

* Turbulencja, rynki finansowe, ekosystemy



Catkowanie rownan rézniczkowych (zwyczajnych)

Ewolucja wielu uktadéw opisywana jest réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi .
Numeryczne techniki catkowania tych rownan bazujg na metodzie Eulera:

Algorytm Eulera:

dyy

Rozpatrzmy réwnanie | rzedu: 7 = /(=¥

Z warunkiem poczagtkowym y =y, dlax = x,

Un+l = Yn + f(Zn,un)Ar. (Euler algorithm)



% %

Algorytm Eulera

Efektywnos¢/doktadnos¢ algorytmu zalezy od Ax i od tego na ile uzasadnione jest
liniowe przyblizenie w interwatach o dtugosci Ax
Trudno jest ustali¢ (w ogdlnosci) jak mate musi by¢ Ax aby osiggnac zadang

doktadnos¢



Przykiad:

Niech dy/dr = 2z z warunkiem poczatkowym 1w, = 1 dla =3 = 1 Obliczy dla x=2

Ty yn filz)=2r Yn + slope = .10
1.00  1.00 2.00 1.00 + 2.00 x 0.10 = 1.20
.10 1.20 2.20 1.20 + 2.20 x 0,10 = 1.42
.20 1.42 240 1.42 + 240 x 0.10 = 1.66
1.30  1.66 2.60 1.66 + 2.60 x 0.10 = 1.92
1.40 1.92 2.80 1.92 + 2.80 x 0.10 = 2.20
1.50  2.20 3.00 2.20 + 3.00 % 0.10 = 2.50
L.60 250 3.20 250+ 3.20 x 0.10 = 2.82
.70 2.82 340 2.82 + 3.40 % 0.10 = 3.16
1.80  3.16 3.60 3.16 + 3.60 x 0.10 = 3.52
1.90  3.52 3.80 3.52 + 3.80 x 0.10 = 3.90
2.00  3.90

,_.
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(Scistym rozwigzaniem jest y(x)= x2 czyli y(2)=4)



Zmodyfikowany algorytm Eulera

W zagadnieniach postaci % = f(x) uzyteczna jest modyfikacja algorytmu, gdzie f(x)
obliczane jest w potowie odcinka miedzy x,, a xp,41:

Ax
Yn+1 = Yn + Axf | xy +7

Xnt1 = Xp + Ax

Czy modyfikacje t3 mozna zastosowac do zagadnien postaci % = f(x,y)?



Wazng role odgrywa catkowanie réwnan rézniczkowych drugiego rzedu:

a=F(x,v,t)/m (Il zasada dynamiki Newtona)

Lub rownowaznie:

Dla réwnan |l rzedu algorytm Eulera mozna zapisac jako:

Yni+l = Un + n!'_-;.-'i"ni‘
U 41 Uy + an AL
?Ir!}l =f-.+l"nf



Modyfikacje:

n+1 Un + an Af . .
(A) bt — b vy AL Euler-Cromer (pochodna liczona w t,,; zamiast w t)
Integrator symplektyczny — zachowuje energie uktadu
tn = Flyn,Un.tn)/m

(B) Umid = Up 4 %ri_-,_"'.l'.
Bmid n T _—_I}!'n._"‘;!'.
8mid = F(ym. tm. t 4 __l}_‘w:_.-:.-:.

and
Un+1 tUn + Gmig &l

Un+1 Un !'mi-:ljr-

Euler - Richardson



Problem: Rozwaz zagadnienie oscylatora 1-wymiarowego: m¥ = —kx

Niech k=m=1. Znajdz rozwigzanie metodg Eulera w przedziale 0<t<20. Wykresl je.

Znajdz rozwigzanie zmodyfikowang metodg Eulera:

- Najpierw (z uzyciem zwyktej metody Eulera) znajdujemy wartosci w potowie
ekstrapolowanego odcinka At/2:

Ar Ar
Uig = U (I_T) = v(r)— T-"-'{f}

Ar At
Xmig = X (!—T) =.1"[|"]—Tlr|[f]|

- A otrzymane wartosci uzywamy do obliczenia propagacji o At

i+ Ar) = wvlt) — Arxgy

x(t+ A1) = x(1) + Arvgy

Znajdz rozwigzanie w przedziale 0<t<20. Wykresl je.



Zmodyfikowana metoda Eulera jest rownowazna tzw. metodzie Runge-Kutta (R-K)
drugiego rzedu. W praktyce czesto wykorzystywana jest metoda R-K czwartego rzedu:

with

ky ky ks Ky 5
Yl =y, +h (E+?+?+F)+ﬂ{h )



Czutos¢ na warunki poczatkowe

* Niekiedy mata zmiana r lub x, czyni ogromna
zmiane wyniku po n generacjach (“efekt
motyla”).

e Uktfad jest nieprzewidywalny!!
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Wahadto chaotyczne


chaos.htm
http://www.myphysicslab.com/Pendulum-compare.html

lloSciowg miarg czutosci na warunki poczatkowe jest wyktadnik Lapunowa.

B, 1)

%o AXO(X(), t) = AXO eM

A — wyktadnik Lapunowa

Chaos: A > (0 (matardznica w warunkach szybko narasta z czasem)

W jakich uktadach mozna spodziewaé sie A <O0?



Cechy chaosu

e Atraktory uktadow chaotycznych majg zwykle
strukture fraktalna.

e Czutosc¢ na warunki poczatkowe — punkty,
ktore poczatkowo s3 blisko siebie w chwili
pOzniejszej stajg sie bardzo odlegte.(Dodatnie
wyktadniki Lyapunowa)



Chaos jest wszedzie

e Uktady idealne to czesto niewazkie liny,
oowierzchnie bez tarcia, czy idealna proznia.
Dla takich uktadow niekiedy otrzymujemy
eleganckie (podrecznikowe) rozwigzania.

* W rzeczywistych uktadach tarcie, opory
powietrza czy niesymetrycznosc prowadzi
czesto do nieprzewidywalnosci.



Przyktady chaosu

Astronomia (ruch planet i gwiazd)

Inzynieria (dynamika statkéw, ruch uliczny)
Turbulencja

Praca serca, mozgu

Biologia populacyjna, reakcje chemiczne
Pogoda

Ekonomia — szeregi czasowe, analiza rynkow
finansowych

Implikacje filozoficzne (nieprzewidywalnos$é, demon Laplace’a,...)



Chaos deterministyczny
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Uktady dynamiczne - przyktady

Klasyfikacja uktadow dynamicznych:

e Oscylator harmoniczny, Stonce — Ziemia (uktad dwuciatowy)
Uktady rozwigzywalne

e Oscylator anharmoniczny, Storice — Ziemia — Ksiezyc (uktad trdjciatowy)
Przyblizalne przez uktady rozwigzywalne

e Oscylator van der Pola , model atmosfery Lorenza, rownanie logistyczne
Uktady chaotyczne

e Turbulencja, rynki finansowe, ekosystemy
Uktady stochastyczne


pendulum1.html

Rozne typy wzrostu
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1.5

Cyclic Growth & Decay
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Geometric Growth y= @ 0-4055x
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Wzrost populacji

e Kazdego roku populacja ryb w jeziorze
przyrasta o 10%.
— N, liczebnos¢ populacji w n-tej generacji.
— r=1.1 stata wzrostu .
— Rownanie réznicowe: N, ,=rN,..

* Dla N,=100 w kolejnych generacjach
otrzymujemy 110, 121, 133, 146, 161, ...



Rozwigzanie analityczne

* Predkos$¢ zmiany N :

d—N:aN
dt
dN
* Separacja zmiennych: W=Oldt
 Obustronne catkowanie: N gnyr
dN
Ny N 0



Wzrost populacji — c.d.

* Odwrocenie logarytmu:

* Daje:

N =N, e”

W tym przyktadzie mamy wzrost geometryczny



Te systemy s3 przewidywalne

* Wzrost arytmetyczny, kwadratowy,
geometryczny czy cykliczny s3
przewidywalne (z analitycznymi
rozwigzaniami)

e Stan x(t) w czasie t moze byc¢ przewidziany
w oparciu stan uktadu w chwili t=0 (z
uzyciem prostych wzorow).

* Pozyczka w banku na staty procent,
napetnianie wodg pojemnika czy wahadto
to przyktady uktadow przewidywalnych.



LiniowosS¢

e Uktady liniowe s3 tatwe do zrozumienia:
zwieksz wejscie 2 razy to wyjscie rowniez
wzrosnie 2 razy.



Nieprzewidywalnos¢

Nie wszystkie systemy sg przewidywalne.

Dla pewnych systemow rozwigzania
analityczne nie istnieja.

Rozwazymy teraz przyktad takiego procesu
—tzw. Wzrost logistyczny.

Wzrost logistyczny to przyktad
nieliniowego uktadu dynamicznego



Wzrost logistyczny

* Opisuje zachowanie sie populacji w
warunkach ograniczonych zasobow
(pozywienie, woda, energia).

* Wzrost populacji jest ograniczony przez
pojemnosc¢ srodowiska K.

* Populacja przyrasta, lecz wzrost sie nasyca
W miare osiggania pojemnosci srodowiska.



Co w granicy?

Chcielibysmy znac liczebnos¢ populacji N w
miare zblizania sie do pojemnosci sSrodowiska
K.

Czy nasyci sie dla N=K? N<K ?

Moze przekroczy wartos¢ K i potem zacznie
spadac?

Moze pojawig sie oscylacje?
,C0S” innego?



Wzrost logistyczny

 Wprowadzmy zmienng x taka, ze:

N

K

X

e xto “utamek pojemnosci sSrodowiska”.



RAOwnanie roznicowe

Zaktadamy, ze stata wzrostu nie jest stata, lecz jest
proporcjonalna do 1— X,

Stata wzrostu: r(1-x,).
Dla matych x, stata wzrostu ~r.
Dla duzych x, stata wzrostu ~0.

Liczebnosc populacji: X, = I (1-Xn)Xn .



r=1.5

Population

r=1.5, N(0)=0.1, x(0)=0.1

-_II._|

B Geometric (N)
O Logistic (x=N/K)
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Populacja osigga stan rownowagowy

 Dlar=1.5 populacja d3azy do granicznej
wartosci x=0.33.

* Czy rownowaga to atraktor rowniez dla
innych wartosci r?

* Czy zmiana wartosci poczagtkowej zmienia
wartos¢ asymptotyczng?
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Atraktor

* Niezaleznie od wartosci x, wartosc graniczna
jest taka sama (r=2.8).

e Stan (w tym przypadku punkt) do ktdérego
dazy uktad niezaleznie od x, nazywamy
atraktorem.



Podwojenie okresu

r=3.14

r=3.14

(mm a A AARRAARAAAAANA NN
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=3.45

Growth rate is 3.45(1-x,)
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4-cykl
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r=3.8
Brak regularnosci

x(n)
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Atraktory rownania logistycznego

r=2.8 r =314 r =345 r=38
rownowaga |2-cykl 4-cykl aperiodyczne
state oscylacje oscylacje przypadkowe




The Logistic Map
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Uniwersalnosc¢

Measuring Feigenbaum's Number
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Stata Feigenbauma

e Stata Feigenbaum wynosi:

lim "1 _ 4 669201660910299097...

N—>00 —
r-n +1 r-n

* Punkt Feigenbauma: r=3.5699456...



Uniwersalnos¢ — c.d.

e Stata Feigenbauma pojawia sie rowniez w
wielu innych uktadach chaotycznych.

* Obserwowana w rzeczywistych uktadach:
— Kapiacy kran.
— Oscylacje w ciektym helu.

— Ewolucje liczebnosci w pewnych populacjach
ciem.



Wyktadnik Lyapunowa — réwnanie logistyczne

Niech §,, bedzie réznicg po n iteracjach, przy zatozeniu, ze w chwili poczgtkowej
réznica wynosita d:

x; = f(xi—1)

Z definicji mamy: 4, = f"(z0 + ) — ["(x0) oraz |5,|~ |6 ™

Otrzymujemy wiec:

1 On
A = — In 5_[;.
_ 1 In | f(xo + do) — f"(xo)
n do
1

= —In|(f™)(x0)|

Tt



Korzystajgc ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy:

n—1

| J BAED)

i=0

A = lIn

!

n—1

1 )
= — E 1I1 |,l(lr|:i!“"
n

i=0

Granica (n — o0) tego wyrazenia (o ile istnieje) definiuje wykfadnik Lyapunowa:

L= | .
A = h — In | f'(x;
”EI_\IL [.”i‘ Z 11” T H]

i=0

Lyapunov exponent

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a3 32 33 34 35 36 37 3.8 i3 4
Parameterr



Problem: Znajdz wyktadnik Lyapunova dla nastepujgcego przeksztatcenia:

v I, if x, < 1/2
<n+l — Tfl — Ip JI' if Ty = lfi (tent map)
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