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SUREKLI VE TUREVLENEBILIR FONKSIYONLAR UZERINE

Safak Alpay
ODTU, Fen Fakiiltesi; Matematik Boliimi{i, ANKARA

Gergel sayilarin [a, b] kapah aralifindan gercel sayilarda degerler alan bir f : [a,b] — R fonksiyonunun
%o € [a,b] noktasindaki tiirevienebilirligi

i 1@ = £0)

<z< 1
B ,alz<h z#x ; Y

limitinin varhg ile ifade edilen ve f fonksiyonunun ze noktasindaki yerel bir Szelligidir. Limitin
degerine, tlirevin p noktasindaki degeri denir ve f'(xo) ile gosterilir. Bu gekilde yine [, b] aralifindan,
gercel sayilarda deger alan yeni bir f fonksiyonu tanimlanabilir. Eger f' fonksiyonunun tanim klimesi
[a, 8] ise f, [a,b] lizerinde tiirevlenebilirdir denir.

Bir f fonksiyonunun =g noktasindaki tiirevlenebilirlifi onun zg da (yine yerel bir 8zellik olan) slireklilig]
gerektirir. Ancak bu Snermenin tersi dogru degildir.

Ornegin, § (x) = |z|, mutlak deger fonksiyonu, sfirekliligin tiirevlenebilirligi gerektirmedigini gdsterir.
Gergekten bu fonksiyon z = 0 noktasinda stirekli iken (1) deki limitte sagdan limit

iken, soldan, yani sifira negatif degerler ile yaklagildiginda,

lim —= =-1
z—0— &
oldugundan (1) deki limit yoktur. f(z) = |z| fonksiyonu ile oynayarak siirekli ancak sonlu veya
sayilabilir sonsuzlukta noktada tiirevlenebilir olmayan fonksiyonlar firetebilirsiniz. 19.y.y. baglarinda
matematikgiler siirekli fonksiyonlarin hatirt sayilir bir kiimede tiirevienebilir oldugundan kugkulaniyorl
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Bu konuda ilk ige koyulan A M. Ampére oldu. 1806’da Ampére, siirekli olsun, olmasin her fonksiy-
onun, ihmal edilebilir, bir kiime diginda tlirevienebilecegini ileri stirmiigtii.
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. bu konuda bagansiz oldu. Bu konudaki caligmalara Weierstrass (1815-1897), 18 Temmuz
de Berlin Akademisine sundugu caligmas: ile nokta koydu. Weierstrass, her noktada stirekli
hichir noktada tiirevi olmayan fonksiyon drneklemigti. O’nun 6rnegi ilk kez 1875’de Du Bois-
nd tarafindan yazildi. Bu 6rnek, a’nin tek ve tamsayi, bnin de 0 < b < 1 ve ab > 1+ 3—2’5
n gergel bir say1 segilerek tammlanan
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f(z) = ; = A}l_xpoo g b" cos(a®mz)

ivonu idi. Avusturyall B. Bolzano (1781-1848)’nun 1830°da benzeri bir drnek inga ettigi biliniyor.
Bolzano’nun yazisi 1920°de ele gegiyor ve yazildiktan 100 yil sonra, 1936’da basilabiliyor.

Veiersirass’tan bu yana bdylesi bir ¢ok fonksiyon Ornekleniyor. Ancak 1960°da, F.A. Behrend
sarafindan {iretilen Srnek, bu drnekler icinden en kolay anlagilir olanlardan biri.

Gercel sayilar, R’den, yine IR'de degerler alan heryerde siirekli ancak hicbir yerde tiirevlenebilir
olmayan fonksiyon drnegi olarak ¢ = ¢(z) fonksiyonu gdyle tanimlansin:

_ [ l=] y e[ <2
ga(a:)—{ plz+4dn) , n==1,£2,---

o fonksiyonunun agagidaki Szellikleri vardr.

1. ¢ siireklidir
0< p(z) <2 ve lp(z) —oy)] < 2
. Herxveyigin—-lgf_(.%)zi;ﬂlSl

b
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4. Her ¢ gercel sayist icin ¢ — zp| = 1 ve }<p(c) — (z0)| = |c = 26| kogullarin: saglayan zo vardir

5. a>0veb> 0icin n(z) = a”p(b"z); n = 0,1,2,--- ile tammlanirsa, o, siirekli bir fonksiyon-
dur

6. 0< on(z) < 20", |pn(®) — @n(y)] < 207

7. lpn(@) — @n(y)| < a™b"|z — gyl

8. Her cigin, |c—z,| = 51; kosulunu saglayan z, vardirki bu 2n, |[@n(c) — @n(n)| = a™b"|c— o4 -
egitligini saglar

[ee]
Simdi, o sayisim1 0 < @ < 1 olarak segelim ve f(z) = Z ©n(z) olarak tanimliyalim. (6) Ozelligi

=0

ve fonksiyon serileri icin kullamlan Weierstrass M-6l¢iitii ile f(z) fonksiyonunu betimleyen serinin
diizgiin yakinsadigim buluruz. Diizgiin yakinsayan siirekli fonksiyonlarin limiti olarak tanimlanan bir
fonksiyon stirekli olacagindan, f fonksiyonu slireklidir.

# fonksiyonunun tiirevlenebilir olmadigim gdrmek icin ab > 1 ve ¢ i¢in lim z, = ¢ olan bir (zy,)
! n—>oo

dizisi secelim.



Safak Alpay 23

fle) = flzn w;( 50 mn)
l . Z—_:O pile) — Pil®n) - b
@nlc) = on(@n) = pi{c) — pi(@n)
= c— &y .‘j:%#n ) c~x;
> (ab)® — i(ab)j - 2" i o’
j=0 j=n1
n (@B =1 2a(ab)®
@) - T " 1-a

1 2a
n — ——
> (ab) (1 ab—1 1—&)
Buradand =1— o — 2% > 0 ise

MECEIEN
C— Ty

> lim(ab)"d = oo

olacagmdan, ¢ noktasinda, tiirevlenebilirligi tanimlayan limit yoktur ve f fonksiyonu ¢ noktasinda
tlirevlenebilir degildir.

Giintimiizde Baire Kategori teoremi olarak bilinen bir teorem sayesinde bircok siirekli fonksiyonun
tiirevlenebilir olmadigini blhyoruz Bir anlamda tiirevlenebilir (stirekli) fonksiyonlar stirekli fonksiyon
icinde ¢ok azdir[2].
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Matematik, insan zekasmin en giizel cocugudur. Bu ¢ocugu tammak, anlamak ve

biiylitmek, insanligin insanlifa dogru sonsuz bir seri halinde agilmas: demektir.

Anonim




