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Ïîñëåäíèì îáøèðíûì ñþæåòîì íàøåãî êóðñà áóäåò ââåäåíèå â òåîðèþ àëãîðèòìîâ.
Ïîíÿòèå àëãîðèòìà êàæåòñÿ ñîâðåìåííîìó ÷åëîâåêó ñòîëü æå ïðèâû÷íûì è ïîíÿòíûì, êàê

è ïîíÿòèå ÷èñëà. Èíòóèöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðàáîòå ñ êîìïüþòåðàìè, ïîìîãàåò â èçó÷åíèè
òåîðèè àëãîðèòìîâ. Íî âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà íåêîòîðûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðèâû÷íûìè è äàæå ïðîòèâîðå÷àùèìè ýòîé
èíòóèöèè.

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî íåôîðìàëüíî îïèøåì òîò ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé ìû áóäåì
íàçûâàòü àëãîðèòìîì. Ýòî èíñòðóêöèÿ ê âûïîëíåíèþ äåéñòâèé, íàñòîëüêî ïîäðîáíàÿ è ÷¼òêàÿ,
÷òî âûïîëíåíèå ýòèõ äåéñòâèé ìîæíî ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó èëè äðóãîìó íåðàçóìíîìó ìåõà-
íè÷åñêîìó óñòðîéñòâó. Áëèæàéøèì àíàëîãîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ðåàëüíîé æèçíè
ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà êàêîì-íèáóäü ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ¾èäåàëüíîãî
êîìïüþòåðà¿ (íåò îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè).

Äàòü àêêóðàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà íå òàê ïðîñòî. Ìû ïîíà÷àëó áó-
äåì îáõîäèòñÿ áåç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Âìåñòî íåãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, êàê ýòî ÷àñòî
äåëàåòñÿ â ìàòåìàòèêå, íåêîòîðûå ñâîéñòâà, êîòîðûìè çàâåäîìî îáëàäàþò àëãîðèòìû. Íà îñ-
íîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ (èõ åù¼ ìîæíî íàçâàòü àêñèîìàìè) ìû áóäåì äåëàòü âûâîäû è äîêà-
çûâàòü óòâåðæäåíèÿ îá àëãîðèòìàõ. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿâíûå ïðîöåäóðû,
àëãîðèòìè÷åñêèé õàðàêòåð êîòîðûõ ÿñåí èç îïûòà ðàáîòû ñ êîìïüþòåðàìè.

Ïîçæå ìû óâèäèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä ê àëãîðèòìàì îáëàäàåò ïðèíöèïèàëüíûì íåäîñòàòêîì,
íî ïîêà íàì åãî áóäåò äîñòàòî÷íî.

1 Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëãîðèòì ïîëó÷àåò íåêîòîðûå âõîäíûå äàííûå (âõîä), âûïîëíÿåò
ñ íèìè ïðåäïèñàííûå äåéñòâèÿ è (íå âñåãäà) çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó, ñîîáùèâ ðåçóëüòàò

âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

fA : âõîä 7→ ðåçóëüòàò,

è ýòà ôóíêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòè÷íî îïðåäåëåíà. Íà íåêîòîðûõ âõîäàõ àëãîðèòì ìîæåò íå
âûäàòü íèêàêîãî ðåçóëüòàòà.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè îíà âû÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì. Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü âîïðîñ î òîì, êàêèå ôóíêöèè âû÷èñëèìûå, à êàêèå � íåò.

Íàøà èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû îäíîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïîäàòü íà
âõîä äðóãîìó àëãîðèòìó. Ñôîðìóëèðóåì ýòî â âèäå îáùåãî ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ.

Ñâîéñòâî àëãîðèòìîâ 1. Êîìïîçèöèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé âû÷èñëèìà.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì îäíî âàæíîå, õîòÿ è î÷åâèäíîå, îáñòîÿòåëüñòâî. Ïîêà ðàáîòà àëãîðèòìà
íå çàêîí÷åíà, ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû íåèçâåñòåí (êàê è òî, ÷òî àëãîðèòì äà¼ò êàêîé-òî ðåçóëü-
òàò).

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè ôóíêöèé: f ◦ g íå îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ,
â êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà g.
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Ìû ïîêà íå îáñóäèëè îäèí âàæíûé âîïðîñ. Êàê ìû çíàåì, ôóíêöèÿ � ýòî îòíîøåíèå íà
äâóõ ìíîæåñòâàõ è ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè, íóæíî óêàçàòü ýòè ìíîæåñòâà.
×òî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè? Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî ìîæíî ïî-
äàâàòü íà âõîä àëãîðèòìó è êàêèå ðåçóëüòàòû îí ñïîñîáåí âûäàòü?

Åñòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû è äëÿ íàøåãî äàëüíåéøåãî àíàëèçà ãîäèòñÿ
ëþáîé èç íèõ.

Íàèáîëåå áëèçêèì ê ïðàêòèêå ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ òàêîé îòâåò: âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ � ýòî (÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííàÿ) ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ ñëîâ {0, 1}∗ â ìíî-
æåñòâî äâîè÷íûõ ñëîâ. (Äðóãèìè ñëîâàìè, àëãîðèòì ïîëó÷àåò íà âõîä ôàéë ñ äâîè÷íûìè
äàííûìè è âîçâðàùàåò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà äðóãîé ôàéë ñ äâîè÷íûìè äàííûìè.)

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ ñëîâ. Èìåííî çäåñü
áûòîâîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà íà÷èíàåò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî.

Ïðèìåð 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òàáëèöó çíà÷åíèé òà-

êîé ôóíêöèè (ýòà òàáëèöà êîíå÷íà). Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âõîäíîå
ñëîâî èùåòñÿ ñðåäè ñïèñêà ñëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Åñëè îíî îá-
íàðóæèâàåòñÿ â ýòîì ñïèñêå, òî àëãîðèòì âûäà¼ò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà çàïèñàííîå â òàáëèöå
çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè. Åñëè æå íåò, òî àëãîðèòì íå îñòàíàâëèâàåòñÿ è òåì ñàìûì óêëîíÿåòñÿ
îò âûäà÷è êàêîãî-ëèáî ðåçóëüòàòà. (Çàñòàâèòü ïðîãðàììó íå îñòàíàâëèâàòüñÿ î÷åíü ëåãêî: â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðèäóìàéòå, êàê ýòîãî äîáèòüñÿ â âàøåì ëþáèìîì ÿçûêå ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ1.)

Ýòîò íåñëîæíîå ðàññóæäåíèå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûãëÿäèò ñòðàííî. Âñå êîì-
ïüþòåðû, äîñòóïíûå ÷åëîâå÷åñòâó, âûïîëíÿò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî äåéñòâèé â XXI âåêå.
Ïîýòîìó ìû âïðàâå óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòàò êîìïüþòåðíîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâå÷åñòâà â
XXI âåêå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé, õîòÿ ñåé÷àñ ìû íè÷åãî íå çíàåì î òåõ âû÷èñëåíèÿõ,
êîòîðûå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ â 2100 ãîäó.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è äðóãèå êëàññû ôóíêöèé. Íàïðèìåð, çà÷àñòóþ óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèè èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíûå. Òàêîå èçìåíåíèå êëàññà ôóíêöèé äëÿ
íàøèõ öåëåé íåñóùåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíîìîùíî ìíî-
æåñòâó äâîè÷íûõ ñëîâ. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ áèåêöèþ ìåæäó ýòèìè
ìíîæåñòâàìè.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : N→ {0, 1}∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(n) � ýòî äâîè÷íîå ñëîâî,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n+ 1 îòáðàñûâàíèåì ñëåâà âñåõ íóëåé è ïåðâîé
åäèíèöû.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè N è {0, 1}∗.

Âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè f íå âûçûâàåò ñîìíåíèé: äëÿ å¼ ðåàëèçàöèè íóæíî óìåòü ïðè-
áàâëÿòü ê ÷èñëó åäèíèöó, ñòðîèòü ïî ÷èñëó åãî äâîè÷íóþ çàïèñü è íàõîäèòü êðàéíþþ ñëåâà
åäèíèöó. Âñå ýòè äåéñòâèÿ ëåãêî çàïèñàòü â âèäå îäíîçíà÷íî ïîíèìàåìûõ èíñòðóêöèé (íàïðè-
ìåð, íàïèñàòü ïðîãðàììó íà YFPL.).

Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàò-
íîé ôóíêöèè g = f−1.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè f è îáðàòíóþ ê íåé g, ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü àëãîðèòìû íà äâîè÷íûõ
ñëîâàõ â àëãîðèòìû íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ è íàîáîðîò:

N f−→ {0, 1}∗ A−→ {0, 1}∗ g−→ N, {0, 1}∗ g−→ N B−→ N f−→ {0, 1}∗.

Àíàëîãè÷íûé ïðè¼ì ðàáîòàåò è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ñ äðóãèìè âõîäàìè/ðåçóëü-
òàòàìè â àëãîðèòìû íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Âñ¼, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñ-
ëèìûõ áèåêöèé, îáðàòíàÿ ê êîòîðûì òîæå âû÷èñëèìà.

1Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò ÿçûê YFPL.
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Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

c : (x, y) 7→
(
x+ y + 1

2

)
+ y

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé âìåñòå ñ îáðàòíîé áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè N× N è N.

Çàäà÷à 4. Äëÿ ëþáîãî k îïèøèòå âû÷èñëèìóþ áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Nk è N.

Âñå ëè ôóíêöèè èç N â N âû÷èñëèìû? Íåò, è ïðè÷èíà òîìó î÷åíü ïðîñòà. Êàê óæå ãî-
âîðèëîñü, àëãîðèòìû ïîõîæè íà ïðîãðàììû. À ïðîãðàììà � ýòî òåêñò íà íåêîòîðîì ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî àëãî-
ðèòìîâ ñ÷¼òíî. Íî âñåõ ôóíêöèé N → N íåñ÷¼òíî ìíîãî. Çíà÷èò, íåêîòîðûå ôóíêöèè íåâû-
÷èñëèìû.

Íàø îñíîâíîé èíòåðåñ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ ðàçëè÷àòü âû÷èñëèìûå è íåâû÷èñ-
ëèìûå ôóíêöèè. Ìîùíîñòíîå ðàññóæäåíèå, ïðèâåä¼ííîå âûøå, íå ñëèøêîì ïîìîãàåò â ýòîì,
îíî ëèøü ãîâîðèò, ÷òî íå âñå ôóíêöèè âû÷èñëèìû. Äàëüøå ó íàñ ïîÿâÿòñÿ áîëåå èíòåðåñíûå
ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà íåâû÷èñëèìîñòè ôóíêöèé.

2 Óíèâåðñàëüíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè

Ïîìèìî òîãî, ÷òî àëãîðèòì çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì òåêñòîì, ñàìà èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî òåêñòà òàê-
æå ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòìîì. Íàïðèìåð, òàêèì àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàòîð ñ YFPL.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ èç N × N â N, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïàðå
(àëãîðèòì p, âõîä x) ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà p êî âõîäó x.

Ñâîéñòâî àëãîðèòìîâ 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ U : N × N → N, ÷òî äëÿ

ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f : N→ N íàéä¼òñÿ òàêîå p, ÷òî U(p, x) = f(x) äëÿ âñåõ x.
Çäåñü ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëå-

íû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå è ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, åñëè îíè îïðåäåëåíû.

Ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâó 2, áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíîé. Ïîñêîëüêó ìû
ñåé÷àñ ãîâîðèì î ôóíêöèÿõ èç N â N, òî áóäåì òàêæå íàçûâàòü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ
óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèåé âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

Ðàçóìååòñÿ, óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé ìíîãî (ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìíîãî áîëüøå îä-
íîãî). Îäíàêî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ¾ñîäåðæèò¿ âñå âû÷èñëèìûå. Ïîýòîìó ñ íåêîòîðîé íà-
òÿæêîé ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èçó÷åíèå êëàññà âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â èçó÷åíèè
îäíîé-åäèíñòâåííîé ôóíêöèè (óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèìîé). Âïðî÷åì, ïîëüçû îò òàêîãî íà-
áëþäåíèÿ íåìíîãî: ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ óñòðîåíà î÷åíü ñëîæíî.

Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ, ëåãêî ñòðîèòü ïðèìåðû íåâû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ äèàãîíàëüíîå ðàññóæäåíèå.

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ U è îïðåäåëèì ôóíêöèþ hU (x) ñëå-
äóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

hU (x) =

{
1, åñëè U(x, x) = 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(1)

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ hU íåâû÷èñëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà, åé îòâå÷àåò íåêîòîðûé íîìåð â
óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèè, òî åñòü hU (x) = U(p, x) äëÿ íåêîòîðîãî p. Ïîñêîëüêó hU � âñþäó
îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ, òî çíà÷åíèå U(p, p) îïðåäåëåíî.

Ïóñòü U(p, p) = 0. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ (1), hU (p) = 1. Çíà÷èò, hU (p) 6= U(p, p).
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì â ñëó÷àå U(p, p) 6= 0. Òîãäà ïî (1) ïîëó÷àåì hU (p) = 0 6= U(p, p).
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïî÷åìó ðàññóæäåíèå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì?
Ïðåäñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè U : ýòî áåñêîíå÷íàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà, ñòðîêè
êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ïåðâûìè àðãóìåíòàìè (àëãîðèòìàìè, îíè æå ïðîãðàììû), à ñòîëáöû �
âòîðûìè àðãóìåíòàìè. Íà äèàãîíàëè ýòîé ìàòðèöû ñòîÿò çíà÷åíèÿ U(x, x). Ôóíêöèÿ d(x) îïðå-
äåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îòëè÷àòüñÿ îò ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
Êàíòîðà î íåñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äèàãîíàëü ìàòðèöû.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèè âû÷èñëèìûõ âñþäó îïðå-
äåë¼ííûõ ôóíêöèé, òî åñòü òàêîé âñþäó îïðåäåë¼ííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè U : N × N → N,
÷òî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè f : N → N íàéä¼òñÿ òàêîå p, ÷òî
U(p, x) = f(x) äëÿ âñåõ x.

Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f , åñëè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî f(x) = g(x). Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 èç ëþáîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè U ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðèìåð âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé íåò âñþäó îïðåäåëåííîãî âû÷èñëèìîãî
ïðîäîëæåíèÿ. Îïðåäåëèì h̃U êàê

h̃U (x) =


1, åñëè U(x, x) = 0,

0, åñëè U(x, x) îïðåäåëåíà è U(x, x) 6= 0,

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íå îïðåäåëåíà.

(2)

Ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà: ïîäàäèì íà âõîä àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî U , ïàðó àðãóìåíòîâ
(x, x); ïîñëå îñòàíîâêè ýòîãî àëãîðèòìà âûäàäèì 1, åñëè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ U ðàâåí 0,
è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè U(x, x) íå îïðåäåëåíà, òî äàííûé àëãîðèòì òàêæå íå âûäà¼ò
íèêàêîãî ðåçóëüòàòà.

Ñëåäñòâèå 1. Ó ôóíêöèè h̃U íåò âñþäó îïðåäåë¼ííîãî âû÷èñëèìîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü g(x) � âñþäó îïðåäåë¼ííîå âû÷èñëèìîå ïðîäîëæå-
íèå ôóíêöèè h̃U . Âûáåðåì òàêîå p, ÷òî g(x) = U(p, x) è ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû (1): U(p, p) îïðåäåëåíà, ïîýòîìó g(p) = h̃U (p); åñëè h̃U (p) = 1, òî
U(p, p) = 0 6= h̃U (p) = g(p); åñëè æå h̃U (p) = 0, òî U(p, p) 6= 0 = h̃U (p) = g(p).

Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì U(p, p) 6= g(p), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü U � óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî U(p, p) íå îïðåäå-
ëåíî äëÿ íåêîòîðîãî p.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè U ìíîæåñòâî {U(p, p) :
p ∈ N} ñîâïàäàåò ñ N.

Ðàçóìååòñÿ, âûáîð äèàãîíàëè â ýòèõ çàäà÷àõ íå î÷åíü âàæåí. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî,
íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà ïàð (x, x2).

Åù¼ îäíî ïðîñòîå íàáëþäåíèå î âû÷èñëèìûõ ôóíêöèÿõ, êîòîðîå ñëåäóåò èç ýòèõ ðàññóæ-
äåíèé, îòíîñèòñÿ ê ñêîðîñòè ðîñòà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî óæå çíà÷åíèå f(0) ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêî äëÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ôóíêöèè

2x, 22
x

, . . . , 22
...2x

ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè, ñêîëüêî ýòàæåé ñòåïåíåé äâîåê íå íàïèñàòü. Áîëåå òîãî, åñòü âû÷èñ-
ëèìûå ôóíêöèè, êîòîðûå ðàñòóò ãîðàçäî áûñòðåå. È òåì íå ìåíåå ñêîðîñòü ðîñòà âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f , êîòîðàÿ ðàñò¼ò áûñòðåå ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíê-

öèè.

Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî

f(x) > g(x) äëÿ âñåõ x > N , ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ U è îïðåäåëèì f êàê

f(x) = 1 + max
p,y6x

U(p, y).

Çäåñü ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî òåì ïàðàì p, y, äëÿ êîòîðûõ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà.
Äîêàæåì, ÷òî f ðàñò¼ò áûñòðåå ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè

U äëÿ íåêîòîðîãî p èìååì ðàâåíñòâî ôóíêöèé g(x) = U(p, x). Òîãäà ïðè x > p èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ïîëó÷àåì f(x) > U(p, x) = g(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

3 Ïåðå÷èñëèìûå è ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå àëãîðèòìà, îïðåäåë¼ííîå âûøå, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íå òîëüêî êëàññ âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé, íî è äâà êëàññà ìíîæåñòâ � ïåðå÷èñëèìûå è ðàçðåøèìûå. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî äâóìÿ
ñïîñîáàìè � êàê ïðèíÿòî â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå è êàê ïðèíÿòî â ìàòåìàòèêå. Ïîëó-
÷àþòñÿ ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâà êàê óíàðíûå îòíîøåíèÿ.
Ãîâîðÿ ïî-ïðîñòîìó, íàñ èíòåðåñóåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñêàæåì, ¾÷èñ-
ëî ïðîñòîå¿ èëè ¾÷èñëî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè çàïèñûâàåòñÿ òîëüêî öèôðàìè 0, 1, 2¿) è âîç-
ìîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà. Àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò íåêîòîðîå
ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåò íà âõîä ÷èñëî x è äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ ¾îáëàäàåò ëè x
äàííûì ñâîéñòâîì?¿ Îòâåòîâ âîçìîæíî äâà: ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Óäîáíî çàôèêñèðîâàòü ÷èñëîâûå
çíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ îòâåòîâ. Ïóñòü îòâåòó ¾äà¿ îòâå÷àåò ÷èñëî 1, à îòâåòó ¾íåò¿ � ÷èñëî 0. Èñ-
êîìûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ñâîéñòâà äîëæåí äàâàòü îòâåò äëÿ êàæäîãî ÷èñëà. Òåì ñàìûì ýòîò
àëãîðèòì âû÷èñëÿåò âñþäó îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ èç N â {0, 1}. Ýòî èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ
χS ìíîæåñòâà òåõ ÷èñåë, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó ñâîéñòâó.

Ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
χS âû÷èñëèìà.

Àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà S, áóäåì íàçûâàòü àëãîðèò-
ìîì ðàçðåøåíèÿ ìíîæåñòâà S.

Ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïîäìíîæåñòâà N2, {0, 1}∗ è ò.ï. Òóò ìû ñëåäóåì
óæå èñïîëüçîâàííîìó ïðè¼ìó: àëãîðèòìè÷åñêîé ïåðåêîäèðîâêå. Ïóñòü åñòü âû÷èñëèìàÿ áèåê-
öèÿ f èç ìíîæåñòâà N â ìíîæåñòâî X. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî S ⊆ X íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì f(S′) íåêîòîðîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà, è íàçûâàåòñÿ ðàçðå-
øèìûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì f(S′) íåêîòîðîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî
ïîñòóïàåì è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî.

Àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó èç ïðèìåðà 1: àëãî-
ðèòì ñîäåðæèò òàáëèöó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S, âõîä ñðàâíèâàåòñÿ ïî î÷åðåäè ñî âñåìè ýëå-
ìåíòàìè òàáëèöû; â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âûäà¼òñÿ 1, åñëè íè îäíîãî ñîâïàäåíèÿ íå îáíàðóæåíî,
âûäà¼òñÿ 0.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A, B � ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà, òî è ìíîæåñòâà A ∪ B, A ∩ B,
Ā ðàçðåøèìû.

Åñëè ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî åãî ìîæíî çàäàòü ñïèñêîì ýëåìåíòîâ. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ åñòü àíàëîãè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ. À èìåííî, ïðåäñòàâèì àëãîðèòì, êîòîðûé íå èìååò
âõîäíûõ äàííûõ è ïå÷àòàåò ïî ìåðå ðàáîòû íåêîòîðûé ñïèñîê ÷èñåë. Àëãîðèòì íå îáÿçàí
îñòàíàâëèâàòüñÿ, ïîýòîìó îí ìîæåò íàïå÷àòàòü è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë. Òàêîé ïðî-
öåññ áóäåì íàçûâàòü ïåðå÷èñëåíèåì ìíîæåñòâà. Ïðè ïåðå÷èñëåíèè íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ. Íà ñàìîì äåëå ýòî íåâàæíî.
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Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà, òî ñóùåñòâóåò òàêæå è àëãîðèòì, êîòîðûé ïåðå÷èñëÿåò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà áåç ïî-
âòîðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè åñòü àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ åãî
ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà íå ïå-
÷àòàåò íè îäíîãî ÷èñëà.

Ïîíÿòèÿ ïåðå÷èñëèìîãî è ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà âûãëÿäÿò ïîõîæå, íî âàæíî ïîíèìàòü ðàç-
íèöó ìåæäó íèìè. Êàê ìû óæå îáñóæäàëè, âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. Íî ïåðå÷èñëèìû äàëåêî íå âñå èç íèõ. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
àëãîðèòìîâ ïåðå÷èñëåíèÿ ñ÷¼òíî. À áåñêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
íåñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî (ýòî ðàçíîñòü íåñ÷¼òíîãî è ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà).

Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêæå ñ÷¼òíî. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóþò íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà. Âïðî÷åì, ñóùåñòâîâàíèå íåðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò
èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåïåðå÷èñëèìûõ.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè A ðàçðåøèìî, òî îíî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà A èñïîëüçóåò àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ ìíî-
æåñòâà A. Îí ïåðåáèðàåò âñå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 0; äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n âû÷èñëÿåò èíäèêàòîðíóþ
ôóíêöèþ χA(n) è ïå÷àòàåò ÷èñëî n, åñëè ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ðàâíî 1.

Êîððåêòíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà, îïèñàííûé âûøå,
ïåðå÷èñëÿåò åãî ýëåìåíòû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Âåðíî è îáðàòíîå.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå, òî ýòî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî.

Èòàê, ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïåðå÷èñëèìûõ. Ýòè äâà êëàññà íå ñîâïàäà-
þò. Îäíàêî äîêàçàòü èõ íåñîâïàäåíèå ìîùíîñòíûìè ñîîáðàæåíèÿìè íå ïîëó÷èòñÿ: îáà êëàññà
ñîäåðæàò ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ. Ïðèìåð ïåðå÷èñëèìîãî íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà áó-
äåò ïîñòðîåí íèæå äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A, B � ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà, òî è ìíîæåñòâà A∪B, A∩B
ïåðå÷èñëèìû.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàçíèöó ìåæäó çàäà÷àìè 8 è 11: äîïîëíåíèå ê ïåðå÷èñëèìîìó ìíî-
æåñòâó íå îáÿçàíî áûòü ïåðå÷èñëèìûì. Ìîæíî äàæå óòî÷íèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïåðå÷èñëèìû
îäíîâðåìåííî è ìíîæåñòâî, è åãî äîïîëíåíèå. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæå-
ñòâî (çíà÷èò, è åãî äîïîëíåíèå) ðàçðåøèìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíî ñâîéñòâî àëãîðèòìîâ. Íàïîì-
íèì, ÷òî àëãîðèòì � ýòî èíñòðóêöèÿ ïî âûïîëíåíèþ äåéñòâèé. Êàæäûé øàã ðàáîòû àëãîðèò-
ìà � ýòî î÷åíü ïðîñòîå äåéñòâèå è åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû ìîæåì âûäåëèòü ýòîò
øàã.2

Ðàçáèåíèå àëãîðèòìà íà øàãè ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïàðàëëåëüíîå èñïîëíåíèå àëãîðèò-
ìîâ: ïî î÷åðåäè èñïîëíÿåòñÿ øàã ðàáîòû êàæäîãî àëãîðèòìà. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé
ïðîöåäóðû � äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Ïîñòà). Åñëè ìíîæåñòâà A è Ā ïåðå÷èñëèìû, òî ìíîæåñòâî A ðàçðå-

øèìî.

2Íà ñàìîì äåëå, ýòî íå âñåãäà òàê: åñòü òàêèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ íå î÷åíü ïîíÿòíî,

÷òî òàêîå øàã ðàáîòû àëãîðèòìà. Íî ìû ïîêà ýòè òîíêîñòè îïóñòèì � äëÿ íàñ âàæíåå, ÷òî åñòü è òàêèå ñïîñîáû

îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìîâ, äëÿ êîòîðûõ øàãè ðàáîòû âûäåëÿþòñÿ áåç ïðîáëåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ ìíîæåñòâà A óñòðîåí òàê. Îí èñïîëíÿåò ìîäèôèöè-
ðîâàííûå àëãîðèòìû ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâ A è Ā ïàðàëëåëüíî: îäèí øàã ðàáîòû àëãîðèòìà
ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà A, çàòåì îäèí øàã ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðå÷èñëåíèÿ Ā è ò.ä.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïå÷àòàòü î÷åðåäíîé ýëåìåíò, ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðå÷èñëå-
íèÿ çàïîìèíàåò åãî â ñïèñêå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. (Â ëþáîé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
òàêîé ñïèñîê êîíå÷åí.)

Êîãäà îäèí èç ñïèñêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, äîáàâëåííûé ýëåìåíò ñðàâíèâàåòñÿ ñî âõîäîì x. Åñëè
îáíàðóæåíî âõîæäåíèå x â ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, òî àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ðåçóëüòàò 1. Åñëè îáíàðóæåíî âõîæäåíèå x â ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Ā, òî àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ðåçóëüòàò 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðî-
äîëæàåòñÿ ðàáîòà àëãîðèòìîâ ïåðå÷èñëåíèÿ.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà. Ïóñòü x ∈ A. Òîãäà x çàâåäîìî íå âõîäèò â ñïèñîê
ýëåìåíòîâ Ā è ðåçóëüòàò 0 íåâîçìîæåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàíî èëè ïîçäíî x ïîÿâèòñÿ â
ñïèñêå ýëåìåíòîâ A, ïîýòîìó àëãîðèòì âûäàñò ðåçóëüòàò 1.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì â ñëó÷àå x /∈ A.

Çàìå÷àíèå 3. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî, ÷òî ïàðàëëåëüíîå èñïîëíåíèå àëãîðèòìîâ
ñîñòîèò â ïîî÷åðåäíîì èñïîëíåíèè øàãà ðàáîòû êàæäîãî àëãîðèòìà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Ïîñòà ìîæíî ïðåäëîæèòü äðóãîé ïîðÿäîê äåéñòâèé: ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó àëãîðèòìàìè
ïðîèñõîäèò â ìîìåíò óâåëè÷åíèÿ ñïèñêà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà èëè åãî äîïîëíåíèÿ.

Ïðè òàêîì ïîðÿäêå äåéñòâèé ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì. Åñëè ìíî-
æåñòâî êîíå÷íî (èëè åãî äîïîëíåíèå êîíå÷íî), òî îäèí èç ñïèñêîâ â íåêîòîðûé ìîìåíò ïåðå-
ñòàíåò óâåëè÷èâàòüñÿ è ïåðåêëþ÷åíèÿ íà äðóãîé àëãîðèòì íå ñëó÷èòñÿ.

Òåì íå ìåíåå âîçìîæíî ïîïðàâèòü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì äîêàçàòåëüñòâî îñòà¼òñÿ êîððåêòíûì. À
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî, ðàâíî êàê è ìíîæåñòâî ñ êîíå÷íûì äîïîëíåíèåì.
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