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В. С. Виденский

3 февраля 2015 года на 93 году жизни ушёл из жизни профессор кафедры
математического анализа, почётный профессор РГПУ им. А. И. Герцена Виктор
Соломонович Виденский. Виктор Соломонович работал в нашем университете
(до 1991 года – институте) 47 лет (с 1967 года, включая текущий 2014–2015
учебный год).

Подробные научные биографии Виктора Соломоновича приведены в ста-
тье [1] и сборнике [2]. Наряду с официальными сведениями авторы используют
и некоторые воспоминания Виктора Соломоновича, которые мы слышали в раз-
ное время на его выступлениях перед студентами и в разговорах с коллегами.

Виктор Соломонович родился в 1922 г. в Бердичеве. В 1929 году их семья
переехала в Винницу. В этом городе прошли школьные годы Виктора Соломо-
новича. По его словам, интерес к математике пробудила книга академика Хин-
чина “Три жемчужины теории чисел” [3]. В 1940 году В. С. Виденский поступил
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на матмех Киевского Университета. Первый курс он закачивал в июне 1941. Во
время экзамена по алгебре была объявлена воздушная тревога, и преподаватель
предложил студентам спуститься в бомбоубежище, но они гордо отказались.

По состоянию здоровья Виктор Соломонович не был призван в армию и
эвакуировался в Ташкент. Там он учился в Московком автодорожном институте
(МАДИ), и вместе с ним в 1943 году переехал в Москву, однако целью его был
мехмат МГУ. В декабре 1943 В. С. Виденский стал вольнослушателем мехмата,
параллельно продолжая учиться в МАДИ, так как там давали продовольствен-
ные карточки. Только в 1945 г. ему удалось перевестись в Университет, который
Виктор Соломонович закончил в 1947 г. Большую помощь при переводе оказал
академик А. Н. Колмогоров [19]1.

Жить тогдашним студентам было трудно, они реально голодали. Однако
страсть, с которой они занимались математикой, помогала справиться с трудно-
стями жизни. Об этом Виктор Соломонович всегда вспоминал, когда в 90-е годы
и позже слышал разговоры о том, что “в наше трудное время” не до математики,
преподавания и прочих высоких материй. Матмех Московского Университета в
военные и первые послевоенные годы был удивительным местом по научному и
интеллектуальному уровню. Там преподавали П. С. Александров, А. Н. Колмо-
горов, С. Н. Бернштейн, А. Я. Хинчин, А. Г. Курош, И. М. Гельфанд, А. О. Гель-
фонд, Н. К. Бари [20] и другие великие. Не меньше, чем лекции и семинары,
давали студентам свободные разговоры о математике в коридоре старого здания
МГУ. Виктор Соломонович был аспирантом А. О. Гельфонда, ещё в аспиран-
туре он стал работать в Математическом институте им. В. А. Стеклова под
руководством академика С. Н. Бернштейна.

Научные интересы В. С. Виденского определились еще в студенческие
годы. Он занимался конструктивной теорией функций. Его работы посвяще-
ны приближению функций различных классов с помощью “более простых”
функций: многочленов, тригонометрических многочленов и т. д. С этим кру-
гом вопросов связаны задачи об оценках производных алгебраических и триго-
нометрических многочленов, рациональных дробей и других функций. Другая
крупная тема в научном творчестве В. С. Виденского – теория линейных по-
ложительных операторов. Напомним, что положительным называют оператор,
переводящий положительные элементы некоторого упорядоченного простран-
ства в положительные. Пример – многочлены Бернштейна, которым Виктор
Соломонович посвятил книгу [11]. Более подробно о научных работах Виктора
Соломоновича см. [1], мы же приводим в библиографии те его работы, которые
он сам в своё время назвал наиболее значимыми [4–13].

После окончания МГУ Виктор Соломонович работал вместе со своим
учителем Сергеем Натановичем Бернштейном. Огромную роль сыграл Виктор
Соломонович в работе над подготовкой собрания сочинений С. Н. Бернштейна
[15]. Биографии учителя Виктор Соломонович посвятил замечательную статью
[16].

В 1962 году В. С. Виденский переехал в Ленинград, в 1967 возглавил
кафедру математического анализа ЛГПИ им. А. И. Герцена, кафедрой он заве-
довал до 1978 года, а в должности профессора этой кафедры работал до самой

1Это – последняя публикация Виктора Соломоновича.
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смерти.
Наряду с математикой Виктор Соломонович много занимался историей

науки. У него были аспиранты по истории математики, он состоял в Комис-
сии по истории математики Санкт-Петербургского Математического общества.
Одно из последних выступлений Виктора Соломоновича состоялось на семина-
ре по истории математики Санкт-Петербургского Математического общества.
Виктор Соломонович излагал свою версию того, как С. Н. Бернштейн открыл
полиномы, названные его именем. Этой теме посвящена статья [17], видеозапись
выступления на семинаре доступна по адресу [18].

Замечательны были открытые лекции Виктора Соломоновича по истории
математики. Нам посчастливилось слушать его рассказы про Эйлера, Паскаля,
Чебышёва, Маркова. Вот несколько запомнившихся фрагментов.

Говоря об Эйлере, Виктор Соломонович опровергал иногда встречающе-
еся мнение, что обозначение знаменитого числа e Эйлер ввёл в свою честь. Он
всегда считал, что такого не могло быть, это несовместимо с личностью Эйле-
ра, скромного и достойного человека. Оказалось, что в работах Эйлера число
обозначено через c – константа, так что e – типографская опечатка.

Говоря о книге “Дело академика Лузина” [14], посвященной травле вы-
дающегося математика и педагога Н. Н. Лузина, в которой приняли более или
менее активное участие его ученики, великие советские математики, Виктор
Соломонович рассказывал о том, как учился у них через 10 лет после печаль-
ных событий дела Лузина. Он подчеркивал, что эти крупнейшие математики
заботливо и бережно относились к студентам. По его мнению, этим они иску-
пали и искупили свою вину.

Есть теория, что все люди на Земле знакомы друг с другом через цепоч-
ку длиной не больше, чем в 5–6 рукопожатий. Те, кто был знаком с Виктором
Соломоновичем, находятся на расстоянии в 2 рукопожатия от Колмогорова,
Александрова, Гельфонда, Бернштейна, в 3 рукопожатия от Гильберта, в 4 ру-
копожатия от Вейерштрасса.

Общение с Виктором Соломоновичем Виденским, выдающимся храните-
лем традиций нашей науки и образования, было редким счастьем для всех, кто
его знал.

Вечная память.
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УДК 517.9

ЖИЗНЬ ВО ВРЕМЕНА ПЕРЕМЕН.
К 92 ГОДОВЩИНЕ ГИБЕЛИ

ПРОФЕССОРА РОМАНА ОРЖЕНЦКОГО
Одинец В. П.1, Щукин Е. И.2

Сыктывкарский государственный университет1

Сыктывкар
Ярославский государственный педагогический2

университет им. К. Д. Ушинского
Ярославль

e-mail: w.p.odyniec@mail.ru

Odyniec W. P., Shchukin E. I. Life in times of change (to the 92 anniversary

of the death of Professor Roman Orzȩcki). Some facts on the biography of well-known

statistician R. Orzȩcki who was assasinated in Poland 92 years ago are considered.

Рассматриваются некоторые факты, касающиеся биографии известного статистика

Р. Орженцкого, убитого в Польше 92 года назад.

Известный статистик и экономист Роман Орженцкий (Roman Orzȩcki1:
16(28).02.1863 – 25.05.1923) прожил 60 лет. Он был смертельно ранен 24 мая 1923
года взрывом бомбы, подложенной на лестничной площадке бывшего ректор-
ского дома, на территории Варшавского университета, где в служебной квар-
тире временно жил. Р. Орженцкий только два месяца как прибыл в Польшу из
недавно образованного СССР, но уже был избран профессором политэкономии
Варшавского университета, а, значит, и заведующим кафедрой, и с середины
апреля начал уже читать лекции.

Взрыв в Варшавском университете был очередным в серии взрывов апре-
ля–мая 1923 года: взрывы гремели под зданиями газет в Варшаве и под до-
мом ректора Ягеллонского университета в Кракове. За полгода до описывае-
мых событий (16.12.1922) был застрелен первый избранный Президент Поль-
ши Габриэль Нарутович (Gabriel Narutowicz: 1865–1922) – ранее профессор-
гидроинженер Технологического института в Цюрихе.

Мы ещё вернёмся к этим событиям, а пока, хотя бы вкратце, представим
биографию Р. Орженцкого.

Его жизнь можно условно разбить на несколько периодов: 1) Одесский
(1878–1906); 2) Ярославский (1907–1917); 3) Петроградско-Московский (1918–
1920); 4) Киевский(1920–1922); 5) Варшавский (1923).

Если Одесский, Ярославский, Московский и Киевский периоды описаны
достаточно подробно (перечислены только важнейшие: [1]–[4]), то о Петербург-
ском (Петроградском) известны лишь фрагменты, а о Варшавском периоде в
силу ряда причин вообще умалчивалось. Им и будет посвящено основное вни-
мание.

Роман Орженцкий родился в г. Житомире в 1863 году. В 1878 г. семья
Орженцких переехала в Одессу, где Роман стал учиться в третьей гимназии, ко-

1Польское произношение фамилии: Оженцки – “р” не читается, а буква “ȩ” – носовая.
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торую окончил через год с серебряной медалью. По желанию родителей Роман
поступил в Киевский Св. Владимира университет на медицинский факультет.
Проучившись три года, он круто меняет профессию и переводится в Новорос-
сийский университет (Одесса) на факультет права. Пять лет учебы, и в 1887 г.
он уже кандидат права. С этого года Р. Орженцкий – вначале делопроизводи-
тель, а затем чиновник по разным судебным делам. С 1891 г. начинает читать
лекции вначале в коммерческой школе, а затем в школе торгового мореплава-
ния. Свободное время посвящает науке.

В 1895 году выходит его небольшая книжка “Полезность и цена” [5], на-
писанная в духе австрийской экономической школы. Тем не менее, новым было
разбиение множества предпочтений (в теории спроса) на два класса: психолого-
личностного (например, мода) и экономического (цена). Заметим, что модель
фон Неймана динамической системы роста экономики [6] 1937 года ещё не пред-
полагала такого разбиения. Оно было сделано существенно позже.

В декабре 1897 г. Р. Орженцкий защищает магистерскую диссертацию в
Новороссийском университете “Учение о ценности у классиков и канонистов2”,
и тогда же начинает читать лекции по статистике в качестве приват-доцента
Новороссийского университета.

Во время революции 1905 г. Р. Орженцкого в мае отстраняют от пре-
подавательской деятельности, но возвращают в университет в ноябре того же
года.

Осенью 1906 года Ярославский юридический Демидовский лицей изби-
рает Р. Орженцкого экстраординарным профессором по кафедре политической
экономии и финансовой науки. В 1910 г. выходит его знаменитая книга “Свод-
ные признаки”. Именно на основе этой работы 16 (29) декабря 1912 г. Орженц-
кий защитил докторскую диссертацию “Элементарная теория статистических
величин и вычислений” (подробнее см. [7], c. 121) в Петербургском университе-
те, а через полтора года в 1914 г. Орженцкого утвердили ординарным профес-
сором Демидовского лицея.

8–16 июня 1918 г. Орженцкий принимает участие в работе Всероссийского
статистического съезда, где было принято решение об организации Методиче-
ского отдела ЦСУ, который и возглавил Орженцкий. 27 сентября 1918 г. он
покидает Ярославль и переезжает в Москву.

В августе 1919 г. он переезжает в Киев, поскольку в июне 1919 г. он
был избран академиком Академии наук Украины (АНУ). С 1920 г. он заведует
кафедрой теоретической экономии в АНУ, а с 1921 г. по 1922 г. одновременно
руководит Социально-экономическим отделом АНУ.

11 декабре 1922 г. он получает разрешение на полугодовую командировку
в ЦСУ Украины в Харьков. Едет с женой Г. П. Зелигер и сыном от первого
брака Михаилом (р. 1891). Как они попали в Польшу – мы не знаем. Возможно,
они ехали через Ригу. Но как бы там ни было, к апрелю 1923 г. Орженцкий
избран уже профессором кафедры политэкономии Варшавского университета
и начинает чтение лекций.

2Канонисты – ученые, представители науки канонического, или церковного права. Цер-
ковное право преподавалось на юридических факультетах университетов наряду с римским
правом.
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Теперь вернёмся в 1908 год. В обширной статье М. В. Птухи3 ([4], с. 2)
упоминаетcя, что с осени 1908 г. Орженцкий еженедельно ездит в Петербург и
преподает там “политическую экономику и статистику на курсах Раева, Стою-
ниной и Побединского”.

Начнём с того, что у Марии Николаевны Стоюниной не было курсов, а
была частная женская гимназия, основанная в 1881 г. и просуществовавшая
до 1918 года. Располагалась гимназия после 1906 г. на Кабинетской ул. (ныне
ул. Правды), д. 20. Ни статистики, ни политэкономии там не преподавалось, но
был предмет “юриспруденция”, и его действительно мог преподавать Орженц-
кий. Архив этой гимназии не сохранился.

Высшие женские историко-литературные и юридические курсы Николая
Павловича Раева размещались с 1908 г. на Гороховой ул. д. 20. 8 ноября 1908 г.
Н. П. Раев ходатайствовал у попечителя округа о приглашении преподавате-
ля статистики Р. М. Орженцкого. В связи с малочисленностью юридического
факультета Курсов Раев просил утвердить у попечителя округа увольнение с
1 сентября 1911 г. преподавателей ... Р. М. Орженцкого (среди слушательниц
юридического факультета Курсов отметим переведенную в 1910 г. из Киева
с юридического факультета Высших женских курсов Анну Ахматову (1889–
1966), см. [8]).

В 1906 г. Коммерческие курсы4 Михаила Владимировича Побединского
(1859–1926) получили статус высшего учебного заведения. Статистика вместо
факультатива стала преподаваться на постоянной основе. В числе преподава-
телей в 1909–1913 годы есть и Р. М. Орженцкий (см. [9]).

К 1914 году относится издание в Санкт-Петербурге учебника по матема-
тической статистике Орженцкого. Это была попытка написания популярного
пособия для обработки статистических результатов. В этой книге неслучай-
но много места уделено моде – значению во множестве наблюдений, которое
встречается наиболее часто, т. е. мода – это типичность. В частности, Орженц-
кий даёт простое правило неподчинения набора данных нормальному закону –
мультимодальность данного набора [10].

Что касается 1918–1919 гг., то архивных документов о работе Р. М. Ор-
женцкого в должности ординарного профессора Петроградского университета
пока не найдено, хотя есть косвенные подтверждения его работы в этой долж-
ности.

Переходим к заключительной части нашей статьи. Итак, 24 мая в 21.00
раздался такой взрыв, который был слышен во всей Варшаве. Вышедший за ми-
нуту до взрыва из квартиры на лестничную площадку вместе с сыном Орженц-
кий, почувствовав запах горелого, велел сыну вернуться, а сам стал спускаться.
После взрыва лестничная площадка обрушилась. Только ночью под завалами
отыскали Орженцкого. У него были оторваны ноги, и он потерял много крови.
Сделанные операции по ампутации ног уже не помогли. В 10.30 утра Орженц-

3Михаил Васильевич Птуха (1884–1961) окончил (1910) юридический факультет Петер-
бургского университета, профессор его Пермского отдела (с 1916), с 1920 г. академик АН
Украины по отделению экономики, демографии и статистики, с 1943 г. – член-корреспондент
АН СССР.

4В 1917 г. Высшие коммерческие курсы М. В. Побединского были по указу Временного
правительства преобразованы в Торгово-промышленный институт.
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кий скончался. О происшедшем написали все газеты. Была назначена награда
за поимку преступников. Собравшееся на срочное заседание правительство чуть
не ввело в стране чрезвычайное положение.

Прошло 3 месяца, и в полицию обратился бывший член компартии Поль-
ши. На основе его показаний были проведены аресты нескольких человек, двух
из которых первоначально осудили на смертную казнь, замененную на пожиз-
ненное заключение, а главного подозреваемого, “горбуна”, в 1925 г. выпустили
за отсутствием улик. Он через Гданьск в 1926 г. бежал в СССР, где уже в 1938
году был расстрелян [11].

В заключение нам остаётся ещё отметить статью, вышедшую в Италии
уже после смерти Орженцкого: “О логических основах статистического метода”
[12], которая не фигурирует ни в одном списке его трудов.

Р. М. Орженцкий
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Современные проблемы теории
дифференциальных уравнений

УДК 517.9

ОБ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ
ОДНОНАПРАВЛЕННЫХ ТЕЧЕНИЙ

БИНАРНЫХ СМЕСЕЙ
Андреев В. К.

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки
Институт вычислительного моделирования СО РАН

Красноярск
e-mail: andr@icm.krasn.ru

Andreev V. K. On the existence conditions of a binary mixtures unidirectional

flows. The unidirectional steady flows of a binary mixtures equations are considered. The study is

focused on the conditions for the buoyancy force function admits above flows. For the Oberbeck –

Boussinesq model the problem is complete solved. Some new exact solutions are found. Comparison

with the classical well-known solutions are given.

Keywords: state equation, unidirectional flows, binary mixture, exact solution.

Рассматриваются уравнения однонаправленных стационарных течений бинарных сме-

сей. Условия существования таких течений накладывают ограничения на уравнения состоя-

ния смеси и представления решений. В случае модели Обербека – Буссинеска анализ условий

совместности проведён полностью. Построены новые точные решения, показывающие их су-

щественное отличие от классических.

Ключевые слова: уравнение состояния, однонаправленное течение, бинарная смесь,

точное решение.

1. Основные уравнения и нелинейная модель.

Рассматриваются однонаправленные стационарные течения бинарной
смеси в горизонтальном слое, причём сила плавучести нелинейно зависит от
температуры T(x, z) и концентрации c(x, z). Поскольку поле скоростей имеет
вид u = (0, 0, w(x)), то уравнения термодиффузии упрощаются до системыr−1

0 px = −gF (T, c), r−1
0 pz = nwxx; (1.1)

wTz = q(Txx + Tzz); (1.2)

wcz = D(cxx + czz) +DT(Txx + Tzz), (1.3)

где p(x, z) — давление; F (T, c) > 0 — сила плавучести (r = r0F (T, c) — урав-
нение состояния смеси); g — ускорение силы тяжести; r0 > 0, n > 0, q > 0,
D > 0, DT — постоянные плотность, кинематическая вязкость, температуро-
проводность, коэффициент диффузии и термодиффузии соответственно.
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Условия совместности уравнений (1.1) влечёт представление

F (T, c) = A(x)z +B(x) (1.4)

с произвольными функциями A(x) и B(x). Компоненты скорости вдоль оси z
и давление находятся по формулам

w(x) =
gn C0 + C1x+ C2x

2 − 1

2

x∫

x0

(x− t)2A(t) dt



 ,

p(x, z) = r0nwxxz − r0g x∫

0

B(x) dx+ C3

(1.5)

с некоторыми постоянными Cj, j = 0, 1, 2, 3.
Для дальнейшего удобно вместо функционального уравнения (1.4) ана-

лизировать его дифференциальное следствие

T
2
zFTT + 2TzczFTc + c2zFcc + TzzFT + czzFc = 0, (1.6)

а затем проверять равенство (1.4).
1. Если Tz = 0, cz = 0, то A(x) = 0 и решение системы (1.1)–(1.3) имеет

вид w = n−1g(C0+C1x+C2x
2), T = ax+ b, c = gx+ d, (a, b, g, d — постоянные).

Функция F (T, c) — произвольная, выполнено условие (1.4) с A(x) = 0.
2. При Tz = 0, cz 6= 0 из уравнения (1.6) находим

F (T, c) = F0(T) + F1(T)

c∫

c0

exp

[
−

t∫
c0

a0(T, sv) dsv] dt; (1.7)

c∫

c0

exp

[
−

t∫
c0

a0(T, sv) dsv] dt = a1(x)z + a2(x) (1.8)

с произвольными функциями F0(T), F1(T) и a0(T, c), a1(x), a2(x), причём тем-
пература по-прежнему линейно зависит от x: T(x) = ax+ b. Подстановка выра-
жений (1.7), (1.8) в уравнение (1.4) даёт связи

A(x) = F1(ax+ b)a1(x), B(x) = F0(ax+ b) + F1(ax+ b)a2(x). (1.9)

В частности, если a0 = a0(c), то из (1.8) c = K(u), u = a1(x)z + a2(x) и
уравнение (1.3) даёт соотношения

Kuu

Ku
=

k4 − 2k2
1u

1 + (k2 − k1u)2
(1.10)

и формулыa1(x) = 1

k1x− k0
, a2(x) = k2x+ k3

k1x− k0
,

w(x)

D
=

k4 − 2k1k2
k1x− k0

(1.11)
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с постоянными k0, . . . , k4, причём k0 6= 0, k1 6= 0, а функция a0(c) равна
Kuu/K

2
u. Наиболее простой вид функции K получается для покоя (k4 = 2k1k2,

тогда w(x) ≡ 0):

c = K(u) = K1 −
K0

k1
arctg(k2 − k1u), (1.12)

K1, K0 — постоянные, a0(c) = 2k1K
−1
0 tg

[
K−1

0 k1(K1 − c)
]
. В общем случае из

(1.8) c = K(x, u), причём функция K есть решение эллиптического уравнения
2-го порядка с непостоянными коэффициентами и (1.10) есть частный случай
этого уравнения.

3. При Tz 6= 0 уравнение (1.6) эквивалентно следующему:

FTT + 2a1(T, c)FTc + a21(T, c)Fcc + a2(T, c)FT + a3(T, c)Fc,

и выполнены соотношения

cz = a1(T, c)Tz, Tzz = a2(T, c)T
2
z,

czz = a3(T, c)T
2
z ≡ (a1a2 + a1T + a1a1c)T

2
z

(1.13)

с пока произвольными функциями a1(T, c), a2(T, c).
Полученное уравнение 2-го порядка на F (T, c) является параболическим

и имеет общее решение вида

F (T, c) = F0(Φ(T, c)) + F1(T, c)

T∫

T0

exp

[
−

t∫
T0

a2(sv, c) dsv] dt (1.14)

с произвольными F0 и F1, а Φ(T, c) = L(x) есть общий интеграл ОДУ
dc = a1(T, c) dT.

Если a1 = a1(c), a2 = a2(T), то из соотношений (1.13)

Q(x, z) = Q(f1(x)z + f2(x)) ≡ Q(u),

c(x, z) = Q1(Q(u) + f3(x)) ≡ Q1(v),
(1.15)

где Q и Q1 определяются неявно с помощью интегралов

T∫

T0

exp

[
−

t∫
T0

a2(sv) dsv] dt = f1(x)z + f2(x),

c∫

c0

dt
a1(t) = Q(x, z) + f3(x) = Q(u) + f3(x).

(1.16)

Предположение, что T = Q(u), c = K(u), u = A(x)z + B(x) и
F (Q(u), K(u)) ≡ u приводит к уравнению на Q, совпадающему с (1.10),

Quu

Qu
=

k4 − 2k2
1u

1 + (k2 − k1u)2
(1.17)
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и формулам

A =
1

k1x− k0
, B =

k2x+ k3
k1x− k0

,
wq =

k4 − 2k1k2
k1x− k0

(1.18)

с другими постоянными k0, . . . , k4. Равенства (1.17), (1.18) есть следствия урав-
нения (1.2). Уравнение (1.3) будет выполнено только при q = D (или при
DT = 0, тогда уравнение на функцию Q совпадает с (1.10)). При этом уравне-
ние на K имеет вид

Kuu +
(2k2

1u− k4)Ku

1 + (k2 − k1u)2
= −DT(k4 − 2k1k2)Qu

1 + (k2 − k1u)2
(1.19)

и вновь для покоя (k4 = 2k1k2) функции K и Q определяются формулой (1.12)
(для Q вместо K0 и K1 будут другие постоянные Q0, Q1).

Если сразу предположить, что в (1.8) a1(x) = a10 = const, то вместо (1.10)
будет уравнение Kuu = −d1Ku, d1 = const, и K = K0−K1 exp[−d1(a10z+a2(x))]
с постоянными K0, K1. Скорость находится по формуле

w(x) =
Da10 (a′′2 − d1a′22 − d1a210). (1.20)

Задавая функцию A(x) в (1.9) (или F1) из первого уравнения (1.5) и (1.20),
получим уравнение Риккати на функцию a2(x).

Точно так же, если в (1.15) (или (1.16)) f1(x) = f10 = const, из уравнения
(1.2) найдём представление для температуры T = Q0 −Q1 exp[−d(f10z+ f2(x))],d, Q0, Q1 — постоянные. Скорость определяется формулой (1.20) с заменой D
на q, a10 на f10, a2(x) на f2(x). Аналогично, как и выше, функция f2(x) есть
решение уравнения Риккати. Что касается f3(x), то она в этом случае является
линейной: f3(x) = f30x + f31. То же самое относится и к Q1: Q1 = d2v + d3,d2 = d3 = const.

2. Модель Обербека –Буссинеска.

Уравнения термодиффузионного течения (1.1) в этом случае упрощаются
(p̄ = p̄(x, z), T = T(x, z), c = c(x, z))

1r0 p̄x = gb1T + gb2c, 1r0 p̄z = nwxx, p̄ = p + gr0x, (2.1)

где b1, b2 — коэффициенты теплового и концентрационного расширения.
Условие совместности уравнений (2.1) влечёт равенства (см. (1.4))b1T + b2c = a(x)z + b(x), (2.2)

w′′′ =
gn a(x) (2.3)

с пока произвольными функциями a(x) и b(x).
Пусть

P =
Db1b2q − b1b2 − DTq . (2.4)
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Тогда при P 6= 0 из (1.3) следует, что температура есть квадратичная функция
переменной z:

T(x, z) =
1

Pb2 [ Da′′
2w(x)

z2 +
Db′′ − a(x)w(x)

w(x)
z + g(x)] (2.5)

с некоторой функцией g(x). Поле концентраций находится из равенства (2.2).
Вычисление с помощью формулы (2.5) производных Tz, Txx, Tzz и их

подстановка в уравнение (1.2) приводит к равенствамa′′ = (a0x+ a1)w(x); (2.6)

Db′′ = [(1 + Dq ) a(x)− b0x− b1

]
w(x); (2.7)g′′ = [Dq a(x)− b0x− b1

]
w(x)q −D(a0x+ a1) (2.8)

с постоянными a0, a1, b0, b1. Кроме того,

wV − gn (a0x+ a1)w = 0. (2.9)

По известной функции w(x) из выражения (2.3) определяется a(x), затем из
соотношений (2.7), (2.8) восстанавливаются квадратурами функции b(x) и g(x).

Замечание 1. При a0 = 0 уравнение (2.9) легко интегрируется.
Замечание 2. Условие P = 0 означает, что

DT =
b1b2 D (1− q

D

)
. (2.10)

Как правило [2], для жидких смесей отношение q/D ∼ 102; 103, поэтому
в данном случае знак DT противоположен знаку b2. Коэффициент концен-
трационного расширения положителен (отрицателен), если c — концентрация
лёгкого (тяжёлого) компонента. Значит, термодиффузия в такой смеси будет
нормальной (DT < 0) при b2 > 0 и аномальной (DT > 0) при b2 < 0.

3. Примеры постановок задач при P 6= 0.

Течение в слое с заданной температурой на стенках. Пусть име-
ется плоский слой толщины l, в котором происходит однонаправленное течение
бинарной смеси. Поставим граничные условия для ключевого уравнения (2.9).
На твёрдых стенках смесь прилипает к ним,

w(0) = w(l) = 0. (3.1)

Кроме того, задан расход смеси через поперечное сечение слоя в точке z = 0,
т. е.

l∫

0

(
1− b(x))w(x) dx = q = const. (3.2)
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Дальнейшие условия зависят от постановки задачи для температуры и
концентрации. Если на обеих стенках задано распределение температур по за-
конам

T
∣∣
x=0

= f0z
2 + f1z + f2, T

∣∣
x=l

= h0z
2 + h1z + h2, (3.3)

где fj, hj (j = 0, 1, 2) — заданные постоянные, то

a0 =
2Pb2
D

(h0 − f0), a1 =
2Pb2
D

f0,

b0 =
1

l

[
Dq (a(l)− a(0)) + Pb2(f1 − h1)

]
, b1 =

Da(0)q − Pb2f1,g(0) = Pb2f2, g(l) = Pb2h2.

(3.4)

Далее, стенки предполагаются нерастворимыми, поэтому потоки вещества че-
рез них отсутствуют:

(Dcx +DT
Tx)
∣∣
x=0

= 0, (Dcx +DT
Tx)
∣∣
x=l

= 0. (3.5)

Если

P1 = DT − b1b2 D 6= 0, (3.6)

то постоянная a0 в (3.4) равна нулю, т. е.

a0 = 0 (h0 ≡ f0); (3.7)b′(0) = −P1

D
g′(0), b′(l) = −P1

D
g′(l), a′(0) = a′(l) = −b2P1b1D b0. (3.8)

Обращаясь к уравнению (2.3), из (3.8) и третьей формулы (3.4) найдём ещё два
недостающих условия на функцию w(x):

wIV(0) = wIV(l); (3.9)

wIV(0) +
b2P1qb1l [w′′′(l)− w′′′(0)] =

gb22P1nDb1l P (h1 − f1). (3.10)

Пусть в (3.7) имеет место знак равенства: DT = b1D/b2, тогдаa′(0) = 0, a′(l) = 0, b′(0) = 0, b′(l) = 0 (3.11)

и выполняются все условия (3.4). В этом случае первые два равенства (3.11)
для функции w(x) дают граничные условия

wIV(0) = 0, wIV(l) = 0. (3.12)

Аналогично выводятся и граничные условия для задач:

• течение в слое с заданной температурой нижней стенки и теплоизолиро-
ванной верхней стенкой;

• течение в слое с двумя теплоизолированными стенками;

• течение в слое с верхней свободной границей.
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
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Volosov K. A., Bratus’ A. S., Volosova N. K., Volosova A. K. The exact solutions

of boundary value problems with initial condition of the PDE model of «Timoshenco

beam». . There is built a wide class of exact solutions of system PDE model of «Timoshenko

beam» theory with boundary and initial conditions with right part. There is use the method of the

factorization. The problem is reduced to solving two mixed problems for various inhomogeneous

linear hyperbolic equation and Klein–Gordon–Fock equation.

Keywords: Timoshenko beam, exact solutions of problems for PDE.

Дополнена теория модели «балки Тимошенко». Показано, что неоднородная систе-

ма линейных дифференциальных уравнений с частными производными (ДНУсЧП) второго

порядка точно приводится к последовательности решения двух смешанных задач для неод-

нородных уравнений: гиперболического и Клейна–Гордона–Фока. Проведена факторизация

задачи, показано, что она имеет два масштаба (две базовые скорости, частоты).

Ключевые слова: балка Тимошенко, точные решения уравнений в частных произ-

водных.

1. Введение. В цикле работ, перечисленных в библиографии статей [1],
[2], приведены многочисленные численные исследования модели «балки Тимо-
шенко» с различными краевыми и начальными условиями и разными функци-
ями f(x, t) стоков – источников. Доступность ЭВМ и относительная простота
численных методов толкает исследователей на этот путь. В [7] сообщается, что
для решения задачи методом Фурье с достаточной точностью, надо суммиро-
вать 32000 членов ряда. В данной работе указан другой способ построения
решения смешанной задачи с различными краевыми и начальными условиями.

Главные уравнения, описывающие колебания в модели «балки Тимошен-
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ко» имеют вид системы [2] (стр. 1538)





EI
∂2j(x, t)

∂x2
+ kAG

[
∂Z(x, t)

∂x
− j(x, t)]−mr2

∂2j(x, t)
∂t2

+ P j(x, t) = 0,

∂

∂x

{
kAG

[
∂Z(x, t)

∂x
− j(x, t)]}−m

∂2Z(x, t)

∂t2
= f(x, t).

(1)

Здесь Z(x, t), j(x, t) – функции отклонения срединной линии и угола поворота
сечения соответственно, E – модуль упругости на сжатие, I – момент инерции
сечения, k – коэффициент Тимошенко, A – площадь поперечного сечения, G –
модуль упругости на сдвиг, m – распределенная плотность, P – сила приложен-
ная к рельсу.

Предполагаем, что обе функции имеют четыре непрерывно – дифферен-
цируемые производные. Отметим, что между размерностями функций j(x, t)
и Z(x, t) справедливо соотношение [j(x, t)] = [Z(x, t)]/[м]. Для системы (1)
в цитируемых работах рассматриваются смешанные краевые задачи в разных
ситуациях.

2. Расщепление системы (1). Покажем, что смешанные задачи для
системы (1) имеют точное решение. Справедлива теорема

Теорема 1. Пусть дана математическая модель «балки Тимошенко» (1).
Тогда одна из функций явно выражается через другую

Z(x, t) =
1

kAG

{
−xh1(t)− h2(t) + [kAG− P ]Φ(x, t) +mr2

∂2Φ(x, t)

∂t2
−

−EI
∂2Φ(x, t)

∂2x

}
, j(x, t) = Φ′

x(x, t). (2)

Здесь h1(t), h2(t) – произвольные непрерывно-дифференцируемые функции.
Для определения функции Φ(x, t) надо решить задачу c краевыми усло-

виями и с начальными условиями для неоднородного линейного уравнения чет-
вёртого порядка с частными производными

m[kAG− P ]
∂2Φ(x, t)

∂t2
+ kAGP

∂2Φ(x, t)

∂x2
+m2r2

∂4Φ(x, t)

∂t4
−

−m(EI + kAGr2)
∂4Φ(x, t)

∂x2∂t2
+ kAGEI

∂4Φ(x, t)

∂x4
= F0(x, t). (3)

Здесь F0(x, t) = mxh′′
1(t) +mh′′

2(t)− kAGf(x, t).

Доказательство. Заметим, что краевые условия для системы (1) могут
быть первого, второго или третьего рода. Продифференцируем первое уравне-
ние по переменной x и выразим вторую переменную Z ′′

xx(x, t). Сделаем замену
Θ(x, t) = Φ′

x(x, t) и из первого уравнения (1) получим

kAG
∂2Z(x, t)

∂x2
+ [P − kAG]

∂2Φ(x, t)

∂x2
−mr2

∂4Φ(x, t)

∂x2 ∂t2
+ EI

∂4Φ(x, t)

∂x4
= 0. (4)

Интегрируем (4) дважды по переменной x и получим (2). Функции h1(t), h2(t)
возникают при интегрировании. Таким образом, одна из функций в системе (1)
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выражена через другую (2). После дифференцирования (2) по переменной t, из
второго уравнения (1) следует (3). Отметим, что подобное уравнение получено
в [8] в другом случае �

3. Применение метода факторизации к уравнению (3). Большой
вклад в развитие операторных методов внесли В. П. Маслов, М. В. Карасев,
В. Г. Данилов [3]. Другие авторы работ [3]–[5] эффективно применяли метод
факторизации в различных задачах. Целью процедуры факторизации являет-
ся представление уравнения (3) в виде L1 ◦ (L2Y (x, t)) = Fi(x, t). Конкретные
операторы Li, i = 1, 2 и правые части Fi(x, t), в случае модели (1), определены
ниже.

Проведем процедуру обезразмеривания уравнения (3). Обозначим через
x = x0q, t = t0t и y характерный размер, время и характерное значение
функции Φ(x, t) соответственно. Сделаем замену Φ(x, t) = Θ(x/x0, t/t0)/y. Об-
щепринятое обозначение для гиперболического оператора, например, с пара-
метром (скорость волн) m имеет вид

�m def
=

∂2

∂t2 − m2 ∂2

∂q2
(5)

Оказалось, что существуют два варианта факторизации уравнения (3), которые
описаны в теоремах 2, 3.

Из ниже приведенного анализа следует, что существуют два безразмер-
ных параметра

a2 = E t20/(r x0
2), m2 = kAG (r t0)

2/(Irx0
2). (6)

Теорема 2. Пусть дано уравнение (3) и параметры (6). Тогда для постро-
ения решения уравнения (3) необходимо решить последовательно две стандарт-
ные смешанные задачи, а именно: для линейного гиперболического уравнения

�aY (q, t) = F1(q, t),
F1(q, t) = (a2M0r

2(a2 − m2)y)/(EI m2) [−t0
2 x0qh′′

1(t0t)/m2−
− t0

2h′′
2(t0t)/m2 + x0

2f(x0q, t0t)], (7)

и смешанную задачу для уравнения Клейна–Гордона–Фока

�mΘ(q, t)− x0
2m4Θ(q, t)/(r2(a2 − m2)) = x0

2m4Y (q, t)/(M0r
2 (a2 − m2)). (8)

Здесь M0 = const 6= 0 �

Во втором варианте метод факторизации дает следующий результат:

Теорема 3. Пусть дано уравнение (3) и два безразмерных параметра
(6). Тогда для построения решения уравнения (3) необходимо решить последо-
вательно две стандартные смешанные задачи, а именно: для уравнения Клейна–
Гордона–Фока

�mY (q, t)− x0
2m4Y (q, t)/(r2 (a2 − m2)) = F2(q, t),

F2(q, t) = (m2c0x0
2y)/(r2(a2 − m2))[−t0

2 x0qh′′
1(t0t)−

− t0
2h′′

2(t0t) + x0
2m2f(x0q, t0t)], (9)
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и смешанную задачу для линейного гиперболического уравнения

�aΘ(q, t) = a2r2(a2 − m2)Y (q, t)/(m2c0EI). (10)

Здесь c0 = const 6= 0 �

Доказательство теорем 2, 3. Рассмотрим уравнение Клейна–Гордона–
Фока для функции Θ(q, t) с неопределёнными постоянными коэффициентами
c0, M0, j0. Выразим из него вторую производную по переменной t

∂2Θ(q, t)
∂t2 =

1

j0

[
c0
∂2Θ(q, t)

∂q2
−M0Θ(q, t) + Y (q, t)] .

Здесь Y (q, t) – функция, которая определяется которая определяется из задачи
(7) или (9) с соответствующими конкретному случаю начальными условиями.
После вычисления вторых и четвёртых производных и подстановки в уравне-
ние, следующее из (3), в первом случае (теоремы 2) получим

j0 = mc0Px0
2/(kAGt0

2), c0 = M0 (kAGr2 −EI)/(kAGPx0
2),

P = −kAGEI/(kAGr2 −EI), m = Ir/r2. (11)

После введения параметров (6) следуют уравнения (7), (8).
В втором случае (теоремы 3) получим

j0 = mc0P (rx0)
2/(EIt0

2), M0 = 0,

P = kAGEI/(kAGr2 − EI), m = Ir/r2. (12)

После введения параметров (6) следуют уравнения (9), (10).
Фундаментальные решения и функции Грина для приведенных стандарт-

ных задач можно найти в [5], [6]. Далее надо задать конкретные краевые и
начальные условия и проводить вычисления интегралов свертки с правой ча-
стью и граничными условиями аналитическими и численными методами. Вы-
числения, при значениях констант относящихся к железнодорожному пути и
приведенные в источниках перечисленных в [1], [2], показывают что отношение
параметров (скоростей волн и частот) m/a ≈ 50. Коэффициент a2 − m2 < 0,
что означает наличие диссипации, (стока) в уравнениях (8), (10). Интересен
случай, описанный в теореме 2, когда на первом этапе решается смешанная
задача (7) с меньшим параметром a (c меньшей частотой). Тогда вычисление
решения первой задачи дает возможность получить огибающую низкочастот-
ных колебаний. Вычисление интегралов свертки второй задачи (8) «набивает»
полученную структуру высокочастотными колебаниями и мало меняет кривую
огибающей низкочастотных колебаний. Таким образом, объясняется аналогия
с амплитудно модулированной структурой, имеющей две базовые частоты, два
масштаба [8].

Эти результаты позволят теоретически обосновать построение аппарат-
ного комплекса и его программного обеспечения для возможности определения
конкретного участка железнодорожного полотна, где необходимо провести ре-
монт.
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1. Предварительные замечания. Как известно, процесс построения
математической модели проходит через несколько стадий, первой из которых
является наблюдение. В результате наблюдения интересующих нас свойств
реального объекта мы формулируем их на языке той отрасли науки, которая
изучает эти свойства – строим механическую, физическую, химическую, биоло-
гическую или иную модель объекта. Такая модель называется содержатель-
ной. При построении содержательной модели мы принимаем некоторые гипо-
тезы (или постулаты), из которых следуют определяющие соотношения. При
этом несущественное для описания интересующих нас свойств отбрасывается.
На основе содержательной модели и принятых определяющих соотношений мы
выписываем соответствующие ей уравнения, переводя тем самым модель на
формальный математический язык. В качестве определяющих соотношений,
например, в физике, используются универсальные физические законы (законы
сохранения, симметрии, правила размерности) + феноменологические законы,
присущие данной более узкой отрасли науки (типа законов Гука, Фурье, Стефа-
на). На последней стадии мы получаем модельное уравнение (дифференциаль-
ное, интегральное или иное), решение которого доставляет нам необходимую
информацию об изучаемом объекте. При этом применение алгоритма С. Ли
позволяет нам решить прямую задачу – найти для заданного уравнения все
допускаемые операторы, т. е. симметрии, что в ряде случаев позволяет проин-
тегрировать модельное уравнение.

Однако нередко прямое следование описанной классической схеме натал-
кивается на некоторые затруднения и, в конечном итоге, не приводит к успеху.
Это связано с тем, что в процессе моделирования необходимо выполнить два
противоречащих друг другу условия – с одной стороны, модель должна быть
достаточно простой, с другой – она должна быть адекватной.

При этом весь класс модельных уравнений, построенный на основе одних
лишь фундаментальных законов (например, законов сохранения), оказывается
слишком широким, а для многочисленных дополнительных определяющих со-
отношений редко удаётся “выстроить систему приоритетов”, существенно упро-
щающих модель, но позволяющих сохранить всю необходимую информацию.
Поэтому желательно по возможности сузить исходный класс моделей, напри-
мер, решить обратную задачу поиска подкласса уравнений, удовлетворяюще-
го некоторому априорному условию существования симметрии заданного клас-
са. В результате мы не только выделяем перспективный подкласс модельных
уравнений, но и описываем множество уравнений некоторого (достаточно обще-
го) типа, порядок которых может быть гарантированно понижен на единицу.
Как правило, выделенное множество уравнений является максимальным в
заданном классе.

Оказалось, что для некоторых классов уравнений и простейших типов
симметрий могут быть доказаны достаточно общие утверждения, одно из них
сформулировано в виде нижеследующей теоремы.

Теорема 1. Уравнение n-го порядка без “предстаршей” производной

y(n) = F
(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
(1)
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допускает некоторый точечный оператор

X = r∂x +

[(
n− 1

2
r′ + a) y + s

]
∂y, (2)

где r = r(x), s = s(x) – произвольные функции, a – произвольное число, если
и только если правая часть уравнения (1) имеет вид

F = r−
n+1
2 EΦ

(
u0, u1, . . . , un−2

)
+ Ln−2

(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
, (3)

где Φ – произвольная функция своих аргументов, E = exp

(
−a∫ r−1 dx

)
,

ui, Li – линейные неоднородные комбинации переменной y и её производных
до порядка i включительно, т. е.

ui =

i∑

k=1

fk(x)y
(k) + f0(x), Li =

i∑

k=1

gk(x)y
(k) + g0(x),

коэффициенты которых полностью определяются функциями r, s и константойa для каждого n �

Для случаев n = 2, 3, 4 подробное доказательство теоремы приведено в
[1], впервые эти результаты опубликованы в [2]–[4].

Следствие 1. В любом модельном уравнении (3) нелинейность опреде-
ляется исключительно выбором функции Φ.

Следствие 2. Все точечные симметрии уравнения (1) имеют вид (2),
что позволяет выделить более узкие подклассы функций (3), для которых урав-
нение (1) допускает алгебру более высокой размерности (регулярный алгоритм
указан в [1]).

Указанная теорема очень удобна для приложений – для сравнения при-
ведём более общее утверждение, но только для случая n = 2 (при n > 2
выражения становятся чрезмерно громоздкими).

Теорема 2. Уравнение 2-го порядка общего вида (разрешённого относи-
тельно старшей производной)

y′′ = F (x, y, y′)

допускает некоторый точечный оператор, если и только если правая часть урав-
нения имеет вид

F =
1fxyy − yxfy

[
(fx + fyy

′)3Φ

(y, yx + yyy
′fx + fyy
′

)
−

− (fyyyy − yyfyy)(y
′)3 − (fxyyy − yxfyy + 2fyyxy − 2yyfxy)(y

′)2−

− (fyyxx − yyfxx − 2fxyxy − 2yxfxy)y
′ − (fxyxx − yxfxx)

]
, (4)

где Φ, f(x, y), y(x, y) – произвольные функции своих аргументов, причёмfxyy − fyyx 6= 0 �

24



Эта теорема легко доказывается с помощью группы эквивалентности,
которую в данном случае образует всё множество обратимых точечных пре-
образований: наиболее общее уравнение 2-го порядка, допускающее группу пе-
реносов по x с оператором X = ∂x – автономное уравнение y′′ = F (y, y′).
Согласно принципу подобия, группа переносов может быть преобразована в
произвольную точечную группу подходящим обратимым точечным преобразо-
ванием. Таким образом, мы из подкласса автономных уравнений получаем весь
класс, определяемый правой частью (4).

Однако легко видеть, насколько формула (4) менее удобна для моделиро-
вания, чем формула (1) – в ней три нелинейных только по первой производной
слагаемых, не считая того, что все коэффициенты нелинейно зависят от y.

Следует заметить два важных обстоятельства, связанных как со специ-
фикой моделирования, так и со свойствами различных объектов, рассматрива-
емых в симметрийном анализе.

1. К сожалению, при решении многих задач математического моделиро-
вания априорная симметрия играет лишь роль некоего “побочного” фактора. В
результате рассматриваются, как правило, лишь простейшие группы преобра-
зований плоскости (группы переносов, равномерных и неравномерных растя-
жений, вращения, проективного преобразования, группы Галилея и Лоренца).
Конечно, они следуют из фундаментальных физических законов и теории раз-
мерности, но в процессе моделирования мы делаем ряд допущений и упроще-
ний, и модельное уравнение может приобрести ряд дополнительных свойств,
“маскируя”, например, законы размерности при переходе к безразмерным пере-
менным.

Эти соображения играют особенно важную роль при построении проме-
жуточных моделей. Их применение становится актуальным, если простейшее
(например, линейное) приближение даёт совсем уж неадекватный результат, а
решения более точных уравнений получить затруднительно даже численны-
ми методами из-за наличия подвижных особых точек – точность вычислений
становится совершенно неудовлетворительной, либо вообще происходит “срыв”
алгоритма. В подобных случаях часто к успеху приводит построение модель-
ного уравнения, “наследующего” качественные свойства решений точного, но,
в отличие от него, интегрируемого в замкнутом виде. Очевидно, что при этих
условиях на первое место выходит наличие возможно бо́льшего количества сим-
метрий, а физическая адекватность уходит на второй план (в некоторых слу-
чаях становится чисто символической).

Хорошим примером построения промежуточной модели является обоб-
щённая задача двух неподвижных центров [5], предложенная для вычисления
орбиты спутника в нецентральном поле тяготения Земли. На первом этапе вме-
сто текущих координат и скоростей (“быстрые переменные”) вводятся парамет-
ры оскулирующей (мгновенной) орбиты – “медленные” переменные. При этом
точность вычислений становится вполне приемлемой, но возникает другая про-
блема – при эволюции орбиты эксцентриситет e проходит чере нуль, в результа-
те чего образуется особая точка. И, что ещё хуже, в этой точке аргумент перигеяw становится неопределённым. Требуется построить промежуточную модель,
которая сохраняла бы свойства особой точки, но допускала интегрирование в
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замкнутой аналитической форме. Это удалось сделать на основе задачи двух
неподвижных центров – изучалось движение пассивно гравитирующей ма-
териальной точки, притягиваемой двумя неподвижными точечными массами
по закону Ньютона. Потенциал в этом случае равен

U =
fM1

r1
+

fM2

r2
, M1 +M2 = M, (5)

где f – гравитационная постоянная,

r1 =
√

x2 + y2 + (z − a1)2, r2 =
√

x2 + y2 + (z − a2)2,

причем

a1 = − 2M2c

M1 +M2

, a2 = − 2M1c

M1 +M2

.

Параметры M1,M2, c выбираются так, чтобы потенциал (5) возможно менее от-
личался бы от истинного потенциала Земли. Наиболее адекватные результаты
были получены в предположении, что постоянные a1, a2,M1,M2 – не веществен-
ные, как следует считать из их механического смысла, а комплексные: вообще
говоря, конкретный механический смысл, исходя из существа задачи, имеют
их суммы – величины M1 + M2 = M и a1 + a2 = a должны (!) быть веще-
ственны (так называемая обобщённая задача двух неподвижных центров). При
этом появляется дополнительный произвол – “мнимые координаты” вводимых
параметров, и удаётся добиться того, что главные гармоники (2-я, 3-я и 4-я)
потенциала (5) практически совпадают с истинными. Уравнения движения с
потенциалом (5) удалось проинтегрировать в эллиптических квадратурах – в
сжатых сфероидальных координатах переменные разделились. Заметим, что
при интегрировании существенно использовался полный набор “классических
первых интегралов” системы уравнений движения.

2. Свойства многих физически зна́чимых решений, например, автомо-
дельных, определяется отнюдь не конкретным видом допускаемого модельным
уравнением оператора, а структурой его инвариантов. Так, автомодельные ре-
шения u = f(x, y) нелинейных уравнений математической физики порождают-
ся не только оператором неравномерных растяжений

X = x ∂x + ky ∂y + su ∂u, (6)

но и гораздо более широким классом операторов

X = A
(
x ∂x + ky ∂y + su ∂u

)
, (7)

у которых универсальные инварианты совпадают с инвариантами оператора
(6). Здесь A может быть произвольной функцией x, y, u и всевозможных
производных u, а также нелокальных переменных. Именно на этом основан
широко распространённый в настоящее время метод неклассических сим-
метрий. Автомодельные решения успешно находятся путём решения опреде-
ляющего уравнения для оператора (6) на некоторой инвариантной поверхности.
Если подставить решения (определяющего уравнения) в точечный оператор, то
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оказывается, что оператор (6) не допускается исходным уравнением, а допус-
каемый оператор имеет вид (7). Найти конкретный допускаемый оператор (7)
невозможно, так как нелокальный множитель A удовлетворяет уравнению в
полных частных производных не менее, чем 2-го порядка, но для приложе-
ний он практически не нужен – автомодельные решения уже найдены.

Поэтому круг актуальных обратных задач становится существенно шире,
а их постановка – разнообразнее, причём одной из приоритетных целей является
максимальное упрощение анзаца – при этом трудоёмкость алгоритма решения
существенно снижается.

Все приведенные рассуждения в полной мере справедливы и для пер-
вых интегралов. Заметим, что теорема 1 для n = 2 независимо и практически
одновременно была сформулирована и доказана автором настоящей заметки и
профессором Личем с коллегами (Южная Африка) [6], причём Лич исходил
именно из существования квадратичного по первой производной первого инте-
грала.

Теорема 3. Уравнение

y′′ − F (x, y) = 0. (8)

имеет квадратичный первый интеграл, если и только если его правая часть
имеет вид

F = R−3/2Ψ(z) +
1

2
R−2

{[
RR′′ − 1

2
(R′)2

]
y −Rf′ +

1

2
R′f} , (9)

где

z = R−1/2y +
1

2

∫ fR−3/2dx; (10)

Ψ – произвольная функция своего аргумента, R и f – произвольные функции
аргумента x �

При этом первый интеграл имеет вид

R(y′)2− (R′y−f)y′+ 1

4
R−1(R′)2y2− 1

2
R−1R′fy+ 1

4
R−1f2−2

∫
Ψ(z)dz = C1. (11)

Это уравнение легко может быть приведено к уравнению с разделяющимися
переменными. Если исходя из (10) вычислить (z′)2, то уравнение (11) можно
записать в виде

R2(z′)2 − 2

∫
Ψ(z)dz = C1,

и общее решение исходного уравнения имеет вид

z∫ 
2

u∫
Ψ(t) dt+ C1




−1/2

du = ±
∫

dx

R(x)
+ C2.

Таким образом, в данном случае мы не только решили обратную задачу по-
иска первого интеграла, но и нашли класс всех уравнений вида (8), имеющих
квадратичный первый интеграл, и доказали, что любое уравнение этого класса
интегрируется в квадратурах.
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Нетрудно видеть, что правая часть уравнения (9) является частным слу-
чаем выражения (3) при n = 2, a = 0 (при этом E = 1). Симметрия становит-
ся нётеровой, и первый интеграл “наследует” симметрию исходного уравнения.
Оказывается, подобным свойством обладают не только уравнения чётных по-
рядков. Разумеется, теорема Нётер для уравнений нечётных порядков неверна
– там невозможно ввести гамильтонову структуру. Но с точки зрения теории
дифференциальных уравнений ниоткуда не следует, что не существуют анало-
ги нётеровых симметрий – симметрии (причём не обязательно точечные),
“наследуемые” первыми интегралами. И такие симметрии были найдены в ре-
зультате решения обратных задач, причём некоторые из найденных уравнений
оказались уникальными в своих классах. Так, уравнение

y′′′ = (ay2 + by + c)−5/4, (12)

где a, b, c – произвольные константы, является единственным уравнением
класса y′′′ = F (y), имеющим квадратичный по старшей производной автоном-
ный первый интеграл. При этом, если квадратный трёхчлен представляет собой
полный квадрат, автономных первых интегралов будет уже три (к квадратич-
ному добавляются два кубичных), из которых два являются независимыми, что
позволяет проинтегрировать исходное уравнение (12) в этом случае [7].

Безусловный интерес представляет оригинальный приём поиска первых
интегралов на основе “псевдоинтегралов”, представляющих собой нелокальные
аналоги первых интегралов – выражение

P̃ = P̃ (x, y, y′, . . . , y(n−1), N1, N2, . . . , Ns)

является “псевдоинтегралом” уравнения

y(n) = F
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

если
Dx

(
P̃
)
= R

[
y(n) − F

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)]
.

Здесь N1, N2, . . . , Ns – нелокальные переменные, и от них зависит интегриру-
ющий множитель R.

В качестве примера можно привести уравнение Эмдена–Фаулера y′′ =
= 2Axy−1/2, которое имеет три “псевдоинтеграла” [8]





P̃1 = e−at(y′ + 2ay1/2 + 2a2x),
P̃2 = e−bt(y′ + 2by1/2 + 2b2x),
P̃3 = e−gt(y′ + 2gy1/2 + 2g2x), (13)

где a, b, g – три корня кубического уравнения r3 = A. Заметим, что в дан-
ном случае можно исключить t из трёх “псевдоинтегралов” и получить два
настоящих первых интеграла





P1 = P̃1P̃2P̃3 =

(
y′
)3 − 12Axy1/2y′ + 8Ay3/2 + 8A2x3,

P2 = P̃ b
1 P̃

−a
2 =

(
y′ + 2ay1/2 + 2a2x)b(y′ + 2by1/2 + 2b2x)−a, (14)
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и исходное уравнение Эмдена–Фаулера интегрируется в квадратурах. Очевид-
но, максимальное число независимых “псевдоинтегралов” равно n + w, где n
– порядок уравнения, w – число независимых нелокальных переменных. Это
обстоятельство усложняет поиск полной системы “псевдоинтегралов” (хотя к
ним, например, приводит почленное интегрирование уравнения, умноженного
на произвольный множитель). Зато, как легко видеть, “псевдоинтегралы” (13)
линейны по первой производной, чего никак нельзя сказать о первых интегра-
лах (14) – их структуру “угадать” довольно затруднительно. Поэтому подобный
подход может оказаться перспективным, по крайней мере – с точки зрения про-
стоты анзаца при построении модельного уравнения.

В заключение заметим, что многие из указанных направлений находят-
ся на первоначальном этапе исследования, и изучение физических аналогий
нелокальных переменных, аналогов нётеровых симметрий и “псевдоинтегралов”
представляется одной из актуальных задач современного математической мо-
делирования.

Литература
[1] Зайцев В. Ф., Линчук Л. В. Дифференциальные уравнения (структурная

теория), часть III (учебное пособие). – СПб.: Изд. РГПУ им. А. И. Герцена,
2014. – 120 с.

[2] Зайцев В. Ф. Построение точной модели, обладающей некоторой точечной
симметрией // Математическое моделирование, Т. 7, №5, 1995. – С. 12–14.

[3] Аврашков П. П., Зайцев В. Ф. Лиевские симметрии и первые интегралы од-
ного класса дифференциальных уравнений // Межвуз. сб. научных трудов,
т. 8. – Орел: ОГТУ, 1996. – С. 44–49.

[4] Абрамова М. Н., Зайцев В. Ф. Решение обратной задачи группового ана-
лиза для одного класса уравнений 4-го порядка // Межвуз. сб. научных
трудов, т. 8. – Орел: ОГТУ, 1996. – С. 34–37.

[5] Демин В. Г. Движение искусственного спутника в нецентральном поле тя-
готения. – М.: Наука, 1968. – 352 с.

[6] Leach P. G. L., Bouquet S., Dewisme A. Symmetries of Hamiltonian one-
dimensional systems // Int. J. Non-Linear Mechanics, Vol. 28, №6, 1993. –
P. 705–712.

[7] Зайцев В. Ф., Хоанг Нгы Хуан. Аналоги вариационных симметрий ОДУ
третьего порядка // Известия РГПУ им. А.И. Герцена. – 2013. – № 154. –
С. 33–41.

[8] Зайцев В. Ф. Группы Ли–Беклунда, допускаемые нелинейными обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями // Современный групповой ана-
лиз. – М.: МФТИ, 1993. – С. 33–42.

29



УДК 517.9

ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ВЛОЖЕНИЯ

Зайцев В. Ф., Зайцев О. В.
Российский государственный педагогический

университет им. А. И. Герцена
Санкт-Петербург

e-mail: valentin_zaitsev@mail.ru

Zaitsev V. F., Zaitsev O. V. The application of the method of inclusion. We

discusse the application of the method of inclusion for construct new generators of discrete groups

transformations of ordinary differential equations.

Рассматривается применение метода вложения для построения новых образующих

дискретных групп преобразований обыкновенных дифференциальных уравнений.

Метод вложения [1, 2] первоначально был предложен как эффективный
инструмент поиска гладкого продолжения дискретных групп преобразований
(ДГП) обыкновенных дифференциальных уравнений на сингулярные точки.
Однако интуитивно было ясно, что возможности этого метода значительно ши-
ре – с его помощью можно строить новые образующие дискретных групп, а
следовательно, и новые разрешимые уравнения исследуемых классов.

Известно [1], что класс обобщённых уравнений Эмдена–Фаулера

y′′ = Axnym
(
y′
)l
, (1)

элемент которого мы будем обозначать вектором существенных параметров
(n,m, l), допускает ДГП D3, которую можно задать двумя образующими:

r : x = u, y = t, (n,m, l) −→ (m,n, 3− l),

g : x = u
1

n+1 , y =
(
u′
)− 1

m , (n,m, l) −→
(

1

1− l
,− n

n+ 1
,
2m+ 1

m

)
.

Образующая r определена всюду, а образующая g имеет сингулярные точки
n = −1, m = −1, l = 1, l = 2, в которых на графе ДГП D3 некоторые
преобразованные уравнения не имеют смысла (преобразованные параметры m
и n обращаются в бесконечность). Отметим также, что на подклассе (n,m, 0)
класса (1) определена частная образующая

s : x = 1/t, y = u/t, (n,m, 0) −→ (−n−m− 3, m, 0).

Гладкое продолжение этой группы на указанные сингулярные точки
(тривиально разрешимые снгулярные точки m = 0 и n = 0 мы здесь не рас-
сматриваем) легко построить, вложив класс (1) в класс

y′′ = f(x)g(y)h
(
y′
)
, (2)

30



с вектором существенных функций-параметров
(
f(x), g(y), h(y′)

)
, роль кото-

рых выполняют в классе (1) степенные функции. Этот класс также допускает
ДГП с аналогичными образующими, но в отличие от класса (1), образующая
g определена всюду, что и позволяет построить гладкие продолжения – для
этого достаточно пополнить класс (1) “предельными элементами”. Их можно
найти, вычислив действие образующей g в классе (2) на элемент

(
xn, ym, (y′)l

)

в сингулярных точках класса (1).
Следует заметить, что указанный алгоритм эффективен лишь в случае,

когда сужение образующей ДГП, допускаемой классом (2), совпадает с образу-
ющей ДГП, допускаемой классом (1)⊂(2) и имеющей сингулярные точки.

Для построения расширений ДГП требование “наследования” дискрет-
ных симметрий более широким классом уравнений не столь критично. Однако
при этом не гарантируется нетривиальный результат.

Кроме класса (2) класс обобщённых уравнений Эмдена–Фаулера (1) вкла-
дывается и в 4-параметрический класс

y′′ = Axnym
(
y′
)l(

xy′ − y
)k
, (3)

элемент которого мы будем обозначать символом [n,m, l, k]. На этом классе
замкнуты образующие r и s, но не замкнута образующая g. Зато можно вве-
сти дополнительную образующую l с помощью касательного пробразования
Лежандра [3], [4]:

r : x = u, y = t, [n,m, l, k] −→ [m,n, 3−l−k, k],

s : x = 1/t, y = u/t, [n,m, l, k] −→ [−n−m−3, m, k, l],

l : x = u′, y = tu′ − u, [n,m, l, k] −→ [−l,−k,−n,−m].

Структура ДГП становится очевидной, если перейти к минимальному коду
группы и ввести новую образующую h = sl:

h : x = (u′)−1, y =
tu′ − u

u′
, [n,m, l, k] −→ [−k,−l, n+m+3,−m].

Тогда h6 = E, и мы получаем группу диэдра D6 12-го порядка (на рисунке
показана только образующая h, задающая группу C6).

[n,m, l, k]

[−k,−l, n+m+3,−m] [m,−n−m−3,−k−l+3, l]

[−l, k+l−3,−n, n+m+3]

[−n−m−3, n, k,−k−l+3][k+l−3,−k,−m,−n]

Очевидно, при k = 0 и m + n + 3 = 0 в графе ДГП появляются две
вершины, соответствующие обобщённым уравнениям Эмдена–Фаулера
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[−m−3,m, l, 0] ≡
≡ (−m−3,m, l)

[0,−l, 0,−m] [m, 0, 3−l, l]

[−l, l−3,m+3, 0] ≡
≡ (−l, l−3,m+3)

[0,−m−3, 0, 3−l][l−3, 0,−m,m+3]

и преобразование h3 ≡ c определяет новую частную образующую на классе (1)

c : x = (u′)−1, y =
tu′ − u

u′
, (−n−m−3, m, l) −→ (−l, l−3, m+3).

Поэтому все уравнения такого вида допускают ДГП D6 12-го порядка, а не
группу D3 6-го порядка, а для поиска новых интегрируемых случаев достаточ-
но выписать все разрешимые уравнения (−n−m−3, m, l), например, из спра-
вочника [5] и “размножить” их по известной группе D3.

(n,m, l)

(m,n, 3− l)

(
− m

m+ 1
,

1

l − 2
,
n− 1

n

)

( 1

1− l
,− n

n+ 1
,
2m+ 1

m

)

( 1

l − 2
,− m

m+ 1
,
2n+ 1

n

)

(
− n

n+ 1
,

1

1− l
,
m− 1

m

)

За исключением инвариантного семейства

(
n,−n− 3,

3n+ 4

2n+ 3

)
и случая вы-

рождения

(
−1

2
,−5

2
,
5

2

)
их оказывается три (с точностью до преобразования

годографа r):
(
−1

2
,−5

2
,
4

5

)
,

(
−1

2
,−5

2
,
11

7

)
,

(
−1

2
,−5

2
,
17

10

)
,

решения которых помещены в справочник [5] под номерами 2.5.2.76, 2.5.2.27
и 2.5.2.49 соответственно. Каждое из них порождает 6 новых интегрируемых
случаев обобщённого уравнения Эмдена–Фаулера, т. е. всего новых уравнений
оказывается 18. Полная классификация разрешимых уравнений классов (1), (3)
приведена в [3], [4].

Заметим, что каждая пара связанных преобразованием r уравнений (1)
сводится к уравнению Абеля второго рода

yy′ − y = sx+ svA(aA2x−1/2 + bA + gx1/2
)
, (4)
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где A – произвольный параметр, s, a, b, g и svзависят от конкретных па-
раметров обобщённого уравнения Эмдена–Фаулера n, m, l. Таким образом,
указанное “размножение” уравнений (1) приводит и к 9 новым интегрируемым
уравнениям Абеля 2-го рода (4).
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an cosmology». Symmetry group of the system equations of ideal nonrelativistic self-gravitating

fluid with zero pressure is calculated. Submodel invariant under the subgroup of rotations SO(3) is

built and symmetry group of the factorsystem is calculated. Private analytical invariant solution
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Рассчитана группа симметрии системы уравнений гидродинамики идеальной самогра-

витирующей нерелятивистской жидкости с нулевым давлением. Построена подмодель, инва-

риантная относительно подгруппы вращений SO(3) и вычислена допускаемая факторсисте-

мой алгебра Ли. Построено частное аналитическое решение факторсистемы.
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Модель «Ньютоновская космология» является базисной при изучении
крупномасштабной структуры Вселенной [1, 2] и представляет собой систему
уравнений гидродинамики идеальной самогравитирующей нерелятивистской
жидкости с нулевым давлением, плотностью r, скоростью ~v и гравитацион-
ным потенциалом Φ [2]





∂r
∂t

+ div (r~v) = 0,

∂~v

∂t
+ (~v∇)~v + gradΦ = 0,

∆Φ = 4pgr. (1)

Первое уравнение есть уравнение непрерывности, второе – уравнение Эй-
лера, третье – уравнение Пуассона, ∆ – оператор Лапласа, g – гравитационная
постоянная. В настоящее время хорошо изучены различные приближённые ре-
шения системы (1), из которых наиболее известной является модель «блинов»
Зельдовича [1, 3]. Цель нашей работы состоит в систематическом исследовании
системы уравнений (1) методами группового анализа, что позволит получить
новые точные аналитические решения, выходящие за рамки теории возмуще-
ний, а также полезные для тестирования численных методов.

Расчёт симметрий, допускаемых системой (1), проведенный по стандарт-
ному алгоритму Ли–Овсянникова [4], показывает, что система допускает беско-
нечномерною алгебру Ли с генератором

X̂ = x(x)∂x + x(y) ∂y + x(z) ∂z + x(t) ∂t + h(p) ∂p + h(Φ) ∂Φ + h(u) ∂u + h(v) ∂v + h(w) ∂w,
где x, y, z – декартовы координаты, t – время, u, v,w – компоненты скорости, x
и h – компоненты касательного векторного поля, ∂ – оператор дифференциро-
вания по соответсвующей переменной,x(x) = F1(t) + (C1 − C4)x+ C2y + C10, (2)x(y) = F2(t) + (C1 − C4)y − C2x+ C6z + C7, (3)x(z) = F3(t) + (C1 − C4) + C8t− C3x− C6y + C9, (4)x(t) = −C4t+ C5, (5)h(p) = 2C4r, (6)h(Φ) = 2C1Φ− F1tty + F4(t) + F3ttz, (7)h(u) = C1u+ C2v + C3w+ F1t, (8)h(v) = C1v − C2u+ C6w+ F2t, (9)h(w) = C1w− C3u− C6v + F3t + C8, (10)

Fi(t) – произвольные функции, Ck – произвольные константы.
Бесконечномерная алгебра (2) содержит 13-мерную подалгебру с генера-

торами трансляций

X̂1 = ∂x, X̂2 = ∂y, X̂3 = ∂z, X̂4 = ∂t, X̂5 = ∂Φ;
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преобразований Галилея

X̂6 = t ∂x + ∂u, X̂7 = t ∂y + ∂v, X̂8 = t ∂z + ∂w;
вращений

X̂9 = y ∂z − z ∂y + v ∂w − w ∂v, X̂10 = z ∂x − x ∂z + w ∂u − u ∂w,
X̂11 = x ∂y − y ∂x + u ∂v − v ∂u;

и растяжений

X̂12 = 2Φ ∂Φ + u ∂u + v ∂v + w ∂w + x ∂x + y ∂y + z ∂z,

X̂13 = −2r ∂r + x ∂x + y ∂y + z ∂z + t ∂t.

«Богатый» набор симметрий, допускаемый системой (1), дает возмож-
ность реализовать для Ньютоновской космологии программу ПОДМОДЕЛИ,
подобную программе Л. В. Овсянникова в области газодинамики [5]. Система
(1) при этом играет роль «большой модели». В качестве первого шага необходи-
мо вычислить оптимальную систему подалгебр для 13-мерной алгебры X̂1, . . .
. . . , X̂13, что является предметом отдельного исследования. В настоящей за-
метке мы сосредоточимся на подмодели, инвариантной относительно группы
вращений SO(3) с генераторами (X̂9, X̂10, X̂11). Инваринтами группы SO(3) яв-
ляются

Φ, r, t, r =
√
x2 + y2 + z2, |~v| =

√
u2 + v2 + w2 ≡ U, s = ~r~v.

Ввиду того, что ~v = ~r/r [6], инвариантное решение следует искать в виде

~v =
~r

r
U(t, r), r = r(t, r), Φ = Φ(t, r). (11)

Подставляя (3) в (1), получим факторсистему





Ut + UUr + Φr = 0,rt + Urr + r(2U

r
+ Ur

)
= 0,

2Φr

r
+ Φrr = r, (12)

(единицы измерения выбраны таким образом, что 4pg ≡ 1).
Факторсистема (4) допускает трёхмерную алгебру





X̂1 = 2Φ ∂Φ + U ∂U + r ∂r,

X̂2 = −2r ∂r + r ∂r + t ∂t,

X̂3 = ∂t,

(13)

и бесконечномерную алгебру с генератором X̂∞ = F1(t)∂Φ, где F1(t) – произ-
вольная функция времени t.
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В качестве примера рассмотрим решение, инвариантное относительно ге-
нератора X̂1. Инвариантами являются U/r, Φ/r2, r, t. Решение ищем в виде
U = rf1(t), Φ = r2f2(t), r = r(t). Факторсистема представяет собой систему
обыкновенных дифференциальных уравнений (f ′ ≡ df/dt):






f ′
1 + f 2

1 + 2f2 = 0,r′ + 3f1r = 0,r = 6f2.

(14)

Исключая r и f2, приходим к обыкновенному дифференциальному урав-
нению для функции f1

f ′′
1 + 5f1f

′
1 + 3f 3

1 = 0, (15)

которое допускает, в свою очередь, двумерную алгебру Ли с генераторами ∂t и
t ∂t − f1 ∂f1 . Следуя алгоритму Ли [7], переходим к каноническим переменным

u = t− 1

f1
и t = 1

f1
.

В канонических переменных уравнение (7) допускает решение в замкну-
той аналитической форме






du

dt = F (t),
∫

dF

3F 3 + 14F 2 + 21F − 10
= ln |t|+ C.

(16)

Таким образом, рассмотренная подмодель является точно решаемой.
Анализ физического смысла полученного решения выходит за рамки настоя-
щей заметки.

Литература
[1] Гурбатов С. Н., Саичев А. И., Шандарин С. Ф. Крупномасщтабная струк-

тура Вселенной. Приближение Зельдовича и модель слипания // УФН, 182
(2012). – С. 233–261.

[2] Вайнберг С. Космология. – М: УРСС, Книжный дом «ЛИБРОКОМ», 2013.
– 608 с.

[3] Зельдович Я. Б., Новиков И. Д. Строение и эволюция Вселенной. – М:
Наука, 1975. – 732 с.

[4] Овсянников Л. В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. – М:
Наука, 1978. – 400 с.

[5] Овсянников Л. В. Программа «Подмодели». Газовая динамика // ПММ,
58, вып. 4, 1994. – С. 30–55.

[6] Овсянников Л.В. Лекции по основам газовой динамики. – Москва–Ижевск:
Институт компьютерных исследований, 2003. – 336 с.

[7] Ибрагимов Н. Х. Практический курс дифференциальных уравнений. –
Нижний Новгород: Изд. Нижегородского госуниверситета, 2007. – 421 с.

36



УДК 539.3

НЕЛИНЕЙНЫЙ ФЛАТТЕР ВЯЗКОУПРУГИХ
ПЛАСТИН ПО УТОЧНЁННОЙ ТЕОРИИ ТИМОШЕНКО

С ПРОТЕКАЮЩЕЙ ЖИДКОСТЬЮ
Кучаров О. Р.

Ташкентский институт ирригации и мелиорации
Ташкент

e-mail: olimjon_kucharov@mail.ru

Kucharov O. R. Nonlinear flutter of viscoelastic plates under Timoshenko’s

theory. The given work is devoted mathematical modelling of a problem about nonlinear flutter

of viscoelastic plates under Timoshenko’s theory. Influences of viscoelastic properties of a material,

geometrical and mechanical parameters of a plate for critical speed of flutter are investigated.

Keywords: flutter, mathematical modeling, viscoelasticity, integro-differential equations.

В данной работе рассматривается математическое моделирование задачи о нелиней-

ном флаттере вязкоупругих пластин на основе теории Тимошенко. Исследовано влияние вяз-

коупругих свойств материала, геометрических и механических параметров пластины накри-

тическую скорость флаттера.

Ключевые слова: флаттер, математическое моделирование, вязкоупругость, инте-

гро-дифференциальные уравнения.

Разработка и применение композиционных материалов в настоящее вре-
мя является одним из приоритетных направлений научно-технического прогрес-
са, что позволяет не только существенно улучшать эксплуатационные характе-
ристики инженерных конструкций, но и в ряде случаев создавать конструк-
ции, нереализуемые в рамках традиционных материалов. При этом достаточ-
но сложными являются процедура расчёта и проектирование конструкций из
композиционных материалов, требующих учёта их реальных свойств. Поэто-
му разработка эффективных методов и алгоритмов решения нелинейных задач
об устойчивости тонкостенных конструкций из композиционных материалов на
сегодняшний день является наиболее актуальной проблемой. К таким задачам
относятся задачи аэродинамики, в частности, задачи о флаттере тонкостенных
конструкций.

Имеется значительное число публикаций, посвященных решению задач
расчёта тонкостенных конструкций с учётом наследственных свойств [1–3]. По
исследованию нелинейных задач аэродинамики можно указать лишь отдель-
ные работы [4–7]. В них задачи рассматривались в геометрически нелинейной
постановке на основе гипотез Бергера и Кирхгофа–Лява.

При исследовании задач наследственной теории наряду с гипотезами
Бергера и Кирхгофа–Лява получили распространение модели Тимошенко,
Миндлина и Уфлянда, Рейсснера и Амбарцумяна, согласно которым в про-
цессах, происходящих в тонкостенных конструкциях, необходимо учитывать и
поперечные сдвиги. В связи с этим возникает необходимость определения пре-
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дела применимости различных гипотез при решении динамических задач в гео-
метрически нелинейной постановке.

Настоящая работа посвящена математическому моделированию нелиней-
ных задач о флаттере вязкоупругих пластин по уточненной теории Тимошенко.

Рассмотрим тонкостенную конструкцию типа пластины с вязкоупруги-
ми наследственными свойствами материала, со сторонами a и b, обтекаемой
с одной стороны сверхзвуковым потоком газа с невозмущённой скоростью V ,
которая направлена параллельно оси Ox.

Математическая модель данной задачи на основе уточнённой теории Ти-
мошенко в геометрически нелинейной постановке, учитывающую деформацию
сдвига и инерцию вращения, имеет вид [8].

Пусть пластина шарнирно оперта по всем краям. Удовлетворяя гранич-
ным условиям задачи, выберем выражения для функций w = w(x, y, t), yx =
= yx(x, y, t), yy = yy(x, y, t) на основе многочленной аппроксимации.

Выполняя процедуру Бубнова–Галеркина, при этом введя безразмерные
величины, относительно безразмерных неизвестных wkl = wkl(t), yxkl = yxkl(t)
и yykl = yykl(t) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Заметим, что аналогичным образом можно получить разрешающее урав-
нение рассматриваемой задачи с учётом распространения упругих волн.

Интегрирование полученной системы проводилось численным методом
[9]. При этом в качестве ядра релаксации использовалось слабо сингулярное
ядро Колтунова–Ржаницына с тремя реологическими параметрами (A, b и a)
вида [3]

R(t) = Ae−btta−1, (0 < a < 1). (1)

В работе при расчётах используются значения реологических параметров
A, b, a стеклопластика КАСТ-В с различным направлением волокон: КАСТ-
В 0◦ – a = 0, 1; b = 0, 001; A = 0, 0099; КАСТ-В 90◦ – a = 0, 1; b = 0, 00166;
A = 0, 0104; КАСТ-В 45◦ – a = 0, 1; b = 0, 00166; A = 0, 0208.

В качестве критерия определения критической скорости Vcr потока газа
выбирается верхний точный предел множества скоростей {V }, при котором
обеспечивается сходимость разложения Бубнова–Галеркина для всех t >0, т. е.
выполняется условие

w(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑

m=1

wnm(t)fnm(x, y) < 1.

При скоростях, когда V > Vcr, колебательное движение происходит с
интенсивно нарастающими амплитудами и может привести конструкцию к раз-
рушению, а в случае, когда V < Vcr, амплитуда колебаний затухает. Отметим,
что при V > Vcr разложение Бубнова–Галеркина расходится.

Далее, приведены результаты расчета вязкоупругой пластины, обтека-
емой сверхзвуковым потоком газа при V < Vcr (рис. 1–3). Здесь в качестве
исходных данных приняты следующие: l = 3, d = 133, ME = 4.71, MP = 0.003,
V = 800 m/s.

На рис. 1 представлено зависимость функций w от времени срединной
точки упругой (A = 0 – кривая 1) и вязкоупругой пластины (A = 0.0099,a = 0.1, b = 0.001 (материал КАСТ-В 0◦) – кривая 2; A = 0.0208, a = 0.1,
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b = 0.0166 (материал КАСТ-В 45◦) – кривая 3). Как видно из этого рисунка,
учёт наследственных свойств материала приводит к затуханию колебательного
процесса. При этом, хотя решения упругой и вязкоупругих задач в начальный
период времени мало отличаются друг от друга, с течением времени наслед-
ственные свойства материала оказывают существенное влияние.

На рис. 2 показано изменение прогиба w по длине пластины при t =
= 33. Согласно рисунку, учёт наследственных свойств показывает уменьшение
значений максимальных прогибов.

Рис. 1. Зависимость функции w от времени:
A = 0 (1); КАСТ-В 0◦ (2); КАСТ-В 45◦ (3).

Рис. 2. Сравнение форм колебаний при t = 33:
A = 0 (1); КАСТ-В 0◦ (2); КАСТ-В 45◦ (3).

Помимо прогибов и перемещений пластины представляют интерес напря-
жения, моменты и перерезывающие силы. На рис. 3 представлена зависимость
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напряжения svx от времени срединной точки пластины без учета (A = 0 – кри-
вая 1) и с учётом наследственных свойств материала (A = 0.0099, a = 0.1,b = 0.001 – кривая 2; A = 0.0208, a = 0.1, b = 0.0166 – кривая 3). Как видно
из рисунков, характер изменения этой функции аналогичен функции w.

Рис. 3. Зависимость функции svx от времени [кг/см2]:
A = 0 (1); КАСТ-В 0◦ (1); КАСТ-В 45◦(3).

Исследование форм изменения напряжений svx, svy, изгибающих момен-
тов Mx, My, перерезывающих сил Qx и Qy, усилий Nx и Ny по длине тонко-
стенной конструкции при t = 33 показывает, что амплитуда колебаний усилий
и моментов в количественном плане существенно отличается, тогда как каче-
ственная картина носит одинаковый характер.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХЧАСТИЧНОГО
РЕЛЯТИВИСТСКОГО УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА

Лагодинский В. М.
Санкт-Петербургский государственный университет

аэрокосмического приборостроения
Санкт-Петербург

Lagodinskiy V. M. The bondary problem for twoparticules relativistic Schrö-

dinger equation. The bondary problem for twoparticules relativistic Schrödinger equation with

potential as deep rectangular well is formulated and solved.

Сформулирована и решена краевая задача для двухчастичного релятивистского урав-

нения Шрёдингера с потенциалом вида глубокой прямоугольной ямы.

В релятивистской квантовой механике, основанной на теории дифферен-
циальных уравнений бесконечного порядка [1], процесс столкновения двух ча-
стиц описывается стационарным двухчастичным релятивистским уравнением
Шрёдингера. Считая для простоты пространство одномерным, в системе цен-
тра импульсов это уравнение можно записать в виде:

(e−√m2
1 −

d2

dx2
−
√

m2
2 −

d2

dx2

)y(x) + U(x)y(x) = 0, ∀x ∈ R, (1)

где m1, m2, M — положительные числа (m1, m2 — массы сталкивающихся
частиц, считаем, что m1 6 m2, e — энергия физической системы, U(x) —
потенциальная энергия взаимодействия. Используется система единиц, в ко-
торой скорость света c и постоянная Планка ~ равны единице. Определение
функции f(Dx) дифференциального оператора Dx, соответствующей функции
комплексного переменного f(z), которую будем называть символом операто-
ра f(Dx), дано в работе [1]. Согласно этому определению, если функция u(x)
бесконечно дифференцируема в точке x = x0, причём множество предельных
точек последовательности

{gn(x0)}∞n=0 =
{∣∣(Dxu)(x0)

∣∣1/n exp
(
i
fn

n

)}
,

где fn = arg(Dn
xu)(x0), является ограниченным подмножеством области голо-

морфности функции f(z), то функция
(
f(Dx)u

)
(x) определена в точке x0
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аналитическим продолжением:

(
f(Dx)u

)
(x0) = Anca(f(a, Dx)u

)
(x) =

∞∑

i=0

(1− ap−1)
i

i!
×

×
∞∑

k=0

(ap−1 − ap−2)
k

k!
. . .

∞∑

l=0

al1
l!
f (i+k+...+l)(0)(Di+k+...+l

x u)(x0), (2)

Множество функций, удовлетворяющих этому условию на промежутке
(a, b) (возможно и бесконечном), обозначим через Gf(a, b). Таким образом,
если

f(z) =
√
m2 − z2,

f(0) = m, разрезы — по промежуткам вещественной оси (m, ∞), (−∞, −m),
Dx = ∂x = d/dx, а u(x) = eipx, ∀x ∈ (a, b), p ∈ R, то

(
f(∂x)u

)
(x) =

√
m2 − ∂2

x e
ipx =

√
m2 + p2 eipx, ∀x ∈ (a, b). (3)

Если p = ik, k ∈ R, |k| < m, то

(
f(∂x)u

)
(x) =

√
m2 − ∂2

x e
kx =

√
m− k2 ekx, ∀x ∈ (a, b),

но функция u(x) = exp(kx) при вещественном k, если |k| > m, не принадлежит
области определения оператора f(∂x).

С помощью аналогичной процедуры аналитического продолжения по па-
раметру можно определить и оператор g(∂x) с символом g(z) = (m2 − z2)−1/2:

g(∂x) =
(
m2 − ∂2

x

)−1/2
.

Если функция u(x) ∈ Gg(a, b), то на (a, b) определена функцияf(x) = (g(∂x)u)(x) = (m2 − ∂2
x)

−1/2u(x), ∀x ∈ (a, b).

Отметим, что эта функция на (a, b) определена одназначно, она удовле-
творяет неоднородному уравнению

√
m2 − ∂2

x f(x) = u(x), ∀x ∈ (a, b).

Если u(x) ∈ Gg(a, b), то

√
m2 − ∂2

x u(x) =
(
m2 − ∂2

x

) 1√
m2 − ∂2

x

u(x) =

= m2 1√
m2 − ∂2

x

u(x)− d2

dx2

1√
m2 − ∂2

x

u(x), ∀x ∈ (a, b), (4)

Рассмотрим сначала уравнение

(e−√m2
1 − ∂2

x −
√
m2

2 − ∂2
x

)y(x) = 0, ∀x ∈ (a, b), (5)
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Пусть y(x) = Aekx, A ∈ C, k ∈ C. Подставив в (5), получим характери-
стическое уравнение: e−√m2

1 − k2 −√m2
2 − k2 = 0. (6)

Это уравнение имеет два решения:k = ±(2e)−1
√

4m2
1m

2
2 − (e2 −m2

1 −m2
2)

2. (7)

Можно показать, что для того, чтобы эти решения не принадлежали раз-
резам, с которыми определяются операторы (m2

i −∂2
x)

−1/2, i = 1, 2, необходимо
и достаточно, чтобы выполнялось неравенство:e > |m2

1 −m2
2|1/2.

Будем теперь рассматривать уравнение (1) на промежутке (−b, b) с
функцией U(x) вида

U(x) =

{
U0 > 0, ∀x ∈ [−a, a],

0, ∀x /∈ [−a, a],
(8)

где a > 0. Для общности будем считать что U0 > m1 +m2. Необходимо поста-
вить граничные условия в точках x = ±b и x = ±a. Цель настоящей работы
состоит в том, чтобы показать, что эти условия могут быть выбраны такими,
что спектр задачи будет вещественным и ограниченным снизу, а решения, со-
ответствующие разным значениям e, ортогональны друг другу.

В соответствии с (8) решение уравнения (1) должно принадлежать
Gf

(
(−∞, −a) ∪ (−a, a) ∪ (a, ∞)

)
и удовлетворять уравнениям:

(e−√m2
1 − ∂2

x −
√
m2

2 − ∂2
x

)y(x) = 0, ∀x /∈ [−a, a], (9)

(e−√m2
1 − ∂2

x −
√
m2

2 − ∂2
x

)y(x) + U0y(x) = 0, ∀x ∈ [−a, a]. (10)

Пусть e ∈ R. Если e > |m2
1−m2

2|1/2, то оба уравнения имеют нетривиаль-
ные решения. Если, к тому же, e > m1 +m2

2, то эти решения имеют вид:y(x) = Aeipx +Be−ipx, ∀x < −a,

Ceiqx +De−iqx, ∀x ∈ (−a, a),

Eeipx + Fe−ipx, ∀x > a,

(11)

где p и q удовлетворяют соответственно уравнениям:
√

m2
1 + p2 +

√
m2

2 + p2 = e, √
m2

1 + q2 +
√

m2
2 + q2 = e+ U0, (12)

т .е.

p = (2e)−1
√
(e2 −m2

1 −m2
2)

2 − 4m2
1m

2
2,

q = [2(e+ U0)]
−1
√

[(e+ U0)2 −m2
1 −m2

2]
2 − 4m2

1m
2
2,

(13)
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p, q ∈ R. Если же |m2
1 −m2

2|1/2 < e < m1 +m2, но e > m1 +m2 −U0, то решение
можно записать в виде:y(x) = Aekx +Be−kx, ∀x < −a,

Ceiqx +De−iqx, ∀x ∈ (−a, a),

Eekx + Fe−kx, ∀x > a,

(14)

где k ∈ R определяется формулой (7).
Пусть теперь e < |m2

1 −m2
2|1/2, тогда уравнение (9) имеет только триви-

альное решение y(x) = 0, ∀x /∈ (−a, a), но так как U0 > m1 +m2, то при этом
возможно e > m1 +m2 − U0, и тогдаy(x) = {0, ∀x /∈ (−a, a)

Ceiqx +De−iqx, ∀x ∈ (−a, a).
(15)

Легко проверить, что эта функция удовлетворяет также уравнениям:

√
m2

i − ∂2
x y(x) = eiy(x), ∀x /∈ (−a, a), i = 1, 2,

поэтому y(x) = ei 1√
m2

i − ∂2
x

y(x), i = 1, 2 (16)

иe2 =√m2
1 −m2

2 + e21 , e = e1+ e2, ei = (2e)−1(e2−m2
i +m2

2−i), i = 1, 2. (17)

Теперь выясним, какие граничные условия следует поставить в точках
x = ±b и x = ±a, чтобы достичь возможно более полной аналогии с задачей
Штурма–Лиувилля [2]. Сначала рассмотрим диапазон энергий e < |m2

1−m2
2|1/2.

При этих значениях e уравнение (9) имеет только тривиальное решение:y(x) = 0, ∀x /∈ (−a, a).

Если, к тому же, e < |m2
1 − m2

2|1/2 − U0, только тривиальное решение
имеет и уравнение (10). Пусть теперь |m2

1 −m2
2|1/2 > e > −U0, тогда уравнение

(9) имеет только тривиальное решение, а уравнение (10) имеет и нетривиальные
решения вида: y(x) = A exp(lx) +B exp(−lx), ∀x ∈ [−a, a], (18)

где A, B ∈ C, l = [2(e+ U0)]
−1
√

4m2
1m

2
2 − [(e+ U0)2 −m2

1 −m2
2]
2.

Из условия непрерывности решения следуют граничные условия:y(±a) = 0. (19)
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Функция (18) удовлетворяет им лишь при A = B = 0. Тем самым до-
казана ограниченность снизу спектра нашей краевой задачи, т. е. здесь отсут-
ствует главная трудность теории, основанной на уравнениях Дирака и Клейна–
Гордона [3].

Пусть теперь |m2
1 −m2

2|1/2 > e > m1+m2 −U0, тогда уравнение (9) имеет
по-прежнему только тривиальное решение, а уравнение (10) имеет чётные и
нечётные решения:y0

n(x) = A cos
(2n− 1)p

2a
x, y1

n(x) = B sin
np
a

x, ∀x ∈ [−a, a], (20)

где A, B ∈ C, значение q определяется второй из формул (13). Используя
условия (19), получим:e0n =

√
m2

1 + [(2n− 1)p]2/(2a)2 +√m2
2 + [(2n− 1)p]2/(2a)2 − U0,

n = 1, 2, . . . , N, (21)e1n =
√

m2
1 + (np/a)2 +√m2

2 + (np/a)2 − U0, n = 1, 2, . . . , N, (22)

где N — наибольшее натуральное число n, для которого выполняются неравен-
ства e0n < |m2

1 −m2
2|1/2 и e1n < |m2

1 −m2
2|1/2. Значения e (21) и (22) составляют

часть точечного спектра нашей краевой задачи. Все эти значения веществен-
ны, а решения (20), соответствующие различным значениям e из этого набора,
ортогональны между собой. Они являются собственными функциями нашей
краевой задачи.

Если e > 0, то и уравнение (9), и уравнение (10) имеют нетривиальные
решения. Для определения граничных условий в этом диапазоне энергий вы-
ведем аналог тождества Лагранжа для уравнения (1). Пусть y1(x) — решение
уравнения (1) c e = w > |m2

1 − m2
2|1/2, а y2(x) — решение уравнения (1) ce = n > |m2

1 −m2
2|1/2:(w−

√
m2

1 − ∂2
x −

√
m2

2 − ∂2
x

)y1(x) + U(x)y1(x) = 0, ∀x ∈ R, (23)

(n−√m2
1 − ∂2

x −
√

m2
2 − ∂2

x

)y2(x) + U(x)y2(x) = 0, ∀x ∈ R. (24)

Умножим обе части уравнения (23) на y2(x), а обе части уравнения (24)
на y1(x) и вычтем второе получившееся уравнение из первого:

(w− n)y2(x)y1(x) = y2(x)

(√
m2

1 − ∂2
x +

√
m2

2 − ∂2
x

)y1(x)−

− y1(x)

(√
m2

1 − ∂2
x +

√
m2

2 − ∂2
x

)y2(x). (25)

В соответствии с (16) и (17) равенство (25) можно переписать в виде:

(w− n){y2(x)y1(x) +
∑

i=1,2

Ki

[
m2

i

(
H−1

i y2

)
(x)
(
H−1

i y1

)
(x)+

+
(
V ∗
i y2

)
(x)
(
Viy1

)
(x)
]
}

= i
d

dx

∑

i=1,2

[y2(x)
(
Viy1

)
(x)− y1(x)

(
Viy2

)
(x)
]
, (26)
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где y′
i(x) ≡ dyi

dx
(x), Ki = m2

i (2wn)−1(wn + m2
i − m2

2−i), H−1
i = (m2

i − ∂2
x)

−1/2,

Vi = −i(m2
i − ∂2

x)
−1/2∂x, i = 1, 2.

Отсюда видно, что функция

i
∑

i=1,2

[y2(x)
(
Viy1

)
(x)− y1(x)

(
Viy2

)
(x)
]
=

=
∑

i=1,2

[y2(x)(m
2
i − ∂2

x)
−1/2y′

1(x)− y1(x)
(
m2

i − ∂2
x)

−1/2y′
2(x)

]

играет роль вронскиана уравнения (1), а равенство (25) аналогично тождеству
Лагранжа [4]. Проинтегировав (26) по отрезку [−b, b], получим:

(w− n) b∫

−b

{y2(x)y1(x) +

+
∑

i=1,2

Ki

[
m2

i

(
H−1

i y2

)
(x)
(
H−1

i y1

)
(x) +

(
V ∗
i y2

)
(x)
(
Viy1

)
(x)
]
}

dx =

= i
∑

i=1,2

[y2(b)
(
Viy1

)
(b)−y1(b)

(
Viy2

)
(b)−y2(−b)

(
Viy1

)
(−b)+y1(−b)

(
Viy2

)
(−b)

]
.

(27)

Это равенство у нас играет роль формулы Грина [4].
Таким образом, равенство

b∫

−b

{y2(x)y1(x) +
∑

i=1,2

Ki

[
m2

i

(
H−1

i y2

)
(x)
(
H−1

i y1

)
(x)+

+
(
V ∗
i y2

)
(x)
(
Viy1

)
(x)
]
}

dx = 0 (28)

справедливо при w 6= n, если в точках x = ±b поставлены граничные условия
вида:

A1y(b) +B1

∑

i=1,2

[
(m2

i − ∂2
x)

−1/2dy
dx

]
(b) = 0,

A2y(−b) +B2

∑

i=1,2

(m2
i − ∂2

x)
−1/2y′(−b) = 0,

(29)

где A1, A2, B1, B2 — вещественные постоянные, а в точках x = ±a — условиям
непрерывности:

limd→0

[y(±a + d)− y(±a− d)] = 0, limd→0

∑

i=1,2

[
(m2

i − ∂2
x)

−1/2dy
dx

]∣∣∣∣
±a+d
±a−d = 0. (30)
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Легко видеть, что эти граничные условия вполне аналогичны гранич-
ным условиям задачи Штурма–Лиувилля для дифференциального уравнения
второго порядка. Поэтому они определяют вторую часть точечного спектра на-
шей задачи с соответствующим набором собственных функций. Эти собствен-
ные функции, принадлежащие разным собственным значениям, ортогональны
между собой в смысле скалярного произведения

S(y1,y2) =

b∫

−b

{y∗
2(x)y1(x) +

∑

i=1,2

Ki

[
m2

i

(
H−1

i y∗
2

)
(x)
(
H−1

i y1

)
(x)+

+
(
V ∗
i y∗

2

)
(x)
(
Viy1

)
(x)
]
}

dx, (31)

где интеграл можно считать интегралом Римана [1], а собственные значения
вещественны.

Не доказана пока лишь ортогональность собственных функций, принад-
лежащих разным частям спектра. Нетрудно показать, что эта ортогональность
в смысле скалярного произведения (31) имеет место, если в точках x = ±b
выбрать граничные условия y(b) = y(−b) = 0. (32)

Именно эти условия и будем считать поставленными. Найдем собствен-
ные функции нашей задачи, соответствующие диапазону энергий m1 + m2 >
> e > |m2

1 −m2
2|1/2. На промежутке (a, b) и чётные, и нечётные решения имеют

вид: y0,1(x) = A0,1e
−k(x−a) +B0,1e

k(x−a), ∀x ∈ (a, b), (33)

где k определяется формулой (7).
Используя условия (32), получим:

B0,1 = −A0,1e
−2k(b−a). (34)

На промежутке (−a, a) чётные и нечётные собственные функции соот-
ветственно имеют вид:y0(x) = C0 cos qx, y1(x) = C1 sin qx, ∀x ∈ (−a, a). (35)

где q определяется второй из формул (13). Условия (32) приводят к системам
уравнений

A0e
−k(b−a) = B0 cos qb, A0

∑

i=1,2

k√
m2

i − k2 e−k(b−a) = C0

∑

i=1,2

q√
m2

i + q2
sin qb

(36)
для чётных решений и

A1e
−k(b−a) = C1 sin qb, A1

∑

i=1,2

k√
m2

i − k2 e−k(b−a) = −C1

∑

i=1,2

q√
m2

i + q2
cos qb

(37)
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для нечётных. Обозначим:

Sk = ∑

i=1,2

k√
m2

i − k2 , Sq =
∑

i=1,2

q√
m2

i + q2
,

тогда уравнения, определяющие спектр нашей задачи для чётных и нечётных
решений имеют соответственно вид:

tg qb =
Sk
Sq

, tg qb = −Sq

Sk .
И q, и k — функции энергии e, т. е. это уравнения относительно e.

Нетрудно видеть, что правые части этих уравнений монотонно убывают при
возрастании e от e = |m2

1 − m2
2|1/2 до e = m1 + m2: первого уравнения — от

положительного значения до нуля, а второго — от отрицательного значения
до −∞. Очевидно, на каждый промежуток изменения e от [m2

1 + (np)2]1/2+
+[m2

2 + (np)2]1/2 до [m2
1 + (n + 1)2p2]1/2 + [m2

2 + (n + 1)2p2]1/2 приходится один
корень первого из этих уравнений и один корень второго. Эти корни могут быть
найдены численно. Они составляют ещё одно подмножество точечного спектра
нашей задачи: e0,1n , n = N + 1, n = N + 2, . . ., K, где K — максимальное n,
при котором e0,1n < m1 +m2.

Пусть теперь e > m1 + m2. На промежутке (a, b) чётное и нечётное
решения имеют вид соответственно:y0(x) = A0 cos[p(x− a) + f0], y1(x) = A1 sin[p(x− a) + f1],

где p определяется первой из формул (13), а на промежутке (−a, a):y0(x) = B0 cos qx, y1(x) = B1 sin qx,

где q определяется второй из формул (13). Используя условия (32), получим
для чётных и нечётных решений соответственно:

p0n =
(2n− 1)p
2(b− a)

p1n =
np

b− a
, n = 1, 2, . . . .

Отсюда находим собственные значения из этого диапазона:e0,1K+n =

√
m2

1 + (p0,1n )2 +

√
m2

2 + (p0,1n )2 , n = 1, 2, . . . . (38)

А теперь используем условия (32):

A0
n cosf0

n = B0
n cos q

0
na,

A0
n sinf0

n

∑

i=1,2

p0n√
m2

i + (p0n)
2
= B0

n sin q
0
na
∑

i=1,2

q0n√
m2

i + (q0n)
2
,

(39)

и для нечётных:

A1
n sinf1

n = B1
n sin q

1
na, A1

n cosf1
n

∑

i=1,2

p1n√
m2

i + (p1n)
2
= B1

n

∑

i=1,2

q1n√
m2

i + (q1n)
2
,

(40)
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где q0,1n определяется второй из формул (13) при e = e0,1n . Отсюда получаем
значения для сдвигов фазы:f0

n = arcctg



ctg q0na
∑

i=1,2

p0n√
m2

i + (p0n)
2

(
∑

i=1,2

q0n√
m2

i + (q0n)
2

)−1


 ,

для чётных решений иf1
n = arctg



tg q1na
∑

i=1,2

p1n√
m2

i + (p1n)
2

(
∑

i=1,2

q1n√
m2

i + (q1n)
2

)−1


 .

Коэффициенты B0
n и B1

n определяются через коэффициенты A0
n и A1

n

с помощью равенств (39) и (40) соответственно.
Итак, поставленная краевая задача имеет только точечный веществен-

ный спектр, ограниченный снизу и неограниченный сверху. Каждое спектраль-
ное значение однократно. Собственные решения задачи, соответствующие раз-
личным спектральным знчениям, ортогональны друг другу.
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Linchuk L. V., Zaitsev V. F. Seach for the first integrals and alternative sym-

metry. We consider the method of alternative generalized operators. We seach for the first integrals

of Lienard equation.

Рассматривается метод альтернативных обобщённых операторов для поиска первых

интегралов на примере уравнения Льенара.

Поиск первых интегралов (законов сохранения) для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (ОДУ) не менее актуален, чем поиск симметрий
(операторов, допускаемых ОДУ), так как позволяет понизить порядок уравне-
ния и получить дополнительную информацию о множестве решений. В каком-
то смысле знание первого интеграла даже более информативно: мы получаем
уравнение ме́ньшего порядка относительно исходных переменных и явную за-
висимость от одной из произвольных констант. Известно два метода поиска
первых интегралов – алгоритм, основанный на определении первого интеграла
(прямой метод), и алгоритм, использующий операторы Эйлера высших поряд-
ков – операторы, сопряжённые инфинитезимальным операторам теории С. Ли.
По существу, оба эти метода равноценны (второй несколько более формализо-
ван, но и более громоздок, см., например, [1]). И оба они требуют какого-то изна-
чального предположения – анзаца, например, задания структуры зависимости
первого интеграла от старшей производной (без анзаца оба метода неэффек-
тивны). Заметим впрочем, что анзац требуется и для алгоритмов группового
анализа – классический метод С. Ли основан на точечных операторах, что са-
мо по себе является анзацем, причём достаточно жёстким. Поэтому часто успех
в решении задачи определяется удачным выбором исходного предположения.
Это обстоятельство стимулирует поиск других методов, которые при схожих
анзацах могут дать иные результаты. Один из этих методов прямо следует из
2-ой теоремы о факторизации [2] и применения альтернативных симметрий.

Рассмотрим класс уравнений Льенара

y′′ + f(y)y′ + g(y) = 0. (1)

Уравнения этого вида являются модельными в задачах теории нелинейных
колебаний. Очевидно, в силу автономности уравнение (1) допускает оператор
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X1 = ∂x. Понижение порядка y′ = p(y) приводит к уравнению Абеля

pp′ + f(y)p+ g(y) = 0, (2)

решить которое в аналитическом виде можно лишь для очень небольшого ко-
личества пар (f, g). Поэтому для решения практических задач (будь то задачи
Коши или краевые) дополнительная информация, например, знание первого ин-
теграла исходного уравнения, может быть весьма существенной. В ряде случаев
к успеху приводит применение метода альтернативных обобщённых операторов,
анонсированный в работе [3].

1. Будем искать допускаемые уравнением (1) альтернативные обобщён-
ные операторы вида

X = ∂x +
a(y)

y′
∂y +

b(y)

y′
∂y′ .

Нетривиальным решением определяющего уравнения будет подкласс уравне-
ний1

y′′ + Fyy
′ =

A

F
, (3)

где A = const, F = F (y), и неклассические симметрии вида

X2 = ∂x +
F

y′
∂y +

(A− F 2Fy)

y′
∂y′ .

Соответствующая факторсистема имеет вид






t = y′ − A

∫
dy

F 2
+ F,

u =

(
y′ + F +

A

2

)∫
dy

F 2
−
∫

dy

F
+ x,

u′ =
t

A
.

Решение внешнего уравнения факторсистемы

u =
t2

2A
+ C

даёт нам первый интеграл уравнения (3)

I = (y′)2 + 2Fy′ + F 2 − 2A

∫
dy

F
− 2Ax. (4)

Порождаемое первым интегралом (4) уравнение первого порядка

(y′)2 + 2Fy′ + F 2 − 2A

∫
dy

F
− 2Ax = C (5)

1Заметим, что даже в частном случае F (y) = αyk для соответствующего уравнения Абеля
(2) найдены решения в замкнутом виде лишь для k = 1/2, 2/3, 1.
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имеет решение

x+
C

2A
= −

∫
dy

F (y)
, (6)

которое не является (!) однопараметрическим семейством решений уравнения
(3) – на интегральной кривой (6) интегрирующий множитель уравнения (3)

R = 2
(
y′ + F (y)

)

обращается в нуль. Применение метода введения параметра к уравнению (5)
приводит к уравнению Абеля (2), соответствующему уравнению (3), и к реше-
нию (6), которое является особым.

2. Теперь будем искать допускаемые уравнением (1) альтернативные
обобщённые операторы вида

X = ∂x +
a(y)

(y′)2
∂y +

b(y)

(y′)2
∂y′ .

Нетривиальным решением определяющего уравнения будет подкласс уравне-
ний

y′′ ± y′

(Ay +B)3/4
+

24

A(Ay +B)1/2
= 0, (7)

где A,B = const и неклассические симметрии вида

X = ∂x ±
512(Ay +B)3/4

A3(y′)2
∂y −

2048

A3(y′)2
∂y′ .

Соответствующая факторсистема имеет вид





t = y′ ± 16

A
(Ay +B)1/4,

u = x∓ A2

128
(Ay +B)1/4(y′)2 − A

8
(Ay +B)1/2y′ ∓ 2

3
(Ay +B)3/4,

u′ +
A3

1536
t2 = 0.

Решение внешнего уравнения факторсистемы

u+
A3

4608
t3 = C

дает нам первый интеграл уравнения (7)

I = (y′)3± 12

A
(Ay+B)1/4(y′)2+

192

A2
(Ay+B)1/2y′± 1024

A3
(Ay+B)3/4+

4608

A3
x. (8)

Приведенные примеры показывают, насколько метод альтернативных
симметрий расширяет возможности симметрийного анализа, особенно учиты-
вая тот факт, что первые интегралы уравнения Льенара практически не извест-
ны в математической практике и отсутствуют в справочниках (см, например,
[4], где этому уравнению посвящён отдельный параграф).
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Безусловно, интегралы (4) и (8) могут быть получены и классическим
прямым методом. Но если квадратичный первый интеграл (4) находится в ре-
зультате сравнительно простой процедуры, то поиск кубического первого инте-
грала для уравнений второго порядка в общем случае приводит к нелинейному
уравнению в частных производных 2-го порядка, для которого проблематично
найти даже некоторое частное решение (существенное различие трудоёмкости
алгоритма прямого метода при степенных анзацах структуры первого интегра-
ла достаточно типично).
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Lyakhov D. A., Gerdt V. P. Linearization of ordinary differential equations:

an algorithmic approach. A constructive approach to the linearization problem for ordinary

differential equations of arbitrary order by means of point transformations is suggested. The

approach is based on differential Thomas decomposition and provides a fully algorithmic test

of linearizability.

Предложен конструктивный подход к линеаризации точечными преобразованиями

полиномиально-нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) произволь-
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ного порядка, разрешенных относительно старшей производной, посредством точечных пре-

образований. Предложенный подход основан на дифференциальной декомпозиции Томаса и

обеспечивает полностью алгоритмичный тест линеаризуемости.

ОДУ первого порядка, разрешенные относительно производной, всегда
можно линеаризовать подходящим точечным преобразованием. Тем не менее,
в этом случае процедура линеаризации является неэффективной и найти лине-
аризующее преобразование так же сложно, как и решить исходное уравнение.
Ситуация меняется для ОДУ 2-го порядка. Среди них кандидатами на линеа-
ризацию могут быть только уравнения следующего вида:

y′′ + F3(x, y)(y
′)3 + F2(x, y)(y

′)2 + F1(x, y)y
′ + F (x, y) = 0. (1)

Софус Ли [1] разработал следующий критерий линеаризации уравнения (1): для
того, чтобы уравнение (1) было линеаризуемо точечными преобразованиями
необходимо и достаточно выполнение условий:

(F3)xx − 2(F2)xy + (F1)yy = (3F1F3 − F 2
2 )x − 3(FF3)y − 3F3Fy + F2(F1)y,

Fyy − 2(F1)xy + (F2)xx = 3(FF3)x + (F 2
1 − 3FF2)y + 3F (F3)x − F1(F2)x.

Подобный критерий линеаризации был разработан и для ОДУ 3 и 4-го
порядков [2, 3]. В результате выполнения точечного преобразования

u = f(x, y), t = g(x, y), J = fxgy − fygx 6= 0

в линейном ОДУ n-го порядка (общий вид которого задается теоремой Лагер-
ра):

u(n)(t) +

n−3∑

i=0

Ai(t)u
(i)(t) = 0,

в новых переменных мы получаем рациональную функцию вида:

y(n)(x) +
P (y(n−1), ... , y′)

J(gx + gyy′)n−2
= 0, (2)

где коэффициенты полинома P – дифференциальные полиномы от f, g. Фор-
мула (2) задаёт вид уравнения – кандидата на линеаризацию.

Зададимся теперь вопросом: может ли заданное уравнение рационально-
го вида, разрешённое относительно старшей производной

y(n)(x) +
M(y(n−1), ... , y′)

N(y(n−1), ... , y′)
= 0

быть линеаризовано точечными преобразованиями? Другими словами, суще-
ствуют ли функции f, g такие, что выполняется равенство

P (y(n−1), ... , y′)

J(gx + gyy′)n−2
=

M(y(n−1), ... , y′)

N(y(n−1), ... , y′)
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рациональных функций от (y(n−1), ... , y′). Последнее эквивалентно равенству
нулю полинома от (y(n−1), ... , y′):

P (y(n−1), ... , y′)N(y(n−1), ... , y′)−M(y(n−1), ... , y′)J(gx + gyy
′)(n−2) = 0.

Так как равенство нулю полинома означает равенство нулю всех его ко-
эффициентов, задача сводится к решению переопределенной системе нелиней-
ных уравнений в частных производных. К ней необходимо добавить условие,
что функции Ai(t) в новых координатах зависят только от t:

(Ai(x, y))xgy − (Ai(x, y))ygx = 0.

Вопрос совместности этой системы эквивалентен линеаризуемости и мо-
жет быть эффективно решён с помощью декомпозиции Томаса [4]. При этом
неизвестными функциями являются f, g, Ai от переменных (x, y).

Пример 1 [3].

2x2yyIV + x2y2 + 8x2y′y′′′ + 16xyy′′′ + 6x2(y′′)2 + 48xy′y′′ + 24yy′′ + 24(y′)2 = 0.

Применение декомпозиции Томаса [4] разбивает пространство решений
этого уравнения на два непересекающихся подпространства, определяемых ин-
волютивными системами уравнений. Рассмотрим первую их этих систем, вклю-
чающую в себя 10 уравнений:

yfy(x, y)− 2f(x, y)− 2fxxxx(x, y) = 0, fxxxy = 0, x2fxxy − 2fy = 0,

xfxy − 2fy = 0, yfyy − fy = 0, A0(x, y)(gx(x, y))
4 − 1 = 0,

gy(x, y) = 0, (A0(x, y))x = 0, (A0(x, y))y = 0, A1(x, y) = 0,

и два неравенства:
A0(x, y) 6= 0, fy(x, y) 6= 0.

Уравнения, являющиеся одночленными и двучленными, легко решаются
последовательно, что приводит к известному результату:

A0(x, y) = 1, A1(x, y) = 0, f(x, y) = x2y2, g(x, y) = x.

Пример 2 [3]. Рассмотрим еще одно ОДУ 4-го порядка

yIV(x) +H(x, y)y′′(x) + y′(x)2 = 0.

и выясним может ли оно быть линеаризовано точечными преобразованиями
для какой-либо функции H(x, y). Для этого в список неизвестных функций
добавим H(x, y). Декомпозиция Томаса выдает пустое множество. Это означает,
что система не совместна ни при каких H(x, y)!

Предлагаемый тест линеаризации прост и удобен на практике. Он пол-
ностью алгоритмичным образом отвечает на вопрос: может ли быть линеари-
зовано ОДУ точечными преобразованиями или нет. Система для нахождения
линеаризующего преобразования представляет из себя, как правило, одночлен-
ные и двучленные уравнения, что позволяет эффективно решать её развитыми
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эвристическими методами, встроенными в современные системы компьютерной
алгебры.

Для уравнений высокого порядка их линеаризуемость является исклю-
чительным случаем и её проверка может потребовать большого объёма сим-
вольных алгебраических преобразований. По этой причине имеет смысл отсе-
ять очевидно непригодные случае. Например, у линеаризующихся ОДУ алгебра
точечных симметрий должна иметь размерность не меньше, чем у линейных,
т. е. как минимум на единицу больше, чем порядок уравнения. Размерность ал-
гебры точечных симметрий может быть найдена алгоритмически, без решения
определяющих уравнений [5].

Пример 3.
y(15)(x) + y′(x)15 − 10yy(10)(x) = 0.

Алгебра Ли его точечных симметрий одномерна. Следовательно, такое
уравнение не может быть линеаризовано точечными преобразованиями. При-
мечательно, что в случае ОДУ второго порядка линеаризуемость уравнения
эквивалентна тому факту, что размерность алгебры симметрий максимальна и
равна 8 [6]. Для ОДУ высших порядков сам факт линеаризуемости может быть
обнаружен, анализируя абстрактную алгебру Ли точечных симметрий уравне-
ния, которая также может быть найдена, не решая определяющие уравнения
[7].

Замечание. Помимо коэффициентов полиномиального вида, предло-
женный подход может срабатывать и в некоторых случаях, когда коэффици-
енты ОДУ включают элементарные функции от независимой переменной, а
также специальные функции, которые задаются с помощью алгебраического
дифференциального уравнения. Также он может быть без существенных про-
блем обобщён на случай систем ОДУ [8, 9].
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Malamanov S. Yu. Modeling induced magnetic field in a moving conductive

liquids. In this paper the conductive fluid and the annulus, which is allocated inside a narrow

channel in the form of a helix. The system is in an external magnetic field. Moving fluid through

the channel causes a change in the characteristics of the magnetic field.

В работе рассматривается проводящая жидкость в кольцевом зазоре, внутри которой

выделен узкий канал в форме винтовой линии. Система находится во внешнем магнитном

поле. Движущаяся по каналу жидкость вызывает изменение характеристик магнитного поля.

В работе рассматривается проводящая жидкость, находящаяся между
двумя коаксиальными цилиндрами. Внутри жидкости выделен узкий канал в
форме винтовой линии, по которому она движется – имеет место своего рода
трубка тока (рис. 1).

Приложено внешнее магнитное поле – B0. Решение осуществляется с по-
мощью уравнений магнитной гидродинамики, реализованных в программном
комплексе ANSYS. Здесь уместно заметить, что вектор магнитной индукции
определяется из системы уравнений Максвелла. Однако при изучении взаимо-
действия электромагнитных полей и полей скорости удобно использовать урав-
нение переноса для вектора B в форме [1]):

∂B

∂t
+ (u∇)B = ∇

(
1msv∇B

)
+ (B∇)u, (1)

где u – скорость, m – магнитная проницаемость, sv– электрическая проводи-
мость жидкости. Кроме того, для расширения возможностей численного мо-
делирования, индукция магнитного поля представляется в виде B = B0 + b.
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Рис. 1.

Здесь b – индуцируемое магнитное поле. Тогда уравнение (1) примет вид

∂b

∂t
+ (u∇)b = ∇

(
1msv∇b

)
+
(
(B0 + b)∇

)
u− (u∇)B0. (2)

Именно в такой форме уравнение переноса вектора магнитной индукции
используется в вычислительном комплексе. Вначале рассчитывается изменение
индукции магнитного поля, вызванное движением жидкости поступающей в ка-
нал в направлении стрелки 1. Остальная масса жидкости неподвижна. После
этого, производится аналогичный расчёт, но жидкость поступает в направле-
нии стрелки 2, а в канале – покоится. Сравниваются результаты расчётов в этих
двух случаях. При этом оказалось, что если скорости поступления жидкости
одинаковы, то профили индуцированной (вертикальной) компоненты магнит-
ного поля подобны. Если же в обоих случаях задаётся один и тот же расход, то
профили – совпадают. Это хорошо видно на графике, приведенном на рис. 2.

По оси X отложена приведенная величина вертикальной компоненты
магнитного поля, а по оси Y – высота цилиндра. Учитывая наличие несколь-
ких очевидных симметрий, можно ожидать существования ряда практически
важных решений рассматриваемой задачи на основе группового анализа.
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Рис. 2.
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Rodionov A. A. Some exact solutions of hydrostatic model. The group properties

of the hydrostatic model equations of a layer motion an ideal fluid in correlation to a function,

which defines the free surface and the thickness of the fluid layer under the free boundary, are

researched. Examples are given of several exact solutions in Cartesian and cylindrical coordinates.

They determine the free surface and the pressure on this surface.
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Исследованы групповые свойства уравнений гидростатической модели движения слоя

идеальной жидкости относительно функции, определяющей свободную поверхность и тол-

щину слоя жидкости под свободной границей. Даны примеры нескольких точных решений в
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декартовых и цилиндрических координатах. Они определяют свободную поверхность и дав-

ление на этой поверхности.

Ключевые слова: идеальная жидкость, гидростатическая модель, групповой ана-

лиз, точные решения.

Часто при изучении процессов в океанологии делается предположение,
что давление в жидкости линейно зависит от глубины [1]

p(x, y, z, t) = −gz + q(x, y, t). (1)

Здесь g = const > 0 — ускорение силы тяжести в направлении оси z, q(x, y, t) —
новая функция. В этом случае уравнения движения идеальной несжимаемой
жидкости примут вид

ut + uux + vuy + wuz + qx = 0, vt + uvx + vvy + wuz + qy = 0,

wt + uwx + vwy + wwz = 0, ux + vy + wz = 0.
(2)

Пусть z = h(x, y, t) — уравнение свободной границы жидкости, на кото-
рой выполнены динамическое и кинематическое условия:

p(x, y, h(x, y, t), t) = pa(x, y, t), (3)ht + u
(
x, y, h(x, y, t), t)hx + v

(
x, y, h(x, y, t), t)hy = w

(
x, y, h(x, y, t), t), (4)

где pa(x, y, t) — атмосферное давление.
Из выражения (1) с учетом условия (3) на свободной поверхности нахо-

дим
pa(x, y, t) = −gh(x, y, t) + q(x, y, t). (5)

Равенство (5) однозначно определяет свободную поверхность через функцию
q(x, y, t), которая находится из системы (2).

Используя групповой анализ дифференциальных уравнений [2], доказа-
но, что алгебра Ли для системы уравнений (2) образована операторами

∂t, ∂z, t∂z + ∂w, t∂t + x∂x + y∂y + z∂z ,

x∂x + y∂y + u∂u + v∂v + 2q∂q, y∂x − x∂y + v∂u − u∂v,

f1(t)∂x + f ′
1∂u − xf ′′

1 ∂q, f2(t)∂y + f ′
2∂v − yf ′′

2 ∂q, f3(t)∂q.

(6)

Первый оператор отвечает за перенос по времени t, второй и третий — за пе-
ренос и преобразование Галилея вдоль оси z, четвертый и пятый — за преоб-
разования растяжения, шестой — за вращение в плоскости (x, y). Последние
три оператора содержат произвольные функции fj(t), j = 1, 2, 3, зависящие
от времени, и определяют бесконечномерную часть алгебры Ли допустимых
операторов.

Подобная задача группового анализа была проведена для уравнений в
приближении длинных волн в работе [3]. Уравнения модели рассматривались в
модифицированных переменных, учитывающих глубину слоя жидкости, а дав-
ление на свободной поверхности считалось постоянным.
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В цилиндрических координатах (r, T, z) уравнения (2) имеют вид

ūt + ū ūr +
v̄

r
ūT + w̄ ūz −

v̄2

r
+ qr = 0, v̄t + ū v̄r +

v̄

r
v̄T + w̄ v̄z +

ū v̄

r
+

1

r
qT = 0,

w̄t + ū w̄r +
v̄

r
w̄T + w̄ w̄z = 0, ūr +

1

r
v̄T + w̄z +

1

r
ū = 0. (7)

Здесь (ū, v̄, w̄) — компоненты радиальной, азимутальной и осевой скорости, за-
висящие от (r, T, z, t), функция q из выражения (3) зависит от (r, T, t). Опера-
торы (6) в цилиндрических координатах перепишутся так:

X̄1 = r
∂

∂r
+ ū

∂

∂ū
+ v̄

∂

∂v̄
+ 2q

∂

∂q
, X̄2 = r

∂

∂r
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
,

X̄3 =
∂

∂T
, X̄4 = t

∂

∂z
+

∂

∂w̄
, X̄5 =

∂

∂z
, X̄6 =

∂

∂t
,

X̄7(f1) = f1(t) cos T
∂

∂r
− f1(t)

sin T

r

∂

∂T
+

(
−f1(t)

sin T

r
v̄ + f ′

1(t) cos T

)
∂

∂ū
+

+

(
f1(t)

sin T

r
ū− f ′

1(t) sin T

)
∂

∂v̄
− f ′′

1 (t)r cos T
∂

∂q
,

X̄8(f2) = f2(t) sin T
∂

∂r
+ f2(t)

cos T

r

∂

∂T
+

(
f2(t)

cos T

r
v̄ + f ′

2(t) sin T

)
∂

∂ū
+

+

(
−f2(t)

cos T

r
ū+ f ′

2(t) cos T

)
∂

∂v̄
− f ′′

2 (t)r sin T
∂

∂q
, X̄9 = h(t)

∂

∂q
.

(8)

При описании приближенной модели движения жидкости, когда z → ez,
w → ew, в пределе при e → 0 из (2) получаем уравнения

ut + uux + vuy + wuz + qx = 0, vt + uvx + vvy + wvz + qy = 0,

ux + vy + wz = 0, qz = 0.
(9)

Вычисления показывают, что алгебра Ли операторов модели (9) такова:

Y1 = ∂t, Y2 = y∂x − x∂y + v∂u − u∂v, Y3 = −t∂t + u∂u + v∂v + w∂w + 2q∂q,

Y4 = z∂z + w∂w, Y5 = f(x, y, t)∂z + (f ′
xu+ f ′

yv + f ′
t)∂w,

Y6 = f1(t)∂x + f ′
1∂u − xf ′′

1 ∂q, Y7 = f2(t)∂y + f ′
2∂v − yf ′′

2 ∂q,

Y8 = 2h(t)∂t + h′(x∂x + y∂y − 2z∂z) + (−h′u+ h′′x)∂u + (−h′v + h′′y)∂v−

−(4h′w + 2h′′z)∂w −
(
2h′q +

x2 + y2

2
h′′′

)
∂q, Y9 = f(t)∂q,

(10)
где f(x, y, t), f1(t), f2(t), h(t) — произвольные функции.

Пример 1. Найдём решение системы (7) на операторах 〈X̄4 = t∂z + ∂w̄,
X̄3 = ∂T〉 из базиса (8). Инвариантами операторов являются {r, t, ū, v̄, w̄−z/t,
q}, поэтому инвариантное решение следует искать в виде

(ū, v̄, w̄, q) =
(
U(r, t), V (r, t),

z

t
+W (r, t), q(r, t)

)
.
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Система уравнений (7) преобразуется в фактор-систему

Ut + UUr −
1

r
V 2 + qr = 0, Vt + UVr +

1

r
UV = 0,

Wt + UWr +
1

t
W = 0, Ur +

1

t
+

1

r
U = 0.

(11)

Уравнения (11) интегрируются, начиная с последнего уравнения,

U = − r

2t
+

f(t)
r

, V =
1

r
F (l), W =

1

t
G(l),

q =

∫ (
−Ut − UUr +

1

r
V 2

)
dr + y(t) = −3r2

8t2
− f′(t) ln r−

−f2(t)

2r2
+

∫
1

r2
F 2(l) dr + y(t), (12)

где f(t), y(t), F (l), G(l) — произвольные функции своего аргумента, l =

= tr2 − 2

∫
tf(t) dt.

Кинематическое условие (4) в цилиндрических координатах имеет вид

∂h
∂t

+ ū
∂h
∂r

+ v̄
1

r

∂h
∂T

− w̄ = 0. (13)

Из равенства (5) в цилиндрических координатах находим

pa(r, T, t) = q(r, T, t)− gh(r, T, t). (14)

Предположим, что h = h(r, t), ∂h/∂T = 0.
Подставим (12) в (13), получим решение: h(r, t) = tH(l) − G(l) с про-

извольной функцией H(l). Из (14) находим внешнее давление на свободной
поверхности

pa(r, t) = q(r, t)− gh(r, t) =
= −3r2

8t2
− f′(t) ln r − f2(t)

2r2
+

∫
1

r2
F 2(l) dr + y(t)− g

(
tH(l)−G(l)).

Пример 2. Решение системы (9) ищем на операторах 〈∂t, ∂y, f(x)∂z+
+f ′(x)u∂w+∂x〉 из (10), f(x) 6= 0. Инвариантами операторов являются {u, v, q,
z−h(x), w−h′(x)u}, где h(x) =

∫
f(x) dx. Инвариантное стационарное решение

ищем в виде

(u, v, w, q) =
(
U(l), V (l), h′(x)U(l) +W (l), Q(l)), l = z − h(x).

В результате имеем фактор-систему

U ′W = 0, V ′W = 0, W ′ = 0, Q′ = 0,
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из которой получаем два решения

u = U0 6= 0, v = V0, w = W0 6= 0, q = Q0; (15)

u = U(l), v = V (l), w = 0, q = Q0, l = z − h(x), (16)

где U0, V0, W0, Q0 — постоянные.
Уравнение свободной поверхности z = h(x, y, t) определяется из кинема-

тического условия (4). Для решения (15)h(x, y, t) = h(x) +
W0

U0
x+

1

U0
F (x− U0t, y − V0t), U0 6= 0, W0 6= 0

с произвольной функцией F . Для решения (16) функция h(x, y, t) определяется
из выражения

Φ
(
x− tU

(h− h(x)
)
, y − tV

(h− h(x)
)
, h− h(x)

)
= 0

c произвольными функциями Φ, U , V своих аргументов.

Пример 3. Решение уравнений (7) ищем на двух операторах 〈X̄3 = ∂T,
X̄1 = r∂r + ū∂ū + v̄∂v̄ +2q∂q〉 из базиса (8). Инвариантами операторов являются
{z, t, ū/r, v̄/r, w̄, q/r2}. Инвариантное решение будем искать в виде

(ū, v̄, w̄, q) =
(
rU(z, t), rV (z, t),W (z, t),−r2Q(t)

)
. (17)

Подстановка в уравнения (7) дает фактор-систему

Ut + U2 +WUz − V 2 − 2Q = 0, Vt +WVz + 2UV = 0,

Wt +WWz = 0, 2U +Wz = 0.
(18)

Из третьего уравнения системы (18) находим неявное представление решения
W = Φ(z − tW ) с произвольной функцией Φ(m), m = z − tW . Оставшиеся
уравнения системы (18) определяют функции

U = −1

2
Wz, V =

R

Wz
, Q = −1

4
Wzt +

1

8
(Wz)

2 − 1

4
WWzz −

(
R

Wz

)2

, (19)

где R = R(W ) – произвольная функция. Второе уравнение в (18) выполняется
в силу выполнения третьего уравнения системы.

Предположим, что функция Φ(m) = am+b – линейная, a, b = const. Тогда
из (19)

W =
az + b
1 + at , U = − a

2(1 + at) , V =
R0(1 + at)a ,

Q =
1

8

[
3a2

(1 + at)2 − 4R2
0(1 + at)2a2 ]

.

(20)

Здесь a > 0, также учтено, что функция Q зависит только от t, поэтому
R = R0 = const. Тем самым, определено точное решение (ū, v̄, w̄, q) уравнений
(7).

63



Кинематическое условие (13) в цилиндрических координатах в рассмат-
риваемом случае имеет вид

∂h
∂t

− ra
2(1 + at) ∂h∂r +

rR0(1 + at)a ∂h
∂T

=
az + b
1 + at .

Решением этого уравнения является функцияh(r, T, t) = −ba +
1 + ata F

(
r
√
1 + at, T − 2rR0(1 + at)2

3a2 )
,

описывающая свободную поверхность жидкости z = h(r, T, t). Функция F за-
висит от двух аргументов и является произвольной. Внешнее давление на сво-
бодной поверхности определяется из формулы (14): pa(r, T, t) = q(r, t)−gh(r, T, t)
или

pa = −r2

8

[
3a2

(1 + at)2 − 4R2
0(1 + at)2a2 ]

−

− g

[
−ba +

1 + ata F

(
r
√
1 + at, T − 2rR0(1 + at)2

3a2 )]
,

Если a = 0, то W = b = const. В этом случае решением уравнений (7)
будут функции

ū = 0, v̄ = rV0, w̄ = b, q =
r4

2
V 2
0 ,

V0 = const. Из кинематических условий (13) находим функцию свободной по-
верхности h = bt+ F (r, T − V0t) с произвольной функцией F , а из (14) опреде-
ляем внешнее давление на свободной поверхности

pa(r, T, t) = q(r, t)− gh(r, T, t) =
r4

2
V 2
0 − g

(bt + F (r, T − V0t)
)
.

Для системы уравнений (18) введём лагранжевы координаты (z, t) →
→ (z, t) так, что

dz

dt
= W (z, t), z |t=0 = z.

Обозначим:

W = W (z(z, t), t) = ◦

W (z, t); V = V (z(z, t), t) = ◦

V (z, t);
U = U(z(z, t), t) = ◦

U (z, t).
Из третьего уравнения системы (18) следует, что

◦

W (z, t) = W0(z), где

W0 — значение
◦

W при t = 0. Тогда z = W0t+ z, zz = 1 + tW ′
0. Из вычислений

получаем, что Wz = W ′
0/(1 + tW ′

0). Находим

◦

U=
W ′

0

2(1 + tW ′
0)

,
◦

V= (1 + tW ′
0)V0(z), ◦

W= W0(z),
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◦

Q=
◦

U t +
◦

U
2−

◦

V
2 =

3

4

W ′
0

(1 + tW ′
0)

2
− V 2

0 (z),
где V0(z) — значение

◦

V (z, t) при t = 0. Поскольку
◦

Q =
◦

Q(t) не зависит от z,
то W ′

0 = a = const, V0 = R0/a = const, тогда

◦

Q(t) =
3a

8(1 + at)2 − R2
0(1 + at)2
2a2 ,

◦

V=
R0(1 + at)a ,

◦

U= − a
2(1 + at) , ◦

W= az+ b,
(21)

где a = const, b = const. Решение (21) в лагранжевых координатах совпадает с
решением (20) в эйлеровых координатах. Решение (21) показывает, что система
уравнений (18) не имеет других решений, кроме (20).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований, грант № 14-01-00067.
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Svetlakov A. N. The associated fractal sets of ordinary differential equations. In

the article the procedure of generation of associated fractal sets of ordinary differential equations

by means of operational calculus is discussed.

С помощью операционного исчисления предлагается процедура порождения ассоции-

рованных фрактальных множеств для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Следуя универсальной синергетической фрактальной парадигме, утвер-
ждающей, что мир фрактален от атома до вселенной, можно предположить,
что со всеми основными математическими понятиями должны ассоциировать-
ся фрактальные множества. Первый пример такой ассоциации для дифферен-
циальных уравнений даёт аттрактор Э. Лоренца [1]. Аттрактор Лоренца был
найден в численных экспериментах Э. Лоренца, исследовавшего поведение тра-
екторий системы трёх нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний при специальных значениях параметров. Используя интегральные преоб-
разования вкупе с методом касательных Ньютона для комплексного случая
можно указать класс обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих
ассоциированные фракталы, которые называют ньютоновыми притягивающи-
ми множествами. Вид этих множеств (рисунок взят из работы [2]) приводится
на рис. б. Как известно, операционное исчисление, основанное на прямом и об-
ратном преобразовании Лапласа, ставит в соответствие обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению алгебраическое уравнение с комплексной переменной.
Решая это уравнение методом Ньютона, мы разбиваем комплексную плоскость
на ряд областей, связанных с притяжением начального условия к определённо-
му корню. На рис. а приводится такое разбиение для простого алгебраического
уравнения пятой степени.
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Если начальная точка метода Ньютона равноудалена от каких-либо двух
корней, то она в процессе итераций совершает хаотические движения по грани-
це областей притяжения. Оказывается, границы указанных областей для боль-
шинства уравнений степени больше второй устроены довольно сложно, и яв-
ляются фракталами см. рис. б. Производя обратное преобразование Лапласа
для алгебраических уравнений с подобными притягивающими множествами,
мы получим класс обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих ас-
социированные фракталы. Привести примеры ассоциированных комплексных
уравнений и фрактальных множеств легче всего для линейных однородных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами
с помощью характеристического уравнения. Для уравнений, представленных на
рисунке (третьего и пятого порядков), это будут соответствующие уравнения
третьей и пятой степени.
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Stogniy V. I., Kopas I. N., Kovalenko S. S. Symmetry analysis of one class of

two-dimensional Fokker–Planck–Kolmogorov equations. In this paper, a class of (2+1)-

dimensional linear ultra-parabolic Fokker–Planck–Kolmogorov equations is considered by using

the methods of symmetry analysis of differential equations. The classification of the symmetry

properties of equations from the class is performed by using the well-known Lie–Ovsiannikov

algorithm. Three examples of differential equations satisfying the conditions of extension of the

“trivial” algebra of invariance are considered.

В этой статье, используя методы симметрийного анализа дифференциальных уравне-

ний, рассматривается один класс (2+1)-мерных линейных ультрапараболических уравнений

Фоккера–Планка–Колмогорова. Классификация симметрийных свойств уравнений из изучае-

мого класса проводится с помощью хорошо известного метода Ли–Овсянникова. Рассмотрено

три примера уравнений, которые удовлетворяют условиям расширения “тривиальной” алгеб-

ры инвариантности.

1. Постановка задачи. В этой статье, используя методы группового
анализа дифференциальных уравнений, исследуется такой класс (2+1)-мерных
линейных ультрапараболических дифференциальных уравнений второго по-
рядка:

ut = uxx −
(
A(x)u

)
x
− (xu)y, (1)

где u = u(t, x, y), ut =
∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
, uxx =

∂2u

∂x2
; A(x) – произвольная

гладкая функция переменной x в некоторой области пространства R.
Уравнения из класса (1) являются частными случаями двумерного урав-

нения Фоккера–Планка–Колмогорова:

∂u

∂t
= −

2∑

i=1

∂

∂xi
[Ai(t, x)u] +

1

2

2∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
[Bij(t, x)u], (2)

где u = u(t, x), x = (x1, x2); функции Ai(t, x) и Bij(t, x) (i, j = 1, 2) определяют
коэффициенты сноса и диффузии уравнения (2) соответственно как вектор

A(t, x) =
(
A1(t, x), A2(t, x)

)
,

и матрицу

B(t, x) =
∥∥Bij(t, x)

∥∥2
i,j=1

.
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Легко увидеть, что коэффициенты сноса и диффузии уравнения (1) име-
ют такой вид:

A(t, x, y) = (A(x), x), B(t, x, y) =

(
2 0
0 0

)
.

Отметим, что класс уравнений (1) содержит ряд известных линейных
ультрапараболических дифференциальных уравнений второго порядка. Так, в
случае A(x) ≡ 0 уравнение (1) имеет такой вид:

ut = uxx − xuy. (3)

Это уравнение было предложено А. Н. Колмогоровым в 1933 г. [1] (см. также
[2]) для описания броуновского движения частицы. Отметим также, что в по-
следнее время это уравнение нашло широкие применения в некоторых вопросах
финансовой математики [3].

В случае A(x) = −x уравнение (1) является свободным уравнением Кра-
мерса [4, 5]:

ut = (xu+ ux)x − xuy. (4)

Также, в этом случае, исследуемое уравнение (1) будет частным случаем урав-
нения цветного шума [5]

ut = (xu+ ux)x − ((h(y) + xg(y))u)y

при h(y) = 0 и g(y) = 1.
Исследование симметрийных свойств дифференциальных уравнений ви-

да (1) было инициировано в работе [6], где для свободного уравнения Крамер-
са (4) было найдено максимальную алгебру инвариантности (МАИ). Точные
инвариантные решения этого уравнения были найдены в работе [7]. Групповые
свойства уравнения (3) исследовались в работах [8, 9].

Таким образом, с точки зрения теоретико-групповых методов были ис-
следованы лишь некоторые уравнения из класса (1), в то время как исчерпы-
вающий анализ симметрийных свойств дифференциальных уравнений из этого
класса не был проведен.

2. Групповая классификация класса дифференциальных урав-
нений (1). Цель данной статьи – исследовать групповые свойства дифферен-
циальных уравнений из класса (1). Поскольку этот класс содержит функци-
ональный параметр A(x), то уместно поставить задачу групповой классифи-
кации в классе уравнений (1), которая может быть сформулирована так: най-
ти ядро Aker МАИ дифференциальных уравнений из класса (1), т. е. МАИ
уравнения (1) в случае произвольной функции A(x), и указать все специфика-
ции функционального параметра A(x) при которых уравнения вида (1) имеют
нетривиальные симметрийные свойства.

Отметим, что сформулированная задача относится к прямым задачам
групповой классификации в классах дифференциальных уравнений (см., на-
пример, [10, 11]).

Результат групповой классификации класса дифференциальных уравне-
ний (1) дают теоремы 1 и 2.
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Теорема 1. Ядром Aker МАИ дифференциальных уравнений из клас-
са (1) является трёхмерная алгебра Ли, которая генерируется такими базисны-
ми операторами:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u.

Следствие . Дифференциальное уравнение (1) с произвольной фикси-
рованной функцией A(x) допускает в качестве алгебры инвариантности беско-
нечномерную алгебру Ли с таким набором базисных операторов:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u, X∞ = b(t, x, y)∂u,
где b = b(t, x, y) – произвольное гладкое решение соответствующего уравне-
ния (1).

В дальнейшем алгебру Ли вида Aker ⊕s 〈b(t, x, y)∂u〉 мы будем называть
“тривиальной” алгеброй Ли и обозначать Atr. Здесь символом ⊕s мы обозначи-
ли полупрямую сумму двух алгебр Ли. Если уравнение (1) допускает в качестве
МАИ алгебру Atr, то мы будем говорить, что такое уравнение обладает триви-
альными симметрийными свойствами.

Теорема 2. Дифференциальное уравнение (1) допускает нетривиальные
симметрийные свойства тогда и только тогда, когда функция A(x), выбранная
с точностью до трансляций по переменной x: x → x + x0, где x0 ∈ R, удовле-
творяет одному из таких двух уравнений:

dA

dx
+

1

2
A2 =

k2
x2

+ k1x+ k0, k2 6= 0, (5)

dA

dx
+

1

2
A2 = m2x

2 +m1x+m0, (6)

где ki, mi (i = 0, 1, 2) – произвольные действительные постоянные.
Отметим, что уравнения (5) и (6) суть уравнения Риккати, общее ре-

шение которых не удается построить в квадратурах, хотя для некоторых кон-
кретных значений постоянных ki и mi решения соответствующих уравнений
известны [12]. Здесь мы не ставим за цель проанализировать все возможные
варианты, а остановимся лишь на некоторых типичных примерах.

Пример 1. k0 = k1 = 0, k2 = −1/2.
В этом случае уравнение (5) имеет такое частное решение:

A(x) =
2

x ln x
+

1

x
. (7)

Уравнение (1) с функцией A(x), которая имеет вид (7) допускает в каче-
стве МАИ бесконечномерную алгебру Ли с таким набором базисных операто-
ров:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u,

X4 = 2t∂t + x∂x + 3y∂y +
1

ln x
u∂u, X∞ = b(t, x, y)∂u,

где b = b(t, x, y) – произвольное гладкое решение соответствующего уравне-
ния (1).

70



Таким образом, в этом случае расширение симметрийных свойств по
сравнению с алгеброй Atr происходит за счёт одного оператора X4.

Пример 2. m0 = −1, m1 = 0, m2 = 1/2.
В этом случае частным решением уравнения (6) есть функция A(x) =

= −x, т. е. уравнение (1) является свободным уравнением Крамерса (4). Его
МАИ была вычисленна в работе [6] и генерируется такими операторами:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u,

X4 = 2∂x + 2t∂y − (x+ y)u∂u, X5 = e−t(∂x − ∂y),

X6 = et(∂x + ∂y − xu∂u), X∞ = b(t, x, y)∂u,
где b = b(t, x, y) – произвольное гладкое решение уравнения (4).

Легко увидеть, что конечномерная часть МАИ свободного уравнения
Крамерса является шестимерной и расширяется по сравнению с алгеброй Aker

за счет операторов X4, X5 и X6.
Пример 3. m0 = m1 = m2 = 0.
Общим решением соответствующего уравнения (6) являются такие функ-

ции:

A1(x) = 0, A2(x) =
2

x+ c
,

где c – произвольная постоянная интегрирования.
Случай функции A1(x) = 0 приводит к уравнению (3), МАИ которого

была вычисленна в работе [9] и генерируется такими операторами:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u, X4 = ∂x + t∂y,

X5 = 2t∂t + x∂x + 3y∂y, X6 = 2t∂x + t2∂y − xu∂u,

X7 = t2∂t + (tx+ 3y)∂x + 3ty∂y − (x2 + 2t)u∂u,

X8 = 3t2∂x + t3∂y + 3(y − tx)u∂u, X∞ = b(t, x, y)∂u,
где b = b(t, x, y) – произвольное гладкое решение уравнения (3).

В случае функции A2(x) = 2/x (здесь для простоты полагаем c = 0,
что не умаляет общности рассуждений) МАИ соответствующего уравнения (1)
генерируется такими операторами:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u, X4 = ∂x + t∂y +
1

x
u∂u,

X5 = 2t∂t + x∂x + 3y∂y, X6 = 2t∂x + t2∂y −
(
x− 2t

x

)
u∂u,

X7 = t2∂t + (tx+ 3y)∂x + 3ty∂y −
(
x2 + t− 3y

x

)
u∂u,

X8 = 3t2∂x + t3∂y + 3

(
y − tx+

t2

x

)
u∂u, X∞ = b(t, x, y)∂u,

где b = b(t, x, y) – произвольное гладкое решение соответствующего уравне-
ния (1).
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Видим, что как и в случае функции A1(x) = 0, так и в случае A2(x) =
= 2/x, соответствующие уравнения вида (1) имеют наиболее широкие среди рас-
смотренных примеров симметрийные свойства, а именно, конечномерные части
соответствующих МАИ этих уравнений являются восьмимерными.

Замечание. Одинаковая размерность конечномерных частей МАИ урав-
нений (1) с A(x) = 0 и A(x) = 2/x наводит на мысль, что эти уравнения могут
быть преобразованы друг в друга при помощи некоторого точечного преобра-
зования переменных. Действительно, прямой проверкой легко показать, что с
помощью замены переменных

t → t, x → x, y → y, u → 1

x
u (8)

уравнение (1) с A(x) = 2/x сводится к уравнению (3), т. е. к уравнению (1) с
A(x) = 0.
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Filatov O. P. Integro-differential problem of parabolic type. The theorem of exis-

tence and uniqueness solution of the first boundary value problem for integro-differential equation

parabolic type is formulated. The problem is associated with the measurement of the level of an
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для интегро-дифференциального уравнения параболического типа. Задача связана с измере-

нием уровня несжимаемой жидкости в баке.
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Рассмотрим первую краевую задачу

∂u

∂t
− n∆u = f(t; u), u|t=0 = f, u|∂G = 0 (1)

для интегро-дифференциального уравнения в цилиндре GT = G× [0, T ]. Здесь
G = {x = (x1, x2) : x2

1 + x2
2 < R2} — круг радиуса R > 0, n — коэффициент

кинематической вязкости несжимаемой жидкости,

f(t; u) = g(t)

(
1− h(t)

l(t; u)

)
, l(t; u) = l0 −

1pR2

t∫

0

∫

G

u(x, t) dx dt,
l0 — положительная постоянная. Действительные функции g(t) и h(t) зависят
от времени t ∈ [0, T0] и в приложении имеют смысл соответственно ускорения
свободного падения и уровня жидкости в баке. Искомая функция u(t, x) —
скорость несжимаемой жидкости в цилиндрической трубке радиуса R > 0,
которая связана с баком по закону сообщающихся сосудов, l(t; u) — уровень
жидкости в трубке. Заметим, что основное уравнение задачи (1) — уравнение
Навье–Стокса для несжимаемой жидкости при условии, что вектор скорости
жидкости в трубке имеет две нулевые координаты, а третья координата, равная
u(t, x), зависит от t и от положения частицы жидкости в поперечном сечении
трубки [1], при этом проекция градиента давления жидкости на ось симметрии
трубки равна rh(t)/l(t; u), где r — плотность жидкости [1].

Вопрос: как связаны уровни h(t) и l(t; u)? Определение обобщённого ре-
шения задачи (1) следует схеме, принятой для линейных задач [2], [3]. Функция
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u ∈ W 1,0
2 (GT ), u|∂G = 0 называется обобщённым решением задачи (1), если

l(t; u) > 0 ∀t ∈ [0, T ] и для любой пробной функции h ∈ W 1
2 (ΓT ), h|t=T = 0,h|∂G = 0 выполняется равенство

−
∫

GT

uht dx dt+ n ∫
GT

〈∇u,∇h〉 dx dt = ∫
G

f(x)h(x, 0) dx+

∫

GT

f(t; u)ht dx dt,
где

〈∇u,∇h〉 = m∑

j=1

uxj
hxj

, m = 2.

Теорема. Пусть измеримые функции f и g ограничены и постоянная
l0 > 0. Тогда для любой начальной функции f ∈ L2(G) существует число T∗ ∈
∈ (0, T0] такое, что для любого T ∈ (0, T∗) существует единственное обобщённое
решение u ∈ W 1,0

2 (GT ) задачи (1), а при любом T > T∗ не существует решения
в цилиндре GT .

Приводятся результаты численного решения задачи (1) для практически
важного случая линейного по времени t изменения уровня жидкости h(t) и
h(0) = l0, f = 0. Оказывается, что уровень жидкости в трубке колеблется
относительно уровня жидкости в баке с затуханием амплитуды колебаний.
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dynamics of viscoelastic pipeline with the flowing fluid. On the example of a viscoelastic

shell considered problems of nonlinear dynamics pipelines flowing liquid. With the help of the

Bubnov–Galerkin mathematical model of the problem is reduced to the study of a system of

ordinary integro-differential equations solved by numerical method based on quadrature formulas.
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На примере вязкоупругой оболочки рассмотрены задачи нелинейной динамики трубо-

проводов с протекающей жидкостью. С помощью метода Бубнова–Галеркина математическая

модель задачи сведена к исследованию системы обыкновенных интегро-дифференциальных

уравнений, решаемых численным методом, основанным на использовании квадратурных фор-

мул.

Ключевые слова: математическое моделирование, вязкоупругость, интегро-диффе-

ренциальные уравнения, алгоритм, трубопровод.

Рассматривается трубопровод в условиях постоянного внутреннего рабо-
чего давления p0 и продольной сжимающей силы F . Трубопровод представлен
в виде замкнутой цилиндрической оболочки с радиусом средней линии попе-
речного сечения R, разделённый на участки длиной L кольцами жесткости.
Материал считается изотропным с плотностью r = const, модулем упругости
E и коэффициентом Пуассона m.

Оболочка рассматривается в системе цилиндрических координат x =
= x/R, где x – продольная координата, отсчитывается по оси трубы, T – по-
лярный угол в плоскости поперечного сечения. Компоненты перемещений про-
извольной точки срединной поверхности по направлению координат x и T по
внешней нормали к срединной поверхности, отнесенные к радиусу поперечного
сечения трубы R, обозначаются u, v и w.

Исходное уравнение движения оболочки в усилиях, полученное на осно-
вании указанных допущений, имеет вид [1–3]:

∂2T1

∂x2 +
∂

∂x (t∂M2

∂T

)
+

∂2

∂T
2

(
R2

R1
T1

)
− 1

R2
· ∂2

∂T
2

(
R2

∂2M2

∂T
2

)
−

− ∂

∂T

(
1

R2

∂M2

∂T

)
+R

∂X1

∂T
− R

∂X2

∂T
− ∂2

∂T
2 (R2X3) = 0. (1)
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Здесь приняты обозначения: (X1, X2, X3) – составляющие сил инерции
материала оболочки с учётом внутреннего радиального давления:

X1 = −Rhr∂2u

∂t2
, X2 = −Rhr∂2v

∂t2
,

X3 = −rΦmn

(
R2∂

2w

∂t2
+ V 2∂

2w

∂x2 )+ mbj ∂2w

∂t2
−Rhr∂2w

∂t2
. (2)

Усилия и деформации связаны между собой отношениями:

M1 = mD (1−R∗)ℵ2, M2 = D (1− R∗)ℵ2, T1 = Eh (1− R∗) e1,e2 + me1 = 0, H1 = H2 = H = (1− m)D (1−R∗) t,
S1 = S2 = S =

Eh (1− R∗)

2 (1 + m)w∗
.

(3)

Задача решается в перемещениях с использованием соотношений вязко-
упругости (3) и следующих зависимостей между деформациями и перемещени-
ями, записанными с учётом допущений полубезмоментной теории оболочек:

∂v

∂T
+ w = 0,

∂v

∂x +
∂u

∂T
= 0, j2 =

∂w

∂T
− v, ℵ1 = − 1

R

∂2w

∂x2 , ℵ2 = − 1

R

∂j2

∂T
,e1 = ∂u

∂x , t = − 1

R

∂j2

∂x ,
1

R2

=
1

R

(
1− ∂j2

∂T

)
,

1

R1

=
1

R

(
1− ∂2w

∂x2 ) . (4)

где j2 – угол поворота касательной к срединной линии поперечного сечения
оболочки в результате деформации контура поперечного сечения, R1, R2 – ра-
диусы кривизны оболочки в деформируемом состоянии в продольном и попе-
речном направлениях.

После преобразований уравнения (1) с использованием соотношений (2),
(3), (4) разрешающее уравнение движения в перемещениях запишется в виде:

E (1− R∗)

{
∂

∂x (∂2u

∂x2 +
∂2u

∂T
2

)
+

+
h2

12R2(1− m2) [∂2j2

∂x2 ∂2j2

∂T
2 +

∂j2

∂x ∂3j2

∂x∂T
2 +

∂3

∂T
3

(
∂2j2

∂T
2 + j2

)]}
−

− mbjRh ∂4w

∂T
2∂t2

+R2r [ ∂3v

∂T∂t2
− ∂3u

∂x∂t2 +
∂4w

∂T
2∂t2

]
+

+
R

h
rΦmn

(
R2∂

2w

∂t2
+ V 2∂

2w

∂x2 ) = 0. (5)

Учитывая граничные условия шарнирного опирания на концах оболочки:

при x = 0 и x =
L

R
, v = w = 0; j2 = 0, M1 = T1 = 0, и условия периодич-

ности функций перемещения и угла j2 по T, а также зависимости функций от
времени t, представим w(x, T, t) в виде:

w =
∑

m

∑

n

bmnfn(x)f(t) cosmT, (6)
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где f(t) – функция времени t, bmn = const, m,n – волновые числа, опреде-
ляющие формы колебаний оболочки в окружном и продольном направлениях,
аппроксимирующая функция продольной координаты fn(x) подбирается исхо-
дя из граничных условий на краях оболочки.

Остальные компоненты перемещения и угол поворота определяются из
соотношений (4):

u = −
∑

m

∑

n

1

m2
bmnf

′
n(x)f(t) cosmT,

v = −
∑

m

∑

n

1

m
bmnfn(x)f(t) sinmT,j2 = −

∑

m

∑

n

m2 − 1

m
bmnfn(x)f(t) cosmT.

(7)

Полагая свободные колебания гармоническими, представим функцию
времени f(t) в виде: f(t) = sinwmnt, (8)

где wmn – круговая частота свободных колебаний оболочки по формам, опре-
деляемым значениями волновых чисел m, n = 1, 2, . . . .

При помощи метода Бубнова–Галеркина, основанного на многочленной
аппроксимации перемещений, задача сведена к исследованию системы обыкно-
венных интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ), где независимой пере-
менной является время. Решение ИДУ находиться численным методом, осно-
ванным на использовании квадратурных формул.

Таким образом, разработана методика и программы, которые могут быть
использованы при проектировании и экспериментальной отработке конструк-
ций трубопроводов различного назначения. Применение предлагаемой методи-
ки позволит повысить уровень обоснованности конструкторских решений и тем
самым безопасность разрабатываемых систем.
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Bimendina A. U. About unimprovability of theorem of embedding in the sym-

metric Lorentz spaces. In this work a sufficient condition of embedding of different metrics in

Lorentz spaces is considered and its unimprovability on the principle of extreme function of many

variables on the strong metric parameter is found.

В данной работе рассматривается достаточное условие вложения разных метрик для

пространств Лоренца и установлено её неулучшаемость по принципу крайней функции мно-

гих переменных по сильному метрическому параметру.

Пусть
{f(i)

ki
(xi)

}+∞

ki=0
, xi ∈ Gi = [0, 1], i = 1, n – мультипликативные

системы Прайса [1].
Будем говорить, что функция f(x̄) принадлежит пространству Лоренца

LpT[0, 1]
n, если

‖f‖LpT[0,1]n =





1∫

0

t
T

p
−1 [f ∗(t)]T dt





1/T

< +∞, при 1 6 p < +∞, 1 6 T < +∞

и
‖f‖LpT[0,1]n = sup

t>0
t1/pf ∗(t) < +∞, при 1 6 p < +∞, T = +∞,

где f ∗(t) – невозрастающая перестановка функции |f(x̄)|, x̄ ∈ [0, 1]n [2].

Пусть Tkn,...,kn(x̄) = kn−1∑
m1=0

...
kn−1∑
mn=0

bm1,...,mn

n∏
i=1

f(i)
mi
(x̄i) – линейный агрегат по

кратной мультипликативной системе Прайса.
Лемма 1 [3]. Пусть 1 < p < q < r 6 +∞, 1 < T, t < +∞ и задана

последовательность {m(l)}+∞
l=0 , удовлетворяющая условиюm(0) = 1,

m(l + 1)m(l) > a > 1 ∀l ∈ Z
+, (1)
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и y(x̄) = +∞∑
l=0

yl(x̄) в смысле L([0, 1]n), где yl(x̄) ∈ Lpt([0, 1]n)⋂Lqt([0, 1]n). То-

гда справедливо

‖y‖Lqt([0,1]n) 6 ctrqp{+∞∑

l=0

[m(l)t( 1
r
− 1

q )‖yl‖tLrT([0,1]n)
+ m(l)t( 1

p
− 1

q )‖yl‖tLpT([0,1]n)

]}1/t
,

где константа ctrqp > 0 зависит только от указанных параметров.
Лемма 2 [3]. Пусть 1 < p < +∞, 1 < T < +∞ и {lk}+∞

k=1 – после-

довательность натуральных чисел такая, что lk+1

lk
> a > 1 ∀k ∈ N. Тогда

справедливы неравенства

c′pT
l
1− 1

p

k+1 6

∥∥∥∥∥

lk+1−1∑n=lk

fn∥∥∥∥∥
pT

6 cpTl
1− 1

p

k+1 ,

где константы c′pT
> 0, cpT > 0 зависят только от указанных параметров.

Теорема 1 [3]. Пусть 1 < p < q 6 +∞, 1 6 T, t 6 +∞. Тогда для

любого полинома Прайса Tn1,n2,...,nn(x̄) =
n1−1∑
k1=0

...
nn−1∑
kn=0

ak1,k2,...,kn
n∏

i=1

fki
(xi) имеет

место неравенство

‖Tn1,n2,...,nn‖Lqt([0,1]n) 6 DpqTt n∏
i=1

n 1
p
− 1

q

i ‖Tn1,n2,...,nn‖LpT([0,1]n),

где константа DpqTt > 0 зависит только от указанных параметров.
Обозначим ∆1,...,1(f ; x̄) = T1,...,1(x̄), ∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f ; x̄) = T
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(x̄)−
−T

s
(1)
k−1,...,s

(n)
k−1

(x̄).

Теорема 2 [3]. Пусть 1 < p < q < +∞, 1 < T, t < +∞, {s(i)k }+∞
k=1

– возрастающие последовательности натуральных чисел таких, что s
(i)
0 = 1,

s
(i)
k+1

s
(i)
k

> a > 1 ∀k ∈ N, i = 1, n, и пусть для функции f ∈ LpT([0, 1]
n) в смысле

сходимости пространства LpT([0, 1]
n) справедливо представление

f(x̄) = T1,...,1 +

+∞∑

k=1

[
T
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(x̄)− T
s
(1)
k−1,...,s

(n)
k−1

(x̄)
]
=

+∞∑

k=0

∆
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f ; x̄).

Тогда справедливо неравенство

‖f‖LpT([0,1]n)
> c′pTtqn{+∞∑

k=0

n∏

i=1

s
(i)
k

T( 1
q
− 1

p)
∥∥∥∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥

T

Lqt([0,1]n)}1/T

,

где константа c′pTtqn > 0 зависит только от указанных параметров.
Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема 3. Пусть 1 < p < +∞, 1 < T, t < +∞, f ∈ LpT([0, 1]

n) и

{s(i)k }+∞
k=1 – возрастающие последовательности натуральных чисел такие, что

s
(i)
0 = 1,

s
(i)
k+1

s
(i)
k

> a > 1, ∀k ∈ N, i = 1, n.
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1◦. Если при некотором q : p < q < +∞ и t : 1 < t < +∞ ряд

+∞∑

k=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )
∥∥∥∆s

(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

сходится, то f ∈ Lqt([0, 1]n).
2◦. Утверждение пункта 1◦ данной теоремы неулучшаемо в том смысле,

что существует функция f0 ∈ LpT([0, 1]
n) для которой ряд

+∞∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )
∥∥∥∆s

(1)
k

,...,s
(n)
k

(f0)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

расходится, и при этом f0 /∈ Lqt([0, 1]n), но для любого сколь угодно малого
положительного e : p < q − e функция f0 ∈ Lq−e,t([0, 1]n).

Доказательство. Пусть bk =
n∏

i=1

s
(i)
k ∀k ∈ Z

+. Тогда {bk}+∞
k=0 удовлетво-

ряет условию (1) из леммы 1.

К разложению f(x̄) =
+∞∑
k=0

∆
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f ; x̄), применяя лемму 1, при r =

= +∞ получим:

‖f‖tLqt([0,1]n) 6
6 ctqp{+∞∑

k=0

[
b
− t

q

k

∥∥∥∆s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
t
L∞,T([0,1]n)

+ b
t( 1

p
− 1

q
)

k

∥∥∥∆s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

]}
.

С помощью неравенства разных метрик С. М. Никольского (теорема 1)

‖∆
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)‖L+∞,T([0,1]n) 6 Dp

n∏

i=1

s
(i)
k

1/p
∥∥∥∆s

(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
LpT([0,1]n)

,

имеем:

‖f‖Lqt([0,1]n) 6 ctqp{+∞∑

k=0

[
b
− t

q

k

n∏

i=1

s
(i)
k

t
p

∥∥∥∆
s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

+

+ b
t( 1

p
− 1

q )
k ‖∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)‖tLpT([0,1]n)

]}1/t
6

6 c′tqp{+∞∑

k=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )
∥∥∥∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

}1/t
.

Теперь рассмотрим ряд

+∞∑

k=1

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

s
(1)
k

−1∑n1=s
(1)
k−1

...

s
(n)
k

−1∑nn=s
(n)
k−1

n∏

i=1

f(i)ni (xi).

80



С помощью леммы 2 получим

∥∥∥∥∥∥∥

M−1∑

k=L

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

s
(1)
k

−1∑n1=s
(1)
k−1

...

s
(n)
k

−1∑nn=s
(n)
k−1

n∏

i=1

fni∥∥∥∥∥∥∥
LpT([0,1]n)

6

6 cqT

M−1∑n=L

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

n∏

i=1

s
(i)
k

(1− 1
p) = cqT

M−1∑n=L

n∏

i=1

s
−(i)
k

( 1
p
− 1

q ) → 0

при (L и M) → +∞, потому что 1 < p < q < +∞.
Отсюда следует, что ∃f0 ∈ LpT([0, 1]

n), 1 < p < q < +∞, 1 < T < +∞ и

∃f0(x̄) ∼
+∞∑

k=1

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

s
(1)
k

−1∑n1=s
(1)
k−1

...

s
(n)
k

−1∑nn=s
(n)
k−1

n∏

i=1

f(i)ni (xi)

в смысле LpT([0, 1]
n). В силу леммы 2 имеет место

+∞∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )
∥∥∥∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f0)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

>

>

M∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )

∥∥∥∥∥∥∥

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

s
(1)
k

−1∑n1=s
(1)
k−1

...

s
(n)
k

−1∑nn=s
(n)
k−1

n∏

i=1

fni∥∥∥∥∥∥∥t
LpT([0,1]n)

>

> c′qT

M∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q )s
(i)
k

t( 1
q
−1)

s
(i)
k

t(1− 1
p) = c′qT

M∑

k=0

1 → +∞,

при M → +∞, т. е. ряд, стоящий в левой стороне данного неравенства, расхо-
дится. Далее, согласно теореме 2 получим

∥∥∥∥∥∥∥

M∑

k=1

n∏

i=1

s
(i)
k

( 1
q
−1)

s
(1)
k

−1∑n1=s
(1)
k−1

...

s
(n)
k

−1∑nn=s
(n)
k−1

n∏

i=1

f(i)ni ∥∥∥∥∥∥∥
Lqt([0,1]n) >

> cptq{ M∑

k=1

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
2q

− 1
q )
∥∥∥∆

s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f0)
∥∥∥
t
L2q,t([0,1]n)}1/t

>

> cqpT

{
M∑

k=0

n∏

i=1

s
−(i)
k

t
2q s

(i)
k

t( 1
q
−1)

s
(i)
k

t(1− 1
2q )
}1/t

= cqpT

{
M∑

k=0

1

}1/T

→ +∞

при M → +∞. Это означает, что f0 /∈ Lqt([0, 1]n), где 1 < p < q < +∞,
1 < t < +∞.

Пусть произвольное положительное число такое, что e > 0 : 1 < p <
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< q − e < q < +∞, 1 < T, t < +∞, тогда

M∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

t( 1
p
− 1

q−e) ∥∥∥∆s
(1)
k

,...,s
(n)
k

(f0)
∥∥∥
t
LpT([0,1]n)

6

6 cqT

M∑n=0

n∏

i=1

s
(i)
k

[ tp− t
q−e+ t

q
−t] n∏

i=1

s
(i)
k

t(1− 1
p) = cqT

M∑n=0

n∏

i=1

s
−(i)
k

t[ 1
q−e− 1

q ] < +∞

при M → +∞. Отсюда следует, что f0 ∈ Lq−e,t([0, 1]n), где 1 < p < q − e < q <
< +∞, 1 < t < +∞ �
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АБСОЛЮТ
(
Γ(K, p), t) КОМПАКТА K

Колдунов А. В.
Российский государственный педагогический

университет им. А. И. Герцена
Санкт-Петербург

Koldunov A. V. The absolute
(
Γ(K, π), τ

)
of a compact space K. In the report

the construction of the absolute
(
Γ(K, π), τ

)
is presented and some of its properties are studied.

В сообщении вводится конструкция абсолюта
(
Γ(K, π), τ

)
и рассматриваются некото-

рые его свойства.

1. Решётка Z и идеал I. Пусть K – произвольный компакт и пусть S
экстремально несвязный компакт, т. е. в векторной решётке C(S) всех непре-
рывных функций на S любое порядково ограниченное множество M имеет
наименьшую верхнюю границу (обозначаемую в тексте через supM).

Пусть p : C(K) → C(S). Будем считать, что для отображения p выпол-
нены следующие условия: 1) если |x| 6 |y|, то |p(x)| 6 |p(y)|; 2) если x, y > 0,
то |p(x∨ y)| 6 |p(x)|+ |p(y)|; 3) если p(x) = 0, то x = 0. Для открытого G ⊂ K
обозначим in (G) = sup

{
|p(x)| : |x| 6 1, cl cz (x) ⊂ G

}
.

Лемма 1. Пусть G1, G2 открыты в K. Тогда in (G1 ∪ G2) 6 in (G1)+
+ in (G2).
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Доказательство. Пусть x ∈ C(K), причём |x| 6 1 и F = cl cz (x) ⊂
⊂ G1 ∪ G2. Проверим, что |p(x)| 6 in (G1) + in (G2). Замкнутое F1 = F \ G2

содержится в G1. Выберем y1 ∈ C(K) со свойствами: 0 6 y1 6 1, cl cz (y1) ⊂ G1,
y1 ≡ 1 на открытом W ⊃ F1. Аналогично, замкнутое F2 = F \W ⊂ G2; строим
y2 ∈ C(K) со свойствами: 0 6 y2 6 1, cl cz (y2) ⊂ G2, y2 ≡ 1 на F2. Тогда
y1 ∨ y2 ≡ 1 на F . Поэтому |x| 6 y1 ∨ y2, Это даёт |p(x)| 6 |p(y1 ∨ y2)| 6

6 |p(y1)|+ |p(y2)| 6 in (G1) + in (G2).
Пусть ∆ является семейством всех таких возрастающих последователь-

ностей a = (Fn) замкнутых в K множеств Fn, что in (K \ Fn) ↓ 0. Для
a = (Fn) полагаем E(a) =

⋃
(Fn : n ∈ N). Наконец, пусть I = {H ⊂ K :

H ⊂ K \ E(a) для некоторого a ∈ ∆}.
Лемма 2. Для элементов семейства ∆ выполнены следующие свойства:

1) если a = (Fn) ∈ ∆ и b = (Pn) ∈ ∆, то a ∩ b = (Fn ∩ Pn) ∈ ∆; 2) если a ∈ ∆,
то K \ E(a) ∈ I; 3) множество E(a) плотно в K.

Пусть Z является семейством всех таких множеств H в K, что для
каждого из них найдётся a(H) = (Fn) ∈ ∆ с условием: H ∩ Fn компактно для
любого n ∈ N . Заметим, что если a ∈ ∆, то E(a) ∈ Z и K \ Z(a) ∈ I. Кроме
того, для Z выполнены свойства из леммы 3.

Лемма 3. 1) Семейство Z является решёткой множеств в K; 2) I яв-
ляется идеалом в Z; 3) если H1 ∈ Z, H2 ∈ I, то H1 \H2 ∈ Z.

2. Компакт Γ = Γ(K, p). Фильтр A в решётке Z называется I-
фильтром, если A не содержит множеств из I. Если I-фильтр A нельзя погру-
зить в другой I-фильтр, то A называется I-ультрафильтром в Z. Обозначим
через Γ(K, p) семейство всех I-ультрафильтров в Z.

Для H ∈ Z полагаем [H ] = (A ∈ Γ : H ∈ A). Непосредственно прове-
ряется, что [H1 ∪ H2] = [H1] ∪ [H2] и [H1 ∩ H2] = [H1] ∩ [H2]. Это позволяет
ввести в Γ топологию, приняв семейство

{
[H ] : H ∈ Z

}
за базу замкнутых

множеств в Γ. Тогда любая центрированная система замкнутых множеств в Γ
имеет непустое пересечение. Таким образом, для того, чтобы Γ был компактом,
ему достаточно быть хаусдорфовым.

В дальнейшем будем использовать следующее семейство функций
D(K, p) = {f : E(a) → R, 0 6 f 6 1, f

∣∣
Fn
∈ C(Fn), где a = (Fn) ∈ ∆}.

Лемма 4. Пусть a = (Fn) ∈ ∆ и пусть для двух непересекающихся
множеств H1, H2 ⊂ E(a) множества H1 ∩ Fn и H2 ∩ Fn компактны (n ∈ N).
Тогда существует f ∈ D(K, p), для которого f(H1) = 0, f(H2) = 1.

Доказательство. Функция f строится по индукции: сначала на F1; за-
тем она продолжается с F1 на F2 с сохранением требуемых свойств и так далее.

Пусть для n ∈ N построена fn ∈ C(Fn) со свойствами: fn(Fn ∩H1) = 0,
fn(Fn ∩ H2) = 1, 0 6 f 6 1, fn ≡ fk на Fk при k 6 n. Тогда компакт
P = Fn ∪ (Fn+1 ∩ H1) ∪ (Fn+1 ∩ H2) содержится в Fn+1. Зададим g ∈ C(P )
следующим образом: g ≡ fn на Fn, g ≡ 0 на Fn+1 ∩H1 и g ≡ 1 на Fn+1 ∩H2,
0 6 g 6 1. Тогда g может быть непрерывно продолжена с P на Fn+1 до
fn+1 ∈ C(Fn+1).

Предложение 1. Γ является компактом.
Доказательство. Пусть A1, A2 ∈ Γ. Найдутся Hi ∈ Ai с условием: H1∩

∩H2 ∈ I. По лемме 3 Qi = Hi \ (H1 ∩H2) ∈ Z. Тогда Qi ∈ Ai (i = 1, 2).
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Рассмотрим a(Q1) = Fn ∈ ∆ и a(Q2) = Pn ∈ ∆. Тогда Q1 ∩ Fn, Q2 ∩ Pn

компакты для любого n ∈ N . Пусть b = a(Q1) ∩ a(Q2) = (Fn ∩ Pn) ∈ ∆. По
лемме 4 существует f ∈ D(K, p) со свойством: f(Q1) ≡ 0, f(Q2) ≡ 1.

Обозначим S1 = f−1
([

1
3
, 1
])

∈ Z, S2 = f−1
([

0, 2
3

])
∈ Z. Тогда S1 ∪ S2 =

= E(b) и [S1]∪[S2] = Γ. Тогда открытые Wi = Γ\[Si] (i = 1, 2) не пересекаются.
Поэтому остаётся проверить, что Ai ∈ Wi. Имеем Qi ∈ Ai, Q1 ⊂ f−1(0), Q2 ⊂
⊂ f−1(1) и f−1(0), f−1(1) ∈ Z. Поэтому f−1(0) ∈ A1, f

−1(1) ∈ A2. Это означает,
что S1∈̄A1 и S2∈̄A2.

3. Каноническое отображение t : Γ → K. Для A ∈ Γ полагаем t(A) =
=
⋂
(clH : H ∈ A), которое состоит из одной точки. Таким образом, задано

отображение t : Γ → K.
Предложение 2. Отображение t является непрерывным и сюръектив-

ным, причём для a = (Fn) ∈ ∆ множество r(a) =
⋃
[Fn] плотно в Γ.

Пару (Γ, t) будем называть абсолютом исходного компакта K, порож-
дённого отображением t.

Предложение 3. Пусть f ∈ D(K, p), т. е. f : E(a) → R для некоторого
a = (Fn) ∈ ∆. Тогда сужение ft на множестве r(a) может быть непрерывно
продолжено до s(f) ∈ C(Γ), где r(a) =

⋃
[Fn].

Доказательство. Будем считать, что |f | 6 1. Фиксируем m ∈ N . Для

целого q, такого что |q| 6 m, обозначим H(m, q) = f−1
([

q
m
, q+1

m

])
∈ Z. Тогда

⋃(
[H(m, q)] : |q| 6 m

)
= Γ. Кроме того, [H(m, q1)] ∩ [H(m, q1)] = ∅ при |q1−

−q2| > 3.
Пусть A ∈ Γ. Найдём такое целое p, что |p| 6 m, A ∈ [H(m, p)] и

A∈̄[H(m, p)] при q 6 p − 1. Тогда A∈̄[H(m, q)] при q > p + 3. Поэтому A ∈
∈ W = Γ \

⋃(
[H(m, q)] : q 6 p− 1, q > p+ 3

)
; т. е. открытое W ⊂

⋃(
[H(m, q)] :

q = p, p+ 1, p+ 2
)
. Докажем, что p

m
6 ft 6 p+3

m
на P = W ∩⋃

(
[Fn] : n ∈ N

)
=

= W ∩ r(a).
Пусть A1 ∈ P . Найдём n ∈ N , для которого A1 ∈ [Fn]. Тогда A1 ∈

∈ [Fn ∩ H(m, q)] для q = p, p + 1, p + 2 и t(A1) ∈ Fn ∩ f−1
[
q
m
, q+1

m

]
. Тем болееt(A1) ∈ Fn ∩ f−1

[
p
m
, p+3

m

]
. Таким образом, p

m
6 ft 6

p+3
m

на P . Это означает,

что p
m

6 ft 6
p+3
m

на r(a) и для элемента A ∈ Γ нашлась окрестность W ,

на которой сужение ft ∣∣
r(a)

принимает значения от p
m

до p+3
m

. Это доказывает

возможность непрерывного продолжения ft ∣∣
r(a)

на элемент A ∈ Γ.

Замечание . Предложение 3 показывает возможность описывать непре-
рывные функции на абсолюте (Γ, t) с помощью разрывных функций на исход-
ном пространстве K.
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УДК 517.5

К ВОПРОСУ О ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ
ПО ЭКСПОНЕНТЕ

Коробкова М. Б.
Санкт-Петербург

Korobkova M. B. To the question of differentiation exponentially. An investigation

of the existence of a Cartesian basis for Chebyshev subspaces led to the consideration of the

derivatives on the Chebyshev systems. Classical derivatives as the derivatives on the same mono-

tonous function f(x) = x are the derivatives on the Chebyshev system (Markov) xk : k!. The

article discusses derivatives system ekx : k!. These derivatives are linked with classical ones by

recurrent formula. This formula is given.

Исследование вопроса о существовании декартового базиса чебышевского подпро-

странства привело к рассмотрению производных по системам Чебышева. Классические про-

изводные как производные от производной по одной и той же монотонной функции f(x) = x

суть производные по системе Чебышева (Маркова) xk : k!. В статье рассматриваются про-

изводные по системе ekx : k!. Указана рекуррентная формула, представляющая последние

через классические производные.

Исследование вопроса о существовании декартового базиса в линей-
ном подпространстве, порождённым системой Чебышева (С. Н. Бернштейн,
В. С. Виденский, см. [1]–[7] в [1]) и построение обобщений многочленов Берн-
штейна (Е. Л. Рабкин, см. [31] в [1]) вывели на задачу о дифференцировании
по системе Чебышева.

Впервые неявно производные по системам функций появляются у Полиа
и Сеге (см. [30] в [1]).

При построении декартового базиса по системе Рутмана (см. [33] в [1])
В. С. Виденский рассматривал систему Чебышева дифференцируемую относи-
тельно данной последовательности функций (см. [6] в [1]), позже это понятие
использовал Е. Л. Рабкин (см. [31] в [1]).

Отправным положением, на основании которого формируется дифферен-
цирование по системам Чебышева, является тот факт, что классические произ-
водные как производные от производной по одной и той же монотонной функ-
ции f(x) = x, записанные через повторные пределы отношения определителей
или изучаемые через формулу Тейлора, суть производные по системе Чебыше-
ва, составляющей определители в первом случае и порождающей эту формулу
Тейлора во втором.

Это новое понятие может быть, в частности, использовано в теории обык-
новенных дифференциальных уравнений. Например, если

Φ = (1, ex, e2x, e3x),

то
y′′′ + (3ex − 3)y′′ + (2− 3ex + 3e2x)y′ + e3xy = 0

можно изучать в виде

y′′′Φ + y′′Φ +
1

2
y′Φ +

1

6
yΦ = 0.
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Представляет интерес и рассмотренный в этой статье результат: пред-
ставление производных по экспоненте через классические производные.

Для системы функций

Φ =

(
1, ex,

1

2
e2x,

1

3!
e3x, . . . ,

1

n!
enx
)

имеем аналог классической системы дифференциального исчисления по функ-
ции x 7→ ex (см. [1]).

Таблица производных для основных элементарных функций получается
из классической таблицы умножением на e−x, так как

f ′
Φ(x) = lim

t→x

f(t)− f(x)

et − ex
= lim

t→x

f(t)− f(x)

t− x
· 1

et−ex

t−x

= f ′(x)e−x.

Известны формулы (см. [1])

f
(n)
Φ (x) =

(
W 2(f0, . . . ,fn−1) : W (f0, . . . ,fn−2)W (f1, . . . ,fn)

) (
f
(n−1)
Φ

)′
(x), (1)

f
(n)
Φ (x) =

(
W (f0,f1, . . . ,fn−1, f) : W (f0, . . . ,fn)

)
(x), (2)

где fk(x) =
1

k!
ekx, k = 0, . . . , n и W (f0, . . . ,fn) – определитель Вронского

функций f0, . . . ,fn.
Из (1) находим

f
(n)
Φ (x) = e−x

(
f
(n−1)
Φ

)′
(x), (3)

так как

W

(
1, ex,

1

2
e2x, . . . ,

1

n!
enx
)

= exn(n+1)/2 (4)

(прямое вычисление).
Из (3) последовательно находим

f ′
Φ(x) = e−xf ′(x),

f ′′
Φ(x) = e−2x(−f ′ + f ′′)(x),

f ′′′
Φ (x) = e−3x(2f ′ − 3f ′′ + f ′′′)(x),

f IV
Φ (x) = e−4x(−6f ′ + 11f ′′ − 6f ′′′ + f IV)(x),

fV
Φ (x) = e−5x(24f ′ − 50f ′′ + 35f ′′′ − 10f IV + fV)(x),

. . .

f
(n)
Φ (x) = e−nx(Kn1f

′ +Kn2f
′′ + . . .+Knn−1f

(n−1) + f (n))(x),

(5)

где
Kn1 = (−1)n−1(n− 1)!, Kni = −(n− 1)Kn−1i +Kn−1i−1, Knn = 1 (6)

по анализу формул (5).
Итак, имеем треугольник чисел

1
−1 1

2 −3 1
−6 11 −6 1

24 −50 35 −10 1
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c предполагаемой рекуррентной формулой (6).
Формула (2) даёт возможность найти прямое вычисление Kni при любом

n и подтвердить (6).

Вычислим f
(n)
Φ (x) по формуле (2). Для лучшего просмотра выкладки,

вычисления проведём при n = 6.

fVI
Φ (x) = W (f0,f1, . . . ,f5, f) : W (f0, . . . ,f6),

W (f0, . . . ,f6) = e21x

(см. здесь (4)).

fVI
Φ (x) =

e−21x+15x

2!3!4!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1
1 2 22 23 24 25

1 3 32 33 34 35

1 4 42 43 44 45

1 5 52 53 54 55

f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) f IV(x) fV(x) fVI(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
e−6x

2!3!4!



−f ′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
2 22 23 24 25

3 32 33 34 35

4 42 43 44 45

5 52 53 54 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ f ′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 22 23 24 25

1 32 33 34 35

1 42 43 44 45

1 52 53 54 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

− f ′′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 23 24 25

1 3 33 34 35

1 4 43 44 45

1 5 53 54 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ f IV(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 22 24 25

1 3 32 34 35

1 4 42 44 45

1 5 52 54 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

−fV(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 22 23 25

1 3 32 33 35

1 4 42 43 45

1 5 52 53 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ fVI(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 22 23 24

1 3 32 33 34

1 4 42 43 44

1 5 52 53 54

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




.

Полученные определители вычисляем по методу, предложенному в [2] (№ 246).
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x3
1 x4

1 x5
1

1 x2 x3
2 x4

2 x5
2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 x5 x3

5 x4
5 x5

5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
[
x5
i − (x1 + . . .+ x5)x

4
i + (x1x2 + . . .+ x4x5)x

3
i−

− (x1x2x3 + . . .+ x3x4x5)x
2
i + (x1x2x3x4 + . . .+ x2x3x4x5)xi − x1x2x3x4x5 = 0 ⇒

⇒ x5
i = (x1 + . . .+ x5)x

4
i − . . .+ x1x2x3x4x5

]
=

=

∣∣∣∣∣∣

1 x1 x3
1 x4

1 (x1x2x3 + . . .+ x3x4x5)x
2
1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 x5 x3

5 x4
5 (x1x2x3 + . . .+ x3x4x5)x

2
5

∣∣∣∣∣∣
=

= (x1x2x3 + . . .+ x3x4x5)

∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 x3

1 x4
1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 x5 x2

5 x3
5 x4

5

∣∣∣∣∣∣
.
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Например,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 23 24 25

1 3 33 34 35

1 4 43 44 45

1 5 53 54 55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1 · 2 · 3 + 1 · 2 · 4 + 1 · 2 · 5 + 1 · 3 · 4 + 1 · 3 · 5 + 1 · 4 · 5+

+ 2 · 3 · 4 + 2 · 3 · 5 + 2 · 4 · 5 + 3 · 4 · 5)4!3!2! = 225 · 4!3!2!.

Мы нашли, что K63 = 225.
В этой выкладке просматривается элегантный способ отыскания Kij .
Например, K62 [отсутствует второй столбец, n = 6, s = 2, n − s = 4]=

= +(1 · 2 · 3 · 4 + 1 · 2 · 3 · 5 + . . .+ 2 · 3 · 4 · 5) = 274.
Итак, Kns – сумма произведений элементов всех сочетаний из n − 1 по

s множества {1, 2, . . . , n− 1} со знаком (−1)n+i.

s 6= 1, s 6= n, Kn1 = (−1)n−1(n− 1)!, Knn = 1.

Нетрудно убедиться в справедливости (6).
Действительно, Kni – сумма Cn−i

n−1 слагаемых, Kn−1i – сумма Cn−1−i
n−2

слагаемых, Kn−1i−1 – сумма Cn−i
n−2 слагаемых, но Cn−1−i

n−2 + Cn−i
n−2 = Cn−i

n−1.
В качестве приложения вышеизложенного рассмотрим ОДУ

b0e
nxy

(n)
Φ + b1e

(n−1)xy
(n−1)
Φ + . . .+ bn−1e

xy′Φ + bny = h(x),

где Φ =

(
1, ex,

1

2
e2x,

1

3!
e3x, . . . ,

1

n!
enx
)

. Оно сводится к

b0
(
Kn1y

′ + . . .+Knny
(n)
)
+ b1

(
Kn−11y

′ + . . .+Kn−1n−1y
(n−1)

)
+

+ . . .+ bn−1y
′ + bny = h(x).
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О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ ТЕОРИИ
РЕШЁТОЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ

АБЕЛЕВЫХ ГРУПП
Ловягин Ю. Н.

Санкт-Петербург
e-mail: lovyagin@fromru.com

Lovyagin Yu. N. On some questions in the theory of lattice-ordered Abelian

groups. We consider issues related to the immersion Archimedean lattice-ordered Abelian groups

in the appropriate Boolean valued universe of set theory.

Рассматривается вопросы, связанные с погружением архимедовых решёточно упоря-

доченных абелевых групп в подходящий булевозначный универсум теории множеств.

В настоящей заметке показано применение идей теории векторных ре-
шёток — К-пространств (К-линеалов) [1] и их булевозначного анализа [2] к ре-
шёточно упорядоченным группам. Мы для простоты изложения ограничиваем-
ся случаем коммутативных групп. Усложняя терминологию и доказательства
полученные результаты могут быть перенесены на случай коммутативных по-
лугрупп. Некоторые результаты сохраняются и для случая полурешёточного
порядка. Отметим, что теория упорядоченных групп, в том числе и некомму-
тативных, систематически изложена в [3]. Мы в основном используем термино-
логию из приведенных работ.

1. Порядковые компоненты решёточно упорядоченных
абелевых групп.

Определение 1.1. Решеточно упорядоченная абелева группа (мы будем
использовать сокращение к.р.у.г.) — это множество с G операцией, записанной
аддитивно, и бинарным отношением 6, такое, что выполнены свойства:

(i) g1 + g2 = g2 + g1 для любых g1, g2 ∈ G;

(ii) существует нейтральный элемент 0 ∈ G такой, что для любого g ∈ G
g + 0 = g;

(iii) g1 + (g2 + g3) = (g1 + g2) + g3 для любых g1, g2, g3 ∈ G;

(iv) для каждого g ∈ G существует (единственный) элемент g′ ∈ G такой,
что g + g′ = 0; вместо g′ пишут −g;

(v) для каждого g ∈ G g 6 g;

(vi) для любых g1, g2 ∈ G из g1 6 g2 и g2 6 g1 следует g1 = g2;

(vii) для любых g1, g2, g3 ∈ G из g1 6 g2 и g2 6 g3 следует g1 6 g3;

(viii) если для g1, g2 ∈ G и g1 6 g2, то для любого g ∈ G g1 + g 6 g2 + g;

(ix) для любых g1, g2 ∈ G существует g1∨g2 — наименьший элемент, больший
как g1, так и g2;
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(x) для любых g1, g2 ∈ G сущесвует g1 ∧ g2 — наибольший элемент, меньший
как g1, так и g2.

Для g ∈ G обозначим g+ = g ∨ 0, g− = −g ∨ 0, |g| = g+ + g−.
Определение 1.2. Два элемента g1, g2 ∈ G называются дизъюнктными,

если |g1| ∧ |g2| = 0, в обозначениях g1dg2. Дизъюнктным дополнением множе-
ства E ⊂ G называется множество Ed = {g ∈ G : ∀e ∈ Eedg}.

Определение 1.3. Компонентой к.р.у.г. G называется множество E ⊂
G такое, что Edd = E.

Точно так же, как и в [1], гл. III, IV доказывается следующее утверждение
о компонентах к.р.у.г.

Теорема 1.1. Множество H (G) всех компонент к.р.у.г. G является пол-
ной булевой алгеброй, в которой

E1 6 E2 тогда и только тогда, когда E1 ⊂ E2;
E1 ∧ E2 = E1 ∩ E2, E1 ∨ E2 = (E1 ∪ E2)

dd, E‘ = Ed.

Рассмотрим функцию inG, определённую правилом

inG (g) = wl
g (x) =






0, если x 6 l,
{g}dd , если x > l.

Пусть E — К-пространство разложений единицы булевой алгебры H (G)
([1]). Тогда справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.2. inG является решёточным и алгебраическим мономорфиз-
мом.

Доказательство приведённых утверждений проводится практически до-
словно как и доказательство соответствующих фактов в [1], гл. III, IV. �

2. Булевозначные интерпретации к.р.у.г.
Пусть B — полная булева алгебра, VB — соответствующий отделимый

булевозначный универсум теории множеств [2]. Поскольку всякая теорема тео-
рии множеств истинна внутри VB, имеет место следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть G — архимедова к.р.у.г.. Тогда VB |=«G∧ — архи-
медова к.р.у.г.».

Здесь G∧ — стандартное имя G в булевозначном универсуме, получаю-
щееся рекурсией по рангу множества:

∅
∧ = ∅, domx∧ = {y∧ : y ∈ x} , x∧ (y∧) = 1.

Доказательство получается применением принципа переноса к теорети-
ко-множественным формулам, выражающим соответствующие свойства. �

Верно и обратное (в некотором смысле) утверждение.
Теорема 2.2. Если G — архимедова к.р.у.г. внутри VB, то структура

G ↓=
{
x ∈ VB : VB |= x ∈ G

}
с алгебраическими операциями и порядком,

определёнными правилами:

x+ y = z тогда и только тогда, когда VB |= x+ y = z,
y = −x тогда и только тогда, когда VB |= y = −x,
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x = 0 тогда и только тогда, когда VB |= x = 0,
x ∨ y = z тогда и только тогда, когда VB |= x ∨ y = z,
x ∧ y = z тогда и только тогда, когда VB |= x ∧ y = z,

x 6 y тогда и только тогда, когда VB |= x 6 y,

является архимедовой к.р.у.г..
Доказательство получается «расшифровкой» истинностных оценок тео-

ретико-множественных формул, выражающих соответствующие свойства внут-
ри VB. �

Доказательство следующих утверждений можно найти в [2].

Теорема 2.3. Пусть G — архимедова к.р.у.г., g, gn ∈ G и gn
(o)−→ g. Тогда

VB |= gn
(o)−→ g. �

Теорема 2.4. Если G ∈ VB и VB |= xn
(o)−→ x, то в структуре G ↓

xn
(o)−→ x. �

Определение 2.1. Булевозначной метрикой на множестве A называ-
ется функция r : A× A −→ B со свойствами:

• r (a, b) = 0 тогда и только тогда, когда a = b;

• r (a, b) = r (b, a);
• r (a, b) 6 r (a, c) ∨ r (c, b)

для любых a, b, c ∈ A.
Теорема 2.5. На множестве G ↓ определена метрика r со значениями

в булевой алгебре B такая, что

для любого разбиения единицы bx ∈ B и множества xx ∈ G ↓ существует
элемент x ∈ G ↓ такой, что r (x, xx) ∧ bx = 0 для любого x. �

Определение 2.2. Пространство с булевозначной метрикой 〈A, r〉 на-
зывается циклическим, если для любого разбиения единицы bx ∈ B и xx ∈ G ↓
существует элемент x ∈ G ↓ такой, что r (x, xx) ∧ bx = 0 для любого x.

При этом если G — архимедова к.р.у.г., то она является как подгруппой,
так и подрешёткой G∧ ↓. Более того, G∧ ↓ является наименьшей циклической
архимедовой к.р.у.г. в смысле коммутативности диаграммы

G −→ G∧ ↓
ց ↓

G′

для единственной вертикальной стрелки.
Определение 2.3. Описанные выше расширения алгебраических струк-

тур называются их циклическими оболочками.

3. Естественная циклическая оболочка
архимедовой к.р.у.г.

В этом параграфе мы опираемся на теорему Е. И. Гордона [4].
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Теорема 3.1. Пусть B — полная булева алгебра, VB — соответствую-

щий отделимый универсум теории множеств, R ∈ VB — такой элемент, что
VB |= «R — поле вещественных чисел». Тогда структура R ↓ с алгебраически-
ми операциями и порядком, определенными правилами:

x+ y = z тогда и только тогда, когда VB |= x+ y = z,
y = ax тогда и только тогда, когда VB |= y = a ∧ x,
x = 0 тогда и только тогда, когда VB |= x = 0∧,
x 6 y тогда и только тогда, когда VB |= x 6 y

является расширенным К-пространством с базой B. �
Применим теорему Е. И. Гордона к случаю B = H (G), где G — архи-

медова к.р.у.г.. Тогда, так как расширенные К-пространства с изоморфными
базами изоморфны, К-пространство разложений единицы B изоморфно R ↓.

Определение 3.1. Так как в рассматриваемом случае булева алгебра B

естественным образом связана с G, соответствующую циклическую оболочку
будем называть естественной.

Свяжем с архимедовой к.р.у.г. еще несколько ее «пополнений».
Определение 3.2. Порядковым пополнением архимедовой к.р.у.г. G бу-

дем называть наименьшую условно полную к.р.у.г. G(p) вместе с решёточным
и алгебраическим мономорфизмом G −→ G(p).

В силу того, что внутри VB истинны все теоремы терии множеств, су-
щестыет элемент (G∧)(p) ∈ VB, являющийся порядковым пополнением G∧.

Теорема 3.2. Если G — условно полная к.р.у.г. внутри VB (B — произ-
вольная полная булева алгебра, не обязательно являющаяся базой какой-либо
к.р.у.г.), то структура G ↓ с естественным образом определенными операциями
и порядком (см. теоремы 2.2 и 3.1) является условно полной к.р.у.г.

Доказательство дословно повторяет соответствующее рассуждение из
[4]. �

Таким образом, с каждой архимедовой к.р.у.г. G связано несколько
условно полных и циклических расширений, показанных на диаграмме. Здесь
предполагается, что B = H (G).

(G∧)(p) ↓
ր ↑

G −→ G∧ ↓ −→ (G∧ ↓)(p)
ց

G(p) −→
(
G(p)

)∧ ↓

При этом группа (G∧)(p) ↓ является естественной циклической условно
полной к.р.у.г., вместе с решеточным и алгебраическим мономорфизмом
G −→ (G∧)(p) ↓.

Определение 3.3. Построенную выше условно полную к.р.у.г. (G∧)(p) ↓
будем называть естественным циклическим пополнением группы G.

Отметим важный результат.
Теорема 3.3. При сделанных в настоящем параграфе предположениях,

если G — естественно циклически полная к.р.у.г., то G∧ ↓ алгебраически и
решёточно изоморфна G. �
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Возвращаясь к множеству вещественных чисел внутри VH(G), получаем,
что inG есть мономорфное вложение архимедовой к.р.у.г. в ее максимальное
расширение — расширенное К-пространство R ↓. Следовательно, все расшире-
ния и пополнения будучи погруженными в VH(G) «превращается» в подгруппу
аддитивной группы вещественных чисел. С другой стороны, всякая аддитивная
подруппа G множества вещественных чисел внутри VH(G) порождает цикличе-
скую архимедову к.р.у.г.. Отсюда получается, что с точностью до циклического
пополнения архимедовы к.р.у.г. являются спуск-структурами подгрупп множе-
ства вещественных чисел.

4. Метрические пополнения к.р.у.г.
Расмотрим функцию d : G −→ R ↓, где R — множество вещественных

чисел внутри VH(G), определенную правилом d (g) = |g|. Легко понять, что
функция d обладает свойствами:

• d (g) = 0 тогда и только тогда, когда g = 0;

• d (−g) = d (g);

• d (g1 + g2) 6 d (g1) + d (g2);

Такие функции, а также метрики со значениями в расширенном К-прос-
тарнстве исследовались в [5]. В частности, там доказана следующая теорема о
существовании метрического пополнения.

Теорема 4.1. Пусть метризующее К-пространство X полно относи-
тельно некоторой сходимости sv. Определим в К-метрическом пространстве
〈X, r, K〉 rsv-сходимость последовательности xn ∈ X к элементу x ∈ X усло-

вием: xn
(rsv)−→ x тогда и только тогда, когда r (xn, x)

sv−→ 0.
Для существования rsv-пополнения пространства X необходимо и до-

статочно, чтобы сходимость svудовлетворяла условию: для любой последова-
тельности knm ∈ K такой, что при всех m knm

sv−→ kn, kn
sv−→ k существует

последовательность nm такая, что knmm
sv−→ k. �

Условие, являющееся критерием существования пополнения, называется
принципом диагонали.

Ясно, что в применении к нашему случаю принцип диагонали следует по-
стулировать в исходной к.р.у.г.. Таким образом, справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 4.2. Для существования пополнения к.р.у.г. G по ее естествен-
ной К-значной метрике необходимо и достаточно, чтобы (o)-сходимость в G
удовлетворяла принципу диагонали. �

Отметим, что наличие метрики со значениями в R ↓ автоматиче-
ски влечет существование метрики со значениями в базе метризующего К-
пространства. В нашем случае — это база самой группы G. Соответствующая
булевозначная метрика определяется правилом r (g1, g2) = (d (g1 − g2))

dd. В си-
лу того, что (o)-сходимость в К-пространстве и его базе совпадают, существова-
ние пополнения по К-значной метрике равносильно существованию пополнения
по булевозначной метрике. Анализ доказательства теоремы 4.2 и ее обобщений
показывает, что эти пополнения совпадают.

93



Однако, пополнение по метрики со значениями в К-пространстве не обя-
зано обладать свойством цикличности. В [5] исследован вопрос о циклическом
пополнении К-метрических пространств. Оно получается путем погружения
группы G в универсум VH(G), в котором G∧ является метрическим простран-
ством. Рассматривая его пополнение внутри VH(G), получаем спуск-структру,
которая и дает циклическое, метрически полное К-метрическое (соответстыен-
но булевозначно метризованное) простарнство. В данном случае принцип диа-
гонали не играет существенной роли. Но, в случае его наличия существуют
два пополнения G(r) и Gcyc, для которых имеется метрический и решеточный
мономорфизм G(r) −→ Gcyc.
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ОБ ОДНОМ УТОЧНЕНИИ ОЦЕНКИ СНИЗУ
ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ПРОЕКЦИОННОЙ

КОНСТАНТЫ l(Yn−5, l
n
1 )

Локоть В. В., Мартынов О. М.

Мурманский государственный гуманитарный университет
Мурманск

e-mail: olegmartynov@yandex.ru

Lokot’ V. V., Martynov O. M. About more precise definition of lower bound for

relative projection constant λ(Yn−5, l
n

1
). In this paper lower bound for the relative projection

constant λ(Yn−5, l
n
1
), which gives the best lower bound for the projection constant λ(n− 5, n), to

be more exact.

В данной статье уточняется оценка снизу для относительной проекционной константы

λ(Yn−5, l
n
1
), которая является хорошей оценкой снизу (в смысле близости к точному значению)

для константы λ(n− 5, n).

Пусть X = l
(n)
1 – n-мерное линейное нормированное пространство эле-
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ментов x = (xi)
n
1 с нормой

‖ x ‖=
n∑

i=1

| xi | .

Пусть так же f = (fi)
n
1 6= 0, g = (gi)

n
1 6= 0, h = (hi)

n
1 6= 0, t = (ti)

n
1 6= 0,

y = (yi)
n
1 6= 0 – линейные функционалы, определенные в l

(n)
1 ,

f−1(0) =

{
x ∈ l

(n)
1

∣∣∣ f(x) =
n∑

i=1

fixi = 0

}
,

g−1(0) =

{
x ∈ l

(n)
1

∣∣∣ g(x) =
n∑

i=1

gixi = 0

}
,

h−1(0) =

{
x ∈ l

(n)
1

∣∣∣ h(x) =
n∑

i=1

hixi = 0

}
,

t−1(0) =

{
x ∈ l

(n)
1

∣∣∣ t(x) =
n∑

i=1

tixi = 0

}
,

y−1(0) =

{
x ∈ l

(n)
1

∣∣∣ y(x) =
n∑

i=1

yixi = 0

}

– гиперплоскости в l
(n)
1 .

В случае линейной независимости функционалов f, g, h, t и y простран-
ство Yn−5 = f−1(0)∩g−1(0)∩h−1(0)∩ t−1(0)∩y−1(0) является подпространством

пространства l
(n)
1 коразмерности 5.

Проекция l
(n)
1 на Yn−5 имеет вид [1]pa,b,g,z,hx = x− af(x)− bg(x)− gh(x)− zt(x)− hy(x)

при условиях

f(a) = g(b) = h(g) = t(z) = y(h) = 1; f(b) = f(g) = f(z) = f(h) = g(a) =
= g(g) = g(z) = g(h) = h(a) = h(b) = h(z) = h(h) =

= t(a) = t(b) = t(g) = t(h) = y(a) = y(b) = y(g) = y(z) = 0.

Норма проекции на подпространство Yn−5 в пространстве l
(n)
1 вычисля-

ется по формуле

‖ p ‖= max
16j6n

Mj , где Mj =
n∑

i=1

| dij − aifj − bigj − gihj − zitj − hiyj | .
Найдём оценку снизу константы l(Yn−5, l

n
1 ) для некоторых классов под-

пространств таких, что n = (2k − 1)m и k = 5.
Функционалы f, g, h, t и y определим следующим образом:

f = (1, r, r, r, r, 0, r, r, r, 0, 0, r, 0, r, r, 0, r, r, 0, r, r, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

95



g = (1, r, r, r, 0, r, r, r, 0, 0, r, 0, r, 0, r, r, r, 0, 0, 0, 0, r, 0, 0, r, r, 0, 1, 0, 0, 0),

h = (1, r, r, 0, r, r, r, 0, 0, r, 0, r, r, r, 0, r, 0, 0, 0, r, 0, 0, r, r, r, 0, 0, 0, 1, 0, 0), (1)

t = (1, r, 0, r, r, r, 0, 0, r, r, r, 0, r, r, r, 0, 0, 0, r, 0, r, 0, 0, r, 0, r, 0, 0, 0, 1, 0),

y = (1, 0, r, r, r, r, 0, r, r, r, r, r, 0, 0, 0, r, 0, r, r, 0, 0, r, r, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

(здесь цифры 1,0 и символ r означают последовательности из m единиц, нулей
и букв r соответственно; m > 2).

Введём обозначения

Ak =
km∑

i=(k−1)m+1

ai, Bk =
km∑

i=(k−1)m+1

bi, Ck =
km∑

i=(k−1)m+1

gi, Dk =
km∑

i=(k−1)m+1

zi,
Ek =

km∑

i=(k−1)m+1

hi, M∗
k =

km∑

i=(k−1)m+1

Mi (k = 1, . . . , 31).

Справедлива следующая лемма.
Лемма . Пусть p(0)a,b,g,z,h – оператор проектирования с минимальной нор-

мой пространства l
(n)
1 , n = 31m, m ∈ N , m > 2 на подпространство Yn−5 =

= f−1(0)∩g−1(0)∩h−1(0)∩ t−1(0)∩y−1(0), где функционалы f, g, h, t и y имеют

вид (1). Тогда для нормы оператора p(0)a,b,g,z,h имеют место пять групп оценок
снизу. Приведём по одной из каждой группы (остальные оценки в каждой груп-
пе аналогичны):

1. m‖p(0)a,b,g,z,h‖ > M∗
1 > 6m− (4m+ 2)(A1 +B1 + C1 +D1 + E1)−

− (4r − 1)m

6∑

i=2

(Ai +Bi + Ci +Di + Ei)−

− (3r − 1)m
16∑

i=7

(Ai +Bi + Ci +Di + Ei)−

− (2r − 1)m
26∑

i=17

(Ai +Bi + Ci +Di + Ei);

2. m‖p(0)a,b,g,z,h‖ > M∗
2 > (4r + 1)m− 2mr(A1 +B1 + C1 +D1)+

+
(
(m− 2)r − 4mr2

)
(A2 +B2 + C2 +D2)+

+ (mr − 2mr2)

(
∑

i=3−6,17,20,21,24−26

(Ai +Bi + Ci +Di)

)
+

+ (mr − 3mr2)
∑

i=7,13−15

(Ai +Bi + Ci +Di)−

−mr2
∑

i=8−12,16

(Ai +Bi + Ci +Di)−mr

(
∑

i=18,19,22,23

(Ai +Bi + Ci +Di)

)
;

3. m‖p(0)a,b,g,z,h‖ > M∗
7 > (3r + 1)m+ (mr − 2mr2)

(
∑

i=2,3,17,20,25

(Ai +Bi + Ci)

)
−
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− (mr − 2mr2)(A19 +B19 + C19) + ((m− 2)r − 3mr2)(A7 +B7 + C7)+

+ (mr −mr2)

(
∑

i=8,12−16

(Ai +Bi + Ci)

)
− (mr −mr2)

11∑

i=9

(Ai +Bi + Ci);

4. m‖p(0)a,b,g,z,h‖ > M∗
17 > (2r + 1)m+ 2mr(A1 +B1) + (3mr2 −mr)(A10 +B10)+

+ ((m− 2)r − 2mr2)(A17 +B17) +mr

(
∑

i=2−4,18,20−22,25,26

(Ai +Bi)

)
+

+ (2mr2 −mr)

(
∑

i=5,6,19,23,24

(Ai +Bi)

)
+mr2

(
∑

i=9,11−14,16

(Ai +Bi)

)
+

+ (mr −mr2)

(
∑

i=7,8,15

(Ai +Bi)

)
;

5. m‖p(0)a,b,g,z,h‖ > M∗
27 > 2m− 2 + (4m+ 2)A1 + (m+ 2r(m+ 1))

5∑

i=2

Ai+

+ (4mr −m)A6 + (m+ (m+ 2)r)

(
∑

i=7−9,12,14,15

Ai

)
+

+ (3mr −m)

(
∑

i=10,11,13,16

Ai

)
+ (m+ 2r)

(
∑

i=17,18,20,21

Ai

)
+

+ (2mr −m)

(
∑

i=19,22−26

Ai

)
.

Итак, мы имеем пять групп оценок. В первой группе – одно неравенство,
во второй – пять неравенств, в третьей – десять неравенств, в четвертой – десять
неравенств и в пятой – пять неравенств.

При доказательстве леммы используются условия, сформулированные в
работах [3, 4].

Теорема . Пусть p(0)a,b,g,z,h – оператор проектирования с минимальной нор-

мой пространства l
(n)
1 , n = 31m, m ∈ N , m > 2 на подпространство Yn−5 =

= f−1(0)∩g−1(0)∩h−1(0)∩ t−1(0)∩y−1(0), где функционалы f, g, h, t и y имеют
вид (1). Тогдаl(Yn−5, l

(n)
1 ) >

(60r2 − 31r + 35)m3 + (−84r2 + 165r − 50)m2 − 182mr + 20r

(60r2 − 71r + 35)m3 + (−84r2 + 145r − 50)m2 − 62mr
.

Доказательство. Сложим неравенства, сформулированные в лемме, по-
членно, предварительно умножив обе части неравенств первой и пятой групп
на

a =
2r(5m2r − 3m2 − 7mr + 5m− 1)

m+ r −mr
,

неравенств второй и четвертой групп – на b = m − 2 и неравенств третьей
группы – на c = 2m− 2. Получим

(6ma+ 15mb+ 10mc)‖p(0)a,b,g,z,h‖ > (16m− 10)a+ (40r + 15)mb+ 10(3r + 1)mc,
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откуда

‖p(0)a,b,g,z,h‖ >
(60r2 − 31r + 35)m3 + (−84r2 + 165r − 50)m2 − 182mr + 20r

(60r2 − 71r + 35)m3 + (−84r2 + 145r − 50)m2 − 62mr
.

Теорема доказана �

Замечание . Абсолютной проекционной константой порядков k, n назы-
вается число l(k, n) = sup {l(Yk, Xn) | Yk ⊂ Xn}, где dimYk = k, dimXn = n,
k 6 n [5].

В работе [2] получена следующая оценка сверхуl(k, n) 6 y(k, n) = √
k

(√
k

n
+

√
(n− 1)(n− k)

n

)
. (2)

Найденная оценка снизу константы l(Yn−5, l
(n)
1 ) является хорошей оцен-

кой снизу для константы l(n − 5, n) (в смысле близости к точному значению
этой константы). Покажем это. Воспользуемся неравенствомl(Yn−5, l

(n)
1 ) 6 l(n− 5, n) = sup{l(Yn−5, Xn) | Yn−5 ⊂ Xn} 6 y(n− 5, n),

где y(n− 5, n) определяется с помощью формулы (неравенство (2)):y(k, n) = k +
√
k(n− 1)(n− k)

n
.

Обозначим значение полученной оценки снизу константы l(Yn−5, l
(n)
1 ) черезf(31m− 5, 31m).

Кроме того,y(31m− 5, 31m) =
31m− 5 +

√
5(31m− 5)(31m− 1)

31m
.

Найдём

lim
m→∞

(y(31m− 5, 31m)− f(31m− 5, 31m)) = 1 +
√
5− 60r2 − 31r + 35

60r2 − 71r + 35
.

Значение этого предела будет наименьшим, если F (r) =
60r2 − 31r + 35

60r2 − 71r + 35
при-

мет наибольшее значение. Функция F (r) имеет наибольшее значение при

r =
√

7
12

. Это значение ≈ 2, 936904. Тогда

lim
m→∞

(y(31m− 5, 31m)− f(31m− 5, 31m)) ≈ 0, 3.

В работе [3] аналогичный предел ≈ 0, 57.
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НЕРАВЕНСТВО ПУАНКАРЕ ДЛЯ ВЕСОВЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ КЛАССОВ И. А. КИПРИЯНОВА
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Lyakhov L.N., Raikhelgauz L.B. weighted estimate the function by its deriva-

tive. In this paper we consider an analogue of similar Poincare’s inequality for integral norms with

power weight.

Keywords: Poincare’s inequality, weight functional class.

В работе рассматривается аналог неравенства неравенства Пуанкаре, для интеграль-

ных норм, снабженных степенным весом.

Ключевые слова: Неравенство Пуанкаре, весовой функциональный класс.

Неравенство Пуанкаре хорошо известно (см. монографии [1]–[2]) и при-
меняется в теории функций и краевых задачах дифференциальных уравнений.
Относительно простая схема его доказательства не может быть перенесена на
классы функций с весовой интегральной нормой. Но для исследования син-
гулярных дифференциальных уравнений в весовых функциональных классах
необходимо подобное неравенство.

Классическое неравенство Пуакнкаре для функции u ∈ W 1
2 (Ω), Ω ∈ Rn

имеет вид
∫

Ω

u2(t)dt 6 C








∫

Ω

u(t) dt




2

+

∫

Ω

(u′(t))
2
dt



 , (1)

где C –,константа, зависящая только от ограниченной области Ω. Для функции
одной переменной это следующее неравенство, которое запишем с уточнённой
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константой

b∫

a

u2(t) dt 6
1

b− a




b∫

a

u(t) dt




2

+
(b− a)2

2

b∫

a

(u′(t))
2
dt. (2)

Пусть N и n – натуральные числа, 1 6 n 6 N . Введем обозначения

x = (x′, x′′) ∈ R
+
N = R

+
n × RN−n, R

+
n = {x′ ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0}.

Будем полагать, что Ω+
N — ограниченная область в R

+
N , прилегающая к каждой

гиперплоскости xi = 0, i = 1, . . . , n, 1 6 n 6 N . Её границу, принадлежащую
гиперплоскости xi = 0, обозначим через Γ0. Пусть Ω− — зеркальное отраже-
ние области Ω+ относительно каждой из указанных гиперплоскостей xi = 0.
Чётность рассматриваeмых функций позволяет их считать заданными в RN ,
носители которых принадлежат области ΩN = Ω+

N∪Ω−
N . Таким образом, в части

евклидова пространства R
+
N носитель соответствующей функции представляет

собой частично замкнутое множество Ω+
N ∪ Γ0.

Весовое пространство Лебега Lg
p(Ω

+
N) определяется как множество функ-

ций, определенных на Ω+
N ∪ Γ0 ⊆ R+

N , для которых конечна норма

‖f‖Lg
p(Ω+) =



∫

R
+
N

|f(x)|p (x′)g dx1/p

, (x′)g = n∏

i=1

x
gi
i , gi > 0.

Известно [2], что это пространство банахово.
Введем пространство

W 1,g
2 (R+

1 ) =

{
u : u ∈ Lg

2,
∂u

∂xi
∈ Lg

2 , i = 1, . . . , N

}
.

Докажем следующий весовой вариант неравенства (2) для функции од-
ной переменной

b∫

a

u2(t) tg dt 6 C







b∫

a

|u(t)| tg dt2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tg dt , (3)

полагая u ∈ W 1,g
2 (R+

1 ). Отметим, что для неотрицательной функции u(x) и для
значений a > 1 это неравенство достаточно просто вытекает из (2). Действи-
тельно,

b∫

a

u2(t) tg dt 6 bg b∫

a

u2(t) dt 6 bg  1

b− a




b∫

a

u(t)dt




2

+
(b− a)2

2

b∫

a

(
u′(t)

)2
dt


 .

Здесь, если функция u(t) не отрицательна на отрезке интегрирования, то оче-
видно (так как t > 1) выполнение неравенства




b∫

a

u(t) dt




2

6




b∫

a

u(t) tg dt2

(4)
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и тогда мы получаем

b∫

a

u2(t) tg dt 6 bg  1

b− a

(∫ b

a

u(t) tg dt)2

+
(b− a)2

2

b∫

a

(u′(t))
2
tgdt . (5)

Теперь неравенство (3) вытекает отсюда для функций не знако-постоянных на
отрезке [a, b]. Однако неравенство (5) справедливо и для функций не знако-
постоянных на отрезке интегрирования.

Прведем доказательство (5), когда 1 < a.
Пусть g = [g] + {g}, [g] = m− 1, {g} = a и m > 2. Имеем

b∫

a

u2(t)tg dt = b∫

a

u2(t)t[g]+{g} dt = b∫

a

u2(t)tm−1ta dt 6 ba b∫

a

u2(t)tm−1 dt =

=
ba

|S+
1 (m)|

∫

S+
1 (m)

dS

b∫

a

u2(t) tm−1 dt =
ba

|S+
1 (m)|

∫

{a<|x|<b}+

u2(|x|) dx,

где |S+
1 (m)| — площадь части единичной сферы S+

1 (m) = {|x| = 1}, опреде-
ленную неравенствами x1 > 0, . . . , xm > 0, в евклидовом пространстве Rm и,
соответственно,

{a < |x| < b}+ = {a < |x| < b, x1 > 0, . . . , xm > 0} = Ω+

— соответствующая часть шарового кольца.
Теперь можем воспользоваться известным неравенством Пуанкаре (1).

Тогда, обозначив через ∇ f градиент функции f(|x|), t = |x| =
√

x2
1 + . . . , x2

n

и Ti = xi/t, получим

b∫

1

u2(t)tg dt 6 C(Ω+) ba
|S+

1 (m)|








∫

Ω+

u(|x|) dx




2

+

∫

Ω+

|∇ u(|x|)|2 dx



 =

=
C(Ω+) ba
|S+

1 (m)|








∫

Ω+

u(|x|) dx




2

+

∫

Ω+

m∑

i=1

(
∂u(|x|)
∂xi

)2

dx



 =

=
C(Ω+) ba
|S+

1 (m)|





∫

Ω+

u(|x|) dx




2

+

∫

Ω+

m∑

i=1

(
∂u

∂t

∂t

∂xi

)2

dx


 .

Учитывая, что
∂t

∂xi

=
xi

|x| = Ti, получим неравенство

b∫

1

u2(t)tg dt 6 C(Ω+) ba
|S1(m)|





∫

Ω+

u(|x|) dx




2

+

∫

Ω+

(
∂u(t)

∂t

)2
(

m∑

i=1

Ti

)2

dx


 .
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Так как
(T1 + . . .+ Tm)

2
6 m(T21 + . . .+ T

2
m) = m,

то

b∫

a

u2(t)tg dt 6 m C(Ω+) ba
|S+

1 (m)|





∫

Ω+

u(|x|) dx




2

+

∫

Ω+

(
∂u(t)

∂t

∣∣∣∣
t=|x|

)2

dx


 .

Сферическое преобразование координат в правой части этого неравенства при-
водит нас к неравенству

b∫

a

u2(t)tg dt 6 m C(Ω+) ba  b∫

a

u(t)tm−1 dt




2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tm−1 dt


 .

Остается учесть, что для всех a : a > 1 и t > 1 выполнено неравенство 1 < ta.
Поэтому

b∫

a

u2(t)tg dt 6 m C ba  b∫

a

u(t)tm−1ta dt2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tm−1ta dt =

= m C ba  b∫

a

u(t)tg dt2

+

b∫

a

(
u ′(t)

)2
tg dt .

Таким образом, мы получили неравенство (5) и в случае, когда подынтеграль-
ная функция не является знако-постоянной на отрезке интегрирования [a, b], а
a > 1.

Сформулируем полученный результат.

Теорема . Пусть u ∈ W 1,g
2 (a, b), g = [g] + g, [g] > 1, [a, b] ∈ R

+
1 .

Если [a, b] ∈ [1,∞), то

b∫

a

u2(t)tgdt 6 C(g, a, b) b∫

a

u(t)tg dt2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tg dt .

Если [a, b] ∈ (0, 1], то

b∫

a

u2(t)tgdt 6 C(g, a, b) b∫

a

|u(t)| tg dt2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tg dt . (6)

Если a < 1, b > 1, то

b∫

a

u2(t)tgdt 6 C(g, a, b) 1∫

a

u(t) tg dt2

+




b∫

1

|u(t)| tg dt2

+

b∫

a

(
u′(t)

)2
tg dt .

(7)
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Первое неравенство уже доказано. Неравенство (6) вытекает из первого путем
растяжения-сжатия координатной оси (т. е. надо ввести функцию f(t) = u(ℓt),
где ℓ таково, что числа a1 = ℓa и b1 = ℓb больше 1, для которой неравенство
(5) уже справедливо и сделать соответствующие преобразования координат).
Отметим так же, что из (5), (6) вытекает неравенство (7).
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ОТ АНТИЧНОСТИ ДО СЕРЕДИНЫ XVII ВЕКА
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Rukshin S. E., Semenova K. K. The prehistory of integral calculus: computation

the quadratures and cubatures from antiquity to the mid-17th century. The article is

devoted to pre-history of the integral calculus and the calculation of areas and volumes. The

problem under consideration is method for finding the quadrature and cubature from the time of

Eudoxus and Archimedes to the mid-17th century.

Статья посвящена предыстории интегрального исчисления. Предметом рассмотрения

являются различные методы нахождения площадей и объёмов тел со времен Евдокса и Ар-

химеда до середины 17 столетия.

Предыстория интегрального исчисления восходит к античному периоду
развития математики, когда инфинитезимальные методы применялись для вы-
числения площадей (квадратур), объёмов (кубатур) и центров тяжести. Впер-
вые задачи такого рода были решены ещё математиками Древней Греции, ко-
гда не было ни общего понятия интеграла, ни единого алгоритма вычисления
квадратур и кубатур. Попытки учёных античности, Среднего и Ближнего Во-
стока в IX–XV веках, несмотря на некоторые продвижения, так и не привели
к новым важным результатам. Лишь в XVI и XVII веках в связи с развитием

103



естественных наук перед математиками Европы встал ряд новых задач, кото-
рые привели к появлению общих приёмов интегрирования при решении задач
геометрии и механики, сводившихся к вычислениям площадей и объёмов. За-
ключительным открытием этого периода стало установление взаимно обратной
связи между операциями дифференцирования и интегрирования. Этот момент
обычно и считают созданием современного математического анализа. Однако, у
истоков анализа стояла именно фигура Архимеда, в работах которого не только
появились методы, по сути сводившиеся к вычислению пределов интегральных
сумм, но и связь задач на нахождение экстремальных значений и задач о каса-
тельных.

Итак, как же зарождалось современное интегрирование? Кто приложил
усилия к открытию и разработке его основ? Что привело к возникновению и
оформлению интеграла?

Истоки идеи. Ключевой фигурой в зарождении идей анализа был Ев-
докс, отрывки из биографии которого нам известны по трудам античного ис-
торика философии Диогена Лаэрция, согласно которому Евдокс, сын Эсхина,
родился в Книде, на юго-западе Малой Азии. По «Хронологии» Аполлодора,
известного греческого ученого 2 в. до н. э., «расцвет» Евдокса относится при-
мерно к 386 году, откуда следует, что родился он около 400 года. Прожил Евдокс
53 года и скончался высокочтимым законодателем в своем родном городе Кни-
де. Источники наших сведений о математическом творчестве Евдокса очень
скудны. Собственные работы Евдокса до нас не дошли, и его научные дости-
жения известны по вторичным источникам: основные результаты V, VI и XII
книг «Начал» Евклида, по всей видимости, являются обработкой сочинений
Евдокса. Прежде всего, Евдокс положил конец пифагорейскому кризису основ
математики, вызванному открытием несоизмеримости диагонали квадрата с его
стороной. Это противоречило основам пифагорейской философии (частью кото-
рой была математика!), согласно которым все законы мироздания описываются
соотношениями натуральных чисел. Развивая достижения Архита и Теэтета в
области теории пропорций, он построил общую теорию отношений, ставшую
античным прообразом сечений Дедекинда, т. е. аксиоматическим определени-
ем понятия вещественного числа. Понятие величины по Евдоксу охватывало и
целые числа, и непрерывные величины – отрезки, площади и объемы. Оно вво-
дилось с помощью аксиом, определяющих отношения равенства и неравенства.

На основе этой теории отношений Евдоксом и был создан «метод исчер-
пывания», явившийся первым вариантом учения о пределах. Такое название
он получил в XVII веке. Этот метод применялся древними при доказательстве
теорем, связанных с вычислением площадей, объёмов и других величин. В ос-
нове этого метода лежит следующее положение: если от какой-либо величины
отнять половину или более, затем ту же операцию проделать с остатком, и так
поступать дальше и дальше, то через конечное число действий можно дойти до
такой величины, которая будет меньше любого наперед заданного числа. Это
утверждение (или равносильное ему) мы сейчас называем аксиомой Архимеда.

С помощью этого метода Евдокс доказал следующие теоремы:
– «Площади двух кругов относятся, как квадраты их диаметров»;
– «Объём пирамиды равен 1/3 объема призмы, имеющей с пирамидой те

же основание и высоту»;
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– «Объём конуса равен 1/3 объема цилиндра, имеющего с конусом те же
основание и высоту».

Чтобы продемонстрировать метод исчерпывания, рассмотрим теорему,
изложенную в «Началах» Евклида.

Предложение 2. Круги будут друг к другу как квадраты на диаметрах.

«Пусть будут круги ABCD, EIHG, диаметры же их [пусть будут] BD,
IG; я утверждаю, что будет как круг ABCD к кругу EIHG, так и квадрат на
BD к квадрату на IG.

Действительно, если не будет, что как круг ABCD к EIHG, так и квад-
рат на BD к квадрату на IG, то будет, что как квадрат на BD к квадрату на
IG, так и круг ABCD или к меньшей круга EIHG площади, или к большей.
Пусть сперва будет меньшей T . И в круг EIHG впишем квадрат EIHG; вот
вписанный квадрат будет больше, чем половина круга EIHG, поскольку ведь
если мы проведем через точки E, I, H , G касательные к кругу [прямые], то
половиной описанного около круга квадрата будет квадрат EIHG, круг же бу-
дет меньше описываемого квадрата, так что вписанный квадрат EIHG будет
больше половины круга EIHG. Разделим обводы EI, IH , HG, GE пополам
в точках K, L, M , N и соединим EK, KI, IL, LH , HM , MG, GN , NE;
значит, и каждый из треугольников EKI, ILH , HMG, GNE будет больше,
чем половина [описанного] около него сегмента круга, поскольку, ведь если мы
через точки K, L, M , N проведем касательные к кругу и дополним паралле-
лограммы на прямых EI, IH , HG, GF , то каждый из треугольников EKI,
ILH , HMG, GNE будет половиной [соответствующего] ему параллелограм-
ма, но сегмент около него будет меньше параллелограмма, так что каждый из
треугольников EKI, ILH , HMG, GNE будет больше, чем половина [описан-
ного] около него сегмента круга. Вот, разделяя получающиеся [в этом процессе]
дуги пополам, соединяя прямые и делая так все время, получим в остатке неко-
торые отрезочки круга, которые [взятые вместе] будут меньше того избытка, на
который круг EIHG превосходит площадь T . Действительно, было доказано
в первой теореме десятой книги, что если, положивши две неравные величины,
мы будем от большей отнимать больше чем половину и от остатка больше чем
половину, и делать это постоянно, то останется некоторая величина, которая
будет меньше, чем данная меньшая величина. Пусть теперь так и останется, и
пусть [построенные] на EK, KI, IL, LH , HM , MG, GN , NE сегменты круга
EIHG, [вместе взятые], будут меньше того избытка, на который круг EIHG
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превосходит площадь T . Значит, остаток – многоугольник EKILHMGN – бу-
дет больше площади T . Впишем и в круг ABCD подобный многоугольнику
EKILHMGN многоугольник AQBOCPDR; значит, будет, что как квадрат
на BD к квадрату на IG, так круг ABCD к площади T ; и значит, как круг
ABCD к площади T , так и многоугольник AQBOCPDR к многоугольнику
EKILHMG; значит, переставляя (предложение 16 книги V), как круг ABCD
к многоугольнику в нем, так и площадь T к многоугольнику EKILHMGN .
Круг же ABCD больше многоугольника в нём; значит, и площадь T больше
многоугольника EKILHMGN . Но [она также] и меньше; это же невозможно.
Значит, не будет, что как квадрат на BD к квадрату на IG, так и круг ABCD
к некоторой меньшей круга EIHG площади. Подобно же вот докажем, что не
[будет и] как квадрат на IG к квадрату на BD, так и круг EIHG в некоторой
меньшей круга ABCD площади.

Действительно, если возможно, то пусть будет к большей [площади] S.
Обращая, значит (предложение 7 книги V, следствие) [будет], что как квадрат
на IG к квадрату на DB, так и площадь S к кругу ABCD. Но как площадь
S к кругу ABCD, так и круг EIHG к некоторой меньшей круга ABCD
площади (см. лемму); и значит, как квадрат на IG к квадрату на BD, так и
круг EIHG к некоторой меньшей круга ABCD площади; это же, как было
доказано, невозможно. Значит, не будет, что как квадрат на BD к квадрату на
IG, так и круг ABCD к некоторой большей круга EIHG площади. Доказано
же, что и не к меньшей; значит, будет, что как квадрат на BD к квадрату на
IG, так и круг ABCD к кругу EIHG.

Итак, круги будут друг к другу, как квадраты на диаметрах (1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9)».

В дошедших до нас греческих источниках метод исчерпывания применя-
ется Евклидом в его «Началах», Архимедом – в ряде произведений, Паппом –
в его «Математическом собрании». Рассматривается он и некоторыми коммен-
таторами Евклида и Архимеда. Однако он еще не был полноценным методом
математического анализа. Скорее, он был логической конструкцией, с помощью
которой мы доказывали известные результаты, приводя к противоречию пред-
положения, что площадь или объём больше либо меньше нужной нам величи-
ны. Метод исчерпывания Евдокса лег в основу интегральных методы Древней
Греции.

Рождение идеи. Величайший ученый эпохи эллинизма Архимед ро-
дился около 287–286 г. до н. э. в Сиракузах и там же прожил почти всю свою
жизнь. Хотя об Архимеде пишут почти все древние историки, наши сведения о
нем весьма скудны и основаны на биографии римского полководца Марцелла в
«Сравнительных жизнеописаниях» Плутарха. До нас дошли письма Архимеда
к Досифею – пять математических трактатов, из которых каждый посвящен
определенному кругу проблем: «Квадратура параболы», «О шаре и цилиндре»,
«О коноидах и сфероидах», «О спиралях». В них Архимед вплотную подошел к
созданию интегрального исчисления. Если в первом письме при решении задачи
об определении площади параболического сегмента, отсечённого прямой, Архи-
мед ещё пользуется методом исчерпывания Евдокса, то в последующих письмах
он разрабатывает совершенно новый мощный аппарат вычисления площадей и
объёмов с помощью нахождения пределов интегральных сумм.
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Как уже говорилось, Евдокс получал искомое значение площади (поверх-
ности, объёма), приходя к противоречию с противными предположениями за
счёт увеличения количества членов ряда величин, сумма которых имела сво-
им пределом нужное нам значение. При этом общая схема метода еще не была
сформулирована, и рассуждения должны были повторяться заново для каждо-
го конкретного случая. В отличие от Евдокса, Архимед заключал подлежащую
определению величину между двумя интегральными суммами, разность кото-
рых могла быть сделана меньше любой наперед заданной величины. Искомая
величина находилась при этом как общий предел обеих сумм при безграничном
увеличении числа слагаемых, что эквивалентно задаче о вычислении опреде-
ленного интеграла, а введенные Архимедом верхние и нижние интегральные
суммы мы теперь называем суммами Римана и Дарбу.

Этим же методом Архимед решал и более трудные задачи – определения
длин дуг и площадей ряда кривых поверхностей. В каждой из рассмотренных
задач речь шла об одном и том же математическом понятии – понятии опре-
деленного интеграла, хотя у Архимеда ещё не было средств, чтобы дать общее
определение: не хватало понятия функции и удобных алгебраических обозна-
чений.

Теперь в качестве примера рассмотрим решение задачи вычисления объ-
ема эллипсоида вращения (сфероида).

Итак, представим эллипсоид вращения с полуосями OB = b и AO = a,
так что ABC – половина его. Разделим высоту OB на n равных частей и
построим описанную vn и вписанную un фигуры, состоящие из цилиндров
высоты h = OB/n. Разность vn − un может быть сделана как угодно малой,
т. е. vn − un < e.

Необходимо найти объемы vn и un. При отыскании их применим совре-
менную символику. Выберем систему координат так, как указано на рисунке.

В сечении эллипсоида плоскостью Oxy получим эллипс x2/a2 + y2/b2 =
= 1. Объёмы цилиндров, образующих vn, будут phx2

0, phx2
1, phx2

2, . . . , phx2
n. Из

уравнения эллипса найдем величины x2
0, x

2
1, x

2
2, . . . , x

2
n−1:

x2
0 = a2(b2 − 0 · h2)/b2,

x2
1 = a2(b2 − h2)/b2,

x2
2 = a2(b2 − 2h2)/b2,

· · ·
x2
n−1 = a2(b2 − (n− 1)h2)/b2.
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Получим объём описанного тела

vn =

n−1∑

k=0

phx2
k =

pa2h
b2

[
nb2 −

n−1∑

k=0

(kh)2

]
.

Далее Архимед применил геометрические оценки вида

n3h2

3
<

n∑

k=1

(kh)2h <
(n + 1)3h2

3
,

данные им в сочинении «О спиралях»:

vn > pa2h(nb2 − n3h2/3)/b2 = pa2b(1− 1/3) = 2pa2b/3, vn > 2pa2b/3.
Аналогично можно доказать, что un > 2pa2b/3.
В своих рассуждениях Архимед вместо объёмов элементарных цилиндров

пользуется отношениями их к объёму цилиндра AA′C ′C. Руководствуясь нера-
венством vn−un < e и полученными оценками, Архимед доказывает, что объём
половины сфероида равен удвоенному объёму конуса с теми же основанием и
высотой, которые имеет сегмент, т. е. будет 2pa2b/3. Справедливость равенства
V = Z = 2pa2b/3 он доказывает от противного. Объём тела, полученного при
вращении эллипса x2/a2 + y2/b2 = 1 вокруг оси Ox, будет v = 4pa2b/3.

Стоит отметить, что во всех задачах Архимеда в первую очередь инте-
ресовали не методы, а результаты – например, что поверхность шара в четыре
раза больше, чем площадь его большого круга, или что объем шара равен 2/3
объёма описанного около него цилиндра. Последним результатом он особенно
гордился. На его надгробной плите был изображен шар, вписанный в цилиндр.

Нельзя не упомянуть остроумный эвристический приём, который Ар-
химед разработал для наведения на правильный результат при вычислении
объёмов и площадей по методу исчерпывания. Ещё в первом письме Досифею
(«О квадратуре параболы») площадь параболического сегмента определяется
не только методом исчерпывания Евдокса, но также «механическим» методом.
Этот метод основан на механическом «правиле рычага» и на том предполо-
жении, что все фигуры состоят из параллельных отрезков, а все тела – из па-
раллельных плоских сечений. Механические методы, используемые Архимедом,
представляют собой обход интегрирования, когда бывает можно выразить одни
интегралы через другие, уже известные.

С помощью этого метода он установил объёмы шара и шарового сегмента,
эллипсоида вращения, параболоида вращения, нашел центры тяжести различ-
ных фигур и тел; рассмотрел задачу о нахождении объёма «цилиндрического
копыта» – тела, полученного при пересечении цилиндра плоскостью, проходя-
щей через диаметр основания, и «монастырского свода» – части пространства,
высекаемого двумя равными цилиндрами с перпендикулярными осями. Соот-
ветствующие интегралы до сих пор украшают многие задачники по математи-
ческому анализу.

Развитие. К сожалению, исследования Архимеда не получили суще-
ственного развития в древности, но некоторые новые результаты были полу-
чены Паппом Александрийским примерно в III–IV веке нашей эры. Он явля-
ется учёным значительно меньшего масштаба, чем Архимед, и известен более
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как комментатор, благодаря которому мы многое знаем о древнегреческой ма-
тематике. Он нашел около пятнадцати известных ранее и новых квадратур и
кубатур, ввёл спираль на сфере и нашел некоторые связанные с ней площади.
Основным достижением Паппа считалась высказанная им теорема: «Объём те-
ла, образованного вращением плоской фигуры вокруг лежащей в её плоскости
и не пересекающей фигуру оси, равен произведению площади фигуры на длину
окружности, описанной её центром тяжести».

С её помощью легко найти, скажем, объём тора, образованного вращени-
ем круга радиуса r вокруг оси, находящейся на расстоянии R от центра этого
круга. Долгое время до открытия работ Паппа этот результат называли тео-
ремой Гюльдена (1577–1643) по имени голландского математика, переоткрыв-
шего её. Впрочем, существует мнение, что эта теорема принадлежит не Паппу,
а восходит к Архимеду, однако большинство историков математики признают
авторство Паппа. Цейтен писал, что «при наличии того геометрического пред-
ставления, которое применяли уже во времена Архимеда к интегрированиям,
необходимым для определения центров тяжести, теорема эта как бы носилась в
воздухе, но Паппу всё же принадлежит заслуга общей её формулировки». Сей-
час эту теорему часто называют теоремой Архимеда–Паппа–Гюльдена. После
Паппа подробно комментировал Архимеда живший в VI в. Евтокий.

Об исследованиях квадратур и кубатур в странах Западной Европы до
XVI столетия почти ничего неизвестно. Очень мало сведений о квадратурах и
кубатурах и в странах арабской культуры, хотя известно, что эти вопросы там
изучались. В IX веке арабские математики овладели методом исчерпывания по
«Началам» Евклида, а позже – и по сочинениям Архимеда, и применили его
для доказательства известных ранее результатов и нахождения новых. Наибо-
лее значительными в истории интегрального исчисления были работы Сабита
ибн Корры о квадратуре параболы и кубатуре парабалоида. Сабит ибн Корра
(863–901) в «Книге об измерении конического сечения, называемого параболой»
видоизменил метод Архимеда и вычислил площадь параболического сегмента,
разделив основание его на неравные части. В другой работе ибн Корра вычис-
лял кубатуры тел, полученных вращением частей параболы вокруг ее диамет-
ра. Квадратура параболы была выполнена с помощью метода исчерпывания
внуком ибн Корры ибн Синаном (908–946). Последователь ибн Корры ибн ал–
Хайсам (965–1039) вычислил объём так называемой «параболической сферы».

Новые шаги. Увы, до работ Ферма происходило лишь незначительное
движение вперёд в развитии созданных Архимедом методов. В самом начале
XVII века сначала на основе традиций Архимеда, а затем с некоторыми откло-
нениями от них начинается самостоятельная разработка европейскими учеными
инфинитезимальных проблем. Первым их этих ученых стал И. Кеплер, кото-
рый жил в период становления научного мировоззрения нового времени. Оно
основывалось на наблюдении явлений природы, на эксперименте и на матема-
тической обработке получаемых при этом фактов. В основном характер нового
мировоззрения определяли две науки – астрономия и механика. Прогресс этих
наук был связан с разработкой такого математического метода, который да-
вал бы возможность решать задачи измерения длин кривых, криволинейных
площадей и объёмов тел в достаточно общем виде.
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В работе «Новая стереометрия винных бочек» (1615 год) Кеплер при-
нимает метод исчерпывания, которым пользовался изначально Архимед, но от-
брасывает заключительный этап приведения к противоречию. В этой же работе
для сравнения площадей и фигур или объёмов тел Кеплер использует и дру-
гой метод, основанный на разбиении этих фигур и тел на очень большое число
очень маленьких частей, будущих «бесконечно малых». Так, согласно Кепле-
ру, площадь круга равна половине произведения радиуса на длину окружности
потому, что круг можно считать составленным из очень большого числа очень
маленьких секторов Abc, а каждый из этих секторов можно заменить равно-
бедренным треугольником с основанием, равным длине дуги сектора. Каждый
такой треугольник, в свою очередь, равновелик соответствующему неравнобед-
ренному треугольнику Abc (с теми же основанием и высотой), которые в сумме
составляют большой прямоугольный треугольник ABC с катетами AB и BC,
равными соответственно радиусу круга и длине окружности.

Критики так и не увидели новизны его методологии, составившей значи-
тельный шаг в становлении интегральных методов.

Следующим шагом стал метод неделимых, восходящий к механическо-
му приему, применявшемуся ещё Архимедом. В XVII веке этот прием получил
дальнейшее развитие в работах Б. Кавальери, Э. Торричелли и Ж. Роберваля.
В основе метода неделимых лежат два предположения:

– фигуры и тела состоят из неделимых; фигуры состоят из неделимых
параллельных отрезков или из других одномерных подобных друг другу частей,
а тела состоят из параллельных неделимых кусков плоскостей или из других
двумерных подобных друг другу частей;

– площади двух фигур (объёмы двух тел) относятся друг к другу как все
неделимые одной фигуры (тела) ко всем неделимым другой фигуры (тела). В
частности, если соответствующие неделимые находятся друг к другу в одном
и том же отношении, то в этом же отношении находятся и площади фигур
(объёмы тел). Рассмотри характерный пример.

Площадь эллипса с полуосями a и b относится к площади круга радиуса
a как b к a потому, что таково отношение их соответствующих «неделимых».
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Этим методом Кавальери нашел объём пирамиды с квадратным основа-
нием, а Роберваль вычислил квадратуру циклоиды. Торричелли существенно
изменил метод неделимых: наряду с прямолинейными неделимыми он приме-
нял для плоских фигур дуги кривых, а для тел ввёл искривленные поверхности.
Он вычислил площадь круга, привёл несколько способов квадратур сегментов
параболы и определил объём бесконечно длинного гиперболического тела. Это
был первый пример неограниченного тела конечного объёма, которое он на-
звал «острым гиперболоидом». Полученный результат изложен в мемуаре «Об
остром гиперболическом теле» (1641), опубликованном в «Геометрических тру-
дах» (1644). Приведем решение этой задачи.

При вращении фигуры, ограниченной гиперболой xy = a2, ординатой
CD и осью Ox, вокруг асимптоты Oy получается тело FENBLDC. В каче-
стве неделимых Торричелли воспользовался кривыми поверхностями. Он пред-
ставил, что тело составлено из цилиндрических поверхностей с образующими
вида IL – ординатами гиперболы. Площадь каждой такой поверхности бу-
дет 2pxy = 2pa2. Торричелли поставил ей в соответствие равную площадь
круга с диаметром MI в цилиндре AHGC, основание которого имеет диа-
метр AH = a2

√
2, а высота AC = x0. Равенство площадей неделимых тела

FENBLDC и цилиндра AHGC означает равенство объёмов тела и цилиндра.
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Таким образом вычислен интеграл

x0∫

0

2pxy dx =

x0∫

0

2pa2 dx = 2pa2x0.

Заметим, что «острым гиперболическим телом» Торричелли назвал не
тело FENBLDC, а тело ENLD. Его объём будет pa2x0. По современным по-
нятиям, вычислен несобственный интегралp ∞∫

yo

x2 dy = pa4 ∞∫

yo

dy

y2
= pa4 (−1

y

)∣∣∣∣
∞

y0

=
pa4
y0

=
pa4x0

a2
= pa2x0.

Торричелли исследовал и общий случай гипербол xmyn = k и установил, когда
у тела вращения будет конечный объём, т. е. условия существования несобствен-
ного интеграла.

Заключительные штрихи в геометрический метод неделимых внес Вал-
лис, который дополнил его неполной индукцией и методом пределов.

Следующим существенным шагом стал интегральный метод Ферма. Пьер
Ферма родился в 1601 году в Бомон–де–Ломань, в мещанской семье. Окончил
юридический факультет университета в Тулузе, а с 1631 года стал советником
парламента в этом городе. Несмотря на то, что всё свое свободное время он
посвящал математике, при жизни Ферма издано всего одно его сочинение – «О
сравнении кривых линий с прямыми». Однако его достижения были известны
из обширной переписки, а некоторые результаты Ферма помещали в свои книги
его друзья. Ферма заметно продвинул технику составления интегральных сумм.
Ему удалось перейти от квадратур кривых y = xn, где n – целое положительное
число, к квадратурам кривых y = xq, где q – положительное или отрицательное
рациональное число (q 6= 1).

Так, например, при вычислении квадратуры кривой y = x−2, Ферма вы-
бирает точки x1, x2, . . . разбиения промежутка интегрирования [x0; +∞), сле-
дующими друг за другом в геометрической прогрессии:

x1 = lx0, x2 = lx1 = l2x0, . . . , xn = lxn−1 = lnx0, . . . ,
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где l – «чуть больше 1», и строит затем ступенчатую фигуру.
Ферма сумел изложить более общий метод, применимый не только к

квадратурам и кубатурам, но и к спрямлению кривых. Его метод отличался
от методов Кеплера и Кавальери тем, что Ферма составлял интегральные сум-
мы, чего у Кеплера и Кавальери не было. Кроме того, в отличие от неделимых
Кавальери, полоски, на которые разбивал фигуру Ферма, имели ненулевую ши-
рину. При этом Ферма пользовался системой координат, которую он ввел ещё
до Декарта! В отличие от Кеплера, который пользовался бесконечно малыми и
решал геометрическую задачу геометрически, он сводил её к алгебраической,
к сумме конечной или бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

Наш следующий герой, Блез Паскаль, для нахождения площади подгра-
фика синуса и косинуса, нахождения площади поверхности шара и некоторых
других тел вращения применял метод характеристического треугольника, идея
которого восходит к дифференциальным методам Архимеда. Блез Паскаль ро-
дился 19 июня 1623 года в городе Клермон–Ферран, в дворянской семье. В 1631
году его семья переселилась в Париж. Уже в детстве он отличался необыкно-
венными способностями, еще мальчиком Блез начал посещать вместе с отцом
ученый собрания. В «Трактате о синусе четверти круга» Паскаль ввёл харак-
теристический треугольник следующим образом.

Выберем на дуге BD произвольную точку D и проведём через неё каса-
тельную к дуге. Отложим от точки D равные дуги DF и DF ′ и через концы
их проведем перпендикуляры ER и ER′ к AC. Построим треугольник EKE ′.
Соединим точки A и D, а также проведем DI ⊥ AC. Треугольники ADI и
EKE ′ подобны. Отсюда

AD

DI
=

E ′E

EK
=

E ′E

RR′
.

Основываясь на полученном равенстве, Паскаль доказал теорему: «Сум-
ма синусов равна отрезку основания между крайними синусами, умноженному
на радиус». Иначе говоря, Паскаль вычислил интеграл от sinf df по проме-
жутку от f1 до f2. «Трактат о синусе четверти круга» оказал значитель-
ное влияние на Лейбница, который по совету Гюйгенса ознакомился с ним в
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1673 г. Лейбниц заметил, что характеристический треугольник применим к лю-
бым кривым.

Основным открытием в инфинитезимальных методах до Ньютона и
Лейбница следует считать установление взаимозависимости операций диффе-
ренцирования и интегрирования как связи между задачами на квадратуры и
задачами на касательные. Эта связь в механической и геометрической форме
также была обнаружена в работах Э. Торичелли, П. Менголи и Дж. Грегори.
Наиболее существенным был вклад учителя Ньютона Исаака Барроу, родивше-
гося в октябре 1630 г. в Лондоне. Мать Исаака умерла, когда ему было четыре
года, и начальное воспитание и образование он получил в картезианском мона-
стыре. Успехами он не блистал и обладал буйным характером. Его способности
проявились лишь когда его в 15-летнем возрасте перевели в Кембридж и он
поступил в Тринити–колледж. В качестве примера приведём теорему Барроу,
устанавливающую связь между квадратурами подграфиков одних кривых с по-
строением касательных к другим кривым.

Даны две кривые y(x) и z(x), связанные условием y(x) · r = S(x), где
S(x) – площадь подграфика кривой z(x). Тогда подкасательная t касательной
l к кривой y(x) в точке M(x; y) определяется из условия:

x

y
=

r

t

.

«Открытия Барроу заключали цепь предварительных работ, предше-
ствовавших открытию исчисления бесконечно малых. Содержавшееся в его
работах возобновление и развитие механических идей Галилея и Торричелли,
его сопоставление взаимно обратных инфинитезимальных задач, несомненно,
оказали столь же направляющее влияние на Ньютона, как метод неделимых
Кавальери и вычисления с бесконечно малыми величинами Паскаля на Лейб-
ница» [Вилейтнер. История математики от Декарта до середины XIX столетия,
с. 115–116]. Именно ему было суждено завершить разработку круга идей,
заложенных Архимедом в фундамент будущего математического анализа.
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Tikhonov I. V., Sherstyukov V. B. On the behavior of coefficients of Bernstein

polynomials. Questions on the coefficients of Bernstein polynomials are discussed.

Обсуждаются вопросы, связанные с поведением коэффициентов полиномов Берн-

штейна при явной алгебраической записи на стандартном отрезке.

Теория полиномов Бернштейна изложена в [1], [2]. Обычно рассматрива-
ют стандартный отрезок [0, 1]. Для функции f ∈ C[0, 1] полиномы Бернштейна
вводят формулой

Bn(f, x) =

n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck

n x
k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Поскольку Bn(f, x) есть полином степени 6 n, и Bn(f, 0) = f(0), то

Bn(f, x) = f(0) +

n∑

m=1

an,m(f)x
m, n ∈ N. (2)

Вопрос о поведении коэффициентов an,m(f) редко обсуждается в литературе.
До недавнего времени было, как кажется, одно исключение — ранняя работа Ви-
герта [3]. В этой незаурядной и чуть ли не первой работе, целиком посвящённой
изучению полиномов (1), сделан, среди прочего, ряд интересных наблюдений,
связанных с формулой (2) и теорией конечных разностей. Вигерт показал, что

an,m(f) = Cm
n

m∑

j=0

(−1)j Cj
m f

(
m− j

n

)
= Cm

n ∆m
1/nf(0), (3)

где

∆m
1/nf(0) =

m∑

j=0

(−1)j Cj
m f

(
m− j

n

)
(4)

— конечная разность порядка m с шагом 1/n, взятая в точке x = 0 (см. также
[1, с. 12–13], [2, с. 47]). Для функции f ∈ Cm[0, m/n] имеем представление

an,m(f) = Cm
n ∆m

1/nf(0) =
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

nm

f (m)(x)
m!

, (5)

где x — точка из [0, m/n], зависящая от f , n, m.
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Учитывая, что разность (4) вычисляется на соответствующем отрез-
ке [0, m/n], устанавливаем принцип локализации: если f, g ∈ C[0, 1] и
f(x) ≡ g(x) при 0 6 x 6 d с некоторым d ∈ (0, 1), то

an,m(f) = an,m(g), n > ⌈1/d ⌉, m = 1, . . . , ⌊dn⌋.
Здесь ⌊h⌋, ⌈h⌉ — пол и потолок числа h ∈ R по терминологии [4, гл. 3]. Так,
если f(x) = cx+ d при 0 6 x 6 1/2 , то

Bn(f, x) = cx+ d+

n∑

m=⌊n
2 ⌋+1

an,m(f)x
m, n > 2.

Смысл принципа локализации понятен: если зафиксировать степень xm, то при
больших номерах n ∈ N значения коэффициентов an,m(f) определяются пове-
дением f(x) лишь в малой окрестности точки x = 0. Более того, из (5) следуют
предельные соотношения

lim
n→∞

an,m(f) =
f (m)(0)

m!
, m ∈ N, (6)

верные для любой функции f ∈ C[0, 1], бесконечно дифференцируемой
в окрестности нуля. На практике это выглядит следующим образом. При уве-
личении номера n полиномы (2) формируют в своей начальной части полином,
приближающийся к тейлоровскому, и такая часть постепенно расширяется. Но
старшие коэффициенты полиномов (2) могут ещё сильно отличаться от тейло-
ровских — на них существенное влияние оказывают значения f(x) в удаленных
от нуля точках x. В итоге вся совокупность коэффициентов ведет себя доста-
точно сложно. Точнее говоря, бывает всякое. Обсудим некоторые характерные
возможности, начав с “регулярного” случая.

Если функция f(z) аналитична в окрестности отрезка [0, 1], то верно
представление

Cm
n ∆m

1/nf(0) =

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− m−1

n

)

2pi ∫

Γ

f(z) dz

z
(
z − 1

n

)
. . .

(
z − m

n

) , (7)

где Γ — контур в области аналитичности, охватывающий отрезок [0, 1]. При
m = 1 множитель перед интегралом надо заменить просто на 1/(2pi). Как за-
метил Вигерт [3], представление (7) обеспечивает оценки

|an,m(f)| 6
ML

2p (
1

d

)m+1

, n ∈ N, m = 1, . . . , n, (8)

равномерные по номеру n. Здесь M — максимум величины |f(z)| на конту-
ре Γ, через L обозначена длина контура Γ, а через d — расстояние от Γ до
[0, 1]. Оценки (8) легко получить также, применив теорему Коши к представле-
нию (5).
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Если f(z) — целая функция, то из (8) следует возможность для любого
q ∈ (0, 1) подобрать значение D = D(f, q) > 0 так, чтобы

|an,m(f)| 6 Dqm, n ∈ N, m = 1, . . . , n. (9)

Последнее означает, что an,m(f) → 0 при m → ∞ равномерно по номеру
n > m, т. е. при очень больших степенях в алгебраической записи (2) будут
заведомо очень малые коэффициенты.

Покажем, что общий принцип (9) допускает уточнения в некоторых есте-
ственных классах целых функций, если прямо использовать представление (5)
и подходящие неравенства для производных. Допустим, например, что f(z) из
класса Бернштейна целых функций экспоненциального типа 6 sv, ограничен-
ных на вещественной оси. Тогда для производных действуют оценки

|f (m)(x)| 6 Msvm, x ∈ R, m ∈ N, M ≡ sup
x∈R

|f(x)|.

Применим эти оценки в (5) и получим

|an,m(f)| 6 M
svm
m!

, n ∈ N, m = 1, . . . , n. (10)

Точность соотношений (10) демонстрирует пример f(z) = Meisvz. Как легко
проверить, в этом случае

Bn(f, x) = M
n∑

m=0

Cm
n

(
eisv/n − 1

)m
xm, n ∈ N,

и, значит, при n → ∞ имеем соотношения

|an,m(f)| ∼ M
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

m!

svm
nm

→ M
svm
m!

, m ∈ N,

что полностью подтверждает (10) (и согласуется с (6)).
Интересно рассмотреть более общий класс целых функций, подчинённых

условию
|f(z)| 6 Aesv|z|, z ∈ C, (11)

с фиксированными A > 0, sv> 0. В этом классе для производных можно уста-
новить оценки

|f (m)(z)|
m!

6 A
(sve
m

)m
esv|z|, z ∈ C, m ∈ N. (12)

Оценки (12) неулучшаемы в том смыcле, что функции (простые полиномы!)

fm(z) = A
(sve
m

)m
zm, m ∈ N, (13)

удовлетворяют (11) при всех m ∈ N, а при z = 0 дают равенства

∣∣f (m)
m (0)

∣∣
m!

= A
(sve
m

)m
, m ∈ N.
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Применим оценки (12) в (5) и получим

|an,m(f)| 6 Aemsv/n (sve
m

)m
, n ∈ N, m = 1, . . . , n. (14)

Точность (14) при n → ∞ подтверждается теми же примерами (13). Несколько
огрубляя ситуацию, имеем оценки

|an,m(f)| 6 Aesv(sve
m

)m
, n ∈ N, m = 1, . . . , n, (15)

равномерные по номеру n ∈ N.
Установленные соотношения (10), (15) показывают, что для регулярных

гладких функций с “хорошим” поведением на комплексной плоскости гаранти-
рована малость всех коэффициентов полиномов (2) при достаточно больших
степенях xm, и граница малости чётко обозначена.

Принципиально иной оказывается ситуация для функций, гладкость ко-
торых нарушается, даже если это происходит на некотором удалении от начала
координат. Тогда при возрастании номера n ∈ N в явной записи полиномов
Бернштейна могут появляться огромные коэффициенты с экспоненциальным
ростом при n → ∞.

Этот неожиданный эффект обнаружен в [5] (см. также [6]) при система-
тическом исследовании полиномов Бернштейна для симметричного модуля

f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1]. (16)

Один из результатов [5] можно сформулировать так. Для произвольной функ-
ции f ∈ C[0, 1] возьмём полиномы Бернштейна в записи (2) и обозначимmn(f) = max

16m6n
|an,m(f)|, n ∈ N. (17)

Тогда для функции (16) имеем соотношениеmn(f) ∼ 8kn
9p 23n/2

n2
, n → ∞, (18)

где kn =
√
8, если n — чётное, и kn = 1, если n — нечётное. Множитель kn

возникает из-за свойства склеивания B2m(f, x) = B2m+1(f, x), характерного
для функции (16) (см. [5], [6]). Поэтому экспоненциальная асимптотика (18)
по-разному сочетается с номером n в “чётном” и “нечётном” случаях.

Более точные оценки, данные в [5], показывают, например, что полином
B100(f, x) для функции (16) содержит в своем составе максимальный коэф-
фициент a100,75 (f), выраженный натуральным числом из сорока двух цифр
(в десятичной записи). Это подтверждает и компьютерный расчёт, согласно ко-
торому

a100,75 (f) = 114 898 522 957 882 451 791 573 202 118 965 202 115 392.

Соседние коэффициенты меньше, но не намного. Ясно, что симметричный мо-
дуль — всего лишь простейший пример, и ситуация с огромными коэффициен-
тами должна быть типичной для негладких функций.

118



Обратим внимание на основание q ≡ 23/2 =
√
8 ≈ 2.8284 показательной

функции в асимптотике (18). Возникает естественный вопрос: можно ли уве-
личить это значение, заменив модуль (16) на другую функцию родственного
характера?

Недавно нам удалось установить следующий результат, который показы-
вает, что для липшицевых функций рост коэффициентов an,m(f), если и может
превышать (18), то не слишком сильно.

Теорема . Пусть функция f ∈ C[0, 1] удовлетворяет условию Липшица

|f(x)− f(y)| 6 L|x− y|, x, y ∈ [0, 1], (19)

с константой L > 0. Тогда величина mn(f), определенная по правилу (17) для
коэффициентов an,m(f) из формулы (3), удовлетворяет оценкеmn(f) 6 3L

4
√p 3n

n
√
n
, n ∈ N. (20)

При этом для каждого n ∈ N найдётся функция fn(x), подчинённая ограниче-
нию (19), такая, что mn(fn) > 2

√
2 L

9

3n

n
√
n

� (21)

Приведем схему доказательства. Формулу Вигерта (3) следует преобра-
зовать к виду

an,m(f) = Cm
n

m−1∑

j=0

(−1)j Cj
m−1

[
f

(
m− j

n

)
− f

(
m− 1− j

n

)]
,

верному при n ∈ N, m = 1, . . . , n. Оценивая затем |an,m(f)|, имеем соотноше-
нияmn(f) = max

16m6n
|an,m(f)| 6

L

n
hn, hn ≡ max

16m6n

(
2m−1Cm

n

)
, n ∈ N. (22)

Для величин hn нам удалось установить неравенства

2
√
2

9

3n√
n
6 hn 6

3

4
√p 3n√

n
, n ∈ N. (23)

Верхнее из них, применённое в (22), дает оценку (20). Для проверки (21) за-
фиксируем номер n ∈ N и выберем значение p = p(n) ∈ { 1, . . . , n} так, чтобы

2p−1Cp
n = hn ≡ max

16m6n

(
2m−1Cm

n

)
>

2
√
2

9

3n√
n
,

согласно нижнему неравенству (23). Возьмём теперь кусочно линейную функ-
цию fn(x), график которой — ломаная с вершинами

fn

(
k

p

)
=

(−1)k L

2p
, k = 0, 1, . . . , p.
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Непосредственно проверяется условие Липшица (19), а затем с помощью (3)
находятся значения

|an,p(fn)| =
L

p
2p−1Cp

n >
2
√
2 L

9

3n

n
√
n
.

Поскольку mn(fn) > |an,p(fn)|, то для выбранного n ∈ N получаем заявленное
соотношение (21).

В связи с теоремой отметим также пример f(x) = |3x− 1|. Наши расчёты
показывают, что здесь

a3m,2m(f) =
(−1)m−1

m
2C2m

3m Cm−1
2m−2, m ∈ N,

с асимптотикой

|a3m,2m(f)| ∼
√
3

4p 33m

m2
, m → ∞.

Поэтому mn(f) > 2
√
3p 3n

n2
(24)

при достаточно больших n = 3m (с учётом того, что 1/4 > 2/9). Рост (24) под-
тверждает сущностный характер оценки (20) и, конечно, несколько превыша-
ет рост, гарантированный асимптотикой (18) для симметричного модуля (16).
Возникает интересная задача: строго показать, что именно модуль, смещен-
ный в точку 1/3, даст наибольшие коэффициенты при n → ∞ для полиномов
Бернштейна Bn(f, x) в записи (2) среди всех прочих модулей f(x) = |qx− p|
с рациональными изломами p/q ∈ (0, 1). Особо подчеркнём, что при “малых” n
действуют свои закономерности, и, например,m28(f1) = 13 404 319 500 < m28(f2) = 30 708 077 400

для функций f1(x) = |3x− 1| и f2(x) = |4x− 1| .
Затронутая тема представляет и практический интерес. Проблема огром-

ных коэффициентов влечет, в частности, эффект неустойчивости, характер-
ный для полиномов Бернштейна в записи (2) (см. [6]); некоторые возникаю-
щие здесь аспекты обсуждаются в [7] с точки зрения компьютерной математи-
ки. Отметим, наконец, что изучение явной алгебраической записи полиномов
Бернштейна тесно привязано к выбранному отрезку. Так, замена стандартного
отрезка [0, 1] на симметричный отрезок [−1, 1] порождает другие закономер-
ности, и картина качественно меняется.

Авторы признательны участникам семинара С. А. Теляковского за об-
суждение и поддержку наших исследований, в частности, А. Ю. Попову за совет
использовать полиномы (13) при проверке точности оценок (12) и С. В. Коня-
гину за замечание об оценке конечных разностей, подсказавшее идею доказа-
тельства сформулированной теоремы. Особая благодарность Д. Г. Цветкович за
ряд компьютерных расчётов, подтвердивших наши теоретические положения.
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Tikhonov I. V., Sherstyukov V. B., Petrosova M. A. The explicit algebraic

representation of Bernstein polynomials on the symmetric interval. The explicit form for

the coefficients of Bernstein polynomials on the symmetric interval is given.

Приведены явные выражения для коэффициентов полиномов Бернштейна на симмет-

ричном отрезке [−1, 1].
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Классическая теория полиномов Бернштейна на стандартном отрезке
[0, 1] подробно изложена в [1], [2]. Выражения для коэффициентов полиномов
Бернштейна при явной алгебраической записи на [0, 1] получены в работе Ви-
герта [3]. Там же отмечены некоторые факты, связанные с упомянутыми коэф-
фициентами. Интерес к проблематике возродился в связи с недавними исследо-
ваниями [4]–[7].

При переходе к другому отрезку традиционное определение полиномов
Бернштейна через первичные полиномы выглядит привычным образом, но яв-
ная алгебраическая запись по степеням независимой переменной может претер-
петь серьёзные изменения. Особый интерес представляет случай симметричного
отрезка [−1, 1], который будет рассмотрен в настоящем сообщении.

На [−1, 1] полиномы Бернштейна для функции f ∈ C[−1, 1] определя-
ются формулой

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ck

n (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Некоторые факты, связанные с полиномами (1), отмечены в [8]. Обсудим более
подробно вопрос об алгебраической записи полиномов Bn(f, x) по степеням x.
Справедлив следующий результат.

Теорема 1. Для полиномов (1) верно представление

Bn(f, x) =

n∑

m=0

an,m(f) x
m, n ∈ N, (2)

где

an,m(f) =
1

2n
Cm

n

n∑

k=0

Dk
n,m f

(
1− 2k

n

)
(3)

со значениями
Dk

n,m =
∑

j

(−1)j Cj
mCk−j

n−m � (4)

Доказательство теоремы основано на технических подсчётах при раскры-
тии биномов, входящих в определение полиномов (1). При этом полезно перейти
к эквивалентной записи

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

)
Ck

n (1− x)k (1 + x)n−k, n ∈ N,

с отсчётом точек от правой, а не от левой границы отрезка [−1, 1]. Такой поря-
док позволяет получить более удобные выражения для коэффициентов Dk

n,m.
Индекс j в формуле (4) подчинён естественным ограничениям:

j ∈ Z, 0 6 j 6 m, 0 6 k − j 6 n−m.

Можно также просто принять в (4) стандартное правило

Cq
p =

p!

q! (p− q)!
= 0, q ∈ { . . . , −2, −1 } ∪ { p+ 1, p+ 2, . . . },
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верное при неотрицательных целых p.
Формулы (3), (4) содержат богатую комбинаторную информацию. Так,

систематически вычисляя коэффициенты Dk
n,m с фиксированным m и пере-

менными n, k, можно заметить, что возникают своеобразные “трапеции Паска-
ля”, построенные по определенным начальным и боковым условиям. При m = 0
получаем в точности биномиальные коэффициенты:

Dk
n,0 = Ck

n, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n.

При остальных m справедлив следующий результат.

Теорема 2. При каждом фиксированном m ∈ N числа Dk
n,m, опреде-

лённые формулой (4), подчинены соотношениям

Dk
m,m = (−1)k Ck

m, k ∈ { 0, 1, . . . , m }, (5)

D0
n,m = 1, Dn

n,m = (−1)m, n ∈ { m, m+ 1, . . . }, (6)

Dk−1
n,m +Dk

n,m = Dk
n+1,m, n ∈ { m, m+ 1, . . . }, k ∈ { 1, . . . , n } � (7)

Проверка соотношений (5)–(7) проходит по определению (4) с учётом
стандартных свойств биномиальных коэффициентов. Соотношения (5), (6) суть
начальное и краевые условия, определяющие соответствующую “трапецию Пас-
каля”. Соотношение (7) естественно называть правилом Паскаля, действующим
внутри трапеции при переходе от строки к строке.

Например, при m = 2 для чисел Dk
n,2, n = 2, 3, . . . , k = 0, 1, . . . n,

получаем трапецию

1 −2 1
1 −1 −1 1

1 0 −2 0 1
1 1 −2 −2 1 1

1 2 −1 −4 −1 2 1
1 3 1 −5 −5 1 3 1

и так далее. Отсюда легко находить выражения для коэффициентов an,2(f)
в полиномах (2) при степени x2. Так,

a2,2(f) =
1

4

(
f(1)− 2f(0) + f(−1)

)
,

a3,2(f) =
3

8

(
f(1)− f

(
1

3

)
− f

(
−1

3

)
+ f(−1)

)
,

a4,2(f) =
6

16

(
f(1)− 2f(0) + f(−1)

)
,

a5,2(f) =
10

32

(
f(1) + f

(
3

5

)
− 2f

(
1

5

)
− 2f

(
−1

5

)
+ f

(
−3

5

)
+ f(−1)

)
,

a6,2(f) =
15

64

(
f(1) + 2f

(
2

3

)
−f

(
1

3

)
− 4f(0)−f

(
−1

3

)
+2f

(
−2

3

)
+ f(−1)

)
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и так далее. Хорошо видно принципиальное отличие от случая стандартно-
го отрезка [0, 1]. Коэффициенты an,m(f) на [−1, 1] обладают “нелокальным”
характером: их вычисление “размазывается” по всему отрезку. Так, значения
f(1) и f(−1) входят в запись каждого коэффициента, и изменение функ-
ции f на любой из границ (т. е. на большом удалении от точки x = 0) приводит
к мгновенному изменению всех коэффициентов an,m(f).

На наш взгляд, дальнейший анализ формул, приведенных в теоремах 1, 2,
представляет несомненный интерес. Было бы полезно развить соответствую-
щую теорию и сопоставить результаты с результатами работ [3]–[7] для стан-
дартного отрезка [0, 1].
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Shishkina E. L. Weighted generalized functions and fundamental solution of

the B-ultrahyperbolic equation. In this paper We obtain formulas for weight distributions

corresponding quadratic forms with complex coefficients and the fundamental solution of the B-

ultrahyperbolic equation.

В работе получены формулы для весовых обобщённых функций, отвечающие квадра-

тичным формам с комплексными коэффициентами и фундаментальное решение В-ультраги-

перболического уравнени.

Пусть R+
n = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1>0, . . . , xn>0}, R+

n = {x ∈ Rn,
x1 > 0, . . . , xn > 0}, |x| = r =

√
x2
1 + . . . + x2

n, g = (g1, . . . , gn) — мультииндекс,
состоящий из фиксированных положительных чисел gi, i = 1, . . . , n, |g| =
= g1 + . . . + gn.

Многомерный оператор Пуассона имеет вид (см. [1], стр. 24)

Pg
xf(x) = C(g) p∫

0

...

p∫
0

f(x1 cos a1, ..., xn cos an) n∏

j=1

singj−1 aj daj. (1)

Пусть Kev – множество финитных бесконечно дифференцируемая функ-
ций f(x), x ∈ R+

n таких что fxi
(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , n.

Следуя [2], стр. 332, рассмотрим пространство всех квадратичных форм
с комплексными коэффициентами grs, r = 1, . . . , n, s = 1, . . . , n вида A(x) =

=
n∑

r,s=1

grsxrxs = A1 + iA2, где A1, A2 – квадратичные формы с вещественными

коэффициентами. Пусть l ∈ C. Определим однозначную функцию

A
l(x) = el(ln |A|+i argA(x)), 0 < argA(x) < p. (2)

Функция (2) является аналитической функцией от l. Сопоставим функции
Al(x) обобщённую весовую функцию

(Al,f)g = ∫
R
+
n

A
l(x)f(x)xg dx, xg =

n∏

i=1

x
gi
i , f(x) ∈ Kev.

В силу единственности аналитического продолжения обобщённая весовая функ-
ция Al однозначно определяется своими значениями на множестве квадратич-

ных форм вида A = iA2, где A2=
n∑

r,s=1

arsxrxs – положительно определённая
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квадратичная форма. Поэтому достаточно рассмотреть обобщённую функцию

(Al,f)g = eipl/2 ∫
R
+
n

Al
2(x)f(x)xg dx.

Для того чтобы привести квадратичную форму A2 к каноническому виду
применим к обобщённой весовой функции Al оператор Пуассона (1) и перейдём
к переменным z2i−1 = xi sinfi, z2i = xi cosfi, i = 1, . . . , n, получим

Pg(Al,f)g = eipl/2 ∫
R
+
2n

Al
2(z

′′)f(z′′)(z′)g−1 dz, (3)

здесь z′ = (z1, z3, . . . , z2n−1), z′′ = (z2, z4, . . . , z2n), (z′)g−1 =
n∏

i=1

z
gi−1
2i−1 . В (3)

произведем замену z2r =
n∑

s=1

trsy2s, r, s = 1, . . . , n, приводящую A2 к канони-

ческому виду R = z22 + z24 + . . . + z22n, Якобиан этой замены равен
√

(−i)n|g|.
Положив f̃(z′′) = f( n∑

s=1

t2sz2s, . . . , n∑
s=1

t2nz2s), будем иметь

Pg(Al,f)g = eipl/2√
(−i)n|g|

∫

R
+
2n

Rlf̃(z′′)(z′)g−1 dz =
eipl/2√
(−i)n|g|

Pg ∫
R
+
n

r2l f̃(x)xg dx.
Применяя к обеим частям последнего равенства оператор, обратный к опера-
тору Пуассона (см. [3]), получим

(Al,f)g = eipl/2√
(−i)n|g|

∫

R
+
n

r2l y(x)xg dx, y ∈ Kev.

Функционал (rl,f)g рассмотрен в работе [4]. Известно, что в точках l =

= −n+|g|+2p
2

, p = 0, 1, 2, . . . весовой функционал rl имеет простые полюсы. То-

гда, функционал Al также имеет простые полюсы в точках l = −n+|g|+2p
2

, p =
= 0, 1, 2, . . . и

resl=−n+|g|
2

[(Al,f)g] = eipl/2|S+
n |g√

(−i)n|g|
dg(x), (4)

где dg(x) – весовая дельта-функция (см. [1], стр. 117).
Пусть теперь через A(x) обозначается квадратичная форма в диагональ-

ном виде:

A(x) =

n∑

k=1

gkx
2
k.

Введём дифференциальный оператор

Bg(∂) = n∑

k=1

1

gk

(
∂2

∂x2
k

+
gk
xk

∂

∂xk

)
.

126



Применяя оператор Bg(∂) к Al+1(x) k раз, получим

Al(x) = 1

4k(l+ 1) . . . (l+ k)
(l+ n+|g|

2

)
. . .
(l+ n+|g|

2
+ k − 1

)Bkg(∂)Al+k(x).

Следовательно,

resl=−
n+|g|

2
−k

Al(x) =
=

1

4k(l+ 1) . . . (l+ k)
(l+ n+|g|

2

)
. . .
(l+ n+|g|

2
+ k − 1

)
∣∣∣∣l=−n+|g|

2
−k

×

× resl=−
n+|g|

2

B
kg(∂)Al+k(x),

откуда применяя формулу (4), получим

resl=−n+|g|
2

−k

Al(x) = ei
pl
2 |S+

n |g
4kk!

√
(−i)n|g|Γ

(
n+|g|

2
+ k
)Bkg(∂)dg(x). (5)

Формула (5) получена для квадратичной формы A, принадлежащей мнимой
оси и продолжается аналитически на всю верхнюю полуплоскость. Коэффици-
енты оператора Bg аналитически выражаются через коэффициенты квадра-
тичной формы A, а именно они равны 1

gk
, поэтому аналитическое продолжение

оператора Bg известно.
Формула (5) позволяет найти фундаментальное решение уравнения

�kg′,g′′=f(x), где x ∈ R+
n , n = p+ q, p, q ∈ N, g′ = (g′1, . . . , g′p), g′1 > 0, . . . , g′p >

> 0, g′′ = (g′′1, . . . , g′′q ), g′′1 > 0, . . . , g′′q > 0, k ∈ N,

�g′,g′′ = Bg′1 + . . . +Bg′p − Bg′′1 − . . . − Bg′′q , Bgi = ∂2

∂x2
i

+
gi

xi

∂

∂xi

.

Фундаментальным решением уравнения �kg′,g′′=f(x) будем называть

обобщенную весовую функцию E, такую что �kg′,g′′E = dg(x) и будем искать
его в виде E = f(P ), где P = P (x) = x2

1 + . . . + x2
p − x2

p+1 − . . . − x2
p+q.

Введем обозначения (см. [2], стр. 311):

P l
+ =

{
[P (x)]l, P (x) > 0;
0, P (x) 6 0,

P l
− =

{
0, P (x) > 0;
|P (x)|l, P (x) < 0

и

(P ± i0)l = lime→+0
(P ± ie)l = { [P (t, x)]l, P (t, x) > 0;

e±lpi|P (t, x)|l, P (t, x) < 0.

Таким образом,
(P ± i0)l = P l

+ + e±lpiP l
−.

Теорема . За исключением случая когда n + |g| = 2, 4, 6, . . . и k >
n+|g|

2
,

каждая из функций (P + i0)−
n+|g|

2
+k и (P − i0)−

n+|g|
2

+k являются, с точно-
стью до постоянного множителя, фундаментальными решениями уравнения
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�kg′,g′′=f(x). Если же n + |g| = 2, 4, 6, . . . и k >
n+|g|

2
, то функция (P+

+ i0)−
n+|g|

2
+k = (P − i0)−

n+|g|
2

+k является решением однородного уравнения
�kg′,g′′=0.

Заметим, что фундаментальные решения для уравнения �kg′,g′′ = f(x),

выраженные через функции P l
+ и P l

− получены другим способом в [5].
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Актуальные проблемы математического
образования
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СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ
В ИССЛЕДОВАНИИ ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ

Агафонцев В. В.
Псковский государственный университет

Псков
e-mail: fon-valery-ag@yandex.ru

Agafontsev V. V. Number systems in the research of Diophantine equations. In

this article proposes an approach to the research of Diophantine equations, whose members can be

of varying degrees, but not less than two (n > 2). This approach is based on the use of positional

number systems with an arbitrary founding.

В данной статье предложен подход к исследованию диофантовых равенств, члены

которых могут быть различных степеней, не меньших двух (n > 2). Этот подход основан на

использовании позиционных систем счисления с произвольным основанием.

При изучении математики, начиная с общеобразовательной средней шко-
лы, значительное место уделяется системам счисления. Известно, что в основе
построения технической базы современных информационных технологий ле-
жит двоичная система счисления. Её используют в устройствах хранения и
обработки информации, построенных на базе физических элементов с двумя
устойчивыми состояниями. В этом случае одному состоянию элемента ставят в
соответствие 0, другому состоянию ставят в соответствие 1. Следует отметить,
что элементы с двумя устойчивыми состояниями являются наиболее простыми
в части их технической реализации. Недостаток двоичной системы счисления
состоит в длинной записи чисел, поэтому в программной составляющей инфор-
мационных технологий широко используют системы счисления с основанием,
близким к основанию привычной для нас десятичной системы счисления. В
качестве такого основания обычно выбирают основание, являющиеся степенью
числа 2, поэтому используют восьмеричную, шестнадцатеричную и т. д. систе-
мы счисления. В этом случае записи чисел становятся короче и можно быстро
перейти к двоичной системе счисления и наоборот. В принципе для записи раз-
личных количественных соотношений могут использоваться системы счисления
с произвольным целочисленным основанием.

Рассмотрим применение позиционных систем счисления с произвольным
основанием при исследовании диофантовых равенств вида:

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N ; x, y, z > 2.
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Лемма . Необходимое и достаточное условие выполнения равенства

Ax +By = Cz, (1)

в котором A,B,C, x, y, z ∈ N ; x, y, z > 2; (A,B,C) = 1, представимо триадой
равенств:

Ax = az−1 · Cz−1 + az−2 · Cz−2 + . . .+ a1 · C + a0,
By = bz−1 · Cz−1 + bz−2 · Cz−2 + . . .+ b1 · C + b0,
C = ai + bi + 1 = a0 + b0,

где i ∈ [1; z − 1]; ai, bi, a0, b0 ∈ N , причём ai, bi, a0, b0 6 C − 1; a0, b0 6= 0.
Доказательство. Запишем правую и левую части (1) в C-ричной пози-

ционной системе счисления; получим:

(Ax)c + (By)C = (10 . . . 0)C, (2)

где число нулей в правой части выражения (2) равно z.
Из выражения (2) следует: C-ричная запись каждого из чисел Ax и By

должна содержать не более, чем z C-ричных разрядов, поэтому числа Ax и
By представимы так:

(Ax)C = (az−1az−2 . . . a1a0)C , (3)

(By)C = (bz−1bz−2 . . . b1b0)C . (4)

Здесь ai, bi ∈ N, i ∈ [0; z − 1]; ai, bi 6 C − 1.
Исходя из (3) и (4) и учитывая позиционность C-ричной системы счис-

ления, числа Ax и By представимы следующим образом:

Ax = az−1 · Cz−1 + az−2 · Cz−2 + . . .+ a1 · C + a0, (5)

By = bz−1 · Cz−1 + bz−2 · Cz−2 + . . .+ b1 · C + b0. (6)

По условию (A,B,C) = 1, следовательно, a0 6= 0 и b0 6= 0.
Подставим в (1) выражения для Ax и By из (5) и (6); учтём тождество

Cz = (C − 1) · Cz−1 + (C − 1) · Cz−2 + . . .+ (C − 1) · C + C.

Получим:

(az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .+ (a1 + b1) · C + a0 + b0 =

= (C − 1) · Cz−1 + (C − 1) · Cz−2 + . . .+ (C − 1) · C + C. (7)

Очевидно, что равенство (7) выполнимо при

C = a0 + b0 = ai + bi + 1, где i ∈ [1; z − 1].

Таким образом, необходимое условие выполнения равенства (1) склады-
вается из выполнения трёх равенств:

Ax = az−1 · Cz−1 + az−2 · Cz−2 + . . .+ a1 · C + a0, (8)

By = bz−1 · Cz−1 + bz−2 · Cz−2 + . . .+ b1 · C + b0, (9)

C = a0 + b0 = ai + bi + 1, где i ∈ [1; z − 1]. (10)
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Нетрудно видеть, что выполнение равенств (8), (9), (10) является не толь-
ко необходимым, но и достаточным условием выполнения равенства (1). Дей-
ствительно, если предположить, что вся триада равенств выполняется и сло-
жить левые и правые части (8) и (9) соответственно, а также учесть (10), то
получим равенство (1). Лемма доказана �

Приведём примеры, показывающие справедливость леммы для двух слу-
чаев:

1) когда x = y = z = 2;
2) когда x 6= y; x, y > 2; z = 2.
Для первого случая необходимое и достаточное условие выполнения ра-

венства (1) в соответствии с (8), (9), (10) запишется так:

A2 = a1 · C + a0,
B2 = b1 · C + b0,
C = a1 + b1 + 1 = a0 + b0.

Нетрудно видеть, что этому условию удовлетворяют пифагоровы тройки
чисел, например: (8, 15, 17), (20, 21, 29) и другие. Так, для тройки (8, 15, 17), в
которой 82 + 152 = 172:

A2 = 82 = 3 · 17 + 13; a1 = 3, a0 = 13,
B2 = 152 = 13 · 17 + 4; b1 = 13, b0 = 4,
C = 3 + 13 + 1 = 13 + 4 = 17.

Для тройки (20, 21, 29), в которой 202 + 212 = 292:

A2 = 202 = 13 · 29 + 23; a1 = 13, a0 = 23,
B2 = 212 = 15 · 29 + 6; b1 = 15, b0 = 6,
C = 13 + 15 + 1 = 23 + 6 = 29.

Для второго случая (когда x 6= y; x, y > 2; z = 2) необходимое и доста-
точное условие выполнения равенства (1) в соответствии с (8), (9), (10) запи-
шется так:

Ax = a1 · C + a0,
By = b1 · C + b0,
C = a1 + b1 + 1 = a0 + b0.

Этому условию удовлетворяют, например, тройки чисел (2, 1, 3) и (6, 5, 29).
Так, для тройки (2, 1, 3), в которой 23 + 1k = 32, где k – любое натуральное
число:

Ax = 23 = 2 · 3 + 2; a1 = 2, a0 = 2,
By = 1k = 0 · 3 + 1; b1 = 0, b0 = 1,
C = 2 + 0 + 1 = 2 + 1 = 3.

Для тройки (6, 5, 29), в которой 63 + 54 = 292:

Ax = 63 = 7 · 29 + 13; a1 = 7, a0 = 13,
By = 54 = 21 · 29 + 16; b1 = 21, b0 = 16,
C = 7 + 21 + 1 = 13 + 16 = 29.
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Последние два примера позволяют сделать важный эмпирический вы-
вод: при z = 2 существуют такие тройки натуральных взаимно простых чисел
A,B,C, с которыми при x, y > 2 выполняется равенство

Ax +By = C2.

Теорема 1. Равенство

Ax +By = Cz, (11)

где A,B,C, x, y, z ∈ N , выполнимое при x, y > 2, z = 2 и (A,B,C) = 1, вы-
полнимо при x, y, z > 2 и составных натуральных числах A∗, B∗, C∗.

Доказательство. Умножим левую и правую часть (11) на число Cx·y·z.
При z = 2 получим:

(A · C2·y)x + (B · C2·x)y = (C2)1+x·y. (12)

Введём следующие обозначения:

A∗ = A · C2·y;
B∗ = B · C2·x;
C∗ = C2;

z = 1 + x · y. (13)

С учётом этих обозначений равенство (12) запишется так:

(A∗)x + (B∗)y = (C∗)z. (14)

По условию x, y > 2, следовательно, исходя из (13) z > 2.
Равенство (14) соответствует заключению теоремы 1, так как x, y, z > 2

и числа A∗, B∗, C∗ являются составными натуральными числами. Теорема 1
доказана �

Приведём пример, показывающий истинность теоремы 1. В лемме в ка-
честве примера рассматривалась тройка чисел (6, 5, 29), для которых выполня-
ется равенство 63 + 54 = 292. Осуществляя процедуры в соответствии с (12),
получим:

(6 · 298)3 + (5 · 296)4 = 2926.

Очевидно, это очень большие составные натуральные числа, в которых
x, y, z > 2.

Теорема 2. Равенство

Ax +By = Cz, (15)

где A,B,C, x, y, z ∈ N , невыполнимо при x, y, z > 2 и (A,B,C) = 1.
Доказательство. Предположим обратное, т. е. пусть равенство (15) вы-

полняется при x, y, z > 2 и (A,B,C) = 1. Тогда по лемме должно выполниться
необходимое и достаточное условие, которое в соответствии с (8), (9), (10) в
этом случае примет следующий вид:

Ax = az−1 · Cz−1 + az−2 · Cz−2 + . . .+ a3 · C3 + a2 · C2 + a1 · C + a0, (16)

By = bz−1 · Cz−1 + bz−2 · Cz−2 + . . .+ b3 · C3 + b2 · C2 + b1 · C + b0, (17)

C = a0 + b0 = ai + bi + 1, (18)
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где i ∈ [1; z − 1]; ai, bi, a0, b0 ∈ N , причём ai, bi, a0, b0 6 C − 1; a0, b0 6= 0.
В соответствии с (16), (17) левая часть равенства (15) представится так:

Ax +By = (az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .

. . .+ (a3 + b3) · C3 + (a2 + b2) · C2 + (a1 + b1) · C + a0 + b0. (19)

Исходя из тождества

(C − 1) · Cz−1 + (C − 1) · Cz−2 + . . .

. . .+ (C − 1) · C3 + (C − 1) · C2 + (C − 1) · C + C = Cz,

в соответствии с (18) можно записать:

(az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .

. . .+ (a3 + b3) · C3 + (a2 + b2) · C2 + (a1 + b1) · C + a0 + b0 = Cz. (20)

Нетрудно видеть, что при выполнении (18) должно выполняться и такое
равенство:

(a2 + b2) · C2 + (a1 + b1) · C + a0 + b0 = C3. (21)

Покажем невыполнимость равенства (21), левая часть которого вхо-
дит в равенство (20). С этой целью докажем, что для любых ненулевых целых
чисел X, Y, Z равенство вида

X3 + Y 3 = Z3 (22)

не выполняется, т. е. для любых ненулевых целых чисел X, Y, Z выполня-
ется неравенство

X3 + Y 3 6= Z3. (23)

Действительно, предположим обратное, а именно, допустим, что суще-
ствует хотя бы одна тройка ненулевых целых чисел n,m, p, для которых вы-
полняется равенство

n3 +m3 = p3. (24)

Это означает, что уравнение Ферма вида

x3 + y3 = z3

в таком случае имеет хотя бы одно ненулевое целочисленное решение, в кото-
ром x = n, y = m, z = p. Но такого быть не может, так как Л. Эйлером для
этого уравнения доказано (с уточнением Г. Эдвардса и Ю. Мачиса) отсутствие
ненулевых целочисленных решений. В подтверждение такого доказательства
сошлёмся на книги [1, §3], [2, гл. 2, пп. 2.1, 2.2] и статью [3]. Следовательно,
равенство (22) выполняться не может, а для любых ненулевых целых чисел
X, Y, Z выполняется неравенство (23).

В соответствии с вытекающим из леммы необходимым и достаточным
условием выполнения гипотетического равенства (22) при (X, Y, Z) = 1 целые
числа X3, Y 3, Z должны удовлетворять таким равенствам:
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X3 = x2 · Z2 + x1 · Z + x0, (25)

Y 3 = y2 · Z2 + y1 · Z + y0, (26)

Z = x2 + y2 + 1 = x1 + y1 + 1 = x0 + y0, (27)

где xj , yj ∈ N, j = 0, 1, 2, причём xj , yj 6 Z − 1 и x0, y0 6= 0.
Если бы существовали ненулевые целые числа (X, Y, Z) = 1, удовлетво-

ряющие гипотетическому равенству (22), то выполнились бы равенства (25),
(26), (27). И наоборот: если бы выполнялись равенства (25), (26), (27), то вы-
полнялось бы и гипотетическое равенство (22). Но, исходя из доказательства
Л. Эйлера, для любых ненулевых целых чисел X, Y, Z равенство (22) не вы-
полняется, то есть не существует ненулевых целых чисел X, Y, Z, с которы-
ми выполнилось бы равенство (22). Это означает, что не существует и таких
чисел xj , yj ∈ N, j = 0, 1, 2, которыми должны представляться ненулевые це-
лые числа X, Y, Z в силу необходимого и достаточного условия выполнения
гипотетического равенства (22). Таким образом, для гипотетического равен-
ства (22) не выполнятся все три равенства (25), (26), (27). Невыполнение
равенства (27) означает, что для гипотетического равенства (22) не существует
такого ненулевого целого числа Z, для которого выполнились бы такие равен-
ства:

Z = x2 + y2 + 1;
Z = x1 + y1;
Z = x0 + y0,

где xj , yj ∈ N, j = 0, 1, 2, причём xj , yj 6 Z−1 и x0, y0 6= 0. Следовательно, для
для любого ненулевого целого числа Z гипотетического равенства (22)
будет справедливо следующее неравенство:

Z3 = (Z − 1) · Z2 + (Z − 1) · Z + Z 6= (x2 + y2) · Z2 + (x1 + y1) · Z + x0 + y0. (28)

Так как неравенство (28) справедливо для любых Z, xj, yj ∈ N, j =
= 0, 1, 2, то оно будет справедливо и для xj = aj , yj = bj , Z = C. После подста-
новки в (28) получим:

(a2 + b2) · C2 + (a1 + b1) · C + a0 + b0 6= C3. (29)

Сравним выражения (21) и (29). Локальное противоречие! Выраже-
ние (21) следует из предположения выполнимости трёхчленного степенно́го ди-
офантова равенства (15) с показателями степени x, y, z > 2 или, что равнознач-
но, x, y, z > 3. Выражение (29) следует из невыполнимости любых трёхчлен-
ных степенны́х диофантовых равенств с показателями степени x = y = z = 3,
что следует из факта отсутствия ненулевых целочисленных решений для урав-
нения Ферма третьей степени. Из полученного локального противоречия сле-
дует невыполнимость равенств (20), (19) и, следовательно, гипотетического ра-
венства (15). Действительно, прибавим к левой и правой части неравенства (29)
следующий многочлен:

(az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .+ (a3 + b3) · C3. (30)
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Получим:

(az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .

. . .+ (a3 + b3) · C3 + (a2 + b2) · C2 + (a1 + b1) · C + a0 + b0 6=
6= (az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .+ (a3 + b3) · C3 + C3. (31)

Левая часть выражения (31), исходя из (19), равна Ax + By; правая часть вы-
ражения (31) с учётом соотношений (18) будет равна:

(az−1 + bz−1) · Cz−1 + (az−2 + bz−2) · Cz−2 + . . .+ (a3 + b3) · C3 + C3 =

= (C − 1) · Cz−1 + (C − 1) · Cz−2 + . . .+ (C − 1) · C3 + C3 = Cz. (32)

Таким образом, из выражений (19), (32) и (31) следует, что Ax +By 6= Cz. Т. е.
получили противоречие нашему исходному предположению. Это означает, что
равенство

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N , невыполнимо при x, y, z > 2 и (A,B,C) = 1. Теорема
2 доказана �

Утверждение . Равенство

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N ; x, y, z > 2, выполнимо только при составных числах
A,B,C.

Действительно, сопоставим теоремы 1 и 2.
Теоремой 1 доказано: равенство

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N , выполнимое при x, y > 2, z = 2 и (A,B,C) = 1, вы-
полнимо при x, y, z > 2 и составных натуральных числах A∗, B∗, C∗.

Теоремой 2 доказано: равенство

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N , невыполнимо при x, y, z > 2 и (A,B,C) = 1.
Из сопоставления теорем 1 и 2 в части их условия и заключения следует

истинность данного утверждения, т. е. истинность того, что равенство

Ax +By = Cz,

где A,B,C, x, y, z ∈ N ; x, y, z > 2, выполнимо только при составных числах
A,B,C.
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Kaigorodov E. V. On the mathematical preparation of chemists at the Gorno-

Altaisk State University. The article discusses the features of mathematics preparation of

chemistry students at the Faculty of Natural Sciences and Geography at the Gorno-Altaisk State

University. We provide an outline of the main branches of mathematics to be taught to students

training in various areas of chemistry. Examples are given of mathematical objects that are used in

presenting special chemical disciplines; we construct mathematical models of a number of chemical

processes. Finally, the distribution of mathematical subjects per semester is presented.

В статье рассматриваются особенности математической подготовки студентов-

химиков на естественно-географическом факультете Горно-Алтайского государственного уни-

верситета. Предлагается схема изложения основных разделов математики для студентов хи-

мических направлений подготовки. Приводятся примеры математических объектов, кото-

рые используются в специальных химических дисциплинах; строятся математические моде-

ли некоторых химических процессов. Даётся распределение математических дисциплин по

семестрам.

Работа о выяснении связи преподавания математики с химическими дис-
циплинами в Горно-Алтайском государственном университете началась в 1975 г.
по инициативе доцентов кафедры математики Г. И. Иванова и Т. А. Ивановой.
В результате этой работы удалось выяснить некоторые особенности матема-
тического курса, читаемого на направлении подготовки «Химия» естественно-
географического факультета, о которых и пойдет речь далее.

В настоящее время математически грамотным считается тот химик, ко-
торый достаточно хорошо понимает математическую ситуацию изучаемого яв-
ления. Именно это понимание лежит в основе математического моделирова-
ния. В современных условиях, когда есть возможность использовать такое мощ-
ное средство, как компьютер, особенно сильной является потребность в умении
строить математические модели изучаемого процесса. Нынешний специалист,
если он пользуется математикой, должен не только знать основные математиче-
ские методы, но и уметь грамотно осуществлять математическое моделирование
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поставленной задачи и, применив, в случае надобности, компьютер, решить её.
В связи с этим он должен ещё владеть одним из языков программирования.

Стало быть, одной из важных задач математического образования сту-
дента-химика на сегодняшний день является привитие ему навыков построения
математических моделей при изучении прикладных вопросов. Это трудная за-
дача. Она требует, во-первых, хорошего знания основ математики и её методов
и, во-вторых, умения «переводить» прикладную задачу на математический
язык. Однако если первое требование достаточно полно предусмотрено про-
граммой высшей школы и выполняется на достаточно высоком уровне, то вто-
рое в процессе преподавания чаще всего игнорируется. Понимать же матема-
тическую ситуацию явления — это тоже знание, которое необходимо накап-
ливать в процессе учёбы, начиная уже с младших курсов. Этой цели служат
прежде всего учебные прикладные задачи, которые имеются, правда в незначи-
тельном количестве, почти в каждом задачнике по математике. К этим задачам
следует подходить дифференцированно, не следует брать первую попавшуюся
задачу, а выбирать те из них, которые в той или иной степени соответству-
ют специализации студентов. Такие задачи удовлетворяют профессиональным
интересам студентов и вырабатывают те навыки построения математических
моделей, которые им понадобятся уже на старших курсах при решении более
сложных задач. Возьмем, например, книгу [1]. Она предназначена для специа-
листов, занимающихся автоматизацией химических производств, и полезна для
студентов старших курсов и аспирантов. Однако её можно читать лишь после
того, когда уже приобретены определенные знания математического моделиро-
вания.

Несмотря на всю важность таких задач, при их рассмотрении следует
соблюдать меру и не подменять изучение математики решением прикладных
задач. Такая позиция была бы вредной математическому образованию. Однако
пренебрежение ими приводит к формализму в преподавании [2].

Рассмотрим более подробно некоторые особенности преподавания мате-
матики на направлении подготовки «Химия» Горно-Алтайского государствен-
ного университета.

А. На четырехсеместровый курс математики отведено по плану 792 ч,
из которых 120 ч лекций. Учитывая сильную потребность кафедры химии и
МПХ в некоторых математических вопросах, преподавание математики на фа-
культете с 2014 года ведется с некоторыми изменениями, а именно: изложение
курса начинается с матричного исчисления и систем линейных алгебраических
уравнений. Затем идут векторы, системы координат; после этого излагается
аналитическая геометрия в векторной форме. Такое построение курса, на наш
взгляд, дает экономию во времени и способствует более прочному усвоению
темы «Векторы». Здесь же мы знакомим студентов с понятиями базиса, орто-
нормированного, правого и левого базисов. Эта часть курса читается с такой
ориентацией, чтобы подготовить студентов к изучению крайне необходимых им
тем: «Линейные пространства», «Основы тензорного исчисления» и «Основы
теории групп», которые придется изучать самостоятельно. Другими словами,
линейная алгебра и аналитическая геометрия излагаются примерно так, как
это предлагается в учебном пособии [3]. На эту часть курса отводится по плану
20 ч лекций и 56 ч практических занятий.
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Б. При изучении курса математики наряду с обычными примерами и за-
дачами рассматриваются задачи прикладного характера, где демонстрируются
способы построения математических моделей, соответствующих этим задачам.
Одни из них рассматриваются на лекциях, другие — на практических занятиях.
Можно также рассматривать их на консультациях.

Приведем в качестве примеров три задачи, относящиеся к темам «Иссле-
дование функций», «Определенный интеграл» и «Обыкновенные дифференци-
альные уравнения».

1. Нахождение максимальной скорости окисления окиси азота. Пусть
газовая смесь состоит из кислорода и окиси азота. Требуется установить, при
какой концентрации кислорода окись азота будет окисляться с максимальной
скоростью. Сделаем предположение, что реакция окисления практически необ-
ратима. В этом случае установлено, что скорость реакции выражается форму-
лой

v = kx2y, (1)

где x — концентрация окиси азота; y — концентрация кислорода; k > 0 —
константа скорости реакции.

Уравнение (1) обычно называют уравнением кинетики. Правая часть (1)
зависит от двух переменных. Однако если считать, что в любой момент времени
x+ y = 1 (уравнение материального баланса), то

v = k(x2 − x3).

Взяв производную и приравняв ее нулю, найдём стационарные точки x1 = 0,
x2 = 2/3. Исследовав их, получим, что максимальная скорость окисления будет
тогда, когда y = 0, 333 . . . , т. е. когда концентрация кислорода будет равна
33,3%.

Задачи подобного типа и относящиеся к теме «Приложения дифферен-
циального исчисления» можно найти, например, в книге [4].

2. Задача об инверсии1 сахара. Известен закон, что количество сахара,
инвертируемого в единицу времени, прямо пропорционально количеству его в
растворе. Пусть a — первоначальное количество сахара в растворе и требуется
установить, сколько его останется в растворе к моменту времени t1. Возьмём
произвольный момент времени t и обозначим количество сахара, которое ин-
вертируется к этому времени, через x. Считая, что за время dt реакция проте-
кает равномерно и количество сахара, инвертируемого за это время, равно dx,
согласно закону получим

dx = k(a− x)dt,

где k > 0 — коэффициент пропорциональности, или

dx

a− x
= k dt.

Если при t = 0 x(0) = 0, а при t = t1 x(t1) = x1, то можно написать

x1∫

0

dx

a− x
= k

t1∫

0

dt.

1Инверсия — это гидролиз сахарозы, сопровождающийся изменением направления враще-
ния плоскости поляризованного луча света раствором сахара.
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Отсюда
x1 = a(1 − e−kt1).

Количество же оставшегося в растворе сахара к моменту времени t1 бу-
дет

a− x1 = ae−kt1 .

3. Определение размера частиц по скорости седиментации2 в центри-
фуге. Оседание частиц происходит под действием силы тяжести P , которая с
учетом на потерю в весе по закону Архимеда равна

P = v(g− g0)g,
где v — объём частицы; g — плотность частицы; g0 — плотность среды; g —
ускорение силы тяжести.

Оседанию противодействует сила сопротивления среды

f = ku,

где k > 0 — коэффициент трения; u — скорость седиментации.
При стационарном режиме оседания соблюдается равенство

f = P

или
ku = v(g− g0)g.

Чтобы ускорить процесс седиментации, раствор помещают в центрифугу.

В этом случае в последнем уравнении необходимо u заменить на
dx

dt
, где x —

расстояние частицы от оси вращения, а ускорение g — на ускорение w2x, гдеw — угловая скорость. Таким образом,

k
dx

dt
= v(g− g0)w2x.

Получили обыкновенное дифференциальное уравнение с разделяющими-
ся переменными. Если считать, что x(0) = x0, а x(t1) = x1, то

ln
x1

x0

=
v(g− g0)

k
w2t1.

Согласно Стоксу, в предположении, что частицы имеют форму шара,
k = 6phr, где h — вязкость среды; r — радиус частицы. Отсюда

r =

√√√√√ 9h ln x1

x0

2(g− g0)w2t1
.

Много других задач на составление дифференциальных уравнений мож-
но найти, например, в книгах [4], [5], [6] и [7].

2Седиментация — оседание частиц.
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В. При изучении обыкновенных дифференциальных уравнений второго
порядка с постоянными коэффициентами рассматриваются, как правило, зада-
чи о колебаниях. В основном акцентируется внимание на том, что математи-
ческой моделью свободного, затухающего и вынужденного колебаний является
дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициента-
ми. Это даёт возможность в курсе физики не останавливаться на математиче-
ской стороне этих задач, а рассматривать более глубоко их специальную сторо-
ну.

Уместно привести и другую модель — задачу о диффузии, сопровожда-
ющейся химической реакцией. Известно, что моделью для этой задачи вообще
является дифференциальное уравнение второго порядка в частных производ-
ных. Если же принять некоторые ограничения, то моделью будет обыкновенное
дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициента-
ми и с заданными краевыми условиями, т. е. будет иметь место не начальная
задача Коши, а краевая.

Рассмотренные здесь примеры так же, как и многие другие, интересны
сами по себе. Но все же главная их ценность в том, что они дают возможность
студентам приобретать навыки математического моделирования. Более того, с
этими задачами и им подобными студенты встретятся на старших курсах, когда
им будут читать такие дисциплины, как «Химическая технология», «Физиче-
ская химия», «Cтроение вещества», «Квантовая механика и квантовая химия»,
«Физико-химические методы исследования» и др.

Г. Заканчивается курс математики теорией вероятностей и математиче-
ской статистикой. На эту часть курса отведено по плану 20 ч лекций. Особен-
ности изложения теории вероятностей и математической статистики состоят в
следующем. Во-первых, даётся классическое определение вероятности, так как
мы считаем, что аксиоматический метод при малом количестве часов является
нецелесообразным. Центральная предельная теорема Муавра–Лапласа прини-
мается без доказательства. Во-вторых, чтение лекций обязательно сопровожда-
ется рассмотрением по возможности наибольшего числа примеров. В-третьих,
строятся модели к следующим задачам: о размещении частиц (случаи Больцма-
на, Бозе–Эйнштейна и Ферми–Дирака), о примеси (определяется вероятность
того, что k частиц попадет в объём v). В-четвертых, строится эмпирическая
функция распределения, производится статистическая оценка основных пара-
метров распределения, т. е. математического ожидания и дисперсии, и, наконец,
рассматриваются элементы теории корреляции.

Д. При изучении связи математики с другими курсами, читаемыми сту-
дентам-химикам, было замечено одно немаловажное обстоятельство. Суть его
в следующем. Почти все математические модели, как правило, содержат па-
раметры и они, естественно, оказывают влияние на ход решения задачи и на
окончательный вывод. Поэтому вольно обращаться с ними нельзя, так как в
противном случае можно сделать неверный вывод. Рассмотрим один пример.

Моделью последовательных реакций является линейная треугольная си-
стема обыкновенных дифференциальных уравнений. Рассмотрим последова-
тельные реакции из двух веществ с концентрациями x и y соответственно.
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Система будет иметь вид

dx

dt
= −x;

dy

dt
= x− ky,

где k — параметр, выражающийся через константы скоростей реакций; x(0) =
= 1; y(0) = 0.

Из системы, учитывая начальные условия, находим

x = e−t; y =
e−t − e−kt

k − 1
.

Очевидно, полученный результат верен, когда k 6= 1. Однако рассмат-
риваемая задача имеет смысл и при k = 1. Это как раз соответствует тому
условию, когда константы обеих реакций равны между собой. Отсюда следу-
ет, что такие задачи необходимо рассматривать в общем курсе математики и
обращать внимание студентов на зависимость полученного результата от пара-
метров.

Надо признать, что задач с параметрами в существующих сборниках за-
дач крайне мало, а для тех, которые там приведены, предполагается чаще всего
формальное решение. Поэтому данные ответы при некоторых значениях пара-
метров не имеют смысла. Исключением является сборник задач и упражнений
[8]. Здесь даётся не только формальное решение уравнений, но и проводится
исследование каждого из решений.

Изучение курса математики завершается выполнением индивидуально-
го проекта, что позволяет развить и закрепить навыки в решении прикладных
задач, ориентированных на потребности специальных дисциплин, и в использо-
вании персонального компьютера. Работа служит также для проверки знаний
студентов по основным разделам математики.

Кафедрой математики и информатики Горно-Алтайского государствен-
ного университета ведется интенсивная работа по улучшению связи преподава-
ния математики с химическими дисциплинами. На сегодняшний день установ-
лены широкие научно-исследовательские и учебно-педагогические контакты ка-
федры математики и информатики с кафедрой химии и МПХ. Совместно была
разработана новая рабочая программа по математике, учитывающая изменения
в школьной программе и отражающая возросшие требования, предъявляемые
к математическому образованию химиков. Согласование рабочих программ и
методики изложения различных математических разделов было наиболее пло-
дотворной частью работы.

Отметим, что такие непосредственные контакты, в которых принимали
активное и заинтересованное участие профессор Анисимова Н. А., доценты
Больбух Т. В., Ларина Г. В., Майманова Т. М., оказались весьма полезными
— они позволили в ряде случаев лучше скоординировать содержание основ-
ных разделов курса и календарные планы их прохождения. Немало усилий по-
требовал анализ использования математического аппарата, методов обработки
результатов эксперимента и математических пакетов прикладных программ в
курсовом и выпускном квалификационном проектировании. По этим вопросам
тоже приняты определенные рекомендации.
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В заключение стоит сказать о колоссальной выгоде взаимного комплекс-
ного сотрудничества математиков и химиков в Горно-Алтайском государствен-
ном университете: ведь наша общая главная задача — подготовка высококва-
лифицированных специалистов для Республики Алтай и России, могущих со-
зидать, способных внедрять и использовать передовые технологии, опираясь на
современное химическое и прикладное математическое знание.
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ИЗУЧЕНИЕ НАУЧНЫХ ОСНОВ СОДЕРЖАНИЯ
ШКОЛЬНОГО КУРСА МАТЕМАТИКИ (АЛГЕБРА)

Колдунов А. В.
Российский государственный педагогический

университет им. А. И. Герцена
Санкт-Петербург

Koldunov A. V. Learning the scientific base of mathematics in school (algebra).

In the report a possible approach to the course from the title is presented.

В сообщении рассматривается один вариант построения педвузовского курса, указан-

ного в заголовке.

В тексте будут использованы следующие сокращения: через НО будет
обозначаться учебный курс “Научные основы содержания школьного курса ма-
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тематики”; через ФМ – фундаментальные математические курсы в педвузе; а
через ШМ – школьный курс математики.

1. ШМ состоит из двух частей: алгебраической (арифметика – алгебра
– начала анализа) и геометрической (пропедевтика геометрии – планиметрия
– стереометрия). Если учесть, что для алгебраической части арифметика иг-
рает роль длительной пропедевтики, то можно заметить, что обе части имеют
общее внешнее деление: пропедевтика – основное содержание – материал, сты-
ковочный с вузовскими математическими курсами. Это означает, что в НО эти
части должны быть также уравновешены. Но при этом нежелательно терять
специфику каждой из этих частей. Поэтому в сообщении будет рассматриваться
только алгебраическая составляющая НО.

Курс НО может быть построен по-разному. Но обычно каждый вариант
можно отнести либо к случаю движения материала от ФМ к ШМ, когда реалии
школьной математики погружаются в контекст ФМ; либо к случаю движения
от ШМ к ФН (когда ведётся поиск обоснования ШМ в терминах ФН). К сожа-
лению, часто существенные моменты для ФМ не являются таковыми для ШМ
(и наоборот). Тогда в первом случае ШМ рискует быть “раздавленным” самым
разумным обзором построений ФМ. Когда же во втором случае ФМ использу-
ются, в основном, для ссылок или терминологии, то оказывается, что весьма
затруднительно подобраться к содержанию ШМ с чем-либо, кроме официаль-
ной учебной программы.

В сообщении будет рассмотрена следующая модификация движения от
ФМ к ШМ: в ШМ выделяются крупные сегменты материала, для которых про-
водится анализ на основе ФМ. Эти сегменты могут выбираться из различных
соображений и могут (со временем) меняться. В этом сообщении в качестве
сегментов взяты числовые множества и функции.

В рамках НО происходит применение подходов, свойственных ФМ, к ма-
териалу ШМ. Поэтому не предполагается, что в НО появится существенно но-
вый для студентов материал. Но при этом было бы желательно привлечт внима-
ние студентов к вопросам, которые теряются на общем фоне ШМ или относятся
к “околопрограммным”. В данном случае берутся многочлены третьей степени
и нахождение их корней, а также вопросы комбинаторики.

2. Алгебраическая часть ШМ имеет своими исходными объектами мно-
жества натуральных, целых, рациональных и вещественных чисел.

В отличие от ШМ, в случае ФМ числовые множества строятся на основе
множеств, бинарных отношений, порядка или метрики. Поэтому бинарные от-
ношения (и соответствия) рассматриваются в первом параграфе, посвящённом
способам введения математических понятий. Поскольку в этом параграфе речь
должна пойти о множествах, то представляется естественным поместить здесь
и вопросы комбинаторики.

Во втором параграфе НО последовательно вводятся числовые множе-
ства. Причём это делается конструктивно, т. е. каждый раз на основе алгебра-
ических и порядковых процедур, применяемых к уже построенному числовоиу
множеству (или просто к множествам, как в случае построения натуральных
чисел). В этот же параграф целесообразно включить тождественные преобразо-
вания числовых выражений и выражений, содержащих переменные. А решение
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уравнений и неравенств удобнее поместить в третий параграф НО, где рассмат-
риваются функции, и рассматривать каждый тип уравнений или неравнств в
связи с соответствующим типом функций.

3. В третьем параграфе на основе бинарных соответствий вводятся отоб-
ражения. С помощью обратного бинарного соответствия вводятся обратные
отображения, причём это полезнее сделать двумя способами: а) поточечно опи-
сав строение обратного отображения; б) задав обратное отображение с помощью
двух суперпозиций. Это рассмотрение полезно завершить построением функции
корня n-ой степени.

Далее идёт обзор линейных и квадратичных функций, которые по сути
являются центром алгебраической части ШМ. В связи с этим полезно рассмот-
реть графики многочленов третьей степени и нахождение их корней.

Завершить этот параграф следует введением показательных функций на
основе определённых свойств. При изложении этого вопроса полезно начать с
анализа, т. е. с предположения, что функция с этими свойствами существует,
и найти её значения в рациональных точках (как это и делается в школьных
учебниках), а затем по монотонности продолжить функцию с рациональных
значений на всю вещественную ось.

С помощью обратной функции для показательной функции задаётся ло-
гарифмическая функция, и выясняются её характеристические свойства.

4. Высшая школа весьма заинтересована в хороших знаниях первокурс-
ников вопросов из стыковочного материала. Иначе студентам будет трудно вы-
держать быстрый рост материала, характерный для начала курсов высшей ма-
тематики. Причём важны их умения и навыки: вузы сами выберут формы и
уровень обоснования этих процедур, но предварительная осведомлённость пер-
вокурсников в этих вопросах весьма желательна и существенна для успешного
усвоения дальнейшего материала.

Для алгебраической части ШМ стыковым материалом являются решение
линейных систем 2 × 2 (в которых возможно убедительно ввести определите-
ли) и элементы дифференциального и интегрального исчислений, включаемые
в программы и учебники. Введение определителей порядка выше второго и
изучение теории пределов достаточно чётко разделяют школьную математику
и вузовскую математику.
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2014). The author introduces the qualitative indicators of the knowledge of secondary graduates
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Введены показатели качества знаний выпускников школы и сделаны их оценки в раз-

ные годы. Построена диаграмма, отражающая динамику изменения этих показателей с 1931 г.

по 2009 г. Выявлены факторы, предопределившие непрерывный рост качества образования в

период с 1931 г. по 1956 г. Объяснены причины резкого падения качества в период с 1956 г.

по 1960 г., обвального падения в 1978 г. и стагнации в настоящее время.
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«Настоящее есть следствие прошедшего»

Козьма Прутков

На всех математических конференциях сегодня обязательно выделяется
секция, посвящённая актуальным проблемам преподавания математики в шко-
ле и вузе. На этой секции участники говорят, в основном, о своих “инновациях”
(к примеру, о роли шахмат в повышении мотивации школьников к изучению
математики и пр.). И очень редко затрагивается наиактуальнейшая проблема
ужасающего падения качества знаний современных учащихся. Даже в недав-
но утверждённой Правительством РФ Концепции развития математического
образования в РФ эта проблема подменена проблемой “низкой учебной моти-
вации школьников и студентов” [1]. В данной статье приводится краткий ис-
торический анализ проблемы качества математического образования, который
проливает свет на причины настоящей его деградации. Полный и подробный
фактологический анализ проведён в монографии автора [2].

Оценки показателей качества. Главной характеристикой качества ма-
тематического образования является качество знаний учащихся и, прежде все-
го, выпускников общеобразовательной школы. Для количественной оценки это-
го показателя мы используем процент отличных и хороших отметок провероч-
ных работ (экзаменов, тестов) в различных выборках и называем такую оценку
кратко качеством-1. Процент отличных, хороших и удовлетворительных отме-
ток, который официально называется “процентом успеваемости”, мы называ-
ем качеством-2. Эти проценты до 1970-х гг. оцениваются приближённо (они
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показаны на рис. 1) путём сопоставления разных данных (результаты массо-
вых официальных контрольных работ, тестов, вступительных экзаменов в ву-
зы, международных исследований, экспертные оценки учителей, методистов,
преподавателей высшей школы) и учитывая их согласованность между собой.

После реформы, со второй половины 1970-х гг. трудность экзаменацион-
ных заданий и требования к отметкам стали резко снижаться. С этого времени
мы не можем достоверно оценить введённые показатели. Но можем установить
тенденции их изменения, в частности, по решаемости базовых типов заданий.

Поясним две оценки. Наиболее достоверная оценка сделана по результа-
там глобальной проверки знаний, проведённой методическим Сектором АПН в
1949 г. в 14 областях РСФСР. Сектором проанализированы 14193 работы и ре-
зультаты отражены в таблице [3, с. 6], из которой мы и вывели оценку качества-1
в 74%, взяв среднее значение процентов хороших и отличных решений разного
типа заданий по трём математическим предметам учениками IX–X классов.

Оценка качества-1 2009 г. сделана по выборке первокурсников МАДИ,
прошедших контрольное ЕГЭ-тестирование, проведённое преподавателями ин-
ститута [4 (2010, № 2), с. 42]. Этот процент (2,4%) согласуется с результатами
ЕГЭ по стране: “доля выпускников с хорошими (более 75) и, тем более, от-
личными (более 90) баллами ничтожно мала” [там же, с. 57]. Процент МАДИ
согласуется с результатами международного тестирования PISA–2009, – “про-
двинутым математическим мышлением и умением проводить рассуждения” об-
ладают 3,6% наших 15-летних школьников [4 (2011, № 3), с. 69].

Общая картина динамики качества знаний за 80 лет показана на
рис. 1. Диаграмма представляет, в сущности, вероятностную модель изменения
этого качества. Сделаем необходимые пояснения.

Ломаные построены по узловым точкам, соответствующим узловым го-
дам, для которых удалось обоснованно определить оценки показателей качеств-
1 и 2 (с 1937 г. до 1970 г.) и динамику их изменения (до 1937 г. и после 1970 г.).
Ломаные не являются графиками изменения этих показателей, – они совпадают
с графиками в узловых точках, а между этими точками представляют линейные
приближения хода графиков. Поэтому мы называем эти ломаные тенденциями.
Поскольку до 1937 г. и после 1970 г. мы не имеем необходимых оценок качеств-1
и 2, ход этой части тенденций показан пунктиром. Из рис. 1 видно, что возмож-
ные колебания оценок не влияют на направленность тенденций и, практически,
на их скорость.

Начинается диаграмма с 1931 г., поскольку статистических данных для
того, чтобы оценить показатели качества знаний выпускников школ 1920-х гг.,
нет.

Период 1918–1931 гг. это период первой “коренной” реформы школы,
“слома” традиций, поиска “инновационных” форм и методов обучения в идеоло-
гических рамках мифической “трудовой школы”. Этот “поиск” привёл к полной
хаотизации всей системы образования и к падению качества знаний учащихся
почти до нуля (как и сегодня).

Этот факт имеет официальное подтверждение: в 1930 г. “Главсоцвос ука-
зывал, что: ни с количественной, ни с качественной сторон знания поступающих
не соответствуют тем минимальным требованиям, которые к ним предъявляют-
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ся. Сплошь и рядом наблюдается отсутствие навыков в обращении с простыми
и десятичными дробями, в преобразовании алгебраических формул, в состав-
лении уравнений и решении геометрических задач и т. д.” [5, с. 130].

Рис. 1. Тенденции изменения качества математических знаний
школьников с 1931 по 2009 г.

1931–1937 гг. – период непрерывного и быстрого роста качества ма-
тематического образования и качества знаний выпускников школ страны. Он
проходил под знаком жёстко поставленной государством перед школой задачи
“подготовки для техникумов и для высшей школы вполне грамотных людей,
хорошо владеющих основами наук ” 1 [6, с. 157]. Задача эта была решена в фан-
тастически короткий срок – за 6 лет. И решена не на пути поиска “инноваций”,
а на пути возврата к традиции. Были восстановлены организационные формы
и методические принципы обучения русской гимназии. Введена предметная си-
стема обучения. Систематизированы, облегчены и сделаны стабильными учеб-
ные планы и программы. Восстановлен принцип единого стабильного учебника
(Киселёв–Рыбкин). Повышена требовательность к оценке знаний учащихся и
установлены единые нормы оценки. Поднят престиж учителя и повышена его
зарплата до средней по промышленности. Ужесточена ответственность управ-
ленцев всех звеньев. Проследить более детально за тем, как решалась эта клю-
чевая государственная задача, можно по Постановлениям ЦК 1931–1936 гг.
[6].

В результате грамотной, дружной работы учителей, методистов и управ-
ленцев государственная задача поднятия качества образования была к 1937 г.
решена. Директор МЭИ И. И. Дудкин: “В текущем году средняя школа дала
значительно лучше подготовленную молодёжь, чем в 1936 г. Это подтвержда-
ется материалами приёмных испытаний” [7 (1937, № 10), с. 41]. Этот вывод
делают и другие вузы, не только московские: “В целом подготовка выпускни-
ков десятилеток в этом году несравненно выше, чем в 1935 и 1936 гг.” [там же,
с. 48]. Анализ количественных результатов приёмных испытании 1937 г. [там
же, с. 41, 48; 7 (1936, № 2), с. 13–17] позволяет сделать оценки качества-2 в
24 %, качества-1 в 75 %, что и отражено на рис. 1.

1Здесь и далее мы будем в цитатах и в тексте выделять курсивом ключевые слова и фразы.
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1937–1956 гг. – продолжение роста качества. Проф. МГУ П. С. Моденов:
“Приёмные испытания (1947 г. – И. К.), . . . свидетельствуют о положительных
сдвигах в подготовке учащихся средней школы по математике за последний год
(заметное улучшение только за один год! – И. К.) . . . . Многие из предложенных
задач были блестяще решены абитуриентами. Это ещё раз свидетельствует о
том, что в наши вузы идёт талантливая и в большинстве своём отлично под-
готовленная молодёжь” [4 (1948, № 2), с. 15]. Через 9 лет, в 1956 г. методист
П. В. Стратилатов в статье, обобщающей опыт проведения экзаменов 1955 г. в
средних школах, заключает: “. . . знания учащихся по математике постоянно
повышаются. Это отмечают в с е авторы статей и материалы инспекторских
обследований работы школ” [4 (1956, № 2), с. 17]. Заметим, – после 1956 г. мы
никогда и ни от кого не услышим подобных оценок.

Период 1956–1978 гг. проходит под знаком менее чётко, но не менее
жёстко поставленной другой задачи, озвученной профессором А. И. Маркуше-
вичем в докладе на сессии АПН в 1949 г.: “повысить идейно-теоретический
уровень преподавания математики в средней школе” [4 (1950, № 1), с. 1].
Эта задача подменила задачу “улучшения качества обучения” и предопределила
обратный процесс выведения из обучения классических принципов методики,
разрушения выверенных длительным опытом программ и уничтожения понят-
ных учебников.

Процесс этот незаметно начат в 1949 г., когда в Объяснительную записку
к программе было вставлено: “программа по арифметике, не исключая совер-
шенно решение типовых задач, отводит им довольно скромное место, учитывая,
что в дальнейшем типовые задачи более сложных видов учащиеся будут решать
методом составления уравнений” [4 (1949, № 6), с. 5]. В VI классе в курсе ал-
гебры “рекомендуется, начиная с первой (?!) темы «Буквенные обозначения»,
решать уравнения и задачи на составление уравнений” [там же, с. 6].

Эта “скромная” рекомендация положила начало разрушению классиче-
ской методики обучения решению задач (сначала типовых арифметических) и
блокировке развития мышления учащихся. Через десять лет, к началу 1960-х гг.
учителя констатировали, что выпускники школ “совершенно не умеют решать
арифметических задач, а прибегая к решению их алгебраическим путём, часто
допускают ошибки в составлении уравнений” [4 (1964, № 1), с. 58].

В 1956 г. “реформаторами” был сделан второй решающий шаг, – из
школы-семилетки выведены учебники Киселёва, а из 10-го класса учебник Рыб-
кина. И уже в следующем 1957 г. министерская проверка фиксирует заметное
падение качества знаний [4 (1958, № 6), с. 91]. Новые малопонятные учащимся
учебники, что отмечали все учителя [4 (1957, № 4), с. 41, 42, 47, 57], нарушили
главное условие формирования качественных знаний – самостоятельную работу
с книгой, самостоятельное осмысление знаний.

Одновременно “реформаторы” начали разрушение классической органи-
зации урока. Они потребовали от учителей ликвидировать проверку домашней
работы учащихся и поставили неразрешимую задачу – чтобы материал уро-
ка был усвоен учащимися на самом уроке. В результате, учащиеся перестали
выполнять домашние задания, перестали самостоятельно работать дома, что
привело к дальнейшему падению качества знаний и ослаблению навыков.

В конце 1950-х гг. в Министерство стали поступать “жалобы вузов на
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недостатки знаний поступающих” [8, с. 38]. И к 1960 г. качество-1 упало до
20 %, в 3,5 раза. Заключение вузовских преподавателей: “хорошо подготов-
лена лишь пятая часть поступающих в вузы, процентов 40 имеют удовлетвори-
тельные знания, остальные не подготовлены” [4 (1961, № 4), с. 15].

Третий шаг – принятие в 1960 г. новой программы, новые принципы
которой: изучать десятичные дроби до обыкновенных; разгрузить алгебру от
сложных задач и примеров; упразднить отдельный курс тригонометрии; уси-
лить “функциональную направленность курса алгебры”; внедрить высшую ма-
тематику (производная и её приложения); усилить дедуктивность и логику в
геометрии [4 (1959, № 1), с. 41–51].

Результаты этих новаций оценивают вузовские преподаватели: “Основ-
ные недочёты в знаниях: формализм, слабая логическая подготовка, отсутствие
необходимых навыков в тождественных преобразованиях” [4 (1961, № 4), с. 15].

Десятилетие 1960-х гг. проходит для школы относительно ста-
бильно, что позволяет учителям как-то приспособиться к новым программам
и учебникам и, опираясь на привычную классическую методику, сохранять до-
пустимый уровень математических знаний учащихся.

Качество-2 продолжает снижаться и к концу 1960-х гг. опуска-
ется до 50 %: в 1969 г. в МГПИ “на письменной работе по математике было
отсеяно около половины поступающих” [4 (1971, № 2), с. 61]. Такие же результа-
ты в МГУ и в других, в том числе нестоличных вузах. “Реформаторы” игнори-
руют результаты “перестройки” 2 и продолжают настойчивую идеологическую
и организационную подготовку задуманной ими ещё в 1930-х гг. реформы.

1970–1978 гг. – реализация реформы–70 (будем так её называть),
слом всей методической системы отечественного образования, коренное изме-
нение программ и учебников. Результат – обвальное падение качества
знаний. Свидетельствует непосредственный участник реформы, академик РАО
Ю. М. Колягин:

“Всё встало на свои места при первом выпуске (в 1978 г. – И. К.) из сред-
ней школы «отреформированной» молодёжи, . . . среди учёных-математиков АН
СССР и преподавателей вузов началась паника. Было повсеместно отмечено,
что математические знания выпускников школ страдают формализмом; навыки
вычислений, элементарных алгебраических преобразований, решения уравне-
ний фактически отсутствуют. Абитуриенты оказались практически не под-
готовленными к изучению математики в вузе” [9, с. 200].

Период 1978–2009 гг. – годы закрепления результатов реформы–
70 и сползания качества знаний до нуля. Все эти годы все недостатки,
проявившиеся после реформы (формализм, логика, навыки) не исправлялись,
а сохранялись и усугублялись. Потому что “реформаторам” удалось под видом
“совершенствования” “порочных” программ и “недоброкачественных” учебников
(оценки Президиума ОМ АН СССР) удержать все свои основные идеи: “ин-
тегрированные” учебные курсы вместо цельных учебных предметов, суррогат

2Именно так называл А. И. Маркушевич и другие “реформаторы” то, что они делали со
школой за пятилетие 1956–1960 гг. Любопытна аналогия с пятилетней горбачёвской “пере-
стройкой”.
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высшей математики в программах, их запредельная перегруженность, аксио-
матика, схоластический формализм и абстрактность изложения в учебниках.

Сравнительный анализ (с 1981 по 1988 гг.) решаемости базовых экзаме-
национных заданий, проведённый преподавателями МАДИ, показал падение
качества-2 почти в два раза [4 (1989, № 2), с. 57]. То же подтверждали другие
вузы [там же, с. 42–43]. В 2013 г. результаты ЕГЭ по всей стране дают оценку
качества-1 менее 1 % [4 (2013, № 7), с. 33].

Сегодня фиксируется незнание студентами таблицы умножения, площади
круга и параллелограмма, неспособность складывать дроби и пр. Разлагаются
те крохи знаний, которые раньше имели “двоечники”. Поэтому этот период мож-
но назвать гниением нашего образования. К методическим факторам, запущен-
ным реформой–70, добавились социальные и организационные – непрерывная
дестабилизация работы учителей и её обессмысливание “процентоманией”, раз-
рушение дисциплины и труда учащихся идеей свободы личности, навязывание
школе ложных целей и методов (компьютеризация, информационные техноло-
гии, “развивающие” методики обучения, “вариативные” учебники, ЕГЭизация
“компетентностный подход” и пр., и пр.), рост бюрократизации и поддержа-
ние хаотизации непрерывной сменой установок, требований, форм отчётности,
и пр., и пр., и пр.

Реформа–70 отдаляется и отдаляется. И мы забываем, что обвальная де-
градация началась с этой реформы, и её идеология – исходная, коренная
причина непрекращающегося вот уже почти 60 лет падения качества мате-
матического образования (и школьного, и вузовского). Ложный принцип этой
реформы, – повышение научности, а на самом деле, псевдонаучности обучения,
– изгнал из учебников педагогику и методику, изгнал Ученика. Он ответствен за
деградацию мышления, а значит, и личности учащихся. Именно он привёл уча-
щихся к массовому отвращению от учёбы. Он породил государственную ложь
(так называемую “процентоманию”), которая заблокировала все возможности
исправления ситуации. Он запустил прогрессирующую коррупцию в сфере об-
разования. До сего дня наша школа живёт под тяжким бременем этой реформы.
И мало кто помнит и понимает истоки сегодняшних бед. Но забыв прошлое, не
понимая истинных причин и движущих сил, глупо надеяться на будущее.
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Different approaches to the classification of discontinuity points of function in a course of

mathematical analysis are considered.

Keywords: point of discontinuity, piecewise continuous function, elementary function,

one-sided limit.

Рассматриваются различные подходы к классификации точек разрыва функции

в курсе математического анализа.

Ключевые слова: точка разрыва, кусочно непрерывная функция, элементарная

функция, односторонний предел.

1◦. В большинстве современных учебников по высшей математике точки
разрыва функции делят на три категории: разрывы 1-го рода, разрывы 2-го
рода и устранимые разрывы. При этом в [1–16] устранимый разрыв считается
частным случаем разрыва 1-го рода, а в [17–27] — нет. Это расхождение в клас-
сификации точек разрыва функции не заслуживало бы отдельного обсуждения,
если бы эта классификация не использовалась в формулировках последующих
утверждений. Проанализируем, например, два определения в [17]:

• Точка a называется точкой разрыва 1-го рода, если в этой точке функ-
ция f(x) имеет конечные, но не равные друг другу правое и левое пре-
дельные значения1:

f(a− 0) 6= f(a+ 0). (∗)
1 Здесь и ниже формулировки из обсуждаемых учебников набраны курсивом.
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• Функция y = f(x) называется кусочно непрерывной на сегменте [a, b],
если она непрерывна во всех внутренних точках [a, b], за исключением,
быть может, конечного числа точек, в которых имеет разрыв 1-го рода
и, кроме того, имеет односторонние предельные значения в точках a
и b.

Из этих определений вытекает, что авторы этого учебника предлагают
считать, что функция y = sign x кусочно непрерывна, а её модуль — функция
y = |sign x| — нет.

Такая точка зрения на кусочно непрерывные функции представляется
крайне противоестественной. Думается, что и сами авторы этого учебника вряд
ли согласились бы с таким утверждением. Причина появления столь странного
логического следствия в неудачном подходе к классификации точек разрыва.
Отметим, что аналогичная несогласованность определений встречается и в дру-
гих пособиях (см., например, [18]).

К неприятным последствиям привело появление условия (∗) и в [26]. При
написании этого учебника его авторы решили изменить логически безупречное

Определение [9, стр.109]. Точкой разрыва первого рода функции f(x)
называется такая точка разрыва, в которой функция f(x) имеет левый и
правый пределы. Все остальные точки разрыва функции f(x) называются её
точками разрыва второго рода.

В новом учебнике это определение формулируется так:

Определение [26, стр.101]. Точкой разрыва первого рода функции f(x)
называется такая точка разрыва, в которой функция f(x) имеет левый и
правый пределы, не равные между собой. Все остальные точки разрыва функ-
ции f(x) называются её точками разрыва второго рода.

Из отредактированного таким образом определения вытекает, что x = 0
следует считать точкой разрыва 2-го рода функций y = |sign x| и y = x−1 sin x.
Такой же противоестественный вывод пришлось бы сделать и на основании
определения точек разрыва в [24, стр. 128]. В обоих случаях авторы учебни-
ков, очевидно, не просчитали всех последствий от введения в определение усло-
вия (∗).

Попытка использовать условие (∗) в определении точек разрыва 1-го ро-
да, но избежать появления возникающих при этом противоречий, приводит ино-
гда к не слишком удачным формулировкам. Вот, например, определение в [16]:

Различают точки разрыва: первого рода (когда существуют конечные
односторонние пределы функции слева и справа при x → x0, не равные друг
другу) и второго рода (когда хотя бы один из односторонних пределов слева
или справа равен бесконечности или не существует). . . . 2 К точкам разры-
ва первого рода относятся также точки устранимого разрыва, когда предел
функции при x → x0 существует, но не равен значению функции в этой точ-
ке.

Разрывать определение одного понятия поясняющими примерами — не
самое удачное решение. Такое определение плохо воспринимается и запомина-
ется. Кроме того, вторая часть этого определения фактически перечеркивает

2 В тексте учебника определения разделены поясняющими примерами.
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условие (∗), использованное в формулировке первой части определения. Тем
самым, составители пособия косвенно признают, что для идентификации точек
разрыва 1-го рода это условие не подходит.

С точки зрения автора настоящей статьи логичней и проще считать
устранимый разрыв частным случаем разрыва 1-го рода, а условие (∗) при
определении точки разрыва 1-го рода заменить условием существования конеч-
ных односторонних пределов f(a − 0) и f(a + 0). Указанные выше проблемы
при этом исчезают. Например, в [14] это сделано так:

Если функция f(x) не является непрерывной в точке x0, то говорят,
что в точке x0 функция f(x) разрывна, а точка x0 называется точкой раз-
рыва функции f(x)3.

Точка x0 разрыва функции f(x) называется точкой разрыва первого
рода, если существуют односторонние пределы функции f(x0−0) и f(x0+0)4.
Все прочие точки разрыва функции называются её точками разрыва второго
рода.

Точка разрыва первого рода, в которой f(x0−0) = f(x0+0) называется
точкой устранимого разрыва

С небольшими оговорками так же классифицируются точки разрыва
функции в [28] и в [29].

Отметим, что в защиту такого подхода говорит и используемая при клас-
сификации точек разрыва терминология. В противном случае устранимый раз-
рыв логично было бы именовать разрывом 3-го рода или разрывом 0-го рода.
Или полностью убрать числительные из терминологии и говорить об устрани-
мых, конечных, бесконечных и т. д. точках разрыва5.

2◦. Существуют и другие расхождения в классификации точек разрыва.
Так, в некоторых учебниках (см., например, [3, 30, 31]) требуется, чтобы в точке
разрыва функция была определена.

К недостаткам такого подхода можно отнести то, что

• Этот подход противоречит изложению этого вопроса, принятому сейчас в
большинстве учебников, в том числе и в школьных (см., например, [32]).

• При таком подходе возникает терминологический “вакуум” при описа-
нии свойств функций. Например, о поведении функций y = x−1, y =
= sin(x−1), y = arctg(x−1) и y = x−1 sin x в окрестности точки x = 0,
можно будет лишь сказать, что все эти функции в точке x = 0 не опреде-
лены. Чтобы объяснить разницу в поведении этих функций в окрестности
точки x = 0 и причину, по которой мы занимаемся исследованием этого
поведения, придётся строить громоздкие фразы “об исследовании пове-
дения функции при приближении к изолированным точкам дополнения
области определения функции”. Характерно, что даже сторонникам тако-
го подхода не всегда удается удержаться в рамках столь ограничительной
терминологии. Например, в [31] на стр. 192 читаем:

3 Автор этой статьи уточнил бы: Если функция f(x) определена в проколотой окрестно-

сти точки x0, но не является в этой точке непрерывной, то . . .
4 И здесь напрашивается уточнение: . . . конечные односторонние пределы . . .
5 Такую терминологию можно встретить, например, в [9].
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. . . поскольку функция ln |x| разрывна в нуле, . . .

что противоречит определению точки разрыва, приведенному в этом же
учебнике.

• Поскольку при таком подходе у элементарных функций точек разрыва нет
(см. также [33]), то у читателя может возникнуть впечатление, что точ-
ки разрыва являются редким исключением из правила, которое возможно
только в том случае, когда значение функции в какой-либо точке специ-
альным образом “испорчено”. Так, например, поведение функции в точках
разрыва разбирается в [30] на примере функций

y =

{
0, x 6= 0,

1, x = 0,
y =

{
1/x, x 6= 0,

0, x = 0.

По-видимому, из-за наличия указанных недостатков этот подход не полу-
чил широкого распространения в учебной литературе, и, кроме трёх указанных
выше монографий, автору не удалось найти других учебных пособий, придер-
живающихся такой классификации точек разрыва.

3◦. Необходимость унификации используемой в университетских курсах
и учебниках терминологии в настоящее время становится всё более очевидной
еще и потому, что все чаще при оценке эффективности работы вузов учитыва-
ются результаты тестирования остаточных знаний студентов. Так как тестовые
задания часто составляются не теми преподавателями, которые вели занятия в
данном конкретном вузе, то результат тестирования зависит не только от уров-
ня знаний студента, но и от того, насколько терминология теста близка к той
терминологии, которая использовалась в процессе обучения. А поскольку авто-
ры учебников используют зачастую взаимоисключающие подходы к термино-
логии, то составить тест, терминология которого не противоречила бы тому или
иному учебнику, бывает нелегко. Не всегда при составлении тестов эту пробле-
му удается обойти и тогда в неприятном положении оказывается обследуемый
вуз, его студенты и преподаватели.

Вот несколько примеров тестовых заданий на точки разрыва, которые
встретились студентам нашего вуза на сайтах http://www.nica.ru/ и
http://i-exam.ru/.

1. Точка x = 2 является точкой разрыва функции . . .

◦ y =
x2 − 3x

x2 − x− 2
◦ y =

ln(x− 3)

x2 − x− 2
◦ y =

arcsin x

x2 − x− 2
◦ y =

√
x2 − 3x

x2 − x− 2

2. Число точек разрыва функции y =
1

(x− 1)2(x+ 3)3
равно . . .

Как будут отвечать на эти тесты студенты, учившие математический ана-
лиз по учебникам [3, 30, 31]? Ведь в соответствии с терминологией, принятой
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в этих учебниках, у элементарных функций вообще точек разрыва нет. Вопрос
первого теста студентам может показаться провокационным, а на второй — они
вправе дать ответ — 0, который вряд ли будет оценен компьютером положи-
тельно.

3.
Для функции f(x) =

2x− 1

x2 − 4
точка x = −2 является точкой

◦ разрыва второго рода
◦ непрерывности
◦ разрыва первого рода
◦ устранимого разрыва

и тот же самый вопрос (в другом тесте) для функции

4. . . . f(x) =
5

4
2

x+2 − 1
. . .

У студентов, обучавшихся по учебникам [15, 18, 27], подобные вопросы
могут вызвать вполне законное недоумение, поскольку в этих учебниках нет ни
слова о разрывах 2-го рода, а в популярном учебнике Пискунова нет и устра-
нимых разрывов. Отметим, что студентам, обучавшимся по учебникам [1–16],
формулировка вопроса, вообще, должна была показаться странной, поскольку
устранимые разрывы их учили считать частным случаем разрывов 1-го ро-
да. Действительно, какой ответ они должны были бы дать в случае функции
f(x) = (sin(x+ 2)) /(x + 2)? Вряд ли правильный с их точки зрения ответ —
разрыв 1-го рода — будет зачтён компьютером.

В заключение автор этой статьи хотел бы высказать пожелание, чтобы со-
ставители новых учебников по высшей математике и математическому анализу
придерживались, по возможности, терминологии, принятой в [28], и поблагода-
рить доцентов кафедры математики ГУМРФ Войтко И. В. и Гулевича Н. М.,
обративших внимание автора на рассмотренную в статье терминологическую
проблему.
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ОБУЧАЮЩИЕ ПРИЕМЫ КОМПЬЮТЕРНЫХ ТЕСТОВ
ПО ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКЕ
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Lazareva E. G., Ustinova I. G. Teaching methods of higher mathematics compu-

ter tests. We consider the possibilities of an application of the computer tests for teaching of the

higher mathematics to the students. We describe the methods with the help of which the test tasks

of different types acquire learning orientation. Five types of the teaching tasks are analyzed.

Keywords: testing, learning test, higher mathematics teaching.

Рассматриваются возможности применения компьютерных тестов для обучения сту-

дентов высшей математике. Описаны приемы, с помощью которых тестовые задания различ-

ных типов приобретают обучающую направленность. Проанализированы пять типов обуча-

ющих заданий.

Ключевые слова: тестирование, обучающий тест, обучение высшей математике.

В настоящее время в России формируется новая система образования,
которая ориентирована на вхождение в мировое образовательное пространство.
Этот процесс влечёт изменения в технологиях обучения. В современных усло-
виях преподаватель ВУЗа не может (и не должен) уделять достаточно времени
для обучения каждого из своих студентов. С другой стороны, студент (особенно
первого года обучения) не всегда умеет определять самостоятельно, достаточно
ли хорошо он усвоил изучаемый материал и может ли в дальнейшем этот мате-
риал свободно применять. Для решения этой проблемы мы предлагаем приме-
нять компьютерное тестирование, которое направлено не на контроль знаний и
умений обучающегося, а на стимулирование его познавательной деятельности и
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разъяснение изучаемого материала. Согласно [1], с помощью тестов проверяет-
ся уровень итоговой подготовленности, посредством же применения заданий в
тестовой форме этот уровень создаётся. Следует отметить несомненный интерес
студентов к компьютерным заданиям в тестовой форме. Интеграция тестирова-
ний в учебный процесс способствует формированию навыков самостоятельной
работы студентов, ибо обучающийся сам определяет, когда, в какое время и
сколько времени он будет работать в электронной среде.

Внедрение в широкую практику информационно-коммуникационных
технологий требует изменений в учебном процессе, так как для формирования
компетенций у обучающихся необходимо создание учебных ситуаций, которые
могут быть реализованы в специальных средах, позволяющих преподавателю
задавать вектор процесса обучения, а так же контролировать процесс обуче-
ния. Так, на кафедре общей математики Томского государственного универси-
тета создан и используется в преподавании комплекс тестов по математическо-
му анализу [2, 3], в котором сделана попытка внедрить обучающие приемы в
тестовые задания. Этот комплекс подготовлен в программе “Айрен” [4], создан-
ной и впервые внедренной в учебный процесс ВУЗа в Уральском федеральном
университете [5]. Подробности применения комплекса обучающих тестов по ма-
тематическому анализу приведены в [6]. Статистическая обработка результатов
тестирований описана в [7]. Кроме того, в последнее время широко внедряется
в практику преподавания дистанционная сиcтема MOODLE [8]. Сотрудника-
ми кафедры общей математики подготовлены и внедрены в учебный процесс
два электронных курса MOODLE, также включающих в себя компьютерные
тесты обучающей направленности: “Математический анализ. Дифференцирова-
ние”, “Дифференциальные уравнения. Часть I”. На кафедре высшей математики
Томского политехнического университета внедрен электронный курс “Линейная
алгебра и аналитическая геометрия”. Таким образом, появляется необходимость
анализа обучающих приёмов и методов, используемых в тестовых заданиях по
различным разделам высшей математики, независимо от применяемой системы
тестирования.

Типы обучающих заданий, реализованные в тестах:
– задания, содержащие модификаторы;
– задания на классификацию и соответствие;
– задания, содержащие графические иллюстрации;
– задания, содержащие теоретический материал;
– задания, содержащие информацию о способе решения задачи.
Очевидно, что некоторые из указанных типов заданий могут и не иметь

обучающей направленности. В контрольных и диагностических тестах часто
используются задания данных типов. Поэтому сто́ит подробнее описать именно
обучающие приёмы, использованные при создании тестовых заданий.

Обучающие задания с модификаторами (изменяющимися числовыми па-
раметрами) составлены так, чтобы при неоднократном решении похожих зада-
ний студент мог бы выделить ту информацию, которая является определяющей
для получения правильного ответа на данное задание. Например:

Выберите из данных функций первообразные для f(x) = −8 sin(4x):
1) 2 sin(4x),
2) −4 sin2(2x),
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3) −4 cos2(2x),
4) 2 cos(4x),
5) 4 sin(2x) cos(2x),
6) −4 sin(2x) cos(2x),

7) среди предложенных вариантов нет верных.

Решая такое задание несколько раз, с разными числовыми параметрами,
и получая каждый раз оценку своего ответа, студент приходит к выводу, что
первообразная тригонометрической функции может быть записана по-разному,
она не единственна и для нахождения всех правильных ответов удобно восполь-
зоваться тригонометрическими тождествами. Задание даст ещё больше “пищи
для размышлений” студенту, если ему будут предлагаться функции f(x) раз-
личных типов, с несколькими первообразными и похожими на них дистракто-
рами.

Обучающие задания на классификацию и соответствие содержат ин-
формацию, способствующую их решению, или служат для отработки новых
теоретических понятий. Иначе такие задания превращаются в очень сложные,
которые не всегда подходят даже для контроля знаний. Например:

Используя геометрический смысл интеграла, распределите данные интегралы
на положительные, отрицательные и равные нулю:

1)

e∫

1

ln5 x dx; 2)

1∫

1/e

ln5 x dx; 3)

1∫

−1

x4e−x2
dx;

4)

1∫

−1

x5e−x2
dx; 5)

2p∫
0

sin5 x dx; 6)

2p∫p x sin5 x dx.

Очевидно, что если убрать упоминание о геометрическом смысле инте-
грала, то решение этого задания (при неправильном подходе) очень усложнит-
ся.

Вопрос на соответствие из темы “Системы линейных уравнений”:

Установите соответствие между термином и его значением.
1. Система линейных уравнений называется несовместной, если она . . .
2. Система линейных уравнений называется совместной, если она . . .
3. Система линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда . . .
4. Система линейных уравнений имеет единственное решение тогда и только

тогда, когда . . .
5. Система линейных уравнений называется определённой, если она . . .
6. Система линейных уравнений называется неопределённой, если она . . .
Предлагаемые ответы:
1) имеет множество решений,
2) не имеет решений,
3) ранг основной матрицы равен рангу расширенной матрицы и равен числу

неизвестных,
4) ранг основной матрицы равен рангу расширенной матрицы,
5) имеет хотя бы одно решение,

6) имеет единственное решение.
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При ответе на этот вопрос студент должен разобраться с определениями и кри-
териями, описывающими свойства систем линейных уравнений. В этом заклю-
чается ещё одна обучающая технология вопросов на соответствие и классифи-
кацию: возможность при ответе на один вопрос сравнить несколько математи-
ческих понятий, идей, методов или утверждений.

Обучающие задания, содержащие графические иллюстрации, несут в се-
бе визуальную информацию о решаемых задачах, которой, как правило, не хва-
тает ввиду дефицита учебного времени. Например, в задании
“Установите соответствие между данными степенными рядами и их кругами сходи-

мости в C” для указанных рядов предложены в качестве ответов нарисованные
на комплексной плоскости круги, а не их формальное описание.

В задании
“Дан график функции. Каковы свойства этой функции?”
Варианты ответов:
– не инъекция, не сюръекция;
– инъекция, не сюръекция;
– сюръекция, не инъекция;

– биекция.

функция задана только графически, без указания формулы. Это означает для
студента, что указанные свойства функции полностью вытекают из её графика.
Варианты ответов дают возможность разобраться сразу с тремя новыми поня-
тиями и их комбинациями. Кроме того, это задание с открытым ответом, т. е.
испытуемый должен сам вписать правильный ответ: новые термины требуют
особого внимания!

Обучающие задания, содержащие теоретический материал, не всегда
можно выделить из общей массы тестовых заданий. Но в некоторых заданиях
ясно даны ссылки на теорию, что стимулирует её освоение. Например:

Выберите правильное утверждение для ряда
∞∑

n=1

sin
2

n
:

1) ряд сходится;
2) ряд расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости;

3) необходимое условие сходимости выполнено, но ряд расходится.

Ясно, что, не зная, что такое “необходимое условие сходимости”, можно лишь
угадать ответ. Кроме того, здесь проявляется разница между необходимым
условием и критерием сходимости. Такие виды вопросов очень удобны при под-
готовке студентов к практическому занятию. Предполагается, что студент до
занятия разбирает лекционный материал и после этого отвечает на вопросы
теста по теории. Как показывает практика, занятия при такой организации
учебного процесса вести проще: нет надобности ещё раз напоминать основные
моменты лекционного материала.

Наконец, задания, содержащие некоторую информацию о способе реше-
ния задачи, которые фактически уже встречались. Приведём пример из теста по
аналитической геометрии. Структура вопроса, реализованного в MOODLE, со-
держит вложенные в текст варианты ответа. Результат ответа – связный текст,
содержащий информацию с правильно выбранными из окон [ ] вариантами.

Приведите уравнение линии y2 − 4x − 6y + 5 = 0 к каноническому виду. Это

уравнение определяет на плоскости [1) параболу 2) эллипс 3) гиперболу 4) окруж-
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ность]. [1) Центр; 2) Вершина] этой кривой в точке с координатами,[1) (−1; 3); 2)

(1;−3); 3) (−3;−1); 4) (3; 1)]. [1) Полуоси 2) Радиус 3) Ветви] этой кривой [1) вниз; 2)

вправо; 3) a = 4; b = 1; 4) влево; 5) r = 4; 6) вверх; 7) a = 4; b = 0; 8) r = 2].

Предлагая студентам наши тесты, мы подчеркиваем, что идёт процесс
обучения, мы не хотим сразу получить от них правильные ответы на все на-
ши вопросы, мы хотим научить наших студентов разбираться в том материале,
который они изучают. Поэтому, например, в задании “Установите соответствие

между данными функциями и их разложениями по формуле Маклорена 3-го поряд-

ка” добавлена фраза “Используйте стандартные разложения” и выписаны те раз-
ложения, которые необходимы для решения данного задания.

Таким образом, обучающие приемы, которые мы предлагаем применять
при составлении тестовых заданий, являются комбинацией вариативности за-
даний, повышения наглядности математической информации, использования
теоретических основ изучаемого предмета и указаний на конкретные методы
решения. Хотим в заключении подчеркнуть, что содержание и формы тесто-
вых заданий, предлагаемых студентам, не должны быть определены заранее и
неизменны. Наша практика применения тестирующих технологий в ВУЗе по-
казала, что обучающие тесты должны иметь авторское содержание, зависеть
от изменений не только в программе преподавания, но и в контингенте обу-
чающихся. Поэтому комплексы тестов должны развиваться, видоизменяться,
сохраняя определённое направление, в данном случае, обучающее.
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Melnikov Yu. B., Melnikova N. V. Investigation of mathematical objects as

model-polyads. We consider method of mathematical education based on investigation of mathe-

matical objects as a some type of system of models.

Рассматривается методика обучения математике, основанная на изучении математи-

ческих объектов как некоторых систем моделей.

В системном подходе принято, что с одной стороны, каждый объект
может быть представлен системой моделей, с другой стороны, он может рас-
сматриваться как модель или компонент модели других моделей. Под «моде-
лью» здесь мы понимаем систему из двух компонентов [3, 4]: I) модельно-
содержательного компонента, т. е. образа, в котором собственно отражены свой-
ства прототипа; II) интерфейсного компонента, обеспечивающего обмен ин-
формацией между прототипом и образом.

При этом разные модели могут описывать либо разные аспекты прото-
типа, либо обеспечивать разные представления одних и тех же особенностей
прототипа. Например, внешность человека может быть отражена с помощью
портрета (средствами живописи), с помощью скультуры, словесным описанием.
Все они отражают одну особенность прототипа. Применяются также модели,
отражающие другие аспекты: состояние здоровья отражается в медицинской
карте, уровень и характер профессиональной компетентности в виде дипломов,
сертификатов и других документов.
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В ситуации, когда существенно разные
модели отражают одни и те же осо-
бенности прототипа, между ними уста-
навливаются непосредственные связи. На
рис. 1 изображено представление прото-
типа моделями 〈I1, S1〉 и 〈I2, S2〉, где
I1, I2 — интерфейсные, S1, S2 — модельно-
содержательные компоненты, и формиро-

вание модели-диады [7]

A1︷ ︸︸ ︷
S1I12 S2︸ ︷︷ ︸

A2

, где I12 —
интерфейсный компонент.
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︸ ︷︷ ︸
A′

2

Рис. 1. Иллюстрация к понятию
«модель-диада».

Например, векторную алгебру можно представить в виде модели-
триады [5].
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Другой пример

элемента
векторно-символической
модели:

~a ⊥
(
~b− a~a)

(6; 8) = 2(2; 1) + (2; 6),
{

6 = 2 · 2 + 2,
8 = 2 · 1 + 6

{
cx = 2ax + bx,
cy = 2ay + by

Векторно-
геометрическая модель

Векторно-
символическая модель

Координатная
модель

В виде модели-полиады представлена линейная алгебра [5], значительная
часть математического анализа (задание функции, с одной стороны, формулой,
с другой стороны, графиком [6]), аналитическая геометрия, теория многочленов
(многочлен как алгебраическое выражение и многочлен, как функция) и т. д.

Представление объекта в виде модели-полиады позволяет в рамках од-
ного исследования применять возможности нескольких существенно различных
теорий и методов. Примером является доказательство теоремы о существова-
нии для любой симметричной матрицы A такой ортогональной матрицы T ,
что T−1AT = T tAT является диагональной матрицей. В этом доказательстве
рассматривается, с одной стороны, модель алгебра матриц, в терминах которой
сформулирована теорема, с другой стороны, алгебра линейных операторов, ин-
терфейсный компонент I12 между которыми основан на теореме о том, что
для линейного пространства размерности n с базисом Б функция, каждому
линейному оператору ставящая в соответствие матрицу этого оператора в ба-
зисе Б, является изоморфизмом алгебры линейных операторов на алгебру мат-
риц размерности n× n. В этом доказательстве, на первом этапе рассматрива-
ется линейный оператор Â, имеющий в некотором ортонормированном базисе
матрицу A. В силу симметричности матрицы A оператор Â является самосо-
пряжённым. Таким образом, осуществлен переход от алгебры матриц к алгеб-
ре линейных операторов. Теперь применяем аппарат алгебры матриц: для лю-
бого самосопряженного линейного оператора существует ортонормированный
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базис B евклидова пространства, состоящий из собственных векторов опера-
тора Â. После этого осуществим обратный переход: рассмотрим матрицу T
перехода из Б в базис B. Вновь вернёмся в алгебру операторов: рассмотрим
линейный оператор T̂ , имеющий в базисе Б матрицу T . Последний оператор
переводит ортонормированный базис Б в ортонормированный базис B, следо-
вательно T̂ является ортогональным оператором. Следовательно, сопряжен-
ный оператор T̂ ∗ совпадает с обратным оператором T̂−1, откуда T t = T−1. С
одной стороны, в ортонормированном базисе B матрица A′ оператора Â явля-
ется диагональной, с другой стороны, согласно теореме об изменении матрицы
оператора при переходе в другой базис (которую можно рассматривать как эле-
мент интерфейсного компонента I12) имеет место равенство A′ = T−1AT , что,
как показано выше, в данном случае совпадает с T tAT.

Использование моделей-диад, моделей-триад и других полиад хорошо ил-
люстрируется следующей аналогией: по ровной слегка шершавой вертикальной
стене даже очень сильный человек не сможет подняться высоко, а вот если ря-
дом находится другая стена, параллельная исходной, он, опираясь на эти стены,
может забраться на довольно большую высоту.

Не вдаваясь в детали, отметим, что систему S1I12S2 (см. рис. 1) мы на-
зываем моделью-диадой только в случае, когда модели I1S1 и I2S2 описывают
прототип «одинаково подробно», «с близкой точностью». Корректное описание
требует рассмотрение таких понятий как «адекватность модели», «характери-
стика адекватности», «корректность модели», «достоверность модели» и др.,
что выходит за рамки данной статьи.

Отметим следующие особенности обучения математике с использованием
представления математических объектов в виде моделей-полиад.

Во-первых, при изучении моделей-полиад особое внимание следует уде-
лять умению использовать интерфейсный компонент Iij, см. рис. 1, например,

правилу «вектор ~v имеет координаты (p, q) тогда и только тогда ~v = p~i+ q~j ».
Во-вторых, явное выделение компонент модели-полиады упрощает реа-

лизацию всех вариантов отношения к математическим результатам: а) как к
единице информации, которую необходимо запомнить и понять; б) как к объ-
екту, с которым мы будем выполнять некоторые действия: преобразовывать,
комбинировать с другими объектами, строить модели или искать прототипы и
др.; в) как к инструменту деятельности; г) как к цели деятельности. На-
пример, мы постарались реализовать эти варианты при изложении комплекс-
ных чисел как модели-квадриады в работе [5]. Компонентами этой модели яв-
ляются представление комплексных чисел 1) как многочленов a+ ib с до-
полнительным отношением i2 = −1; 2) как векторов комплексной плоскости;

3) как матриц вида

( a b
−b a); 4) как множество упорядоченных пар (a; b).

В-третьих, желательно обращать внимание на то, до какой степени об-
ратима информация, передаваемая с помощью интерфейса Iij , т. е. насколь-
ко адекватно она передается в обе стороны. Например, при задании числовой
функции1 в виде модели-диады, компонентами которой являются формула (на-
пример, f(x) = Φ(x), где Φ(x) — некоторое алгебраическое выражение от x) и

1Т. е. функции, отображающей M → R, где M ⊆ R.
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график, представленным в виде реального чертежа (а не абстрактного “множе-
ства точек”), следует иметь в виду возможную потерю информации или ее иска-
жение. Например, искажение информации обусловлено: 1) неустранимой по-
грешностью чертежа, связанной с ненулевой толщиной линий и особенностями
фактуры основы, на которой выполнен рисунок; 2) погрешностями чертежа,
которые вносят приборы, с помощью которых строится рисунок; 3) прибли-
женным характером численных вычислений значения функции и т. д. При
обмене информацией между моделями числовой функции, представленными
графиком и формулой, задающей эту функцию, теряется информация 1) о мас-
штабах единичных отрезков на осях координат; 2) о конкретном виде выра-
жения Φ(x), например, одна и та же функция задается и формулой y = x2 − 1,
и формулой y = (x− 1)(x+ 1), и формулой y = (x+ 1)(x− 1) и т. п.

Как показывают теоретические исследования и практика обучения, обу-
чение математике с выделением компонент моделей-полиад, рассматриваемых
в учебном курсе, имеет определенные достоинства. Например, появляется воз-
можность при изучении математики обучать математическому моделирова-
нию, не отвлекаясь от математического содержания на рассмотрение типовых
физических, экономических и других моделей за счёт использования математи-
ческих объектов не только в качестве образа, “моделирующего объекта” (модели
в традиционном понимании), но и в качестве прототипа, “моделируемого объ-
екта”. Как мы отметили выше, благодаря моделям-полиадам удаётся в одном
исследовании совмещать возможности существенно разных теорий и методов.
Понятие модели-полиады (даже без явной ссылки на термин) позволяет фор-
мировать конструктивное представление о таком популярном методе научной
и технической деятельности как отождествление разных объектов.

Реализация рассматриваемой методической идеи потребовала специаль-
ного учебно-методического обеспечения (например, [5, 6] и сопутствующих ма-
териалов: тестов, домашних заданий) и создания новых методик обучения или
адаптации уже известных методик.
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providing: economic and social and psychological aspects. Some moments of economic

and social and psychological aspect are considered development and applications of interactive

educational and methodical providing course of mathematics.

Рассматриваются некоторые моменты экономического и социально-психологического

аспекта разработки и применения интерактивного учебно-методического обеспечения курса

математики.

В последние годы электронные средства обучения (в частности, электрон-
ные обучающие ресурсы) находят всё более широкое применение. В целом их
применение приносит положительный результат, хотя далеко не всегда оправ-
дывает все ожидания преподавателей, разработчиков и администраторов, ор-
ганизующих процесс обучения. Далеко не всегда очевидны преимущества элек-
тронных средств обучения по сравнению с традиционными “бумажными” учеб-
никами. Более того, наличие этих преимуществ иногда оспаривается, и не всегда
безосновательно. В данной работе мы коснёмся управленческого и экономиче-
ского аспектов применения электронных средств обучения.

Управленческий аспект включает в себя вопросы управления учебной
деятельностью обучаемых, управления инфраструктурой и ресурсами системы
обучения, оценки и администрирования процесса обучения и его результатов.
Даже беглый обзор всех этих вопросов в рамках небольшой статьи невозможен,
например, вопрос признания результатов обучения (самообучения) в электрон-
ных системах обучения требует, в частности, учёта и изменения юридических
норм и правил. Поэтому ограничимся некоторыми моментами, относящимися к
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управлению деятельностью обучаемых и управления инфраструктурой.
Можно сказать, что теория и методика обучения в целом занимается во-

просами менеджмента, управления действиями обучаемых и педагога. В част-
ности, учебник должен включать в себя инструменты управления деятельно-
стью обучаемых [1], [4]. Электронные средства обучения предоставляют значи-
тельно более мощные и эффективные инструменты управления деятельностью
обучаемого, чем традиционные “бумажные” средства обучения. Именно поэтому
очень опасно смешение понятий “электронное пособие” (учебник) и “пособие в
электронной форме”. Однако реализация потенциала электронных средств обу-
чения требует от разработчика и преподавателя (даже если эти функции выпол-
няет один человек) хорошего (иногда виртуозного) владения соответствующим
компьютерными и педагогическими технологиями. Это сочетание наблюдается,
в основном, в среде преподавателей информатики, а среди математиков, физи-
ков и преподавателей других дисциплин такое сочетание встречается гораздо
реже. Привлечение IT-специалистов является весьма дорогостоящим мероприя-
тием. Один из вариантов решения этой проблемы состоит в привлечении студен-
тов к процессу создания обучающих ресурсов. В Уральском государственном
экономическом университете мы сделали это в форме инициативной лабора-
тории интерактивного учебно-методического обеспечения. В этом случае, как
показал наш опыт, можно управлять деятельностью студентов – членов лабо-
ратории – таким образом, что они параллельно с изучением учебного предмета
приобретают компетенции в области управления, планирования деятельности,
оценки моделей и результатов деятельности, её корректирования и т.п. Эти сту-
денты рассматривают учебный материал не только с позиции студента, но и с
позиций педагога и разработчика учебных материалов. Их отношения с педа-
гогом являются значительно более активными, чем у других студентов, что
особенно актуально для “младшекурсников”. Их критические замечания, поже-
лания (иногда даже в форме “мечты”), собственные варианты реализации идей
иногда побуждали нас пересмотреть некоторые свои представления и методиче-
ские установки, приводили к рождению новых идей. Преподаватель – разработ-
чик электронного учебно-методического обеспечения – в определенной степени
освобождается от некоторой рутинной деятельности (далеко не том объеме, ко-
торый требуется), что позволяет генерировать, реализовывать и апробировать
различные методические и технические идеи.

Например, в 2014–15 учебном году мы опробовали следующий вариант
организации самостоятельной работы студентов. Была разработана система ге-
нерирования индивидуальных домашних заданий в тестовой форме, причем
автоматическая проверка результатов их выполнения осуществляется с помо-
щью Java-скрипт, встроенных в файл формата pdf. Для этого был использован
пакет acrotex издательской системы LATEX. Файл с результатами выполнения
и протоколом автоматической проверки заданий студент сохранял, обновляя
исходный файл (эта возможность реализована в Acrobat Reader 11), после чего
полученный файл высылается преподавателю по электронной почте, указанной
в файле с заданием. Преподаватель просматривает протокол выполнения и про-
верки заданий и выставляет оценки вручную. При этом в заданиях реализованы
различные методические идеи, благодаря чему некоторые из них воспринима-
ются как “нестандартные”. Такая форма организации самостоятельной работы
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студентов, с ручным контролем имеет ряд преимуществ. Во-первых, имеется
возможность в одной работе сочетать тесты с автоматическим оцениванием и
задания, для которых необходима ручная проверка. Во-вторых, студенты пер-
вого курса нередко не решаются обращаться к преподавателю с вопросами или
не могут (например, в силу неорганизованности) выбрать время для общения
с педагогом. Как показал опыт, в нашем случае студенты, высылая полностью
или частично решенное задание, используют эту возможность задать вопрос и
получить ответ от преподавателя. В-третьих, использование единого формата
pdf и для учебника, и для файла с тестами упрощает организацию гиперссылок,
не требует установки дополнительного программного обеспечения, тем более,
что Adobe Reader, являясь бесплатной программой, уже установлен на многих
(видимо, на большинстве) компьютеров. В-пятых, формат pdf позволяет орга-
низовать гиперссылки на популярный формат html.

Рассмотрим экономический аспект применения электронных средств
обучения. Издание в “бумажном исполнении” учебного пособия или учебника
сопряжено с расходами на его печать и распространение (в частности, библио-
течное обслуживание). Для электронного пособия структура расходов суще-
ственно изменяется: во-первых, подготовка полноценного электронного учеб-
ника (а не учебника в электронной форме) требует значительно больших уси-
лий и, следовательно, большего расхода разнообразных ресурсов, во-вторых,
требуются средства на поддержание и развитие информационной системы (хо-
стинг, информационные сервисы, разработка и изменение дизайна и др.). Одна-
ко при правильной организации общий расход ресурсов на разработку, издание
и обслуживание электронных обучающих систем в итоге оказывается ниже по
сравнению с учебниками и пособиями в традиционной форме. В самом деле, во-
первых, следует учесть, что сейчас учебные заведения в любом случае тратят
значительные ресурсы на развитие и поддержку сайта вуза и информацион-
ных сервисов, и доля расходов собственно на администрирование электронного
учебно-методического комплекса не слишком велика. Во-вторых, по сравнению
с администрированием электронных учебно-методических ресурсов обслужива-
ние “бумажных” пособий и учебников требует расходов на содержание большой
библиотеки, восстановление книг, поврежденных в процессе использования или
утраченных по различным причинам, переиздание, связанное с корректиров-
кой содержания. В-третьих, электронные ресурсы значительно проще коррек-
тировать и развивать по сравнению с пособиями, учебниками, задачниками и
др., изданными в бумажной форме, причём внесение изменений не сопровожда-
ется перепечатыванием всего тиража. Последний пункт оказывается особенно
актуальным в связи с частыми изменениями учебных программ и периодиче-
ским переходом ко ФГОС нового поколения. В-четвёртых, при ориентации на
преимущественно электронные средства обучения снижаются расходы на из-
дание так называемых “рабочих тетрадей” и других одноразовых продуктов,
упрощается подготовка материалов для индивидуального использования, в том
числе с указанием ФИО и других необходимых данных конкретного студента.
В-пятых, издание литературы в бумажной форме требует либо обращения к
сторонним типографиям, либо создания и поддержания собственной типогра-
фии. При этом из-за неравномерности её загрузки иногда возникают задерж-
ки с изданием необходимой литературы. Последний фактор для литературы в
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электронной форме несущественен.
Отметим, что для электронных учебно-методических материалов задача

логистики радикально упрощается, поскольку организация доступа потреби-
теля к печатной продукции требует значительных ресурсов библиотеки и/или
организации взаимодействия с торговыми сетями. Доступ к электронным ре-
сурсам осуществляется через Интернет или локальную сеть вуза, имеются раз-
витые инструменты регулирования доступа, значительно упрощается задача
оперативного корректирования материала и его апробирования до официаль-
ной публикации, что положительно сказывается на качестве учебной литера-
туры. Отличительной чертой грамотно сконструированного учебного пособия
является использование разнообразных средств управления деятельностью обу-
чаемых. В этом отношении электронный учебник и электронное пособие предо-
ставляет автору значительно большие возможности по сравнению с пособием “в
бумажном исполнении” за счёт удобной навигации, упрощения поиска, регули-
рования предоставления информации (например, постепенное появление частей
формулы или других фрагментов текста в соответствии с логикой, выбранной
автором), быстрого доступа к материалам из обширной базы и др. В частности,
предметный указатель для электронного пособия уже не является обязатель-
ным элементом в связи с возможностью контекстного поиска во всем доку-
менте. Полноценный электронный обучающий ресурс насыщен гиперссылками
для перехода, например от практической части к теоретической, для актуали-
зации необходимых знаний для выполнения учебного задания, для обращения
к источникам, в которых подробно освещается использованное в тексте поня-
тие, свойство или другой результат. В печатных пособиях данная возможность
реализована по средством списка литературы, соответствующих сносок и пред-
метного указателя. Однако получение необходимого литературного источника
в бумажной форме обычно связано, как минимум, с посещением библиотеки, а
иногда и с использованием межбиблиотечного абонемента, с соответствующими
потерями времени. Значительный расход ресурсов требуется от учебного заве-
дения и от обучаемых для закупки оборудования и его технической поддерж-
ки при использовании электронного учебно-методического пособия во время
аудиторных занятий и при самостоятельной работе даже в случае использова-
ния бесплатного учебно-методического обеспечения (лично мы ориентируемся
на издательскую систему LaTeX и Adobe Reader 11): необходим персональ-
ный компьютер или ноутбук (иногда можно обойтись планшетом), проектор,
экран, системы затемнения (например, жалюзи на окнах), программное обес-
печение. Вместе с тем, использование грамотно подготовленного электронно-
го пособия, позволяющего реализовать активные методы обучения, значитель-
но повышает эффективность обучения при одновременном облегчении работы
преподавателя и обучаемого, в частности, за счёт освобождения от рутинной
непроизводительной деятельности (например, воспроизведении на доске гро-
моздких выкладок и выполнения рисунков вместо работы с учащимися или
студентами), быстрого переключения на другой материал, использования раз-
личных средств управления деятельностью обучаемых и т. д. Использование
электронных учебно-методических пособий, при использовании на подготови-
тельных курсах для абитуриентов и школьников так же может повысить инте-
рес к данному учебному заведению, так как в процессе работы с электронными
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учебно-методическими пособиями повышается продуктивность занятий и повы-
шается уровень подготовки за счёт повышения эффективности самоподготовки
с использованием разработанных электронных учебно-методических пособий.
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Sangalova M. E. E-portfolio as an instrument for organizing training mathema-

tical logic. This paper describes the experience of using technology portfolio in teating mathemati-

cal logic. Advantages and disanvantages of doing portfolio on paper and electronic storage medium

is revealed. Prospects of e-portfolio as a tool for organizing the work of students is presented.

В статье описывается опыт использования технологии портфолио в обучении матема-

тической логике. Выявлены плюсы и минусы ведения портфолио на бумажном и электронном

носителе. Представлены перспективы электронного портфолио как инстумента организации

работы студентов по освоению курса.

На современном этапе развития образовательной среды высшей школы,
характеризующемся внедрением компетентностного подхода достаточно остро
стоит проблема организации обучения. Она выражается, прежде всего, в поис-
ке новых и адаптации традиционных средств, приемов, методов и технологий
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обучения к его целям, отраженным во ФГОС. Актуальным является поиск ин-
струментов, посредством которых возможно организовать интерактивное взаи-
модействие всех субъектов процесса обучения, обеспечить формирование ком-
петенций студентов и их аутентичную оценку. Достаточно очевидно, что при-
менение современных технологий обучения уже невозможно вне сетевого взаи-
модействия. Также описанная проблема приобретает особое звучание именно в
обучении математическим дисциплинам. Это обусловлено тем, что преподава-
емый материал представлен преимущественно определениями, теоремами и их
доказательствами, задачами, математическими моделями.

Поэтому задачей данного исследования является выявление возможно-
стей технологии портфолио (в том числе и электронного портфолио) для орга-
низации обучения математической логике.

Существуют различные трактовки термина электронное портфолио. Так,
например, под ним понимается “эффективное средство сетевого взаимодействия
преподавателей, студентов, администраторов, вовлеченных в работу над ним”
[1], “форма представления на электронном носителе и процесс организации об-
разцов и продуктов учебно-познавательной деятельности студента, который
связывает отдельные аспекты его деятельности в полную картину” [2]. Важные
характеристики данного термина раскрыты в следующем определении. Техно-
логия портфолио – это система фиксирования, накопления и аутентичного оце-
нивания индивидуальных образовательных результатов студента в определен-
ный период его обучения [3]. Итак, объединяя ключевые моменты рассмотрен-
ных трактовок, электронное портфолио можно определить как инструмент
организации интерактивного обучения посредством сетевого взаимодействия и
аутентичного оценивания его результатов. Ниже будут рассмотрены плюсы и
минусы ведения портфолио на бумажном и электронном носителе.

С 2012 года обучение математической логике студентов направления под-
готовки Педагогические образование профили Математика и Физика (квалифи-
кация бакалавр) проводилось в активных методах. Для этого использовались
технология развития критического мышления через чтение и письмо [4] и техно-
логия портфолио [5]. На первом занятии студентам предлагалось вести учебное
портфолио по курсу, обсуждались возможные рубрики и совместно вырабаты-
вались критерии оценки портфолио. Каждый студент формулировал личную
цель и задачи изучения математической логики и соответствующую цель ве-
дения портфолио. Работа над портфолио носила проективный и непрерывный
характер. После каждого занятия рубрики портфолио пополнялись, корректи-
ровались. Вводились новые рубрики, если это было необходимо для студента
исходя из поставленных им целей. По завершении прохождения курса студен-
ты представляли к защите портфолио на бумажном носителе. Оно состояло
из титульного листа, содержания, рубрик с материалами, отражающим про-
цесс и результаты освоения дисциплины студентом, трансферного листа. Коли-
чество рубрик могло варьироваться, обязательными же являлись четыре руб-
рики: “Теоретический монолог”, “Рабочие материалы”, “Что бы это значило?”,
“Размышления о занятии”. В первую из них помещались материалы, авторство
которых не принадлежало студенту (раздаточные материалы, тексты лекций
и т. п.), во второй размещались работы, выполненные непосредственно студен-
том или группой студентов (тестовые, контрольные, самостоятельные, твор-
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ческие работы), в третьей организовывался глоссарий дисциплины, последняя
же рубрика была рефлексивной. Темы других рубрик могли быть самыми раз-
личными, например, “Мои достижения”, “Стимулы к учёбе”, “Это интересно”,
“Вопросы, оставшиеся без ответа”.

Анализируя накопленный опыт можно отметить следующие достоинства
использования технологии портфолио: 1) она обеспечивает организацию актив-
ной самостоятельной работы по предмету; 2) является эффективным средством
самоорганизации и самооценки студента, обеспечивает планирование работы; 3)
по портфолио можно оценивать не только результат, но и процесс освоения кур-
са и развития компетенций обучаемого; 4) позволяет видеть достижения (а не
ошибки!) студента через накопление; отслеживать процесс понимания матери-
ала. Таким образом, можно выделить основные функции технологии порт-
фолио. 1. Функция мотивации. Так как общая цель портфолио – демонстрация
прогресса, следовательно, данная технология мотивирует студентов к достиже-
нию некоторых результатов. Также у студентов вызывает интерес нетрадицион-
ная для математических дисциплин форма организации обучения. Привлекает
возможность самопрезентации, творческий характер работы. Освоение совре-
менных педагогических технологий представляет интерес для будущих учите-
лей. 2. Функция планирования. Данная функция проявляется в определении
студентом рубрик и их наполнения в зависимости от поставленных личных це-
лей и задач освоения дисциплины. Также студент планирует свою работу в
соотнесении с выработанными критериями оценки портфолио, т. е. стремится
представить материал на выбранном уровне. 3. Функция организации деятель-
ности. Сама структура портфолио способствует организации. Материал каждо-
го занятия перерабатывается для распределения по рубрикам портфолио. Так-
же привлекается и анализируется новый материал из различных источников.
4. Функция коммуникации. Заполнение портфолио побуждает студента само-
стоятельно анализировать информацию, формулировать выводы, а также вза-
имодействовать с другими студентами группы и преподавателем. Для защиты
портфолио студенты готовят устный доклад о своей работе. 5. Функция оцен-
ки. Портфолио позволяет получить как количественную, так и качественную
оценку. За счёт датированности всех элементов портфолио позволяет видеть
прогресс студента в достижении поставленных им задач по освоению курса.
Портфолио может использоваться для самооценки, взаимооценки, оценки пре-
подавателем, администрацией, сторонними экспертами. 6. Функция рефлексии.
Эта функция может быть также определена как функция саморазвития. В со-
ответствующей рубрике студенты описывают и анализируют не только свою
деятельность на занятиях, но и работу преподавателя, осуществляют оценку
понимания материала, своей роли в работе группы.

Однако ведение портфолио на бумажном носителе не лишено недостат-
ков, которые определяют существенные ограничения функций данной техно-
логии – ограничения носителя. Так как портфолио в этом случае представля-
ет собой папку с бумагами, то такими недостатками являются: 1) неудобство
хранения и перемещения; 2) для внесения исправлений приходится переписы-
вать, либо заново распечатывать части, подвергшиеся корректировке; 3) воз-
можность механического повреждения или утраты материалов; 4) неизбежные
материальные затраты на канцтовары. Понятно, что эти неудобства понижают
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мотивацию студентов к работе с портфолио. При проведении текущего кон-
троля и диагностики понимания материала некоторые учащиеся могут забыть
портфолио (или часть материалов), поэтому возможно нарушение взаимодей-
ствия преподавателя со студентами. Негативную роль указанные факторы иг-
рают и при осуществлении консультационной поддержки работы с портфолио.

Стремление нивелировать указанные минусы и расширить спектр воз-
можных форматов представления материала в портфолио приводит к необхо-
димости его ведения на электронном носителе. Здесь портфолио может пред-
ставлять собой архив с папками, соответствующими рубрикам. Материал может
быть как текстовый, так и графический, включать электронные таблицы Excel,
диаграммы, графики, презентации PowerPoint, видеоклипы. Возможно и все
портфолио организовать как документ формата doc, docx, pdf, rtf и т. п., либо
как презентацию PowerPoint. Портфолио хранится на компьютере или внешнем
носителе. Для взаимодействия с преподавателем (консультации, диагностика,
контроль) студент предоставляет портфолио или его части по электронной по-
чте, что даёт экономию аудиторного времени. К ограничениям носителя в этом
случае относятся разнообразные по своей причине отказы оборудования, пере-
бои с электроэнергией.

Ведение портфолио на электронном носителе действительно привело к
устранению недостатков, присущих бумажному носителю и в значительной ме-
ре позволило устранить указанные ограничения функций портфолио. Возмож-
ности студентов при реализации своих познавательных потребностей и потреб-
ностей к саморазвитию стали значительно шире. Это выразилось: 1) в расшире-
нии диапазона привлекаемых средств представления, анализа и систематизации
материала; 2) студентам стало легче вносить изменения в портфолио 3) вви-
ду использования электронной почты возросла доступность консультационной
поддержки. При использовании технологии электронного портфолио студенты
более активно работают над сбором и анализом дополнительного материала по
предмету, причем двигаются в направлении своих интересов. Также учащиеся
самостоятельно находят, либо составляют задачи и решают их. В работах сту-
дентов получают свое развитие идеи, прозвучавшие на аудиторных занятиях.
Например, упоминалось о связи математической логики с алгеброй, геометри-
ей, информатикой, педагогикой и психологией. В портфолио одного из студен-
тов появилась рубрика “Параллельные миры”, где подробно рассмотрены эти
связи, также проведены исследования “Изоморфные модели булевых алгебр”,
“Различные методы решения уравнений теории множеств”. Т. е. использование
компьютера привело к качественным изменениям и вывело технологию порт-
фолио на новый уровень – уровень информационно-коммуникационной техно-
логии. Однако не удалось полностью решить проблему надежности хранения
материалов и мобильности взаимодействия студент–преподаватель. Консуль-
тации, например, получали в первую очередь те учащиеся, которые задавали
вопросы, активно работали с портфолио. Но сильнее нуждались в них более
слабые студенты, которые не могли сформулировать суть своих затруднений.

В настоящее время наиболее перспективной представляется организация
работы, при которой студенты создают портфолио в специально отведенном
разделе сайта университета. Для этого они записываются на соответствующий
электронный курс и получают индивидуальный пароль. Размещение портфолио
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на сайте обеспечивает его сохранность вне зависимости от возможных сбоев в
работе и повреждений компьютеров и внешних носителей информации. В этом
случае использование технологии электронного портфолио как инструмента ор-
ганизации процесса обучения способствует его открытости. Открытость обуче-
ния проявляется в следующих направлениях.

1. Доступность. Студент и преподаватель имеют доступ к портфолио в
любое время и в любом месте (в пределах доступности сети Internet). Препода-
ватель может анализировать процесс заполнения рубрик портфолио, и оказы-
вать консультационную поддержку по мере необходимости каждому студенту.

2. Направленность на личность. Электронное портфолио может рассмат-
риваться как личный учебный проект студента, таким образом, оно реализует
направленность обучения на личность, её саморазвитие в рамках учебной дис-
циплины.

3. Информационность. В процессе создания портфолио студенты актив-
но используют различные Internet-ресурсы, причём как для внешнего оформ-
ления, так и для внутреннего наполнения рубрик портфолио.

4. Сотрудничество. Изменение характера отношений преподаватель–сту-
дент выражается во взаимодействии, совместной плодотворной работе в фор-
мате электронного портфолио. Причем полученные результаты являются зна-
чимыми не только для студента, но и для преподавателя, могут оцениваться
другими студентами, преподавателями и представителями администрации.

5. Гибкость. Электронное портфолио студента динамично, оно постоянно
находится в процессе изменения, ставятся новые задачи и цели, появляются
новые ориентиры.

Электронное портфолио является информационной технологией, позво-
ляющей осуществлять дистанционное взаимодействие при любой форме обу-
чения (очной, очно-заочной и заочной). Для преподавателя портфолио – это
действенный инструмент организации процесса обучения и аутентичного оце-
нивания. Для студента же – это мощный инструмент самообразования, само-
оценки и саморазвития.
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Hodot T. G., Maslova Yu. V. Adaptation of first-year students mathematical

faculty of RGPU of A. I. Herzen to studying of profile disciplines on the example of

geometry. We list the main difficulties of learning of profile disciplines for first-year students from

the Faculty of Mathematics of Pedagogical University. We give examples of exercises which we use

to help students with adaptation to educational process, and the comment on work with them.

Перечисляются основные трудности изучения математики, с которыми сталкиваются

нынешние первокурсники математического факультета педагогического университета. При-

водятся примеры упражнений, которые мы используем, чтобы помочь студентам в адаптации

к учебному процессу, и комментарии по работе с ними.

Подготовка к обучению в вузе школьников и первокурсников традици-
онно осуществляется через организацию различного рода специальных курсов.
Примеров таких курсов можно привести много, в том числе и из практики мате-
матического факультета ЛГПИ–РГПУ им. А. И. Герцена. Они могут включать
как повторение школьного материала с некоторыми акцентами, необходимыми
для дальнейшего обучения в вузе, так и пропедевтику новых понятий будущих
разделов математики.

Важно отметить, что в последние годы у первокурсников на объектив-
ные трудности изучения математики на новом для них уровне накладываются
и другие, являющиеся следствием многих факторов современного состояния
школьного образования и общества в целом.

На кафедре геометрии РГПУ ведётся работа по созданию адаптивной
методики, которая способствовала бы преодолению возникающих у студентов
сложностей при изучении вузовской математики.

На основании накопленного опыта работы из теоретического материала
курса “аналитическая геометрия”1 были выделены следующие ключевые поня-
тия, освоение которых обычно вызывает у студентов наибольшие затруднения:

1По учебному плану студенты, обучающиеся по направлению Педагогическое образование,
изучают в первом семестре аналитическую геометрию.
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– взаимно-однозначное соответствие,
– различные системы координат и связи между ними,
– уравнение фигуры: определение и вывод уравнения фигуры, заданной сво-

ими геометрическими свойствами,
– координаты вектора, действия с векторами: определения и применение к

решению задач,
– теоремы о задании прямой на плоскости и плоскости в пространстве –

прямая и обратная,
– равносильность различных определений кривой второго порядка,
– определения поверхностей второго порядка и исследование их формы с

помощью сечений плоскостями, параллельными координатным плоскостям.
Также стало очевидно, что многие проблемы напрямую или косвенно свя-

заны с тем, что нынешние первокурсники в большинстве своём не умеют ра-
ботать с текстом (задачи, теоремы, доказательства, написанного в лекционных
тетрадях или изложенного в учебной литературе), а именно:

– при чтении текста, в котором содержатся распространённые предложения
с причастными оборотами или придаточными предложениями, многие студен-
ты не умеют установить связи между словами и потому не понимают смысла
высказывания;

– даже в недлинном тексте, в котором нет сложных предложений, им бы-
вает трудно выделить главную мысль и установить смысловую и, тем более,
логическую связь между частями текста;

– студенты с трудом излагают не только свою мысль, но и мысль, кем-то
только что сформулированную, обсуждённую в аудитории и разобранную;

– студенты не могут (не умеют) организовать свою самостоятельную работу.
Проведённое тестирование2 первокурсников, поступивших на математи-

ческий факультет в 2014 году, показало следующие результаты: из 18 возмож-
ных баллов

• 13–15 баллов заработало 9% испытуемых;
• 9–12 баллов заработало 33% испытуемых;
• 6–8 баллов заработало 29% испытуемых;
• менее 6 баллов заработало 29% испытуемых.

Таким образом, около 58% учащихся не справились и с половиной зада-
ний.

Для того чтобы помочь студентам в адаптации к учебному процессу, в
первом семестре текущего учебного года в программу 1 курса был включён
факультатив “Решение геометрических задач” (2 часа в неделю). В рамках это-
го факультатива мы уделили большое внимание не только решению задач, по
своему содержанию и методам решения приближённых к школьным, но и:

• работе с логикой построения математических высказываний;
• взаимосвязи прямых и обратных утверждений;
• чтению и пониманию математического текста, изучаемого на лекциях и

практических занятиях.

2Содержание теста приведено в Приложении.

176



Приведём примеры упражнений, которые мы использовали на факуль-
тативе, и в некоторых случаях комментарии по работе с ними.

1. Из предложенного списка слов и словосочетаний составьте верное утвер-
ждение и верное обратное к нему: “серединный перпендикуляр”, “центр”,
“является”, “описанная окружность”, “сторон”, “точка пересечения”, “тре-
угольник”, “около”.
Комментарии. Из них можно составить, как минимум, три верных утвер-
ждения: “точка пересечения серединных перпендикуляров сторон тре-
угольника является центром описанной около треугольника окружности”,
“центром описанной около треугольника окружности является точка пе-
ресечения серединных перпендикуляров сторон треугольника” и “центр
описанной около треугольника окружности является точкой пересечения
серединных перпендикуляров его сторон”. Некоторые студенты не могут
определить, какое из утверждений: второе или третье – является обрат-
ным к первому. При обсуждении решения этой простейшей задачи, под-
чёркиваем, что изменить порядок слов в предложении – это ещё не значит
получить утверждение, обратное к данному. Для ответа на вопрос бывает
полезно найти в предложении подлежащее и сказуемое и переформули-
ровать утверждение, используя связки союзов “если . . . , то . . . ”.

2. Дан небольшой математический текст (содержащий понятия, изучение
которых обычно вызывает затруднения у студентов, их мы перечисляли
раньше).

А. Ответьте на вопросы: О чём этот текст? Какова главная мысль?
Сформулирована ли в нём теорема (задача)? Прочитайте её форму-
лировку. Расскажите своими словами, в чём она состоит. Есть ли в
тексте её доказательство? Проверьте себя: знаете ли вы определе-
ния тех понятий, которые входят в формулировку теоремы. В случае
необходимости обратитесь к учебнику или лекционной тетради.

Б. Разбейте по смыслу текст на части. Объясните принцип своего раз-
биения. Отметьте, где в предложенном тексте определение, пример,
теорема, наводящие соображения, доказательство теоремы и т. п.

В. Запишите подробно и кратко условие и заключение теоремы. Со-
ставьте план доказательства, разбив предложенное в тексте доказа-
тельство на части. Запишите этот план, оставив место для подробной
записи необходимых рассуждений.

Г. Попробуйте самостоятельно сформулировать и доказать рассмотрен-
ную теорему. Что не получается? Почему? Непонятно или забыли?
Вернитесь сначала к логике рассуждений, а затем – к самому рас-
суждению.

Д. Сформулируйте и запишите, что именно вызывает затруднение: сами
понятия или связи между ними. Работая в группе, найдите ответы
на возникшие у вас вопросы.

Е. Отметьте, что в тексте “я знал раньше”, “я не знал, но понял”, “я не
знал и не понял”, “меня удивило”.

Комментарии. Тем, кто разобрался со всеми трудностями прочитанного
текста, предлагается к следующему занятию подготовить сообщение по
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материалу этого текста, а тем, кто не разобрался с этим текстом, – по-
пытаться его понять, используя другие источники информации и (или)
подготовить вопросы к докладчику.

3. Дана формулировка теоремы. Сделайте рисунок к ней. На отдельном ли-
сте запишите кратко, что дано и что требуется доказать в данной теореме.
Затем поменяйтесь листочками с соседом. На полученном листе по состав-
ленной на нём краткой записи к теореме другого варианта сделайте свой
рисунок и обменяйтесь обратно. Совпадает ли полученный рисунок с пер-
воначальным? Если нет, то в чём причина? Изображён другой вариант
взаимного расположения данных геометрических объектов, возможный в
рамках условия теоремы, или изначально были допущены неточности в
краткой записи, которые привели к искажению смысла теоремы и, как
следствие, неверному рисунку? Внесите, если это необходимо, исправле-
ния и дополнения в свою краткую запись.
Комментарии. Для работы с заданиями такого типа мы составляем
как минимум два варианта. Часто встречающиеся и наиболее нагляд-
ные примеры ошибок разбираем вместе со всеми, подчёркивая важность
логически аккуратного, последовательного и полного составления крат-
кого условия теоремы.

4. Даны два определения одного понятия. Являются ли эти определения рав-
носильными? Как проверить их равносильность? Сформулируйте утвер-
ждения, которые нужно доказать, и для каждого из них напишите условие
и заключение, а затем – кратко: что дано, что нужно доказать. Проведите
соответствующие доказательства.

5. Начните составлять свой личный словарь–справочник геометрических
терминов с определениями, свойствами, признаками, рисунками и т. п.

Положительными итогами проведения занятий со студентами по нашей
методике можно считать результаты сессии: экзамен по аналитической геомет-
рии сдали с первого раза в первом семестре 85% студентов в отличие от про-
шлых двух лет – 58% и 64% студентов.

Приложение . Тест.

1. Теорема. Каждая точка серединного перпендикуляра отрезка равноудале-
на от концов этого отрезка.

1.1. Сделайте рисунок к теореме.
1.2. Запишите, что ДАНО, что требуется ДОКАЗАТЬ.
1.3. Переформулируйте утверждение теоремы, используя связки союзов “Если

. . . , то . . . ”
1.4. Заполните пропуски в следующем утверждении, чтобы получилась тео-

рема, обратная данной: “Каждая точка . . . , лежит . . . ”
1.5. Запишите, что ДАНО, что требуется ДОКАЗАТЬ для обратной теоремы.

2. Верны или неверны следующие утверждения? Объясните свой ответ.
2.1. В прямоугольном треугольнике один угол равен разности двух других.
2.2. Наибольший угол треугольника больше суммы двух других.
2.3. Любой треугольник содержит центр описанной около него окружности.
2.4. Любой треугольник можно вписать в окружность.
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2.5. Любой треугольник имеет угол, не меньший, чем 60 градусов.
2.6. В некотором треугольнике сумма двух сторон не меньше третьей стороны.
2.7. В некотором треугольнике совпадают центры вписанной и описанной

окружностей.
2.8. В некотором треугольнике есть две оси симметрии.
2.9. Существует треугольник, в котором перпендикулярны две медианы.

2.10. Существует треугольник, в котором перпендикулярны две биссектрисы.
2.11. Существует треугольник, в котором перпендикулярны две высоты.
2.12. Треугольник ABC не является равнобедренным, если его углы A и B

не равны.
2.13. Треугольник ABC не является равнобедренным, если его периметр 5,

AB = 1, BC = 2.
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Hodot T. G., Maslova Yu. V. Organization of independent work first-year

students. We offer variant of the organization of independent work of first-year students and

we give examples of tasks.

Предлагается вариант организации самостоятельной работы первокурсников. Приво-

дятся примеры заданий.

Организация самостоятельной работы студентов всегда была особенно
трудной частью работы преподавателя. К известным ранее проблемам добав-
ляются теперь:

• изменение учебного плана, в том числе, и в сторону резкого уменьшения
учебных часов;

• более низкий, чем 5–10 лет тому назад, уровень общей и математической
подготовки студентов;

• материальные затруднения студентов и, следовательно, необходимость им
работать в вечернее время;

• отсутствие у студентов навыков самоорганизации
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и многие другие.
Активно обучать самостоятельной работе первокурсников мы начинаем

во втором семестре. Сначала проводим вводную беседу с разъяснением целей и
содержания самостоятельной работы, затем даём (пока общее для всех) задание
на две недели. Как правило, оно составлено в виде цикла и содержит 14 задач:
первые семь – задачи так называемой элементарной геометрии или задачи по
программе второго семестра, вторые семь – задачи по теоретическому материа-
лу, взятому из учебника геометрии для школы или педвузов. В течение первой
недели студенты индивидуально или коллективно выполняют задание, форму-
лируя при этом те вопросы, на которые никто в группе не может ответить. По
необходимости в конце первой недели работы над циклом мы проводим кон-
сультацию. В конце второй недели студенты сдают на проверку свои тетради с
выполненным заданием и пишут проверочную работу, в которую включаются
2 задачи: одна – на доказательство из первой части цикла, вторая – на работу
с математическим текстом, аналогичная тем, что были во второй части цикла.
Затем студентам выдается следующий цикл задач снова на две недели и т. д.
Работа проводится три месяца: февраль, март, апрель. В случае необходимости
иногда приходится уменьшать количество циклов.

Приведём примеры заданий, взятых из разных циклов для самостоятель-
ной работы первокурсников.

Решите следующие планиметрические задачи.

• Найдите геометрическое место таких точек, что касательные к данной
окружности, проведенные из них, имеют данную длину.

• Найдите множество середин хорд данной окружности: а) имеющих дан-
ную длину; б) проходящих через данную точку.

• Найдите множество оснований перпендикуляров, опущенных из данной
точки на все прямые, проходящие через другую данную точку.

• Отрезок AB постоянной длины скользит своими концами по сторонам
прямого угла C. Найдите множество а) середин отрезков AB, б) центров
тяжести треугольников ABC.

• На прямой даны три точки A, B, C так, что точка B лежит между A
и C. Найдите множество точек пересечения равных окружностей, прохо-
дящих соответственно через A, B и B, C.

• Две окружности, касающиеся данной прямой в точках A и B, касаются
друг друга в точке M . Найдите геометрическое место точек M .

Для каждой из следующих стереометрических задач сформули-
руйте гипотезу, напишите формулировки утверждений, которые
нужно доказать для проверки этой гипотезы, и их краткую запись
(Дано: . . . , доказать: . . . ).

• На рёбрах данного трёхгранного угла расположены точки A, B, C со-
ответственно. Найдите множество центров тяжести треугольников ABC,
если а) точки A и B закреплены; б) точка B закреплена.

• Найдите множество точек, одинаково удалённых от трёх данных попарно
взаимно перпендикулярных плоскостей (прямых), проходящих через одну
точку.
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• Найдите множество середин всевозможных отрезков, концы каждого из
которых лежат на двух данных скрещивающихся прямых соответственно.

• Найдите множество точек пространства, равноудалённых от трёх данных
прямых, которые: а) попарно параллельные; б) все проходят через одну
точку и не лежат в одной плоскости.

Найдите в учебниках Геометрия 7–9 и Геометрия 10–11 (Л. С. Ата-
насян и др.) семь теорем: три из планиметрии, четыре из сте-
реометрии, которые доказываются методом от противного. Для
каждой из семи теорем выполните следующие задания.

1. Запишите кратко, что дано и что требуется доказать в теореме.
2. Сделайте рисунок к теореме.
3. Выпишите фрагмент доказательства, где предполагается противополож-

ное тому, что утверждается теоремой.
4. Сформулируйте утверждение, с которым в конце доказательства было по-

лучено противоречие.
5. Выпишите неверный вывод, который был получен в результате неверного

предположения.

Выполните задания по учебнику Геометрия, часть 1 (А. Л. Вернер,
Б. Е. Кантор, С. А. Франгулов).

• Прочтите §3 п. 2. Сколько утверждений в тексте авторам кажутся оче-
видными? Сформулируйте эти утверждения и каждый раз выпишите, что
дано и что требуется доказать.

• Законспектируйте текст §3 п. 3 (укажите тему, основные результаты, план
изложения).

• Подробно изложите §3 п. 4 (постановка задачи, формулировка результата,
краткое условие, подробное доказательство).

Организованная таким образом (спланированная и контролируемая) са-
мостоятельная работа позволяет студентам в рамках отведённых учебных ча-
сов изучить в течение семестра все разделы программы, не сокращая учебного
материала. Но в настоящее время, не имея на эту деятельность официальных
часов в нагрузке, осуществить подобное возможно только благодаря личной
инициативе преподавателей.
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Yakubson M. Ya. Key problems in teaching game theory. Key problems illustrating

the basic concepts, methods and results of game theory course are considered in this work.

В работе рассмотрены ключевые задачи, позволяющие проиллюстрировать основные по-

нятия, методы и результаты курса теории игр.

В течение ряда лет автору приходилось преподавать теорию игр как на
факультете математики, так и на других факультетах РГПУ им. А. И. Герцена.
Теория игр может излагаться как в виде отдельной дисциплины, так и в составе
таких дисциплин, как “Методы оптимизации” и “Исследование операций”.

Интерес к этой дисциплине вызван тем, что постановка задач выглядит
занимательно и понятно, а их научный анализ связан с достаточно глубокими
разделами математики. При отборе материала большое место уделяется разбо-
ру ключевых задач, позволяющих проиллюстрировать разнообразные аспекты
теории. Решение этих задач по возможности доводится до конкретной выиг-
рышной стратегии. Перечислим основные изучаемые темы.

1. Матричные (антагонистические) игры

(a) Чистые стратегии. Доминирование. Максиминная и минимаксная
стратегия.

(b) Смешанные стратегии. Теорема фон Неймана.

(c) Игры малых размерностей: 2× 2, n× 2, 2× n.

(d) Игра m× n. Сведе́ние к задаче линейного программирования.

(e) Игры с природой. Принятие решений в условиях неопределенности.

2. Неантагонистические игры. Равновесие по Нэшу и оптимальность по Па-
рето.

3. Кооперативные игры. С-ядро.

4. Простые кооперативные игры. Индексы Шепли и Банзафа.

Рассмотрим теперь некоторые ключевые задачи, которые иллюстрируют
приведенный материал. В пункте 1а) рассматривается одна из “задач полков-
ника Блотто” [1].

Задача 1. У полководца А 4 оловянных содатика, у полководца В – 3.
Задача А – прорваться через один из двух перевалов – северный или южный,
задача В – не допустить этого. Каждый полководец заранее распределяет свои
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войска между перевалами, маневр во время боя невозможен. При столкнове-
нии на каждом перевале побеждает тот, у кого больше солдат, при равен-
стве побеждает защищающаяся сторона. Каковы оптимальные стратегии
каждого полководца?

Задача иллюстрирует понятие доминирования. Она интересна тем, что
большинству решающих, которые обдумывают стратегию защиты, сначала хо-
чется разделить войска пополам, чтобы равномерно прикрыть все направления.
В то же время анализ показывает, что эта стратегия заведомо проигрышная.
В результате исключения доминируемых стратегий оказывается, что стороны
имеют равные шансы. Задача также мотивирует введение смешанных страте-
гий.

Центральное место в пункте 1b) занимает основная теорема теории мат-
ричных игр – теорема фон Неймана о существовании точки равновесия. Дока-
зывать её в этот момент нецелесообразно, теорема будет доказана позже путем
сведения игры к паре двойственных задач линейного программирования (ЗЛП).
Здесь хорошо показать, как много результатов можно вывести из чистой теоре-
мы существования. Именно следствия из основной теоремы помогают решить
с помощью несложной техники, доступной даже студентам гуманитарных фа-
культетов, любую матричную игру из пункта 1с).

В пункте 1d) мы показываем, что задача нахождения оптимальных стра-
тегий двух противников в матричной игре равносильна паре двойственных
ЗЛП. Изучение линейного программирования как такового не входит в курс
теории игр. Студенты специальности “Прикладная математика” изучали реше-
ние ЗЛП графическим и симплекс-методом до теории игр. Если студенты не
изучали этого материала ранее, с ним можно кратко ознакомить. Из теоремы
двойственности линейного программирования и очевидной разрешимости ЗЛП
на максимум следует и теорема фон Неймана. Используя программное обес-
печение, позволяющее решать ЗЛП (в простейшем случае Excel), мы можем
практически решить любую матричную игру, что создает у студентов впечат-
ление завершенности этого фрагмента теории.

Игры с природой, изучаемые в пункте 1е), имеют только формальное
сходство с антагонистическими матричными играми. Поскольку природу не
имеет смысла обманывать, здесь мы ищем способ выбрать наилучшую из чи-
стых стратегий. Существование различных критериев: Байеса, Лапласа, Валь-
да, Севиджа, Гурвица – говорит о том, что однозначных рекомендаций для
выбора нет, поскольку сам критерий оптимальности не общепринят. Приведем
задачу, хорошо иллюстрирующую данную проблематику [2].

Задача 2. В приморском городе решено открыть яхт-клуб. Сколько
следует купить яхт из расчета 1 яхта на 5 человек, если предполагаемое
число членов клуба колеблется от 10 до 25 человек. Годовой абонемент стоит
100 у.д.е., цена яхты 170 у.д.е., аренда помещения и хранение яхт стоит 730
у.д.е. в год.

Различные критерии приводят к различным ответам, однако для каждо-
го из ответов можно придумать обстоятельства и характер лица, принимающего
решения, которые приводят его именно к этому ответу.

В пункте 2 при изучении неантагонистических игр двух лиц (биматрич-
ных игр) рассматриваются два различных принципа оптимальности: равновесие
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по Нэшу и оптимальность по Парето. Следующая игра, известная как “ди-
лемма заключенного”, иллюстрирует разницу между этими принципами.

Задача 3. Полиция арестовала двух бандитов, которые справедливо по-
дозреваются в убийстве, однако прямых улик против них нет. Арестованных
посадили в одиночные камеры, так что они не могут общаться друг с другом.
У каждого из них есть две стратегии: сознаваться или нет. Если оба банди-
та сознаются, они получают по 7 лет тюрьмы. Если сознается только один
и дает показания на другого, сознавшегося освобождают, а второй получает
максимальный срок 10 лет. Наконец, если оба держатся до конца, то садятся
на 3 года за хранение незарегистрированного оружия.

Ситуация, когда оба игрока не сознаются, парето-оптимальна – не суще-
ствует никакой другой ситуации, лучшей, чем эта для обоих игроков. Однако
эта ситуация неравновесна по Нэшу – каждому из игроков по отдельности вы-
годно уйти из этой ситуации и сознаться. В результате на практике реализуется
равновесная ситуация, когда оба сознаются. Эта ситуация значительно менее
выгодна для обоих игроков, однако они оказываются в ней, не доверяя друг
другу.

Другая классическая игра “семейный спор” иллюстрирует ситуацию борь-
бы за лидерство.

Задача 4. Муж и жена независимо друг от друга выбирают одно из
двух вечерних развлечений: балет или футбол. Если они оба выбирают балет,
жена выигрывает 4, а муж 1 условную единицу. Если выбирают футбол, на-
оборот, муж выигрывает 4, а жена 1. Наконец, если у них разный выбор, вечер
испорчен и они остаются дома.

Здесь ситуации с выигрышами (4, 1) и (1, 4) равновесны по Нэшу и
парето-оптимальны, однако одна из них выгодна первому игроку, а другая вто-
рому. Таким образом, тот игрок, который в нарушение условий открыто заявит
о своем выборе, окажется в предпочтительном положении.

Эта задача иллюстрирует также и проблему равновесия по Нэшу в неза-
висимых смешанных стратегиях. Доказано (Нэшем), что такое равновесие все-
гда существует. В данной задаче ситуация равновесия в смешанных стратегиях
приводит к выигрышу 4/5 для каждого игрока. Эта ситуация не является опти-
мальной по Парето, более того, каждый игрок при этом получает меньше, чем
при равновесной ситуации, выгодной его партнеру. Таким образом, практиче-
ская ценность ситуации равновесия в смешанных стратегиях не очень велика.

Данная игра иллюстрирует также понятие равновесия в совместных сме-
шанных стратегиях. Если допустить соглашение между игроками, они могут
договориться проводить время на балете и футболе по очереди, что приводит
к среднему выигрышу каждого игрока 5/2. Эта же ситуация получается при
решении задачи о переговорах, соответствующей арбитражной схеме Нэша[1].

В теории кооперативных игр (пункт 3) изучается, в частности, пробле-
ма справедливого дележа некоторой суммы между участниками игры, которые
могут образовывать между собой коалиции. В качестве решения такой игры рас-
сматривается множество недоминируемых дележей – С-ядро игры. Это понятие
иллюстрируется следующей игрой “джаз-оркестр” [1].

Задача 5. Три музыканта – певец, пианист и ударник – за совместное
выступление зарабатывают 100 у.д.е. Дуэт певца и пианиста зарабатывает
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80, ударник и пианист 65, певец и ударник 50. Наконец, один певец может
заработать 20, а один пианист – 30 у.е. Ударник в одиночку не зарабатывает
ничего. Как справедливо разделить 100 у.е. между музыкантами?

C-ядро данной задачи – пространственный треугольник с вершинами
(35, 45, 20), (35, 50, 15), (30, 50, 20) (координаты – это, соответственно, доходы
певца, пианиста и ударника). Задача показывает, что достаточно общие тре-
бования позволяют определить доход каждого из музыкантов с точностью до 5
у.е. Любой элемент С-ядра может рассматриваться как решение этой задачи.

Наряду с С-ядром используются и другие подходы к решению коопе-
ративных игр. В пункте 4 изучаются индексы Шепли и Банзафа, дающие, в
частности, ответ на вопрос о степени влияния отдельных партий или лиц на
принятие решений [3]. Эти индексы известны как “индексы власти”. В боль-
шинстве случаев индексы Шепли и Банзафа согласованы между собой, тем
интереснее следующая задача.

Задача 5. В некотором государстве закон принимается, если получа-
ет большинство в обеих палатах парламента и согласие президента. Пусть
верхняя палата состоит из трёх, а нижняя из пяти членов. Найти индексы
Шепли и Банзафа для президента и обеих палат.

Оказывается, что картина, описываемая разными индексами, отличается
не только количественно, но и качественно. Индексы Шепли для президента,
верхней и нижней палат равны соответственно 0, 38; 0, 32; 0, 30, а индексы Бан-
зафа 0, 23; 0, 34; 0, 43! Это различие заслуживает серьезного размышления.

Автор благодарен профессору В. В. Орлову за полезное обсуждение те-
мы.
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Bogatyrev M. Y. Algebraic Models in the Technology of Facts Extraction from

Textual Data. Novel technology of facts extraction from textual data is proposed. It uses models

and methods of Formal Concept Analysis. Symmetries of formal concepts are analyzed and possible

ways of its decomposition is estimated.

Предлагается технология извлечения фактов из текстовых данных, использующая мо-

дели и методы анализа формальных понятий. Анализируются симметрии формальных кон-

текстов, применяемых в технологии. Оценивается возможность декомпозиции формальных

контекстов.

Задача извлечения фактов из текстов естественного языка востребова-
на во многих приложениях: в системах информационного поиска, системах ав-
томатического перевода, системах поддержки принятия решений, вопросно –
ответных системах и им подобных. Актуальность решений данной задачи обу-
словлена развитием сети Интернет, где в настоящее время лавинно нарастает
объём текстовых данных.

Центральной проблемой, определяющей каждое предлагаемое решение
задачи извлечения фактов из текстов, является определение понятия “факт”.
Это понятие трудно формализовать, поскольку одна и та же информация, из-
влеченная из текста, например, дата, может считаться или не считаться фактом
в зависимости от внешних условий. Эти внешние условия составляют контекст
запроса, направляемого в систему извлечения фактов. Логично ожидать, что
результаты выполнения такого запроса должны соответствовать его контексту.
Данное заключение, а также анализ существующих в настоящее время моделей
фактов, используемых в соответствующих технологиях их извлечения, приво-
дит к определению факта в виде отношения на множестве слов. Под такое,
достаточно общее определение, подпадают все известные определения фактов
в виде ключевых слов, словосочетаний, семантических сетей и фреймов [1].

В данной работе рассматривается технология извлечения фактов из тек-
стов, в которой модели в виде отношений применяются как на элементарном
уровне отдельного предложения текста, так и на уровне макроскопической мо-
дели, объединяющей множество возможных фактов, извлекаемых из текста. В
технологии реализуются следующие принципы.

1. Извлечение фактов в информационной технологии выполняется не на
тексте, а с использованием соответствующей ему семантической модели. Дан-
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ный принцип замены текста семантической моделью является общепризнанным
и конструктивно используется во многих приложениях [1].

2. Всякий факт имеет смысловое содержание – семантику. Эта семантика
задается бинарным отношением принадлежности на двух множествах: множе-
стве объектов и множестве принадлежащих им атрибутов. Данное отношение
образует формальный контекст, рассмотренный ниже. Достаточность для мо-
делирования фактов бинарного отношения на множествах, интерпретируемых
как объекты и атрибуты, принимается априорно, исходя из имеющегося опыта
работы существующих систем извлечения фактов [4].

Реализация указанных принципов приводит к применению концептуаль-
ных графов [2] в качестве первой, элементарной семантической модели, а модель
макро-уровня строится в виде решетки понятий, порождаемой формальным
контекстом [3].

Формальные контексты и решётки понятий принадлежат математиче-
скому аппарату, применяемому в направлении анализа данных, известном как
анализ формальных понятий (АФП) [3]. Применение концептуальных графов
для построения формальных контекстов позволяет применить аппарат АФП к
тестовым данным и, в частности, к задаче извлечения фактов. Данный под-
ход является новым и обеспечивает новое качество решений задачи извлечения
фактов из текстов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 15-07-05507.

1. Основные положения АФП. Формальный контекст представ-
ляет собой тройку K = (X, Y, I), в которой X – множество из m объектов, Y –
множество из n принадлежащих им атрибутов, I – отношение принадлежности
I ⊆ X×Y . Множества X, Y частично упорядочены некоторыми отношениями,a и b, соответственно: X = (X, a), Y = (Y, b).

Cвязи между объектами и атрибутами определяются следующим обра-
зом. Для подмножеств A ⊆ X и B ⊆ Y объектов и атрибутов задаются отобра-
жения (в частности, функции) A′ : A → B и B′ : B → A со следующими свой-
ствами: A′ := {y ∈ Y | ∀x ∈ A < x, y >∈ I} B′ := {x ∈ X | ∀y ∈ B < x, y >∈ I}.
Пара множеств (A,B), таких, что, A′ = B, B′ = A называется формальным
понятием контекста K.

Множества A и B замкнуты в силу композиции отображений: A′′ =
= A, B′′ = B. Множество A образует объём формального понятия (A,B), а
множество B – его содержание. Отношения частичного порядка a, b на множе-
ствах на множествах X и Y индуцируют отношение частичного порядка 6 на
множестве понятий. В матрице контекста понятия (A,B) задаются максималь-
ными по вложению подматрицами со всеми ненулевыми элементами. Понятия
– подстроки и понятия – подстолбцы также допустимы.

Если для понятий (A1, B1) и (A2, B2) A1 ⊆ A2, что эквивалентно B2 ⊆ B1,
то (A1, B1) 6 (A2, B2). В этом случае логично считать понятие (A1, B1) менее
общим, чем понятие (A2, B2).

Формальный контекст имеет представление в виде матрицы инцидент-
ности отношения I, в которой ненулевые элементы обозначают факт принад-
лежности атрибута y ∈ Y объекту x ∈ X. Данная [m × n] матрица является
либо бинарной [0, 1]-матрицей, либо матрицей, ненулевые элементы которой
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задаются числами, выбор которых зависит от содержания задачи, в которой
применяется формальный контекст.

Основная теорема АФП [1]. Частично упорядоченное по вложению
объёмов множество формальных понятий контекста K образует математиче-
ский объект – решётку, которая называется решётка понятий.

Задача построения решетки понятий на больших контекстах (порядок
матрицы контекста 103) может оказаться нетривиальной и потребовать значи-
тельных ресурсов, что породило направление исследований алгоритмов постро-
ения решёток понятий [3].

Решётка понятий, построенная на формальном контексте, является ин-
струментом представления и извлечения знаний из данных контекста. Решетка
понятий позволяет выявить связи между понятиями как визуально (в виде так
называемых диаграмм Хассе), так и аналитически в виде множества имплика-
ций, допускаемых решёткой. В роли знаний выступают понятия, организован-
ные иерархично. При этом граф решётки понятий не является деревом. Это поз-
воляет представлять знания, выражающиеся понятиями, характеризующимися
меньшей и большей общностью, меньшими и большими объёмом и содержани-
ем. Инструментом извлечения знаний на решётках понятий являются методы
Data Mining [7], использующие модели в виде импликаций, функциональных
зависимостей и ассоциативных правил.

2. АФП на текстах естественного языка. Задачи анализа тексто-
вых данных, объединённые термином Text Mining [1], являются как раз той
областью, где применение АФП выглядит формально вполне естественно: тер-
мины “контекст”, “понятие”, как известно, относятся, прежде всего, к текстам.
Тем не менее, применение АФП на текстовых данных до сих пор остаётся ма-
ло исследованной областью [8]. Главной проблемой здесь является построение
формальных контекстов на текстах естественного языка. Для этого необходимо
извлекать из текста объекты и их атрибуты, что требует семантического анали-
за текста. Вариант решения данной проблемы предложен в [9], где для постро-
ения отношений “объект – атрибут” на текстах применяются концептуальные
графы [2] – разновидность семантических сетевых моделей. Концептуальный
граф представляет собой двудольный направленный граф, состоящий из двух
типов узлов: концептов и концептуальных отношений. Так фраза “зеленый
лист” представляется в виде концептов и отношений следующим образом: [лист]
−→ (атрибут) −→ [зеленый]. Концепты [лист] и [зеленый] – это слова из обра-
батываемого текста, а отношение (атрибут) генерируется алгоритмом построе-
ния концептуальных графов путем морфологического анализа текста и далее
по результатам анализа ищется подходящее отношение из набора известных из
лингвистики семантических ролей [10]. Концептуальный граф служит моделью
фактов в разнообразной интерпретации. Фактом может быть отдельное слово
– концепт графа, концептуальное отношение в графе или граф целиком.

Отметим две важных особенности.
1. Применение концептуальных графов позволяет выбирать в качестве

отношений принадлежности “объект – атрибут” не только собственно отношение
“атрибут”, но также другие отношения, например “генитив”, “модификатор” и
т. п. В самом деле, отношение “объект – атрибут” в формальном контексте
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имеет смысл принадлежности одних объектов другим и может быть выражено
семантическими ролями, раскрывающими варианты такой принадлежности.

2. Некоторые перестановки слов в обрабатываемом тексте могут не ме-
нять получаемый на нем концептуальный граф и далее оставлять формальный
контекст инвариантным относительно таких перестановок. Например, фразы
“зеленый лист” и “лист зеленый” различаются скорее эмоциональным, чем смыс-
ловым оттенком, и с точки зрения решаемой на тексте задачи могут считаться
семантически эквивалентными.

Указанные особенности применения концептуальных графов определяют
особенности построенных с их помощью формальных контекстов. Множества
X, Y в контексте K = (X, Y, I) частично упорядочены, но в случае форми-
рования этих множеств из концептов концептуальных графов допустимы пере-
становки элементов множеств X, Y , не меняющие смысла контекста. Данное
свойство позволяет определить так называемый семантический тип симметрии
формальных контекстов. Инвариантность смысла текста относительно переста-
новок слов влечет симметрии в формальном контексте.

3. Симметрии в формальных контекстах. Матрица формального
контекста K обладает симметрией, если выполняется условие коммутации

T (g)K = KS(g), (1)

в котором матрицы T (g) и S(g) образуют представления некоторой группы G
с элементами g ∈ G, которую назовём группой симметрии формального
контекста.

Определение (1) является универсальным определением симметрии мат-
риц. Прежде всего, с его помощью диагностируется визуальная симметрия в
матрицах K, когда в ней имеются повторяющиеся элементы.

Специфический вид симметрии – семантическая симметрия, описанная
выше, существует на контекстах, строящихся на текстах естественного языка. В
этом случае допустимые перестановки слов в тексте влекут перестановки строк
и столбцов в формальном контексте, которые меняют структуру матрицы К,
но сохраняют понятия, содержащиеся в контексте. Обозначим через ℑ(K) мно-
жество всех понятий, содержащихся в формальном контексте K. Тогда условие
семантической симметрии запишется в виде:

ℑ(T (g)K) = ℑ(KS(g)). (2)

Здесь оператор ℑ реализуется посредством алгоритма построения решеток по-
нятий на заданном формальном контексте. В результате условие (2) задаёт
равенство (эквивалентность) решёток.

Исследование симметрий выполняется, как правило, с целью декомпози-
ции симметричных объектов – в данном случае, формальных контекстов, об-
ладающих свойством инвариантности. Оба типа инвариантности, задаваемые
условиями (1) и (2), приводят нас к множествам допустимых перестановок, за-
даваемых матрицами T (g) и S(g), являющимися представлениями некоторой
группы G. Отсюда следует необходимость идентификации (построения) группы
G симметрии формального контекста.
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При построении группы симметрии возможны два варианта: 1) матри-
цы T (g) и S(g) известны; 2) матрицы T (g) и S(g) необходимо построить.
Первый вариант характерен для семантической симметрии, когда известны пе-
рестановки слов, порождающих формальный контекст. Второй вариант следует
рассматривать как общий случай при анализе визуальной симметрии. Тради-
ционно визуальная симметрия описывается точечными группами, за которыми
стоят геометрические операции отражения, вращения и их комбинации. Но по-
скольку матрица K – это [0, 1]-матрица, в ней всегда существует множество пе-
рестановок её элементов, сохраняющих структуру (внешний вид) матрицы, не
связанных с геометрическими операциями. В результате имеем задачу нахож-
дения представления группы, заданного перестановками, и удовлетворяющего
условию (1). Данная задача решается методами вычислительной теории групп
[11], большинство из которых имеет комбинаторную природу.

Существует общий подход к декомпозиции матриц, удовлетворяющих
условиям симметрии (1), основанный на их факторизации. Пример изложе-
ния данного подхода можно найти в работе [12]. Поскольку нас интересуют
формальные контексты, построенные на текстовых данных, наличие известных
матриц представлений группы симметрии упрощает задачу, но в то же время
требует конкретизации общего метода [12].

4. Реализация моделей. Рассмотренные модели применяются в пилот-
ном проекте системы извлечения фактов следующим образом.

1. На предложениях обрабатываемых текстов строится множество кон-
цептуальных графов. Это множество строится методом [9] с применением стан-
дартного морфологического анализатора и решения задачи разметки семанти-
ческих ролей.

2. На множестве концептуальных графов решается задача их агрегирова-
ния. Агрегирование необходимо для исключения избыточной размерности кон-
цептуальных моделей, не связанной с полезной информацией. В качестве метода
агрегирования применяется кластеризация множества концептуальных графов.

3. На агрегированном множестве концептуальных графов строится фор-
мальный контекст. Исследуются симметрии формального контекста и выпол-
няется его декомпозиция методом [12].

4. На формальном контексте выделяются формальные понятия и стро-
иться решётка понятий. Решётка понятий объединяет формальные понятия
контекста в иерархическую структуру, обладающую свойствами математиче-
ских решёток. Имея решётку понятий, можно выявлять связи между понятия-
ми по принципу “общее – частное”. Каждое понятие “узел решётки” интерпре-
тируется как множество потенциальных фактов определенного уровня (тема-
тики), которое связано с другими фактами.

Пункты 1–4 предлагаемого метода предназначены для подготовки дан-
ных, которые используются системой извлечения фактов, реализующей данный
метод в виде информационной технологии. Извлечение фактов из текстов вы-
полняется с использованием специального фактографического интерфейса к
решетке понятий и программной оболочки, позволяющей управлять диалогом
пользователя с системой.

В настоящее время имеются программные решения для всех пунктов дан-
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ного метода без анализа симметрий. Вычислительная сложность метода, с учё-
том затрат на построение концептуальных графов, оценивается как O(n3), где
n – количество слов в тексте. Блочно-диагональная декомпозиция контекста в
п. 3 позволяет заменить исходный контекст множеством независимых контек-
стов меньшей размерности и обрабатывать их отдельно. С учетом того, что для
построения всех контекстов используется одно и то же множество концептуаль-
ных графов, уменьшение вычислительной сложности в этом случае оценивается
минимум на порядок, т. е. до O(n2).
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Gaifulina D. A., Khakimova E. R. Ada Lovelace and her programm for finding

Bernoulli numbers on the Babbage’s Analytical Engine. We consider the biography of the

first programmer Ada Lovelace, Bernoulli numbers and an algorithm to calculate them. We explored

the mechanism of work of this programm on the Babbage’s Analytical Engine. We established the

influence of Ada’s work on the development of modern computer technology. Perspective developed

an elective course for high school sfudents in he discipline Computer Science and Engineering in

order to deepen the study of the history of mathematical programming.

Исследована биография первого программиста, Ады Лавлейс. Изучено понятие чисел

Бернулли и алгоритм их вычисления. Рассмотрена первая программа, разработанная Адой

Лавлейс, для вычисления чисел Бернулли. Исследован механизм работы этой программы на

вычислительной машине, разработанной Чарльзом Бэббиджом. Установлено влияние рабо-

ты Ады Лавлейс на развитие нынешней вычислительной техники. В перспективе разработка

элективного курса для учащихся старших классов по дисциплине “Информатика и вычисли-

тельная техника”, с целью углубленного изучения истории математического программирова-

ния.

Августа Ада Байрон, в замужестве Лавлейс, математик с поэтичным
псевдонимом “Леди цифр”. Она оставила след в истории математики тем, что
описала вычислительную машину, разработанной Чарльзом Бэббиджем, и на-
писала для этой машины первую в мире программу. Таким образом, Ада Лав-
лейс считается первым в мире программистом [10].

Родилась Ада 10 декабря 1815 года в Лондоне в семье Джорджа Гордона
Байрона, который видел ее всего лишь раз, так как спустя месяц, после рожде-
ния девочки, он подписал заявление о разводе и навсегда уехал из Англии. Свой
энтузиазм в математике девочка переняла у матери Анны Изабеллы Байрон,
которую именовали “Королевой Параллелограммов” [7].

Анна Изабелла Байрон наняла для дочери лучших учителей, среди ко-
торых был известный шотландский математик Огастес де Морган и его жена
Мэри Сомервиль, переведшая с французского языка “Трактат о небесной меха-
нике” Лапласа. Мэри явилась кумиром для Ады Лавлейс.

Когда Аде исполнилось семнадцать лет, она начала выезжать в свет. В
это же время она впервые услышала от Мэри Сомервилль имя Чарльза Бэб-
биджа выдающегося английского математика, который в это время занимал
должность профессора на кафедре математики Кэмбриджского университета.
5 июня 1833 года, Ада и Бэббидж впервые встретились на научно-технической
выставке [7].
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Бэббидж родился в 1791 году в семье банкира, и уже студентом он рабо-
тал над вычислением функций. С 1822 Чарльз Бэббидж работал над построй-
кой разностной машины, задуманной для вычисления математических таблиц
[6, c. 87]. В 1823 году была выплачена первая субсидия на постройку своеобраз-
ного первого компьютера “Большой разностной машины Бэббиджа” (Difference
Engine), однако в 1833 году ее финансирование было прекращено из-за слож-
ности конструкции [7].

Несмотря на неудачу с разностной машиной, Бэббидж в 1834 году заду-
мался о создании машины, которая бы позволяла решать весь класс вычисли-
тельных задач. Новую вычислительную машину Бэббидж назвал Аналитиче-
ской – Analytical Engine [10].

“Шесть месяцев я разрабатывал проект машины более совершенной, чем
первая. Я сам поражен вычислительной мощностью, которой она будет обла-
дать!”, пишет Чарльз Бэббидж [3, c 192].

Основными частями Аналитической машины являлись: “склад” – устрой-
ство для хранения чисел; “мельница” или “фабрика” – арифметическое устрой-
ство; “контора” – устройство управления; устройства ввода и вывода. Каждое
из колес регистров могло останавливаться в одном из десяти положений и за-
поминать десятичный знак [12]. Для ввода данных в память и управлением
работой, задумывалось использовать перфокарты, которые впервые начали ис-
пользоваться в ткацких станках Жаккарда в 1808 году. Жозеф Мари Жаккар
(1752–1834 гг.) – изобретатель станка для выработки крупноузорчатых тканей,
яркого примера машины с программным управлением [5, c. 45].

Аналитическая машина претворяла в жизнь два механизма с перфокар-
тами – один посылал операции “мельнице”, второй же управлял переносом дан-
ных со “склада” на “фабрику”. Результат машина отдавала обратно на “склад” [6,
c. 87]. Так же в Аналитической машине была возможность организации условий
и циклов, для которых механизм переноса последнего разряда мог принудить
механизм воспроизвести действие либо пропустить его [6, c. 88].

Аналитическая машина была описана в статье Луиджи Фредериго Мена-
бреа, которую Бэббидж попросил графиню Лавлейс перевести на английский
и сопроводить текст комментариями. В одном из приложений в 1843 г. Ада и
описала свою программу, о которой она написала Бэббиджу: “Я хочу ввести
пример в одно из примечаний: вычисление чисел Бернулли в качестве примера
вычисления машиной неопределенной функции без предварительного решения
...” [12].

Графиня Лавлейс помогла Бэббиджу служила источником вдохновения
изобретателя, но даже дара и обаяния девушки оказалось недостаточно, для ре-
шения основной проблемы создания аналитической машины – ее просто невоз-
можно было сконструировать. Машина должна была быть не меньше желез-
нодорожного локомотива, а любая нестабильность крошечной детали привела
бы машину в “бешенство” [9, c. 36]. Аналитическая машина так и не была со-
оружена, и ее наследие – это ворох чертежей, а также небольшая часть ариф-
метического устройства и печатающее устройство, собранное сыном Бэббиджа
[12].

Несмотря на это, написанная Адой программа по вычислению чисел Бер-
нулли признана первой программой, реализованной для воспроизведения на вы-
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числительной машине. Обратимся теперь к этой программе и её представлению
на машине Бэббиджа.

Чтобы осмыслить работу программы нужно разобраться в таком поня-
тии как “Числа Бернулли”, открытые швейцарским математиком и механиком
Якобом Бернулли (1759–1789 гг.) [3, c. 193]. Числа Бернулли – это ряд раци-
ональных чисел B0, B1, . . . , Bn, полученный путем суммы последовательных
чисел возведенных в одну и ту же степень [4, c. 398]:

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + . . . + nk. (1)

С помощью разложения бинома Ньютона:

(a + b)k = ak + C1
ka

k−1b+ C2
ka

k−2b2 + . . .+ Ck−1
k abk−1 + bk, (2)

где (a, b – произвольно взятые числа) напишем тождество:

(a− 1)k+1 − ak+1 = −C1
k+1a

k + C2
k+1a

k−1 + . . .+ (−1)kCk
k+1a + (−1)k+1. (3)

Предположим, что a = 1, 2, . . . , n, сложим результаты слева и справа и
получим:

−nk+1 = −C1
k+1Sk(n) +C2

k+1Sk−1(n) + . . . + (−1)kCk
k+1S1(n) + (−1)k+1S0(n). (4)

Отсюда вытекает рекуррентное соотношение:

Sk(n) =
1

k + 1

[
nk+1 + C2

k+1Sk−1(n) + . . . + (−1)kCk
k+1S1(n) + (−1)k+1S0(n)

]
,

(5)
где Sk(n), Sk−1(n), S1(n), S0(n) – суммы последовательных чисел, возведенных
в k, k−1, 1, 0 степени соответственно; n – количество последовательных чисел.

Так можем получить сумму Sk(n), если знаем все предыдущие суммы.
Чтобы окончательно разобраться, что же такое числа Бернулли, найдем

несколько сумм:
S1(n) =

1
2
n2 + 1

2
n,

S2(n) =
1
3
n3 + 1

2
n2 + 1

6
n,

S3(n) =
1
4
n4 + 1

2
n3 + 1

4
n2.

Чтобы получить саму формулу вычисления чисел Бернулли, воспользу-
емся найденным рекуррентным соотношением и разделим его на n:

Bk =
1

k + 1

[
C2

k+1Bk−1 + . . . + (−1)kCk
k+1B1 + (−1)kB0

]
. (6)

При вычислениях чисел Бернулли Ада Лавлейс использует формулу,
представленную в виде:

− 1

2
· 2n− 1

2n+ 1
+B1

(
2n

2

)
+B3

(
2n · (2n− 1) · (2n− 2)

2 · 3 · 4

)
+ . . . +

+ . . . +B5

(
2n · (2n− 1) . . . (2n− 4)

2 · 3 · 4 · 5 · 6

)
+ . . . +B2n−1 = 0, (7)
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которую также можно записать в общей форме:

A0 + A1B1 + A3B3 + A5B5 + . . .+B2n−1 = 0, (8)

где A1, A3 и т. д. являются функциями n, которые, соответственно, относятся
к B1, B3, ... и т. д. [1].

Каждое слагаемое после (n + 1)-го равно нулю, а (n + 1)-е слагаемое
всегда B2n−1 · 1

1
= B2n−1. Это позволяет находить значения любого n-го числа

Бернулли B2n−1, с учётом знания всех предыдущих.
Для вычисления каждого последующего числа Бернулли необходимо ру-

ководствоваться не сложной последовательностью вычислений:
1-я серия: Пусть n = 1, и вычислить (7) для этого значения. Результат –

B1.
2-я серия: Пусть n = 2. Вычислить (7) для этого значения n, подставляя

только что полученное значение B1. В результате – B3.
3-я серия: Пусть n = 3. Вычислить (7) для этого значения n, подстав-

ляя полученные значения B1, B3. В результате B5. И так далее, до некоторой
степени.

К Заметкам Ады прилагаются диаграммы и таблицы, содержащие дан-
ные для вычисления B7 (B1, B3, B5 являются предположительно заданными).
Рассмотрим подробнее одну из этих схем, которая демонстрирует вычисление
B2n−1 (в данном случае n = 4) [1].

В этом случае в качестве исходных необходимо шесть численных данных:
1, 2, n(= 4), B1, B3, B5. Для n = 5 потребуется дополнительная величина B7,
для n = 6 – B9 и т. д. Таким образом, фактическое количество необходимых
данных всегда будет n+ 2.

Карты Операции 1–6 подготовят −1
2
· 2n−1
2n+1

. Карта 1 умножает два на n,
и три карты Переменных, получающих результат (обозначаются V4, V5, V6),
дают результат 2n. При Операции 6, положительная величина становится от-
рицательной путем вычитания из столбца, содержащего только нули. Если мы
будем рассчитывать для n = 1, в операции 6 будет завершено вычисление B1.

Карты 8–10 производят вычисление −1
2
· 2n−1
2n+1

+B1

(
2n
2

)
. Карта 12 выпол-

няет ту же роль, что и Карта 7 в предыдущем разделе; и, если бы n было равно
двум, Операция 11 завершила бы вычисление B3.

Карты 13–20 считают A3 с тремя коэффициентами, поскольку A2n−1 все-
гда состоит из (2n−1)-го коэффициента: Карты 13–16 высчитывают второй из
этих коэффициентов, а затем умножают его на первый; Карты 17–20 вычисля-
ют третий коэффициент, а затем умножают на произведение двух предыдущих
коэффициентов [1].

Карта 23 имеет роль Карт 7 и 12, так как, если n было бы равно 3, 21-ая
и 22-я операции завершили бы подсчёт B5. В нашем случае с B7, подсчёт будет
продолжаться еще этап. Чтобы вычислить A7 надо точно повторить группы
Операций 13–20, а затем, чтобы завершить вычисление B7 – Операции 21 и 22.

Таким образом, каждая единица, прибавляющаяся к n в B2n−1, влечёт
за собой дополнительные повторения Операций 13–23 для вычисления B2n−1.
Остается только подать значения на V13 и V24, уменьшить V6, V7, V13 до нуля,
и прибавить единицу к V3, чтобы двигатель был готов начать вычисления B9,
в Операциях 24 и 25 [1].
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Таким образом, мы видим, что, когда n = 1, используются девять карт
Операций; n = 2 – четырнадцать; при n > 2 – двадцать пять, которых достаточ-
но для вычисления всех чисел от B1 до B2n−1 включительно. В соответствии
с необходимостью в трёх дополнительных карт каждой Операции для, расчёт
B1 потребует двадцать семь карт Переменных; B3 – сорок две таких карты;
B5 – семьдесят пять карт; и за каждые последующие после B5 – тридцать три
дополнительных карт Переменных. Те же семьдесят пять карт Переменных по-
вторяются для вычисления каждого последующего числа, как и тридцать три
карты Переменных Операций 13–23 в расчете любого одного Числа. Таким об-
разом, существует цикл в цикле карт Переменных [1].

Можно выразить операцию для вычисления чисел Бернулли следующим
образом:

(1 . . . 7), (8 . . . 12),
∑

(+1)n−1(13 . . . 23), (24, 25).........B2n−1 = n-ое.....; (n = n).

К сожалению, идеи графини Лавлейс увидели свет только с наступлением эры
вычислительной техники. Сама Ада скончалась от рака 27 ноября 1852 года и
была похоронена в фамильном склепе Байронов [10].

В прошлые десятилетия время многие разработки Лавлейс и Бэббиджа
проверяли на современном уровне. В 1991 году английские ученые по чертежам
Чарльза Бэббиджа построили механическую вычислительную машину. В 1978
году в Дубне в вычислительную машину БЭСМ–6 была введена программа Ады
Лавлейс на языке программирования “Фортан”. При её проверке была найдена
всего одна ошибка, но программа требовала меньшего количество перфокарт.

В 1975 году Министерством обороны США была предложена идея о со-
здании универсального языка программирования, который был назван в честь
графини Лавлейс – язык “Ада” [7].

В честь Ады Лавлейс отмечается два праздника: день 7 октября прово-
дится в честь популяризации научной карьеры среди женщин, и неофициаль-
ный праздник “День программиста” отмечается несколько раз в году, и две даты
связаны с именем Ады: это 10 декабря – её день рождения и 17 октября – день
написания первой программы [8].

Ада изрекла одну из идей, которая перевернула развитие вычислитель-
ной техники в целом: “Суть и предназначение машины изменятся от того, какую
информацию мы в нее вложим. Машина сможет писать музыку, рисовать кар-
тины и покажет науке такие пути, которые мы никогда и нигде не видели” [10].
Этим утверждением она предвидела развитие вычислительной техники в иных
направлениях – не только для вычислений, но и для других задач.
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Komarova S. M. Interdisciplinary tasks in teaching students the basics of

object-oriented programming. In the article the author developed a method of using interdisci-

plinary tasks in teaching students the basics of object-oriented programming. The method is based

on the principles of competence-based approach, the interdisciplinary connections of academic

disciplines, didactic principle “from simple to complex” classification-based interdisciplinary mathe-

matical and computer modeling, developed by the author.
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dents.

В статье представлена разработанная автором методика использования межпредмет-

ных задач в обучении студентов основам объектно-ориентированного программирования. Ме-

тодика построена на принципах компетентностного подхода, межпредметных связей учебных

дисциплин, дидактическом принципе «от простого к сложному» на основе классификации

межпредметных задач математического и компьютерного моделирования, разработанной ав-

тором.

Ключевые слова: моделирование, межпредметные задачи, объектно-ориентирован-

ное программирование, обучение студентов.
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В процессе обучения студентов направления 050100 «Педагогическое об-
разование» профиль «Информатика и информационные технологии в образо-
вании» одним из ведущих и продолжительных по времени (обычно несколько
семестров) является изучение основ современного программирования в рамках
различных дисциплин: «Алгоритмы и методы программирования», «Объектно-
ориентированное программирование» (ООП) и т. д. Исходя из требований Феде-
рального государственного образовательного стандарта (ФГОС) [1] выпускники
данного направления и профиля должны быть готовы разрабатывать и приме-
нять математические модели процессов и объектов, современные математиче-
ские методы и информационные технологии (ИТ) для решения профессиональ-
ных задач, кроме того, процесс обучения должен быть построен на принципах
межпредметных связей учебных дисциплин. Одной из форм реализации данных
связей является использование компьютерного моделирования (И. П. Лебеде-
ва, Н. В. Макарова, Н. А. Бурмистрова и др.). На наш взгляд, очень близким
к процессу моделирования является процесс объектно-ориентированного про-
граммирования. Например, их методология включают ключевое понятие «объ-
ект», которое имеет сходное описание (см. табл. 1).

Таблица 1. «Объект» в моделировании и в ООП

Моделирование ООП
Объект Экземпляр класса(объект)
Свойства объекта Поля класса
Поведение объекта Методы класса

ООП рассматривает окружающий мир в совокупности взаимодействую-
щих объектов. Мы считаем, что в содержание обучения студентов дисциплине
«Объектно-ориентированное программирование» целесообразно включить ис-
следование математических моделей, представляя различные математические
объекты, известные студентам, в виде классов объектов. Включение исследова-
ния математических моделей в содержание дисциплины «Объектно-ориентиро-
ванное программирование», позволит студентам наглядно «увидеть» сущность
изучаемого математического объекта в процессе описания соответствующего
этому объекту класса, его свойств и поведения. Полученные знания и умения
будущие специалисты смогут применять в своей профессиональной деятельно-
сти: при обучении школьников информатике в рамках изучения темы «Моде-
лирование», «Основы (объектно-ориентированного) программирования» и др.
Программы в среде ООП, которые рассматриваются на занятиях, способству-
ют формированию у студентов культуры программирования (структура кода,
интерфейс, использование оптимальных алгоритмов решения и т. д.), что дает
студентам предпосылки профессиональной деятельности в области программи-
рования.

Рассмотрим содержание лабораторных работ по дисциплине «Объектно-
ориентированное программирование», ориентированное на использование меж-
предметных задач математического и компьютерного моделирования.

Темы лабораторных работ:
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1. Создание объекта «Натуральное число».

2. Создание объекта «Треугольник».

3. Создание объекта «Рациональное число».

Целью первой работы является создание приложения в среде програм-
мирования Delphi, которое позволяет выводить некоторые характеристики объ-
екта «Натуральное число» (см. рис. 1). Достоинством данного подхода к обуче-
нию является то, что студенты исследуют некоторую математическую модель
и при этом изучают основы ООП: создание и описание классов, возможности
визуальных стандартных компонентов (Label, Button, RadioGroup и т. д.) для
отображения необходимых характеристик и т. д.

Рис. 1. Приложение «Натуральное число»

Представленная задача предлагается первой для решения и предполагает
следующую совместную деятельность преподавателя и студентов:

1) математическое описание объекта «Натуральное число»: определение,
свойства (чётное, нечётное, простое, составное), выделение основных действий,
которые могут совершаться над объектом (алгоритм проверки делимости (при-
знаки) на 2, 3, 5, и др.), алгоритм разложения на простые множители.

2) построение компьютерной модели объекта: создание формы для визу-
ального отображения результата исследования, описание класса «натуральное
число», определение полей класса и методов:

TNumber=class (TObject) // класс натуральное число
Fchislo: word; // поле число
Fprost: boolean; // поле признак простого числа
Fchetn:boolean; // поле признак чётности
function Inp(b: string): boolean; // метод «ввод»
function Prost(a: TNumber): boolean; // метод «является ли число про-

стым»
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function Chetn(a: TNumber): boolean; // метод «является ли число чёт-
ным»

end;
создание программного кода, тестирование полученного приложения.
3) в качестве самостоятельной работы студентам необходимо дополнить

код программы признаками делимости на 4, 7, исходя из определения признака
делимости:

• число делится на 4 только тогда, когда две его последние цифры – нули
или составляют число, которое делится на 4.

• число делится на 7 тогда и только тогда, когда модуль алгебраической
суммы чисел, образующих нечётные группы по три цифры (начиная с
единиц), взятых со знаком «+», и чётных со знаком «-» делится на 7.

Данная задача относится к классу простейших задач в соответствии с
разработанной автором классификацией [2]: студенты знают описание матема-
тической модели, алгоритм исследования ее характеристик, программный код,
исполняемый файл. В результате решения этой задачи у студентов формирует-
ся способность решать похожие задачи, например, дополнить объект характе-
ристиками: включить признаки делимости на 4 и на 7, дополнить программный
код для возможности работы с двумя объектами «Натуральное число» и их ис-
следования, например, нахождение НОД и НОК, простых чисел в диапазоне
между этими числами. В результате у студентов получается следующее прило-
жение (рис. 2).

Рис. 2. Приложение “Два объекта «Натуральное число»”

Вторая лабораторная работа “Создание объекта «Треугольник»” отно-
сится к классу более сложных задач [2]. Студентам необходимо создать объ-
ект «Треугольник» и провести его исследование: определить вид треугольника
(равнобедренный, равносторонний, прямоугольный, прямоугольный равнобед-
ренный, общего вида), найти периметр, площадь, выяснить, принадлежит ли
заданная точка области треугольника. Преподаватель предлагает описание ма-
тематической модели: способ задания треугольника по координатам его вершин,
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условие, при котором точка принадлежит области треугольника, треугольник
равносторонний, равнобедренный, прямоугольный и т. д., формулы для вы-
числения периметра и площади, а так же демонстрирует пример работы го-
тового приложения. Студенты совместно с преподавателем описывают класс
«Треугольник»:

type
arr=array [1..3, 1..2] of string; // массив, хранящий координаты после

ввода
point=record // тип данных «точка»
x, y: real;

end;
Ttri = class (TObject) // класс «треугольник»

Ftochki: array [1..3] of point; // поле «координаты точек»
Fab: real; // поле «длина стороны АВ»
Fbc: real; // поле «длина стороны ВС»
Fca: real; // поле «длина стороны СА»
function Inp(s:arr):boolean; // метод «ввод значений в поля»
procedure side; // метод «длина стороны»
function Perimetr : real; // метод «периметр»
function Square :real; // метод «площадь»
function TochIn (D:point): boolean; // метод «положение точки»
function vid:string; // метод «вид треугольника»

end;
Программный код студенты создают самостоятельно, в том числе опи-

сывают методы. При решении данной задачи используются различные мето-
ды обучения [3]: алгоритмический, репродуктивный, частично-поисковый. В
результате выполнения задания у студентов развивается способность к алго-
ритмическому мышлению, составлять алгоритм решения задачи по известным
условиям, создавать программный код по известному алгоритму, разрабаты-
вать интерфейс приложения по аналогии с показанным преподавателем.

Третья задача предполагает самостоятельное решение студентами. Пре-
подаватель формулирует условие на естественном языке: создайте приложение
для работы с объектом «Рациональное число» с интерфейсом для ввода двух
рациональных чисел и вывода результата арифметических действий, произве-
денных над ними [4]. Это задание наиболее сложное (по классификации [2]).
Для его решения используются поисковый, эвристический методы [3]. В резуль-
тате выполнения задания у студентов формируется готовность формализовать
и исследовать математическую модель средствами среды ООП.

Разнообразие математических объектов позволяет наполнить содержание
обучения дисциплине «Объектно-ориентированное программирование» класса-
ми задач межпредметного характера различного уровня сложности. Препода-
ватель имеет возможность отобрать классы задач в зависимости от уровня ма-
тематической подготовки студентов и в области программирования. Отбор за-
дач и последовательность их представления студентам должна удовлетворять
дидактическому принципу «от простого к сложному» и способствовать фор-
мированию познавательного интереса, творческого подхода, профессиональной
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направленности образования. Межпредметные задачи способствуют системати-
зации и закреплению математических знаний студентов и овладению приемами
объектно-ориентированного программирования.
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Kudrin B. K. On implementation of algorithms of modelling and visualization

of electromagnetic field in low-frequency magnetotherapy devices. The implementation

of algorithms for 3D modeling of electromagnetic field for a class of low-frequency magnetotherapy

devices is described. The algorithms are based on a mathematical model of the calculation of

magnetic field for inductivity coil. Both direct calculation and different interpolation methods are

implemented. According to the results of numerical experiments and the configuration of base units

the most appropriate method of interpolation is selected. For visualization of the data Paraview

application is used. To calculate the values of the electromagnetic field by a scalar experimental

data (field on a straight line segment) quadratic Lagrange interpolation is used. The software

system allows the physician to choose different methods of the field modeling, and the analysis of

intensity distribution in obtained images helps to estimate the effectiveness of such procedures.
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В работе описана реализация алгоритмов моделирования в 3D электромагнитного по-

ля для определенного класса низкочастотных устройств магнитотерапии. Вычисления про-

водятся по математической модели, реализованы алгоритмы непосредственного вычисления

и с использованием различных интерполяционных методов. По результатам численных экс-

периментов в зависимости от конфигурации базовых узлов выбирается наиболее подходящий

метод интерполяции. Для визуализации полученных данных используется пакет Paraview.

Для вычисления значений электромагнитного поля по скалярным экспериментальным дан-

ным (поля на отрезке прямой линии) используется квадратичная интерполяция Лагранжа.

Программная система позволяет врачу выбирать различные методы моделирования поля, а

анализ полученных изображений распределения интенсивности помогает оценить эффектив-

ность таких процедур1.

1. Введение. В рамках сотрудничества с Техническим Университетом
Софии была поставлена задача разработать приложение для моделирования
и визуализации магнитного поля, генерируемого устройством магнитотерапии,
представляющим из себя кровать и подвижную каретку, на которой опреде-
ленным образом расположены 6 катушек индуктивности. В результате было
разработано приложение на языке программирования Java, реализующее алго-
ритм вычисления значений электромагнитного поля, создаваемого несколькими
несоосными катушками [1, 3–5]. Для того, чтобы уменьшить длительное время
работы данного алгоритма, были разработаны и реализованы два алгоритма
трёхмерной интерполяции, сократившие время вычислений без существенной
потери точности [2, 6].

Следующим этапом работы стала разработка приложения для получения
интерполированных данных по экспериментальным значениям, полученным в
результате измерений поля в заданной области [7, 8].

В данной работе описано приложение, соединяющее задачи вычисления
и визуализации низкочастотного магнитного поля как по модельным, так и по
экспериментальным данным. Приложение позволяет моделировать различные
распределения поля при изменении параметров катушек, а сопоставление ре-
зультатов визуализации с исследованием эффективности процедуры позволяет
врачу выбирать наиболее подходящие в каждом случае режимы.

2. Вычисления по модели. Первая часть разработанного приложения
позволяет задать параметры катушек и их расположение и выполнить непо-
средственное вычисление по алгоритму. В результате работы формируется вы-
ходной в формате .vtk, который дальше может быть использован для визуали-
зации.

Координаты катушек задаются в глобальной системе, но непосредствен-
ные вычисления выполняются в локальной цилиндрической системе координат
катушки, поэтому требуется переход между системами координат. В качестве
вспомогательной используется локальная декартова система координат.

Алгоритм непосредственного вычисления является ресурсоёмким, так
как в каждой точке области считается суперпозиция значений для каждого
контура каждой катушки, а также требуются частые преобразования коорди-
нат.

1Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ 13–01–00782.
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В целях оптимизации времени вычисления были разработаны и реализо-
ваны алгоритмы интерполяции, позволяющие уменьшить число базовых точек
сетки.

3. Трёхмерная интерполяция. Было реализовано два алгоритма ин-
терполяции: трёхмерная линейная интерполяция и одномерная квадратичная
интерполяция Лагранжа.

А. Трёхмерная линейная интерполяция. 1. Для заданной точки выбирает-
ся 8 узлов базовой сетки (ближайшие соседи) – это будут узлы интерполяции.
2. Выбирается одна из координатных функций векторного поля электромаг-
нитной индукции, для которой будет производиться интерполяция. 3. Строится
интерполяционный многочлен от трёх переменных, интерполирующий выбран-
ную координатную функцию векторного поля электромагнитной индукции. 4.
Вычисляется значение данного многочлена в исследуемой точке.

Б. Одномерная квадратичная интерполяция (применима, если точка ле-
жит в центре куба, образованного соседними узлами базовой сетки). 1. Для
заданной точки выбирается 3 узла базовой сетки (точки базовой сетки, лежа-
щие на одной диагонали) – это будут узлы интерполяции. 2. Выбирается од-
на из координатных функций векторного поля электромагнитной индукции,
для которой будет производиться интерполяция. 3. Строится интерполяцион-
ный многочлен 2-ой степени от одной переменной, интерполирующий выбран-
ную координатную функцию векторного поля электромагнитной индукции. 4.
Вычисляется значение данного многочлена в исследуемой точке.

Данные алгориты легли в основу второй части разработанного приложе-
ния для врачей–магнитотерапевтов. В случае, если детализация распределения
поля не удовлетворяет врача, он может уменьшить шаг сетки в несколько раз
и получить распределение поля для более мелкой сетки, значения в которой
будут рассчитаны посредством интерполяции.

Интерполяция показала существенный прирост скорости вычислений по
сравнению с алгоритмом непосредственного вычисления: трёхмерная линейная
интерполяция показала прирост скорости вычисления в 6 раз, одномерная квад-
ратичная – в 10 раз.

Анализ погрешности проводился следующим образом: вычислялись нор-
мы (максимум модуля) каждого из полученных трёхмерных массивов: полу-
ченного непосредственным вычислением (B) и с помощью интерполяции (L and
S), а потом считался коэффициент интерполяции L/B and S/B. Погрешность
составила не более 8% для линейной интерполяции, и 12% для квадратичной.

4. Вычисления по экспериментальным данным. Следующим эта-
пом разработки программного комплекса стала разработка и реализация ал-
горитма одномерной интерполяции экспериментальных данных, полученных в
результате измерений около магнитотерапевтических аппаратов.

Задача заключалась в следующем: в результате измерений у врача–
магнитотерапевта есть три скалярные величины – на краях отрезка и в се-
редине; требуется получить распределение поля на всем отрезке. Следует отме-
тить, что величины для интерполяции являются скалярными – это обусловлено
техническими характеристиками прибора, используемого для измерений.

Для получения распределения поля была выбрана одномерная интерпо-
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ляция Лагранжа. На исследуемом отрезке вводится сетка, и для каждого узла
этой сетки вычисляется интерполированное значение. Результат интерполяции
врач может наблюдать наглядно с помощью цветовой диаграммы распреде-
ления поля на отрезке, построенной на основании результатов интерполяции.
Также он может выбрать конкретную точку для интерполяции с помощью пол-
зунка, расположенного непосредственно над диаграммой.

В качестве средства визуализации был выбран свободно распространя-
емый (BSD license) пакет научной визуализации ParaView. Выбор в пользу
данного пакета и визуализации данных из файла был сделан из-за слишком
большой трудоёмкости самостоятельной визуализации. Также ParaView обла-
дает широким спектром специфических возможностей, таких, как построение
силовых линий для трёхмерного массива векторов.

5. Заключение. Разработано и реализовано комплексное приложение,
реализующее вычисление и визуализацию низкочастотного магнитного поля
генерируемого несоосными катушками индуктивности. Приложение позволя-
ет врачу выбирать различные методы моделирования поля, как по основной
модели, так и с использованием интерполяционных методов. Для визуализации
используется пакет Paraview. Наряду с врачебными методами оценки эффек-
тивности магнитотерапевтических процедур анализ полученных изображений
распределения интенсивности поля дает врачу дополнительную информацию.
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Nikolskyi B. B., Fomin V. V. Prospects for the use of neural networks in

embedded systems, for example, spectroscopy. This article discusses the possibility of using

neural networks in modern embedded systems based on microcontrollers, as well as the benefits,

limitations and possible drawbacks of using this technology in spectroscopy.

В данной статье рассматривается возможность применения нейронных сетей в совре-

менных встраиваемых системах на базе микроконтроллеров, а также получаемые преимуще-

ства, ограничения и возможные недостатки применения данной технологии в спектроскопии.

Встраиваемая система (embeddedsystem) – это специализированный ком-
пьютер (микропроцессорная система управления), характерной чертой кото-
рой является то, что данная система входит в состав устройства, которым она
управляет и неотделимо от него. Как правило, аппаратно такие системы осно-
вываются на однокристальных ЭВМ (System–on–a–Chip), и управляются спе-
циализированным программным обеспечением (ПО).

Современные микроконтроллеры фактически являются однокристаль-
ными ЭВМ, которые обладают достаточно высокой производительностью и бо-
гатым набором периферийных устройств. Мощность микроконтроллеров позво-
ляет не только получать и регистрировать информацию с каких-либо устройств
и датчиков, но и обрабатывать её с применением ресурсоёмких аналитических
алгоритмов и моделей [1], в том числе и используя искусственные нейронные
сети (ИНС) [2], исключив необходимость использования ПЭВМ в качестве плат-
формы для обработки данных.

Для демонстрации потенциала применения ИНС рассмотрим один из
примеров использования встроенной системы в электронном анализаторе спек-
тра (например, анализатор гамма-спектра), а также возможность применения
нейронных сетей, для оптимизации используемого в данном примере алгорит-
ма.

Гамма-спектроскопия – разновидность электромагнитной спектроскопии,
позволяющей определить не только наличие источника или источников излуче-
ния, но также и его типов на основе анализа спектра, полученного анализатором
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гамма-излучения.
В состав спектрометра входят:

1. Счётчик импульсов гамма излучения (газоразрядный счётчик Гейгера–
Мюллера или сцинтилляционный счетчик).

2. Фотоэлектронный умножитель (ФЭУ).

3. Анализатор (блок обработки электрических импульсов).

Сцинтилляционный счётчик – это регистрирующий прибор, основанный
на сцинтилляторах – веществах, способных излучать свет при поглощении иони-
зирующего излучения (в данной ситуации гамма-квантов).

ФЭУ – электровакуумный прибор, который преобразует световые фо-
тоны, излучаемые сцинтиллятором, в электрические импульсы с переменной
амплитудой.

Анализатор – блок обработки электрических импульсов, поступающих с
ФЭУ, регистрирует входящий сигнал, производит его анализ, а также выдаёт
управляющие сигналы для ФЭУ.

Рассмотрим алгоритм работы спектрометра. Попавшие в детектор гамма-
кванты, генерируют световую вспышку в детекторе. ФЭУ регистрирует вспыш-
ку и преобразует её в электрический импульс. За определённый, очень короткий
промежуток времени происходит накопление полученных импульсов. Получен-
ные импульсы характеризуются длительностью и амплитудой (энергией), а так-
же интенсивностью (количеством полученных импульсов за текущий временной
промежуток). Различные источники гамма-излучения можно характеризовать
перечисленными выше параметрами (амплитуда и длительность). Сопоставив
зарегистрированные данные с образцовыми данными различных источников из-
лучения, мы можем определить, гамма-кванты какого именно типа источника
зарегистрированы прибором.

На практике данный алгоритм имеет ряд существенных технических
ограничений.

1. Первое ограничение заключается в том, что ФЭУ – это электровакуум-
ный прибор, имеющий непостоянные характеристики. Управление ФЭУ
осуществляется подачей высокого напряжения (700–1000 В) на управля-
ющий электроприбора. В зависимости от величины данного напряжения
изменяется амплитуда выходного сигнала. Таким образом, для получения
точных значений амплитуды сигнала необходимо проводить калибровку
ФЭУ используя образцовый источник гамма-излучения, для которого за-
ранее известно значение амплитуды регистрируемого сигнала.

2. Второе ограничение – отклонение параметров ФЭУ из-за внешних факто-
ров (например, температуры). Чтобы избежать «плавания» результатов
измерения применяются различные методики стабилизации параметров
ФЭУ. Например, использование эталонного источника световых импуль-
сов, имеющего заранее известные параметры (длину волны и частоту из-
лучения), которые в свою очередь не подвержены отклонению по каким-
либо внешним факторам. Это позволяет установить контрольные значе-
ния регулировочных параметров для ФЭУ в момент его калибровки и
корректировать отклонения в работе прибора.
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Данные методы позволяют получить спектр гамма-излучения в широком
энергетическом диапазоне. Однако, остаётся несколько нерешённых проблем:

1. Процесс калибровки детектирующего блока прибора включает в себя
несколько фаз (накопление естественного фона, термостабилизацию и
т. д.) и занимает достаточно продолжительное время.

2. Описанный выше алгоритм не уберегает от возможности как ложного сра-
батывания, так и несрабатывания.

Одним из вариантов решения этих проблем – это применение нейронных
сетей в алгоритме детектирования, что сразу даёт несколько полезных для нас
преимуществ:

1. Получение результата при заранее неизвестной зависимости между вход-
ными и выходными параметрами (позволит скорректировать ложные сра-
батывания).

2. Легкость распараллеливания алгоритма при решении задачи (позволит
увеличить скорость обработки информации).

Существуют различные топологии нейронных сетей, каждая из которых
имеет свои сильные и слабые стороны для решения определённых задач. Для
оптимизации описанного алгоритма можно использовать нейронную сеть, осно-
ванную на многослойном перцептроне [2].

Преимущества данной сети заключаются в следующем:

1. Множество входных узлов, образующие входной слой (Блок обработки
электрических импульсов получает сигнал с ФЭУ посредством многока-
нального АЦП).

2. Одного или более скрытых слоёв (слои, не включающие входной и выход-
ной слой) вычислительных нейронов.

3. Возможность решения задач, для которых неизвестно алгоритмическое
решение (при наличии репрезентативного набора примеров с известными
решениями (предотвращение ложных срабатываний)).

4. Данный тип нейронной сети хорошо изучен и применяется на практике,
что позволяет применить его в приведённом в статье алгоритме.

Недостатки применения нейронных сетей:

1. Высокая вычислительная ресурсоёмкость, несмотря на высокую произво-
дительность современных микроконтроллеров, нейронные сети все равно
остаются очень ресурсоемким методом обработки данных.

2. Возможность ошибочной работы при неправильном обучении. Качество
работы нейронной сети сильно зависит от того, как именно был проведён
процесс её обучения. При неполном, а тем более неправильном обучении
результаты работы алгоритма с применением такой нейронной сети могут
быть непредсказуемы.
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3. Сложность качественной программной реализации. Для качественной ра-
боты алгоритма с применением нейронной сети требуется высокая квали-
фикация программиста, реализующего данный алгоритм.

Таким образом, искусственные нейронные сети позволяют нам улучшить
характеристики уже имеющегося прибора, не затрагивая его аппаратной части.
Современные микропроцессорные системы обладают достаточно большим ко-
личеством встроенных инструментов для регистрации детектируемых парамет-
ров, а в совокупности с высокой производительностью позволяет реализовать
алгоритмы для расчёта и вычисления требуемого результата с применением
нейронных сетей в ограниченных временных рамках.
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Podoroga A. V., Tikhonov I. V. Quasilinear equation of road traffic and

computer simulation. The quasilinear equation of road traffic is discussed. We consider a number

of mathematical effects associated with Nagel–Schreckenberg model and conduct numerical check

with computer simulation modeling.

Рассматривается квазилинейное уравнение дорожного движения. Обсуждается ряд

математических эффектов, связанных с моделью Нагеля–Шрекенберга. Проводится числен-

ное сопоставление с результатами компьютерного моделирования.

Как известно [1], при моделировании процессов дорожного движения ис-
пользуют различные подходы. В частности, макроскопический подход трактует
поток автомобилей как специфический поток сплошной среды. Основными ха-
рактеристиками являются координата x вдоль дорожного полотна, время t,
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плотность потока r(x, t) и, наконец, сам поток q(x, t), выражающий усреднен-
ное число автомобилей, проходящих через точку x в момент времени t. Клю-
чевое предположение макроскопической модели связано с наличием фундамен-
тальной диаграммы q = Q(r), определяющей зависимость величины потока q
от плотности r. Непрерывная, выпуклая вверх функция Q(r) удовлетворя-
ет условиям: Q(0) = 0, Q(rmax) = 0 и Q(r) > 0 при 0 < r < rmax. Значе-
ние r = 0 означает отсутствие автомобилей, а значение r = rmax соответствует
максимальной плотности потока, когда движение полностью останавливается
(“транспортный коллапс”).

Основное уравнение дорожного движения имеет вид

∂r
∂t

+
∂Q(r)
∂x

= 0, r = r(x, t). (1)

Рассмотрим уравнение (1) вместе с условием Кошиr(x, 0) = r0(x). (2)

Для содержательного исследования задачи (1), (2) требуется знать конкретный
вид фундаментальной диаграммы Q(r). Специалисты используют ряд конку-
рирующих моделей (см. [1]). Важные соображения, связанные с практически-
ми наблюдениями и компьютерными расчётами, указывают на предпочтитель-
ность модели Нагеля–Шрекенберга [2], согласно которой

Q(r) = { k1r, 0 6 r 6 r∗,
k2 (rmax − r), r∗ 6 r 6 rmax.

(3)

Здесь r∗ — фиксированное значение из интервала (0, rmax), а коэффициенты
k1 > 0, k2 > 0 определены формулами

k1 =
qmaxr∗ , k2 =

qmaxrmax − r∗ .
Типичный вид такой диаграммы представлен на рис. 1. Значение плотностиr = r∗ отвечает переходу от свободного движения при 0 < r < r∗ к затруднен-
ному движению при r∗ < r < rmax. Согласно модели Нагеля–Шрекенберга на
участках 0 < r < r∗ и r∗ < r < rmax поток изменяется линейно. Максимальное
значение потока qmax достигается на критическом значении r∗ в том смысле,
что Q(r∗) = qmax и Q(r) < qmax при r 6= r∗.

Проанализируем главные математические особенности, присущие модели
Нагеля–Шрекенберга. Рассмотрим уравнение (1) с фундаментальной диаграм-
мой (3) как квазилинейное уравнение первого порядка, согласно теории [3], [4].
Поскольку функция Q(r) не является гладкой на отрезке [0, rmax], удобно сразу
перейти к обобщённым решениям.

Определение. Обобщённым решением уравнения (1) называется инте-
грируемая функция r(x, t) переменных x ∈ R, t ∈ [0, T ], такая, что

d

dt

b∫a r(x, t) dx = Q(r(a, t))−Q(r(b, t)) (4)
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Рис. 1. Фундаментальная диаграмма для модели Нагеля–Шрекенберга.

при почти всех t ∈ [0, T ] и почти всех a, b ∈ R.

Типичные обобщённые решения задачи Коши (1), (2) допускают простое
описание:

1. если r0(x) 6 r∗ при всех x ∈ R, то r(x, t) = r0(x− k1t);

2. если r0(x) > r∗ при всех x ∈ R, то r(x, t) = r0(x+ k2t);

3. если r0(x) > r∗ при x < a и r0(x) < r∗ при x > a, тоr(x, t) =  r0(x+ k2t), x 6 a− k2 t,r∗, a− k2 t 6 x 6 a+ k1 t,r0(x− k1t), x > a + k1 t;

4. если r0(x) < r∗ при x < a и r0(x) > r∗ при x > a, тоr(x, t) = { r0(x+ k2t), x > y(t),r0(x− k1t), x < y(t),
где движение границы разрыва y(t) определяется условием Гюгониоy′(t) =

Q(r0(y(t) + k2t))−Q(r0(y(t)− k1t))r0(y(t) + k2t)− r0(y(t)− k1t)
(5)

с начальным условием y(0) = a.

В более сложных случаях применяется комбинация перечисленных правил.
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Особо подчеркнем, что в задаче Коши (1), (2) возможно нарушение един-
ственности решения. Так, при выборе r0(x) ≡ r∗, x ∈ R, помимо канонического
решения r(x, t) ≡ r∗, возникает множество других обобщённых решений, на-
пример, r(x, t) = r(x, t; g) = r∗, x < −k2t,rmax − g(rmax − r∗), −k2t < x < 0,gr∗, 0 < x < k1t,r∗, x > k1t,

с произвольным значением g ∈ [0, 1). Требование (4) здесь выполняется. Нали-
чие подобных решений допускает физическую интерпретацию: при переходной
плотности r(x, t) ≡ r∗ поток крайне неустойчив к любым возмущениям, и при
малейших воздействиях в нём будут возникать расходящиеся волны понижен-
ной и повышенной плотностей.

Типичной является задача о движении затора для плотностиr(x, t) = { r1, x < y(t),r2, x > y(t), (6)

с постоянными значениями r1, r2, такими, что 0 < r1 < r∗ < r2 < rmax. Условие
Гюгонио (5) дает выражениеy(t) = y(0) + k2(rmax − r2)− k1r1r2 − r1 t.

В частности, при выполнении пропорцииr1r∗ =
rmax − r2rmax − r∗ (7)

возникает “неподвижная” пробка, у которой y′(t) ≡ 0. Пользуясь рис. 1, про-
порцию (7) легко истолковать геометрически, а её практический смысл состоит
в равенстве потоков Q(r1) и Q(r2) на стыке двух плотностей в модели (3).

Из сказанного ясно, что модель Нагеля–Шрекенберга представляет ма-
тематический интерес и может обсуждаться как некая идеализация для транс-
портных задач. Возникает вопрос о её практическом подтверждении. В рабо-
те [2] модель (3) получена с помощью теории клеточных автоматов. Там же
в [2] приведены результаты наблюдений за реальными транспортными потока-
ми, согласованные с теоретическими оценками.

Нам удалось подтвердить основные выводы работы [2], основываясь на
иных принципах. Некоторое время назад на кафедре математической физики
факультета ВМК МГУ была разработана компьютерная программа “Cars”, ис-
пользующая идею имитационного моделирования. Программа предназначена
для изучения однополосного дорожного движения. Каждый автомобиль трак-
туется как индивидуальный объект, движущийся по стандартному алгоритму.
Алгоритм оперирует с данными, доступными “обычному” водителю. Управляю-
щим параметром является ускорение автомобиля. Все величины, используемые
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в программе — дистанции, скорости, ускорения разгона и торможения — соот-
ветствуют значениям, возникающим на практике. Программа “Cars” написана
на языке C#, имеет удобный интерфейс (с визуализацией) и может быть ре-
ализована на персональном компьютере. В результате появилась возможность
проводить масштабные численные эксперименты с сотнями автомобилей и сни-
мать большие объёмы цифровой информации для разных конфигураций транс-
портных средств на однополосной дороге.

После первичной обработки полученных данных выяснилось, что про-
грамма “Cars” с высокой точностью реализует модель Нагеля–Шрекенберга.
Так, при определенной настройке параметров программы возникает фундамен-
тальная диаграмма (3) с приближенными значениямиrmax = 0.5, r∗ = 0.04268,

r∗rmax

= 0.08536, qmax = 0.1756
авто

сек
. (8)

Был проведен ряд численных экспериментов по проверке основных математи-
ческих эффектов, связанных с моделью Нагеля–Шрекенберга. В частности, на
характерных режимах (6) удалось добиться возникновения устойчивых непо-
движных пробок, согласованных с теоретическим соотношением (7). Например,
компьютерная модель, настроенная под данные (8), сохраняет неподвижную
пробку для плотностейr1 = 0.0245 при x < a, r2 = 0.25 при x > a. (9)

Если же использовать теоретическую модель (3) с теми же данными (8), то
формула (7) для значения r2 = 0.25 дает значение r1 = 0, 0233. Хорошее соот-
ветствие с (9) очевидно.
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Popov S. M., Flegontov A. V. To the question about automation support

innovative solutions based on distance learning systems. Discusses issues automated

support of innovative solutions based on systems of distance learning within development projects.

Рассматриваются вопросы автоматизированной поддержки инновационных решений

на базе систем дистанционного обучения в рамках разрабатываемых проектов.

Развитие прикладных направлений исследований в области автоматиза-
ции работы кафедр в научно-образовательном центре “Информационные тех-
нологии и системы моделирования” РГПУ им. А. И. Герцена [1–4], а также
совместные с Чукотским филиалом Северо–Восточного федерального универ-
ситета им. М. К. Аммосова участие в сетевом проекте “Смарт Университет на
Чукотке” послужило основой для проведения анализа современных инноваци-
онных решений на базе систем дистанционного обучения.

Применяемая основная образовательная парадигма основана на широком
использовании интерактивных форм обучения на новейшей ИКТ-платформе с
возможностью доступа к образовательному контенту в любое время и любом
месте.

При этом достигается и цель сетевого проекта, а именно – создание высо-
котехнологичной информационной образовательной среды для подготовки спе-
циалистов с высшим образованием в ИКТ-сфере с использованием перспектив-
ных ИКТ-средств и новейших технологий обучения.

Анализ современной работы кафедры (см., например, работу [5]) пока-
зывает, что необходимо учитывать и применять следующие ИТ инновации:

– новые педагогические дистанционные технологии проведения лабора-
торных занятий с учетом особенностей используемого в этом случае дистанци-
онного асинхронного режима обучения;

– разработанное достаточное количество имитационных моделей реаль-
ных процессов, например химических, биологических, транспортных, социаль-
ных и т. д. (можно предположить, что ПО виртуальной лабораторной работы
будет похоже на используемые в компьютерных играх программы-симуляторы
конкретной предметной области);

– дополнительное программное средство, которое на основе ГОС, ФГОС,
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учебных планов и заданного распределения компетенций генерировало бы по-
стоянную составляющую УМК, а переменную составляющую (собственно со-
держание дисциплины) разрешало бы вводить, например, с клавиатуры;

– дополнительные средства (помимо стандартных офисных приложений)
для автоматизации процессов работы кафедры: 1) для обучения студентов (на-
пример – Office Live Meeting, Office Sharepoint Server, MS Live@edu, Windows
Live Manager); 2) для подготовки к занятиям (например – Office Visio); 3) для
контроля успеваемости студентов (например – Test Master);

– ИТ для бизнес-процессов кафедры. Помимо стандартных офисных при-
ложений, характерно, например, добавления систем Moodle, eLibrary, а также
хранилище ресурсов на базе систем дистанционного обучения AContent, ATutor
[6];

– автоматизированная защита лабораторных работ;
– новые ПП, которые можно использовать для ДО, например – Adobe

Acrobat Connect Pro, Elluminate, Dimdim, Open Meeting, MS Office Live Meeting
или Lync.

Рассматриваются также вопросы эффективного использования средств
доставки контента до конечного пользователя и их особенности в условиях ши-
рокополосных и узкополосных информационных каналов связи.
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Prosenkova Yu. B., Flegontov A. V. The client-server organization of the

system of knowledge testing with function of autogeneration tasks and information

base, which provide the date exchange by components of the system. The client-server

organization of the system of knowledge testing, which provide the forming of tests using the

algorithm of autogeneration tasks from the arbitrary educational text materials is represented

in the article. The functional realizing at the teachers and students workplaces are described. The

data base with which the interaction of the components of the system realized is elaborated. The

tasks of the system administrator are described.

В данной статье описана клиент-серверная организация работы системы тестирова-

ния знаний, обеспечивающей составление тестов с использованием алгоритма автогенерации

заданий из произвольных текстовых учебных материалов. Представлен функционал реализу-

емый на рабочих местах преподавателя и обучающихся. Приведена разработанная информа-

ционная база, с которой осуществляется взаимодействие компонентов системы тестирования.

Описаны задачи администратора системы.

В рамках проводимых научно-образовательным центром “Информаци-
онные технологии и системы моделирования” РГПУ им. А. И. Герцена при-
кладных и научных исследований по автоматизации аналитической поддержки
принятия экспертных решений, одним из приоритетных направлений работ бы-
ло определено развитие методов и технологий на основе алгоритмов обработки
текстов [1, 2]. В соответствии с выделенным направлением был создан алгоритм
автогенерации тестовых заданий из текстовых данных и по нему на языке вы-
сокого уровня была разработана программа [3].

В данный момент работа над программой направлена на расширение
пользовательских возможностей и на увеличение быстродействия программы,
использующей алгоритм автогенерации тестовых заданий, по средствам расши-
рения локальной программы до крупной информационной системы тестирова-
ния знаний. Обозначенная система состоит из следующих компонентов:

1) автоматизированное рабочее место преподавателя,
2) автоматизированное рабочее место обучающегося,
3) база данных,
4) рабочее место администратора системы.
Целью настоящей статьи является описание функционала рабочих мест
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преподавателя и обучающихся, описание структуры разработанной базы дан-
ных, с которой происходит взаимодействие в ходе работы системы тестирования
знаний, а так же выделение задач, необходимых для настройки системы и под-
держания ее постоянной работоспособности.

В ходе работы системы предполагается постоянный обмен данными меж-
ду её компонентами. Примерная схема такого обмена данными представлена на
рис. 1, на котором компоненты системы выделены в отдельные сущности и с по-
мощью обозначений описаны взаимодействия по обмену данными между этими
сущностями и цели данных взаимодействий.

Рис. 1. Схема обмена данными между компонентами системы.

Далее последовательно будет рассмотрен каждый компонент системы те-
стирования знаний. Будут описаны функции рассматриваемого компонента си-
стемы, а так же при необходимости его структура.

1. База данных. В ходе работы над созданием системы средствами
PostgreSQL была разработана база данных, обеспечивающая хранение данных,
необходимых для полного функционирования разрабатываемой системы тести-
рования знаний [4]. Структурная схема базы данных, с указанием типов полей
и идентификаторов, приведена на рис. 2.

Как видно из рисунка, разработанная база данных включает в себя сле-
дующие схемы данных:

1. Учебные материалы и тестовые задания. В данной схеме организовано
хранение учебных материалов в произвольном формате хранения документов,
допустимом для обработки алгоритмом автогенерации тестовых заданий [5].
Так же хранятся тестовые задания, полученные по учебным материалам с ис-
пользованием алгоритма автогенерации или с помощью ручного ввода заданий.

2. Занятия по дисциплинам и преподаватели занятий. В этой схеме хра-
нится информация о преподавателях и об учебных планах по которым данные
преподаватели проводят занятия. Так же хранится информация о том, какие
группы обучающихся проходят обучение по имеющимся планам и какими учеб-
ными материалами они пользуются для обучения.

3. Учебные группы, учащиеся и их результаты обучения. В данной схеме
организовано хранение данных о группах обучающихся и о результатах выпол-
нения тестовых заданий по дисциплинам каждым из обучающихся в группе,
при этом учитывается посещаемость занятий обучающимися.
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4. Сетевая конфигурация системы. В этой схеме хранится информация о
компьютерах, входящих в информационную сеть, и о ролях этих компьютеров
в разрабатываемой системе тестирования знаний.

Рис. 2. Структурная схема базы данных, обеспечивающей обмен данными между
компонентами системы.

2. Рабочее место администратора системы. Администратор систе-
мы обеспечивает целостность базы данных, в том числе настраивает права до-
ступа к базе данных, создает резервные копии базы данных и откаты к преды-
дущим версиям базы, при нарушениях ее целостности. Администратор так же
обеспечивает своевременное обновление данных о конфигурации информаци-
онной сети и пользователях системы, настраивает возможность соединения с
базой данных рабочих мест, выделенных для преподавателей.

3. Автоматизированное рабочее место обучающегося. Автомати-
зированное рабочее место обучающегося предназначено для отображения учеб-
ных материалов и тестовых заданий с полями ввода или выбора ответов. Учеб-
ные материалы и тестовые задания приходят с автоматизированного рабочего
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места преподавателя. Так же обеспечивается отправка уведомлений о прочте-
нии учебных материалов и результатах выполнения тестирования обратно.

4. Автоматизированное рабочее место преподавателя. Преподава-
тель отвечает за поддержание системы в актуальном состоянии: загрузка учеб-
ных материалов в базу данных, автогенерация тестовых заданий с загруженных
материалов и ручной ввод дополнительных заданий в базу данных, распределе-
ние компьютеров между обучающимися в группе, ведение статистики о резуль-
татах выполнения тестовых заданий и о посещаемости занятий обучающимися,
занесение в базу данных актуальных учебных планов по дисциплинам для групп
обучающихся и другое. Взаимодействие преподавателя с базой данных проис-
ходит по средствам разрабатываемого интерфейса системы. Основная часть
функционала, такого как например ведение статистики о выполнение тестовых
заданий, производится в автоматическом режиме программными средствами.

Рассылка по автоматизированным рабочим местам обучающихся учеб-
ных материалов и тестовых заданий, а также получение от них результатов
выполнения заданий и уведомлений о прочтении учебных материалов обеспе-
чивается клиент-серверной организацией работы системы тестирования зна-
ний. Непосредственное взаимодействие между автоматизированным рабочим
местом преподавателя и обучающегося так же происходит по средствам разра-
батываемого интерфейса системы.

Для автоматизированного рабочего места преподавателя предполагается
составление тестовых заданий для обучающихся по следующим схемам:

1) программное составление заданий: по загруженному учебному матери-
алу при помощи алгоритма автогенерации тестовых заданий составляется база
вопросов и ответов, для обучающихся программно создаются тесты из произ-
вольно выбранных вопросов из базы;

2) Ручное составление вопросов для заданий: у преподавателя всегда име-
ется возможности внести в базу данных собственные задания для тестирования
с указанием того, к какому учебному материалу они относятся;

3) Ручное составление заданий: преподаватель может сам выбирать во-
просы из базы данных и составлять на их основе тестовые задания.

Преобразование локальной программы автогенерации тестовых заданий
в представленную информационную систему позволяет увеличить быстродей-
ствие работы с алгоритмом за счёт использование базы данных. Если в изна-
чальном варианте программы было необходимо для составления тестовых за-
даний каждый раз применять разработанный алгоритм автогенерации заданий
из текста, то внедрение базы данных позволяет использовать алгоритм едино-
жды, а затем получать уже составленные ранее задания по необходимому учеб-
ному материалу из базы. Также создание сложной информационной системы
позволяет существенно увеличить функциональные возможности программы и
обеспечить удобство пользования программой. Клиент-серверная организация
системы тестирования знаний позволяет вести дистанционное обучение.

Вышеописанная система позволяет производить полный цикл автомати-
зированного обучения по произвольным дисциплинам: ознакомление обучаю-
щихся с учебными материалами по дисциплинам и контроль усваиваемых зна-
ний. Уникальностью данной системы является внедрение в нее алгоритма авто-
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генерациии тестовых заданий с произвольных текстовых учебных материалов,
представленных в широком диапазоне форматов документов. Очевидно, что
разрабатываемая система позволяет существенно облегчить работу преподава-
теля, а также повысить эффективность учебного процесса.

В дальнейшем предполагается расширение возможностей алгоритма ав-
тогенерации тестовых заданий. На данный момент алгоритм позволяет гене-
рировать тестовые задания с выбором одного правильного ответа из предло-
женных вариантов из текстовых материалов с определенной структурой со-
ставления, не содержащих формул. В дальнейшем работа будет направлена на
увеличение типов генерируемых заданий и на создание алгоритмов по рабо-
те с произвольными учебными материалами: с произвольной структурой и с
наличием формул и изображений.
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Sergeev V. D. An application of Renyi divergence to image analysis and

classification. In the paper a method of image analysis and classification based on calculation of

α-divergence(or Renyi divergence) is considered.For each image a discrete distribution of measure

and finite sequence of its direct multifractal transformations are calculated. When comparing two

images alpha-divergence is calculated between both initial distributions and their renormalizations.

The obtained divergence vector is considered as similarity/difference characteristic of image struc-

tures. Numerical experiments were performed for α values 1 (Kullback–Leibler divergence), 1/2,

1/4, 2.

В работе рассмотрен метод анализа и классификации изображений, основанный на

вычислении α-расхождений (или расхождений Реньи). С каждым изображением связывается

дискретное распределение меры и конечная последовательность её прямых мультифракталь-

ных преобразований. Для двух сравниваемых изображений вычисляются альфа-расхождения

между полученными наборами мер. Полученный вектор расхождений рассматривается как

характеристика сходства–различия структур изображений. Численные эксперименты прове-

дены для четырёх значений α: 1 (расхождение Кульбака–Лейблера), 1/2, 1/4, 2.

1. Введение. В задачах анализа и классификации цифровых изображе-
ний часто применяются методы, основанные на вычислении различных энтро-
пийных характеристик. Так, многие авторы для описания свойств изображений
применяют те или иные варианты энтропии Реньи [1, 4, 6]. В данной работе для
решения указанной задачи мы используем метод, основанный на вычислении
альфа-расхождений (или расхождений Реньи) [4, 5]. Указанный метод опира-
ется на получение статистических характеристик двух сравниваемых изобра-
жений в виде дискретного распределение меры и конечной последовательность
её прямых мультифрактальных преобразований с последующим вычислением
расхождения Реньи между полученными наборами мер. Таким образом, мы
характеризуем исходное изображение с помощью не только базовой меры, но
также и набором её модификаций.

Распределение меры определяется здесь по заданному разбиению изобра-
жения на ячейки, при этом мера ячейки определяется как отношение сумм ин-
тенсивностей составляющих ее пикселей к сумме интенсивностей пикселей всего
изображения. Под интенсивностью понимается яркость полутонового изобра-
жения или значение одной из заданных компонент из пространств HSV или
RGB.

Проведенные нами численные эксперименты для различных значений па-
раметра альфа показывают, что для изображений близкой структуры скорость
роста вектора полученных расхождений незначительна, в то время как для
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существенно различных изображений она достаточно велика. Таким образом,
вектор расхождений Реньи для начального распределения меры и её последо-
вательных прямых мультифрактальных преобразований можно рассматривать
как релевантную характеристику сходства–различия структур цифровых изоб-
ражений.

2. Основные понятия. В данной работе мы рассматриваем задачу по-
лучения характеристик цифровых изображений (текстур), позволяющих выяв-
лять различия между изображениями, априори принадлежащими различным
классам, а также между группами таких изображений. Мы характеризуем изоб-
ражение с помощью некоторой вероятностной меры, определяемой по величине
интенсивности пикселей, составляющих изображение. Естественной характери-
стикой изображения является энтропия этого распределения. В то же время
можно отметить, что величина энтропии не зависит от порядка компонент век-
тора распределения вероятностей. Поэтому у изображений с различной струк-
турой значения энтропии могут оказаться одинаковыми. Также отметим, что
изображения с различными структурами могут иметь близкие фрактальные ха-
рактеристики. Отсюда следует, что, как правило, одной числовой характеристи-
ки бывает недостаточно для сравнения изображений более предпочтительными
оказываются методы, позволяющие получить характеристики изображений в
виде набора чисел (вектора). Такие вектора позволяют находить достаточно
тонкие различия в структуре изображений.

Рассмотрим метод сравнения изображений, основанный на вычислении
величины расхождения Реньи (или a-расхождения). Метод состоит в том, что
с каждым изображением связывается некоторая дискретная мера, полученная
вычислением вектора распределения интенсивностей пикселей изображения, и
конечная последовательность прямых мультифрактальных преобразований на-
чального распределения (количество таких преобразований определяется из эм-
пирических соображений). Для двух сравниваемых изображений вычисляется
вектор a-расхождений между полученными наборами мер, который рассмат-
ривается как характеристика сходства–различия структур изображений. Для
данных распределений p = (pi) и q = (qi), характеризующих два сравнивае-
мых изображения, расхождения Реньи при переменном параметре a >0, a 6= 1
рассчитываются с помощью формулы [5]:

Da(p, q) = 1a− 1
ln

n∑

1

pai q1−ai .

Расхождение принимает неотрицательные значения и является неубыва-
ющей функцией a.

В частном случае при a = 1 это преобразование определяется по фор-
муле:

D1(p, q) =

n∑

1

pi ln
pi
qi

и называется расхождением Кульбака–Лейблера [5].
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Для данного распределения p = (pi) прямое мультифрактальное преоб-
разование исходного распределения определяется формулой:

fk(p, q) =
pki∑
i p

k
i

,

где k – произвольное вещественное число [2]. Это преобразование фактически
оказывается перенормировкой исходной меры.

Прямое мультифрактальное преобразование действует на множестве дис-
кретных вероятностных мер, соответствующих исследуемым изображениям.
Известно [2], что эти преобразования образуют группу, относительно которой
множество мер распадается на непересекающиеся классы транзитивности. Каж-
дый такой класс содержит некоторую начальную меру, соответствующую задан-
ному изображению, и её последующие преобразования. Фактически, получен-
ный класс мер определенным образом характеризует выбранное изображение.

3. Выбор меры. Исследуемое изображение разбивается на K ячеек
(окон) одинакового размера N ×N , пересекающихся по границе. Размер ячей-
ки выбирается в зависимости от типа изображения и от решаемой задачи: более
мелкая ячейка соответствует более точному представлению изображения и на-
оборот. В то же время отметим, что при уменьшении размера окна растет длина
вектора распределения.

Каждому изображению сопоставляется характеризующее его распределе-
ние p = (pi). Мера (нормированная) i-й ячейки pi определяется как отношение
суммы интенсивностей пикселей данной ячейки к сумме интенсивностей пик-
селей всего изображения. При таком определении распределение естественным
образом зависит от размера окна.

На рис. 2 проиллюстрирована зависимость значений расхождений Куль-
бака–Лейблера от размера окна для двух полутоновых изображений из одного
класса биомедицинских препаратов: почек без патологий. Размер изображения
3000× 2000 пикселей.

(а) (б)

Рис. 1. Полутоновые изображения почек без патологий (а, б).
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Рис. 2. График значений расхождения в зависимости
от размера окна разбиения.

4. Численные эксперименты. Для экспериментов выбирались тексту-
ры из альбома Бродатца [7], а также изображения биомедицинских препаратов
печени (здоровой и больной) и почек (здоровых и больных). В качестве a рас-
сматривались значения 1/2, 1/4, 1, 2. Далее приводятся результаты в основном
для a = 1 (расхождение Кульбака–Лейблера).

4.1. Текстуры Бродатца. Для проверки работы алгоритма и исследо-
вания его применимости мы рассматривали несколько классов текстур из базы
данных Бродатца размером 640 × 640, как полутоновые изображения, так и
цветные. Размер окна разбиения выбирался исходя из размеров изображения, а
именно, 50× 50 пикселей. Ниже приведены примеры текстур, которые исполь-
зовались при тестировании метода.

Рис. 3. Номер текстуры D78. Рис. 4. Номер текстуры D79.

Выбранные для иллюстрации изображения D78 и D79 приведены к по-
лутоновой палитре и имеют визуально близкую структуру. Обозначим распре-
деления их мер, соответственно, p = (pi) и q = (qi).

Ниже в графическом виде приведены экспериментальные данные расче-
тов векторов расхождений Кульбака–Лейблера заданных изображений в полу-
тоновом цветовом режиме.
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Рис. 5. График сравнения текстур Бродатца
Рис. 3 и Рис. 4 в пространстве HSV.

Приводимый график показывают относительно невысокую скорость ро-
ста вектора расхождений сравниваемых изображений, что говорит об их близо-
сти. С другой стороны, хорошо видно, что реализуемый нами метод сравнения
позволяет выявить достаточно тонкие структурные различия изображений.

Для выявления структурных различий цветных изображений далее мы
рассчитываем вектора расхождений в пространствах RGB и HSV по каждой
компоненте.

4.2. Биомедицинские препараты. В качестве опытных образцов мы
используем 2 класса изображений биомедицинских препаратов: изображения
патологии печени и изображения патологии почек, которые были предваритель-
но классифицированы экспертом-медиком. Сравнение проводится внутри каж-
дого класса в различных сочетаниях: здоровый–больной, здоровый–здоровый,
причем в двух цветовых пространствах RGB и HSV. Изображения имеют раз-
мер 3000 × 2000 пикселей, окно разбиения было выбрано 100 × 100 пикселей.

(а) (б) (в)

Рис. 6. Изображения нормальных почек (а, б)
и почек больного хроническим пиелонефритом (в).

Далее приводится график расхождений Кульбака–Лейблера между изоб-
ражениями из одного класса и из разных в цветовом пространстве RGB. Дан-
ный график наглядно показывает различие значений расхождений Кульбака–
Лейблера по компоненте Red для изображений из одного класса (Рис. 6а и
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Рис. 6б), обозначается D1(p(x),q(x)), и изображений из разных классов (Рис. 6а
и Рис. 6в), обозначается D1(p(x),t(x)). Совершенно аналогично выглядят гра-
фики расхождения Кульбака–Лейблера и по другим двум компонентам палит-
ры.

Рис. 7. График, показывающий разницу
значений расхождений по компоненте Red.

Таким образом мы видим, что значения расхождений, рассчитанных по
каждой из компонент пространства RGB между изображениями из разных
классов, растёт быстрее, чем значения расхождений между изображениями из
одного класса, рассчитанных по той же компоненте.

5. Расхождение Реньи для a 6= 1. Для иллюстрации поведения рас-
хождения Реньи для a 6= 1 в качестве опытных образцов для исследования мы
рассматриваем изображения биомедицинских препаратов, а именно, изображе-
ния патологии почек.

Сравнение проводится внутри каждого класса в различных сочетаниях:
здоровый — больной, здоровый — здоровый при a, равных 1/2, 1/4, 1, 2 соот-
ветственно. В наших экспериментах рассматривались изображения как полу-
тоновые размером 3000× 2000, так и цветные. Мы приводим здесь результаты
для полутоновых изображений. Размер окна разбиения выбирался исходя из
размеров изображения: 100× 100 пикселей.
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Рис. 8. График значений расхождений Реньи при различных a
при сравнении изображений из одного класса.

Рис. 9. График значений расхождений Реньи при различных a
при сравнении изображений из разных классов.

Оба графика демонстрирую монотонную зависимость изменения вели-
чины расхождения Реньи от a. Также мы видим, что скорость роста значений
расхождений по каждому графику значительно отличается для представителей
одного класса и разных классов.
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Shakirov T. R., Fomin V. V. One solution to access and store documents in

the control systems document management. The article describes the model of open network

manaqgement framework documents, including: the organization of forms of storage, access rights,

visibility restrictions, etc.

В статье описана модель открытой сетевой структуры управления документами, в том

числе: организации форм хранения, прав доступа, ограничений видимости и т. д.

Оптимизация документооборота – одна из насущных проблем средних
и больших организации. Чем крупнее организация, тем сложнее устроены до-
кументопотоки внутри неё, а их поддержка требует регулярных затрат. Часто
одним из результатов этих затрат является интеграция программного продук-
та, задача которого – отображение и редактирование актуального состояния
бумаг, движущихся внутри компании, – такая программа называется систе-
мой электронного документооборота. Существует много систем подобного рода
(например, «1С: Документооборот», «DocFactor», «Germes», «Jahia», «Эффект-
Офис» и т. д.), которые успешно справляются со своими задачами [1, 2]. Тем
не менее, бывают ситуации, когда предприятие отказывается от имеющихся ре-
шений и заказывает полноценную реализацию своей системы. Интеграция сто-
роннего продукта обходится значительно дороже: требуется оплата лицензии,
профессионального сопровождения и поддержки. Уход вендора с рынка озна-
чает конец поддержки данного продукта, что крайне рискованно для многих
видов деятельности.
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Предлагаем решение по организации управления документами, разрабо-
танное и реализованное в рамках системы электронного документооборота в
одном из международных коммерческих банков.

Основным объектом управления при разработки системы был выбран до-
кумент. Документ вводится в оборот пользователем – таким образом, каждый
документ имеет ссылку на человека, его создавшего. Организация документо-
потоков основана на двух других элементах – тип документа и папка.

Папки – это всевозможные точки маршрута документов (конечные или
промежуточные). Одна папка может содержать любое количество документов
и дочерних папок. Администраторы системы создают папки, причем «смысл»
получаемой древовидной структуры «выбирается» (создаётся) самими админи-
страторами через набор приписываемых папкам свойств. Тип документа ис-
пользуется для задания маршрута. Каждому созданному документу пользова-
тель обязательно назначает тип (справочник всех типов настраивается). Так
же, как и местоположение документа (т. е. папка), тип данного документа мо-
жет быть изменен в любой момент. Каждый тип документа связан с одной или
несколькими папками (и наоборот). При этом документ можно переместить
только в те папки, которые связаны с его типом.

Чтобы добавить в систему ограничение на видимость того или иного до-
кумента (ограничение доступа к данным) – в целях внутренней политики без-
опасности, администраторам предоставляется возможность настраивать доступ
к папкам и документам определенных типов. При большом числе пользователей
их можно собирать в группы, а доступ к папкам и типам документа настраивать
не для отдельных пользователей, а для целых групп. Права доступа разделены
на разрешенные действия: «просмотр» и «просмотр и редактирование».

У документов, папок, пользователей и т. п. могут быть и иные атрибуты,
которые зависят от конкретной реализации и целей компании, использующей
систему.

Каждый пользователь добавляет документы в систему, загружая уже
имеющиеся на его компьютере файлы. Следующие задачи были поставлены
для улучшения сценария работы с системой:

1. Создание новых документов («на лету») с помощью самой системы – для
документов, не имеющих на данный момент электронной версии (но хра-
нящихся у пользователя в бумажном виде).

2. Единый просмотр всех документов из клиентского приложения независи-
мо от формата.

Для оцифровки документов пользователь использует сканер (альтерна-
тивный вариант – цифровая камера). Система может работает с оцифровываю-
щим устройством через TWAIN либо SANE – открытые программные протоко-
лы взаимодействия с устройствами захвата изображения. Система дополнена
функциями перевода некоторых популярных форматов в графический (в част-
ности, конвертация из PDF с помощью Ghostscript – с учетом того, что многие
программные редакторы часто поддерживают экспорт в PDF, но редко дают
возможность вывода редактируемых файлов в графику).
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Что касается выбора графического формата, то выбор был сделан в
пользу формата TIFF. Этот формат находит огромное применение в полигра-
фии, сканировании и распознавании текста благодаря большой глубине цвета и
несколькими вариантами сжатия (в том числе «без потерь»), полезной особен-
ностей TIFF является поддержка формата страниц.

Как только документ создан, он попадает во временное хранилище. Вре-
менное хранилище – это особая папка, в которой пользователь видит только
те документы, которые он сам создал и которые не были отправлены в другие
папки. Когда пользователь отправляет документ в оборот (в любую другую пап-
ку системы), документ удаляется из хранилища и становится доступен другим
пользователям в соответствии с правами их доступа. Пока документ находится
во временном хранилище, его можно редактировать и удалять из системы без
обладания дополнительными правами на эти действия.

Предложенная структура и сопутствующие ей функции могут быть
усложнены, сохранив при этом свою основу, а именно: документы, их движения
по документопотокам, а также пользователей с заданными правами доступа.

В качестве дальнейших улучшений могут выступать: работа с цифровы-
ми подписями, хранение документов в дата-центрах, синхронизация информа-
ции о документах с другими системами организации, облачные сервисы по ра-
боте с документами, распознавание текста с помощью стороннего ПО (ABBYY
Recognition Server) и т. д.
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Belousowa M. I. Chord framings of the graph spanning trees. The Maslova–

Nezhinskij definition of a graph fixed spanning tree framing by pair of chords is generalized up

to a definition of n-chord framing (n > 2) for a graph fixed spanning tree. Connections between

n-chord and (n− 1)-chord framings are studied.

Для графов с фиксированным остовом определение Масловой–Нежинского оснащения

остова графа парами хорд обобщено до определения n-хордового оснащения остова графа

(n > 2). Изучены связи между n-хордовыми и (n− 1)-хордовыми оснащениями.

Язык этой работы топологический. В частности, под графом мы будем по-
нимать клеточное пространство размерности не более единицы, под подграфом
– клеточное подпространство графа, под циклом – подграф графа, гомеоморф-
ный окружности.

Граф называется лесом, если он не содержит циклов. Подграф графа
называется лесом этого графа, если он является лесом. Лес графа называется
остовом, если он содержит все вершины графа. Хорошо известно, что в любом
графе остов существует (и, как правило, не единственный).

Предположим, что задан граф. Выберем какой-нибудь остов этого графа.
Рёбра графа, принадлежащие этому остову, называются ветвями, не принад-
лежащие – хордами. Рассмотрим какой-нибудь цикл этого графа. Ясно, что он
содержит хотя бы одну хорду (ветвей он может не содержать). Цикл графа
называется элементарным, если он содержит в точности одну хорду. Хорошо
известно, что каждая хорда содержится в элементарном цикле, и этот цикл
единственный.

Предположим, что задан граф, число вершин которого конечно, и фик-
сирован какой-нибудь его остов. Обозначим количество ветвей графа через b
и занумеруем их числами 1, 2, ... , b. Рассмотрим множество всех хорд этого
графа. Для любого натурального числа n обозначим через Cn совокупность
n-элементных подмножеств этого множества; мы положим также C−1 = ∅ и
C0 = ∅. Назовём n-хордовым оснащением фиксированного остова отображениеf : {1, 2, ... , b} → Cn,

обладающее для каждого натурального числа k 6 b следующим свойством.
Пусть f(k) = {c1, c2, ... , cn}.
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Рассмотрим элементарные циклы, хордами которых являются рёбра
c1, c2, ... , cn. Наше свойство состоит в том, что пересечение всех этих циклов
содержит ветвь, имеющую номер k, и не содержит ветвей, имеющих номера,
большие чем k.

Заметим, хотя это нам ниже не понадобится, что отображение f инъек-
тивно, и что граф, не имеющий ветвей, имеет n-хордовое оснащение для любого
целого числа n > −1.

Основным результатом этой работы является следующая теорема.
Теорема . Дан граф, число вершин которого конечно, и n – натуральное

число, большее двух. Остов графа имеет n-хордовое оснащение тогда и только
тогда, когда он имеет (n−1)-хордовое оснащение и каждая его ветвь содержится
не менее, чем в n попарно различных элементарных циклах.

Следствие . Дан граф, число вершин которого конечно. Для любого
натурального числа n > 3 остов графа имеет n-хордовое оснащение тогда и
только тогда, когда он имеет 2-хордовое оснащение и каждая его ветвь содер-
жится не менее, чем в n попарно различных элементарных циклах.

Доказательство теоремы. Предположим сначала, что задано n-
хордовое оснащение f : {1, 2, ... , b} → Cn

некоторого остова. Тогда искомое (n− 1)-хордовое оснащениеf′ : {1, 2, ... , b} → Cn−1

можно задать следующим правилом. Пусть k – натуральное число, не превос-
ходящее числа b, и пусть f(k) = {c1, c2, ... , cn}.

Рассмотрим три элементарных цикла, содержащих хорды cn−2, cn−1 и cn со-
ответственно. Согласно теореме из параграфа 2 работы [1] пересечение этих
(трёх) циклов равно пересечению каких-то двух из них. Пусть i и j – номера
хорд, соответствующих этим циклам (так что n− 2 6 i 6= j 6 n). Мы полагаемf′(k) = {c1, c2, ... , cn−3, ci, cj}.

Что отображение f′ определено корректно и является (n − 1)-хордовым осна-
щением – очевидно.

Предположим теперь, что задано (n− 1)-хордовое оснащениеy : {1, 2, ... , b} → Cn−1

некоторого остова. Тогда искомое n-хордовое оснащениеy′ : {1, 2, ... , b} → Cn

можно задать следующим правилом. Пусть k – натуральное число, не превос-
ходящее числа b, и пусть y(k) = {c1, c2, ... , cn−1}.
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Согласно нашему предположению, существует хорда c, отличная от ci (при
1 6 i 6 n− 1). Мы полагаемy′(k) = {c1, c2, ... , cn−1, c}.

Что отображение y′ определено корректно и является n-хордовым оснащением
– очевидно �

Заметим, что часть “тогда” теоремы верна ещё и при n = 0, 1, и неверна
при n = 2. Первое очевидно, второе ясно из рис. 1

(
на рисунке выбранный нами

остов графа состоит из рёбер, занумерованных числами 1, ... , 5, и 2-хордовое
оснащение этого остова задано правилом: 1 7→ {II, III}, 2 7→ {II, IV}, 3 7→
7→ {I, III}, 4 7→ {I, IV}, 5 7→ {III, IV}

)
. Заметим также, что часть “только то-

гда” теоремы верна ещё и при n = 0, 2, и неверна при n = 1. Первое очевидно,
второе ясно из рис. 2.

Рис. 1.

Рис. 2.
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Анонсирована формула, выражающая полином Джонса произведения Уайтхеда двух

узлов через полиномы Джонса зацеплений, полученных удвоениями перемножаемых узлов.

Ключевые слова: узел, полином Джонса, произведение Уайтхеда.

1. Цель работы. В [1] содержится конструкция, которая любому узлу
ставит в соответствие двухкомпонентное зацепление, получаемое из узла при-
соединением “параллельной” компоненты, коэффициент зацепления которой с
исходным узлом равен нулю. В [2] содержится (предложенное В. М. Нежин-
ским) определение операции перемножения (= перемножения Уайтхеда) двух
узлов. Главная цель этой работы – установить связь между этими конструкци-
ями.

2. Множества Λ и K. Зацеплением называется гладкое компактное
ориентированное подмногообразие евклидова пространства R3, каждая компо-
нента которого диффеоморфна окружности. Если подмногообразие связно, то
зацепление называется также узлом.

Зацепления L0 и L1 называются изотопными, если существует гладкое
ориентированное подмногообразие W пространства R

3 × I такое, что:
1. ∂W = W ∩ (R3 × ∂I);
2. W ∩ (R3 × 0) = L0 × 0 и W ∩ (R3 × 1) = (−L1) × 1, где знак минус

обозначает смену ориентации;
3. W ∩ (R3 × t) есть зацепление в R3 × t для любого t ∈ I.
Через Λ мы будем обозначать множество изотопических классов всех

зацеплений, через K – множество всех узлов; ясно, что K ⊂ Λ.

3. Отображения w и m. Определим отображениеw : K → Λ

следующим образом. Пусть a ∈ K и K – какой-нибудь представитель класса a.
Рассмотрим какую-нибудь трубчатую окрестность узла K. Сдвинем послойно
узел K в край этой трубчатой окрестности таким образом, чтобы коэффициент
зацепления узла K со сдвинутым подмногообразием был равен нулю. Заменим
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ориентацию сдвинутого подмногообразия на противоположную и обозначим по-
лученное ориентированное подмногообразие через K ′. Ясно, что (K,K ′) – за-
цепление. Класс этого зацепления и есть w(a).

Что это определение корректно – очевидно.
Определим отображение m : K×K → K

следующим образом. Пусть a, b ∈ K. В классе a выберем узел K1 такой, что:
узел K1 содержится в полупространстве {(x, y, z) ∈ R

3 | x 6 0}; пересечение
узла K1 с плоскостью {(x, y, z) ∈ R3 | x = 0} (снабжённой стандартной ориен-
тацией) есть отрезок 0× [−1, 1]×0 (⊂ 0×R×0 ⊂ R3). В классе b выберем узел
K2 такой что: узел K2 содержится в полупространстве {(x, y, z) ∈ R3 | x > 0};
пересечение узла K2 с плоскостью {(x, y, z) ∈ R3 | x = 0} есть отрезок
0 × 0 × [−1, 1] (⊂ 0 × 0 × R ⊂ R

3). Рассмотрим ленточку, ось которой сов-
падает с узлом K1 и, коэффициент зацепления краёв которой равен нулю, и
ленточку, ось которой совпадает с узлом K2, коэффициент зацепления краёв
которой равен нулю и которая пересекается с первой ленточкой по квадрату
0 × [−1, 1]× [−1, 1]. Рассмотрим поверхность, являющуюся объединением этих
ленточек, снабдим её ориентацией, совпадающей со стандартной ориентацией
квадрата 0 × [−1, 1] × [−1, 1], и сгладим у полученной поверхности углы. Яс-
но, что край полученной поверхности является узлом. Класс этого узла и естьm(a, b).

Стандартная проверка показывает, что это определение корректно.

4. Формулировка основной теоремы. Пусть

P : Λ → Z[q−1/2, q1/2]

отображение, которое изотопическому классу зацепления ставит в соответствие
его полином Джонса (по поводу определения полинома Джонса см., например,
в [3]).

Теорема . Для любых элементов a, b ∈ K имеет место равенство

P
(m(a, b)) = 1

q−1 + 1 + q

(
(−q−1/2 − q1/2)

(
P (w(a)) + P (w(b)))−

− P (w(a))P (w(b))− 1

)
.
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Уравнения занимают центральное место в современной математике и яв-
ляются основой для математического моделирования многочисленных явлений
и процессов в науке и технике.

Веб-сайт EqWorld содержит обширную информацию о решениях различ-
ных классов обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), дифферен-
циальных уравнений с частными производными (УрЧП), интегральных уравне-
ний, функциональных уравнений и других математических уравнений. Описа-
ны также некоторые методы решения уравнений, приведены интересные статьи,
даны ссылки на математические справочники и монографии, указаны адреса
научных веб-сайтов, издательств, журналов и др. Сайт постоянно пополняется
новыми уравнениями, точными решениями и другой полезной информацией.

Веб-сайт EqWorld предназначен для широкого круга ученых, преподава-
телей вузов, инженеров, аспирантов и студентов в различных областях мате-
матики, механики, физики и инженерных наук и является бесплатным для его
пользователей.
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